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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada vy escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

EXAMEN JUNIO 2000

Opcion A

EJERCICIO 1. (1) [1 PUNTOL
Dibuja el recinto limitado por las curvas
X+2

y=€e", y=e* 'y x=0
(2) [1'5 PUNTOS]. Halla el area del recinto considerado en el apartado anterior.

EJERCICIO 2. Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba desde un determinado punto.
La altura en metros alcanzada al cabo dgegundos, viene dada por

h(t)=5-5t- 572",
(1) [1'5 PUNTOS]. Calcula el tiempo transcurrido hasta alcanzar la altura maxima y el valor
de ésta.

(2) [1 PUNTO]. Teniendo en cuenta que la velocidag @9 = h' (t), halla la velocidad al
cabo de 2 segundos.

EJERCICIO 3. [2’5 PUNTOS]. Determina la ecuacion de la circunferencia que pasa por los
puntos A=(1,6) y B=(5, 2) ytiene su centro sobre la recta2xy

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS]. Dada la matriz

S

2
calcula (At A _1) A

Opcion B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Se dispone de 288.000 pts. para vallar un terreno
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rectangular colindante con un camino recto. Si el precio de la valla que ha de ponerse en el lado
del camino es de 800 pts/metro, y el de la valla de los restantes es de 100 pts/metro, ¢, cuéles son
las dimensiones y el &rea del terreno rectangular de area maxima que se puede vallar?

a

2

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Determina”, “b”y “c” para que la curvg = ———
X< +bx+ c

sea la siguiente

EJERCICIO 3. Los puntos A =(3, 3,5) y B = (3, 3, 2) son vértices consecutivos de un rec-

L L L. . L, . — +
tangulo ABCD. El vértice C consecutivo de B esta en larecta de ecuamgnés—G = Z—l.

. . - -1 2
(1) [1775 PUNTOS]. Determina el vértice C.
(2) [0°75 PUNTOS]. Determina el vértice D.

EJERCICIO 4. Considera la matriz
1 2 1

A=A 1 0].
0 1 A
(1) [1 PUNTO]. Halla los valores depara los que la matriz A no tiene inversa.
(2) [1'5 PUNTOS]. Tomando % 1, resuelve el sistema escrito en forma matricial

X 0
Aly|=|0].
z 0

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(1) Comencemos representando cada una de las funciones que nos dan.



Fco. Fdez. Morales EXAMEN JUNIO 2000 Pag. 15

Para representar la funcigr= eX*2 loharemos a partir de la fuyciom™, gue esuna

funcion elemental, y a continuacion la sometemos a un desplazamiento horizontal de 2 unidades
a la izquierda:

|

La grafica de la funcioy =e™* |, que es otra funcién elemental, esta situada a

continuacion, y junto a ella, y en un mismo sistema de ejes coordenados se han representado
las funciones y = "2, y=€* y x=0 (eje de ordenadas), asi como la regién que

dichas funciones delimitan, y que aparece rayada.

y=¢e% x x+2

(2) Para hallar el area del recinto rayado anterior, construimos la funcién diferencia, es
decir, f (x)= e**2 - X, y calculamos los puntos de corte con el eje de abscisas:
y= ex+2
y=20
El area pedida seré:
0 0 0
J f(x) dx= j (- &) ax=[ &2+ 64 = &+ @-( &2 P= %2 +a
-1

-1

-e* _ _
}:} eX+2—eX:0 = é(+2: eX = X+2=-X = x=-1

SOLUCION EJERCICIO 2.--

(1) Lafuncién alturah(t) =5-5t- 5e72! se corresponde con la suma de una funcién
polinémica, 55t, y la de una funcién exponencialg %, que son continuas y derivables en
todoR, por lo que la funcién suma lo seguird siend®er igualmente lo seguird siendo en
cualquier intervalo en el que estuviese definida.

Los méximos relativos serén pues alcanzados en los puntos de derivabilidad cero:
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h(t)=-5+10e2 = -5+10e?'=0 = 1E?'=5= g2

N|H
U

2220 5 e?)=w(2Y 5> -2en@E=-10©@ =
Ln(2)
2

t= = (0''3466

Estudiemos la monotonia. Hemos obtenido un Gnico valor que anula a la primera derivada,
luego sélo habra dos intervalos de monotonia:

h'(0) = -5+ 10 = 5> 0 = Creciente en (- 0, an(z)J

h'(1)=-5+ 10e7? = 5+1—0< 0 = Decreciente en( Ln2(2) . +°°j

en definitiva el maximo relat|vo es absoluto, por tanto, el tiempo transcurrido en alcanzar la

altura méxima es de= LnT(Z) = (0 3466 segundos
El valor de esta altura maxima alcanzada es, expresada en metros:
Ln(2)
h(_an(z)j —5- 5—”‘2(2) 2 -5-5 21n(2)- 5 4 g— 51n(2) = 07671m.

(2) La velocidad al cabo de 2 segundos sera:
vi)=h ()= v(t)=-5+106? = v(2)=-5+10e*=-48168m/s

SOLUCION EJERCICIO 3.-

El centro C de la circunferencia, de coordenadas)(al estar sobre la recta= 2x
verificard que su ordenada es doble que su abscisa, es decir, C = (a, 2a).
La distancia del centro C a cada uno de los puntos Ay B de la circunferencia es igual:

dist(A,C)= dist(B,C) =  a-1}+ a-6% =4 @-5}+ (2a- 2§ =
a’+1-2a+4a’+36- 24a= a°+ 25 1+ &+ 4 & = &1

luego las coordenadas del centro de la circunferencia son: C = (1, 2).
El radio de la circunferencia es:

r = dist(A,C)= 4 - 1P + (2- 6 =,/ O 16= 4
finalmente, la ecuacion de la circunferencia es:
(x—a)2+(y— ljzz F = (x—1)2+(y—2)2:42 = x?+y?-2x-4y-11=0

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Comencemos calculando la matriz traspuesta de\k(; ij = A'= (; ij
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Calculemos ahora la inversa de A, lo haremos mediante el método de Gauss, consistente
en poner a la derecha de la matriz A, la matriz unidad e intentar, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda, la parte que quede
a la derecha es la matriz inversa de A, A

1 211 o0 Diagonalicemos.
(3 4 ‘ 0 1) Tomemos como pivote el elementg=al# 0.

Sustituyamos la 22 fila por:  [23.] 3 - [13f]

( 1 2 10 Tomemos como pivote el elementga- 2 = 0.
0O -2 |-31 Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + [23f]

1 0|-21 o e
o 2|31 Dividamos la 22 fila por- 2

10l =2 1 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo
[ ‘ J gue al no salirnos ninguna fila de ceros, la matriz A tiene inversa,
0 1]3/2-12) gjendo la matriz inversa la matriz que queda a la derecha, es decir:

-1 -2 1 ]
A =
3/2 -1 2
Calculemos (AA™1)2 A
At.A-lz(l 3)( 2 1 ):(—2+9/2 1- 3 2)2(5/2 —1/2)
2 4 3/2 -1 2 -4+6  2-2 2 0
2
t, —1) _(5/2 —1/2) .(5/2 - ) (21/4 —5/4)
(A A ( ) 0 3

2
t, _1) A 214 —5/4).(1 2) ( 3/2 11/2)
(A A A ( 5 -1 3 4 2 6

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.- s
(1) Teniendo en cuenta el dibujo situado al lado, el X
area del terreno rectangular sera: A =y X y

Como solo disponemos de 288000 pts para vallar el
terreno, se ha de verificar que:
800 x + (x+ 2y) 100 = 288000 = 800 x+ 100 x+ 200y= 288000 =
2800- X

900 x + 200 y= 288000 = Ox+ 2y= 2880 = Yy= 5
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Sustituyendo este valor de gn la expresion del areat@ndremos:
A= xo 2800 X A(x):—§x2+1440x

La funcién area es una funcion polinomica de segundo
grado, cuya gréfica aproximada es la situada al lado, siendo el
dominio de la misma los valores comprendidos entre los que

anulan a la funcién:
9 ‘= -1440+ 1448 + 0_~0
-9 ~ 320

—Ex2+1440x: 0=
osea, Dom A(x]0, 320. \320
Calculemos el méaximo absoluto de la funcion area, que es
continuay derivable en su dominio. Obtengamos, en primer lugar,

los maximos relativos que se encuentran entre los puntos de derivada cero:

A(x):—§x2+1440x = A(Y=-9% 1440 - 9+ 1448 0> x:#:leo

A'(x)=-9 = A'(160=-9< 0 = Maximo relativo enx=160, que a su vez es

absoluto, ya que el intervalo es abierto.

Las dimensiones del terreno que hacen que tenga area maxima son:

X =160 metros ; y= woz 720 metros

El valor maximo del area es: A 160 - 720 = 1152002m

SOLUCION EJERCICIO 2.-

De la observacion de la grafica deducimos, entre otras cosas, que presenta dos asintotas
verticales, x=-3 y x =1. Altratarse de una funcién racional y siendo el denominador una
expresién polindbmica de segundo grado, resulta que los valores que anulan a dicha expresion
son precisamente el3-y el 1, esto implica lo siguiente:

X+ bx+c=(x+3)(x-1) = X+bx+c=%¥+2x- 3 =

b=2 ; G -3

El punto (-1, - 2) al pertenecer a la gréfica de la funcién verificara la expresion de la
funcion:

a a a

y=———— = yr——— = -2

y= = = a=8
X% +bx+ ¢ X% +2x-3 (—l)2+2(—])— 3

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) El vértice C por pertenecer a la rect c
_y-6_1z+1
X==2_ _—=_—__"
-1
genéricas: C = (A 6-A, -1+2).
Teniendo en cuenta lo que dice el problema 'y

, tendra de coordenadas
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observando el dibujo podemos establecerlqsmectoresz y BC son perpendiculares
decir, AB O BC por tanto, su producto escalar es cero:
AB=(3,3,2)- (3, 3 5)=(,0, -3)
BC=(\, 6-A, -1+2 - (3, 3,2)=X-3, 3\ , X3 )
ABOBC = AB<BC=0 = (0,0,-3» (-3, 3A, 2-3)=0=
~6A+9=0 = )\:% N )\:g
luego el vértice C tendra de coordenadas:

c:(A,6—)\,—1+2A):(§,6—§,—1+2-§j:(§,2,2)
20 2 2) 22

(2) Calculemos el vértice D =(a, b). Se verificara:
L B*c:(é,g, j—(3, 3, 2){—§,§,0)
BC=AD = 2 2 2 2

AD=(a, b,9-(3, 3,5)=@-3, b-3, c-5)

_E: -3 a:§

( 3 3 32 5
——,—,Oj:(a—3,b—3,c—5) =>4 2=p-3 =1p=2 :(§ S )
2’ 2 > 5 =D 2,2,5

0=c-5 c=5

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Discutamos el rango de la matriz para saber si tiene o no inversa.

1 21 Triangulemos inferiormentdp haremos mediante Gauss.
A=A 1 0 Tomemos como pivote el elementg=al# 0.
0O 1 A Sustituyamos la 22 fila por:  [23] A - [13f.]
1 2 1
0 1-22 -A Intercambiemos entre si las filas 22y 32
0 1 A
1 2 1
0 1 A Tomemos como pivote el elementg=al+ 0.
1 a fi . af_ - . &
0 1-2 -\ Sustituyamos la 32 fila por:  [32f] (1- 2)) - [23f]
12 1 La matriz esta triangulada inferiormente.
0 1 2‘)‘ Los elementos de la diagonal principal son distintos de cero salvo el
0 0 2°-2 elemento g = 2)* - 2\ que puede ser o no cero. Veamos los dos

casos que pueden presentarse.
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*Si g =0 = 2-2A=0 = 2(-1) =0 = A=0 ; A=1,
es decir, para estos dos valoresije0 y 1, el rango de la matriz seria 2, y la matriz A no
tendria inversa.

*Si g0 = 28- 200 = 2AA-1)#0 = A#0 ; rz1
es decir, para todos los valoresiddistintos de 0y 1, el rango de la matriz seria 3, y la matriz
A tendria inversa.

(2) Para A= :L el sistema en forma matricial, lo escribimos en forma desarrollada:

1 X+2y+2z=0 Expresemos el sistema homogéneo en

1 = x+y=0 forma matricial, y resolvamoslo por el

0 1 1 z y+z=0 método de reduccion de Gauss Jordan.

1 2 10 Triangulemos inferiormente.

1 1 00 Tomemos como pivote el elementgal # 0.

0 1 1|0 Sustituyamos la 22 fila por: [22f.][15f.]

1 2 110 Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.

0 -1 -110 Sustituyamos la 32 fila por: [3%.] + [25f.]

0 1 1|10

1 2 1|0 El sistema esta triangulado inferiormente, la Ultima fila de ceros, la
0 -1 -1|0 suprimimos, nos queda un sistema homogéneo de dos ecuaciones y
0O 0 o0fo0 tres incognitas, se trata de un sistema compatible indeterminado

uniparamétrico. Nos sobra una incégnitaz,lgue la pasamos al
segundo miembro como incégnita secundaria.

( 1 2 ‘ —ZJ Triangulemos superiormente.
0 -1| z Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + 2 - [23f]
1 0|z El sistema esté diagonalizado.
( 0O -1 j La solucion es:
X= z ; y= -z

Sustituyendo la incognita secundari, por un parametro, |, tendremos finalmente la
solucién del sistema:

X=H 5y =-p 5 zZ=Q
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esti indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

EXAMEN SEPTIEMBRE 2000

Opcion A

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Considera la funcidn R-R definida por f(x)=2 +x - X2
Calcula a, o< 2, de forma que 2
I f (x)dx= %

a

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Calcula
. x sen (X)
lim —
X0 tan(x)

EJERCICIO 3. (1) [1'5 PUNTOS]. Halla la ecuacion de la circunferencia que pasa por los
puntos (0, 2), (6,2) y (-1, 1).

(2) [1PUNTO]. Determina los valores detales que el punto (&) esté en la circunferencia
determinada en (1).

EJERCICIO 4. Considera el sistema de ecuaciones
3Xx+2y-52=1
4x+y-2z= 3
2x-3y+az=b
(1) [1775 PUNTOS]. Determinay b sabiendo que el sistema tiene infinitas soluciones.
(2) [0"75 PUNTOS]. Resuelve el sistema resultante.

Opcion B

EJERCICIO 1. [2’5 PUNTOS]. Determina el valor de las constamidsy ¢ sabiendo que
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la grafica de la funciorf: R - R definida por

f(x)= x(axe + bx+ ¢
tiene un punto de inflexion en- Z, 12) y que en dicho punto la recta tangente tiene por
ecuacion 1 +y +8=0.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Calcula el valor de, positivo, para que el area encerrada
entre lacurva y =ax- X vy el eje de abscisas sea 36. Representa la curva que se obtiene
para dicho valor de.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Calcula el punto de la recta de ecuaciones

X—1= y+2 - z+1
2 -3
mas cercano al punto A =(%,1, 1).
EJERCICIO 4. Considera la matriz
1 0 -7
A={0 b 3
4 1 -b

(1) [1 PUNTOQ]. Determina para qué valores del parambtrexiste Al
(2) [1'5 PUNTOS]. Calcula A parab=2.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Calculemos la integral definida que nos da el ejercicio:

2 2 2 3 z
J f)dx=2 = '[ (2+x—x2)dx:{2x+x__x_} -9 o
a 2 s 2 . 2

4 8) a? a)_9 10 a? . a%_9
4+2-9)_ a”_a"|-2 S T SR D)

( 2 3 (2‘”2 3)° 2 3 2 2
20-12 - 2+ 2= 27 = a- 8°- 18- # O

resolvamos la ultima ecuacién usando la Regla de Ruffini, para lo cual probamos con los
divisores del término independiente, empezamos coh:el



Fco. Fdez. Morales EXAMEN SEPTIEMBRE 2000 Pag. 23

Una solucion es 1, encontremos las demas. Resolvamos

] 2 -3 12 -7 la ecuacién de segundo grado obtenida:
- 7 _
5 5 7 0 = 5tV25r56_5+81_5:9_, 3~3°
4 4 4 N

Observando los valores debtenidos y como han de ser menores de 2, la soluciared.

SOLUCION EJERCICIO 2.--
(1) Calculemos el siguiente limite
x_sen(x)_ 0+sen(0) _ [0} — |im Sen ()+ >cos (x)_

x-0 tan(x) tan(0) 0] x-o 1 2
cos? (x?) X
= im SeX cog () + xcos(x)cos (£ )[o]_
= H5)-
- lim __Co%X) cod(x?)-2 cog®)sen(¥ 3 xsen(x) xsentds?( >x3 Zoos( )oos? X 1
x-0 2

Las indeterminaciones t{eg se han destruido utilizando la Regla de L"Hépital, que

consiste en derivar el numerador y denominador independientemanteds! otro.

SOLUCION EJERCICIO 3.- ;
(1) Para hallar la ecuacion de la circunferencia que pasa por
puntos P=(0,2), Q=(0,2) y R=(1, 1) necesitamos determinar la
coordenadas del centro y el radio de la circunferencia.
Supongamos que las coordenadas del centro son Chj, (e
verificara que:

CP=CQ = (Caf+t2bj=/(@a3+ @bj =
a’+4+b°+4b= 2+ 4+ ¥-4b = 8=0 = b=0

ol

CP=CR = (0-af +¢2bj=y1-af+ xbf =
a+4+b°+4b=1+ £+2a+r1+ F-2b = 2a=2 = a=1

luego las coordenadas del centro son C = (1, 0)
Obtengamos el radio, r:

r=CP=,/(0-1F + (2- 0f = /5
La ecuacion de la circunferencia sera:
X2+y?—2ax-2by &+ - F=0= X+ Y2 %¥E50> %+ ~2%x4 0
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(2) Determinemos los valores depara que el punto (B)) esté en la circunferencia
anterior. Sustituyamos dicho punto en la ecuacion de la circunferencia:

m=1
F+mP-6-4=0 = HnmP-10- 0= nP=1 = 7
N m=-1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Para determinaa y b de forma que el sistema tenga infinitas soluciones, lo haremos
discutiendo dicho sistema mediante el método de reducciéon de Gauss, para lo cual lo
expresamos en forma matricial:

3 2 -5|1 Triangulemos inferiormente.

4 1 -2|3 Tomemos como pivote el elementg=a 3 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [23f.4-- [13f.]

2 -3 a|b Sustituyamos la 32 fila por: 3 - [33f.] - 2 - [13f]

3 2 -5 1 Tomemos como pivote el elementga- 5 = 0.

0 -5 14 5 Sustituyamos la 32 fila por:  --§32f.] - ¢ 13) - [23f.]

0 -13 3a+10|3b-2

3 2 -5 1 El sistema esté triangulado, todos los elementos de la
-5 14 5 diagonal principal son distintos de cero salvo,gtjae

puede ser cero 0 no. Veamos los diferentes casos que
pueden presentarse, sin olvidarnos de que lo que

queremos saber es para qué valores\db el sistema tiene infinitas soluciones.

*Sia;=0 = -15a+132=0 = a= %2 . Puede ocurrir, a su vez, dos cosas:

o

o

0 -1m+ 132| -15b+ 75

*»* Si -15+75=0 = b=5 = enestecasolalltimaecuacion es del tipo,
0 =0, es decir, una ecuacioén trivial, la eliminamos; nos queda un sistema de dos ecuaciones y

tres incognitas, o sea, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico. por lo que el

sistema tendra infinitas soluciones cuarae %2 b y5.

* Gj -1%h+75#0 = b=z5 = en este caso la ultima ecuacion es del
tipo, 0 = n°#H, es decir, una ecuaciéon absurda, el sistema es incompatible.
*Sigy;#0 = -15a+13220 = a# % . Nos queda un sistema de tres ecuaciones

con tres incognitas, es decir, un sistema compatible determinado, con solucién Unica.

(2) Resolvamos el sistema para los valorea géd que hacian al sistema compatible
indeterminado, para ello, eliminamos la Gltima ecuacion por ser trivial, tendremos:

[ 3 2 -5 1} La incognita que nos sobrazda pasamos al segundo miembro como
0 -5 14

5 incégnita secundaria o parametro




Fco. Fdez. Morales EXAMEN SEPTIEMBRE 2000 Pag. 25

3 2| 1+52 Triangulemos superiormente.
‘ Tomemos como pivote el elementga-5 = 0.

0 -5[5-14 Sustituyamos la 12 fila por: 5 - [18f] + 2 - [22]
15 0| 15-% La solucion del sistema es:
0 -5| 5-14z 15x = 15 3z ; -5y = 5- 14
Despejanda,y, yz, y sustituyendo ademas la incégaifgor un parametrg,,tendremos:
X = 1—it
g
= -1+t
y 5
z= 1

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Determinemos el valor de las constangeb,y ¢, teniendo en cuenta las condiciones que
nos dice el ejercicio.

Si el punto (2, 12) es un punto de la grafica de la funcién, dicho punto verificara la
ecuacion de la misma:

(-2,12)ef(x) = -2(4a - 2b+c)=12 = 4-2b+c=-6 [1]

La recta tangente, %0ry + 8 =0, tiene de pendiente,,m- 10, luego la derivada de
la funcién f(x) en el punte 2 vale- 10, es decir:

f'(x)=ax®+bx+c+x(2ax+h) = a+bx+c+2a¢+bx = 3+ 2bx +c

f'x)=3ax®?+2x+c - f¢2)=-10 - -10=1Z- 4b+cC [2]

Como ademas el punteZ, 12) es un punto de inflexién, la segunda derivadi(ge en
dicho punto es cero, osea:

f'x)=3ax?+2x+c - f7(X)=6ax+d - [(2=0 =

-12a+2b=0 - =-6a+b=0 [3]
Hemos obtenido las condiciones, [1], [2] y [3], resolvamos el sistema formado por ellas.

-6a+b= 0 Expresemos el sistema en forma matricial y procedamos mediante
da-2b+c= -6 el metodo de reduccion de Gauss

12a-4b+c= -10

-6 10| 0 Triangulemos inferiormente.
4 -2 1| -6 Tomemos como pivote el elementga- 6 = 0.
12 -4 1|-10 Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [22f.] + 2 - [13f]

Sustituyamos la 32 fila por: [33f.] + 2 - [13f.]
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-6 1 0| O
0o -4 3|-18 Tomemos como pivote el elementga-4 = 0.
Sustituyamos la 32 fila por:  --Z32f.] + [23f.]
0 -2 1|-10
6 1 0/ O Triangulemos superiormente.
0 -4 3|-18 Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
i a fi . as . [Ra
0 o 1l 2 Sustituyamos la 22 fila por:  [23f.]3 - [33f.]
-6 1 0| O )
0 -4 0l|-24 Tomemos como pivote el elementga- 4 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 4 - [13f.] + [23f.]
0 0o 1| 2
24 0 0| -24 El sistema esta triangulado, la solucion es:
0 -4 0l -24 ' -”24a:-24 ; -4b=-24 ; €=2
simplificando, tendremos:
0 0 1 2 a=1 : b=6 ; c=2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

La curva y =ox - X4, es una pardbola que presenta un maximo. Podemos también
expresarla de la formg =x (o - x), lo que implica que corta a al eje de abscisas en los puntos
Oyo.

El area encerrada por dicha curva y el eje de abscisas entre los puntes:0 y

a
a 2 3 3 3 3_+-,3
I (ax— x2) dx=36 = |qX-X| =978 =36 - 30" _34
2 3 2 3 6
0 0
a®=366 = a*=6> = a=6
Representemos la funciog = 6&x - X2
1.- El dominio de la funcién €R ya que se trata de una funcion polinémica.
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Se resolvera el sistema formado por la funciony la
ecuacion del eje de abscisgss 0.

=) - =0
Y= | L gige o 0=x(6-9 = ¥
y=0 N\ X=6

luego los puntos de corte con el eje de abscisas son: A(0, 0) y B(6, 0)
- Con el eje de ordenadas. Se resolvera el sistema formado por la funcién y la ecuacion del
eje de ordenadax = 0. Basta sustituik =0 en la funcién:

y=6x- X = y=0- 0=0 = elpuntoesel(0,0).

3.- El'maximo se encuentra en el punto de abs%%a, es@%c’;r& siendo la ordenada:
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y=&-x* = y=18- 9=9, portanteel maximo es el punto

(3,9). ;
La gréfica es la situada al margen.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Expresemos la ecuacion de la reataen forma
paramétrica:

X =1+t
rs y=-2+2t
z=-1-3t

El vector de direccion de la restas v=(1, 2, - 3)
Sea H la proyeccion del punto A = {1, 1) sobre la rectase cumple la condicion de

que el vectoAH es perpendicular al vecior  de direccién de la recta, luego el producto

escalade ambos vectores sera cero.
El punto H por pertenecer a la recta tendra de coorderjadas — 2+ 2t, - 1- 3)

El vectorAH tendré de coordenadas:
AH =(1+t,-2+2t,-1-3)-(1-1)=(t,- + 2,- 2 B
El producto escalar de los vectorabl Vy  escero:
AHeV=0 = (t,-1+2t,-2- A)e(12- 3= 0= t- 2 #+ 6 9= 0> t=_2
sustituyamos en el el punto H: 7
4 6 5 18 1

H=(1+t, -2+ 2t, —1—3):(1—3, -2-2, —1+—):(—, -=, ——j
7 7 7)) 7 T 7

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) La matriz A tendra inversa,’Acuando el rango de A sea tres. Calculemos dicho rango
por Gauss.

10 -1 Triangulemos inferiormente.
A=|0 b 3 Tomemos como pivote el elementg=al# 0.
1 -b Sustituyamos la 32 fila por: [32f.]4 - [13f.]

3 Intercambiemos entre si las filas 22 y 32

Tomemos como pivote el elementg=al= 0.
~b+4 Sustituyamos la 32 fila por: [3%.]b - [24F]

O OoOFr OOoOLFPR
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10 -1 El sistema esté triangulado inferiormente. Todos los elementos de
0 1 -b+ 4 la diagonal principal son distintos de cero, salvqgj@e puede
0 0 b?-4p+ 3 serlo. Estudiemos los casos que pueden presentarse.

* Gj 333:0 - b2'4b+3:O - b:4i\/]ée—12:4§2:i i - para
estos dos valores de 3 y 1, la ultima fila seria una fila de ceros, y la matriz A no tendria
inversa pues el rango de A seria dos.

*Sia;#0 = b=#3 y b#1 = paracualquier valor dedistinto de 3y
de 1, la matriz A tendr& inversa pues el rango de A es tres.

(2) Calculemos la matriz inversa pabe= 2. Lo haremos mediante el método de Gauss,
consistente en poner a la derecha de la matriz A la matriz unidad e intentar, mediante el uso
transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda de A, la parte que
quede a la derecha es la matriz inversa de’A, A

1 0-1|/12 0 O ) o
Triangulemos inferiormente.
02 3010 Tomemos como pivote el elementg=a1+# 0.
4 1 -2/0 0 1 Sustituyamos la 32 fila por: [33f.]4- [13f.]
1 0-1/1 0 O
Tomemos como pivote el elementga2 = 0.
023010 Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [33f.]25f.]
01 2|4 0 1
1 0-1/1 0 O Triangulemos superiormente.
0 2 3 0 Tomemos como pivote el elementgal+ 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.]3- [32f.]
0O 0 1/-8 -1 2 Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + [33f]
1 0 0/-7 -1 2
0 2 024 4 -6 Simplifiquemos la 22 fila por 2.
0 0 1,-8 -1 2
1 0 0/-7 -1 2 La matriz de la izquierda es la matriz unidad, lukegmatriz
01012 2 -3 g:dlf derecha es la inversa de la matriz A, la mattjzes
00 1/-8 -1 2 '

-7 -1 2
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD | MATEMATICAS i
Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.
b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.
¢) La puntuacién de cada pregunta estd indicada en las mismas.
d) Contesta de forma razonada vy escribe ordenadamente y con letra clara.
e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.
MODELO 27 DE EXAMEN
Opcion A
- - _ |x2—4|
EJERCICIO 1. Sea fla funciéon definida para cadaexXR, x= -2, porf (x)—W
(1) Determina si existen y, en ese caso, el valor de los limites
lim f(x) y lim f(x)
X2 X-2

(2) Representa graficamente la funcian f

EJERCICIO 2 .La gréfica de la funcion derivada de una funcién #;B] - R es:

Responde a las siguientes preguntas de manera razonada:

(1) ¢Débnde es ftreciente?, dénde es decreciente y donde es constante?

(2) ¢Donde tiengf, si los tiene, sus maximos locales, sus minimos locales y sus puntos de
inflexion?

EJERCICIO 3. (1) ¢Es posible determinar una circunferencia conociendo las coordenadas
de dos puntos diametralmente opuestos? En caso afirmativo, describe un procedimiento.

(2) Calculala ecuacién de una circunferencia sabiendo que los puntos A=(1, 2) y B=(3, 4) son
diametralmente opuestos.



L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 30

EJERCICIO 4. Sabiendo que

a b c
X y z|=5
u v w
calcula razonadamente el valor de los siguientes determinantes
1 2 3
(D) |2a 3 4c @, L . @) 1x 7z y
2x 3y 4z atx bty otz a c b
2u 3v 4w 2a+u 2b+v 2ct u w v
Opcion B

EJERCICIO 1. Halla b sabiendo que la rectyy =b divide en dos partes que tienen la
misma &rea la region acotada por la curva de ecuacid® -yx* y el eje de abscisas.

EJERCICIO 2. De lafuncion fse sabe que su funcién derivada tiene como representacion
gréfica la recta de ecuacién 32y + 1 =0.

(1) ¢Tiene f algun extremo local? Si la respuesta es afirmativa, indica si se trata de un
maximo o de un minimo y en qué valor de x se alcanza.

(2) Siesf(0)=1, encuentra la expresion analiticaf d@s decir, dadx € R, determina el

valor de f(x)).

EJERCICIO 3. Mezclando tres productos, digamos X, Y y Z, debemos obtener 10 kg de
pienso que contenga 19 unidades de hidratos de cari@nydades de grasa. Sabiendo que
cada kilo del producto X contiene una unidad de hidratos de carbono y dos unidades de grasa,
cada kilo del producto Y contiene dos unidades de hidratos de carbono y una unidad de grasa,
y cada kilo del producto Z contiene cuatro unidades de hidratos de carbono y nada de grasa,
¢.cuéntos kilos de cada producto debemos poner?

EJERCICIO 4. Paracada &R se considera el plano de ecuacion
m =(Ll+2)x + (1-)y + (1+3)z+ (2r- 1) =0.
(1) Prueba que todos los plangspasan por una misma recta r
(2) Estudia la posicién relativa de las rectay 15 siendo sla recta dada por
x-1 _y+1 z-2
4 ~ -1 = -3
(3) Describe un procedimiento para hallar la distancia entre ambas rectas.

S
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SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(1) Expresemosf(x) como una funcién a trozos, teniendo en cuenta la definicién de
funcién valor absoluto:

2
X -4 . 2
AT —4> 7 -
_|x 4| < si x°-4z20 y x#£-2
F0)=0 ;
X+ -X“+4 L2
si X°-4<0 y x#-2
X+2

Simplifiquemos las dos expresiones:
- i 2 _ -
f(x):{ X2 s < 420 y x£-2
-X+2 Si xX°-4<0 y x#-2
Resolvamos las inecuacioneé- 4 >0 y X- 4 <0, para ello obtengamos en primer
lugar las soluciones de la ecuacior? - ¥ = 0.

X>-4=0 = x:ﬁ = x:/ 2

N -2
estos valores los situamos ordenadamente en la recta real y construimos los posibles intervalos
de solucién de las inecuacionese(- 2), (-2, 2)
y (2, »), elegimos valores intermedios de las
mismos, por ejemploe,1, 0y 1, y los probamos en\/x’/\/
las inecuaciones, viendo qué intervalos satisfacen ~°
a una u otra inecuacion.

A la vista de estos intervalos, la funcion quedara finalmente asi

2 2

X-2 si x<-2
f(x)={—x+2 si  —-2<x<2
X—=2 si 2<X
La funcién tendra limite en el purt@, si los limites laterales en dicho punto existen y
coinciden, calculémoslos:
lim f(x)= lim (x-2 =

X.=2" X-—2

X<-2

. . ka4 -4%
im ()= lim (-x+2)=4 = lIm f0)# m f(x) = -424
X>-2

los limites laterales existen pero no coinciden, luego la funcién no tiene limite en el punto -2.
Procedamos de forma similar en el punto 2:

lim f(x)-llm( xt2=0
X-2" 27

x<2

lim £(x)= lim (x-2=0 = lim f(x)= lim f(x) = 0=0= limf(x)=0

X>2

en el punto 2 la funcion tiene limite y vale cero.
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(2) Teniendo en cuenta que la funcifx) es una funcion
lineal a trozos (tres en concreto), y segun lo estudiado en el
apartado anterior, tendremos que

- Parax <- 2, un punto de la grafica seria, por ejemplo, 8J{5),
siendo la grafica de este trozo la situada al lado. et

-Para- 2 <x< 2,un punto de la gréafica seria, por ejemplo, el
(0, 2), y la gréfica de este otro trozo junto a la anterior es la situada abajo a la izquierda.

\ 4 - Para 2 <, un punto de la gréfica seria, por ejemplo, el (3, 1),
2\ siendo la gréfica de f(f)halmente:

2 2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) La funcién f es derivable en el intervalo4; 9], luego es continua en él. Los
intervalos de monotonia son:

* f(x) > 0 enlosintervalos P, 2/3[ y 17, 9], luego f(x) es creciente en ellos.

* f(X) < 0 enlosintervalos #-2[ y ]2/3, 6[, luegof(x) es decreciente en ellos.

* f(x) = 0 enelintervalo ]6, 7[, luego f(x) es constante en él.

(2) Como la funcionf(x) es continua y derivable en el intervalo2[9], los extremos
relativos o locales los encontraremos sélo entre los puntos de derivada cero, pero segun lo
obtenido en el apartado anterior, tendremos:

* La derivada de la funcidh en el punto- 2 es cerof’(- 2) = 0, y como la funcion f
pasa de decreciente a creciente en dicho punto, la funci6 grresenta un minimo local.

* La derivada de la funcién én el punto 2/3 es cer6,(2/3) = 0, y como la funcién
f pasa de creciente a decreciente en dicho punto, la funcién en 2/3 presenta un méaximo local.

* En el intervalo 16, 7[ aunque la derivada es cero en todos sus puntos, la funcién es
constante y no hay extremos locales. En los extremos del intervalo tampoco, a pesar de que
también la derivada es cero, pero en el punto 6 la funcion pasa de decreciente a constante, y en
el 7 de constante a creciente, luego en ninguno de los dos hay extremo local.

Para localizar los puntos de inflexion, calcularemos los puntos en l0E duE es cero,
los puntos en los que la funcidf(x) presenta extremos locales y los intervalos en los que se
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produzca un cambio en el comportamiento de la concavidad, es decir, los intervalos en los que
f”(x) sea >0 y enlos quE’(x) sea <0, para ello observamos la graficaf d&) y
deduciremos dénde la funcidf(x) es creciente o decreciente, o lo que es lo mismo, donde su
primera derivada, “f(x), es positiva 0 negativa:

* f°(x) es creciente en [-4, O[, lueg6’ (k) > 0, por tanto, f(x@s convexa en f, O[

* f°(x) es decreciente en 10, 2[, luegd (X) < 0, por tanto, f(x¢s cdncava en 10, 2[

* En x=0, la funciorf’(x) presenta un maximo local, y la funcix) pasa de convexa
a concava, luego f(presenta un punto de inflexién ers 8.

* f°(x) es constante en ]2, 3|, lued6(x)=0, es decirf(x) no tiene concavidad en ]2, 3],
0 sea, no hay puntos de inflexién ni em2x ni en x3.

* f’(x) es decreciente en ]3, 4], luegd(£) < 0, por tanto, f(x¢s concava en |3, 4].

* f°(x) es creciente en ]4, 6[, lueg6' (k) > 0, por tanto, f(x¢s convexa en 14, 6].

* En x =4, f(x)presenta un minimo local, y la funciffr) pasa de céncava a convexa,
luego f(x) presenta un punto de inflexion en4x

* f(x) es constante en 16, 7[, luedd(x)=0, es decirf(x) no tiene concavidad en 16, 7|,
0 sea, no hay puntos de inflexién ni em6x ni en x7.

* f'(X) es creciente en]7, 9], lueg6 (k) > 0, por tanto, f(x¢s convexa en ]7, 9[. No
puede haber mas puntos de inflexion.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(1) Sies posible determinar una circunferencia conociendo las coordenadas de dos puntos
diametralmente opuestos, ya que las coordenadas el centro de la circunferencia las podemos
obtener calculando las del punto medio del segmento que determinan los dos puntos
diametralmente opuestos. El radio de la circunferencia se obtendria mediante la distancia entre
los dos puntos diametralmente opuestos y dividiéndola por dos, o también mediante la distancia
del centro a uno de los puntos diametralmente opuestos.

(2) Sea (4, b) el centro de la circunferencia, nos dan los puntos
A(1, 2) y B(3, 4) diametralmente opuestos. .
Los puntos A y C determinan un vector que es igual que el que
determinan los puntos C y B, es de&C =CB
AC=(a, b-(1,2=(a-1 b-2
CB=(34)-(a,b)=(3-a 4- Db
AC=CB = (a-1 b-2=(3-a 4-b =
El radio de la circunferencia es:
r=dist(A,C) =|ac| = | (2-1%+(3-22=w 1=/ 2
Iuego Ia ecuacion de la circunferencia es:
X2+ y?-2ax-2byt &+ B- P=0 = R+ §-4 x6 y 2+ F- ([2) =0 =

X2 +y?-4x-6y+11= 0
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SOLUCION EJERCICIO 4.-
(1) Calculemos el valor del siguiente determinante:

2a 3 4c a b c
2X 3y 4z|=2¢3¢4e (X y Zz|=203¢4+5=120
2u 3v 4w u v w

Hemos utilizado la propiedad de los determinantes que dice: “Si todos los elementos de
una fila o columna de un determinante estan multiplicados por un mismo ndmero, éste podemos
sacarlo fuera del simbolo del determinante como factor comun”.

(2) Calculemos el valor de este otro

a b c a b c a b c
a+x b+ y ct z|=| a b c |+ x y z |=
2a+u  2b+v 2ct a+u b+v 2ot a+u d+v 2+
a b c a b c
=0+| x y z [=| Xx y z |=
2a+u  2b+v 2ct 2a+u +v 2ct+

a b c a b ¢
X y z|+|x y z|=0+5=5
2a 2b 2c| |lu v w

En primer lugar hemos utilizado la propiedad de los determinantes que dice: “Si los
elementos de cualquier fila o columna de un determinante son sumas de igual n° de términos,
entonces el determinante es igual a la suma de tantos determinantes como sumandos figuren en
dicha fila 0 columna, de tal manera que en esos determinantes el resto de las filas o columnas
permanecen inalteradas, excepto la que esta formada por sumandos, la cual es reemplazada por
los primeros sumandos para el primer determinante, por los segundos para el 2° determinante
y asi sucesivamente, hasta el dltimo sumando”.

En segundo lugar hemos usado la propiedad que dice: "Si dos filas o columnas son iguales
0 proporcionales, el determinante vale cero”.

En tercer término hemos vuelto a utilizar las dos propiedades anteriormente citadas, para
finalmente sustituir el Ultimo determinante por 5, ya que coincide con el que nos da el gjercicio.

(3) Calculemos este determinante:

X z Yy a ¢ b a b c¢
a ¢ bl=-|x z y=-()x y z|=5
u w v u w v u v w

La propiedad que hemos usado por dos veces es: “Si intercambiamos entre si dos filas o
dos columnas, el determinante cambia de signo”.



Fco. Fdez. Morales EXAMEN MODELO 27 Pag. 35

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Dibujemos, en primer lugar, la curva de ecuacior 9y »°.
Calculemos los puntos de corte con los ejes, asi como el vértice V.
* Punto de corte con el eje de ordenadas: Ox = y0)=9-0=9 = A(0, 9).
* Puntos de corte con el eje de abscisas:

y=0 - 9-x*=0 = x=,9=7 §f§3 ~ B(-3,0) y C(3,0).
* Coordenadas del vértice V: Nt

x=-b/2a=0 = y0)=9 = V(0,9).

La gréfica es la situada al lado, y la recta= b,
divide a la region acotada por dicha curva y el eje de
abscisas en dos partes que tienen la misma area, siendo
una de ellas la sombreada del dibujo.

El érea de la region acotada por la curva y el eje de |/
abscisas es: ‘
'[3

-3

2 X2 ’
(9—x )dx: ox-X | =(27-9-(-27+ 9= 36
-3
El area de la regién sombre%da valdra la mitad, es decir, 18 y es:

ja (9—x2—b) dx:{gx—x—;—bx} =

-a _a

3 3
= 9a—a——(9—a2) a-| -9a+ & + 9—a2) al=28=18 = a&->=~238
3 3 3 3/5
Para calcular el valor de “b” sustituiremos el que hemos calculado de “a” en la funcion:
2
y=9-¥ = b=9-& = b=9-[ 2| = b=9-,-=333
12 7a

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(1) Sila funcionf(x) es una funcién polinémica y su funcion derivada tiene como grafica

larecta 3x 2y+ 1 =0, significa que al despejprobtendremos la funcién derivada, es decir:
3 1 ' 3 1
— + ==X+ = = _— X+=
X-2y=> 100 = vy 2x 5 = f(x) 2x2
al ser la funcionf polinébmica, es continua y derivable en todo R, luego sus extremos locales
se encuentran en los puntos de derivabilidad cero, o sea:
' 3.1 3.,.1 1
= —X+= —X+== = —-=
f'(x) > X 5 = 3 X 5 0 = X 3
se da la condicion necesaria para que halla un extremo relativo, distinguiremos si es maximo

0 minimo estudiando el comportamiento de la segunda derivada en dicho punto
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)= 3yl =3 (3) 2
f(x)—2x+2 = f'"(x) > = f (2)

hay un minimo local en el punto de abscisa= /2.

>0

Nl w

(2) Para encontrar la expresion analitica dentegraremos la funcién derivada:
f' (x)——x+— = J-( X+ ) dx-— x2+— x+C

como ademas (@) = 1, tendremos:
f(x)= x+%x+c = f0)= 02+ 2+0+C=1 = C=1

la funcion f(x) finalmente sera: f(x)= 7 3 +% x+1

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Llamemos X, y ,z alas cantidades, expresadas en kilos, que hay que poner de cada uno
de los productos X, Y, Z, respectivamente. Traduciendo al lenguaje algebraico lo que nos dice
el ejercicio, tendremos:

X+ y+ z=10

Expresemos el sistema en forma matricial y resolvdmoslo
X+2y+ 4z= 19

ox + y - 12 mediante el método de reduccion de Gauss Jordan.
1 1 1|10 Triangulemos inferiormente.
1 2 4|19 Tomemos como pivote el elementeal# 0.
2 1 0|12 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.][15f.]
Sustituyamos la 32 fila por:  [33£.]2 - [15f]
! ! 110 Tomemos como pivote el elementgal = 0.
0 ! 3 ° Sustit la 32fil T [3%] + [23f
0 -1 -2|-8 ustituyamos la 32 fila por: [32f.] + [25f.]
1 1 1|10 Triangulemos ahora superiormente.
0O 1 3| 9 Tomemos como pivote el elementg=al# 0.
O o0 1! 1 Sustituyamos la 22 fila por: [23.]3 - [3%f]
Sustituyamos la 12 fila por: [12£][35.]
1 1 0]9 Tomemos como pivote el elementgal# 0.
0 1 0|6 Sustituyamos la 12 fila por:  [13.][23]
0O 0 1|1
1 0 0|3 El sistema esta diagonalizado. La solucién es:
0O 1 0|6 X=3, ¥ 6, z=1.
0O 0 1|1 Es decir, hemos de poner del producto X, 3 kilos, del Y, 6, y del

Z, 1 kilo.
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(1) Expresemos los planost,
la siguiente forma:
m=X+2XK+yYy-Wy+z+3E+20-1=0 =
m =X+y+z-1 + M2Xx-y+3z2+2)=0
luego los planosr, los hemos expresado como un haz de planos determinado por los planos
XxX+y+z-1=0 y 2Xxy+3z+2=0
si estos dos planos se cortan en una recteabremos demostrado que todos los plainos
pasan por esa misma rectacomprobémoslo

=(1l+2)x+ ANy + (1+3)z+ (2-1)=0, de

X+y+ z= 1} Expresemos el sistema en forma matricial y discutamoslo
2Xx - y+3z=-2 mediante el método de reduccién de Gauss.
1 1 1] 1 Triangulemos inferiormente.
( > -1 3 ‘ —2) Tomemos como pivote el elementg=al# 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23£]2 - [13f]
1 1 1] 1 El sistema esta triangulado inferiormente. Hay dos ecuaciones y
0O -3 1!|-4 tres incognitas, se trata de un sistema compatible indeterminado

uniparameétrico, cuya solucion es una regtpie es precisamente
en la que se cortan los dos planos, luego todos los plansg aortan en una recta.

(2) Calculemos, en primer lugar, la ecuacién de la resticforma paramétrica, para ello
terminemos de resolver el sistema al que habiamos llegado en el apartado anterior

1 1 1! 1 La incognita que nos sobra,Zda pasamos al segundo
0 -3 1|-4 miembro como incégnita secundaria
1 1] 1-2 Triangulemos superiormente.
0 -3 ‘ —4-7 Tomemaos como pivote el elementga- 3 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [13f] + [23f]
( g g ‘ _14_ 42) La solucion es la recta cuyas ecuaciones paramétricas
-3| 4-z
1 4
X=—-—=—-—=
3 3"
r= 4.1
= _—+=
zZ=y
Expresemos también en paramétricas la ecuacion de larecta s
X = 1+4a
s=E{y=-1-qa
z=2-3

Estudiemos la posicién relativa de ambas rectas, para lo cual, identificamos entte si las
las y; y las z de ambas rectas:
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_1_ 4 4,-_4 - _
3 3“ 1+ 4a 40(+3p 3 120 +4u = -4
A - 1-q > 1, -_7}=  Zo+u =-7
R L R L )
W=2-% W+ = 2 a+p =2

Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el método de reduccion
de Gauss.

12 4| -4 Triangulemos inferiormente.
3 1| -7 Tomemos como pivote el elementg, 12+ 0.
3 11 2 Sustituyamos la 22 fila por: 4 - [23f.]1%.]

Sustituyamos la 32 fila por: 4 - [33f.]1%.]
12 4| -4 Hemos obtenido dos ecuaciones absurdas, por lo tanto el sistema es
0O 0| -24 incompatible, y consecuentemente las dos rectas se cruzan en el
0O 0| 12 espacio

(3) Elegimos dos puntos genéricos, upe (—1— 4 4,1

3 3% §+§p, p) de la recta,ry

otro H = (1+ do, -1-a, 2- @() de la recta. Construimos el vectoPH que determinan
ambos puntos:

Sy L oy (1 4. 4.1 _
PH=(1+4a, -1-a, 2- &) ( 3-3M Ft3h pj_
4 4 7 1
= =+ + = - _qg-= - -
(3 4a 3“' 3 a 3u, 2-3 uj

e imponemos la condicién de que sea perpendicular a cada uno de los vectores de direccion de
las rectas, es decir, que el producto escalar sea cero:

4 4 7 1 4 1
PHe G, = 0 (5*“*5“’ T3TemEkh 2'3"“)'('@ 3 =0
=
PH ¥ = 0 [%+4a+%p, —%—a—%p, 2-3x-pj-(4, -1 -3=0

Planteamos un sistema de dos ecuaciones con dos incognjtass,una vez resuelto,
estaremos en condiciones de calcular el médulo del v&gtor , que coincidird con la minima
distancia entre las dos rectas que se cruzan en el espacio

dist(r,s) = | PH]|
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esti indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 28 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. (a) [1 PUNTO] Dibuja el recinto limitado por los semiejes positivos de
coordenadas y las curvas >
y:x2+1, F; e y=x-1

(b) [1'5 PUNTOS] Halla el &rea del recinto considerado en el apartado anterior.

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS] Calculay b sabiendo que la funciéit R -~ R definida por:

f ax+5x si x<2
X)=
) 2ibx si x>2
es derivable X
EJERCICIO 3. Sabiendo que b ¢
d e fj{=2
g h i
calcula los siguientes determinantes y enuncia las propiedades que utilices.
(@) [1PUNTQ] 3a 3b 15c
d e 5f
g h 5i
(b) [1°5 PUNTOS] a+2b ¢ b
d+2e f e
g+2h i h

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS] Halla la distancia entre el origen de coordenadas y la recta
interseccion de los planos de ecuaciones respectivas
X+y+2z=4 y - y+z=2.
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Opcion B

EJERCICIO 1. [2'5 PUTOS] De entre todos los rectangulos de 40 kilémetros de perimetro,
calcula las dimensiones del que tiene area maxima.

9-x?
4

EJERCICIO 2. (a) [1 PUNTO] Dibuja el recinto limitado por la curvé = » larecta
tangente a esta curva en el punto de absgisal y el eje de abscisas.

(b) [1'5 PUNTOS] Calcula el area del recinto considerado en el apartado anterior

EJERCICIO 3. [2’5 PUNTOS] Calcula las coordenadas del punto simétrico deB(T)
respecto de la recta dada por las ecuaciones
z-4
X-1= y+3= ——.
Y 2

EJERCICIO 4. Considera el sistema de ecuaciones
Ax+2y = 3
-X+2Az= -1
3X-y-7z=A+1
(@ [1 PUNTO] Halla todos los valores del parameiropara los que el sistema
correspondiente tiene infinitas soluciones.
(b) [1 PUNTO] Resuelve el sistema para los valores ele el apartado anterior.
(c) [0'5 PUNTOS] Discute el sistema para los restantes valores de

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Representemos la funcién polinémica ¥ = 1, funcién
cuya grafica es una parabola, pardbola que coincide conxfa de
desplazando ésta una unidad hacia arriba, es decir que el vértice de\ |/ 3
la misma es el punto (0, 1). Otros dos puntos que nos ayudaran a 1
representarla son el1, 2)y el (1, 2). La grafica es la situada al |
lado.

Representemos ahora la funcion de proporcionalidad inversa,

-1 1

2 - o -
y=+ cuya gréfica es una hipérbola equilatera; para ello calculemos los puntos de corte de
ésta con la gréfica de la funcién anterior:
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=x+1
Y 2 = x2+1=2 = xX}+x=2 = XC+x-2=0
y== X
X
10 1 2
1+ ./1- L,
@ 11 9 = X2+x+2=0 = x:# = no hay solucién

Por tanto, solo se cortan en el punto de abscisa 1; si sustituimos
ésta en cualquiera de las dos funciones obtendremos la ordenadg,
quees: y=Ff+1 = y=2, luegoelpuntoesel (1,2).

Otros puntos de la gréfica de la hipérbola pueden ser, por
ejemplo, (2, 1), (2,-1)y (-1,- 2). , . P

La gréfica de ésta nueva funcién dibujada sobre la que ya n
teniamos es la situada al lado ‘

Representemos la Ultima de las funcionegdz- 1, funcion
afin cuya grafica es una recta que no pasa por el origen, sino que
corta a los ejes de coordenadas en los punted)@; (1, 0).

Esta dltima funcion corta a la hipérbola en los puntos:

y=x-1 2 2
2 = x-1== = x*-x-2=0 =
y= X \

X
_1xy1+8 _ _21 ~ (2,1 y {1,-2 :
4 ‘

x 2

La funcién afin no corta a la funciéon cuadratica:
y=x-1 }: x-1=x°+1 = X-x+2=0 =
y= X2 +1

lei./1—8

2

La representacion gréfica de las tres funciones es la que se&
encuentra situada al lado, donde ademas se ha sombreado el
recinto limitado por los semiejes positivos de coordenadas ytas—
tres curvas. —

= no tiene solucion.

Cuya area es:

/ j 1 3 1
>(2 A1:J.O(x2+1)dx:{%+x} :[%+1]—O:%

0

(b) Para calcular el area del recinto sombreado anterior, lo
desdoblamos en trozos, el primero es el situado a la izquierda,
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El segundo trozo es el situado a la derecha y cuya area es:
2

A, :j 2 dx=[2 L %] = 2 Ln@)-2 Ln(1) =2 Ln(2) \

1

El tercero y dultimo trozo es el T )
situado a la izquierda, y cuya area se™— /; .
1

corresponde con la de un triangulo; /
es decir: 2

A= I X1

2 > 2 2 2
g Finalmente el area del recinto pedido es:
>{2 Area:Al+A2—A3:%+2 Ln(2)—%:%+2Ln(2)

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Si la funciénf(x) es derivable en todd tiene que ser continua tambiénken

Calculemos el valor da y de b para que la funcién sea continua.

Para que la funcidhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcion para valores xlenenores que <2, es una funcién polinémica,

y las funciones polindmicas son continuas en ®daego la funciér es continua para<2.

- El trozo de funcion para valores denayores que 2x>2, es la suma de una funcién
polindmica,bx, que es continua en toRpy de una funcidn raciona/x, que es continua en
todoR salvo para el cero que es el valor que anula al denominador, pero este valor no pertenece
al dominio que estamos considerando, luego la fuf@értontinua para>2, ya que la suma
de funciones continuas es continua en el dominio comun de las funciones suma.

- El problema de la continuidad estd en el punto 2, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcion.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

i — i a —a
i, 1=, (b3
& lim f(x)=lim f(x)= (9
lim f(x)= lim (ax+5x2) =2a+20} = | X2 x-2
x-2" X2 S+Dd=2a+20 = - D+ 46 0
f(2)=2a+20
Luegof(x) sera continua en el punto 2, si se verifica qua- & + 40 =0. [1]

En definitiva, la funciéri(x) es continua eR, siempre y cuando se satisfaga [1]
Estudiemos ahora la derivabilidad para los diversos valorey deb.
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Una funcion ser& derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad.

- Para valores de<2, f es derivable, por ser una polinémica, siendo la derivagtaQx.

- Para valores dex>2, f es derivable, ya que la funcién derivada:XO%Jr b , Yy esta

funcién no estéa definida para el valor cero, pero este valor no pertenece al dominio que estamos
considerando.
Una primera aproximacion de la funcién derivada, donde ya sabemos que es derivable es
a+10x si x<2
f'(x)=4 —a .
( ) — +b S x>2
X
- El problema estéa en el punto 2.
En el punto 2 ser& derivable, si las derivadas laterales coinciden y en este caso se debe
satisfacer ademas la condicién de continuidad [1].
. -a -a
f'(27)= lim [—2*‘ b) =zt b
x-2t \ X
x> 2
f'(27)= lim (a+10x)= 20+ a
X2
X <2
luego la funciorf(x) seré derivable ex = 2 siempre y cuando se verifiquen las condiciones
[1] y [2] simultineamente, para lo cual resolveremos el sistema formado por ambas ecuaciones:
5a—4b= —8% Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el

freh=f1(2) =
%+bzzo+a ~ Sa-4b=80 [2

3a-4b=-4 método de reduccion de Gauss.

5 -4| -80 Triangulemos inferiormente.
3 -4 _40) Tomemos como pivote el elementga5 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [23f.13-- [1%f.]

Simplifiquemos la 22 fila por - 8

[@Ne)]
|
(0]

—4‘ —80)

i
6
(

Triangulemos superiormente.
_80) Tomemos como pivote el elementg & 1 # 0.

=S Sustituyamos la 12 fila por: [18f.] + 4 - [23f]
50 —10(3 El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
01 - 5a=-100 = a=-20 ; b=-5.

Paraa=-20 y b=-5, lafuncién sera derivable en todo su dominio.
La funcién derivada quedara finalmente, una vez sustitaidpor - 20 y b por- 5, asf:
a+10x Si xs<2
P)=1 22, 6 xs2
X2
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

3a 3b 15c
(a) Calculemos el valor del siguiente determinante e 5 f |, sabiendo que
h 5i
a b c g
d e f|=2
g h i
3a 3b 15¢c a b 5c a b c
d e 5f[=3d e 5f=35/{d e fl=152=30
g h 5i g h 5i g h i

Hemos utilizado dos veces la propiedad de los determinantes que dice: “Si todos los
elementos de una fila o columna de un determinante estan multiplicados por un mismo ndmero,
éste podemos sacarlo fuera del simbolo del determinante como factor’comun

Finalmente hemos sustituido el Ultimo determinante por 2, ya que coincide con el que nos
da el ejercicio.

(b) Calculemos el valor de este otro determinante:
at2b ¢ bl |la ¢ b| [2b ¢ b Ja b ¢
d+2e f ¢e=|d f e|l+|2e f el=-|d e f|+0
g+2h i h| |g i h|{ [2h i h| |g h i
En primer lugar hemos utilizado la propiedad de los determinantes que dice: “Si los
elementos de cualquier fila o columna de un determinante son sumas de igual n°® de términos,
entonces el determinante es igual a la suma de tantos determinantes como sumandos figuren
en dicha fila o columna, de tal manera que en esos determinantes el resto de las filas o
columnas permanecen inalteradas, excepto la que estad formada por sumandos, la cual es
reemplazada por los primeros sumandos para el primer determinante, por los segundos para
el 2° determinante y asi sucesivamente, hasta el Ultimo sufnando
En segundo lugar hemos usado la propiedad que dice: "Si dos filas o columnas son iguales
o proporcionales, el determinante vale cero
En tercer término, hemos utilizado la propiedad que dice: “Si intercambiamos entre si dos
filas o0 dos columnas de un determinante, entonces el determinante cambia e signo
Finalmente hemos sustituido el Ultimo determinante por 2, ya que coincide con el que nos
da el ejercicio.

-2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Calculemos la recta interseccion de los dos planos en forma paramétrica, para lo cual
resolveremos el sistema formado por las ecuaciones de los dos planos:
X+y+2z=4 Expresemos el sistema en forma matricial, y resolvamoslo mediante
2x-y+ z= 2} el método de reduccién de Gauss - Jordan
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101
2 -1
101
0o -3
101
0 -1
101
0 -1
1 0
0o -1

214 Triangulemos inferiormente.
112 Tomemos como pivote el elemenigal = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.]2 - [13f.]
2| 4 N )
_3l6 Simplifiguemos la segunda fila por 3.
2| 4 Los elementos de la diagonal principal son distidmsero. Tenemos
“1l-2 dos ecuaciones y tres incognitas, es un sistema compatible
indeterminado uniparamétrico. Nos sobra una incognita, dae la
pasamos al segundo miembro como incdgnita no principal o secundaria.
4-27 Triangulemos superiormente.

-2+z

2-z
-2+z

)
)

Tomemos como pivote el elementg=a- 1 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + [23f.]
El sistema esta diagonalizado. La solucién es:
X=2-z : y=2-2
Sustituyamos la incognita por un parametro, por ejemplb,

tendremos la ecuacion de la recta interseccion de los dos planos en forma paramétrica:

X=2-A
y=2-A
z=A

Para calcular la distancia del origen O=(0, 0, 0) a la recta, elegimos de la recta un punto
genérico H=(2, 2- A, 1) y le imponemos la condicién de que el ve@ét sea perpendicular

al vectorv = (-1, -1, 1 de direccion de la recta.

OoHOV

OH=(2-X,2-A,A)=(0,0,0=( 2\, 2A,7)

= OH+V=0 = (2-), 2-A,A)*(-1,-1,)=0 =

24A-24A+A=0 = A=4 = =4

luego el vectoOH tendra de coordenadas:
dH:(2—A,2—A,A)=(2—i,2 4 4)—(3 2 ﬂj

3’ 3'3) "

y la distancia entre el origen O y la recta interseccion es:

dist (O, r) :‘ OH

g RO

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Como el perimetro es 40 kilometros, el semiperimetro es 20, es decir, si a la base de los
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rectangulos la llamamosla altura I6gicamente debe ser R0
La expresion de la funcién area es:
A(X) = (20 X)x = A(X) =- X2 + 20x
El dominio de esta funcion arei(x), es el intervalo abierto (0, 20).
Calculemos el maximo absoluto de esta funcién, que al ser polinGmica es continua y
derivable en todo su dominio.
A(x)=-2x+20 = -2x+20=0 = x = 10.
A"(x)=-2 = A7(10)=-2<0 = hay un maximo relativo ex= 10.
Estudiemos la monotonia #€x) en su dominio, es decir, en el intervalo (0, 20). Como la
funcion derivada se anula gn10, tendremos dos intervalos de monotonia, (0, 10) y (10, 20).
Probemos valores intermedios, por ejemplo, 5y 15, en la primera derivada:
* A’(5)=- 2-5+20=10>0 = creciente en (0, 10)
* A'(15)= 2:15+20=10<0 = decreciente en (10, 20)
luego el maximo relativo es maximo absoluto, por tanto, las dimensiones del rectangulo de area
maxima son:
base =x = base = 10 kildmetros
altura = 20 x = altura=2010 = altura = 10 kilémetros.

20- x

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Representemos la funcion= 9

X L
4 r
_9 X2 . ’
= Y= 2”7 Queesuna parabola. L
* Punto de corte con el eje de ordenadas: — s

-3 -2 -1 1 2 3 ‘
x=0 = y(0)=9/4 = A(0,9/4). / \
* Puntos de corte con el eje de abscisas:
y=0= 9-x¥=0 = ¥=9 = x=3; x=-3 = B(-3,0);C(3,0).
* Coordenadas del vértice V:

x=-L - x=-_—0

2a 1
2(-3)
La grafica de esta funcion es la representada mas arriba.
Para representar la recta tangente a la curva anterior en el punto dexatisadakculemos
antes la ecuacion de dicha recta tangente. Teniendo en cuenta que la ecuacién de la recta
tangente a la gréfica de la funciben un punto de abscigges: y- y, =f(X) (X- X)) =

9-x? 2 _ X
4

2 sl

\4

=0 ; y:% = y:% = V(O,g)

9_
= f0g)=¥0="72 1 F'(0=-3 = fl(x)=-2

f(x)=

Y=o = =22 (x= %) [1]
impongamos ahora la condicion azesta recta tangente genérica, que pase por el punto de abscisa
9-1I

%, = 1, siendo la ordenadg; = - 2. Sustituyendo este punto en [1] efdremos:
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Y%= (x%) > y2=-Z(x) =

1..5 \

y:_§X+§

que es la ecuacion de la recta tangente ala curvaen e
punto de abscisa 1. La representacion grafica d
recta junto a la curva anterior es la situada al lado.
Finalmente, el recinto limitado por la curva, la

tangente y el eje de abscisas es el rayado en el dibujo.

A
(b) Para calcular el area del recinto anterior,
calcularemos antes el siguiente: 5
5-1e2 2
A =5=D2_y
! 2 /
Calculemos ahora este otro: /’3 2 ' G 3\‘1 o~

° 9 x? 9.  x° ’
Afjl (Z_Tj dx{zx‘ﬁ} -
1

\
2
‘ :5_27_(9_ 1)_81-27_27-1_
/3 P

T2 3\4 NG 4 12 \4 12/ 12 12
_54_26_28_7

Por ultimo, el area del recinto pedido sera:
Area = Al_A 2 = 4_

wl~
I

wlo
c

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Expresemos la ecuacion de la rectm forma paramétrica:
x=1+t
rs y=-3+t
z=4+2t
El vector de direccion de lareatas vV =(1, 1, 2
Sea H la proyeccion del punto P ={B, 7) sobre la recta se
cumple la condicién de que el vec®iH  es perpendicular al vactor  de direccién de la recta,
luego el producto escalar de ambos vectores sera cero.
El punto H por pertenecer a la recta tendra de coorderfadds — 3+t, 4+ 2t)
El vectorPH tendré de coordenadas:
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PH= (1+t, - 3+t, 4+ 2)-(1-3 9=(t,t,- 3 2)
El producto escalar de los vectorB8l Vy  es cero:
PH V=0 = (t,t,-3+2t)¢(1,12=0= t+t-6- 4= 0= t= 1
sustituyamos en el punto H y en el vectd?H
H=(1+t, —=3+t, 4+24)=(+1 -3 1 4 P=(2- 2 p
PH=(t, t,-3+2t)=(1,1,-3+2)=( 1 - 1)

El punto P'=(ab, c), simétrico del P respecto de la regteerifica quePH = HP' , es decir:
PH=HP = (1-1)=@bc)-@-26) = @1-D=@-2b+ 2c p=>

l1=a-2 a=3
1=b+2 = b=-1 = P'=@3-15)
-1=c-6 c=5

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Discutamos el siguiente sistema.
Ax+2y = 3
-X+2Az= -1
3X—-y-7z=A+1

Expresemos el sistema en forma matricial, y discutamoslo
mediante el método de reduccién de Gauss.

A 2 0 3 Intercambiemos entre si las filas 12 y 22
-1 0 2| -1 y después la 22 con la 32,

Tomemos como pivote el elementg=a- 1 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.]3- [13f.]

1 0 2] -1 ] Triangulemos inferiormente.
Sustituyamos la 32 fila por: [323f.] +}§12f.]

-1 0 2 -1

0 -1 e-7|r-2 Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
0o 2 22| 3-A } Sustituyamos la 22 fila por:  [32.]2- [22f]

10 2 -1 El sistema esta triangulado inferiormente, todos los
0 -1 -7 A -2 | elementos de la diagonal principal son distintos de cero
0 0 22+12 - 14| -1+A ) salvo el g que puede serlo o no. Discutamos los

diferentes casos que pueden presentarse.
* Si a,=0 = 22+12.-14=0 - M+6.-7=0 =
N 6%436+28_ 1
2 N7
*» SiA=1 = ladltimaecuacién serd 0 %+1, es decir, 0 =0, se trata de una

ecuacion trivial, la eliminamos, nos quedara un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, o

sea, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico por lo que el sistema tiene infinitas
soluciones.
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*» Si A=-7 = ladltima ecuacion sera 0 %- 7, es decir, 0 =8, que es una
ecuacion absurda, por lo que el sistema no tiene solucidn, es un sistema incompatible.
*Siagy0 = A#1 y A#-7 = ladltima ecuacidn no es ni absurda ni
trivial, nos queda un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas, el sistema es compatible
determinado, tiene solucidn Unica.

(b) Resolvamos el sistema paral, para ello sustituyamos este valor en la matriz
triangulada inferior del apartado anterior.

-1 0 2 -1 -1 0 2|-1 -1 0 2|-1
0-1 6&6-7 A-2 | =-| 0 -1-1|-1| =-| 0 -1 -1| -1
0 0 2%+12- 14/ ~1+A 0 0 0| O 0O 0 0| O

(-1 0o 2 —1) Al estar el sistema triangulado, y ser un sistemanpatible
0 -1-1|-1 indeterminado uniparamétrico, la incognita que nos sobra, la
pasamos al segundo miembro como incégnita no principal o secundaria

( -1 0‘ -1- 22) El sistema esta diagonalizado. La solucién es:

0 -1| -1+z -x=-1- 2z ; -y=-1+z
o lo que es lo mismo:
x=1+2 ; y=1-2z
sustituyendo la incognitapor un parametrp tendremos la solucion final:
x=1+2 ; =-1-t ; z =t

(c) La discusion para los restantes valores sie ha realizado en el apartado a).
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta esta indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

¢) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 29 DE EXAMEN

Opcién A

EJERCICIO 1. Considera la funcioh: R - R definida por

_1 si x#0
f(x) = 1+e¥
0 si x=0

(@) [1'5 PUNTOS] Calcula los limites laterales fleen x = 0. ¢ E$ continua enx = 0?
(b) [1 PUNTOQ] Calcula el valor de la derivada fleen x= 1.

EJERCICIO 2. Considera la funciéri: R -~ R definida por f (x) = (1 +x)e*.
(@) [1'5 PUNTOS] Ca|cu|aj () dx.

(b) [1 PUNTQ] Calcula una primitiva dé cuya gréfica pase por el por el punto (0, 3).

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Halla las ecuaciones de la recta que se apoya perpendicular-
mente en las rectay s definidas respectivamente por
z-1 X-4 _y+1l_

z
X=-1=y-2= =.
4 -2 -1 3 2

EJERCICIO 4. Considera las matrices

(33 ly) v vl

(@) [0°75 PUNTOS] Halla los valores aeey tales que A X U.
(b) [0"75 PUNTOS] Halla la matriz ‘A y calcula A' U.
(c) [1 PUNTO] Encuentra los posibles valoresmepara los que los vectores

SRR

son linealmente dependientes.
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Opcién B

EJERCICIO 1. [2°5 PUTOS] Determina una funcién polinémica de grado 3 sabiendo que
verifica que alcanza un maximo en= 1, que su grafica pasa por el punto (1, 1) y que la recta
de ecuaciény =x es tangente a su grafica en el punto de abgcisa.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS] Calcula la siguiente integral definida
J‘Z dx
—-
o X +4x+3
¢, Qué representa geométricamente?

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Calcula el volumen de un cubo sabiendo que dos de sus caras
estan, respectivamente, en los planos- 2y +z- 1=0 vy 2- 2y+z- 5=0.

EJERCICIO 4. Considera el sistema de ecuaciones
X+Ay+(A-1)z= 1
y+z= 1
2x+y-z=-3
(@) [1 PUNTOQO] Halla todos los posibles valores del parametpara los que el sistema
correspondiente tiene al menos dos soluciones distintas.
(b) [1 PUNTO] Resuelve el sistema para los valores ele el apartado anterior.
(c) [0'5 PUNTOS] Discute el sistema para los restantes valores de

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(a) Calculemos los limites laterales de la fundién el punto=0:
1 1 1 1

lim f(x)= Ilim = = = =1 z
X0~ X0~ 1 —]; 1+e™® 1+0 120
1+eX 1+e0
=
. - 1 1 1 1
lim f(x)= lim = = = =0 i Z i
x-0" x-0" L 114”1t X“IB— F(x) XIT} f(x)

1+eX 140"

La funcién tiene limites laterales pero no coinciden, luego no tiene limite, por lo que no es
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continua erx=0, aunque el valor que toma la funcién en el puratd coincide con el limite
lateral por la derecha en dicho punto.

(b) Para que pueda ser derivablexenl ha de ser previamente continua, y lo es porque

para valores menores que cero la funciénl—X es un cociente de funciones continuas y no

1+
se anula para ningun valor del denominador, luego sera contined en
La funcion derivada ex=1 es:

1 (_ 1] 1
—-ex 2 ex
f'(x):—lxz = s ———7
[1+ exj x2 [1+eXJ
r(l —_ e e

1 (1+ e)2 ) (1+e)2

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Calculemos la siguiente integral mediante el método de integracion por partes.
(1+x) € dx
u=1+x du = dx

dv= €& dx V:IeXdX:é(

'[(1+x)ex dx:(1+>)é—'[ & de(l+ W& "= ¥ Xe Xs  XeC

(b) Una primitiva dd cuya grafica pase por el punto (0, 3) sera:
F(x)=x&+C = F@0)=0e°+C = 3=01+C = C=3 =
F(x)=x€+3
gue es la primitiva que nos piden.

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Las ecuaciones de las rectass en forma paramétrica son:

X =1+a Xx=4-0
r=<y=2+ad S=qy=-1+3
Z=1-20 z=2p

Elijamos de la rectaun punto genérico, P, de coordenadas &(2+u, 1- 20); y de la
rectas otro, H, de coordenadas H(4-A+33, 28).
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Se ha de verificar que el vec®H  que determinan estos dos puntos genéricos, ha de ser
perpendicular al vector de direccidon de cada una de las rectas, y por tanto, los productos
escalares respectivos seran cero:

PH= (4-B, -1+ 3B, P)- (1+a, 2+a, = 2)=(3-B-a, -3+P-a, -1+ P+ 2)
PHOG, = PH G =0 = (3-B-a, -3+ P-a,- & B+ &)+(11- =0
PHV; = PHV,=0 = (3-B-0a, -3+ P-a, -1+ B+ 2)+(-1,3,2)=0

3-B-0a-3+PB-a+2- B- & =0 6a-B=-2] -3n-p=-1
—3+B+a -9+ P- - 2+ 43+@(:o}3 2a+143:14}:> a+7B = 7}:’

Expresemos el sistema de ecuaciones anterior en forma matricial:

=

-3 -1 —1) Resolvamoslo mediante el método de reduccién de Gauss - Jordan.
1 71 7 Intercambiemos entre si las dos filas.
1 71 7 Triangulemos inferiormente.

-3 -1|-1 Tomemos como pivote el elementgal = 0.

Sustituyamos la 22 fila por: [223f.]3- [13f.]

é 2(7) ‘ 22) Simplifiquemos la 22 fila por 20.
Triangulemos superiormente.
1 7|7 )
Tomemos como pivote el elementgal = 0.
0 11 Sustituyamos la 12 fila por: [13f.]7 - [23f.]
1 0 Oj El sistema esté triangulado. La solucién es:
0 1|1 a=0 ;o p=1
La ecuacion de la recta que se apoya perpendicularmenyeseas la recta que pasa por
el punto, por ejemplo, el P; y tiene como vector de direccion el vBétor es decir:

P(140, 240, 1- 20) — P(1+0,2+0,42.0) - P(1,2, 1)
PH= (3-B-0a, -3+P-a, -+ B+2)=(3-+0-3F 3 0- % 2 0=(2,0, 1)

X =1+2\
y=2
z=1+A

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Para hallar los valores deey que satisfagan X=U, comprobamos si la matriz A
tiene inversa, y si la tiene la calculamos.

Lo haremos mediante el método de Gauss, que consiste en colocar a la derecha, por
ejemplo, de la matriz A la matriz unidad e intentar, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda de A, la matriz que
gqueda a la derecha es la matriz inversa de A.
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0 Triangulemos inferiormente.
1 Tomemos como pivote el elementg=a3 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 3 - [23f.]4-- [1%f]

W

2| 1 Oj La matriz A admite inversa. Triangulemos superior@en
Tomemos como pivote el elemenigal = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [123f.]2 - [25f.]

o w
=

Simplificamos la 12 fila por 3.

o B
[

inversa de A., es decir:

(3
-4 3

Resolvamos la ecuacion matricial que nos dice el problema:
AX=U = A'AX=ATU = IX=A'U = X=A'U =

(3 DA

N — I/
o w
= O
|
» ©
|
w o
—

0‘ 3 -2] Hemos obtenido, a la izquierda, la matriz unidad y a la derecha, la matriz

luegox =3 ey =-1.

(b) La matriz inversa de A, A la hemos calculado en el apartado anterior.
Igualmente, en el apartado anterior, también hemos calcutatdo gue coincidia con el
valor de la matriX.

(c) Calculemos, en primer lugar, el veo@or( ;j .

A )= (33305

3+2m 1 Ly . . . S
Los vectore{ j y ( mj seran linealmente dependientes si una combinacion lineal

4+ 3m
3+2m 1 . . -

de ellos nulap 4+9m +B =0, implica que al menos uno de los coeficienies, 3,
es distinto de cero. Esto implica a su vez que cualquiera de los vectores el igectsel
otro. Veamosio.

(3+§n:)_)\(g N (3+@_(er N 3+2m= A N A =3+2m
4+3m) 4+3m) A 4+3m=\m Am= 4+ 3m
Expresemos el sistema anterior, de dos ecuaciones y una incgaitégrma matricial.

1| 3+2m Resolvdmoslo mediante el método de reduccion de Gauss - Jordan.
( ‘ A+ 3m) Triangulemos inferiormente.

Tomemos como pivote el elementg=al = 0.

Sustituyamos la 22 fila por: [223f.] - njl2f.]

m
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1| 3+2m El sistema esté triangulado inferiormente. La ultima ecuacién ha de ser
[O ‘ 4—2m2) trivial, 0=0, para que el sistema sea compatible, es decir, para que
podamos obtener un valor paray deducir que los dos vectores son
linealmente dependientes. Para ello se ha cumplir qu2n#=0 =

m=y2 ; m=-2

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Una funcién polindmica de grado tres tendra el siguiente aspecto:
f)=ax+bx+cx+d
Tendremos en cuenta que las funciones polindmicas son continuas y derivable®en todo
Si el punto P(1, 1) es un punto de su grafica, se verificara:
d«b+c+d [1]

Si en el punto P(1, 1) la funcién alcanza un maximo:

f'x)=3ax*+2bx+c - f(1)=3a+2b+c = 0=3R+2b+c [2]

f7(x)=6ax+2b = f7(1)=6a+2b = 6a+2b<0 [3]
Si la rectay=x es tangente a la grafica dix) en el puntox = 0, se verificara:

* que el punto (0, 0) es un punto de la gréfica, y por tanto:

f)=ax+bx+cx+d = 0=d [4]
* que la pendiente de la recta tangente, 1, es iguaf ¢ y por tanto:
f'(x)=3ax*+2bx+c = f(0)=c = 1= [5]

Resolvamos el sistema formado por las condiciones [1], [2], [4] y [5], pero previamente
sustituiremos las incognitas que ya conocerds®,y c=1, en las demas ecuaciones, nos
guedaré este sistema:

a+b+1+0=1 N atb= 0 Expresemos el sistema en forma matricial y
3a+2b+1=0 3a+2b=-1 resolvamoslo por el método de Gauss - Jordan.

1 1| 0 Triangulemos inferiormente.

3 2| -1 Tomemos como pivote el elementg=al+ 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.]3 - [13f.]

1 1l o Triangulemos superiormente.

0 -1| -1 Tomemos como pivote el elementg=a- 1 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + [23f.]

( 1 0 —1j La solucion del sistema es:
0 -1|-1 a=-1 ; b=1

La funcién polinémica de grado tres ed:(x) =- XX +x2 + X
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SOLUCION EJERCICIO 2.-

Es una integral racional definida.
Calculamos las raices del denominador:

4+vl6 12_, -
\ —3

X2 +4x+3=0 = x=_2=V¥207 <

Descompongamos la fraccion del integrando en fracciones elementales:
1 -_A , B - 1 _ A(x+3 +B(x+1]
X% +4x+3 X*+1 x+3 X% +4x+3 (x+)(x+3

[N

x=-1 = 1=A(-1+3+0 = A==
1=A(x+3+B(x+) = 2

Xx=-3 = 1=0+B(-3+) = B:_%
2 dx 1/2 1/2 1 2 1 ¢
J I x+j dx= [ Ln|x+1|} - [iLn|x+3|} =
o X +ax+3 Jo X+l 0o X* 0 0
=2in|2+1 - Linjor| - [%Ln|2+3| —%Ln|0+3|}:

1
2
e - i - [%Ln(S) - L (3)}:Ln (3 - Zne)

Geométricamente representa el area de la region limitada por la curva, el eje de abscisas
y las ordenadas en los puntos de abscisa 0 y 2. En este caso es asi, porque para los valores que
van desde 0 a 2, la funcién se conserva positiva, es decir, su grafica queda por encima del eje
de abscisas, debido a que el denominador s6lo toma valores positivos para dichos valores.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Si observamos los dos planos, vemos que ambos son paralelos, ya que se verifica la
condicién de paralelismo en sentido estricto:

A B_C_D 2_-2_1_-1
ATETC'DY T 272717

Luego la distancia entre los dos planos nos dara el valor de la arista del cubo.

La distancia entre los dos planos coincidira con la distancia de un punto cualquiera de uno
de los dos planos al otro. Elegimos un punto cualquiera del plaro22+z- 1 = 0, por
ejemplo, el P(0, 0 1) y calculamos la distancia de este punto al plan@y2z- 5 =0.

Expresemos la ecuacién de este Ultimo plano en forma paramétrica, para ello basta despejar
una incégnita, por ejemplo, Ia en funcién de las demas:

X=a
z=5-2x+2y = y=p
z=5-20+2p

Un punto genérico, H, de este plano, tendra de coordenadas, Bl &(20+2p).
Se ha de verificar que el vect®H  es perpendicular a los dos vectores de direccién del
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plano, es decir, el producto escalar con cada uno de ellos seréa cero.
PH=@,B,5-20+2)- (0,0, 1) =@, B, 4-2a + P)

PHOU = PHeU=0 = (a,B,4-20+P)+(1,0,-2)=0|

PHOV = PHev=0 = (a,B,4-20+P)+(0, 1,2)=0

a-8+40-$=0 = 50 - 4B =8 Expresemos el sistema en forma matricial y

B+8-40+HB=0 => -+ P=- 8} resolvamoslo mediante el metodo de reduccién

de Gauss - Jordan
( 5 -4 ‘ 8) Triangulemos inferiormente.
- -8

4 5 Tomemos como pivote el elementga5# 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [28f. 4+ [13f]

( 5 -4 ‘ 8) Triangulemos superiormente.
-8 Tomemos como pivote el elementg=a9# 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 9 - [13f. 4+ [25f.]
[45 0 40) La solucién es:
0 9]-8 a=40/45 ; B=-8/9 - o =8/9
El vectorPH tendra de coordenadas:
5H = - -(8 _8 _E_E):@ _8 i)
PH= @B 4- 20+ ) (9’ 9 4“9 9/ \g "9 3
La arista coincidira con la distancia del punto P al plano, es decir, con el médulo del vector

anterior:
=\/(§)2+(_§)2+[£)2= 64+64+ 16_ (144 _12_4
9 9 9 92 92 9 3

Finalmente, el volumen del cubo es: .
Volumen =a’ = (ﬁ)

. B=-8/9

—

a=|PH

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Discutamos el sistema siguiente mediante el método de reducGause Para ello
expresemos dicho sistema en forma matricial.

X+Ay+(A-)z= 1 1A A-1| 1
y+z= 1!= 01 1 1 Intercambiemos entre si las filas 12 y 32
2x+y-z=-3 21 -1 ]|-3

2 1 -1 |-3 Triangulemos inferiormente.

0 1 1 1 Tomemos como pivote el elementga2+ 0.

1 X A1) 1 Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [32f.]22f]
{(2) 1 _1 _i] Tomemos como pivote el elementgal = 0.

o a fi . ay - . ay
0 2-1 -1 5 Sustituyamos la 32 fila por: [33f.](2\- 1) - [23f.]
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2 1 -1 -3 El sistema esta triangulado, pero la Gltima ecuacién puede dar
0 1 1 1 lugar a dos situaciones distintas, segun se verifigue o no, es
0 O 0 |6-2\ decir, si el término independiente es o no cero. Veamoslo.

*6-2.=0 = A=3 = LalUltimaecuacion sera de la forma, 0 =0, o sea, una
ecuacion trivial, la podemos eliminar; nos queda entonces un sistema de dos ecuaciones con tres
incoégnitas, se trata de un sistema compatible indeterminado uniparamétrico, con infinitas
soluciones y, por tanto, tiene al menos dos soluciones distintas.

*6-2.+#0 = A#3 = LaUlltimaecuacion sera de la forma 0 =409, o sea,
una ecuacion absurda. El sistema no tiene solucion, es un sistema incompatible.

(b) Resolvamos el sistema para 3. Sustituiremos este valor en el sistema triangulado
inferior obtenido al final del apartado anterior.

2 1 -1 (-3 La incégnita que nos sobrazda pasamos
2 1 -1|-83 . N

0 1 1 1 = al segundo miembro como incognita
0o 1 1| 1 . A

0 0 0|0 secundaria o parametro.

2 1| -3+z Triangulemos superiormente.
( 0 1 ‘ 1- Z) Tomemos como pivote el elementg=al = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13f.][25f.]

El sistema esta diagonalizado, la solucion es:

X=-4+2z ;, y=1%=z = X=-2+z ;, y=1-z
Sustituyamos ahora la incégnita secundaria, fgor un parametro, por ejemplo, por
X=-2+a ; y=1l-a ; z=o.

(2 0 —4+22J
0O 1( 1-z

(c) Elsistema esta discutido en el apartado a), es decir, para todos los valore8,de
el sistema es incompatible, no tiene solucion.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada vy escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 30 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. [1"25 PUNTOS] Calcula el valor de la integral
3

J (2 +5) € dx.
-1

EJERCICIO 2. Sea fla funcién definida »x -2 por
_ X

f(x)= <+

(d) [1 PUNTO] Halla las asintotas de la gréafica de f

(b) [1 PUNTO] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los extremos

locales de .f

(c) [0'5 PUNTOS] Teniendo en cuenta los resultados de los apartados anteriores, haz un

esbozo de la gréfica de f

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Discute y resuelve el sistema segun los valores de A

X+Ay+z=0
{)\x+y+ z=0
X+y+A z=0

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS] Halla las coordenadas del punto simétrico del punto
P = (1, 2, 2) respecto al plano de ecuacion +Ry+ z- 7 = 0.

Opcion B

EJERCICIO 1. Se ha observado que en una carretera de salida de una gran ciudad la
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velocidad de los coches entre las 2h. y las 6h. de la tarde viene dada por

vit) =€ - 15¢ + 72t+ 8 para d[2, 6]
() [1"25 PUNTOS] ¢A qué hora circulan los coches con mayor velocidad? Justifica la
respuesta.
(b) [1"25 PUNTOS] ¢A qué hora circulan los coches con menor velocidad? Justifica la
respuesta.

EJERCICIO 2. Considera las funciones d: R - R definidas por
f(x)=6-, g (x=1x|, x R.
(8) [1 PUNTO] Dibuja el recinto limitado por las graficas dg 1.
(b) [1'5 PUNTOS] Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

EJERCICIO 3. [2°5 PUNTOS] Resuelve la ecuacion matricidl - X= 2B, siendo

(1 -1 (1 -1 4
A'(z —3) y B‘(o 3 1)'

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS] Halla la ecuacion del plano cuyo punto mas préximo al
origenes (4, 2, 1).

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Para calcular la integral definid§ (x*+5) € dx
-1
calcularemos, en primer lugar la integral indefinida correspondiente mediante el método de la

integracion por partes.
J' (2 +5) €% dx

U= 2 +5 du=2x dx
dv= €% dx V:Je_x dx=- €~

J'(x2+5)e‘X dx= (R +5) e +J' €% 2x dx= [1]
U= 2x du= 2 dx

dv=e X dx \Y ZJ.e_X dx=-¢€*
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Continuando desde [1]:
= —(x+5) €% 2x &%+ zj €¥dx=- (¢ +5)87% - 2x €%~ 26% =(-x?-2x- 7)e™

Finalmente la integral definida pedida sera:

3
J (@ +5) e dx=[(- #- 2% 7) e‘X]3 S (-9-6-7€3-(-1+ 2 Jet=- 2253+ e
=)

-1

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacelimud:(x) = xo
X X

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen

al denominador, ¥2=0 = X=-2. Veamoslo.

2
X 4 __4- = Hay un asintota vertical: =x- 2.

Estudiemos la posicion de la gréafica deebpecto de esta asintota vertical

. x? 4 4
lim Xt2 ., -0""° ., .

xo-2" X -2 +2 La funcion f(x) tiende a- » cuandox se
= 2 = acerca a 2 por laizquierda, y a-+cuando
lim X - f = 4 =+ lo hace por la derecha.

xo-2t Xt2 oty +0
X>=2

- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer hf@e f(x)=bOR
X — + 00

Comprobemos si existe.
No existe asintota horizontal.

2
lim X :[ﬁ]: im =0 =
X *+ oo X+ 2 (o]

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de

L"Hépital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno

X— * o

del otro.
No existe asintota horizontal, pero se da la condicidn necesaria para que pueda existir

asintota oblicua.

- Asintotas Oblicuas.

Calculemos la ecuacion de la posible asintota obligua: mx + n. Comencemos
obteniendo el valor de m y después el de la n;
X2 _

2
PO - jim X*2 = i X~ jim -1
X — 00 X(X+2) X — 00 X2+2X
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Calculemos ahora n:
2 2 2 :
n=lim (F(x)-m¥ = lim | X5 -x| = lim X22X 22X jjm 22X —_
X - 00 Xooo\ X+2 X - 00 X+2 Xooo X+2

La asintota oblicua, es: =yx- 2.
Estudiemos la posicion de la grafica deebpecto de la asintota oblicua.
* Para valores de muy grandes, por ejemplo=x1000 =

f (1000) __1000°__ 9580039920

1000+ 2
Yasintota = 1000— 2= 998 }: f(1000) > Ysintota
lasintota

luego la gréfica de, fpara x —+~, va por encima de la asintota oblicua.
* Para valores de muy pequefios, por ejemplozx 1000 =

f (- 1000) _(1(1)%%? = ~1002 004008
~1000- 2= - 1002 = f(-1000) < ¥sintota
Yasintota =

luego la gréfica de, fpara x — «, va por debajo de la asintota oblicua.

(b) Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimierftaHidlemos los
valores que anulen a la funcién primera derivada de f(x)
f'(x):M N f'(x):m — x2+4x=0 = / X= 0

(x+2)? (x+2)? N x=-4

Con estos dos puntos, 04, y con el punto donde la funcién no exist&,los ordenamos
y construimos los posibles intervalos de monotoni®; {4), (-4, -2), (-2, 0) y (0, +).

Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejefmpl3,- 1y 1
respectivamente en la funcion primera derivada y segun nos salga mayor 0 menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcion sera creciente o decreciente:

f'(- 5)—M = creciente enH{ec, —4 )
(-5+2)? 9

f'(-3) = M 3. 0 = decrecienteend - 2)
(-3+22 1

-3
1

f'(—l) — (_1)2 +4(_]) —

<0 = decreciente en@, 0 )

(-1+2)?
2 { ]
f'(1):1+—421:§>0 = creciente enq, +o )
(1+2)? 9

Estudiemos los extremos locales. Estos sélo se podran localizar en los puntos de derivada
cero, ya que la funcién es continua y derivable en todo su dominio que{e2}R-

Teniendo en cuenta lo analizado hasta ahora podemos asegurar que hay un maximo local
en x=-4,yun minimo local en % 0.
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Las ordenadas de estos extremos son:

-4) = (_4)2 :E:— AXi -
f(-4) s Rl 8 = Maximo en (4, -8).
fg=2_-0-9 Minimo en (0, 0).

0+2 2 ’

(c) Un esbozo de la grafica segun los resultados de los apartados anteriores es:
A

6

|
|
|
4 ~
| =
|
1
|

2 -

2 - e
2
-~

|

I

-~

-6

|
|

P 8
-~ |
/\I
|

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Discutiremos el sistema homogéneo mediante el método de reduccién de Gauss, para lo
cual lo expresamos en forma matricial.
1 A 1|0

X+tAy+z=0
AX+y+z=0 = [)\
1 1 A|O

X+y+A z=0

1 1 A0
1 A 110
A1 110
1 1 )
0 A-1 1-A |0
0 1-A 1-A*|o
1 1 A 0
0 A-1 1-A 0
0 0 -AM-A+2|0
*a;E=0 =
* Gjia=1 —

A2 -A+2=0

1 1 0] Pasemos la 32filaalal1? lal?ala22yla22ala 32

Triangulemos inferiormente.

Tomemos como pivote el elementg=al# 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f][15.]
Sustituyamos la 32 fila por: [32£]\ - [13f]

Sustituyamos la 32 fila por: [33][25f.]
El sistema esta triangulado inferiormente, pero no todos los
elementos de la diagonal principal son distintos de cero.
Analicemos los diferentes casos que pueden presentarse.
A= -1+V1+8_-1+3_ /7 1

2 2 N -2
La 32 ecuacion es trivial, 0 = 0, y la 23 también, las eliminamos.

=
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Nos queda un sistema de una ecuacion con tres incognitas, se trata de un sistema compatible
indeterminado biparamétrico.
La solucion sera:

1 1 A 0 11

0 A-1 1-A 0 = |0 O

0 0 -A-a+2|0 0 0
nos sobran dos incognitas, layya z, las pasamos al segundo miembro como incAgnitas no
principales o secundarias.
(1] —~y-2) La solucién es:x =-y - z Llamandoa y B a cada una de las incégnitas
secundarias, tendremos finalmente la solucién del sistema pdra A

X=-a-p ; y=a ; zZ=B

* Si A=-2 = La32ecuacion es trivial, 0 = 0, la eliminamos. El coeficiente
a,=A- 1, para este valor dees g =-2-1=-3 = 0, luego nos queda un sistema de dos
ecuaciones y tres incégnitas, es decir, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

La solucion sera:
1 1 A 0 [1 1—20] 2 1 -2l0
0 A-1 1-A 0 = |0 -3 3|10 :( _ ‘)
0 0 -A-A+2]0 o o o|o 0 -3 30

Simplifiquemos la 22 fila por 3:

( 11 -2 Oj La incOgnita que nos sobra,ada pasamos al segundo miembro como
0 1 -1/0 incégnita no principal o secundaria

1 1|2z Triangulemos superiormente.
( 0 1| z j Tomemos como pivote el elemenigal = 0.

Sustituyamos la 12 fila por: [13:.][25f.]

( 10 Zj La solucion del sistema es:

0 1]z Xx=z ; y=z

Llamando a a la incégnita secundarjaendremos finalmente la solucion para A2:
X=a ; Ya ; Z=o.

*a,#0 = Az1yA=#-2 = Todos los elementos de la diagonal principal son
distintos de cero, nos queda un sistema de tres ecuaciones y tres incognitas pero al ser un
sistema homogéneo sélo admitiria la solucion trivial, osea0,xy=0 y z=0.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Expresemos la ecuacion del plarw;+®y +z- 7 = 0, en forma paramétrica, para lo cual
basta despejar una de las incognitas, por ejempceefuncion de las deméss 7- 3x - 2y;
y, por ultimo, las incégnitas del segundo miembro se sustituyen por parametros:
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Un punto genérico, H, del planadendra de coordenadas:
H=( W, 3\ 2W)
El vector PH tiene de coordenadas:
PH=Q\, 1, 7-3-21)-(12-3=(-1, u-2, -3A-2)
este vector verifica la condicion de ser perpendicular a los dos
vectores, u y wde direccidn del plano, es decir: P

PHOU = PHe0=0|_ (\-1 p-2 9—3-31).(1,0_3)=0} .
PHOV = PHev =0 (A-1, u-2, 9- A - 2)+(0,1,-2)=0

A=1-27+ A+ Gu = N 10A+61 =2 5)\+:-11=143
pH-2-18+6\+ 4 = 6A +51 = 20 6A +51 = 20
resolvamos este sistema mediante el método de reduccion de Gauss-Jordan. Para ello
expresemos dicho sistema en forma matricial.
( 5 3‘ 14) Triangulemos inferiormente.

6 Tomemos como pivote el elementg=a5# 0.

Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [23.)6 - [13f]

3‘ ) Triangulemos superiormente.

5

( 0 7 Tomemos como pivote el elementga7 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 7 - [13f.]3 - [23f]

35 O

( 7 ) Simplifiquemos la 12 fila por 5.

( 0‘ ) La solucién es:

! A=10/7 ; u=16/7
Luego el punto H y el vectoPH tienen de coordenadas, respectivamente:

=(\, n, 7-A-2)= (170 176,7_30710_20716j:(10 16 _13)

77 T
e 0otz om0 2p 020022032 3

El punto P’, simétrico de P respecto del ptaneerificara quePH = HP . Supongamos
gue P’tiene de coordenadas (a,)b, ¢

=rp = (3,2, 1)-@bo-(2,1°-19

777 77
3_,_10 - 13
321 10 16 13 Z_a 176 - 178 13 18 12
(3.53)=(a-F0- R F) = Tb‘z =1P= i = p(22-F)
7=°¢7 €=
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Como se trata de una funcién polindmica, es continua y derivable en todo su dominio,
siendo éste el intervalo [2, 6].

La velocidad maxima absoluta puede ser alcanzada, en este caso, 0 en los maximos
relativos (puntos de derivada cero) o en los extremos del intervalo.

v(it) = - 1568+ 72t+8 = V() =3¢ -30t+72
3¢ -30t+72=0 - f-10t+24=0 - t=10£v100-96_10+2_ ~ 6
2 2 N 4
V(@) =6t- 30
vV'(6) =6-6 -30=6 >0 = minimo relativo en (6, )
v'4) =6-4 -30=-6>0 = maximo relativo en (4, )

Calculemos ahora el valor de la funcién en el maximo relativo, 4, y en los extremos del
intervalo, en los puntos 2 y 6.
v(t) = - 1568+ 72t+8
v(4) =4#-15-4+72-4+8=120
v(2) =2-15-2+72-2+8=100
v(6) =6-15-6+72-6+8=116
La velocidad méxima alcanzada tuvo lugar a las 4 horas.

(b) Teniendo en cuenta los resultados del apartado anterior, la hora a la que circulan los
coches con menor velocidad es a las 2 horas.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Dibujemos en primer lugar la gréafica d)f 6 - X* que se corresponde con la de
una parabola.
1.- El dominio de la funcion es R ya que se trata de una funcién polinémica.
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas. Se resolvera el sistema formado por la funcién y la
ecuacion del eje de abscisass §.
y=6-x }: 0=6-x2 = 0=(VB+A(V6-§ = *X= O
y=0 N ox= —\/6
luego los puntos de corte con el eje de abscisas/ﬁs()n/g,o) y B(s/@, 0)
- Con el eje de ordenadas. Se resolverd el sistema formado por la funcién y la ecuacion del
eje de ordenadas,=x0. Basta sustituir x 0 en la funcion:
y=6-x = y=6-0=6 = elpuntoesel(0,6).

3.- El maximo se encuentra en el punto de abscgéé, es (;E%it,o, siendo la
a -—
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ordenada: y¥6- X = y=6- 0=6, portanto,
el maximo es el punto (0, 6).
La gréfica es la situada al margen.

Representemos ahora la grafigéx) =|x|, que es la
funcién valor absoluto

} de x, y cuya expresion

o analitica es:
-X si x<0
s g( )() :{ . V8]
. X si x>0 -3,-2 N 1 2\3'

La gréfica de esta
otra funcion, que se
corresponde con las de
las rectas bisectrices del segundo y primer cuadrante, la
;sl — — \ —> hemos representado junto _a la que_ ya_l teniamos

representada, y se encuentra situada a la izquierda.

Para una mayor precision y porque los necesitaremos
en el apartado siguiente, calculemos los puntos de corte de
la primera grafica con cada uno de los trozos de la grafica de g(x)

y = 6-x° _1+J1+24 _1+5_ » 3
y = -x 2 2 N\-=2

}3 6-x°=-Xx = X¥-x-6=0 = X

Con el trozo y=xos puntos que obtendriamos sexa
y X=- 3. En definitiva los puntos de corte de ambas graficas
son el (-2, 2) y el (2, 2), tal como estan representados en la
gréfica conjunta.

El recinto limitado por ambas graficas se corresponde con
la zona rayada en la gréfica situada al lado

(b) Para calcular el area del recinto anterior, calcularengs
el de este otro recinto y el resultado lo multiplicamos por dos.
2

2
3 2
—x2_ = XX = _§_ﬂ)_ 22 !
.[0(6 X x)dx {6x ) 2} (12 55) 0=
o ———
44 2

22, _44
323 U

El area sera:
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SOLUCION EJERCICIO 3.-
Resolvamos la ecuacion matricial? AX= 2B, siendo

(1 (1 -1 4
A'(z —3) y B‘(o 3 1)'

Calculemos en primer lugarA

. , (1 - .1—) 2_(—1 2)
A_AA:A"(z—)(z— = A=, 7

Veamos si esta matriz,2A que hemos calculado tiene inversa. Lo haremos mediante el
método de Gauss, consistente en poner a la derecha de la madarindtriz unidad e intentar,
mediante el uso de diversas transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la
izquierda, la parte que quede a la derecha es la matriz invera(dé .

-1 2|1 0 Diagonalicemos.
(_4 7l o 1) Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por:  [23:.]4 - [1%f]

1 (]J) Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
O —1 - Sustituyamos la 12 fila por: [13#]2 - [23f]

( 0 _1‘ _7 ﬂ Multipliqguemos la 12 y 22 fila por 1.
(o]

]j En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo
1

gue al no salirnos ninguna fila de ceros, la matfitiéhe inversa,
siendo la matriz inversa la matriz que queda a la derecha, es decir:

=2

-1
Multipliguemos por la izquierda en cada miembro de la ecuacion por la r(ia?r)z

-
4

A2 x=28 - (27w x=(a2)7 2B — 1-x=(A2)" 2B - X=(AZ)". 2B
x=(7 —2).2.(1 14 2(7 —2).(2 -2 8):(14 -2 52)
4 - 0 -3 4 -1)"l0 -6 2/ 8 -2 30

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Si el punto P(4, 2, 1) es el mas proximo al origen O(0, 0, 0), el vector que determinan

ambos puntos es un vector normal al plano.
OP=(1,2,1)- (000=¢121)

Como los coeficientes A, B y C de la ecuacion general del plano se corresponden con las

componentes de un vector normal al plano, tendremos:
Ax+By+Cz+D=0 = -x+2y+z+D=0

Como el punto P es un punto del plano, sus coordenadas verificardn la ecuacién del plano:
-X+2y+z+D=0 = -(-1)+22+1+D=0 = D=-6 = -x+2y+z-6=0
gue es la ecuacion del plano pedido.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada vy escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 31 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Sea E R" - R la funcién definida por
X
F(x):j (2 t+J_t) dt .
0

(@) [1'5 PUNTOS] Determina #&).
(b) [1 PUNTO] Hallala ecuacion de la recta tangente a la grafi€aele el punto de abscisa
x=1

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS] Una empresa quiere fabricar vasos de cristal de forma
cilindrica con una capacidad de 250 centimetros cubicos. Para utilizar la minima cantidad
posible de cristal, se estudian las medidas apropiadas para que la superficie total del vaso sea
minima. ¢Cudles deben ser dichas medidas? Justifica la respuesta.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Determina los puntos de la recta de ecuaciones
Xx-1_y+1_2z+2
2 3 2
gue equidistan de los planos de ecuaciones
3x+4y- 1=0 y 4x 3z- 1 =0

EJERCICIO 4. Considera el sistema de ecuaciones escrito en forma matricial

£33

(&) [1'5 PUNTOS] Discute el sistema segun los valores del parametro b.
(b) [1 PUNTO] Resuelve el sistema cuando sea compatible indeterminado.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Sea fR - R la funcion definida en la forma

lx3 - x+z Si X< -2
3 3
f(x)= 0 Si -2<x<1
lx3— x+§ Si 1<x
3 3
Estudia la derivabilidad de f
EJERCICIO 2. Considera las funcionesdf: [0, 24 - R
f(X) = 2 senx), g (x=sen(2x).

(@) [1 PUNTOQ] Dibuja la region del plano limitada por las graficas dedé g.
(b) [1'5 PUNTOS] Calcula el area de la region descrita en el apartado anterior.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Halla la ecuacién de la circunferencia cuyo centro es el punto
de interseccion de las rectas de ecuaciones respectivas

2x-y-4=0 y x2y+3=0
y es tangente a la recta- 8y + 3 = 0. Calcula el punto de tangencia.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS] Un mayorista de café dispone de tres tipos de base, Moka,
Brasil y Colombia, para preparar tres tipos de mezcla, A, By C, que envasa en sacos de 60 kg.
con los siguientes contenidos en kilos y precios del kilo en euros:

Mezcla A Mezcla B Mezcla C
Moka 15 30 12
Brasil 30 10 18
Colombia 15 20 30
Precio (cada kg.) 4 4’5 47

Suponiendo que el preparado de las mezclas no supone coste alguno, ¢ cudl es el precio de cada
uno de los tipos base de café?

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(&) Teniendo en cuenta como esté definida la funé€ifs), calcularemos su expresién:
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F(x)= Ix(zt +41) dt = IX(Zt +11’2) dt=|2
0 0

Determinemos ahora(E)

=2+g 3/2: +g:§
F)=r+51¥%=1+5=2.

(b) La ecuacién de la recta tangente a la grafic&@e en el punto de abscisesl y
ordenada Fl) =5/3, es:
y- F)=F(@1)-(x- 1)
Calculemos HX).
F'(x)=2x+Jx = F@)=2+1+J1 = F'(1)=3
La ecuacion de la recta tangente seré:

—EZ— :—é :—i
y33(x:I):>y3x3+3:>y3x3

SOLUCION EJERCICIO 2.--
Construyamos la funcion superficie que queremos minimizar, es decir, la lateral y la de la
base del vaso, dicha funcién sera:
S(r)=mr?+2mnrh [1]
donder representa el radio de la base del vasdayaltura del mismo. Expresemos la altura
en funcion de rpara lo cual tendremos en cuenta la capacidad del vaso que es de 250 c.c.:

V=mr’h = 250=mr’h = h:@
mr 2

Sustituyamos este valor de h en la expresién [1]:
250 2, 500

S(r):nr2+2nr— = §(rn=mnr+=—
mr2 r

El dominio de esta funcion superficie es«), ya que el radio sélo puede tomar valores
estrictamente mayores que cero. En consecuencia la fug@ifera continua y derivable en
dicho dominio, pues el Unico valor donde no lo seria es en el cero (valor que anula al
denominador), pero éste no pertenece al dominio de definicidn de la funcién, y es ademas el
Unico punto en donde la funcidon derivada tampoco existe.

El minimo absoluto deberemos buscarlo entre los minimos relativos:

3_
s(=2mr-20 o oq-20-g 2m7=500_4 . om3-500= 0 =

r r r2

3
32500 3250 __ /250 _ 435197
21 T T

Comprobemos si este Unico valor que anula a la funcién primera derivada, es un maximo
0 un minimo relativo, igualmente estudiaremos la monotonia de la funcién:
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1?90 ~ S'(430127)=2 t%: 188495558 0
luego hay un minimo relativo en (430127, 174°3671027). El valor de la ordenada lo hemos
obtenido sustituyendo el valor de" 30127 en la funcion S(r)
500 '
sn=nr?+22 = s@3012=n 4 3012%+%§’27

Para estudiar la monotonia de la funcién en su dominio, construiremos los dos posibles
intervalos de monotonia, el (0, 4°30127) y el (4°3012y, y comprobaremos el
comportamiento de la funcién primera derivada para un valor intermedio de cada uno de estos

intervalos:

S'(X)=2n+

=174 3671027

S' (1) = 2me 1—%) =-49371< 0 = lafuncién es decreciente en el intervalo (0, 4°30127).

, _ 500 . L . . .
S'(10) = 2rte 10‘@ =5783> 0 = |afuncion es creciente en el intervalo (430127,

Teniendo en cuenta todo lo analizado hasta ahora podemos concluir que el maximo relativo

es el absoluto, y por tanto, las dimensiones del vaso para que su superficie sea minima son:

_ 250 — h= 250

r = 4301270069 > =
T Tie 4'301270069

= 4'301270069

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Elijamos un punto genérico, P, de la recta; tendr& de coordenadas- (1+24, - 2+2)).
Impongamos la condicién a este punto de estar a igual distancia de uno y otro plano:

31+2A)+41+3 )1
VR +42+ 2

V404 (-37

4(1+2 > 32+2\ ¥ r

3(1+2A)+4(+1+3 »1 4 (1+2 ¥ 32+2A ¥
V25 V25

|3(1+2)\)+4(—1+3 )—1|:|4(1+z Y 32+ 2\ ) 1r

esta Ultima ecuacion, al ser en valor absoluto, da lugar a dos ecuaciones:

3A+2A)+4F1+3 F1=4(1+2 ¥ 3H2+2A ¥} 1 [1]
J1+2)+4C1+3 »1=~(4(1+2 ) 32+ )y JL [2]
Resolvamos la ecuacion [1].
3+6A-4+1A-1=4+8+6-6- 1= 16=11 = A=1i

Luego un punto de la recta que esté a igual distancia de ambos planos sera el
11 _3,g.11 5,510 19 17 _5
Plae2dl —avall 2002l o p(20 2T 5
Resolvamos la ecuacion [2]
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3+6A-4+1A-1=-4- 8 -6+ B+ 1 = 20=-7 = )\:—%

Luego otro punto de la recta que esté a igual distancia de ambos planos sera el

coel _q_3. oo, T 3 _4 27
Q(l 255 17359 72 220) = Q(m' 20’ 10)

SOLUCION EJERCICIO 4.-

() Expresemos el sistema en forma matricial para discutirlo mediante el método de
reduccion de Gauss.

b 1 b|-2 ) ] _ e oa

0b 1| o Intercambiemos entre si las filas 12y 32.

1 b 1|-2

1 b 1]|-2 Triangulemos inferiormente.

0O b 1!l 0 Tomemos como pivote el elementgal # 0.

b 1 bl-2 Sustituyamos la 32 fila por: [33.]b - [13f]

1 b 1 -2 Intercambiemos entre si las columnas 22 y 323 es decir, la de los
0 b 1 0 coeficientes de Igy de laz

0 1-b*> 0|-2+2b

x) @ (¥ El sistema esta triangulado inferiormente, pero no todos los
1 1 b -2 elementos de la diagonal principal son distintos de cero.

0 1 b 0 El coeficiente g puede serlo o no. Analicemos los casos que
0 0 1-b®|-2+2b] pueden presentarse:

*ag=0 - 1-t#=0 - b={ _1

** Si b=1 = La3®ecuacion es 0 =0, es decir, trivial; la eliminamos. Nos queda
un sistema de dos ecuaciones con tres incoégnitas, se trata de un sistema compatible
indeterminado uniparamétrico.
* Si b=-1 = La 32 ecuacion es 0-4, es decir, absurda. El sistema es un
sistema incompatible, no tiene solucion.
*a,#0 = b#1 yb#-1 = Elsistema es un sistema de tres ecuaciones y tres
incAgnitas, es por tanto un sistema compatible determinado.

(b) Resolvamos el sistema para el valor ¢ee= 1, que es cuando es compatible
indeterminado uniparamétrico.

x @ W x( e (y() x (1) (Y ()
1 1 b -2 1 1 1]-2
0 1 b 0 = |0 1 1/ 0 ((1) 1 H_a
0 0 1-b?|-2+2b 0 0 0O
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El sistema que obtenemos al ser de dos ecuaciones y tres incognitas, nos sobra una incognita,
la'y, que la pasamos al segundo miembro como incégnita secundaria.

X) (Z . .
) (2 Triangulemos superiormente.
( 11|-2- y] Tomemos como pivote el elementgal# 0.

01| -y Sustituyamos la 12 fila por: [13f] [23f.]
() (2
( 10 —Zj El sistema esté diagonalizado, la solucién es:

0 1f|-y X=-2 ; =-y

Sustituyamos la incognita secundarigoy un pardmetrq tendremos finalmente:
Xx=-2 ; y=t ; z=-t

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Para estudiar la derivabilidad de la funcion,fésfudiemos previamente su continuidad.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El'trozo de funcidn para valoresximenores que2, x<- 2, es una funcion polinémica,

y las funciones polinémicas son continuas en ®doego la funciorfies continua para<- 2.

- El trozo de funcién para valores leomprendidos entre2 y 1, - 2 <x< 1, es una
funcién constante, y las funciones constantes son continuas €R, thago la funciorf es
continua para 2 < x < 1.

- El trozo de funcidn para valores xlenayores que 1x>1, es una funcién polinébmica,

y las funciones polinémicas son continuas en ®daego la funciéiies continua para >1.

- El problema de la continuidad esta en los punay 1, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién.

Estudiemos primeramente la continuidad en el pufito -

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

\ . 1 2 -8 2
lim f(x)= lim (—x3—x+—)=—+2+—=0
X2~ (x) X*i{ 3 3 3 3
lim f(x)= lim 0=0 = lim f(x)= lim f(x)= f(-2)=0
x—-=2* x;)—_%* X =27 x—=2%
N S IP
f(—2)—3(2) (2)+§-0

Luego f(x)es continua en el punt®-
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Estudiemos ahora la continuidad en el punto 1.
Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.
lim f(x)= lim 0=0

X1 X1
x<1

. . 1 3 2 1 2 . .
lim f(X)= lIm|{SxX-xt=5]=5-1+==0;= Ilm f(x)=Ilim f(x)= f(1)=0
lim £00= lim (533~ x+ 5] 2§10 5205 Im ()= im0+ Q)

x>1
f)=0

Luego f(x)es continua en el punto 1.

En definitiva, la funcion f(xg¢s continua en R, luego puede ser derivable en su dominio

Estudiemos ahora la derivabilidad..

Una funcién ser& derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad; en este
caso se ha visto y demostrado que es continua.

- Para valores de&<- 2, f es derivable, por ser una funcion polinédmica, siendo la funcién
derivada, %- 1.

- Para valores de 2 <x < 1, f es derivable, por ser una funcién constante, siendo la
funcién derivada, 0.

- Para valores de> 1,f es derivable, por ser una funcién polinédmica, siendo la funcién
derivada, %- 1.

Una primera aproximacion de la funcion derivada, donde ya sabemos que es derivable es

x> -1 Si X< =2
f'(x)={ 0 Si -2<x<1
X2 -1 Si 1< x

- El problema esté inicalmente en el pung -
En el punto 2 sera derivable, si las derivadas laterales coinciden ya que es continua en

dicho punto.
f'(-27)= lim (x®-1)= 4- 1= 3
¥ { 320 >
= ' - '
fr(-2")= lim 0=0 fr(-27)# f'(-29
x—=2%
X > -2
luego la funcién f(xho es derivable en x- 2.
- Estudiemos la derivabilidad en el punto 1.
En el punto 1 sera derivable, si las derivadas laterales coinciden, ya que es continua.

f'(1)= lim 0= 0

o { 0=0 =
fr@) = tim (-9=0[ [ f@)=1(@)
x-1*

x>1

luego la funcion f(xgs derivable en x 1.
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La funcién derivada quedard finalmente asi:
x*-1 sl x<-=2
f'(x)= 0 SI -2<x<1
x*-1  si 1<x

SOLUCION EJERCICIO 2.-

() La representacion de la grafida) = 2 sen(x) en cualquier puntg de su dominio,
coincide con la dsen(x)en el mismo punto pero multiplicando la ordenada de esta funcion por

2 (Composicién de funcione$-co. Fdez. Morales. - Proyecto Sur. - Pag. 85 y siguientes).
A A

) y =sen (X |l flx) =2 sen(x)

1 1+

n\/2n ] 4 g ]
-1 -

La representacion grafica d€x) =sen2x), tiene la peculiaridad de que la ordenada de esta
funcién en cualquier puntode su dominio, coincide con la ordenada de la funcion sem(x)

el punto de abscisa 20 dicho de otra manera, los puntos de la gréafiagxjese obtienen a
partir de los puntos de la den(x) tomando los puntos medios de los segmentos que unen éstos
con el eje OY, perpendicularmente, es decir, la grafigg>dee obtiene por una contraccion

a la mitad de la grafica den(x)(Composicion de funcionesg-co. Fdez. Morales. - Proyecto
Sur. - Pag. 115 y siguientes).

A A flx)=2sen(x

, glx) =sen(2x)

1

En la tltima gréfica esté representada la regién del plano limitada por las grgficas f

(b) Para calcular el &rea de la regién descrita y dibujada en el apartado anterior,
construimos la funcidn diferencia(x) =g(x)- f(x), es decir,h(x)=sen@x)- 2sen(x) y a
continuacion calculamos los puntos de corte de esta nueva funcion con el eje de abscisas:
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sen@gx)- 2sen(x=0 = senpx)=2sen(x) = 2senf) cos(x)=2sen(x) =
2 senk) cos(x)- 2sen(x=0 = 2ser)[cos(x)- 1]=0 =
~ sen(xF 0 = X=0, x=m X=2=n
N cos(xr 1=0 = cosxFl1 = x=0, x=2z
Como los puntos de corte de la funcion diferencia con el eje de abscisas soy 24,0,
y teniendo en cuenta la gréfica realizada, para calcular el area de la region dibujada lo haremos
desdoblandola en dos regiones:

jn(senQ X} 2 sen(¥) d%( +
0

21

Area = I ( seB( xR sen)x) |ax

2n

[—% cos(2x) + 2 co$x)]

Tt
+

= ‘ [—% cog(2x) + 2 CO$X)]

0

‘ —%cos(Zn)+2 cos{n)—(—% cofD)+ 2 cqﬁ)j ‘ +

+ —%cos(4n)+2005(2n)—(—% cos(2t)+2 cos(n)) ‘:
:‘-%+2(—1)—(—%+2) + -%+2—(—%+2(—1)j‘ = |-4]+| 4] = 82

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Calculemos en primer lugar el centro de la circunferencia, resolviendo el sistema formado
por las ecuaciones de las dos rectas:
2x-y= 4} Expresemos el sistema en forma matricial y resolvdmoslo mediante el
X-2y=-3 método de reduccion de Gauss - Jordan

> _1| 4 Triangulemos inferiormente.
( 1 _2‘ _3) Tomemos como pivote el elementg=a 2 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f] 2 - [13f.].
2 -1| 4) Triangulemos superiormente.
(O _3‘ —10] Tomemos como pivote el elementga- 3 = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [13f] [23.].

0 -3|-10 6x=22 ; -3y=-10, esdecir, x=11/3 ; y 10/3

Luego las coordenadas del centro de la circunferencia son:
C= (H‘ , E)
3'3
Calculemos ahora el radio, que coincidira con la distancia del centro C a la recta tangente
x - 3y+ 3 = 0. Expresemos esta recta tangente en forma paramétrica, para ello resolveriamos
un sistema de una ecuacién con dos incAgnitas, la solucién serian las ecuaciones paramétricas,

(6 0‘ 22] El sistema esta diagonalizado, la solucion es:
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aunque en este caso basta despejar una incégnita en funcién de la otra, y a ésta denominarla
como un parametro t

X =-3+3
=-3+
X=-3+3y = {y _t
Llamemos H al punto de tangencia, punto que tendra de coordenailedt, {}. Se

verificara que el vector que determinan los puntos C ¢H, y cuyas coordenadas son

11 10 10) _(_20 . _10
CH= (-3+3t, t)(3 3j (3+3t ?j—(fa’t 3,t 3)
es perpendicular al vector de direcciv(g, 1), de la recta tangente, es decir:
CHOV = CHev=0 = (3t % t- —) 3,1)=0= 9t—20+t—139 0= t:%

Luego el vectorCH, sera:
H=(3-20 {-10 :(2_1_2_ Z_E):(i _)
CH(St 3’t 3) 3 3" 3 3 3'1
El radio, r, de la circunferencia es:

r =dist(C,H)=|cH| = ‘/( ) +(-1)2 \/::\/7 @

La ecuacién de la circunferencia es:
x2+y2—2ax—2by+ g+ 6- f=0 =

2 2 2
22, 20 () (107 (M) g ey 22, 20, 20
XTY X3 Yilg) 3 3 ) 0 = XY ooy

Finalmente el punto de tangencia es:
(I 217 7
H=(-3+3t § = ( -3+ 3) (4, 3)

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Llamemos »al precio en euros del kilo de Mokaalyde Brasil y al de Colombia.
Teniendo en cuenta la tabla, obtendremos tres ecuaciones, correspondientes a cada una de
las mezclas:

15x+ 30y+ 1%= 4 60 15x+ 30y+ 1= 240, Expresemos el sistema en forma
30x+ 10y+ 2= 4% 60 = 30x+ 10y+ 2@= 270 matricial y resolvamoslo me-

12x+18y+ 3@= 4 % 6 12x + 18y+ 3Q= 282 diante el método de reduccion de
Gauss - Jordan

15 30 15|240 Simplifiquemos la 12 fila por 15.
30 10 20270 Simplifiquemos la 22 fila por 10.

12 18 30| 282 Simplifiquemos la 32 fila por 6.
Triangulemos inferiormente.

1 2 1|16 .

Tomemos como pivote el elementg=al+ 0.
3 1 2|27 ) :
> 3 5|47 Sustituyamos la 22 fila por: [23f] 3 - [13f.].

Sustituyamos la 32 fila por:  [33f] 2 - [13f.].
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1 2 1| 16 Tomemos como pivote el elementga-5 = 0.
0 -5 -1/-21 Sustituyamos la 32 fila por: 5 - [33.] + [23.].

0 -1 3| 15

1 2 1| 16

0O -5 -1|-21 Simplifiguemos la 32 fila por 16.

0 0 -16|-96

1 2 1] 16 Triangulemos superiormente.

0 -5 -1|-21 Tomemos como pivote el elementgal # 0.

0 0 1 6 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + [33.].
Sustituyamos la 12 fila por: [13£.][34f.].

1 2 0| 10

0 -5 0]|-15 Simplifiguemos la 22 fila pok 5.

0 0 1| 6

1 2 0]10 _

o 1 ol3 Tomemos como pivote el elementg=al# 0.

0 o 1l6 Sustituyamos la 12 fila por: [12£]2 - [23f].

1 0 04 El sistema esté diagonalizado, la solucién es:
0 1 03 x=4 ; w3 ; =Z6

0O 0 1|6

El precio del kilo de Moka es de 4 euros, el de Brasil es de 3 euros, y el de Colombia, 6
euros.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO JUNIO 2001

Opcién A

EJERCICIO 1. Seaf:R - R la funcién dada porf (x) = |8- x*|.

(@) [1 PUNTO] Esboza la gréfica y halla los extremos relativo$ ddénde se alcanzany
cudles son sus respectivos valores).

(b) [1'5 PUNTOS] Calcula los puntos de corte de la grafich den la recta tangente a la
misma en el punto de abscisa=- 2.

EJERCICIO 2. Siendo Ln(x) el logaritmo neperianoxdeonsidera la funci6fi:(0,+-)- R
definida por f (x) =x Ln(x). Calcula:

(a) [1'5 PUNTOS] j f(x)dx
(b) [1 PUNTQ] Una primitiva def cuya grafica pase por el punto (1, 0).

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Sea
senx - coX 0
A= { COoSX senx 0]
senx+ Cox SeR—- Cos 1

¢Para qué valores de existe la matriz inversa de A? Calcula dicha matriz inversa

EJERCICIO 4. [2°5 PUNTOS] Halla la ecuacion del plano que pasa por el punto A(L), O,

. - 2 =
es perpendicular al planw- y+ 2 +1=0 yes paralelo ala rec%aX Z - 8
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Opcioén B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS] De la funciori: R - R se sabe quef ""(x) =x + 2x+ 2
y que su gréfica tiene tangente horizontal en el punto P(1, 2). Halla la expredién de

EJERCICIO 2. [2°5 PUNTOS] Halla el area del recinto rayado que aparece en la figura

adjunta sabiendo que la parte curva tiene como ecu%' A
- X

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Calcula sabiendo que los planos
ax +y- 7z2=-5 y X+X+a’z=8
se cortan en una recta que pasa por el punto A(0,2,1) pero que no pasa por el putad.B(6,

0 3 4
EJERCICIO 4. Considera la matrizA=[ 1 -4 —]
-1 3 4
(@) [1 PUNTOQ] Siendol la matriz identidad 3x3 y O la matriz nula 3x3, prueba que
A +=0.
(b) [1'5 PUNTOS] Calculaa™.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
(@) Expresemo$(x) como una funcién a trozos, teniendo en cuenta la definicion de
funcion valor absoluto: , —(8— x2) si 8-x2<0
fo=le-2[=1 %0
8-x si 8-x>0

Resolvamos las inecuaciones correspondientes a los dominios de cada trozo de funcion,
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para lo cual resolveremos, en primer lugar, la ecuaciéd =80.

nC

N8

estos valores que anulan a la ecuacion, los situamos ordenadamente en la recta real y
construimos los posibles intervalos de soluc(ém,—ﬁ) (—\/,§. J§) («/@00) , elegimos

valores intermedios de los mismos, por ejempB 0 y 3, y los probamos en las inecuaciones,
viendo qué intervalos satisfacen a una u otra inecuacion:

Six=-3= 8(-37=89=-1<0= 8x<0, er{-=,- 8]

/8 \8
* : Six=0-80°=80=8>0 = 8x>0,erf-/8 /8
-3 0 3  Six=3-8%=89=-1<0 = 8-x2<o,er(f,w)

A la vista de estos intervalos, podemos definir la funcion méas correctamente en funcion
de los mismos:

8-x°=0 = x=

-8+x% si x< -8
f(x):‘g_xz‘: 8-x> si -/8sx<.,8
8+x% i J8<x

La gréfica de esta funcion coincide con la de la funcién cuadrétigg @ro de manera
que la parte de la grafica que quede por debajo del eje de abscisas, por simetria con respecto a
este eje, la dibujaremos por encima.
Representemgs= 8- x°, cuya gréafica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas: 8
x=0=y=8 = (0,8)
2.- Puntos de corte con el eje de abscisas:
¥=0- x=- B x=8 - (8.0 y (/5.
3.- Coordenadas del vértice V: >
x=-b/(2a)=0/(2)=0 = y=8 = V(0,8)
La gréfica de la funciérf (x) es:

A

-8 V8

Los extremos relativos de una funcion pueden alcanzarse en los puntos de no continuidad,
de no derivabilidad o de derivabilidad cero.

Esta funcion al ser el valor absoluto de una funcién polinébmica, que es continua, es
también una funcién continua en todo su dominio que es
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Estudiemos la derivabilidad.

El trozo de funcion definido para los valoresxie - /8, es una funcion derivable por
ser una funcion polinémica, ya que las funciones polinomicas lo son e tdgegof es
derivable para valores de< — \/§ siendo la funcién derivadax2

El trozo de funcién definido para los valores €g¢/8 < x < /8, es una funcion derivable
por idénticas razones a las anteriores, Iueg® derivable para valores dg/8 < x<,/8,
siendo la funcién derivada2x

El trozo de funcion definido para los valores m@ﬁ, es una funcién derivable por
idénticas razones a las anteriores, Ifegderivable para valores ge ﬁ siendo la funcion
derivada, .

El problema estarfa en los puntog'8 y ,/8, por haber un cambio en el comportamiento
de la funcién.

Obtengamos una primera aproximacion de la funcién derivada, para todos aquellos valores
dex donde ya sabemos que es derivable:

2x  si x<-,/8
fl(x)=1-2x si -/8<x</8 [1]

2X  Si J8<x

Veamos si es derivable en el pumg:—ﬁ, la derivada por la izquierda es:
f'{-./8 )= Ilim f'(x)= Ilim 2X)=-2,/8
(-y87) m 100 lim(29=-28
x<—J§
por la derecha:
f'l-/8*)= Iim f'(x)= Ilim (-2X)=2.,/8
(y8°)=, im 100 lim (-29=28
x>-,[8
las derivadas laterales no coinciden, luego no es derivable en ekpuntq’g.
Estudiemos la derivabilidad en el puq@, sabiendo que es continua en dicho punto y
pudiendo por tanto ser derivable.
Para que la funcidinsea derivable en el pur\@, las derivadas laterales deben coincidir.
Calculémoslas:

i(y87)= Xli%_ £1(x)= Xli%_(—ZX): -2/8

x< |8
t(/8*)= xJir/n§* f(x)= Xli%+(2x) =28
x>,[8

como las derivadas laterales no coincidéx),no es derivable eq/@.
La funcion derivada coincide con la primera aproximacion que hicimos en [1].
Obtengamos ahora los puntos donde la derivada se anula, e§ @ecirD:
2x=0 = x=0.
Veamos si este valor que anula a la primera derivada es un maximo o minimo relativo.
Sustituyamos este valor en la segunda derivada, que como es un valor perteneciente al intervalo
abierto(-,/8, J_S) la segunda derivada en este intervalo es:
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f"x)=-2 = f70)=-2<0 = Méaximo en el punto (0, 8).

Estudiemos la monotonia, ya que al ser la funcién continua, nos va a permitir deducir si
en los puntos de no derivabilidad existen maximos o minimos relativos.

Situemos ordenadamente sobre la recta real los puntos de no derivabilidad, que son donde
se producen un cambio en el comportamiento de la funcion, y los de derivabiliad cero.
Construimos los posibles intervalos de monoto(ﬁ{@, - ﬁ) (—ﬁ 0) (O, ﬁ) (JE/ oo) ,
elegimos valores intermedios de los mismos, por ejemflo,1, 1y 3, y los sustituimos en
la primera derivada, segun salga un valor positivo 0o negativo la funcidon sera creciente o
decreciente:

f(-3)=2(-3)=-6<0 = Decreciente eb—oo, —ﬁ)

\]§ 0 \]5 f(-1)=-2(-1)=2>0 = Creciente e(v—Jg,O)
57 f(@)=-21=-2<0 - Decreciente eff, v8)
f(3)=2-3=6>0 = Creciente e(k/§,00)
A la vista de estos intervalos de monotonia, podemos concluir diciendo que hay:
- Un minimo relativo en el puntér\/g,o)
- Un maximo relativo en el punto (0, 8)

- Un minimo relativo en el punt()‘/g,o)

(b) La ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcion en uxjmsito
Y- Yo =F1(%) (x- %) (1]
El punto de abscisa2 tiene de ordenaday, = 8- x> = 8- (- 2*=4.
La derivada de la funcién en el punt® es:
f'xX)=-2x = f(-2=-2(-2)=4
La ecuacion de la recta tangente sera:
y-4=4k- (-2) = y=4x+12
Calculemos los puntos de corte de esta recta con la gréfica de la fuBeiéh para lo
cual resolvemos el sistema formado por las ecuaciones de la recta tangente y la de la funcion:

V=‘8+X2}: —8+X2 = Ax+12 = - 4x- 20= 0 =

y = 4x+12
X = 4+ 416+ 80 _ 4296 _ ~ 689897948
2 2 \ ~2'89897948

Las ordenadas correspondientes a estas abscisas son:
=-8 +x?=- 8+ 6'89897948= 395959179 = (6789897948, 39'5959179)
y=-8+x2=-8+(-289897948)= 0404082054 — (- 2789897948, 0"404082054)
hemos obtenido dos puntos de corte.

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Calculemos la integral
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F(x) :J.an(x) dx
Se trata de una integral por partes:
u=Ln(x) du:%dx
2

dv = x dx v=J.xdx=X7

2 2 2 2
_ _xLln(x) _[1 X2 . x*Ln(x) [ x 4o x°Ln(x) _ x

(b) La familia de primitivas dé son'
X2 Ln(x) _x2

F(x)= 7 +k
la primitiva que pase por el punto (1, 0) es:
Fay=2 |_2n(1) L k=0 > 0-3+k=0 = k=7
luego la primitiva que nos piden es:
F(x) :M X_ 1
2 4 4

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Para saber para qué valorescdi® matriz A tiene inversa, lo haremos calculando el rango
de dicha matriz, pero simultaneamente intentaremos calcular la matriz inversa usando el método
de Gauss que nos informara no solo de si tiene inversa sino de cual seria. El método consiste
en poner a la derecha de A la matriz unidad y procurar que aparezca, mediante el uso de
diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda de A, la parte que quede
finalmente a la derecha es la matriz inversa de A. (Nota: da igual esta disposicion o la
contraria).

Diagonalicemos.
Tomemos como pivote el elementg=asenx # 0
Daria igual suponer que cos x = 0.
Sustituyamos la 22 fila por:

sen X - [223f.] -cos x - [13f.]
Sustituyamos la 32 fila por:  [32f.][12f.]

senx —COSsX 0(100
cosx sen 0010

senx+ Ccox sek—- cos 1|0 0 1

senx - COX 0 1 0O O
Sustituyamos la 32 fila por:
0 serfx+codx O | —cosx serx O sen x - [32f.] -cos x - [18f]

COSX serx 1 -1 0 1
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senx — CoX 0 1 0 0
Tomemos como pivote el elementg=al # 0
0 1 0 —COSX serx O Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.][22f.]
0 1 senx|-senx-cox O SerR
senx — cox 0 1 0 0
Simplifiquemos la 32 fila por: sen x
0 1 0 |—-cosx  serx 0
0 0 senx|-senx —sen Ser
serx —cox O 1 0O O
Triangulemos ahora superiormente.
0 1 0|-cosx serx O Tomemos como pivote el elementg,=al =0
Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + cos x - [23f.]
0 0 1 -1 -1 1

serx 0 0|l-co€x serx cog O
Simplifiguemos 1- cos®x por: ser x
0 1 0| -cosx serx 0

0O 0 1 -1 -1 1
senx O 0|serfx sex cos O
Simplifiquemos la 12 fila por: sen x

0 1 0 | —cosx serx 0

0o 0 1| -1 -1 1

Hemos obtenido la matriz unidad a la izquierda sin
ningun tipo de restriccion, luego el rango de A es
0 1 Ofj-cosx sex O tres, y por tanto tiene inversa, siendo la matriz
o o 1 -1 1 1 inversa la matriz situada a la derecha, es decir:

1 0 O] senx cox O

senx cox O
Al=|-cosx sex O
-1 -1 1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Para hallar la ecuacion del plampnecesitamos un punto, A(1; @), y dos vectores de
direccién.

Como el plano que queremos calcular es perpendicular al planc y+2 +1 =0, el
vector normal a éste sera un vector de direccion del ptano
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X-y+2z41=0 - Ng=(@L-12 = 0;=(1-12
Como el plana es paralelo a larecta, el vector de direccion de#sta,  seréa el otro vector
de direccion del plano. Para calcularlo tendremos en cuenta que la recta, al venir dada como
interseccion de dos planos, el producto vectorial de los vectores normales a cada uno de ellos
nos dara el vector de direccion de la mismay por tanto el que necesitabamos del plano

X 2)21;8}:> vnznlxnz:(l,—Z,Qx(O,o,:uz( 52‘,—32, é‘ SD:(_Z’_LO)
La ecuacion del planosera:
X=1+A-2u
M= y=-A—-|
z=-1+2\

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Si la funciénf tiene como segunda derivad&,(x) = x* + 2x + 2, la funcién primera
derivada sera:

3
f’(x):j(x +2x+2) dx—?+2%+2x+k—?+x +2x+k

Como en el punto P(1, 2) tiene tangente horizontal, significa que en el punto de abscisa
1, la derivada primera es cero, es defil) =0, por tanto se verificara que:

3
fr()=0 = L +124241+4k=0 = L+43+k=0 = k=-10
3 3 3
luego la funciérf’(x) seré:
_ 2x? _10
f‘”‘?*T*zx 3

y la funciénf(x) la obtendremos integranéigx):

3 4 3 4 3
A x* X3, 2x%_10 XT o x", ,2_10
f(x)= J(?+x +2x jdx 12 3+ 5 3x+C 12+ 3+x 3x+C
La grafica de esta funcion pasa por el punto P(1, 2) lo que significa que las coordenadas
de este punto satisfacen su expresion matematica, luegd (@, resulta:

1.1 ., 10, _1.1,.,. 10 7
2=t 3t -F1+C = 2= 12*3+1 3

Finalmente la expresion de la funcik'(w) es:

X 10, 47
f00= 150 50 -1 1]

+C > c—4
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SOLUCION EJERCICIO 2.-
Calculemos, en primer lugar, el area del recinto

rayado correspondiente a la parte curva:
0

0 0
Alzj 2X+2dx:J—2dx+I 4 k=
1-X 1-x 3
-1 -1 -1 L
0 0 - |
100 4 i i 1 _ \
= 2X]_1+J Tox =] 2"]_1 4J g 9x= Y IR
-1

-1
0
=(0-(-2+(-D)) - 4[ Ln|x- 1]_1 =-2-4n| & frin|- £ =~ 2 fn@)-Ln(2)=

=-2-4(0-Ln(2))=-2+4Ln(2)
Calculemos ahora el area de cada uno de los dos tridngulos rectangulos siguientes

A

3-2)x1_ 1
Asz%:i

2
2
El area del recinto rayado sera la suma de las tres areas rayadas anteriormente:
L_4Lne +% = 3272588722

Area=A+A, + A= —2+4In@)+2+5=

SOLUCION EJERCICIO 3.--
El ejercicio nos dice que los dos planos se cortan en una recta, comprobemos que

efectivamente es asi:
La condicién para que fuesen paralelos es que los coeficientes xleylgsz sean

proporcionales, es decir, ha de verificarse que:
a_1 1
a_1_-7 1 2 a=>
17572 = 11_-71 7
12 a 2Tz a%=-14

lo que implica que no existe ningun valoredpie haga que ambos planos sean paralelos, luego
se cortan en una recta. Las ecuacion de la recta sera la interseccién de ambos planos.
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Si el punto A(0, 2, 1) pertenece a dicha recta, satisfacera la ecuacién de ambos planos;
sustituyamos las coordenadas de A en ambas ecuaciones:
-5=-5
a=2

{a-0+2— 7+ 1=-5
a=-2

0+2-2+a2-1:8 = 4+a2:8 = a2:4 = {

Hemos obtenido dos valores @para los que la recta pasa por el punto A.
Veamos ahora para qué valores no pasa por el punte 8(8). Calculemos antes para
los que si pasaria:
as6-3-7-2=-5 -
6+2+ (-3 +a%e 2= 8 2a2=8 = {

6a=12 = a=2

a=2

a=-2

luego sélo para el valor de= 2, que es el que satisface las dos condiciones, la recta pasa por
el punto B.

Podemos concluir que para el valorade 2, la recta pasa por Ay por B; y para el valor
dea=- 2 pasa por A pero no pasa por B.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Probemos que® 1= 0.

0 3 4 0 3 4 0 3 4 -1 0 1 0 3 4 -1 0 O
A3=| 1 -4 -5|s| 1 -4 -5l 1 -4 -5/=| 1 4 4l¢] 1 -4 -5=| 0 -1 0
-1 3 4 (-1 3 4 \-1 3 4 -1 -3 - -1 3 4 0 0 -
O sea, A=-1.
-1 0 O 100 00O
A3+1=0 = 0 -1 0/+/|0 1 0=|000, obien -1+1 =0 = 0=0
0 0 - 00 00O

Luego efectivamente se verifica.

(b) Calculemos A. Tendremos en cuenta los resultados obtenidos en el apartadw.anter
5 0 -3 -4

AlO:(A3) A=(4)%A () (N (HA =tA =A= |-1 4 5

1 -3 -4
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.GS.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar Unicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esti indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes wusar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
grifica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

EXAMEN SEPTIEMBRE 2001

Opcion A

EJERCICIO 1. Considera la funciénf: (- ~, 10)- R definida por
X _ .
f(x)= a”“-6 Si X<2
|x-5| si 25 x<10
(&) [1 PUNTO]. Determina el valor desabiendo qué es continua (y qua> 0).
(b) [0°5 PUNTOS]. Eshoza la gréafica tle
(c) [1 PUNTOQ]. Estudia la derivabilidad de

EJERCICIO 2. (a). [0'5 PUNTOS]. Dibuja el recinto limitado por la culwa% +cos(x),

los ejes de coordenadas y la recta .
(b) [2 PUNTOS]. Calcula el area del recinto descrito en el apartado anterior.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Determina, by c sabiendo que la matriz
-3 1 1 1 2
A= 1 a 2 verifica: A W2 (=9 y  rango(A) = 2.
-1 b ¢ 3 4

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Considera los tres planos siguientes:
MEX+tYy+z=1 Th=Ex WwzZ2 y Tg=3X+y+3z=5
¢Se cortam; y m, ? ¢Hay algin punto que pertenezca a los tres planos?

Opcion B

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Calcula el area encerrada entre la cupa X - 4x y
el eje de abscisas.
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EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Determina. sabiendo que existe y es finito el limite
im e-e*+a x
x-0 X-=sen)

Calcula dicho limite.

EJERCICIO 3. (a) [1'5 PUNTOS]. Clasifica el siguiente sistema segun los valores del
parametram

2x+my =0
X+ mz=m
X+ y+3z =1

(b) [1 PUNTO]. Resuelve el sistema anterior para 6.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Considera los puntos A(1, 2, 3), B(3, 2, 1) y ©22).
Halla el punto simétrico del origen de coordenadas respecto del plano que contiene a A, By C.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Expresemos el trozo dgx) correspondiente a la funcion valor absoluto, como una
nueva funcion a trozos, teniendo en cuenta la definicién de funcion valor absoluto.
aX-6 si x<2
f(X)={ -(x-5) si 2<x<10 y x-5<0 -
Xx-5 Si 2<sx<10 y x-520

aX-6 si X<2
f(x)={ -(x-5 si 2<x<10 y x<5 =
x-5 Si 2<x<10 y x=5

aX-6 si X<2
f(x)=4 -x*5 si 2<x<5
x-5 si 5<x<10

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcion en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcién para valores denenores que % <2, es la diferencia entre una

funcion exponencial, que es continua en tRdyg una funcién constante que también lo es;
luego la funciérf es continua para<?2.
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- Eltrozo de funcién para valoresxieomprendidos entre 2y 5, <5, es una funcién
polinémica, y las funciones polinémicas son continuas enitpldego la funciéiies continua
para 2 «x<5.

- Eltrozo de funcién para valoresximayores que 5y menores que 10, 5<x <10, esuna
funcidn polindmica, y las funciones polinémicas son continuas ertddego la funciori es
continua para 5 x< 10.

- El problema de la continuidad esta en los puntos 2 y 5, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién.

Estudiemos primeramente la continuidad en el punto 2.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

lim f(x)= lim (aX-6)= &-6 _ ,
x-27 x-2" lim f(x)= lim f(x)= f(2) =
im f(x)= lim (-x+5 = 3 -z - a-3
x—2" x-2" a’-6=3 > a’=9 = {a;—s

f(2)=-2+5= 3

Comoatiene que ser mayor que ceadjene que valer 3.

Luegof(x) es continua en el punto 2 ai= 3.

Estudiemos ahora la continuidad en el punto 5 (aunque la continuidad en este punto esta
asegurada ya que este punto pertenece al dominio de la funcién valor absei&t@de es
una funcion polinémica y por tanto continua; y por otro lado, las funciones valor absoluto de
funciones continuas son a su vez continuas). No obstante, procedamos como antes, calculemos
los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver que existen y coinciden.

lim f(x)= lim (-x+5=-5+5=0

X5 X-5"
x<5
lim f(x)= lim (x-5=5-5=0 = lim f(x)= lim f(x)= f(5)=0
x-5" x;)%* X5 x-5"
f(5)=5-5= 0

Luegof(x) es continua en el punto 5, independiente del valar de
En definitiva, la funciori(x) es continua en ¢, 10) siempre que = 3.

(b) Esbocemos la gréfica f{@). Comencemos con el
trozo,3* - 6 ; se trata de la funcion exponencial elemental
3*desplazada 6 unidades hacia abajo. La siguiente tabla °
serd suficiente para dibujar este trozo de funcion. 3

-

T T T T T

X y

0| -5

2 3
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Debemos tener presente que la rgeteb, es una asintota y
horizontal parx-- .

Dibujemos ahora el trozex+5, en el intervalo [2, 5],
se trata de una recta que pasa por el punto (2, 3) y pasaria ’
por el punto (5, 0). La grafica es la situada al lado, en laque. . |
aparece, légicamente, el trozo de grafica anterior. G

Representemos 3
el trozo, x-5, en el s
r intervalo [5, 10[, se ®

trata también de otra
recta que pasa por el punto (5, 0) y pasaria por el (10, 5).

Finalmente, la gréafica déx) es la situada al lado, donde
ya estan representados los tres trozos de la misma.

(c) Estudiemos la derivabilidad.

Una funcion seréa derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad; en
nuestro caso se ha visto y demostrado que es continua en su dominio, sierapB que

- Para valores dex< 2, f es derivable por ser la suma de una funcién exponencial
elemental, que es derivable en t®Jy de otra que es contante, y que también lo es, siendo la
funcion derivada,’3.n(3).

- Para valores de 2x< 5, f es derivable, por ser una funcién polindmica, siendo la
funcion derivada; 1.

- Para valores de 5 x< 10, f es derivable, por ser una funcion polinémica, siendo la
funcién derivada, 1.

Una primera aproximacion de la funcion derivada, donde ya sabemos que es derivable es

FLn®d S X<2
fr(x)=4-1 Si  2<x<5
1 SI 5<x<10

- El problema esta inicalmente en los puntos 2 y 5.

En el punto 2 sera derivable, si las derivadas laterales coinciden ya que es continua en
dicho punto.
f'(27)= lim (3Ln@)= F Ln@)= 9Ln(3)

X2 9Lnd)% -1 =
fr(2= lim -1=-1 1 @)z @)

x-2%

X >2

luego la funciorf(x) no es derivable er = 2.
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- Estudiemos la derivabilidad en el punto 5.
En el punto 5 sera derivable, si las derivadas laterales coinciden, ya que es continua.
f'(57)= lim -1=-1

o { -1=1 >
:> T = 1
fr(5*)= lim 1= 1 fr )z f'(5)
x-5"
X >5
luego la funciérf(x) no es derivable e = 5.
La funcion derivada quedara finalmente asi:
FLn@d s X< 2
fr(x)=4-1 SI  2<x<5
1 Si 5<x<10

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Representemos la gréafica dle % +C0s (x),se trata de la funcién elemental crjs (

pero desplazada media unidad hacia arriba.

A A

El recinto limitado por la curva
y:%+ cos (x),los ejes de coordenadas y Id/?

recta x =m, es la region rayada situada en el
gréafico adjunto.

-0’5
-1 F 1

(b) Para calcular el area del recinto anterior, hemos de obtener previamente el punto de
corte de la funcion con el eje de abscisas, dentro del intervalp Rara ello resolvemos el
sistema formado por la funcién y la ecuacion del eje de absgigas,

y:§+cos(x) = l+cos(x):0 = cosg):—l = x=2I
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Calculemos el area del primero de los recintos:
2n 21
3 2n

A .[ (%J'COS(X)) dx:[% x+sen(x)} -
0

\

0
_1l2m 2n _m, N3 _.
=55 ese G -(orsen) =+ 3 =10

El area del segundo recinto es:

T 11
_[ (L _[1 1 (l2m, of2m)) 2
A, _I (§+cos(x)) dx-[i x+sen(x)} —§n+senQI) (2 3 + se6 3D
21 2n
3 3
:ln+o—(£+£j:£—£
2 3 2 6 2

Finalmente, el area del recinto que nos piden es:

Area= A +A, :%+§+(§-%) :EG+J§

SOLUCION EJERCICIO 3.-
Hagamos que la matriz A verifique la igualdad que nos dice el gjercicio.

-3 1 1\(1 2 2 2
1 a 2|(|2/=9 = 7+2a |=|9| = 7"'23:9}: a:]}
-1 b ¢)\3 4 2b+ 3c— 4 -1+ 2b+3x=4 2b+3x=5

La segunda condicién que nos dice el problema es que el rango de A es 2, lo que significa
que el determinate de A es cero:

-3 11 |-3 11
1 a 2|=|1 1 2/=-3%+7b-2+1-¢c=0 = ™H-4=1
-1 b cl |-1 b c
donde ya hemos sustituido el valoradgor 1.
Resolvamos el sistema de ecuaciones que hemos obtenido.

2b+3c=5 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el
7b-4c=1 método de reduccion de Gauss-Jordan.
Triangulemos inferiormente.
2 3|5 .
Tomemos como pivote el elementg=a?2 = 0.
7 -4|1 Sustituyamos la 22 fila por: 2 - [23f.]7-- [13f]

0 -29|-33/ Tomemos como pivote el elementga- 29 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 29 - [13f.] + B3]

[58 0 ‘ 46) La solucién es: 5B=46 ; -29c =- 33, es decir:

[2 3‘ 5] Triangulemos superiormente.

0 -29|-33 a=1 ; b=23/29 ; c=33/20.
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

Dados los planos:Ty =Ex+y+z=1, Th= % W 22 Yy TR=3X+y+3z=5, para
saber si se cortan o no los plamQy w, aplicamos la condicion de paralelismo, es decir, que
los coeficientes respectivos de Xag y z sean proporcionales :
A B_C 1.1 _1
AT T T 1TT1T
luego no son ni paralelos ni coincidentes, en definitiva, se cortan en una recta.
Para saber si los tres planos se cortan, resolveremos el sistema formado por sus ecuaciones.

x+y+z=1 Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el
X=y+2z=2 método de reduccion de Gauss-Jordan.
3x+y+3z=5
1 1 1|1) Triangulemos inferiormente.
1 -1 1|2| Tomemos como pivote el elementgal~ 0.
3 1 3ls Sustituyamos la 22 fila por: [25f.] 15f.]
Sustituyamos la 32 fila por: [3%f.] - 3 - [13]
1 1 1|1
0 -2 01| Tomemos como pivote el elementga- 2 = 0.
0 -2 0|2/ Sustituyamos la 32 fila por: [33.] 2]
1 1 1|1} Elsistema esta triangulado, la Gltima ecuacion que hemos obtenido es una
0 -2 0|1 ecuacion absurda, por tanto, el sistema es incompatible y no tiene solucion,
0 0 0j1 luego los tres planos no tienen ningan punto en coman.

SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Para calcular el &rea encerrada por la cupvax® - 4x, que es una funcion polinémica,
y el eje de abscisas, obtendremos, en primer lugar, los puntos en los que la curva corta a dicho
eje; para ello, resolvemos el sistema formado por dicha funcion y la ecuacion del eje, y=0.

_ 3 x=0
V-X‘4X}:> x3-4x=0 = x(x2—4):o =

y=0 X2-4=0 = {X:‘z

X=2
Aungue no sea necesario, representemos aproximadamente la funcién anterior.
La funcion primera derivada eg: = 3*- 4. Los valores que anulen a esta derivada son:

3X2-4:0 = X2 4 = X= 4 X=- 4

3 3 Y 3

Con estos dos puntos construimos los posibles intervalos de monE)tonia:— —),
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B )

Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejerapld,y 2,
respectivamente en la funcién primera derivada y segin nos salga mayor o menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcion sera creciente o decreciente:

y(X)=3*- 4

y(-2)=3(-2?%- 4=8>0 = creciente e6—oo, —\/%]

y(0)=3-6-4=-4>0 = decreciente E‘E’l-\/%, \/%)

y(2)=32-4=8>0 = creciente eE\/%, 00)-

La grafica aproximada déx) es la situada al lado.
Calculemos el area,Alesde 2 a 0:

0 4 27°
A1='[ (x3—4x) dx= {X——4X—} :O—(E—E) =4

4 2 4 2 3y
< - AW
Calculemos ahora el areg desde 0 a 2:
2 4 2 16 3 ‘ l >
A,= j (x3—4x) dx| = {XT—ZXZ} :‘7—8—0‘: 4 zl X N PR
0 0 N

El area que nos piden es: Area =M, =4+4=81

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Calculemosy sabiendo que el siguiente limite existe y es finito.
e-e”+ax e-€%a.0 1-1_ [O}

)!'Eno x-senx) = O-senQ) 0-0 |0
= i e+e*+a P+ e%a _1+1+a _[2+a]_ 08 > 2ra#0
'X'Lno 1-cos(x) =~ 1-cosQ)  1-1 0o | [6} = 2+a=0

luego a = - 2, ya que sino el limite saldria infinito. Terminemos de comprobar que, para este
valor, el limite existe ya que en principio seguimos obteniendo una indeterminacion.

\ | e-e* 1-1 [0 e€f+e” 141
" xo senk) - 0

-0 :)!'Lno cos) - 1 2

Las indeterminaciones de% se han destruido utilizando la Regla de L"Hdpital, que

consiste en derivar el numerador y denominador independientemanteds! otro.
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Para poder discutir el sistema lo expresaremos en forma matricial y aplicaremos el
método de reduccion de Gauss.

2 m o0lo Triangulemos inferiormente.
Tomemos como pivote el elementg=a2 = 0.
1 0 mm Sustituyamos la 22 fila por: 2 - [28f] 15]
1 1 3|1 Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [3%f] - [13f]
2 m 0|0
0 -m 2m|2m| Intercambiemos entre si las filas 22y 32,
0 2-m 6|2
2 m O0]0 . i
0 2-m 6|2 Intercambiemos entre si las columnas 22y 32,
0 -m 2m|2m
x @
2.0 m 0 Tomemos como pivote el elementg=a6 = 0.
0 6 2-m|2 Sustituyamos la 32 fila por: 3 - [33f.}n - [23f]

0 2m -m|2m

0 @ Y
0 m 0 El sistema esta triangulado, todos los elementos de la diagonal
8 2-m | 2 principal son distintos de cero salvo el elemeptgae puede serlo

mf = 5m|4m 0 no, estudiemos los diferentes casos que pueden presentarse.

oOOoON

*a,=0 = MP-5m=0 = m(m-5=0 = m=0 ; m=5.

*» Si m=0 = La32ecuacion es trivial, 0 = 0, y la eliminamos. Nos queda un
sistema de dos ecuaciones con tres incagnitas, se trata de un sistema compatible indeterminado
uniparamétrico.

* Si m=5 = La3%ecuacion es 0 =20, una ecuacién absurda. El sistema es un
sistema incompatible.

*a,p*#0 = m=0 ym=#=5 = Todos los elementos de la diagonal principal son
distintos de cero, nos queda un sistema de tres ecuaciones y tres incégnitas. Se trata de un
sistema compatible determinado.

(b) Resolvamos el sistema para el casale 6. Sustituyamos este valor en la Gltima
matriz que hemos obtenido, en la que hemos triangulado inferiormente

) (2 (¥
2 0 6|0 R ' av oa a
0 6 -4 2 Simplifiguemos las filas 12 y 22 por 2, y la 32 for

0 0 6|24
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X) (Z) (W Triangulemos superiormente.
Tomemos como pivote el elementgal = 0.
_2 1 Sustituyamos la 22 fila por: [22f.] + 334f.]

Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] - 3 - [33f.]

Y El sistema esta diagonalizado.

0[-12 Lasolucibnes: x=-12 ; ¥=9 ; y=4.
0 Que simplificando, quedara finalmente:

1

9
4 Xx=-12 ;y=4 ;z=3.

{(X) (2 (
SOLUCION EJERCICIO 4.-

Obtengamos la ecuacion del planp,que contiene a los puntos A, By C.
AB=(3,2, 1)- (1,2,3) = (2,0~ 2)

AC=(2,0,2)- (1,2 3) = (I- 2- 1) ©(000)
X=2+20+f
= yi -2B ”
z=2-20-3 i

El simétrico del origen O respecto del plano anterior es otro punto l
O’ de tal manera que el vecOH  es perpendicular a los dos vectores
de direccion del plano, 8By &iC, vy adent#s = HO'. Siendo
H un punto del plano.
El punto H inicialmente tendra las coordenadas genéricas siguientes:
H (2+20+B, - 2B, 2 2a- B)

OH=(Q+2 +3, - B, 2 8-B ¥ (0,0,0)=(2+%2 Br - B2 ,-2a2p )

OHOAB = OH+AB=0 2+200+B, - P, 2 B-p )2, 0~ 2)=
OHOAC = OeAc=o| @C*r&2*, -2, 22-p)@- 27 D=

A+40 +P-4+4+23 = 8u+4B =0 20 +p =0) Resolvamos el sistema
2+20 H+4B-2+2+B =0 = 4 +6p = o} 20+P = o} mediante el método de
re-duccion de Gauss-
[2 1‘ Oj Triangulemos inferiormente. Jordan
2 3|0 Tomemos como pivote el elementg=a?2# 0.

Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] 19F.]

2 1|0} Hemos obtenido un sistema de dos ecuaciones y dos incognihssey
0 2{0) homogéneo la solucién es la trivial, es deai=0 ; p=0.
Elvector OH= 2+21 +3, - B, 2 8-p )=(2,0, 2)y H(2,0,?2).

Supongamos que O’ tiene de coordenadas (a, b, c), y €irhe HO', tendremos:
2=a-2 = a4
(2,0,2)=(a, b,cy (2,0,2)={0=b-0 = b=0 = O (4,0, 4.
2=c-2 = c=4
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duracién: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada vy escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 32 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. (a) [1"25 PUNTOS]. Determina el valor de las constaatesb sabiendo

e si x<0

. admite recta
ax+b si x>0

que la gréfica de la funciéht R - R definida por f (x)={
tangente en el punto (0).1

(b) [1"25 PUNTOS]. ¢Existen constantesy d para las cuales la grafica de la funcion
e si x<0

R -R definid X)=
g efinida por 9(X) o + demsiv x> 0

admite recta tangente en el punto

(0, 1)? (Justifica la respuesta)

EJERCICIO 2. Calcula

& Y2
() [125 PUNTOS]. lim -V X"

X-0 X2

i 2 A—3X
(b)[1'25 PUNTOS]. legm x-e

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Determina la matriz tal que A X 3B =0, siendo

1 0 -1 1 2
A<z 3 7]y e[t of
0 1 -2 -2 1

EJERCICIO 4. [2’5 PUNTOS]. Halla las coordenadas del punto simétrico de A1D,1)-
con respecto a la recta
X=5_ y= z-2
2 3
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Opcion B

EJERCICIO 1. Sea f R -~ R la funcion definida porf (x) = -2x3- 9% - 12x.
(&) [1 PUNTO]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f

(b) [1'5 PUNTOS]. Determina los extremos relativoy p de f con o < f, y calcula
B

Jf(x)dx.

a

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Determina las dimensiones de una puerta
formada por un rectdngulo y un semicirculo (como en la figura), sabiendo que es
la que tiene perimetro minimo entre las que tienen area iguaf.a 2 m

1 0 -2
EJERCICIO 3. Considera la matriA = ( 1 1 1]
1 1 0

-1
(@) [1'5 PUNTOS]. Calcula el determinante de las matrices: Josi (A%})
(b) [1 PUNTO]. Halla la matriz A'

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Halla el punto de la recxa= y*2 =23 que equidista

2 -1
del punto A(1, 2, 1) y del origen de coordenadas.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Sila gréfica df(x) admite recta tangente en (0, 1), es que es derivable=eh Ror
tanto previamente ha de ser continua. Veamoslo.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcion para valores xlmmenores que x <0, es una funcién exponencial,
gue es continua en todo R; luego la funcié@s tontinua para<0.

- El trozo de funcién para valores dengyores que 0, x > 0, es una funcién polinémica,

y las funciones polinbmicas son continuas en ®daego la funciéri es continua para>0.

- El problema de la continuidad estd en el punto 0, donde hay un cambio en el

comportamiento de la funcion. Estudiemos la continuidad en el punto 0.
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Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen

y coinciden.
lim f(x)= lim e*=¢e%=1
X0~ XX:?)_ lim f(x)= Iim+ f(x)= f(0) =
lim f(x)= lim (ax+B=b = *° x=0
x-0* x-0* b=1

x>0
f(o)=€e°=1

Luego f(x)es continua en el punto 0 bi= 1.

En definitiva, la funciér(x) es continua eR siempre queb = 1.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcién sera derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad; en
nuestro caso se ha visto y demostrado que es continua en su dominio, siempre que b=1.

- Para valores d&< 0, f es derivable por ser una funcion exponencial elemental, que es
derivable en todo R, siendo la funcion derivada;.-

- Para valores de&> 0, f es derivable, por ser una funcién polindmica, siendo la funcién
derivada, a.

Una primera aproximacion de la funcién derivada, donde ya sabemos que es derivable es

f '(x)={"e_x %<0
a si x>0

- El problema esté inicalmente en el punto O.

En el punto O sera derivable, si las derivadas laterales coinciden ya que es continua en
dicho punto.

f1(07)= lim f(x)= lm (-e*)=-e%=-1
X-0" X-0"

fr7)= (0" =

by XS0 N _ >
f'(07)= lim f(x)= lim a=a -1=a
XZ% X-0

luego la funcién f(xgs derivable en x0si a=-1y b=1.
La funcién derivada quedara finalmente asi:
fr(x): _e_x Si Xx<0
-1 si x>0
En consecuencia la gréfica de la fundigfg admite recta tangente en el punto (0, 1), para
elvalorde &-1yb=1.

(b) Sila gréfica dg(x) admite recta tangente en (0, 1), es que es derivable=eh Por
tanto previamente ha de ser continua. Veamoslo.

Para que la funciog sea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.
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- El trozo de funcion para valores xiemenores que G <0, es una funcién exponencial,
gue es continua en todo R; luego la funcién g es continuaxpeba

- El trozo de funcién para valores dengyores que 0, x > 0, es una funcién polinémica,
y las funciones polinémicas son continuas en R, luego la funcién g es continua para x > 0.

- El problema de la continuidad esta en el punto 0, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcion. Estudiemos la continuidad en el punto 0.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

lim g(x)= lim e*=¢e"=1

-0 X2 lim g(x)= lim o x= d0) =
lim g(x)= lim (c@+ g = d x=0 =0

X- 0 x;)(()) d=1
g0)=€e°=1

Luego g(x)es continua en el punto OcksE 1.

En definitiva, la funcion g(x¢s continua en R siempre que d = 1.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcién sera derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad; en
nuestro caso se ha visto y demostrado que es continua en su dominio, siempre que d=1.

- Para valores de <0, g es derivable por ser una funcidn exponencial elemental, que es
derivable en todo R, siendo la funcion derivada;.-

- Para valores de&> 0, g es derivable, por ser una funcién polinémica, siendo la funcién
derivada, 2g.

Una primera aproximacion de la funcién derivada, donde ya sabemos que es derivable es

g'(x):{‘e_X st x<0
2cx  si x>0

- El problema esté inicalmente en el punto 0.

En el punto O sera derivable, si las derivadas laterales coinciden ya que es continua en
dicho punto.

N T o _aX)o g0
g' (0 )-Xllng_g(x)—xlirrg_( e ) e 1 170 =
, " _x-<0 o B = _
g'(0")= Xlirg_ g(x) = Xlgrg)+ 2cx= 0 frO7)# f'(0Y)
x <0

luego la funcién g(x)no es derivable en 0.

En consecuencia la gréfica de la funajfx) no admite recta tangente en el punto (0, 1),
ya que no existe ningun valor dgue haga que las derivadas laterales er0 xoincidan, a
pesar de ser continua en dicho punto pard.d
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SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Calculemos el siguiente limite. —ox

1-V1-x* _ -1 02[9}2 im 2V 1
0| x_.o 2X x>0 21— %2

Laindeterminacion d%%} se ha destruido utilizando la Regla de L"Hdpital, que consiste

lim
X-0 X2 0

N[~

en derivar el numerador y denominador independientemente el uno del otro.

(b) Calculemos el siguiente limite.

2
- 2673 s pe @@t wet ool = lim oo |2 |o g 2X @ |
xllnloo(xe )_00 € == em_[oo 0]_xllm+oo éx_[w}_ler?-w 3é”x_[°°}_
= |im 23 :3:0
X —+00 g@X o]

La indeterminacion de-0 se ha destruido transformandola en otr{agé%e
Laindeterminaciond % se ha destruido utilizando la Regla de L"Hépital, que consiste

en derivar el numerador y denominador independientemente el uno del otro.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Resolvamos la ecuacion matricialXA 3B =0.
AX-3B=0 = AX=3B =

si la matriz A tiene inversa podremos multiplicar a la izquierda por dicha invetsa, A
AT(AX)=A'T(3B) - (A'A)X=3A'B - IX=3A'B = X=3A!B.

Calculemos la inversa de A, si es que tiene, mediante el método de Gauss, consistente en
poner a la derecha de la matriz A, la matriz unidad e intentar que aparezca, mediante el uso de
diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda, la parte que quede a la
derecha es la matriz inversa de AL A
1 0 -1/1 o O Diagonalicemos.

2 3 -7/0 1 o0o| Tomemoscomo pivote el elementgal= 0.
0 1 -2/l0 o0 1 Sustituyamos la 22 fila por: [23:.]2 - [13f]

0
0 3 -5|-2 1 0| sustituyamos la 32fila por: 3 - [33.]22f]

1 0 -1/1 O Tomemos como pivote el elementga3 = 0.
0O 1 -2/ 0 0 1

1 0 -1|1 0 0) Tomemos como pivote el elementga- 1 # 0.
0 3 -5|-2 1 0| Sustituyamos la 22fila por: [23.]5 - [3%f]
0O 0 -1| 2 -1 3) Sustituyamos la 12fila por: [13f.][35%.]
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Simplifiquemos la 22 fila por 3.
Simplifiquemos la 32 fila por 1.

(oNeN
w
o

!
[N
N
(o2}
|
[EnN
a1

1 -3) Enlaparte de laizquierda hemos obtenido la matriz unidad,

2 -—g5| porlo que al no salirnos ninguna fila de ceros, la matriz A

1 -3/ tieneinversa, siendo la matriz inversa la matriz que queda a la
derecha, es decir:

_1 1 —_
Al=| -4 2 -
_2 1 —

Calculemos, finalmente, la matriz X
-1 1 - 1 2 4 -5 12 -15
X=3+A1B=3.| -4 2 - -1 0{=3| 4 -13|=|12 -39
-2 1 - -2 1 3 -7 9 -21

SOLUCION EJERCICIO 4.-
Para obtener el simétrico del punto A respecto de larecta A (0-11)

A’(a, b, ), tendremos que calcular un punto H de la recta de tal

manera que el vect&H  sea perpendicular al vector de direccién

de la recta y adema&H = HA'

[eoNeN
(ol S Ne]
= OO
oA

H
La ecuacién de la recteen forma paramétrica es:
X =5+2t
rsqy=t 'A'
z=2+3t

El punto genérico, H, tendra de coordenadas H(5+2t3) y el vectorAH :
AH=(5+2t,t, 2+3) (0,- 1, 1)=(5+2 t+1, 1 +#3)
Apliquemos la condicién de quéH  es perpendicular al vector de direccién de la recta:
AHOV, = AHev, =0 = (5+2t, t+1, 1+3t)+(2, 1, 3)=0=
10+ 4 +t+ 1+ 3+ 3= 0= WM=-14= t=-1
Luego el vectorAH tendra de coordenadas:
AH =(5+2t, t+1, 1+3)=(5 2 -1+1, 1- 3)=(3, 0~ 2)
y el punto H:
H(+2tt, 2+3) = H(5-2, -1, 2-3) = H(@S,-1,-1).
Impongamos la ultima condici6AH = HA'
3=a-3 = a6
(30,-2)=(a,b,cy B3-1-1)=:{0=b+1 = b=-1 = A'(6, -1 -3
-2=c+1 = c=-3
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimierftdi@diemos los
valores que anulen a la funcién primera derivada(ge f
fx)=-2¢- 9¥- 12x - ' (x)=-6x¥- 18x- 12 - -6xX- 18x- 12=0 =

2 - _—3+4J9-8_-3+t1_ » -1
-x-3x-2=0 = X = > 5N o

Con estos dos puntos2y - 1, construimos los posibles intervalos de monotonia:
(,-2),(-2,-1) y (-1, +)
Sustituyamos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejeBpld;5 y

0, respectivamente, en la funcioén primera derivada y seguin nos salga mayor o menor que cero,
en el intervalo correspondiente la funcion seré creciente o decreciente:

f'(-3)= -6(-3)% - 14-3-12=-12 <0 = decreciente gnw, -2)
f'(-15=-6-15%- 18- 15-12=1 5 0 = creciente er-2 -1)
f'(0)=-6+0°-18 0-12=-12<0 = decreciente ef-1, »)

(b) Determinemos los extremos relativos o locales. Estos s6lo se podran localizar en los
puntos de derivada cero, ya que la funcién es continua y derivable en todo su dominio que es
R por tratarse de una funcion polinémica.

Teniendo en cuenta lo analizado en el apartado anterior podemos asegurar que hay un
minimo local en x -2, y un maximo local en x- 1.

Las ordenadas de estos extremos son:

f(-2)=-2(-2P- 9(-2)2- 12(-2)=4 = Minimo en (2, 4).
f(-1)=-2(-1)3-9(-1)*- 12(-1)=5 = Méximo en (4, 5).
Como los extremos relativos soB y- 1, es decirg y 8, cona <, luegoa =- 2y f =- 1.

Calculemos ahora la integral definida:
_ -1 -1

.[Bf(x)dx=.[l(—2x°’—9x2—12>) dx:{_2x4_9X3_12X2} ={_—X4—3x3—6x2} =

4 3 2 2
-2 -2 -2
-1

= {‘_;4— 33 - 6X2} = {‘(‘—21)4— 3(-1)3- e(—1)2j - [—‘(‘22)4 -3(-2°- - aZ} -9
-2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Construyamos la funcién perimetro, que es de la que me piden el minimo; tomando como
variable independiente el radio del semicirculo.

R(2x+ 2y + mx [1]
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Busquemos la relacion existente entreylday, es decir, la condicion que

nos da el problemay es que el area es 2: «
2
2xy+ n; =2. Despejemos @gn funcion de la x T
X2 y
2=—5 4-Tix? ;
y= 2—2 = y= I Sustituyamos este valor deg [1] J{
X
— 12 .
P(x)=2x+22° ™ L = P(x)=2x+ 22 4 — Z—y

Calculemos el dominio de esa funcion. De entrada, los valorestetelran que ser
mayores que cero, es decir, estrictamente positivos. Pero como los valores que puede tomar y
son también mayores que cero, observando la relaciéonxeatyededucimos que 4 nx?
también tiene que ser mayor que cero, luego:

4-X°>0 = -mX°>-4 = x2<i = —\/Z<x<\/z
i i i

En definitiva, el dominio de P(x) seran los valores del intergalo\/%)

La funcién es continua y derivable en este dominio, ya que se trata de la suma de funciones
polinémicas, 2y =nX, y de una funcién racional que donde Unicamente no existe es en el cero,
pero este valor no pertenece al dominio de.P(x)

Calculemos los minimos relativos o locales. Obtengamos la funcién primera derivada.

—2nx-2x—2(4—nx2) 2 .2 2 2
P'(x)=2+ > +l = P'(x)=8x 4 x 8+221x + 41X
. 8+2mx>-8 y 4+mx°-4
pr(g=BrIC8 L piy = (10X o4

4x 2%

Calculemos los valores que anulan a la primera derivada.
2
+ -
w:o = (4+T[)X2—4:0 = X2: 4 = X== i
4 V4+n

2X2 + Tt

o . . 4
El Unico valor que anula a la derivada y pertenece al dominio &s Im .

Comprobemos que es el minimo relativo y absoluto, para lo cual estudiamos la monotonia.

. . . 4 4 4
Construimos los dos intervalos posibles de monotc{rﬂaa:\/mj y (\/4+n ; \/;) .

Sustituyamos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejemplo, 0°1 y 1,
respectivamente, en la funcién primera derivada y seguin nos salga mayor 0 menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcién sera creciente o decreciente:

. _(4+m) (0D%°-4 _ 6 4 )
PO1)=———“2"7 ~=-19642% 0 - ; 0, / .
01 2(0])2 Decreciente e A+T

oy = (Am)eP-4 i 3
P(1) = 24 12 =157079> 0 =  Creciente er@m’ \/;j .
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A la vista de todo lo anterior, el valor que anulaba a la primera derivada no sélo es minimo
relativo sino también minimo absoluto. En definitiva las dimensiones de la puerta son:

. . 24+
* Radio del semicirculox = 4:111 = X=TT[T[
* Base del rectangul@x = 2+ = 2X 44“12"
7 2
- T 4n
, 4-1ix? 4 H(V4+ﬂj 4_4+n
* Altura del rectanguloy = ax = y=—4 = y:—4 =
4\!4+T[ 4 4+T10
16
y=_A+m 24T
8 4+T10
Ja+m

La longitud del radio del semicirculo y la de la altura del rectangulo es la misma. La base
del rectangulo es doble que la altura del mismo.

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Calculemos, en primer lugar, el determinante de la matriz A

1 0 -2
1 1 1|=0+0-2-(-2+1 Q=-1
11 0

Calculemos ahora el determinante de la matriz 2A.
|2A|=2°-A=8+(-1)=-8
El resultado anterior esta basado en la propiedad de la multiplicacion de un nUmero por una
matriz, que diceque para multiplicar una matriz por un nimero hay que multiplicar todos
los elementos de la matriz por dicho nimernpen la propiedad de la multiplicaciéon de un
namero por un determinante que dicg:hultiplicamos los elementos de una fila o columna
de un determinante por un nimero, el determinante queda multiplicado por dicho nimero” ,
o bien“que para multiplicar un determinante por un nimero basta multiplicar una fila o una
columna del determinante por dicho nimenBbr tanto, al multiplicar por 2 la matriz cuadrada
A, de orden tres, todos los elementos de A quedan multiplicados por 2, esto implica que en el
determinante asociado correspondiente lo que realmente hemos hecho es multiplicar por dos
las tres filas o columnas del mismo con lo que el determinante queda multiplicado por 2
Calculemos ahora el determinante de la matiz A

A% =|A "= ()%= 1

El resultado anterior esta basado en la siguiente propiedelddeterminante de un
producto de matrices cuadradas es igual al producto de los determinantes de cada una de las
matrice$. En este caso al “tratarse de la misma matriz, la propiedad se transforma en esta otra:
“el determinante de la potencia de una matriz es igual al determinante de la matriz elevado a
dicha potencia”.
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-1
. . 31
Calculemos, finalmente el determinante de la mz‘ﬁuz )

el <27

Nos hemos basado en las propiedades siguietdésveérsa del producto de dos matrices
cuadradas es igual al producto de las inversas en orden invgpsod en este caso al tratarse
de la misma matriz se transforma en esta oteairtversa de la potencia de una matriz
cuadrada es igual a la potencia de la inversa de dicha miateémbién hemos hecho uso de
esta otra: &l determinante de la potencia de una matriz es igual al determinante de la matriz

elevado a dicha potenciay por ultimo, de la propiedad que dice quatdeterminante de una
matriz cuadrada invertible es igual al inverso del determinante de la matriz inversa”.

(b) Calculemos la matriz inversa de A mediante el método de Gauss, consistente en poner
ala derecha de la matriz A, la matriz unidad e intentar que aparezca, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda, la parte que quede a la derecha
es la matriz inversa de A,"A

10 -2|/1 0 o Diagonalicemos.

11 1lo0 1 o Tomemos como pivote el elementeal# 0.
Sustituyamos la 22 fila por:  [23f.][15f.]

11 0001 Sustituyamos la 32 fila por:  [33f.][15f.]

10-21100 Tomemos como pivote el elementg=a 1+ 0.
0 1 3/-1 10 Sustituyamos la 32 fila por: [32.][22f.]
0 1 2/-1 0 1

0] Tomemos como pivote el elementga- 1 = 0.
0 1 3/-1 1 0 Sustituyamos la 22 fila por: [22]3 - [35f.]
1 Sustituyamos la 12 fila por: [13£.]2 - [35.]

0 1 ol-1 -2 3 Multipliquemos la 32 fila por 1.

1 0 0 1 2 -2} Enlapartede laizquierda hemos obtenido la matriz unidad,
0 1 0|-1 -2 3| porloque lamatriz A tiene inversa, siendo la matriz inversa
0 0 1/ 0 1 -1 la matriz que queda a la derecha, es decir:

1 2 -
Al=l-1 -2 3
0o 1 -
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

Expresemos la ecuacion de la recta en forma paramétrica ya que viene dada en forma
continua.

+2_7-3 X=t
x=JI2-275 o Jy=-2+2
2 -1 -
z=3-t

Un punto genérico H de la recta tendra de coordenadas- B2t 3-t). Impongamos
a este punto la condicién de estar a igual distancia de A(1, 2, 1) que del origen de coordenadas,
0(0, 0, 0).
dist (H, A) = dist (H, O)

V-2 + (24 2- 27+ (3-1- 97 =P+ (24 2P+ (3-t)
(t-D?+(-4+ 2)? +(2-1)2 = t? + (-2+ 2)? + (3—1)?
t2+1-20+16+ 42— 16+ 4t2— 4= t?+4+4°-q+ 9+t°- @

6t2 - 22+ 21= 6t2 - 14 + 13
8=8& = t=1
Luego el punto H de la recta que equidista de Ay de O es:
H{( -2+2t 3-t) = H(@Q, -2+2:1, 31) = H(L,0,2)
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada vy escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 33 DE EXAMEN

Opcion A

(e*-1) senx

3

EJERCICIO 1. [2'5 PUNTOS]. Calculalim 3
x-0  x"-x

EJERCICIO 2. Sea tR~R lafuncién definida porf (x)=|x* -1

(@) [0'5 PUNTOS]. Esboza la gréfica de f
(b) [1 PUNTO]. Estudia Iazderivabilidad de f.

(c) [1PUNTO]. Calcula I f (x)dx.

0
a 0 -a

EJERCICIO 3. Se sabe que la matrix = [ 0o -1 0 ] verifica que det (A)=1y sus
b 0 b

columnas son vectores perpendiculares dos a dos.

(&) [1'5 PUNTOS]. Calcula los valores de ay b.

(b) [1 PUNTO]. Comprueba que para dichos valores se verifica que= A' donde A
denota la matriz traspuesta de A.

EJERCICIO 4. Considera los planos
m =2x+5=0 y o= 3Xx+3y- 4=0
(d) [1725 PUNTOS]. ¢ Qué angulo determinan ambos planos.
(b) [1"25 PUNTOS]. Halla el plano que pasa por el origen de coordenadas y es perpendicular
a los dos planos dados.
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Opcion B

EJERCICIO 1. Siendo Ln(xel logaritmo neperiano de considera la funciof:(- 1,+<)-R
definida por ]
f(X):{a(x—l) si. -l<x<1
xLn(x)  si x>1

() [125 PUNTOS]. Determina el valor de a sabiendo cesederivable.
2

(b) [1'25 PUNTOS]. Calculaj £ (x) dx.
0

EJERCICIO 2. [2°’5 PUNTOS]. Determina la funcién: R - R sabiendo que su derivada
segunda es constante e igualyaque la recta tangente a su gréafica en el punto de agstisa
es 5xy-3=0.

EJERCICIO 3. Considera el sistema
mx+ y-z=1
X—-my+ z=4
X+y+mz= m}
(@ [1'5 PUNTOS]. Discutelo segun los valores de m
(b) [1 PUNTO]. ¢Cual es, segun los valoresmida posicion relativa de los planos cuyas
ecuaciones respectivas son las tres que forman el sistema?

3X+2y=0

EJERCICIO 4. Seararecta de ecuacionésE{ 3+7=0

(@) [1'5 PUNTOS]. Halla los puntos decuya distancia al origen es de 7 unidades.
(b) [1 PUNTO]. Halla la ecuacién del plano perpendicular gue pasa por el punto
P(, 2, -1).

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-
Calculemos el siguiente limite

(eX—l) sené(): (eo—l) sen(@ )= [9}

e* senQ()4(e?<—1) cosK ).
0 =

X0 3x% - 2x

lim
x-0  X3-x? 03-0°
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0 sen (0) 1(e0— 1) COS(O): 1e 0+ (1- D1 - {9} -

X0 3e0?-2:0 0 0
- €e%senk )+ cosk )+ cos( —)( é‘—l) ser( )
= lim o= =
X050 X- 2
o e°sen(0)+e° cog )+(§ cos(e)( 8—1) sen((_))1.0+ Tel+ 2+H(E )0 2
= lim 6:0-2 = 0-2 =1

Las indeterminaciones c{% se han destruido utilizando la Regla de L Hdpital, que

consiste en derivar el numerador y denominador independientemente el uno del otro.

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Expresemo$(x) como una funcion a trozos, teniendo en cuenta la definicién de
funcién valor absoluto:
5 _(x2_1) si x*-1<0
f(x)= ‘ X —1‘ = 5 I\,
x“-1 si x°-1>0
Resolvamos las inecuaciones correspondientes a los dominios de cada trozo de funcion,
para lo cual resolveremos, en primer lugar, la ecuaciénlx 0. 1 ]

estos valores, -1 y 1, que anulan a la ecuacion, los situamos ordenadamente en la recta real y
construimos los posibles intervalos de soluciom, 1), (-1, 1) y (1,%), elegimos valores
intermedios de los mismos, por ejempld, 0y 2, y los probamos en las inecuaciones, viendo
qué intervalos satisfacen a una u otra inecuacion:

Si x=-2= (-2-1=4-1=3>0 = X-1>0, en (=, -1)

Six=0= (-1=0-1=-1<0 = ¥-1>0, en (4,1)

Six=2=22-1=4-1=3>0 = X-1>0, en (1)

A la vista de estos intervalos, podemos definir la funcidn mas correctamente en funcion

de los mismos:

x*-1 si  x<-1
f(x):‘XZ_l‘: -x°+1 si -lsx<1
x2-1 si 1< X

La gréfica de esta funcion coincide con la de la funcién cuadrétich, pero de manera
gue la parte de la gréfica que quede por debajo del eje de abscisas, por simetria con respecto
a este eje, la dibujaremos por encima.

Representemoszy ¥ - 1, cuya gréfica es una parabola.
1.- Punto de corte con el eje de ordenadas:
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x=0 =y=-1 = (0,-1)

2.- Puntos de corte con el eje de abscisas:
y=0=x=1;x=1 = (-1,0y(1,0)

3.- Coordenadas del vértice V:
x=-bl(2a)=0/(2)=0 = y=-1 = V(0,-1)
La grafica de la funcion (X) es:

(b) Esta funcion al ser el valor absoluto de una funcién polinémica, que es continua, es
también una funcién continua en todo su dominio que es R.

Estudiemos la derivabilidad.

El trozo de funcién definido para los valores de€ -l es una funcién derivable por ser
una funcién polinémica, ya que las funciones polinomicas lo son et fdukegof es derivable
para valores de x <l; siendo la funcién derivada,.2x

El trozo de funcion definido para los valores-de<x <1 es una funcién derivable por
idénticas razones a las anteriores, luieg® derivable para valores del <x < 1, siendo la
funcién derivada, 2x.

El trozo de funcion definido para los valores sle> 1 es una funcién derivable por
dénticas razones a las anteriores, Ifezgpderivable para valores de> 1, siendo la funcion
derivada, 2x

El problema estaria en los punto4,y 1, por haber un cambio en el comportamiento de
la funcion.

Obtengamos una primera aproximacion de la funcién derivada, para todos aquellos valores
de xdonde ya sabemos que es derivable:

2X si x<-1
f'(x)=9 —2x si -1<x<1 [1]
2X si 1< x

Veamos si es derivable en el punte x1. La derivada por la izquierda es:
fr(-1)= im f00= lim (29=-2
- N

X -1
x<-

por la derecha:
fr-1)= dim o f0= lim (-29 = 2
X -1 X--1
x>-1

las derivadas laterales no coinciden, luego no es derivable en el punio x

Estudiemos la derivabilidad en el purte 1, sabiendo que es continua en dicho punto y
pudiendo por tanto ser derivable.

Para que la funciéh sea derivable en el punto= 1, las derivadas laterales deben
coincidir. Calculémoslas:
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(r)= im f(x)= lim (-2 = -2
X1 X-1"
x<1

(1) = lim )= lim (29 = 2
X—>1+ X—>1+
x>1

como las derivadas laterales no coincidéx),rio es derivable en x1.
La funcién derivada coincide con la primera aproximacioén que hicimos en [1].

(c) Calculemos la integral siguiente.
2 1 2 L3 1 3
0 0 1 0 1

(2. .22 o (2 )_2.8 ,.2_6
_(T+1 O]+? 2 (— 1 —§+§ 2+§_§

SOLUCION EJERCICIO 3.--
() Siel det(A) =1, se verificara que:

a 0 -a
0 -1 O=1 = -ab-ab=1 = -2ab=1 [1]
b 0 b

Impongamos ahora la condicién de que los vectores columnas de la matriz A son
perpendiculares dos a dos, por tanto, su producto escalar es cero:

(a,0,b)-(0,4,0)=0 - 0=0

(0,-1,0)-(-a,0,b)=0 = 0=0

(@0,b)-(4,0,b) =0 = -a2+P=0 [2]
Despejemos a en [1] y sustituyamoslo en [2]:
2 4
—_1 = ——i 2: —i 2: _1+4b =
a= 5 [ Zb) +b=0 = 4b2+b 0 = e 0 =
_ 4 _ 4 _ 4_1 2_ |1 _1 _ 1_ 2
1+4"=0 = 4"=1=> b—Z:> b—\/;—§:> b—t\/;—iT:
Si b:g = a:—i:—ﬂ
2 272 2
2
Si b:—ﬂ = a=- 1 :E
2 ( ﬁj 2
A2
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(b) Comprobemos que A= A', en el caso d& = g y b= —g .

Calculemos a inversa de A;'Amediante el método de Gauss, consistente en poner a la
derecha de la matriz A, la matriz unidad e intentar que aparezca, mediante el uso de diversas

transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda, la parte que quede a la derecha
es la matriz inversa de A,"A

% 0 g 1 0 O Diagonalicemos.
0 -1 0 0 1 0 Tomemos como pivote el elementlga% = 0.
Sustituyamos la 32 fila por:  [3%f.] + [13f]
V2 g 205 o g
2 2
2 V2
> 0 o 0 Tomemos como pivote el elementga -v2 = 0.
0 -1 0 0 1 O Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13f.]+ [3%f]
0 0 -V2 0

-J2 0

Dividamos la 12 fila por_‘/E
0O 1 O Dividamos la 22 fila por 1

0
0
0 o 3|1 o0 1 Dividamos la 32 fila por-+2

1 1 V2 V2
1 0 0O — 0o ——= 1 0 0o = o =
V2 V2 2 2
0 1 O 0 -1 0 = 0 1 O 0 -1 0
1 1 J2 J2
0 0 —— -—— — =
2 2 00 -7 0 -3

En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo que la matriz A tiene
inversa, siendo la matriz inversa la matriz que queda a la derecha, es decir:

2o, 42

2 2

Al=l o -1 o0
N2y N2

2 2

Calculemos la traspuesta de A:

2o, V2 V2, 42
2 2 2 2
A=l 0 -1 0 = A'=| 0 -1 o0
N2y 42 N2, 42
2 2 2 2

Como puede comprobarse® A A,
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3

Comprobemos que = A', en el 2° caso, es decir, cuandc- N y b= ‘/_

Calculemos a inversa de A;'Amediante el método de Gauss, conS|stente en poner a la
derecha de la matriz A, la matriz unidad e intentar que aparezca, mediante el uso de diversas
transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda, la parte que quede a la derecha
es la matriz inversa de A,"A

—% 0 % 1 0 O Diagonalicemos. 5
; 2
0 1 olo 1 o 'Sl'orr:.fmos COTZE:Ote el e;g::]en;@[if—]T #0.
ustituyamos la 32 fila por: ]+ .
2 5 4219 ¢ 1
2 2
_Q 0 Q 1 0 O
2 2 Tomemos como pivote el elementga J2 = 0.
0 -1 0 0O 1 0 Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13f.]+ [3%f.]
0 0 J2 |1 0 1
Jv2 0 o0 |-1 0 1
Dividamos la 12 fila por‘/7
0O -1 0 0O 1 O Dividamos la 22 fila por 1
Dividamos la 32 fila pon/2
0 0 V2|1 0 1 P
1 0 ol --L o L 1 0 ol Y2 o A2
2 2 2 2
0 1 0 0 -1 0 = 0O 1 0 0 -1 0
1 1 V2 V2
0 0 1| = O Ne NE
V2 V2 0 0 11 5 ° 3

En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo que la matriz A tiene
inversa, siendo la matriz inversa la matriz que queda a la derecha, es decir:

A2y N2

2 2

Al=l 0o -1 o0

2 g A2

2 2

Calculemos la traspuesta de A:

V2 g A2 V2 g A2
2 2 2 2
A=l 0 -1 0 = A'=| 0 -1 o0
2oy A2 2 g A2
2 2 2 2

Como puede comprobarse® A A,
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Seaon el angulo que forman los planas y =, , calculemos el coseno de dicho
angulo, que sera el mismo que el coseno del angulo que forman sus vectores normales:
__ (20,0330 _ 6 _ 6 _ 1 _ 42

V22+0+0VE+ F+0 2418 6Y2 V2 2

nnl e I’]T[2

cos (a) =

. .
nnl nnz

luego el angulo que determinan ambos planos es o =45°.

(b) Si el plano que nos piden es perpendicular a los plapgsx, , se verificard que el
producto vectorial de los vectores normales a cada uno de ellos serd el vector normal al plano,
7, que queremos calcular:

fi = fig, X iy, = (2, 0, OK (3,3,0)%‘0 O |29 |29

30 30 3 3

Sustituyamos los coeficientes A, B y C de la ecuacién general del plpao estas

coordenadas del vector normal a dicho plano:
Ax+By+Cz+D=0 = 0x+0y+6-z+D=0 = 6:z#D=0

El plano que hemos obtenido sabemos que pasa por el origen de coordenadas, sustituyamos

las coordenadas del origen en la ecuacion del plano:
6-z+D=0 = 60+D=0 = D=0 = 6z#0=0 = 620 =
z=0

gue es la ecuacion del plano que nos piden.

: J=(0. 0, 6)

SOLUCIONES Opci6n B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(@) Para determinar el valor dede forma quéd sea derivable, estudiaremos ante la
continuidad, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcién en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcion para valores deomprendidos entrel y 1,-1 <x <1, es una
funcion polindémica y las funciones polindmicas son continuas erRdego la funcior es
continua para 1 < x<l1.

- El trozo de funcién para valores genayores que 1x > 1, es el producto de una
funcién polinémica y de la funcién elemental logaritmo neperiano, la primera continua en todo
R y la segunda para valores mayores que cero, por tanto la funcion producto seré continua para
valores de xnayores que cero; luego la funciéesfcontinua para x > 1.
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- El problema de la continuidad estd en el punto 1, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcién. Estudiemos la continuidad en el punto 1.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.

Iim f(x)= lim a(x-)=41-3=0
X-1" X-1"
x<1
Iim f(x)= lim xLn(®=1Ln(1)=0;= Ilim f(x)= Iim f(x)= f(1)=0
x-1" x-1" X1 x-1"
x>1
f()=a@-)=0

La funcién es continua en=1, para cualquier valor de a.

Luego f(x)es continua en todo su dominiol(«<-), para todo valor de a.

Estudiemos la derivabilidad.

Una funcidn sera derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad; en
nuestro caso se ha justificado que es continua en su dominio para cualquier valor de a.

- Para valores decomprendidos entrel y 1,- 1 <x<1, es una funcién polinébmicay las
funciones polindbmicas son derivables en todo R; luegoderivable para 1-< x<1, siendo
la funcion derivada, a.

- Para valores de& > 1, f es derivable, por ser el producto de una funcién polinémica y
de la funcién elemental logaritmo neperiano, la primera derivable el tptlosegunda para
valores mayores que cero, por tanto la funciéon producto sera derivable para valores de
mayores que cero; luegoels derivable para x > 1, siendo la funcién derivada) Bn{x

Una primera aproximacién de la funcién derivada, donde ya sabemos que es derivable es

fr(x)= a si -1<x<1
L)+l s x>1

- El problema esta inicalmente en el punto 1.

En el punto 1 serd derivable, si las derivadas laterales coinciden ya que es continua en
dicho punto.

f'@)= lim f'(x)= lim a=a

X-1" X-1"

k<1 ‘<1 j{f’(l_)zf’(f) =
f /(@)= lim f'(x)= lim Ln(® +1=Ln(1)+1= 1 a=1

x 1" x-1*

x>1 x>1

luego la funcién ¢x) es derivable en x1, si a=1.
La funcidn (x) es derivable en su dominio siempre que a = 1.
La funcién f(x) y la funcién derivada, {x), quedaran finalmente asi:
(x-1 si —1<x<1 1 si —l<x=s1
f(x)= . ' — <
() { xLn(x) si x>1 P00 {Ln(x)+1 si x>1
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(b) Calculemos la integral siguiente.
2 1 2
jf(x) dx=j(x—1) dx+j xLn( ¥ dx [1]
0 0 1
calculemos previamente la segunda integral, pero como integral indefinida, mediante el método
de integracion por partes.

j x Ln(x) dx= (2]
- _1
u=>Ln(x du-;dx
N
dv = x dx v=-[xd><=7

continuando en [2]
:X—ZLn(x)— X—21 :X—Ln(x)— xdx-—an(x)—
2 2 X 2 2 2

sustituyendo este resultado en [1], tendremos:
1 2

2 2 2 2 2 2 2 2
:{X?—x} {X? Ln(x)—x—4} :17-1—0 + (27 Ln(2)—27]—(17 Ln(1)—17j:

0 1

-1 - o+ L= -2
=-5+2Ln(2-1- 0+ =2Ln()-3

SOLUCION EJERCICIO 2.-
Si la segunda derivada de la funci@sf3, se verificara que:

f’(x):jf"(x)dx:IS dx= 3 %+ b 1]

Como la recta tangente en= 1, es 5% y- 3 =0, o lo que es lo mismoy = 5x- 3,
significa que la pendiente de la recta tangente, m=5, coincide con la derivada de la funcion en
el punto 1, f(1) = m = 5, esto implica que:

f1)=31+b = 5=3+b = b=2
Sustituyendo este valor de b en [1], tendremos:
f'(x) = 3x+2
Obtengamos ahora la funcion f(x)

f(x)= J. 3x+2 dx——+2x+c

Teniendo en cuenta que el punto de tangencia, T, tiene de absdisk ordenada sera:
y=5x-3 = y=51-3 = y=2 = T(1, 2)
Este punto pertenece a la funcfpr), sus coordenadas satisfaceran la funcién, es decir:

«12
f(x)= —+2x+c - 1‘(1):3’21 3 3

+ 2 1+ 2=—+2+ =-=
cC = > cC = C >
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Finalmente, la expresion de la funcion ¥s)
3.2 3
= — + -
f(x) 5 X“+2Xx 5

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Discutamos el sistema segun los valoresndpara ello lo expresamos en forma
matricial y usamos el método de reduccién de Gauss.

m 1 -11 . . .
Intercambiemos entre si las filas 12y 32

Triangulemos inferiormente.

Tomemos como pivote el elementg=al# 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [22f.][15f.]
Sustituyamos la 32 fila por:  [33.]m - [1%f]

1

1

1

1

m

1

0O -m-1 1I-m |4-m Sustituyamos la 22 fila por:  [22£.][3%.]
0 1-m -1-m |1-n?
1

0

0

1

0

0

Tomemos como pivote el elementga- 2 = 0.
Sustituyamos la 32 fila por: 2 - [33f)(1- m) - [23f]

m m El sistema esta triangulado, todos los elementos de

m-m+2 | m?-m+3 | ladiagonal principal son distintos de cero salvgel a
3 que puede ser cero o0 no. Veamos los diferentes casos

gue pueden presentarse.
*Sia;=0 = -nmP+2nf- 5m=0 = -m(m- 2m+5)=0 -
m=0
m -2m+5=0 = m=

1
-2
0 -m’+ 2nf - 5m-m° - 4m+ 5

~2£44-20 *’24‘20 = no tiene solucién

Hemos obtenido un sélo valor deque anula a,;g, eldem=0 = en este caso la Ultima

ecuacion es del tipo, 0 = 5, es decir, una ecuacion absugda el sistema es incompatible.
*Sia,#0 = -nmP+2n?- 5m=0 = m= 0, en este caso nos queda un sistema de tres

ecuaciones con tres incégnitas, es decir, un sistema compatible determinado, con solucién Unica.

(b) Si m=# 0, los tres planos se cortan en un punto, ya que hemos obtenido un sistema

compatible determinado.

Si m= 0, los tres planos no tiene ningun punto en comun, ya que hemos obtenido un
sistema incompatible. No obstante, al salirnos so6lo una ecuacion absurda y no habiendo planos
paralelos dos a dos, entonces los tres planos se cortan de dos en dos siendo las intersecciones

respectivas tres rectas paralelas.
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SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Expresemos la ecuacién de la reacta forma paramétrica. Para ello resolveremos el
sistema formado por las ecuaciones de la recta que viene dada como interseccion de dos planos.
{3x+ 2y=0 Expresamos el sistema en forma matricial y lo resolvemos mediante el

3x+z =0 método de reduccién de Gauss - Jordan.

r

3 2 olo Triangulemos inferiormente.
3 0 1lo Tomemos como pivote el elemeniga 3+ 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [22£][15.].
(3 2 0 0] El sistema esta triangulado, nos sobra una incognitaldgpasamos al
0 -2 10 segundo miembro como incégnita no principal o secundaria.
3 21 0o Triangulemos supgriormente.
0 -2|-z2 Tomemos como pivote el elementga- 2 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [12f][25f.].
( 3 0 ‘Z) El sistema esta diagonalizado, la solucién es:
0 -2|-z 3x=-z ; 2y=-z
terminemos de despejar las incdgnitas, y a la incognita securgiagsjgnémosla como un
parametro.t 1
X=-=t
3
_1
y=35t
z=1t

Un punto H genérico de larecta tendra de coorder(ad%s, %t, t) . Calculemos qué

puntos H son los que su distancia a O(0, 0, 0) es de 7 unidades.

2 2 2 2
diSt(O,H):\/(—%t—O) #(Zt-0) +(t-07 =7 = Lali?=a0 o

t=6
t=-6

2 2 2 2
alratrsa®_ 4o o A% 49 o i2-3 :{

luego obtenemos dos puntog::t-(—%t, %t, t) = (—% g ,GJ = (—2, 3

(b) Si el plano es perpendicular,aef vector de direccion dees el normal al plano,
Sustituyamos los coeficientes A, B y C de la ecuacién general del plano por las
coordenadas del vector normal a dicho plano:

Ax+By+Cz+D=0 — —%x+%y+ 7+ D=0

Este plano al pasar por el punto P(1, D), verificara lo siguiente:
Ly+lyizep=0 = -Leslio-14p=0 = D=1 = -Ly+lyi=-1L
3 2 3 2 3 3 2 3
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada vy escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO 34 DE EXAMEN

Opcion A

EJERCICIO 1. Sea fR - R lafuncién definida por
1 .
F(x) = { Tox si x<0
1-mx-x* si  x=0
(8 [1725 PUNTOS]. Determina wabiendo queds derivable.

1
(b) [125 PUNTOS]. Calculaj f (x)dx.
-1

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS]. Un hilo de alambre de 1 m. de longitud se corta en dos trozos
formando con uno de ellos una circunferencia y con el otro un cuadrado. Prueba que la suma
de las &reas es minima cuando el lado del cuadrado es el doble que el radio de la circunferencia.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Resuelve el sistema de ecuaciones, dado en forma matricial,
AX =-AX+B siendo.
1 X
SRS
1 z

1 0 2
A :( -1 1 1] , B
3 1 4
EJERCICIO 4. Considera el plano 2xy+ 2z- 4=0.
(@) [1775 PUNTOS]. Halla el &rea del triangulo cuyos vértices son los puntos de corte del
plano dado con los ejes coordenados.
(b) [0"75 PUNTOS]. Calcula la distancia del origen al plano dado.
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Opcion B
EJERCICIO 1. Considera la funcién :fl0, 4] - R definida por
4x si 0<x<1
16 ;
f(x)= si 1<x<3
) (x+1)?

4-x si 3<x<4

(@) [1L PUNTO]. Esboza la grafica de. f
(b) [1'5 PUNTOS]. Halla el area del recinto limitado por la gréficd geel eje de abscisas.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Considera la funcién[0, 3]~ R definida porf(x) =3x 2.
Calcula el punto de la grafica flenas cercano al punto (2, 6) y calcula también el méas alejado.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Determina todos los puntos del planey22z 1=0 que
equidistan de los puntos A(3, ®)y B(1, 2, 0). ¢ Qué representan geométricamente?

1 A 1
EJERCICIO 4. Considera la matrizA :[ A1 A ]
o A 1

(d) [1 PUNTO]. Determina para qué valores del parametaomatriz A no tiene inversa.
(b) [1'5 PUNTOS]. Calcula, si es posible, la matriz inversa de A para.).

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(&) Sila funcion f(xes derivable en todo R tiene que ser continua también en R.

Calculemos el valor de para que la funcién sea continua.

Para que la funciéhsea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcion en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcidn para valores ximenores que 0x<0, es una funcién racional, que
es continua eR salvo para el uno que es el valor que anula al denominador, pero este valor no
pertenece al dominio que estamos considerando, luego la funcién es continua @ara x

- El trozo de funcién para valores xlmayores que 0x>2, es una funcién polinémica,
gue es continua en todo R, luego la funcién es continua pdra x

- El problema de la continuidad est4 en el punto 0, donde hay un cambio en el
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comportamiento de la funcién.
Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.
lim f(x)=lim (2] =

X-0" X-0" 1-x
x>0

lim £ (x)= lim (1-mx- ) =1-0-0=1 = lim f(x)=lim f(x)= f(0)=1
X - 0+ X - 0+ X->0 x-0"
x<0

f(0)=1-0-0=1

Luego f(x)sera continua en el punto 0, para cualquier valor.de m

En definitiva, la funcion f(x@¢s continua en R, cualquiera que sea el valor.de m

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcién seré derivable en un punto, si las derivadas laterales coinciden. Y para que
lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero previamente debe ser
continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no derivabilidad, pero en
nuestro caso es continua para todo valor de m

- Para valores d&<0, f al ser una funcién racional es derivabléResalvo para el uno que
es el valor que anula al denominador, pero este valor no pertenece al dominio que estamos

considerando, luego la funci@s derivable para 0., siendo la derivada,lL2
- X
- Para valores dex>0, f es derivable por ser una funcién polinc’)mi(ca, s)iendo la funcién
derivada m - 2x.
Una primera aproximacion de la funcién derivada, donde ya sabemos que es derivable es
1
Fro)=1@-x*
-m-2x SI x>0

Six<0

- El problema esté en el punto 0.
En el punto O sera derivable, si las derivadas laterales coinciden.

£/(07)= lim 11 = 1102=1
oot (- L [ro=re) s
f'(0+): lim (—m—ZX):—m-O:_m 1=-m = m=-1
x-0*
x<0

luego la funcidn f(xyera derivable en x0 siempre y cuando m-1.
En definitiva f(x)sera derivable en R cuando=m1.
La funcién f(x)y su derivada seran:

1 , 1 i
— si x<0 . Sl x<0
f(x)={ TI-x fr(x)=4 (1-x)?
1+x-x° si  x20 1-%  si x20
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(b) Calculemos la siguiente integral definida.

rf(x)dx: IO

1
1Tlxdx+J'ol(1+ X- x2) dx:[—Ln |1—x|]:+{x+x—2—x—;} =

2
= - 0
= —nh-d-(-tn]1+ §)+ # L - (04 0-9 = -Ln W +Ln@+1+E-L=1n(2)+ L
=-Lni--(-Lnjas 25 - 5 -(0+0-9 - 357 @g
SOLUCION EJERCICIO 2.- )
X -X
Construimos la funcién area, que a su vez esta
suma de las areas de la circunferencia y del cuadradg.
2 2 1-X
_ 2. (1-X _ 2 1+xc-2x -
A(X)=Ttr +( 7 ) = A(X)=Tr +T 4
Expresemos el radio de la circunferencia en funcién de la longitud de la misma:
X
X = 21r r=——
= 2m

sustituyamos este valor den la funcion area:

2 2 2 2 2
X 1+ X2 - 2x X 1+ x5 -2x X< [ 1+ x°-2x
= _ [ A ———— il A A —— = - ==
A(X) "( 21'[) 5 AOET S 6~ AN g 16
El dominio de esta funcién es el intervalo abierto (0, 1); se trata de una funcién cuadratica
(aunque no esté ordenada perfectamente), y por tanto es continua y derivable en su dominio.
Calculemos el minimo absoluto de esta funcidn, que coincidira con el vértice de la parabola

ya que el coeficiente dé &s positivo, y siempre que ese minimo pertenezca al dominio.

' _2X , 2X-2 , _ X, x-1
AN=gnt—1s = A543
X , x=-1_ AX+TIX—TT _ o _ _
st g =0 = T—O = IX+mx-=0 = (4+mMx=1 = X=

Este valor dex pertenece al dominio, luego es el minimo absoluto tal como hemos
justificado anteriormente.
Comprobemos que para este valor dgi& hace minima la suma de las areas, el lado del
cuadrado es doble que el radio de la circunferencia:
s

radio de la circunferencia =—x_ = 4+ T - 1
\ red B0 T on T 2@+

1-_T
I-x_~ 4+m_4+n-n_ 4 _ 1

4 4 4(4+1m) 4(4+m) 4+
como puede observarse, el radio es la mitad del lado, o bien, el lado es doble que el radio.

lado del cuadrado

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones dado en forma matricial:
AX=-AX+B sumemos a los dos miembros la matrixX A
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AX+AX=AX-AX+B simplifiquemos
2AX=B multipliguemos a la izquierda por la matriz inversa de 2A, {2A)
Més adelante justificaremos si existe esta matriz

(2A)* (2A) X= (2A)* - B simplifiquemos

I X=(2A)"-B = X=(2A)*- B

Antes de obtener la matr¥, comprobemos si existe (ZAy si existe la calcularemos
mediante el método de Gauss, consistente en poner a la derecha de la matriz 2A, la matriz
unidad e intentar que aparezca, mediante el uso de diversas transformaciones elementales, la
matriz unidad a la izquierda, la parte que quede a la derecha es la matriz inversa de'2A, (2A)

1 0 2 2 0 4
20A=2¢-1 1 1/={-2 2 2
0
0

3 1 4 6 2 8
2 0 4|1 0 Diagonalicemos.
Tomemos como pivote el elementea 2 = 0.
2 2 210 1 Sustituyamos la 22 fila por:  [22][1%F]
6 2 8/l0 0 1 Sustituyamos la 32 fila por: [32£]3 - [13{.]
4
6

Sustituyamos la 32 fila por: [32f.][25f.]

1 0 O
11 Tomemos como pivote el elementg=a 2+ 0.
0

Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [23:]3 - [3%f]

411 0 O Tomemos como pivote el elementga- 10 = 0.
1
Sustituyamos la 12 fila por: 5 - [13f]R - [3%f]

Dividamos la 12y la 32 fila por 10.
Dividamos la 32 fila por 10.

100 28 2 2
10 10 10 | En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz
o 1 ol =£ 2 3 | unidad, por lo que la matriz 2A tiene inversa, siendo la
10 10 10 | matriz inversa, (2A), la matriz que queda a la derecha.
0O 0 1 —4 11
-10 -10 -10

Calculemos X

=B 2 2) /p (20
10 10 10 10
= '1- = __7 i i ) = i
X=@A)78B 10 10 10 4 10
4 1 -1/ 14 | L

10 10 10 10
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L.0.G.S.E.

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Teniendo en cuenta quedXtiene por ecuacioneg=0 y z=0. El punto de corte del
plano 2x+ y+ 2z- 4 =0 con dicho eje es:
2X+y+2z=4
y=0:=> 2x=4 => x=2 = A(2,0,0
z=0
Con el eje Os:

2x+y+2z=4
x=0;= y=4 = B (0, 4, 0)

z=0
Con el eje Ozs:
2x+y+2z=4
x=0
y=0
Calculemos las coordenadas de los siguientes vectores:
AB=(0, 4, 0)- (2, 0, 0) =% 2, 4, 0)

AC=(0, 0, 2 (2, 0, 0)=% 2, 0, 2)

}:> 2z2=4 = z=2 = C(0,0, 2

EL area del triangulo ABC es:

I N 140—20—24]
ABC==|ABXAC|==|(-2, 4, O)x 2, 0, 2)= =+ , - , =

2 2102 4 Ot p2(02 2 2 |2 o

:%- @, 4, 8)|:%- 82+ 42+ 82 :%-\/144: 6 u2.

(b) Expresemos la ecuacion del plano#3x+ 2z- 4 =0, en forma paramétrica, para ello
basta despejar una de las incognitas, por ejemplpefafuncién de las demassyi - 2x- 2z
y, por ultimo, las incégnitas del segundo miembro se sustituyen por parametros:

X=A
M=.y=4-2A-2
z=y

Un punto genérico, H, del planadendra de coordenadas:
H=( 4-2) 2, p)

Si O es el origen de coordenadas, el vecibr
OH=(\, 4-2A-21, p)-(0,00=(A, 4 2- 2, p)
este vector verifica la condicion de ser perpendicular a los dos vedioses;

tiene de coordenadas:
, de direccion

del plano, es decir:
OHOu = OHen=0
=
OHOV = OHev =0
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A-8+4A+4 =0 - SAN+4u =18 -
-8+ +4u+u=0 A\+51=8

resolvamos este sistema mediante el método de reducciéon de Gauss-Jordan. Para ello
expresemos dicho sistema en forma matricial.

Triangulemos inferiormente.

5 4|8 .

4 sls Tomemos como pivote el elementg=a5# 0.
Sustituyamos la 22 fila por: 5 - [23.4 - [13f]

5 4|8 Triangulemos superiormente.
‘ Tomemos como pivote el elementg=a 9+ 0.

( Sustituyamos la 12 fila por: 9 - [13f. 4 - [23f]
( 45 g‘ 40] Simplifiquemos la 12 fila por 5.
9 0|8 La solucion es:
A=89 ; u=8/9
Luego el vectorOH tiene de coordenadas:

OH=(n, 4-2A-2, u):(g,4—2-%—2-%,%):(§ 4 §j

La distancia del origen al plano sera:

-|(8. 4. 8)- (§)2+(i)2+(§j2: 144 _12_4
9’9’9 9 9 9 92 9 3

dist (O,m) = dist (O, H) :‘ OH

SOLUCIONES Opci6n B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(&) Comencemos representando el trozo de
funcién, 4x, para los valores Ox<1. Se trata de
una recta que pasa por el origen. Otro punto a
tener en cuenta es el (1, 4). La gréfica es la
situada al lado. af

Representemos ahora el trozz-gle17 , para

X+

los valores Xk x < 3. Se trata de una funcion
racional.Hagamos un estudio aproximado.
* Puntos de corte con los ejes.

Con el eje de ordenadasx

=16 y=_16 __16 = (0, 16)

(x+1y? C(0+17
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Con el eje de abscisasy

y= 16 > = 0= 16 = 0#16 = No hay puntos de corte.
(x+1) (x+1)7
* Asintotas Verticales.

Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacelimud:(x) = xo
X %o

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador, (x 1¥=0 = x=-1 (raiz doble). Veamoslo.
im 16 - 16 i
o (x+D? (14D
Estudiemos la posicion de la gréafica de la funcidn respecto de esta asintota vertical.

_16 _ .
=0 -t = Hay un asintota vertical doble:=x1.

16 16 _ 4 _
xﬂn_]l— (x+)2  (-17+1% 0 o La funciéon tiende a+~ cuandox se
x<- 16 16 4 — acercaa 1 por laizquierda, y también
lim = ===+
o1t (x+D2 (-17+ 12 +0 a + cuando lo hace por la derecha.

x>-1

* Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer hfL?e f(x)=bOR
X > *oo

Comprobemos si existe.

lim _16 16, 0 Hay una asintota horizontal, y =0
Estudiemos la posicion de la gréafica de la funcion respecto de la asintota oblicua.
** Para valores de ruy grandes, por ejemplo,=x1000 =

16 )
Y funcion (1000) =— = 0'000015968
Y asintota(1000)= 0

(1000+ 3
luego la gréfica de la funcion, para X, va por encima de la asintota horizontal.
** Para valores de ruy pequefos, por ejemplo,=x 1000 =
16 ,
Y funcion (—1000) :W = 000001603
Y asintota(~1000)= 0

= Y tuncion(1000) >V 4sintota(1000)

=Yy funCion(_looo) > Yasintota (_ 1000)

|
luego la gréfica de la funcién, paxa - «, va :
por encima de la asintota horizontal. :
* Dos puntos inportantes son el (1, 4)y |
el (3, 1). Una aproximacion de la grafica es la :
situada al lado. [
Pero de toda la grafica sélo nos interesa la :
parte correspondiente al dominio particular o '
conjunto de valores comprendidos entre 1y 3, !"
1<x<3.
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La grafica del primer trozo y la de este segundo es la
situada al lado.

Terminemos de representar el Ultimo troge,4 - X, st [
trozo que se corresponde con el de una funcion afin, es decir, ,| [
su gréfica es una recta
que no pasa por el !
origen. 2 - T2 3 4

Dos puntos importantes son los que se encuentran en
los extremos del intervalo donde esta definida. O sea, el
' punto (3, 1) y el (4, 0).

2 A T 2 3 4 Finalmente, la grafica de f(g} la situada al lado.

(b) EIl area que nos piden es:
1 3 4

Area =I f(x)dx+j f( x) dx+j (3 de J‘14 dejs(xii)
0 1 3 b )

2 1 4 1 3 ) 4
{%} +16 (x+1) dx+{4x— } [2x] +16{%} +{4x—x7} -

0 1 3

4
. dx+j(4— ¥ dx=
3

_ S Gy —g-(12-2 o L1ig-15_94.15_13
=2 o+1e( : ( 2))+16 8 (12 2) 24167 +8-2=14-2=5

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Elijamos un punto cualquiebade la funciérf (x) = 3x- 2; dicho punto por pertenecer
precisamente a la funcion tendra de coordenada®x{2).
Construyamos la funcién distancia de P(2, 6) a X

dist (P, ¥ =4/(x-2)2+(3x-2- 62 = dist (P, X=+/x2 +4-4x+ 92 + 64- 48

dist (P, ¥ =v10x® - 52x+ 68 = D(x) =v/10x? - 52x+ 68.
Calculemos el dominio de esta funcion, es decir, los valores que hagan al radicando mayor
gue cero. Veamos los que lo hagan cero:

_ 5242704 2720_ 52+ +-16 S,
10x? - 52x+ 68= 0 = x= 50 20 = no hay ningun valor.

Probamos con un valor cualquiera, por ejemplo, el 0, y observamos que el radicando es
positivo, lo que significa que lo sera para cualquier valor dend¢anto, el dominio es R. No
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obstante, en el contexto del problema, el dominio es el interavo cerrado [0, 3]. Se trata ademas
de la funion raiz cuadrada de una funcién polindomica, lo que implica que es continuay derivable
en en dicho dominio.

Calculemos los méaximos y minimos absolutos de esta funcién. En primer lugar,
obtendremos los relativos que se encontrardn entre los que anulen a la primera derivada:

D'(x)= ——2%=52  _ o0x-52=0 = X_E;_z -~ x=13

V10x? - 52x+ 68 0 5
Comprobemos que este Unico valor que anula a la derivada es el minimo relativo, para lo
cual estudiamos la monotonia.

. . . 13 13
Construimos los dos intervalos posibles de monot @Fa:g Y5 3.

Sustituyamos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejemplo, 1y 279,
respectivamente, en la funcién primera derivada y segin nos salga mayor o0 menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcién sera creciente o decreciente:

o 1— - 13
D'(1) = 20-1- 52 =32 —  Decreciente e{uoi gj
J10-2- 52 1+ 68 108
N — ) 13
D'(2°9) = 20 29- 52 =8 50 = Creciente evﬁg’ 3}-

Ji0-2F-52 29 68 VI3

A la vista de todo lo anterior, el valor que anulaba a la primera derivada no sélo es minimo
relativo sino también minimo absoluto. Luego el punto de la grafitandescercano a P(2, 6)

es el(%g, @j . Donde la ordenada del punto la hemos obtenido sustituyendo la a%:;‘cisa

en la funcion 0x), es decir,

( j \/l((13) _50. +68 \/1690 676, g - \/1690— 323580- 1700:Jé_0

Para calcular el maximo absoluto, lo localizaremos entre los relativos (que no hay) o en los
extremos del intervalo [0, 3], calculemos el valor de la funcifg) En los extremos de dicho
intervalo:

D(0) = V10- G - 52 Or 68=+ 68 '8 246

D(3)=v10- £- 52 3 68V 2= 14142
luego el maximo absoluto se da en el punto de abscisa 0, o lo que es lo mismo, el punto mas

alejado de la grafica dees el (0, J@) . Donde la ordenada del punto la hemos obtenido
anteriormente.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

En primer lugar, determinaremos todos los puntos que equidistan de A y B, seran los
puntos del plano mediador de ambos puntos. La interseccion de este plano con el que nos da el
problema nos permitir4 conocer qué puntos de este plano son los que equidistan de Ay de B.
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El punto medio, Ma, b, 9, del segmento que determinan Ay B es:
a-3=1-a = a=2
AM =MB = (a,b,9 -(3,0,-3 =(129-(ab, ={b-0=2-b = b=1
c+2=0-c = c=-1

luego el punto M tiene de coordenadas (2,1, -
El vector normal al plano mediador sera:
n=AB=(120-(3,0,-2)=¢22 2
Sustituyamos los coeficientes A, B y C de la ecuacién general del plano mediador por las
coordenadas del vector normal a dicho plano:
Ax+By+Cz+D=0 = -2X+2y+2z+D=0
Este plano al pasar por el punto M(2, 1),-verificara lo siguiente:
-22+21+2(1)+D=0 = -4+2-2+D=0 = D=4
luego la ecuacion del plano mediador es:2x + 2y+ 2z+ 4 = 0.

Lainterseccién de este plano mediador con el que nos da el problema nos permitird conocer
los puntos de este plano que equidistan de A y B. Resolvamos el sistema formado por las
ecuaciones de ambos planos.

-2X+2y+ 2z+ 4= 0 Resolvamos el sistema mediante el método de reduccion de
2x—-y+2z-1= o} Gauss-Jordan. Expresemos dicho sistema en forma matricial.

-2 2 2|- Triangulemos inferiormente.
2 -1 2| 1 Tomemos como pivote el elementea- 2 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por:  [23f][15f.]
-2 2 2|4
. ar
o 1 4|-3 Simplifiquemos la 12 fila por 2
1 -1 -1l 2 El sistema esta triangulado inferiormente, todos los elementos de
0 1 4|-3 la diagonal principal son distintos de cero, es un sistema de dos
ecuaciones y tres incégnitas, nos sobra una, por lo que el sistema

es un sistema compatible indeterminado uniparamétrico, es decir los dos planos se cortan en una
recta. Por tanto, los puntos del plano- 3x+ 2z- 1 =0 que equidistan de Ay B representan

a una recta que vamos a determinarla en forma paramétrica. La incégnita que noszstibra, la
pasamos al segundo miembro como incognita no principal o secundaria.

1 -1| 2+2 Triangulemos superiormente.
0 1|-3-47 Tomemos como pivote el elementgal = 0.
Sustituyamos la 12 fila por: [13f][25f.]
1 0|-1-% Lasolucibnes: x-1-3z ; y=-3-4z
0 1|-3-4z Sustituyamos la incégnita secundaria,dapor el parametrd,
tendremos finalmente la ecuacién de la recta en paramétricas:
X=-1-3
r=<y=-3-4t

z=t
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SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) La matriz A no tendra inversa para los valorgsglee hagan al determinate de A cero:

1A 1 A1
A1 A|=1+M2-A%-\?=1-N%=0 = {)\:—1
0 A 1 -

luego hay dos valores depara los que la matriz A no tiene inversal y »=- 1.

(b) Calculemos la matriz inversa pake=- 2. Lo haremos mediante el método de Gauss,
consistente en poner a la derecha de la matriz A la matriz unidad e intentar, mediante el uso
transformaciones elementales, que aparezca la matriz unidad a la izquierda de A, la parte que
guede a la derecha es la matriz inversa de"A, A
Triangulemos inferiormente.

Tomemos como pivote el elementeal# 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23f.] + 2. [13f]

1 -2 111 0 O
-2 1 -2/0 10
0 -2 110 0 1

1 -2 11100 Tomemos como pivote el elementga- 3 # 0.
0 -3 02 10 Sustituyamos la 32 fila por: 3 - [33.] + 2 - [23f]
0 -2 1|0 0 1
1 -2 11 0 O Triangulemos superiormente.
0 -3 02 1 O Tomemos como pivote el elementg=a- 3 # 0.
0O 0 -3|/4 2 -3 Sustituyamos la 12 fila por: 3 - [13f.] + [33f]
3 -6 07 2 -3 Tomemos como pivote el elementga- 3 = 0.
0 -3 021 0 Sustituyamos la 12 fila por: [13£.]2 - [35f.]
0O 0 -3|4 2 -3
3 0 0/3 0 -3 Dividamos la 12 fila por 3.
0 -3 02 1 O Dividamos la 22 y 32 fila por3.
0O 0 -3{4 2 -3
100 1 0 - o N . .
5 1 La matriz situada a la izquierda es la matriz unidad, luego la
010 3 73 0 matriz de la derecha es la inversa de la matriz A, la matyiz A
_4 2 es decir:
001 3 "3 1
1 0 -1
1-| -2 _1 0
AT=1 73 T3
4 2
-— = 1
3 3
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS 1T

Instrucciones: 2) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la  Opcion
A o bien realizar Ginicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacién de cada pregunta esta indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

¢) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla  gréifica),
pero todos los procesos conducentes a la obtencién de resultados deben
estar suficientemente justificados.

MODELO 35 DE EXAMEN
Opcion A

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. Se quiere dividir la region plana encerrada entre la parabola
y=x" ylarecta y=1 en dos regiones de igual area mediante una recta y=a. Halla el valor de a.

2x?
x-1

EJERCICIO 2. Sea f'la funcién definida parax # 1 por f(x) =
(a) [1 PUNTO]. Determina las asintotas de la grafica de f.

(b) [1 PUNTO]. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento y los extremos
relativos de f.
(¢) [0°5 PUNTOS]. Esboza la grafica de f.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. De las matrices
1 2
(1 2 (1 2 3 (11 _
A‘(3 4)’ B‘(4 5 6)’ C‘[3 3) y b= 8 (1)

determina cudles tienen inversa y en los casos en que exista, calcula el determinante de dichas

— N W

inversas.

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS]. Determina el centro y el radio de la circunferencia que pasa
por el origen de coordenadas, tiene su centro en el semieje positivo de abscisas y es tangente

a la recta de ecuacion x +y=1.

Opciéon B

EJERCICIO 1. Sea f: R - R la funcién definida por
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5x+10 si x<-1
x2-2x+2 si x>-1

f(X):{

(a) [1 PUNTO]. Esboza la grafica de f.
(b) [1'5 PUNTOS]. Calcula el area de la regién limitada por la grafica de f; el eje de abscisas
ylarecta x=3.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Siendo Ln(x) el logaritmo neperiano de x, calcula

fim | —*— -1
x-1\x—1 Ln(x)

1 -2 -3 1 x
EJERCICIO 3. Considera A=|0 a 2 |, B=|0|, v X=|y
a -1 a-2 1 z

(a) [1 PUNTO]. Determina el rango de A en funcién del pardmetro a.
(b) [0°75 PUNTOS]. Discute en funcion de a el sistema, dado en forma matricial, A X=B
(¢) [0°75 PUNTOS]. Resuelve A X=B en los casos en que sea compatible indeterminado.

EJERCICIO 4. Considera los puntos

A(1,0,3), B@3,-1,0), CO,-1,2) y D(a, b, - 1).
Halla a y b sabiendo que la recta que pasa por A y B corta perpendicularmente a la recta que
pasa por CyD.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

Representemos en primer lugar la grafica de la funcion elemental y = x%, que es una paréabola,

y la de la funcién y =1, que es una recta paralela al eje de y y=x2
abscisas. Los puntos de corte de ambas funciones son:

2 —
y=x 2 x= 1 = (11 \ ! / =1
yzl}: * = {x=—1: -1, 1) y

La grafica de ambas funciones estan representadas

v

al lado. EI problema es dividir el recinto que delimitan

en dos regiones de igual area mediante la recta y = a.
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Esta nueva situacion la tenemos representada al 2
lado. Los puntos de corte de esta recta y la de la funcion
y=x" son:

y:xz}j E :{x: Ja = (1, Ja)

y=a x=-Ja = (-1, Ja) - y=a

En el dibujo podemos observar las dos regiones

diferentemente rayadas y que han tener igual area.

Calculemos el area encerrada por la curva y =x* y

larecta y =1, para ello integramos la funcion diferencia entre - 1 y 1:

o 271 R (-0’ _2 [ | 1] 2 ( 2) 4
- = - =]l-=—-|-]-“Z | ==—|—-]+=|==—-|-Z=| =—
J (1-2) e = x 3 3 3173 3) 7370373
-1 -1

Calculemos ahora el area encerrada por la curva y =x* y larecta y = a, que sera la mitad

, . .2 ,
del area anterior, es decir, 3 ; procederemos de forma analoga:

Ja 3 Ja a3 Ja
J‘(a-xz)dx:{ax-x?} :aﬁ_(c) [af (- 3)]_
Ay i

iS58 (Y- $0

, . 2
pero como dijimos antes esta area es igual a = , por tanto:

3
Sova=2 = adazl o V@l o sl o a!ﬁ
3 3 2 4 4 -

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Asintotas Verticales.

Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacer que: lim f(x) = too
X — XO

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x- 1=0 = x=1. Veamoslo.
2" _ 2 _2

E—F=-=% = Hay un asintota vertical: x=1.

2x? 2 2

linll_ x-1_ -1 0~ "° La funcién f{x) tiende a - = cuando x se
X -
x<l1 N acerca a 1 por la izquierda, y a +e cuando
. 2x? 2 2 lo hace por la derecha.
lim = = ——==+ow
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- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer que: liT f(x)=b0OR
X —» T 00

Comprobemos si existe.

2

. 00 . . , .

lim 2x =|—|= lim 4_x =o = No existe asintota horizontal.
xotoo X1 ©

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L’Hopital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno

del otro.
No existe asintota horizontal, pero se da la condicidn necesaria para que pueda existir

asintota oblicua.
- Asintotas Oblicuas.
Calculemos la ecuacion de la posible asintota oblicua: y = mx + n. Comencemos obteniendo

el valor de m y después el de la n:

2x* , ,
m=fim L = fim x=1 = fim 2" _= i 2 =)
X — 00 X X — 00 X X — 00 x(x—l) X — 00 xZ_x

Calculemos ahora n:
. . 2x° 2= 2x%+2x . 2x
n=tim )= )= i 25724 = 1im 22520 iy 22

La asintota oblicua, es: y=2x+2.
Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota oblicua.
* Para valores de x muy grandes, por ejemplo, x = 1000 =
. 2
£(1000) = 221000° 54021002002

1000—1
— 21000 +2 = 2002 = f(1000) > yasintota

Yasintota

luego la grafica de f, para x — +eo, va por encima de la asintota oblicua.

* Para valores de x muy pequefios, por ejemplo, x =- 1000 =

of— 2
£(-1000) = %: ~1998001998
_ 2+(-1000)+2=-1998 = f(-1000) < yygintota

Vasintota ~

luego la grafica de f, para x - - «, va por debajo de la asintota oblicua.

(b) Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f. Hallemos los

valores que anulen a la funcion primera derivada de f{x).
L dx(x-1D)-2x7 L2 -4x 24 _ {xZO
f (x)_i(x—l)z = f (x)—i(x_l)z > X -4x=0 = 2x(x-2) >\ ,=»

Con estos dos puntos, 0 y 2, y con el punto donde la funcidén no existe, 1, los ordenamos

y construimos los posibles intervalos de monotonia: (- «, 0), (0, 1), (1, 2) y (2, +e).
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Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejemplo, - 1, 0°5, 1’5 y 3

respectivamente en la funcion primera derivada y segin nos salga mayor o menor que cero, en

el intervalo correspondiente la funcion sera creciente o decreciente:

S=n= % = % >0 = creciente en (-, 0)
715 =2 .(();)i : 14); = (;'12'2 <0 = decreciente en (0, 1)
rras=2 '1'1?52:32'1'5 - (;'12'2 <0 = decrecienteen (1, 2)
/3= 2.(22_—_1)42.3 = % >0 = creciente en (2, +)

Estudiemos los extremos locales. Estos sélo se podran localizar en los puntos de derivada
cero, ya que la funcion es continua y derivable en todo su dominio que es R- {1}.

Teniendo en cuenta lo analizado hasta ahora podemos asegurar que hay un méximo local
en x =0, yun minimo local en x = 2.

Las ordenadas de estos extremos son:

.02

f(o)_%:%:o = Maximo en (0, 0).
«n?2

f(D‘%:%:S = Minimo en (2, 8).

(¢) Comprobemos si la asintota oblicua y la funcion se cortan en algin punto.

_ 27 2
LA %:2x+2 =
y=2x+2 b =1

\./// vz
4

4

_ v

'

2x% =2x?-2x+2x-2 = 0%#-2 i
luego no hay ningtin punto de corte. :

Con todos los datos de los apartados anteriores H
podemos dibujar la grafica de f'(x) que es la que esta
situada al lado (Se han usado distintas escalas en los

1
2
1
1
1
1
1
!
2

ejes para una mejor visualizacion). iy

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Para determinar si tiene o no matriz inversa una matriz A, lo haremos mediante el método
de Gauss, consistente en poner a la derecha de la matriz A, la matriz unidad e intentar que
aparezca, mediante el uso de diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la

izquierda, si apareciese, la parte que quede a la derecha es la matriz inversa de A, A
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S = W —

—_—

S~

§
¥

Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

1 0 Diagonalicemos.
0 1

Sustituyamos la 2* fila por: [2*f.] - 3 - [1°f]
2 ‘ 1 Oj Tomemos como pivote el elemento a,, =-2 # 0.

-21-3 1 Sustituyamos la 1* fila por: [1°f.] + [2°f.]
0p-2 1 Dividamos la 2* fila por - 2.
-2(-3 1
ol -2 1 En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por lo
1 30 1 que la matriz A tiene inversa, siendo la matriz inversa, A, la matriz
2 2 que queda a la derecha, es decir:

L (2
e N |
2 2
-2 1
- 3
A 1‘: :1—_:—
‘ 3 1 2

2 2

La matriz B no tiene inversa porque de entrada no es ni siquiera una matriz cuadrada.

El determinante de esta matriz es:
1
2

Veamos ahora la matriz C.

111 o Diagonalicemos.
Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
310 1 Sustituyamos la 2° fila por: [2*f.]- 3 - [1*f]
10 En la parte de la izquierda no hemos obtenido la matriz unidad, sino
ol-3 1 que ha salido toda una fila de ceros, por lo que la matriz C no tiene

inversa.
Esto mismo hubiésemos obtenido al observar la matriz C, ya que la 2° fila es multipla de la

1% por lo que no tiene inversa, tal como hemos deducido anteriormente.

[

S O~

(=

Analicemos, por ultimo, la matriz D.

2 3(1 0 O Al estar diagonalizada, sabemos ya que tiene inversa.
1 210 1 O Calculémosla triangulando superiormente.
0O 110 0 1 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

Sustituyamos la 2* fila por: [2*f.]- 2 - [3%*f]
Sustituyamos la 1° fila por: [1*f.] - 3 - [3%f.]

20010 -3 Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.

1 0j0 1 -2 Sustituyamos la 1% fila por: [1*f.]- 2 - [2*f]

0 170 O 1

0o ol1 -2 1) En la parte de la izquierda hemos obtenido la matriz unidad, por
1 olo 1 -2 | loquelamatriz D tiene inversa, siendo la matriz inversa, D7, la
0 11]o0 0 1) matriz que queda a la derecha, es decir:

1 -2 1
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Calculemos el determinante de esta matriz inversa.

1 2 1
‘D_l‘: 0 1 -2|=1
0 0 1

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Al estar el centro de la circunferencia en el semieje positivo de

abscisas, las coordenadas del mismo seran C = (a, 0), siendo a > 0.

o

1

Como ademas la circunferencia pasa por el origen de coordenadas, el =
radio, , de la misma coincide con el valor de la abscisa del centro, es M
decir con a, por tanto » = a.
La ecuacion de la recta tangente en forma general es: y+x-1=0.
Se verificara que la distancia de C a la recta tangente coincide con el radio y con a:
dist (C, recta tangente) = at0-1 = a-=
12 +1°

a-1
V2

Si nos fijamos en los datos del problema y observamos la figura, deduciremos que la

abscisa a del centro de la circunferencia, es mayor que cero pero también menor que 1, por lo que

a- 1 seria negativo; como tenemos que tomar el valor absoluto, escribiremos lo siguiente:
-—(@-1 5, = o) 4 _ _ 1
a=———— = JJ2a=1-a = J2a+a=1 = (2+Da=1 = a=——+

V2 ( ) 1+4/2

_ J2-1 _a2-1 - 5 .
a—m = a= -1 => a—\/z 1 = r \/E 1

luego el centro tiene de coordenadas C = (ﬁ -1, O) y el radio vale V2 -1,

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.- 5
(a) Dibujemos el primer trozo, 5x + 10, para los

valores de x < - 1. Se trata de una recta que pasa por los

puntos, (- 2, 0) y (- 1, 5). La grafica es la situada al lado.
Dibujemos el segundo trozo, x* - 2x + 10, para los

valores de x>- 1. Se trata de una pardbola:

abscisa del vértice = %): %: -3 7 -1 T2 3 ”
ordenada del vértice =1°-2-1+2=1
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Luego el vértice V tiene de coordenadas (1, 1).

Otros puntos de interés son el (- 1, 5), (0, 2) y el (3, 5).

La grafica de este trozo de funciéon junto con la del
primer trozo esta representada al lado.

(b) El recinto cuya area nos pide el ejercicio, es el que

se encuentra rayado en el grafico adjunto.

Calculemos dicha area.
-1
Area = J. (5x+10)dx + r (xz -2x +2)dx =
-2 -1
1 3

2 B 3 2
:{5%+10x} {%—2%&% =

2 1

| n

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Calculemos el siguiente limite.
. x _ 1 1 1] ol ol = 1t an(x)—(x—l)): . (an(x)—x+1)
il?l(x—l Ln(x)Ho 0} (=] xhi“n( G-Dne ) A GmD o

0 0

142

~10-(10-20) +(2—37—9+6)—(—%—1—2j =1L

1
- Ln(x)+xe=-1 _
_1-0 1+1={g}:nm x i | LA F1-1 =lim( x Ln(x) ):
x -1

xLn(x)+x-1

@ re-nL ) L2

140 _{0} Ln(x)+> ( Lo(x)+1 )_ 0+1

. . 1
- — == |=1 X |=1 = =—
T0+1-1 | 0] »m EYER ST FiFL) T 0¥+ 2

X

SOLUCION EJERCICIO 3.-

(a) Determinaremos el rango de la matriz A mediante el método de Gauss.

1 -2 -3 Triangulemos inferiormente.
0 a 2 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
a -1 a-2 Sustituyamos la 3* fila por: [3%f.] - a - [1%f.]

1 -2 -3
0 a 2 Intercambiemos entre si las columnas 2* y 3%
0 -1+2a 4a-2
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1 -3 2 Tomemos como pivote el elemento a,, =2 # 0.
8 4a2_ . f . Sustituyamos la 3* fila por: [3*] - (2a-2) - [2°f]
1 =3 - La matriz esta triangulada inferiormente. Todos los elementos de
0 2 a la diagonal principal son distintos de cero, salvo el a;; que puede
0 0 —2a2 +3a—1) serlo. Estudiemos los casos que pueden presentarse.
—— 1
*Siag=0 = -2d +3a-1=0 = a= 3£v9-8 _ 3+l 2 =
-4 -4 1

para estos dos valores de a, 1 y % , la ultima fila seria una fila de ceros, y la matriz A tendria

de rango dos, R(A)=2.

* Siagz#=0 = a*l y a #% = para cualquier valor de a distinto de 1
y de 5 todos los elementos de la diagonal principal son distintos de cero, y la matriz A tendra

de rango tres, R(A) =3.

(b) Discutamos el siguiente sistema, segun los valores de a.

Lo haremos mediante el método de reduccion de Gauss.

(=)
N

\S]
<
1

(=)

a -1 a-2 Z 1 Expresemos el sistema en forma matricial.
1 -2 -3 |1 Triangulemos inferiormente.
0 a 2 0 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.
a -1 a-2|1 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f] - a - [1°f]
1 -2 -3 1
0 a 2 0 Intercambiemos entre si las columnas 2%y 3%
0 -1+2a 4a-2|1-a
x @@ O
1 -3 -2 1 Tomemos como pivote el elemento a,, =2 # 0.
0 2 a 0 Sustituyamos la 3? fila por: [3%*f.] - (2a- 2) - [2°*f]
0 4a-2 2a-1|1-a
(x) (@ »
1 -3 -2 1 La matriz estd triangulada inferiormente. Todos los
0o 2 a 0 elementos de la diagonal principal son distintos de cero,
0 0 —2a*+3a-1|1-a salvo el ay; que puede serlo. Estudiemos los diferentes

casos que pueden presentarse.

_ -3+4/9-8 _ -3+1 _ 1
a= = =42

*Siag=0 = -2d +3a-1=0 3 - 1




LO0.GS.E. MATEMATICAS 11 Pig. 144

1 1

. 1 L ., ,
** Si a =3 , laultima ecuacidén seria 0=1 - 5 = =§ = se trata

de una ecuacion absurda, por lo que el sistema es un sistema incompatible, no tiene solucion.

** Si g=1, ladltima ecuaciénseria 0=1-1 = 0=0 = se trata de una
ecuacion trivial, la eliminamos y nos queda un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, es
decir, un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

* Siagpz0 = a*l 'y a ¢% = para cualquier valor de a distinto de 1

y de %, todos los elementos de la diagonal principal son distintos de cero, tendriamos un

sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, el sistema es un sistema compatible determinado,

con solucion Unica.

(¢) Resolvamos el sistema en el caso de compatible indeterminado, es decir, cuando a=1.
Sustituyamos este valor en el sistema matricial que obtuvimos al final de la discusion del
apartado anterior, recordando ademas que la ultima ecuacion era trivial y la eliminamos.

(x) 2

(1 -3 _2‘ 1) La incognita que nos sobra, la y, la pasamos al segundo miembro como

0 2 1lo incognita no principal o secundaria.
() () | |
1 -3|1+2y Triangulemos superiormente.
(0 2 -y j Tomemos como pivote el elemento a, =2 # 0.
Sustituyamos la 1* fila por: 2 - [1°f.] + 3 - [2°f.]
(x) (2)
(2 02+ y) La solucién del sistema es:
0 2| -y 2x=2+y ; 2z=-y

Terminemos de

depejar x y z, y sustituyamos la incognita secundaria, y, por un parametro, por ejemplo por a:
x=1+—a =a ; z=-—=0.
2 Y 2

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Si la recta que pasa por los puntos A y B es perpendicular a la que pasa por C y D, significa
que los vectores de direccion de ambas rectas son perpendiculares, lo que implica que su
producto escalar es cero:

AB=(3,-1,0)-(1,0,3)=(2,-1,-3) ; CD=(a,b,~1)~(0,-12)=(a,b+1,-3)
ABOCD = AB*CD=0 = (2,-1,-3)+(a,b+1,-3)=0 = 2a-b-1+9=0 =
2a-b=-8 [1]

Hemos obtenido una condicién, debemos obtener otra.

Si las dos rectas se cortan entonces los 4 puntos, A, B, C y D, son coplanarios, o lo que es
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lo mismo, los tres vectores, AB, AC y AD, que determinan los cuatro puntos son linealmente

dependientes:

AC=(0,-1,2)-(,0,3)=(-1,-1,-1) ; AD=(a,b,~1)~(1,0,3)=(a~1b,-4)
Si los tres vectores deben ser linealmente dependientes, el determinante formado con ellos
tiene que ser cero.
2 -1 -3
-1 -1 -1|=0 = 8+a-1+3v-(3(a-1)-4-2b)=0 = -2a+5h=-14
a-1 b -4

Con la condicion [1] y con esta ultima formamos un sistema de ecuaciones.

2a-b =-8 }

Expresemos el sistema en forma matricial y resolvamoslo mediante el

~2a+5b =-14 método de reduccion de Gauss-Jordan.

2 -1 -8 Triangulemos inferiormente.
-2 5 ‘ -14 Tomemos como pivote el elemento a;; =2 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2%f.] + [1*f]

2 -1| -8 L )
Simplifiquemos la 2° fila por 2.
( 0 4 ‘ —22) P P
2 -1|-8 Triangulemos superiormente.
0 2| -11 Tomemos como pivote el elemento a,, =2 # 0.
Sustituyamos la 1* fila por: 2 - [1*f.] + [2f]
( 4 0 —27) La solucion del sistema es:
0 2|-11 4a=-27 R 2b=-11

Terminemos de despejar a y b:

11
2
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS I

Instrucciones: a) Duraciéon: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar dnicamente los cuatro ejercicios de la
Opcion A o bien realizar Gnicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta estd indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada vy escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla
griafica), pero todos los procesos conducentes a la obtencién de
resultados deben estar suficientemente justificados.

MODELO JUNIO 2002

Opcion A

EJERCICIO 1. Considera la funcion:fR - R definida por
2X

f(x)=ex+1
(d) [1 PUNTO] Calcula las asintotas de la gréafica de f .
(b) [1'5 PUNTOS] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, y los
extremos relativos de fpuntos donde se obtienen y valor que alcanzan).

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS] Determina un polinonfigx)de segundo grado sabiendo que
2
PO)= P)=1 vy J' P(x) dx:%.
0

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS] Determina una matriz A simétrica (A coincide con su
traspuesta) sabiendo que

det(A)=-7 A(_Zl _g’j:(“; ‘13.

EJERCICIO 4. [2°’5 PUNTOS] Calcula la ecuacion de una recta que pasa por el punto de
interseccion del plane = x+y- z+ 6=0 conlarectss= % =y-2=1z+1 yes paralela
alarecta

[ = X+y-4=0
T 14x-3y+z-1=0
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Opcion B

EJERCICIO 1. Sea fla funcion definida porf (x) = —2—3

para=0 y x# 2.

(@) [1 PUNTO] Calcula las asintotas de la grafica.de f
(b) [1 PUNTO] Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f
(c) [0'5 PUNTOS] Con los datos obtenidos, esboza la grafica de f

EJERCICIO 2. [2’5 PUNTOS] Sed: R - R la funcion definida por (k)=xe*. Esboza
el recinto limitado por la curvg=f(x), los ejes coordenados y la reata- 1. Calcula su area

EJERCICIO 3. [2’5 PUNTOS] Determina la matkque verifica la ecuacion A=X- B
siendo

0O 0 1 1 0 1
A=l 0 0 O0Of y B=|0 1 1.
-1 0 O 0 -1 -1

EJERCICIO 4. [2'5 PUNTOS] Calcula el area del triAngulo de vértices
A(1,1,2), B(1,0,1) y C(1, -3, 2).

SOLUCIONES Opcion A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Asintotas Verticales.
Para gue existan asintotas verticales se ha de satisfacelimjue:(x) = oo
X=X

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador del exponent&;#+1=0 = no tiene solucién, luego no hay asintotas verticales.

- Asintotas horizontales.

Para que exista asintota horizontal se ha de satisface)t qug: f(x)=bOR

Comprobemos si existe.

_2x o 2 2
lim ex*+l = |:eooi| = lim ex =ze~ = =1 = hayasintota horizontgt=1, si X~+c.
X — +oo X —» too

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L"Hépital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.
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2x o 2 2
lim ex’+1 :|:eoo:| = lim e2x = e~ = =1 = hay asintota horizontgk=1, si x-- c.

X —» —00 X — —00

Al haber asintota horizontal por la derecha e izquierda, no hay asintota oblicua.

(b) Teniendo en cuenta que es una funcién continua erRt@aum hay ningun valor que
anule al denominador del exponente), determinemos los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de Hallemos los valores que anulen a la funcién primera derivada de f(x)

2Xx 2x

s e, AE0 o ez
(x®+1) (x2+1)
x=1
x=-1

Con estos dos puntos, k¥, los ordenamos y construimos los posibles intervalos de
monotonia: (e, -1), (-1, 1) y (1, +).

Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejer@ploy 2,
respectivamente en la funcién primera derivada y segin nos salga mayor 0 menor que cero, en
el intervalo correspondiente la funcién sera creciente o decreciente:

-2x°+2=0 >

= x2:1:>{

2-2) 2 -4
2(-22+2 P - .
f'(-2) = e(‘2)2+1-ﬁ: e5 -2—g< 0 = decreciente efrw, - 1)
(-2)°+
2:0 2
-2:0°+ 2 .
f'(0)= @0°+le —— == L2590 = creciente elf-1 1)
(02+1)2 1
2:2 2 4
202242 A .
f'(2)= @2°+le ————==¢5. .0 = decreciente efl, + )
(22+j)2 25

Estudiemos los extremos locales. Estos solo se podran localizar en los puntos de derivada
cero, ya que la funcién es continua y derivable en todo su dominio que es R.

Teniendo en cuenta lo analizado hasta ahora podemos asegurar que hay un maximo local
en x= 1,y un minimo local en x- 1.

Las ordenadas de estos extremos son:

203
f(-)=eD*1-g2 =gl = Minimoen (—1, e‘l)
21 5
f=er+l=e2=e = Maximo en (1g).

SOLUCION EJERCICIO 2.-
(a) Calculemos un polinomio de segundo grado, P&¥* + bx + ¢, de forma que:
PO =1 = P0)=a0+b0+c = 1l=c
P2)=1 = P2)=a-Z+b2+1 = 1=4a+2b+1 = 2a+b=0 [1]
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Hemos obtenido una condicién, necesitamos otra, para ello, calculemos la integral:

2 1 2 3 %2
I P(x) dx=§ = J- (ax2+bx+1) dx=1 = {a?+b7+x} =1 =
0 0 0
3 2 2
X X 1 8 1 8 5
—+b—+x| == —a+2b+2-0== —at2b=-= 8at6b=-5
{a3 zx}osjsa 3 ~ 3° 3 =
esta segunda condicién junto con la [1], forman un sistema que vamos a resolver.
2at+b = 0] Lo resolveremos mediante el método de reduccion de Gauss-Jordan,
8a+6b=-5 para lo cual expresaremos el sistema en forma matricial.
2 1l 0 Triangulemos inferiormente.
8 6| - Tomemos como pivote el elementea 2 = 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23.]4 - [13f]
2 11 0 Triangulemos superiormente.
o 2|- Tomemos como pivote el elementga 2 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13f.]25.]
(4 0 5) La solucion del sistema es:
0 2|- 4a=5 ; B=-5
Terminemos de despejar a 'y b: 5 )
a== : b=-=
4 2
La expresion del polinomio es:
_5 2 - 5
P(x) = ) > x+1

SOLUCION EJERCICIO 3.-
a_ b
La matriz cuadrada A al ser simétrica, tendra el siguiente as(chton y es de orden

2x2 porque esta multiplicando a otra de orden 2x2 y el resultado es otra también del mismo
orden, luego la matriz A tendr& el mismo nimero de filas que la matriz resultante y el nimero
de columnas coincidira con el numero de filas por la que esta multiplicando.
Impongamos la condicién de que el determinante de A es -
a b
= - — - - 1
b =7 = ac W =-7 [1]

Efectuemos ahora la multiplicacién matricial, ya que la matriz por la que estéd multiplicando
A no tiene inversa, y no podemos entonces depejar A.

(a b)( 2 6) :(—4 —12) N (Za—b 6a- Bb) :(—4 —12) N
b c¢c/\-1 -3 1 3 2b-c 6b-3c 1 3
2a-b=-4 . . ! L
6a-3p= -12 Resolvamos el sistema mediante el método de reduccion de Gauss, para lo
2b-c= 1 cual expresaremos el sistema en forma matricial.

6b-3c= 3
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-1 0| -4} Triangulemos inferiormente.
-3 0(-12  Tomemos como pivote el elementga 2 # 0.
Sustituyamos la 22 fila por: [23£.]3 - [13f.]

Eliminemos la 22 fila, por tratarse de una ecuacion trivial.

Tomemos como pivote el elementga 2 = 0.
Sustituyamos la 32 fila por: [33£.]3 - [23f.]

-1 0| -4
2 -1 1} Eliminemos la 32 fila, por tratarse de una ecuacion trivial.
0

ON OON OON OOON OcOoOoON
I
[
o
|
N~

7\

-1 0|l-4 Hemos obtenido un sistema de dos ecuaciones y tres incognitas, es

‘ j decir, un sistema compatible indeterminado. La incégnita que nos
sobra, la, la pasamos al segundo miembro como incognita secundaria.
(2 —1‘ -4 j Triangulemos superiormente.

0 2l1-¢ Tomemos como pivote el elementga 2 # 0.
Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13f] + [23f]

(4 0| -7- C) La solucion es:
0 2[1-c 4a=-7-¢ ; d=1-c
Terminemos de despejaray b
_—7+c . _1+c

Estos resultados de a y b los sustituimos en la condicion [1]:
2
-7+c_ . (1+c\ _ _ -7c+ @ 1+ +2c_
g ¢ ( 2 ) =T = 3 I
~7c+?-1-c?-2c=-28 = -@=-27 = c= 3
sustituyamos este valor deen [2]:
a=—/*C . p-1l+c -7+3 .
' 2 4 ' 2
finalmente la matriz A sera:

ac-¥=-7 = -7 =

U
o
I
I
AN

SOLUCION EJERCICIO 4.-

Expresemos, en primer lugar, la rectzomo interseccion de dos planos.
X _ o X=3y-6 X-3y=-6
S=y-2=z+1 3{y—2=z+1 j{y—z:3

S=3
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Calculemos el punto de interseccion del plaroon la recta. Para ello, resolvemos el
sistema formado por las ecuaciones de la recta y la del plano:

X+y-z=- . . . .
x>—/ 3y=- Resolvamos el sistema mediante el método de reduccion de Gauss,
y-z= 3 para lo cual expresaremos el sistema en forma matricial.
1 1 -1-6 Triangulemos inferiormente.
1 -3 0]-6 Tomemos como pivote el elementeal# 0.
0 1 -3 3 Sustituyamos la 22 fila por: [23f.][13f.]
1 1 -1-6 ;
0 -4 1 o Tomemos como pivote el elementga- 4 = 0.
i a fi . . a a;
0 1 -1 3 Sustituyamos la 32 fila por: 4 - [33f] + [23f]
1 1 -1-6
0 -4 130 Simplifiquemos la 32 fila por 3.
0 0 -312
1 1 -1/-6 Tomemos como pivote el elementg=al# 0.
0 -4 1 O Sustituyamos la 22 fila por: [23f] - [35f.]
0 0 1 -4 Sustituyamos la 12 fila por: [13f.] + [3%f.]
é _i 8 _12 Tomemos como pivote el elementga- 4 = 0.
0 0 1 -4 Sustituyamos la 12 fila por: 4 - [13f] + [23f]
4 0 0-36 Simplifiquemos la 12 fila por 4.
0 -4 0 4 Simplifiquemos la 22 fila por4.
0O 0 1 -4
1 0 o0|l-9 La solucion del sistema es:
0 1 0f-1 x=-9 ; y-1 ; z=-4
0 0 13-4 Luego el punto donde se cortan la recta y el plano e9g} {;, -

Obtengamos el vector de direccion de la rectaediante el producto vectorial de los
vectores normales de cada uno de los planos que definen a la recta.
Q _ 100 (30 (3 1)\_/m o _
w=(a29x(4-a3=(]3 9 = - -3

4 1" (4 -3

Este vector de direccidon de la recti® podemos tomar como vector de direccion de la
recta que me piden por ser paralelas, y junto al punto antes obtenido, deducimos que la ecuacién
de la recta que hay que calcular es:

X=-9+A
y=-1-3\
z=-4-13
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SOLUCIONES Opcién B

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) Asintotas Verticales.

Para gue existan asintotas verticales se ha de satisfacelimjue:(x) = o
X=X
Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen al
denominador, % 2x=0 = x(x-2)=0 = x=0 y x=2. Veadmoslo
lim f(x): lim M:__S:—oo
X0 x-0 x2-2x O
lim f(x)= lim 2X=3 -18-3_,
X2 Xx=2 2 -2x 0
luego hay dos asintotas verticales;0 y x=2. Estudiemos la posicion relativa de la grafica
de la funcion con respecto a cada una de estas asintotas.

9x-3 _ -3 _ -2 _

im ———= = -0 La funcién {x)tiende a
2
x-0 x*-2x 0+0 0 - cuando xse acerca a
9x- 3 9x- 3 -3 -3 = 0 por laizquierda, y a

lim = lim = =T —=z=+ o

co 0t X2-2X  xoot X(x=2) T 0(0-2 T -0 ® +e cuando lo hace por la
x>0 x>0 derecha.

i 9x-3 _ i -3 183 _ 15 _ La funcion f(x)
ook M x(x=2) T (2 -2 2:(-0° tiende a < cuando
x<2 x<2 _, Xseacercaa 2 por
lim 92x— 3 - jim —X=3 . +18; 2 L e la izquierda, y a
K2t X 2x x-2' X(x=2) © 2*(@2*-2 20 + cuando lo hace

por la derecha.
- Asintotas horizontales.

Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacerlgque: f (x) = bOR
X — * 00
Comprobemos si existe.

lim # = {3} = lim D -9 0 = hay asintota horizontgl=0, si x-~=c.
X100 X< —2x Y X - 00 2X 00

La indeterminacion de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L"Hbpital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.

Estudiemos la posicion de la grafica deegpecto de la asintota horizontal.

* Para valores de muy grandes, por ejemplo=1000 =
f (1000) =—02;210°: 300: /00901503
1 -21
0 } = f(1000) > Ysintota

Yasintota™

luego la gréfica de, fpara x —+«, va por encima de la asintota horizontal.
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* Para valores de muy pequefios, por ejemplo=x 1000 =
9+(-1000 -3
f (-1000) = (2 9
(-1000“ - 2 (- 100D
=0

=-0'0089850299
= f(-1000) < ¥sintota

Yasintota
luego la gréfica de, fpara x — «, va por debajo de la asintota oblicua.

Al haber asintota horizontal por la derecha e izquierda, no hay asintota oblicua.
(Nota: El estudio de la posicién relativa no es necesario en este apartado, pero si para el ¢))

(b) Determinemos los intervalos de crecimiento y de decrecimierftoHidlemos los
valores que anulen a la funcion primera derivada(dg f

) = 90 = 2X) — (9%= (2= 2) Loy —9x2+6X- 6
f = f =_IX TR

(x) 2202 = (x) =27
-9x?+6x-6=0 = x= _61"36__41’8(_9'(_6 = ‘Bim

No hay ningun valor que anule a la funcidn primera derivada, por lo que sélo elegiremos
los puntos donde la funcion no existe, el 0 y el 2, los ordenamos y construimos los posibles
intervalos de monotonia: €, 0), (0,2) y (2, %).

Probemos un valor intermedio de cada uno de los intervalos, por ejerhplb,y 3
respectivamente en la funcién primera derivada y segln nos salga mayor o menor que cero, en

el intervalo correspondiente la funcion sera creciente o decreciente:

—Qe(— 2 - - —_ .
9+(=1)" + 6 Dz 6.21__7.0 - decreciente efrw, 0
((-%-2+(-1)

9 3
924 6el-6 - .
f'(1):L6126:—9:—9<0 = decreciente e(n, 2

f'(-1 =

f'(3)= 9P +6:3-6_-69__23 = decreciente e(e, + )

(32_2.3)2 9 3

(c) La gréfica de la
funcion f(x) es la situada al
lado.

\/

N
w
[ -




L.0.G.S.E. MATEMATICAS I Pag. 154

SOLUCION EJERCICIO 2.-

Para dibujar la gréafica procederemos de la siguiente manera:
1.- Punto de corte con el eje de abscisas.
y=0 _X}: xeX=0 = x=0 = (0,0)
y = X€e
Se ha resuelto el sistema formado por la funcién y la ecuacién del eje de abscisas, y = 0.

- Punto de corte con el eje de ordenadas. Se resuelve el sistema formado por la funcién

y la ecuacion del eje de ordenadas; & =
’;; ?(e_x}: y=0-€°=0 = y=0 = (0,0
2.- Crecimiento y decrecimiento.

Obtengamos la primera derivada y calculemos los valores que la anulan.

f"X)=e*- xe* = e*-xe*=0 = e*(1-x=0 = x=1,
llevemos sobre el eje de abscisas este valor, 1, y
construyamos los posibles intervalos de crecimiento y (de
decrecimiento, (=, 1) y (1,°). Probemos valores intermedios},
por ejemplo, 0y 2, de esos intervalos en la primera derivada y
segun nos salga mayor o menor que cero, el intervalo correspondiente serd creciente o
decreciente.

f(0)=¢-0-=1>0 = Creciente en ¢, 1).
f(2)=e?-2-e*’=-e%2 <0 = Decrecienteen (1)«
3.- Maximos y minimos.

Podriamos hallarlos sustituyendo el valor que anula a la primera derivada en la segunda
derivada, y seglin nos salga mayor o menor que cero sera minimo o maximo. Pero teniendo en
cuenta que la funcidn es continua y el estudio sobre el crecimiento y decrecimiento anterior,
deducimos que en el punto de abscisd hay un maximo. La ordenada de este maximo es:
f(1)=1-€e' =¢e’. El maximo sera el punt(l e—l)_

4.- Puntos de inflexion.
Hallamos los valores que anulan a la segunda derivada y los sustituiremos en la tercera
derivada, si nos sale distinto de cero sera punto de inflexion.
f"X)=e*(x- 2) = ex-2=0 = x=2
f7"xX)=e*(8- X = f712)=e?(3-2)=e?#0
el punto de inflexion de absciga2, tiene de ordenadd (2) = 2e?, es decir el punto de
inflexién tiene de coordenada(i, 2e‘2)-
5.- Asintotas verticales.
Para que la funcion presente asintotas verticales se ha de verificar que exista algin

valor "a" tal que se satisfagdim f(x) = oo
X-a
No existe ninguno, por lo que no hay asintotas verticales.

- Asintotas horizontales.
Habra asintota horizontal si se cumple quen f(x)=b OR

X — oo
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Calculemos dichos limites.
fim £(x)= lim (xe'x)= lim __[ ] im L=L=0- aH:y=0.

+o0 +OOe

hay una asintota honzontal,zyj, para x o,

lim f(x)= lim (x€*)=-ce €™ =000 =-w
X — —00

X — —00
no hay asintota horizontal para- x «, pero existe la posibilidad de asintota oblicua:
C o OO0 XE L () e
m= lm ——Z=|im ——=1Ilm e”*"=¢€ =€ =w
Xo—0o X X  —00 X X  —00

A
no hay asintota oblicua para - -, hay una rama

parabdlica paralela al eje OY.

-1 |-
6.- La gréafica aproximada de la funcion es la situad Gh,

lado, donde ademas se ha rayado el recinto limitado por 1 93
la curva y=f(x) los ejes coordenados y la recta X1. -1

'| -

El &rea de la region rayada es el valor absoluto de la

integral 0 --F-e
.[ x€ % dx= i
-1
calculemos la integral por el método de integracién por partes
u= x : du= dx
dv= @€Xdx : V= I dv:I € dx=-€e~*

0

Ixe’xdxz ~xe*- 6] = (-0 - &)-(-(-1) &- F=-1-( e)e-1

-1
-1
El area de la regidn rayada es el valor absolutaldes decir, 1.

SOLUCION EJERCICIO 3.-

Resolvamos la ecuacion matricialXA= X- B.
-X+AX=-X+X-B = (-I+A)X=-B = (A-1)X=-B =
si la matriz, A |, tiene inversa podremos multiplicar a la izquierda por dicha inversa)(A
A-1)YA-DX=A-1Y(-B) = I-X=A-I1)'(-B) = X=(A-1)-B)
Obtengamos en primer lugar la matriz 1A

0 0 3y (1 0 O -1 0 1)
A-I={ 0 0O 0-0 1 0O=/0 -1 O
-1 0 0 \0 O -1 0 -

Calculemos la inversa de-A, (A-1)?, si es que tiene, mediante el método de Gauss,
consistente en poner a la derecha de la matriz & matriz unidad e intentar que aparezca,
mediante el uso de diversas transformaciones elementales, la matriz unidad a la izquierda, la
parte que quede a la derecha es la matriz inversa te(A- 1) 2.
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-1 0 1l1 0 O Diagonalicemos.
0 -1 olo1o0 Tomemos como pivote el elementg=a 1 = 0.
-1 0 -1l0 0 1 Sustituyamos la 32 fila por: [3%f.][1%.]
-1 0 1] 1 0 O Tomemos como pivote el elementga- 2 # 0.
0 -1 0/ 010 Sustituyamos la 12 fila por: 2 - [13f.]3%.]
0O 0 -2|-1 0 1
_ Dividamos la 12 fila por 2.
g _2 8 (:)L 2 é Dividamos la 22 fila por 1.
0 0 -21-1 0 1 Dividamos la 32 fila por- 2.
1 0 ol-L1 o -1} Enlapartede laizquierda hemos obtenido la matriz
0 1 0 20 1 20 unidad, por lo que al no salirnos ninguna fila de ceros, la
1 1 matriz A- | tiene inversa, siendo la matriz inversa la
0 o1 2 0 "2 ) matriz que queda a la derecha, es decir:
1 1
- 0 =
2 2
A-Dt=| 0o -1 0
1 1
- 0 -=
2 2
Calculemos, finalmente, la matriz X
1 1) - - i1
. > 0 5 1 0 1 5 5 0
X=(A-N*'(-B)=| 0 -1 Ol«] 0 -1 -1|= 0 1
1 21 211
> 0 > 0 1 1 5 5 1

SOLUCION EJERCICIO 4.-
Calculemos las coordenadas de los siguientes vectores:
AB=(1,0,-1)- (1, 1,2)=(0,~ 1~ 3)
AC=(, -3,2- (1, 1,2)=@q - 4,0)
EL &rea del triangulo ABC es:

— —

BxAC .

A 1
ABC==
2

=2]0,-1, -3 (0, - 4, 0)=

N

-1-3 0-3 |0 -1
-4 o |o ol |o-4

:% | (-12, 0, Q|:%° (-12%2+ P+ @ :%.12: 6 2.
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UNIVERSIDADES DE ANDALUCIA L.O.G.S.E.
PRUEBAS DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD MATEMATICAS II

Instrucciones: a) Duracion: 1 HORA y 30 MINUTOS.

b) Tienes que elegir entre realizar unicamente los cuatro ejercicios de la  Opcion
A o bien realizar inicamente los cuatro ejercicios de la Opcion B.

¢) La puntuacion de cada pregunta esta indicada en las mismas.

d) Contesta de forma razonada y escribe ordenadamente y con letra clara.

e) Puedes usar calculadora (puede ser programable o tener pantalla  grafica),
pero todos los procesos conducentes a la obtencién de resultados deben
estar suficientemente justificados.

EXAMEN SEPTIEMBRE 2002
Opcion A

X
EJERCICIO 1. Consideremos F(x) = J. f(t)dt.
0
(a) [1'5 PUNTOS]. Sif fuese la funcion cuya grafica aparece en el dibujo, indica si son

verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones, razonando la v

respuesta:
i) F(u)=0. /
i) F'(0)=0. 0 o 5%
iii) F es creciente en (0, a). A \/

(b) [1 PUNTO]. Calcula F(1)siendo f(t) = 1

N

x2-2x+2

EJERCICIO 2. Considera la funcién f definida por f(x) = P

(a) [1'5 PUNTOS]. Calcula las asintotas de la grafica de f.
(b) [1 PUNTO]. Estudia la posicion de la grafica de /" respecto de sus asintotas.

para x#1.

EJERCICIO 3. [2'5 PUNTOS]. Considera la matriz

2 ¢t 0
A= 2 1
301

Calcula los valores de ¢ para los que el determinante de A es positivo y halla el mayor valor que
alcanza dicho determinante.

EJERCICIO 4. Los puntos A(1,0,2) yB(- 1,0, - 2) son vértices opuestos de un cuadrado:
(a) [1 PUNTO]. Calcula el area del cuadrado.
(b) [1'5 PUNTOS]. Calcula el plano perpendicular al segmento de extremos A y B que pasa

por su punto medio.



LO0.GS.E. MATEMATICAS 11 Pig. 158

Opcion B

EJERCICIO 1. [2°5 PUNTOS]. Estudia la derivabilidad de la funciéon f: (0, +) -~ R definida

por
\/3+x2 si 0<xgl1

f(x)= 2
i+x— si x>1

x 4

Calcula la funcién derivada.

EJERCICIO 2. [2'5 PUNTOS]. Calcula

BETSES
[ 2,
0x—x—2

EJERCICIO 3. Considera el siguiente sistema de ecuaciones

x+3y +z =3

2x+my+ z =m

3x+5y+mz =5
(a) [1 PUNTO]. Determina, si es posible, un valor de m para que el correspondiente sistema
tenga una y sélo una solucion.
(b) [1 PUNTO]. Determina, si es posible, un valor de m para que el correspondiente sistema
tenga al menos dos soluciones.
(¢) [0'5 PUNTOS]. Determina, si es posible, un valor de m para que el correspondiente sistema

no tenga solucion.

EJERCICIO 4. Considerael plano 1 =x- y+2z=3 yel punto A(- 1, - 4, 2).
(a) [1 PUNTO]. Halla la ecuacion de la recta perpendicular a T que pasa por A.
(b) [1°5 PUNTOS]. Halla el punto simétrico de A respecto 7.

SOLUCIONES Opcién A

SOLUCION EJERCICIO 1.-

(a) i) De la grafica deducimos que la funcion f'es continua en todo su dominio, que segun
parece es R. La funcion F(x), tal como esta definida, representa a la funcion area bajo f entre 0

y un punto variable x, por tanto:
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X a
F(x)=jf(t)dt = F(a)=jf(t)dt
0 0

la Gltima expresion representa el area encerrada por la grafica de la funcién f'entre 0 y o, y como
puede comprobarse al ver la grafica de f no es una area que valga cero, ya que el trozo de curva
entre ambos valores se encuentra por encima del eje de abscisas, y es por tanto mayor que cero,

luego la afirmacion de que F'(a)=0 es falsa.

ii) El Teorema Fundamental del Célculo Integral, dice: .

”Si una funcién f es continua en un intervalo [a, b], entonces la funcion F(x) = | f(t)dt

para todo x € [a, b], es derivable y ademas se verifica que F"'(x) =f(x)”. R

Aplicando este teorema a nuestro ejercicio, para cualquier intervalo [a, b] que elijamos,
deducimos que para todo x € [a, b]:
F'(x)=/(x)
y para un valor a de dicho intervalo se verificara igualmente que:
F'(a)=f(w)

y segun la grafica de f, f(a) =0, luego evidentemente es cierto que F'(a)=0.

iii) Segun lo estudiado anteriormente, F (x) representa la funcion area bajo f entre 0 y un
punto variable x, por tanto, en el intervalo (0, o) como el trozo de curva correspondiente a la
funcién f entre ambos valores se encuentra por encima del eje de abscisas, el area encerrada es
positiva, de forma que a medida que recorreremos dicho intervalo desde O hasta o el area va
aumentando lo que hace que la funcién F'(x) sea creciente en dicho intervalo.

(b) Calculemos F(1), para el caso de la funcion f(z) que nos dan:
1 1

L 12 |
_ 1 - -172 5, _| (+]) - - _
F‘”‘Lm"“jo"”) d’{—l/z L [2Vi+T] =242 -2

SOLUCION EJERCICIO 2.-

(a) Asintotas Verticales.
Para que existan asintotas verticales se ha de satisfacer que: lim f(x)= %o
X — XO

Comprobemos si existen; en principio, hay que buscarlas entre los valores que anulen
al denominador, x- 1=0 = x=1. Veamoslo.

i XT2x*2 _1-2+42 _ 1 _
x -1 x-1 1-1 0
- Asintotas horizontales.
Para que exista asintota horizontal se ha de satisfacer que: lim f(x)=50R
X —>*o

o = Hay un asintota vertical: x=1.
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Comprobemos si existe.

X -t oo

2

. —-2x+2 00 . 2x—2 . , .

lim % === lim =X =+ = No existe asintota horizontal.
X >+ oo X -

La indeterminacioén de infinito partido por infinito se ha destruido aplicando la Regla de
L’Hopital, que consiste en derivar el numerador y el denominador independientemente el uno
del otro.

No existe asintota horizontal, pero se da la condicién necesaria para que pueda existir
asintota oblicua.

- Asintotas Oblicuas.

Calculemos la ecuacion de la posible asintota oblicua: y = mx + n. Comencemos obteniendo
el valor de m y después el de la n:

x> =2x+2 )
-2x+2 _

A TLXT L )
m= lim Jx) lim x—1 = lim & = Iim X 2x+2 _
x-0 X X - 00 X xooo X(x—1) Yo oo xz_x

1

Calculemos ahora n:

n= lim (f(x)—mx)= lim

X - X > 0 x—1 X — 0o x—1 X > 0 x-1

x2=2x+2 . x2—2x+2—x2+x_ . -x+2 _
———-x| = lim = lim =-

La asintota oblicuaes: y=x- 1.
En las funciones racionales, si hay asintota oblicua para x - +oo, también la habra para

x — - o, siendo ademas la misma.

(b) Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota vertical x=1.

. oxP-2xt2 1 1
lim 1 T "o °®
xe1m X -1 La funcién f(x) tiende a -~ cuando x se
x<l1
= acercaa 1 porlaizquierda, ya +oo cuando lo
i x2-2x+2_ 1 _L_Ho . 1(11) hZC1u y u
xlnll x-1 = 1+_1- 10 - ace por la derecha.

Estudiemos la posicion de la grafica de f respecto de la asintota oblicua y =x - 1.
* Para valores de x muy grandes, por ejemplo, x = 1000 =

2 —De
£(1000) = 10007 =2°1000+2 _ 999 591001

1000—1
= 1000-1=999 = f(1000) > Yyintota

Yasintota

luego la grafica de f, para x -~ +oo, va por encima de la asintota oblicua.

* Para valores de x muy pequefios, por ejemplo, x =- 1000 =

_ (=1000)* =2(=1000)+2 _ _
£(- 1000) = 10001 1001000999

_ —1000-1=-1001

Vasintota ~

luego la grafica de f, para x - - «, va por debajo de la asintota oblicua.

= f(' 1000) < Yasintota
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SOLUCION EJERCICIO 3.-

Calculemos el valor del determinante de A:

2 ¢t 0
A=|t 2 1|=4+3t-¢
30 1

como lo que nos piden son los valores de ¢ para los que el valor del determinante de A sea
positivo, realmente lo que nos piden son los valores de ¢ que hagan que la expresion anterior
sea mayor que cero, para ello resolveremos la inecuacion:
4+43t-12>0
en primer lugar, obtengamos los valores que hagan cero dicha expresion:
-3+ 49-16 _ -3+ -1
-2 +31+4=0 = = =325/
=2 =2 N 4
estos valores que anulan a la expresion los llevamos ordenadamente sobre un eje y construimos

los posibles intervalos de solucion, (-, - 1), (- 1, 4) y (4, ). B 4
Probamos un valor intermedio de cada uno de estos intervalos en t t
la inecuacion y el que la verifique hard que el intervalo \\2/\]/\5/
correspondiente sea solucion de la inecuacion.
t=-2 = - (—2)2 +3(-2)+4=-6<0 = (- o0, - 1) no es solucion
t=1 = ~1243+14+4=6>0 = (- 1,4) es solucion
t=5 = —52 +3e544=-6<0 = (4, ©) no es solucion

Luego los valores de ¢ que hacen que el determinante sea positivo son todos los del
intervalo (- 1, 4).

Para hallar el valor de ¢ que haga que el determinante alcance el mayor valor, lo haremos
calculando el méaximo absoluto de la funcion y(t) = —12+31+4 .

Se trata de una funcién polindmica de segundo grado, su grafica es una parabola, y como
el coeficiente del término en 7 es negativo, - 1, el vértice de la parabola se correspondera con
el maximo absoluto:

Y(1)=-2+3 =  -2+3=0 = z:%: s

y''(t)=-2 = y'"'{1'5)=-2<0 = maximo en ¢=1"5.

En definitiva el mayor valor que alcanza el determinante es:

y(I'5) = =152 +3+1'5+4 =625 .

SOLUCION EJERCICIO 4.-
(a) Elérea de un cuadrado es lado por lado, o bien, diagonal por diagonal partido dos.
La longitud de la diagonal es la distancia de A a B:
AB=(-1,0,-2)-(1,0,2)=(-2,0, - 4)

—

dist (A, B) = [AB| = {(-2)* +0% +(-4)? =v20
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luego el area del cuadrado sera
(b) El punto medio M(x, y, z) del segmento de extremos A y B verificard que AM = MB:

AM=(x,y,2)-(1,0,2)=(x-1, y, z=2)
MB=(-10, =2)-(x, 5, 2)=(-1-x, =y, =2-2)

N2 =

X

-1-x x=0
(x-1L y,z=-2)=(-1-x,-y,-2-2) = -y = y=0 = M(0,0,0)
-2-z z=0
El vector normal, ﬁn, al plano = coincidira con el vector AB (-2, 0, - 4). Luego la ecuacion
del plano con este vector normal es:

Ax+By+Cz+D=0 = =-2x+0y-4z+D=0 = -2x-4z+D=0

z—

Impongamos ahora la condicion a este plano de que pase por el punto M:
-2:0- 40+D=0 = D=0

Finalmente la ecuacion del plano es: -2x- 4z=0.

SOLUCIONES Opcion B

SOLUCION EJERCICIO 1.

Antes de estudiar la derivabilidad analizaremos la continuidad de la funcion.

Para que la funcion f'sea continua en un punto, los limites laterales en dicho punto deben
coincidir y ademas coincidir también con el valor de la funcion en ese punto. Y para que lo sea
en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo.

- El trozo de funcion para valores de x mayores que 0 y menores que 1, 0 <x <1, es la
diferencia entre la raiz cuadrada de una funcion polindomica y la de otra funciéon polinémica
siendo ambas continuas en todo R ya que la expresion que se encuentra dentro de la raiz es
siempre positiva, y la diferencia de funciones continuas en Res continua en R; luego la funcion
fes continua para 0<x<1.

- El trozo de funcidén para valores de x mayores que 1, x >1, es la suma de una funcion
racional que es continua en todo R menos en el 0 y el de una funcion polindmica que lo es en
todo R, por tanto la funcién suma lo serd en R- {0}, luego la funcién f'es continua para x> 1.

- El problema de la continuidad estd en el punto 1, donde hay un cambio en el
comportamiento de la funcion.

Estudiemos la continuidad en el punto 1.

Calculemos los limites laterales y el valor de la funcién en dicho punto, para ver si existen
y coinciden.
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lim f(x)= lim (J3+x2—x):J3+12—1:1
x-1" x-1"
x<l1

. RN (0 B U 0 - lim f(x)# lim f(x)= f(1
lim (0= tim [ Lo 3] b L2 m 2 (0= 70

F)=~3+17-1=1

Luego f{x) no es continua en el punto 1.

Estudiemos ahora la derivabilidad.

Una funcion serd derivable en un punto, si las derivadas laterales en dicho punto
coinciden. Y para que lo sea en un intervalo lo ha de ser en todos los puntos del intervalo. Pero
previamente debe ser continua para poder ser derivable, ya que la no continuidad implica la no
derivabilidad.

- Para valores de 0<x<1, f es derivable, siendo la funcion derivada, % -1, que
simplificando seria X - 1. 2V3+x
V3+x? s
- Para valores de 1 <x, f es derivable, siendo la funciéon derivada, __2+Tx’ que
. , 1, x X
simplificando seria ——+ .
¥ 2

- Para el valor de x=1, f no es derivable por no ser continua en dicho punto, ya que, como
dijimos antes, la no continuidad implica la no derivabilidad.
La expresion de la funcion derivada es

b .
—_—1 S1 0<x<l1
fr(x)=q V3
—— X i >1
x 2 S x
SOLUCION EJERCICIO 2.-
L ;.3
Para calular la integral definida j % dx , calcularemos en primer lugar la integral
x“=-x-2
3
+
indeﬁnidaj % dx
x“=x-2

Se trata de una funcion racional donde el grado del = 3x3 +1 | x2-x-2
polinomio del numerador es mayor que el del -3X 3+3x2+6x 3x+3
denominador, por lo que efectuamos la division. 3x24+6x + 1

La integral anterior quedard asi: -3x2+3x + 6

3 Ox +7
J %dx:j(3x+3)dx + '[29"—+7dx = 1
x“=x-2 x“=-x-2

La ultima integral es una integral racional propia, por lo que el integrando lo

descompondremos en una suma de fracciones elementales:
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oxt1 A, B _9x+7 _AG*DIBGZD)
2=x-2 x—2 x+l Pea— (x=2)(x+1)
x=-1 = 9(-1)+7=0+B(-1-2) = B:%

Ix+7=A(x+1)+B(x-2) =

Xx=2 = 9:2+7=AQ+1)+0 = A—%
continuando desde [1]
s e [ 235 020 B Ly

3x2 25 2

=— +3x + = Ln{x-2| + = Ln|x+1

: S Lnlx=2| + 2 Ln|x+|

Hemos obtenido la integral indefinida, por lo que la integral definida sera:
1

1
3 +1 3 25 2 _
[ 2o _{%m)ﬁ 25 2| + ﬂnmu} -

2 _ . _
0xx2 r

_(3.12 25 2 3.0°
—( 5 +3o1+?Ln|1—2|+?Ln|1+l|j [ +3.0+ 2 Ln|0 2|+—Ln|0+1|)

+3+—Ln(1)+—Ln(2)) (ﬁLn(2)+—Ln(1))_% 0+—Ln(2) —Ln(2)+0—

SOLUCION EJERCICIO 3.-
(a) Para poder determinar, si es posible, un valor de m para que el sitema tenga una y s6lo
una solucion, lo expresaremos en forma matricial y discutiremos dicho sistema aplicando el

método de reduccion de Gauss.

1 3 113 Triangulemos inferiormente.

> m 1lm Tomemos como pivote el elemento a,, =1 # 0.
Sustituyamos la 2° fila por: [2%f.] - 2 - [1*f.]

3.5 m|5 Sustituyamos la 3* fila por: [3*f.] - 3 - [1*f.]

1 3 1 3

0 m—-6 -1 |m—-6| Intercambiemos entre si las filas 2* y 3%

0 -4 m=3| —4

1 3 1 3
0 -4 m=3| -4 Tomemos como pivote el elemento a,, = -4 # 0.

0 m-6 -1 |m-6 Sustituyamos la 3 fila por: 4 - [3*f.] +(m - 6) - [2°f]
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1 3 1 3 El sistema estd triangulado, todos los elementos de la
0 -4 m-3 -4 diagonal principal son distintos de cero salvo el elemento
0 0 m?-9m+14]| 0 as; que puede serlo o no, estudiemos los diferentes casos que

pueden presentarse.
o dEV8I-56 _ 95 _ » 7
2 2 N2
** Si m=7 = La3"ecuacidn es trivial, 0 = 0, y la eliminamos. Nos queda un

*auy=0 = m’- 9m+l4=0

sistema de dos ecuaciones con tres incognitas, se trata de un sistema compatible indeterminado
uniparamétrico. El sistema tien infinitas soluciones.

** Sim=2 = La3%ecuaciones 0=0,ylacliminamos. Nos queda un sistema de
dos ecuaciones con tres incognitas, se trata de un sistema compatible indeterminado
uniparamétrico. El sistema tien infinitas soluciones.

*az#0 = m=#7 ym=#2 = Todos los elementos de la diagonal principal son
distintos de cero, nos queda un sistema de tres ecuaciones y tres incdgnitas. Se trata de un
sistema compatible determinado. El sistema tiene una y s6lo una solucién.

Por tanto hay muchos valores de m para los que el sistema tiene una y solo una solucion,
basta que sean distintos de 7 y de 2.

(b) Para que el sistema tenga al menos dos soluciones, puede tener infinitas, m debe tomar
el valor 7 o el valor 2, en cualquiera de los dos casos, como hemos visto en el apartado anterior,

el sistema es un sistema compatible indeterminado uniparamétrico.

(c) Para que el sistema no tenga solucion, es decir, sea incompatible, no hemos encontrado
ningun valor para m.

SOLUCION EJERCICIO 4.-

(a) Una recta perpendicular al plano m = x- y+ 2z =3 tendra como vector de direccion
el normal al plano, vector éste que coincide con los coeficientes de las incdgnitas x, y y z de su
euacion general, es decir:

g =(L-12) = w=(l,-12)
La ecuacion de la recta perpendicular al plano y que pase por el punto A(- 1, -4, 2), en

forma paramétrica es:

x =-1+¢
rE<y=-4-¢
z =2+2¢

(b) Obtengamos la ecuacion del plano m en forma paramétrica. Se puede hacer bien

resolviendo el sistema formado solo por la ecuacion del plano, se trata de un sistema con una
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ecuacion y tres incdgnitas, la solucion es la ecuacion del plano en forma paramétrica, o bien,
simplemente despejando una incognita de dicha ecuacion general en funciéon de las otras
incognitas que pasan a ser parametros, procedamos de esta ultima forma:

x =3+0a-203
n=x-y+2z=3 = x=3+y-2z = TM={y=d
z=p
El simétrico del punto A respecto del plano anterior es otro
punto A’ de tal manera que el vector AH es perpendicular a los dos A
vectores de direccion del plano, el # =(1,1,0) yel v =(-2,0,1), -
y ademas AH =HA'. Siendo H un punto del plano, el pié¢ de la !
perpendicular al plano desde A. ! v
El punto H inicialmente tendra las coordenadas genéricas ‘
siguientes:

H(+0-2B, o, B) R

AH=(3B+a-2B, a, B)=(=1, —4,2)=(4+a-2B, a+4, B-2)

AHDO# = AH<# =0 L (Ha-2B, a4, B-2)(l, 1, 0)—0}
AHO5 = Afes =0 (4+a-2B, a+4, B-2)+(=2,0,1)=0

4+a-2B+a+4=0 200-2B =-8 a—B =-4) Resolvamos el sistema
-8-20+4B+B-2=0 -20+53 =10 -20 +5B =10| mediante el método de re-
duccién de Gauss-Jordan
( I -1 _4) Triangulemos inferiormente.
-2 -5|10 Tomemos como pivote el elemento a;; =1 # 0.

Sustituyamos la 2 fila por: [2%f.] +2 - [1*f]

( I -1 _4j Triangulemos superiormente.
0 31 2 Tomemos como pivote el elemento a,, =3 # 0.
Sustituyamos la 1° fila por: 3 - [1°f.] + [2°f.]
( 3.0 ‘ _10) La solucidn del sistema es:
0 3] 2 3a=-10 ; 3p=2 - a=-103 : p=23
Teniendo en cuenta estos valores, el vector AH tendra de coordenadas:
104 10,02 5).(-2,2 )
3 3 3 3 3’3 3
y el punto H estas otras:

_ (.10 _4 10 2)_( 2 2 4)
H=@G+a- =13, ——&/, ===, =, =
(B+a-2B, a, B) (3 33 3 3 33 T3

Supongamos que A’ tiene de coordenadas (a, b, ¢), y como AH = HA', tendremos:

AH=(@+a-2B, a+4, [3—2)=[4
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