m Sistemas de ecuaciones lineales MATEMATICAS 11 1

SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. CONCEPTOS GENERALES

o Definicion Un sistema de m ecuaciones con n incogni@s un conjunto de ecuaciones lineales que
podemos escribir de la forma:

a X, +a,x, +..+a,x, =b

a, X, + a,X, +...+a, X, =b,

a X, +a X, +...+a, X, =b,

donde:

* g, son numeros reales y son los coeficientes del sistema. El subindice i (i= 1,2,...,m) indica la
ecuaciéon y el subindice j (j = 1,2,...,n) la incognita.

El escalar ges el coeficiente dg &n la i-esima ecuacion.
* bi,i=1,...,m sonnumeros reales, llamados términos independiatgksistema.

* X, j=1,...,n, son las variabledel sistema.

En el caso de ser todos los términos independientes ¢er®, b= 1, 2, ..., m, se dice que el sistema es
homogéneo.

Expresion matricial de un sistema.

Los conocimientos adquiridos sobre matrices facilitan la escritura de un sistema de ecuaciones lineales de
manera mas reducida.

A cada sistema le asociamos

a X, +a,X, +..+a,x, =b, a, @, .. a, X, b,
a21X1+ a22X2 +ot aZan :b2 N a21 a22 a2n i X2 = b2 donde
amlxl +am2X2 T +amnxn = bm aml amz amn Xn bm
a11 a12 aln
ay, a, .. @, . . .
A=, . . A OM xn €s la matrizde los coeficientede las incognitas
aml a‘mz amn
all a12 a1n bl
. a, a, a,, |b, N . . L . .
A* = . . A*0 M xn+1 €S la matriz ampliada con los términos independientes
aml am2 amn bm
Xl
X . . , .
X=|"72] XOM 41 es la matriz formada por las incégnitas
Xn
bl
b, . o .
B=| 7| BOM ny1es la matriz formada por los términos independientes
b
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1) Expresa el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas en forma matricial:

2X, =X, +X; =3 2 -1 1 X, -3
X, tX,=2%X;, =1 — -1 1 -2|-/x,|=|1
X, = 2X, +3X, =2 1 -2 3 X, -2

2) Expresar el siguiente sistema dado por su expresion matricial mediante ecuaciones:

2 0 1) (x 3 2X, X, =3
1 12X [|=]2] — <X +X,+2X;=2
-1 2 0) \xq 4 X, +2X, =4

3) Comprobar six=1;y=-1;z=0 es una solucién del siguiente sistema:

1 -1 1 X 2
-1 1 -2|-|y|=|0
2 0 3 z 2
En la expresion matricial sustituimos la matriz de las incognitas X por la solucion:

1 -1 1 1 1+1+0 2
-1 1 -2|-|-1|=|-1-1+2|=|0
2 0 3 0 2+0+0 2

Laigualdad es cierta - x=1;y=-1;z =0 es solucién.

Clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales

Atendiendo al numero de sus soluciones, los sistemas se clasifican en:
* Sistemas Incompatiblesio admiten ninguna solucion.
« Sistemas compatibleadmiten alguna solucion. Estos se clasifican en:
o0 Sistemas compatibles determinadtienen una Unica solucion.

0 Sistemas compatibles indeterminadtienen infinitas soluciones.

3X-y+z=-3

e Sistema compatible determinado: { x+2y+z=1 Solucién:x=1,y=2,z=-4
2x-2y-z=2

X-y+2z=0
¢ Sistema compatible indeterminado: <2x+y+z =3 Soluciébn: x=1—- A ,y=1+ A ,z= A, OAOR
3x+3z=3

(la tercera ecuacién es suma de las dos anteriores)

X+2y+z=4
. . . —1y+2z=-2 L
e Sistema incompatible: <2x-3y+4z=6 - - 0=9 - No hay solucion
-7y+2z=-11
3x-y+5z=1
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Sistemas triangulares
o Definicion Un sistema escalonado o triangular es un sistema de ecuaciones lineales del tipo:

a X, +a,x, +..+ax, =b
a,X, ...+ a,x, =b,

n

a Xog Fa, X, =b,

m-1,n-1"*n- m-Ln“*n

amnxn = bm

La ventaja de estos sistemas es que son muy faciles de resolver.

Ejemplo:
X+ty+z=2 X+y+z=2 - x+5+6=2 - x=-9
2y-z=4 — 2y-z=4 . 2y-6=4 - 2y=10 - y=5

2z =12 22=12 - z=6

METODO DE GAUSS. DISCUSION Y RESOLUCION DE UN SISTEMA

Dado un sistema de m ecuaciones con n incognitas se trata de obtener un sistema escalonado equivalente ¢
inicial. Es decir, el método de Gauss consiste en triangular la matriz de los coeficientes.

o Definicion Dos sistemasle ecuaciones se llaman equivalerteando admiten las mismas soluciones

Transformaciones permitidas entre sistemas

Las operaciones permitidas para lograr el sistema triangular equivalente son:
* Multiplicar (o dividir) una ecuacion por un namero distinto de cero.
* Sumar a una ecuacion otra multiplicada por un nimero o una combinacion lineal de las restantes.
e Permutar dos ecuaciones entre si.
e Suprimir una ecuacién que:
= Sea proporcional a otra.
s Sea combinacion lineal de otras ecuaciones.

= Tenga todos los elementos nulos (coeficientes y término independiente).

Ejemplo:
Xx+y=1
Resuelve aplicando el método de Gauss: {y+z =-2
X+z=3
1 10|12 1 1 0|1 1101 X+y=1 Xx=1-y=3
0 1 1|2|0QH-10 1 1|-2|0QH-]0 1 1|-2| —»y+z=-2 > <y=-2
10 1|3 0 -1 1|2 0 0 2|0 2z=0 z=0

Solucién: x=3,y=-2,z=0
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Discusion del sistema

A la hora de discutir un sistema escalonado, en el cual todas las ecuaciones son linealmente independientes,
se pueden presentar tres situaciones:
a) Si el n° de ecuaciones = n° de incégnitas, el sistema es compatible determinado.

b) Si el n° de ecuaciones > n° de incAgnitas, el sistema es compatible indeterminado.

¢) Si hay una ecuacion de la forma O - x = b, sienddbetsistema es incompatible.

Ejemplos

4x+2y =3
a) 4 Xx+y-z=2
3x+y+z=0

4 2 013 4 2 013 4 2 03
11 -1|2|0Q0-|1 1 -1|2|0dF~|1 1 -1]2
31 10 4 2 02 00 0/-1

El sistema es incompatible (32 ecuacion: 0 - x = -1), por tanto, no hay solucion.

2x-3y+z=0

b) { x+2y-z=0
4x+y-z=0
2 -3 1)|0 2 310 2 -31|0
1 2 -1j0|0EFH-|3 -1 00000233 -10(0
4 1 -1|0 6 -2 0|0 0 0 O0fO

El sistema es compatible indeterminado.

Hay dos ecuaciones L.i., con lo cual, consideramos una de las incégnitas como parametro y
expresamos las restantes en funcién de dicho parametro.

2x-3y+z=0 -3y +z =-2x Z=-2X+3y = -2X+9Xx =7X Z=7X
3x-y =0 - y =3x - y =3x - y =3X

Solucion:(A, 3A, 7A) OAOR

X+y+z=2

c) {2x+3y +5z =11
X—-5y+6z =29
11 1|2 11 1|2 1112
2 3 5/11|08FHF-~|0 1 3|7 |0QFRE-]01 3|7
1 -56|29 0 -6 5|27 0 0 23|69

El sistema es compatible determinado.
X+ty+z=2 Xx=2+2-3=1
y+3z=7 -Jy=7-9=-2 - Solucién:(1, -2, 3)
23z =69 z=3
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SISTEMAS DE CRAMER. REGLA DE CRAMER

o Definicion Se llamansistemas de Crameaquellos sistemas de ecuaciones lineales que cumplen las
siguientes condiciones:

a) Tiene el mismo n° de ecuaciones que de incégnitas: m = n

b) El determinante de la matriz de los coeficientes de las incognitas es no nuld: |A| #

Regla de Cramer

Todos los sistemas de Cramer son compatibles determinados y su solucién Unica viene dada por:

X; :m,i= 1,2,...,n
A
donde

* A eslamatriz que se obtiene a partir de la matriz de los coeficientes, cambiando la columna i por la
columna de los términos independientes

* A esla matriz formada por los coeficientes.

Consideramos en forma matricial: A-X = B, tal ¢ 1= O:
Multiplicando los dos miembros de la ecuacién matricial por la izquierda hajueda:
A A.X=A'""B = X=A"-B

Es decir:
1 Ay Ay ni b1
X, 1 A, A, Az bz
Al _
Xn Aln A2n Ann bn
Si desarrollamos este producto, obtenemos:
b1 a, - 4, a, bl Ay, a, a, - b1
b2 8, v Ay 8y b2 @y, ay 8y b2
_ bn a, @y, . _ ay bn @, . . _ a, 2, - bn
X, = ;oX, = D e DX,
Al Al Al

Observacion:

Si A= 0 se tiene que alguna ecuacién es combinacion lineal de las otras (i.e. esa ecuacion “sobra”); por
lo tanto, basta con detectar dicha ecuacion, eliminarla.

Para poder aplicar la regla de Cramer al sistema, se pasa una de las incognitas como parametro al otro
miembro. Para ello, tenemos que comprobar que el nuevo sistema es efectivamente tipo Cramer, es decir,
CADO#O.
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1. Resolver el siguiente sistema:

Xx-3y+3z=-2
2Xx+y-z=6
3x+2y+2z2=6

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:

1 -1 3
|Al=|2 1 -1=14#0 - Esun sistema de Cramer. La solucién del sistema es:

3 2 2

-2 -1 3 1 -2 3 1 -1 -2

6 1 - 2 6 - 21 6

6 2 2| 28 3 6 2| 14 3 2 6| -14
X=t— 1 =—" =2 y:—:_:]_ Z= = =-1

|Al 14 |Al 14 |Al 14

2. Resolver el siguiente sistema:

2Xx+y+z=7
X+z=4
3x-2y+z=2
2 11
[Al=|1 0 1/=4#0 - Es un sistema de Cramer. La solucion del sistema es:
321
7 11 271 2 7
4 0 141 1 0 4
2 21 321 3 22
e L . =2 e 8, =13 2 2l 12 4
Al 4 Al 4 Al 4
3. Resolver el siguiente sistema:
X—-2y+2z=3
2x-y+z=5
Xx+y-z=0

Calculamos el determinante de la matriz de los coeficientes:

1 -2 2
Al=|2 -1 1]|=0 (E, = E; + E3) — Suprimiendo dicha ecuacién, obtenemos el sistema:
11 -1
X—-2y+2z=3 X-2y=3-2z 1 -2
N —|cl= =320
x+y-z=0 X+y=2z 2 -1
3-2z -2 1 3-2z
w=l ? 1| _-3+4z 12 'z |_5z-6
[ 3 ] 3

Es sistema es compatible indeterminado. La solucion es: (—1+§z, gz -2, zj zOR

Leiza H.
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DISCUSION DE SISTEMAS. TEOREMA DE ROUCHE - FROBENIUS

La regla de Cramer no es aplicable en el caso de que el determinante de la matriz de los coeficientes de las
incognitas sea cero, ni tampoco en el caso de que el niumero de ecuaciones sea distinto del nimero de
incognitas.

Sea el sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas:
a X, +a,x, +..+a,x, =b,

2n"*n

a, X, + a,X, +...+a, X, =b,

a. X, ta X, +..+a, X, =b

Consideremos las siguientes matrices:

m

all a12 aln all a12 aln bl

a, a a . - a, a, .. a,|b . .
A== = _2" | matriz de los coeficientes A*|=* % 7 2|72 | matriz ampliada

aml a‘m2 amn aml a'm2 amn bm

Se verifica el siguiente teorema de Rouché-Frobenius

“Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas tiene solucion (es compatible) si, y sélo si, el rango
de la matriz de los coeficientes, A, es igual al rango de la matriz ampliada, A*".

Un sistema es compatible <rg (A) =rg (A*).

Clasificacion y discusion del sistema segun el teorema de Rouché
Consideremos un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas. Sea rgfA) =r <

1) Sirg (A) #rg(A*), el sistema es incompatible y no tiene solucion.
2) Sirg (A) = rg(A*), el sistema es compatible y tiene solucion.

a) rg (A) = rg (A*) = r = n (n° de incognitas), el sistema es compatible determinado.

Su Unica solucion se puede determinar mediante la regla de Cramer.

b) Si rg(A) = rg(A*) =r <n, el sistema es compatible indeterminado.
El sistema tiene infinitas soluciones que se determinan de la siguiente manera:
o Consideramos las r ecuaciones que forman parte del menor, las restantes se suprimen del sistema.

o Consideramos las r incognitas que intervienen en el menor como incognitas principales. Las
restantes n — r incognitas se consideran como parametros que junto con el término independiente
forman el nuevo término independiente.

ayX, tapX, oot agX =h —ay X, T magX,
By + By ¥ oot By =0, "B Xy "B, N° de parametros = n° incégnitas — rg A
a X ta,X, t..taX =b —a X, ~..-a,X,

Las soluciones de las r incégnitas principales quedan expresadas en funcion de los n — r parametros,
por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones
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1) Clasificar el siguiente sistema y resolver en caso de ser compatible:

X+y+z=3
X+z=2
2Xx+y+2z=5

Consideremos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

111 11 13
A=/101| ; A*=|1 0 132
212 21 25

11
rgA=rgA*=2yaque F3=F1+F2 ; =-1#0 — Es un sistema compatible indeterminado.
10

Consideramos del sistema las ecuaciones cuyos coeficientes forman parte del menor y consideremos
como incognitas principales aquellas cuyos coeficientes aparecen en el menor:

X+y=3-z
X=2-2
Aplicando la regla de Cramer:
3-z 1 13-z
2-z2 0 z-2 12-2z 2-z2-3+z
=L = —=2-7 : y = = =1
11 -1 -1 -1
10

Las infinitas soluciones del sistema son: x=2—-z;y=1;z=z, esdecir, (2—-A 1, N OAOR

2) Clasificar el siguiente sistema y resolver en caso de ser compatible:

X+y+2z=2
-3Xx+2y+3z=-2
2x-3y-5z=-4

Consideremos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

1 1 2 1 1 2|2
A=-83 2 3| ; A*=-3 2 3|2
2 3 -5 2 -3 -5|4
. 1
[A|=0 yaque F3+F2+F1=0 - rg A =2, considerando que el menor 2‘ =2+3%£0
Estudiamos el rango de A*:
1 1 2|2 1122 12 2 12
A*=|-3 2 3|2|0B™HtE. -3 2 32| - |2 3 —2:—4‘ 3‘:4¢o ~rgA*=3
2 -3 -5|-4 0 0 04 00 -4

Por tanto, el sistema es incompatible.

Leiza H.
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RESOLUCION DE SISTEMAS: METODO DE LA MATRIZ INVERSA

Ya hemos visto dos procedimientos de resolucion de sistemas: método de Gauss y la regla de Cramer.

El método de la matriz inversa consiste en expresar el sistema en forma matricial A-X = B y despejar la
matriz X, siempre que exista su inversd; A

A-X=B _X=A'.B

1) Resolver el siguiente sistema:<x -3z =-18
2x -5y +3z =52

—X+y+z:—1

11 1
A=|1 0 -3| - |Al=—5-6-3+15=1

2 5 3

11 2 -15 -8 -3 . -15 -8 -3
AT=l1 0 -5/ - Adj(AT)z 9 -5 2| . A_1=K-Adj(AT)= -9 -5 -2

1 -3 3 -5 -3 -1 Al -5 -3 -1
Célculo de los adjuntos de cada elemento de A":
AL =0 =5 A, = _5——(3+5)——8 AL =F %l=o3
11 -3 3 12 1 3 13 1 -3
A=t Z=-@3+6)=-9 A=l Lt =3-2=-5 Ap=-| t He@a-p=—2
278 3 B 2701 3 B 271 -3 B
Ay =F 2]=-5 Ap=-| t Zlea5-2)=-8 Am=| - Y=
31 0 -5 32 1 -5 33 1 0

Calculamos la matriz X, solucion del sistema:
-15 -8 -3 -1 3
X=A'-B=| -9 -5 -2||-18|=|-5|- La solucién del sistema es: x = 3, y=-5z=7
-5 -3 -1){ 52 7

X+y+z=2
2) Resolver el siguiente sistema: <2x-y+z=-1
3x+2y+z=6
111 12 3 1 1 -3 1 2
A=|2 -11| - |A|=5 - AT=|1 -1 2] - A_1:K-Adj(AT):g- 1 -2 1
3 21 121 | | 7 1 -3
L 31 2)\(2 L 5 1
X:A'l-B=g- 1 -2 1 \{-1=£{10]=| 2
7 1 -3)(6 -5 -1

Por tanto, la solucion del sistemaes: x=1,y=2,z=-1

Leiza H.
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I DISCUSION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES CON PARAMETROS

Recuerda que hay dos procedimientos para analizar el n® de soluciones del sistema:
* El teorema de Rouché-Frébenius.
* El método de Gauss.
Hay tres métodos de resolucion de sistemas lineales compatibles:
* El método de Gauss.
e Lareglade Cramer.
* Empleando la matriz inversa.

1) Sea considera el sistema:
2y+z=a

(a-2)x+y+3z=0
(a-dy=1-a
a) Estudie el sistema, segun los valores de a 0 R.
b) Resuélvalo cuando sea compatible indeterminado.

Consideramos la matriz de los coeficientes y la matriz ampliada:

0 2 1 0 2 1 1
A=la-2 1 3 A*=|la-2 1 3/ 0
0 a-10 0 a-10]1-a

Estudiamos el rango de A:

21
‘1 3=6—1=5¢0 >rgA=2 |Al=(@-2)-(a—1)=0sia=1,a=2
Portanto,rgA=2sia=1,a=2.
0 2 11
0o Sia=1- A*=|-11 3/0| - rg A*=2=rg A - sistema compatible indeterminado.
0 0 00
2y+z=1 2y+z=1 - _
Tenemos el sistema: y - y - y:3 X; z:2X 1
-X+y+3z=0 y+3z =X 5 5

Solucién: (5A,3-A\,2A-1) OAOR

0212
0o Sia=2 - A*=|0 1 3]0 | - rg A*£rg A - sistema incompatible.

0 10-1

2
0|=-6-6+1=-11#20 - rgA*=3

[ENEN N
o W

0o Siaz2,a#1 - rgA*=rg A=3 - sistema compatible determinado.
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2) Dado el numero real a, se considera el sistema
X—ay+z=a
ax-y+z=1

-ax-y+z=a
a) Discuta el sistema segun los valores de a.

b) Resuelva el sistema para el caso a = 2.

1 —al
A=la -11
-a -11
1 -a 1 —al
Calculamos su determinante: |A|=|a -1 103701 |a -1 1|=2a@-1)=0-a=1,a=0
-a -1 2a 0 O
1 0 10
o Sia=0- A*=|{0 -1 11| - rg A*#£rg A - sistema incompatible.
0 -1 10
010 0
-111 :—‘ j‘:lio - rgA*=3
-110
1 -111
o Sia=1- A*=|1 -1 11| - rg A*=rg A - sistema compatible indeterminado.
-1 -111
1 21
o Sia=2-5 A=|2 -11| - |Al= 4 (sustituyendo a=2)
2 -11

Aplicando el método de Gauss para resolver el sistema:

1 -2 1|2 1 -2 1|2 1 -2 1|2
2 111 oBFfrtte |2 -1 1|1 |[oBFTHRAo|1 1 o1
2 -112 4 0 0|-1 4 0 0|1

El sistema triangular equivalente que hemos obtenido es:

1 6 3
-——+—+z=252z2=—
X—-2y+z=2 4 4
X+y:—1 y:—1+£:—§
4x = -1 4 4
x= 1
X==-=
4

Por tanto la soluciéon del sistema es: (—

NG

i

~lw
| w

Leiza H.
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DISCUSION DE SISTEMAS DE ECUACIONES HOMOGENEOS

o Definicién Un sistema se llama homogéneo cuando todos los términos independientes son nulos.

Caracteristicas:

0 Siempre va a tener la solucion (0,0,0), llamada solucion trivial.

o Siempre rg (A) = rg(A*) —El sistema homogéneo nunca va a ser incompatible.

o0 Si|A| =0 —El sistema es compatible indeterminado.

0 Si|A| #0 — El sistema es compatible determinado, siendo a solucién la triyRl0 x
Ejemplos

Estudiar el sistema para los distintos valores del parametro “a”. Resolver en caso de ser compatible.

2x-3y+z=0

x—ay-3z=0

5x+2y-z=0
2 31
A=|1 -a -3
5 2 -1

Al ser un sistema homogéneo el rang(A) = rang(A*), por tanto, admite la solucién trivial (0, 0, 0)

|A|=(2a+2 +45)— (-5a+3—12) = 7a + 56
JA|I=0 - 7a+56=0 - a=-8

Sia=-8 - rang (A) = rang(A*) = 2 < n°®incognitas — S.C.I.

Sia= -8 - rang (A) = rang(A*) = 3 = n® incégnitas - S.C.D.

Resolucién para a = -8:

2 3 1 1 8 -3 1 8 -3
A=|1 8 -3|o0ffrfl.|2 -3 1 Dﬁgjﬁggﬁfﬁq 0 -19 7
5 2 -1 5 2 -1 0 -38 14
56N A
X=32-8y=3A———F=—
X+8y—-32=0 +8y=3
y-3z L x*8y =3z 19 19
-19y+7z=0 19y =7z _TA
=19

Solucién: x =X\, y =7\, z = 19X\

Leiza H.
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1. Resolucién de sistemas lineales. Método de Gauss

1.1. Resolver los siguientes sistemas, aplicando el método de Gauss:

X+2y+2z=2 X+2y+5z=-1 x+y=1 3x+4y-z=3
a){ x+2y+z=3 b) 3x+y=-2 C){y+z=-2 d) {6x-6y+2z=-16
-x+3y =1 ~x+3y=4 X+z=3 X-y+2z2=-6
2x +5y =16 3Xx+2y+z=1 X+2y+z=9 -X+y+3z=-2
e) {x+3y-2z=-2 f) <5x+3y+3z=3 g) 4 Xx-y-z=-10 h) { 4x+2y-z=5
X+z=4 x+y+z=0 2x-y+z=5 2x+4y -7z =1

Soluciones: a) (2,1,-1) ; b)[—l,l, —é j 7€) (3,-2,0);d)(-1,1,-2);e) (-2,4,6) ;1) (g,—z

1.2. Discutir los siguientes sistemas y resolver en caso de ser compatible:

1

,5); 9) (1, 1,8);h) @—%0)

x+y+z=11 2x—-4y+6z2=2 X=-2y+z=1 X-y+27=2

a){ 2x-y+z=5 b) y+2z=-3 C) 4 3x-y-2z=4 d) {—x+3y+z=3
3X+2y+z=24 X-3y+z=4 -4x+3y+z=2 X+y+5z=7
Xx+y+z=1 -X+y+z=3 2x-y+z=1 3x-2y+z=5

e) {2x-y+z=2 ) x-y+z=7 g){ Xx-y-z=2 h) X+2y-z=3
x-2y=1 X+y-z=1 X+y+5z2=3 -X+6y-3z=1

9-7\N 5-3A

3-2\

Soluciones: a) (4, 5, 2) ; b) (<7A =5,-3-2\,A\) OAOR, ¢) S.I.; d) [T — ,)\j ONOR ; e) (T %)\j ONOR

f) (4,2,5);9)S.1.;h) (2,1, 2A-1)OAOR

1.3. Discutir y resolver, en caso de ser compatible, los siguientes sistemas homogéneos:

X-y+z=0

X+y+z=0 2x-3y+z=0 X—-y+3z-14t=0
a) {2x+y-z=0 b) { x+3y+2z=0 c) 3x-y=0 d) { 2x-2y+3z+t=0
2x+4y+3z=0 Ax+y-z=0 3x-3y+5z+6t=0

y+z=0

Soluciones: a) (0, 0, 0) ; b) (A, A, =2A) OAOR, ¢) (A, 3\, 7A) ONOR ; d) (A, A,0,0) OANOR

1.4. Resolver los siguientes sistemas:

2x-y+w =7 2x+y+z-3t=4 2x-y+w=0
-2y+z=2 -2y+z=0
a) Xmeyrz b) X+3y-z+2t=2 C) XTeyrz
3x+z=2 5x-y+z+w=0
Ax = 4 -3x+y-3z+8t=-7 5x-2y—-z+2w =0
X+ty+z=2
xry-z+t=1 2y-72=0 X-y-z+t=4
X-2y-7z= -y- =
A x-y-t=2 1 v ] f){ +y+ t—z
L —t=0 y+z= X+y+z-t=
2x+3y =0

Soluciones: a) (1, -2, -1, 3) ; b) S.1, ¢) (0, 0, 0, 0), d) [ >

3+N 1+A
T

)\,)\j AOR, e€)(3,-2,1),f (3,-1-A+u,Ap)AuOR
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2. Resolucion de sistemas lineales. Regla de Cramer

2.1. Resolver los siguientes sistemas, aplicando la regla de Cramer:

x-2y-3z=1

5x+2y+3z=4 X+ty+z=2 X-y=7
a){ 2x+2y+z=3 b) {2x+3y +5z =11 C) {3x+2y+2z=1 d{2x+y-z=3
X—-2y+2z=-3 X -5y +6z =29 —2x+3y+z=-9 y+z=3

Soluciones: a) (1,1,-1) b):(1,-2,3);¢c)(1,-3,2);d)(5,-2,5)

2.2. Discutir los siguientes sistemas y resolver en caso de ser compatible, aplicando la regla de Cramer:

X+y-z=1 X+2y+z=3 -X+2y-z=1 y+z=-1
a){ 3x+2y+z=1 b)  2x-y+z=-1 C) {2x -4y +2z =3 d) x-y=1
5x+3y+3z=1 3x+y+2z=2 X+ty+z=2 X+2y+3z=-2

Soluciones: @) (-1 — 3\, 4\ +2,A) ; b) BN =4, A, 7—=5\); ¢) S.I. d) (1+ A, A, =1 — A)

2.3. Discutir y resolver, en caso de ser compatible, los siguientes sistemas homogéneos, empleando la regla
de Cramer:

2x-y=0 3x-5y+z=0 X-y+z=0 X+y+5z=0
a) {11x-y-3z=0 b) § x-2y+z=0 Cc) ¢ Xx+y+3z=0 d) { 3x-y-2t=0
X-2y+z=0 x+y=0 x-5y-9z=0 X-y+z-t=0

Soluciones: a) (A\,2A,3\) DAOR ; b) (0,0, 0), ¢) (-A,-2A,A) DAOR ; d) (A, -A,0,2A) OAOR

3. Discusion y resolucién de sistemas con un paramet ro

3.1. Discute, en funcioén del parametro k, estos sistemas de ecuaciones:
X+y+z=k+2

4x+2y =k 4x +2y =k
a){ x+y-z=2 b){ x+y-z=2 c) «Xx—-ky+z=1
kx+y+z=1 kx+y+z=0 Kx+y+z=4

Solucién: a) k=3 SCI, k#3,SCD b)k=3SI, k#3,SCD;c)k=1SI,k=-1SCI, k#zLk# -1 S.C.D

3.2. a) Discutir, segun los distintos valores del parametro m, el siguiente sistema.

b) Resolver en el caso de m = -2.
(m-6)y+3z=0

2x+y—-z=m-4
(m+1)x+2y =3
Solucién: m =5 SCI; m=-3 S.l., m#5, m# -3 S.C.D. Para m = -2 solucién: (-3, 0, 0)
3.3. Discutir, segun los distintos valores del parametro A, el siguiente sistema. Resolver el sistema para a = 8
X+2y+z=2
2x-y+3z=2
7x-y+az=6

Solucién: a=10S.l; a#10 S.C.D. Para a = 8 solucion: (—% , g ,1J
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3.4. Dado el sistema:

—ax+y =1
-Xx+ay-z=0
x+y+az=1

a) Estudie su compatibilidad segun los valores del nimero real a.
b) Resuélvalo cuando a = 0 si es posible.
Solucién: a=-1S.I; a# —1S.C.D. Para a = 0 solucién: (0, 1, 0)

3.5. Dado el sistema
ax+y+z=a
X+y+z=a
y+az=2

a) Estudie su compatibilidad segun los distintos valores de a.
b) Resuélvalo cuando sea compatible indeterminado.

Solucién: a=1S.C.I; a#1 S.C.D. b) solucién: (-1 2-A,A) OAOR

3.6. Dado el sistema
X+y+z=1
2x+y+tmz=1
4x+y+m’z=m
a) Estudie su compatibilidad segun los valores de m.
b) Resuélvalo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion: m=1S.C.,m=2S.1. m#1;m#2 S.C.D.b)solucion: (0,1-A,A) OAOR

4. Resolucion de problemas empleando la matriz inver ~ sa (AX=B — X =A™ .B)

4.1. Calcule los nimeros a, b y ¢ para que la curva de ecuacién y = ax® + bx® + cx + 4 pase por los puntos
(1,10), (-1,2) y (2,26). Demuestre que la curva es Unica. Escriba dicha curva.

Solucion: f(x) = x* + 2x° + 3x + 4

4.2. En un almacén un mayorista compra 5 unidades de un producto A, 4 de By 3 de C, pagando un total de
8.600 €. Otro cliente compra 2 paquetes de A, 7 de B y 4 de C, gastando 7.300 €. Un tercer cliente compra 8
de A, 13 de B y 5 de C, pagando lo que los otros dos juntos. ¢ Cuanto vale cada producto?

Solucién: A=1.000, B=300 y C=800 €.

4.3. Una gran multinacional destina 900.000 € para gratificar a sus 51 empleados. Concede 25.000 € a los
empleados de nivel A, 20.000 a los de nivel B y 15.000 a los de nivel C. Teniendo en cuenta que para los de
nivel C destina en total el doble que para los del B, ¢ cuantos empleados hay en cada nivel?

Solucion: A=6, B=15 y C=30 empleados

4.4. La suma de las edades de tres personas es, en el momento actual, 73 afios. Dentro de 10 afios la edad
de la mayor de ellas sera el doble de la edad de la persona mas joven. Hace doce afios la persona con edad
intermedia tenia el doble de afios que la mas joven. Hallar las edades de las tres personas.

Solucién: 15, 18 y 40 afios

4.5. En una mesa de una cafeteria tomaron dos cafés, 1 refresco y dos tés, costandoles 5,30 €. En otra
mesa pagaron 8,40 € por tres cafés, 3 refrescos y 1 té. Por otra parte, dos amigos tomaron un café y un
refresco en la barra, donde el precio es un 10% mas barato, pagando 2,50 €. ¢ Qué cuesta cada bebida?

Solucién: café=1 €, refresco=1,50 €, t6=0,90 €

4.6. Tres amigos suben a una béascula de dos en dos: Andrés y Benjamin suman 173 kg, Andrés y Carlos
152 kg, mientras que entre Benjamin y Carlos pesan 165 kg. ¢ Cuanto pesa cada uno?

Solucion:Andrés=80 kg; Benjamin=93 kg; Carlos=72 kg
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5. Repasa

5.1. Se consideran las matrices:

3 -10 100
A=|-1 3 0| elz=|0 10
0 0 2 001

a) Resuelve la ecuacién det (A — x - I3) = 0. (1 punto)
b) Discuta el sistema homogéneo de matriz A — x - 5, segln los valores del nimero real x. (0.75 puntos)
¢) Resuélvalo en aquellos casos en que el sistema sea compatible determinado. (0.75 puntos)

5.2. Dado el sistema:
(@-Dx+2y+(@a-DHz=1+a

(@a+y-(a+Dz=2
X+y+az=a

a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a. (1.5 puntos)
b) Resuélvalo cuando a = 0. (1 punto)

5.3. Dado el sistema:

X+y+z=2
ax+y=1
X+y+2z=3

a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a. (1 punto)
b) Resuélvalo en el caso en que sea compatible indeterminado. (1.5 puntos)

5.4. Dado el sistema:
X+y+z=a
X+ay+z=a
Xx+y+az=1

a) Estudia su compatibilidad segun los valores de a. (1.5 puntos)
b) Resuélvalo en el caso en que sea compatible indeterminado. (1 punto)

5.5. Dado el sistema:
Xx+ay-z=1+a

X+y-az=2
X-y-z=a

a) Estudia su compatibilidad segln los valores de a. (1.5 puntos)
b) Resuélvalo en el caso en que sea compatible indeterminado. (1 punto)

1 11
5.6. Dado el nimero real m, se considera la matriz: A=| 1 m 1
m 11

a) Halle los valores de m para los que la matriz A tiene inversa. (0.75 puntos)

b) Param = 2, halle, si existe, la inversa de A. (1 punto)
-4

¢) Para m = 2, calcule el vector X que verifigue A - X =B siendoB=| 1 | (0,75 puntos)
4
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