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Capitulo 1

Problemas de Algebra

1.1 Matrices, Examenes de Ciencias Sociales

Problema 1 Sean las matrices

1 -2

2 -1 0 2 1
a=( )53 3) o= 0
0 2 -1 2 2 P

1. Calcule la matriz P que verifica B- P— A = C* (C?, indica transpuesta
de C).

2. Determine la dimensién de la matriz M para que pueda efectuarse el
producto A - M - C.

3. Determine la dimensién de la matriz N para que C*- N sea una matriz

cuadrada.
Solucién:
1.
B-P-A=C'—=B-P=C'+A=— P=B"1(C'+ A)
- 10 -2
C‘(—z 2 0)
1 1 —1/2
B _<—1 1
gt Ay 1 —1/2 3 -1 -2\ [ 4 -3
P=B (C+A)_<—1 1 2 4 1)~ 5 5
2.

Azyz - Mypxn - Caxa =>m =3, n=3

~3/2
1

)
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Cixa = iy
Chs  Npxn =>m =3, n=2
Problema 2 Se pide:

1. Resuelve la ecuacién matricial X - A+ A = X - B, siendo A’ la matriz
transpuesta de A.

2. Hallar la matriz X sabiendo que

10 0 3/2 0 -1
A=| o1 1| yB=| 1/2 1 1
-1 0 -1 —3/2 1 -1

Solucion:

. X-A+A'=X-B=X-A-X-B=-A'=—= X(A-B) = -Al =
X=-A.(A-B)!

2.

-1 0 1 -1/2 0 1
—Al = 0 -1 0|, A-B=| -1/2 0 0
0 -1 1 /2 -1 0

0 -2 0

(A-B)'=]10 -1 -1

1 -1 0
-1 01 0 -2 0 1 10
X = 0 -1 0 0 -1 -1 |=|011
0 -1 1 1 -1 0 1 01

Problema 3 Sea A = ( ? _; >

1. Calcular A2.

2. Calcula todos los valores de x e y para los que se verifica que

2 £U+1 -2

Solucion:



1.1. MATRICES, EXAMENES DE CIENCIAS SOCIALES 7
2z -1\ [z -1 22—1 —xz—y
1 Y 1 Y r+y yr-1
2 -1 —z—y [ x+1 =2 .
z+y yP—-1) " 2 -1

?—-1=x+1

—r—y=-2 ] r=
rz+y=2 y=0

y?P—1=-1

Problema 4 Dadas las matrices
—4 0 -1 2 2 0
Calcular la matriz X que verifica AX B = 2C.

Solucidén:
AXB=2C = X = A '20B~!

1 ( -1/4 0 1 0 1/2 . 4 0
A _< a1 ) B mlap g, ) 207471 9y
Y —-1/4 0 ‘ 4 0\ 0 12\ (0 —-1/2
- 1/4 1 -2 4 /2 1/4 ) 2 1/2
Problema 5 Determinar la matriz X que verifica la ecuaciéon B- X — A =

2X, siendo:
7T =7 -2 1

Justificar la respuesta.

Solucion:

BX-A=2X=—=BX-2X=A— (B-2)X=A=— X =(B-2I)"'4A

B -2l = < _3 1>:>(B—21)1: ( _1/81 1/‘11>

() ()3
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Problema 6 Responde razonadamente a las siguientes cuestiones:

1. Una matriz cualquiera, jsiempre se puede multiplicar por su trans-
puesta?

2. Todo sistema con mas ecuaciones que incognitas es incompatible, ;ver-
dadero o falso?

3. La probabilidad de que un cierto equipo de futbol gane un partido es
0,4 y la de que pierda es 0,3. ;Cuadl es la probabilidad de que empate?

4. ;Qué se puede decir acerca de la grafica de una funcién g(z) si se sabe
que g(0) =0y ¢'(0) = 07

Solucion:
1.

Dim(C) =m x n, Dim(CT) =nxm = Dim(C-CT)=mx M

Si C' es una matriz cualquiera, siempre se podrda multiplicar por su
transpuesta y nos dard una matriz cuadrada de orden igual al nimero
de filas de C.

2. Es falso, tenemos que estudiar el rango de la matriz asociada al siste-
ma y compararlo con el rango de la ampliada. Es trivial pensarlo con
un contraejemplo: Cuatro ecuaciones iguales, o combinaciones de una
de ellas, y con tres incognitas nos da un sistema compatible indeter-
minado.

P(Empate) =1-0,4—-0,3=0,3
4. Que g(0) = 0 = la grafica de esta funcién pasa por el punto (0,0).
Que ¢'(0) = 0 quiere decir que, la grafica presenta un punto critico en

el punto (0, 0).

Problema 7 Calcula el determinante de las siguientes matrices:

1 -2 3
1 2
(1) 5

ot
(=]

Solucion:

Al =

[N

Il
=
%

Il
ot
o
=]

Il
o
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5 12 7

Problema 8 Sabiendo que 24 — B = ( i 9 7

11 25 0
20 10 35

1. jCuales son las dimensiones de A y B?

)yque 3A+ 2B =

2. Calcula las matrices A y B.

Solucion:

1. Para poder sumar o restar matrices, éstas deben tener la misma di-
mension, y si tenemos en cuenta que la dimensién de una matriz no

varia al mutiplicarla por una constante, podemos concluir con que
dimA=dimB =2 x 3.

5 12 7 2 7 3
2A_B_<4 27> A‘<427>

=
11 25 0 1 2 -3
3A+23_<20 10 35) B_<42 7)

Problema 9 Hallar la matriz X que cumple AX A = 2B A, siendo:

(21) - (30)

Solucién:
AXA=2BA= AX=2B=X=A4"1.2-B
2 -1 2 0
-1 _ . _
2 -1 2 0 0 —6
X_<—3 2)'(4 6>_<2 12)
01 1 3 2
Problema 10 Se consideran las matrices A=| -3 1 |yB= < 0 1 -4
2 1

1. Calcular A- By B- A.

T
2. Discutir si existe solucion al sistema AB| y | = | 5 |. En caso
z

afirmativo, resolverlo utilizando el método de Gauss.
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Solucion:
1.
0 1 0 1 -4
= R R B I I
2 1 2 7 0
0
1 3 2 ) 6
01 —4 9 1) —-11 -3
2.
0 1 -4 T 2
-3 -8 -10 y |=125
2 7 0 z 0
0 1 —412 1 0 —-412
-3 -8 -10|5 | =ce—ac]| -8 -3 -10|5 | =
2 7 00 7 2 010

0 -1 —-14|7

10 —4| 2
f2+8fl] 0 -3 —42| 21 :>[f2/3
2 0 -1 —14|7

fs—=Tf 0 08 | —14 f3/2
Como tiene dos filas iguales, mientras que las dos primeras son inde-

pendientes, podemos asegurar que el sistema es compatible indetermi-
nado. El sistema asociado sera:

1 1 0 —-4|2

r=-—7— 14t
T — dz= 2 o4t
—y— ldz= 7 Z:t

Problema 11 Hallar todas las matrices

X:(a 0); a,b,ceR
b ¢

que satisfacen la ecuacién matricial
X% =2X

Solucion:

2 v v _ a O _ a 0
X_XX_<b c><bc
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Igualando las expresiones
2 _ _ —
o2 0 % 0 a® = 2a a=0, a=2
5 | = =< ab+cb=2b = ¢ ab+cb=2b
ab+cb ¢ 2b 2c 9

Tendremos las siguientes posibles soluciones:

e Sia=0, c:0:>2b:0:>b:0,luegoX:<8 8>

e Sia 0 = b = b = b puede ser cualquier valor, luego

Y

SN o
S O 0

X =

el

e Sia=0¢c=2= b= b= b puede ser cualquier valor, luego
00

X=14 o

VR
N———

e Sia=2, c:2:>2b+2l):2b:>b:(),luegoX:(3 g)

1.2 Sistemas de Ecuaciones, Examenes de Cien-
cias Sociales

Problema 12 Se considera el sistema lineal de ecuaciones dependiente del
parametro real m:

ma+ y— 3z= 5
—T+ y+ z= —4
T+ my— mz = 1

1. Discutase el sitema segin los diferentes valores del pardmetro m.

2. Resuélvase el sitema para m = 2.

Solucién:
1.
m 1 -3| 5 1
A= -1 1 1|4 | = |4 :2m2+2m+4:O:>{ :2
1 m —m| 1 me=

e Sim# —1ym#2=|A| # 0 = Rango(A) =Rango(A4) =n°
de incégnitas = Sistema Compatible Determinado.
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e Sim=-1:

Tenemos que |A| =0y que :i _i) ‘ =2 # 0= Rango(A) =
1 -3 5
2. Y tenemos que | 1 1 —4|=6% 0= Rango(A) = 3.
—1 1 1
Luego en este caso Rango(A) # Rango(A) = Sistema Incom-
patible.
e Sim=2:
2 1 -3 )
A= -1 1 1|—4
1 2 -2 1
Observamos que la tercera fila es la suma de las dos primeras y por
tanto Rango(A) = 2. Como |A| =0y que _? 1 ‘ =3#0=

Rango(A) = 2. Luego en este caso Rango(A) = Rango(A) <n
de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado.

[¢]

2. Cuando m = 2 el sistema es Compatible Indeterminado, luego tendra
infinitas soluciones. Para resolverlo eliminamos la tercera ecuacion,
que es combinacién lineal de las dos primeras.

{ 22+ y— 3z= 5 :>{ 2z+ y= o+ 3z
—z+ y+ z= -4 —z+ y= —4- z
4
y=—-1+1
z=t

Problema 13 Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, depen-
diente del parametro real k

2z— 3y+ 2=0
z— ky— 32=0
o+ 2y— z=0

Se pide:
1. Discutir el sistema para los distintos valores de k.

2. Resolver el sistema en los casos en los que sea posible.
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Solucion:

1. Se trata de un sistema homogeneo

2 -3 1
A=|1 -k -3 |, |A|=Tk+56=0=>k=—8
5 2 -1

Si k # —8 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 = sistema compatible
determinado.

Sik=8:

A= =_1340

-8

2 -3
1
Luego el Rango(A) = 2 = el sistema seria compatible indeterminado.

2. Cuando k # 0 el sistema era compatible determonado, y como se trata
de un sistema homogeneo, la tunica solucién seria ¢ =y = z = 0, es
decir, la solucién trivial.

Cuando k = —8 el sistema sera compatible indeterminado con un gra-
do de libertad, es decir, tendra infinitas soluciones que depen deran de
como varie un parametro.

Por el menor que escogimos en el apartado anterior para el estudio
del rango, en este caso, podemos despreciar la tercera ecuacién con lo
que nos queda el siguiente sistema:

17

T=—t

19

22— 3y+ z2=0 2z— 3y= —=z 5
z=1

1.2.1 Sistemas con Planteamiento

Problema 14 Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por
un total de 19152 euros. La tltima versién del videojuego ha salido a la
venta por un importe de 36 euros. Ademads de la ultima versién ha ven-
dido, con un descuento del 30% y del 40%, otras dos versiones anteriores
del videojuego. El ntimero total de ejemplares vendidos de las dos versiones
anteriores ha sido la mitad del de la ultima versién.

;,Cuantos ejemplares vendi6é de cada version?
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Solucioén:

Nombramos a las variables

x es el n° de videojuegos vendidos de la 12 versién
y es el n° de videojuegos vendidos de la 2% versién

z es el n°® de videojuegos vendidos de la 32 version

Tendremos
T +y+ 2z =600 r =120
36-0,7r +36-0,6y + 362z = 19152 y = 80
x+y:§ 2 = 400

Problema 15 Las edades de tres vecinos suman 54 afios y son proporcio-
nales a 2, 3 y 4. Halla la edad de cada uno de ellos.

Solucion:
=54 =12
vyt z=5d m—i—%—i—z 5 x
T _ Yy _z = 4§ ¥y=37T — 1 y=18
2 3~ 1 =9 z2=24

Problema 16 La suma de las tres cifras de un ntimero es 18, siendo la cifra
de las decenas igual a la media de las otras dos. Si se cambia la cifra de las
unidades por la de las centenas, el niimero aumenta 198 unidades. Calcula
dicho ntimero.

Solucion:
xﬂéizzlg ot oyt 2= 18
100x 4+ 10y + z + 198 = 100z + 10y + x r— z= -2
r=2>5
y==6
z2=7

El ndmero buscado es 567.

Problema 17 Juana y Mercedes tienen 20000 euros cada una para inver-
tir. Cada una de ellas hace la misma distribucién de dinero en tres partes,
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P, Q y R, y las llevan a una entidad financiera. Al cabo de un ano, a
Juana le han dado un 4% de intereses por la parte P, un 5% por la parte
Q y un 4% por la parte R, y a Mercedes le han dado un 5% de intereses
por la parte P, un 6% por la parte @ y un 4% por la parte R. Juana ha
recibido un total de 850 euros de intereses, mientras que Mercedes ha reci-
bido 950 euros.;De cuintos euros constaba cada una de las partes P, Q y R?

Solucion:
P+ Q+ R = 20000 P = 5000
0,04P+ 0,05Q+ 0,04R= 850 =< @ = 5000
0,05P+ 0,06Q+ 0,04R= 950 R = 10000

Problema 18 Tres hermanos tienen edades diferentes, pero saben que la
suma de las edades de los tres hermanos es de 37 afios y la suma de la edad
del mayor més el doble de la edad del mediano mas el triple de la edad del
pequeinio es de 69 anos.

1. Expresa las edades de los tres hermanos en funciéon de la edad del
hermano menor.

2. (Es posible que el hermano pequeno tenga 5 anos? ;Y 12 anos? Ra-
zona la respuesta.

3. Calcula la edad de los tres hermanos.
Solucion:

1. x : anos del mayor, y : anos del mediano, z : anos del pequeno.

z+ y+ z= 37 z+ y+ = 37—z x =
z+ 2y+ 3z= 69 z+ 2y+ = 69—-3z Yy =
2. 81 z=5= 2 =10, y = 22, lo cual es posible. Si z =12 = z =
17, y = 8§, lo cual es no es posible.

3. El sistema es compatible indeterminado y por tanto tiene infinitas
soluciones. No se puede saber la edad de los tres hermanos.

Problema 19 Juan decide invertir una cantidad de 12000 euros en bolsa,
comprando acciones de tres empresas distintas, A, B y C. Invierte en A el
doble que en la B y C juntas. Transcurrido un ano, las acciones de la em-
presa A se han revalorizado un 4%, las de B un 5% y las de C han perdido
un 2% de su valor original. Como resultado de todo ello, Juan ha obtenido
un beneficio de 432 euros. Determinar cudnto invirtié Juan en cada una de
las empresas.

z+5
32 — 2z
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Solucioén:
z+y+ 2 =12000 z+ y+ 2= 12000 z = 8000
r=2y+2) = x— 2y— 2z= 0 y = 2750
0,04z + 0,05y — 0,02z = 432,5 dz+ by— 2z= 4325 z = 1250

Juan ha invertido 8000 euros en la empresa A, 2750 euros en la B y 1250
euros en la C.

Problema 20 Tres trabajadores, A, B y C, al concluir un determinado
mes, presentan a su empresa la siguiente plantilla de produccién, correspon-
diente a las horas de trabajo, dietas de mantenimiento y km de desplaza-
miento que han realizado cada uno de ellos.

Horas Trabajo | Dietas | Kms
A 40 10 150
B 60 15 250
C 30 6 100

Sabiendo que la empresa paga a los tres trabajadores la misma retribucién:
x euros por hora trabajada, y euros por cada dieta y z euros por km de
desplazamiento y que paga ese mes un total de 924 euros al trabajador A,
1390 euros al B y 646 euros al C, calcular x, y, z.

Solucion:
40z+ 10y+ 150z = 924 z =15
60x+ 1by+ 250z= 1390 = ¢ y =30
30z+ 6y+ 100z = 646 =

Problema 21 Tres familias van a una pizzeria. La primera familia toma 1
pizza grande, 2 medianas y 4 pequenas, la segunda familia toma 1 grande y
1 pequena, y la tercera familia, 1 mediana y 2 pequenas.

1. Sea A una matriz 3 X 3 que expresa el nimero de pizzas grandes,
medianas y pequenas que toma cada familia. Calcule A™!.

2. Si la primera, la segunda y la tercera familia han gastado en total en
pizzas en esta pizzeria 51,50; 15,90 y 21 euros respectivamente, calcule
el precio de una pizza grande, el de una pizza mediana y el de una
pizza pequena.

Solucién:
1.
grandes | medianas | pequenas 1 2 4
12familia 1 2 4 —ooa-| 1 01
22familia, 1 0 1 01 2
32familia 0 1 2
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1 0 -2
A7l = 2 -2 -3
-1 1 2
2.
1 2 4 T 51,5
101 y | =1 15,90
01 2 z 21

AX=B— X =A'B

x 1 0 -2 51,5 9,5 =95
y |=| 2 -2 -3 15,90 | = 8,2 | ={ y=8,2
z -1 1 2 21 6,4 2 =6,4

Problema 22 Juan, Pedro y Luis corren a la vez en un circuito. Por cada
kilébmetro que recorre Juan, Pedro recorre 2Km y Luis recorre tres cuartas
partes de lo que recorre Pedro. Al finalizar, la suma de las distancias re-
corridas por los tres fué de 45 Km, jcuantos Kilémetrosrecorrié cada uno?
Solucién:
Sea x los Kilémetros que recorre Juan, tendremos
3

x+2m+1-2x:45:>x:10
Luego Juan ha recorrido 10 Km, Pedro 20 Km y Luis 15 Km.
Problema 23 Encontrar tres nimeros, A, B y C, tales que su suma sea

210, la mitad de la suma del primero y del tltimo mas la cuarta parte del
otro sea 95 y la media de los dos tltimos sea 80.

Solucién:
A+ B+C =210 A+ B+ C= 210 A =50
ALQCJF%:% =< 24+ B+ 20= 380 = { B =40
BC =80 B+ C= 1600 C =120

Problema 24 Una fabrica de helados elabora tres tipos de helado, Hy, Ho
y Hs, a partir de tres ingredientes A, B y C. Se desea saber el precio unita-
rio de cada ingrediente sabiendo que el helado H; se elabora con 2 unidades
de A, 1 unidad de B y 1 unidad de C' y supone un coste de 0,9 euros. El
helado Hj se elabora con una unidad de A, dos unidades de B y 1 unidad
de C' y supone un coste de 0,8 euros. El helado Hs se elabora con 1 uni-
dad de A, 1 unidad de B y dos unidades de C'y supone un coste de 0,7 euros.
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Solucioén:
x: precio unitario del ingrediente A
1y: precio unitario del ingrediente B

z: precio unitario del ingrediente C

20+ y+ 2=0,9 r=0,3
z+ 2y+ 2=0,8 =< y=0,2
z+  y+ 22=0,7 z=0,1

Problema 25 Un individuo que realiza fotografias con una cdmara digital.
Sabe que cada fotografia de calidad normal ocupa 0,20 megabytes de me-
moria. Cada fotografia de calidad éptima ocupa siempre una cantidad a de
megabytes, pero el individuo no la conoce. Esta semana ha llevado a revelar
24 fotografias que le han ocupado un total de 9,2 megabytes de memoria.

1. Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de a) donde las incégnitas
sean el numero de fotos de cada clase que ha realizado. Estudia la
compatibilidad del sistema.

2. ;Hay alguna cantidad de megabytes que es imposible que ocupe cada
foto de calidad 6ptima?

3. La semana pasada también hizo 24 fotos y ocupé 9,2 megabytes de
memoria en total. ;Es posible que el nimero de fotos de cada tipo
fuera diferente al de esta semana?

Solucion:

1. z: fotos normales
y: fotos 6ptimas

0,20z4+ ay= 9,2
z+ y= 24

Tenemos que

0,2 a = (0,2 a
A(l 1)’ A(l 1

A|=0,2—a=0=a=0,2

9,2
24

Sia # 0,2 el Rango(A) = 2 =Rango(A) =n° de incégnitas y el sistema
es Compatible Determinado.

Si a = 0,2 el Rango(A) = 1 #Rango(A) = 2 y el sistema es In-
compatible.
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2. Si cada foto de calidad 6ptima ocupa 0,20 megabytes, entonces el sis-
tema seria incompatible, no tendria solucién.

3. No esposible, ya que cuando a = 0,2 = el sistema es compatible.

1.3 Matrices en General
Problema 26 Sea A una matriz m xn

1. ;Existe una matriz B tal que BA sea una matriz fila?. Si existe, ;qué
orden tiene?.

2. ;Se puede encontrar una matriz B tal que AB sea una matriz fila?. Si
existe, jqué orden tiene?.

1
3. Busca una matriz B tal que BA = (0 0) siendo A= 0
0

O = N

Solucioén:

1. Para que B se pueda multiplicar por A tiene que tener por dimension
p X n, yen el caso de que p = 1 la matriz resultante BA tendréd de
dimensién 1 x m, que seria una matriz fila.

2. Para que B se pueda multiplicar por A tiene que tener por dimensién
m X p, y en el caso de que p = 1 la matriz resultante AB tendra de
dimensién m X 1, que serfa una matriz columna, esta claro que no es
posible para ningin valor que demos a p, un resultado de matriz fila.

3. Para que BA = (0,0) es necesario que B tenga de dimensién 1 x 3,
B =(a b ¢)y tenemos:

1
(@be)| O =(a a+b)=(00)=a=0, b=0
0

S =N

¢ puede ser cualquier valor por lo que la matriz B = (0 0 c¢).

Problema 27 Encontrar un nimero real A # 0, y todas las matrices B de
dimension 2 x 2 (distintas de la matriz nula), tales que

o(3)-5(31)
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Ty A0 [z oy 3 0
(z h>'<3 1)‘(2 h)'(g 3)
{Am—i—Sy— 32 + 9y :>{()\—3)x—0

y= 3y

Solucion:

Az+3h= 3z+9h N (A=3)z=0
h= 3h =

En conclusion, A = 3 y « y z pueden ser cualquier valor que no cumpla

r=2z=0.
z 0

1.4 Determinantes

Problema 28 Demuestra que:

a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b =(a+b+e)?
2¢ 2¢ c—a—2>b
Solucion:
a—b—c 2a 2a
2b b—c—a 2b :(F1—>F1+F2—|—F3):
2c 2c c—a—2»

a+b+c a+b+c a+b+c
= 2b b—c—a 2b =

0 —(a+b+c)

2c 2c c—a-—2>b
1 1 1
=(a+b+c)| 20 b—c—a 2b S R i
2c 2c c—a—2=b Cs — =1
1 0 0
=(a+b+c)| 20 —b—c—a 0 =
2¢c 0 —c—a-—>
:(a+b+c) _(a+b+c) 0 |:(a+b+c)3
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Problema 29 Calcula el valor de este determinante:

r a a a
a T a a
a a T a
a a a x
Solucion:
T a a a Py By Fy
el (B n -
Fyr— Fy— F
a a a x
T a a a r a a a
a—r T—a 0 0 —(x—a)?’ -11 0 0|
a—2x 0 x—a 0 o -1 0 1 0]
a—=T 0 0 T —a -1 0 0 1
r—3a a a a
0 1 00
_ (N3
—(Cl—>01+02+03+04)—(x CL) 0 01 0
0 0 0 1

= (z— a)3(x —3a) = (z— a)3(x —3a)

O O =
S = O
= o O

Problema 30 Halla en funcién de a, el valor de este determinante:

a —a —1 -1
1 a 1 1
1 1 a 0
0o -1 -1 a
Solucion:
a —a -1 -1 a+1 0 0 0
1 a 1 1 1 a 1 1
1 1 a o|TWB—RER)=1
0o -1 -1 a 0 -1 -1 a
a 1 1
=(@+1)| 1 a 0|=(a+1)(a®-1)
-1 -1 a
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Problema 31 Demuestra que:

a a a a
a b b b
0 b e e =a(b—a)(c—b)(d—c)
a b c d
Solucion:
a a a a a a a a
a b b b B—F-h 0 b—a b—a b—a
a b ¢ c F P F 0 b—a c—a c—a
a b ¢ d 4 4 ! 0 b—a c—a d—a
b—a b—a b—a 1 1 1
=a|b—a c—a ¢c—a |=alb—a)|b—a c—a c—a |=
b—a c—a d—a b—a c—a d—a
1 1 1

=(F3—F3—F)=ab—a)|b—a c—a c—a |=
0 0 d-c

1 1

b—a c—a

=a(b—a)(d—c) =a(b—a)(c—0b)(d—c)

Problema 32 Resuelve la ecuacién:

—r 1 0 1
1 - 1 0
0 1 —z 1 =0
1 1 —=z
Solucién:
—r 1 0 1 0 1 0 0
1 -z 1 0] (C—C—2Cy\ |1-2% — 1 =
1 —=x 1 C4—>C4—CQ T 1 —=x 0
1 1 —x 1 0 1 —=x
1—-22 1 =z 1—-22 1 1
=— —z 0|=-2?| 1 -1 0|=(C,—C1+C)=
1 1 —x 1 1 -1
2—-22 1 1 5
= —2? 0 -1 0|=-2a? 2_23: _i =% —4)=0=
2 1 -1
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Problema 33 Calcula el valor de este determinante, dando el resultado
factorizado:

a 1 0 1
1 a 1 0
01 a1
1 01 a
Solucion:
a 1 0 1 0 1 0 0
1 a1l 0| ([C—Ci—als 1-a®2 a 1 —a _
01 a 1 o C4—>C4—CQ —a 1 a 0 o
1 01 a 1 0 1 a
1—a?2 1 —a 1—a? 1 —a
= — —a 0|l=a 1 —1 0 :(F1—>F1+F3):
1 1 a 1 1 a
2—a> 20 9
=a 1 ~1 0 |=d? 2-a P = a%(a® - 4)
1 -1
1 1 a

Problema 34 Halla, en funcién de a, el valor de este determinante:

1 a2-1 a
1 2a2—-2 2a-1
1 0 a®
Solucion:
1 a?2-1 a 1 a?—1 a
1 2a2-2 2a-1 :(?2:?:1;}): 0 a®-1 a—1 |=
1 0 a? 3 3 1 0 —a®’+1 a®—a
2
| a*—=1 a—-1 | I a=1|_ 92 .\, 11|
‘—a2+1 a’®—a = (a”-1) -1 a®—a = (a"~1)(a-1) -1 a

= (a® ~ D(a+1)(a—1) = (a> ~ 1)?

Problema 35 Calcule mediante transformaciones elementales (sin emplear
la regla de Sarrus) y justificando los pasos, este determinante:

2+a b c
a 24+b c
a b 24+¢
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Solucion:
2+a b c 24+a+b+c b c
a 24+b ¢ =[C1:C1+C2+Cs] = | 2+a+b+c 24b ¢
a b 24+¢ 24+a+b+c b 24+¢
1 b c 1 b c
= (24a+b+c)| 1 24+b ¢ |=[Fy: Fh—F]|=(24+a+b+c)| 0 2 0
1 b 2+c 1 b 2+c¢
=22+a+b+c) Lo =42+a+b+c)
- a N1 24¢|”

Problema 36 Comprobar, aplicando las propiedades de los determinantes,
la identidad:

a® ab b?
20 a+b 2b|=(a—0b)3

1 1 1
Solucion:
a?  ab b2 a? ab — a? b2 — a? b—a? B — a2
20 a+b 2b|=|2a a+b—2a 2b—2a | = a a @ =
) ) 1 ) 0 0 —a+b 2b—2a
alb—a b—a)(b+a a b+a
(b—a) ( 2(b)£a) )’ (b=a)| | "y | = (@b (a=b) = (a=b)’

Problema 37 Se pide:

0 0

1. Si A es una matriz tal que A% = ( 00

), jcudl es el valor del

determinante de A?

2. Calcular un nimero k tal que:
2
3 4 k. 10 ({00
1 -1 0 1 L0 0

1. |A%|=|A-A| = |A|-|A] =0 = |A] =0

Solucion:
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34 (1o _(s-k -1\ _
1 -1 ) " {o1)| — 1 —1—k | ~
_<k2—6k+5 8(k—1)>_<0 0)
- 2-2k K*+2k-3 ) {0 0

Tenemos que:

k> —6k+5=0
8(k—1)=0 B
2 2% =0 — k=1
k2 42k —3=0

1.5 DMatrices

1.5.1 Rango de una Matriz

Problema 38 Estudia el rango de esta matriz, segtin los valores de t:

104 2
M = 0 ¢t 4 O
-1 3 t -2

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(M) < 3, ademds se observa que

el menor = —8 # 0 = Rango(M) > 2.

4 2
4 0

Los determinantes que se pueden formar y los valores de ¢t que los anulan
son los siguientes:

1.
1 0 4
0 t 4|=>4+4-12=0=1t=—6,t=2
-1 3 ¢
2.
10 2
0 ¢t 0|=-2t+2t=0
-1 3 =2
3.
1 4 2
04 0|=-8+8=0
-1 t -2
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4.
0 4 2
t 4 0|=2"—4t—-12)=0=1t=—6, t=2
3t -2
En conclusién:
Sit=—6o0t=2,los cuatro determinantes son cero = Rango(M) = 2.

Sit# —6yt# 2, alguno de los cuatro determinantes es distinto de ce-
ro y, por tanto, Rango(M) = 3.

Problema 39 Determina cudl es el rango de la matriz A, segtn los valores
de X :
A+1

A=

O >
> O
N O+

1
2
0
Solucién:

Como la matriz tiene tres filas Rango(A) < 3, ademds se observa que el

menor g g = —4 # 0 = Rango(A) > 2.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de A que los anu-
lan son los siguientes:

1.
1 1 A+1
A0 0 |[=-X2-X-XN)=0=X=0,A=1, A\=-2
0 A 2
2.
111
A0 2|=X-22=0=X1=0, A=2
0 X 0
3.
1 A+1 1
A0 2|=22—4=0=\=2
0 2 0



1.5. MATRICES 27

A+1

1
0
A

N S+

1
2=-22-X-N)=0=X=-2 =1
0

En conclusién, como no hay ningun valor de A que anule los cuatro deter-
minantes a la vez = Rango(A) = 3

Problema 40 Estudia el rango de la matriz M segtn los valores de ¢:
1 2
M=11 t

1

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(M) < 3, ademds se observa que
1

el menor g 9 =3 # 0= Rango(M) > 2.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de t que los anulan
son los siguientes:

1.
1 2 3
1 13 3(1=0
1 8-3t 3
2.
1 2 1
1 t 21=0
1 8-3t -2
3.
1 3 1
1 3 2|=0
1 3 -2
4.
3 1



28 CAPITULO 1. PROBLEMAS DE ALGEBRA

En conclusion, los cuatro determinantes son cero sea cual sea el valor de ¢,
luego Rango(M) = 2.

Problema 41 Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos
valores de a:

a 1 3 0
M = 1 a 2 1
2 2a 5 a

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(M) < 3, ademds se observa que

el menor

3
21

0 ‘:B#O:Rango(M)ZQ.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de ¢t que los anulan
son los siguientes:

1.
a 1 3
1 a 2|=d>-1=0=a=1,a=-1
2 2a 5
2.
a 1 0
1 a 1]|=a®-2d®—a+2=0=a=1a=-1, a=2
2 2a a
3.
3
1 2 1[=20a*>-4a+3)=0=—=0a=1,a=3
5 a
4.
1 30 5
a 2 1|=-3d>4+8—-5=0=a=1, a=—
3
20 5 a

En conclusion:
Si a =1 los cuatro determinantes son cero = Rango(M) = 2.

Si a # 1 alguno de los cuatro determinantes es distinto de cero y, por tanto,
Rango(M) = 3.
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Problema 42 Determina el rango de la siguiente matriz para los distintos
valores de a:

1 0 -1 0
A=]1 0 a -3 0
4 1 a O

Solucion:

Como la matriz tiene tres filas Rango(A) < 3, ademds se observa que el

0

menor le 1= 1 # 0 = Rango(A) > 2.

Los determinantes que se pueden formar y los valores de t que los anulan
son los siguientes:

1.
1 0 -1
0 a -3|=d>+4a+3=0=a=-3, a=—1
4 1 a
2.
1 00
0 a 0[=0
4 10
3.
1 -1 0
-3 0|=0
4 a O
4.
0 -1 0
-3 0]=0
1 a O
En conclusién:
Sia=—3o0a= —1los cuatro determinantes son cero = Rango(M) = 2.

Sia # —3ya # —1 alguno de los cuatro determinantes es distinto de
cero y, por tanto, Rango(M) = 3.
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Problema 43 Calcular el rango de la matriz A segin los diferentes valores
del pardametro real a:

N
I

|
—_
@]

|
—_
w

Solucidn:

2 0 a 2
A= -1 0 -1 3
5 a+4 -4 -3

Es una matriz de dimensién 3 x 4 esto quiere decir que, el rango de la matriz
como mucho serd 3. Consideramos ahora las siguientes matrices:

2 0 a 2 0 2

A= -1 0 -1 Ay =| -1 0 3
5 a+4 —4 5 a+4 -3

2 a 2 0 a 2

A3 =1 -1 -1 3 Ay = 0 -1 3
5 —4 -3 a+4 —4 -3

Calculamos sus determinantes:

A1 =—(a+4)(a—2)=0= a=-4a=2

|As] =8(a+4)=0= a=—4

|As] =124 +48=0= a=—4

|A4l = (a+4)(3a+2) =0 = a=—4 a = —2 El tinico valor de a que anu-

21 2o

la todos los determinantes es a = —4. Ademaés tenemos que 1 3

Por tanto podemos concluir de la siguiente manera:
Sia= —4 el rango de A es 2
Sia## —4elrango de A es 3

1.5.2 Inversa de una Matriz

Problema 44 Calcula, si es posible, la inversa de la matriz:

1+a 1 1
A= 1 1 1
1 1+a a

Para los casos en los que a =2 y a = 0.

Solucion:
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Para que A tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de cero,

hacemos |A| = —a = 0. Es decir, la matriz A tiene inversa siempre que
a # 0.
e Sia=2:
3 1 1 , 1/2 —-1/2 0
Adj(AT
A=[1 11 :>A‘1_‘7£1)_ 1/2 —5/2 1
1 3 2 4] -1 4 -1
e Si a = 0 no tiene inversa.
Problema 45 Dada la matriz
1 0 =
M=]11120
z 0 1

Halla los valores de x para los cuales la matriz M no es inversible. Hallar la
inversa de M para x = 2.

Solucién:
Para que M tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de cero,
hacemos |M|=1—-22=0= 2 =1, 2 = —1. Es decir, la matriz M tiene

inversa siempre que x # —1 y « # 1.

Para z = 2 tendremos:

10 2 . ~1/3 0 2/3
Adj(M™
M=|110 :>M1:‘]](W): 1/3 1 —2/3
2 0 1 |M] 2/3 0 —1/3
Problema 46 Dada la matriz
3 -1 1
A=k 1 &k
0 —k -1

1. Halla los valores de k para los que la matriz A tiene inversa.
2. Calcular A~! para k = 1.

Solucién



32 CAPITULO 1. PROBLEMAS DE ALGEBRA

1. Calculamos |A| = 2k?> -k -3 =0 = k = g, k = —1. Luego A

tendrd inversa siempre que k # 0.

2. Sustituimos k = 1:

3 -1 1 0 11
A=|1 1 1 |=A1=| -1/2 32 1
0 -1 -1 1/2 -3/2 -2

Problema 47 Dada la matriz

a -1 -1
A= -1 a 1
a—2 2 2

1. Encuentra los valores de a para los que la matriz no es inversible.
2. Calcula A~! para a =2

Solucion:

1. Para que A tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de
cero, hacemos |A| = (a —1)(3a — 2) = 0. Es decir, la matriz A tiene

inversa siempre que a # 1y a # 3

2. Para a = 2 tendremos:

2 -1 -1 . 1/2 0 1/4
Adj(AT
A= -1 2 1 :>A‘1:d‘7£1): /2 1 —1/4
2 2 4] -1/2 -1 3/4
Problema 48 Dada la matriz
A =1
A= 2 A —1
-1 A

1. Encuentra los valores de A para los que la matriz no es inversible.
2. Calcula A~ paraA=2y A =0
Solucién:

1. Para que A tenga inversa su determinante tiene que ser distinto de
cero, hacemos |A| = 3A2 + 6\ + 3 = 3(A + 1)? = 0. Es decir, la matriz
A tiene inversa siempre que A # —1.
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2. Para A = 2 tendremos:

2 -1 2 AT 2/9  2/9 —1/9
A= 2 2 -1 :>A‘1:AdJ£1A): -1/9 2/9  2/9
12 2 4] 2/9 —1/9 29
Para A\ = 0 tendremos:
0 -1 2 . 0 2/3 1/3
Adj(AT
A= 2 0 -1 :>A—1:d]f4)z -1 2/3 4/3
10 2 4] 0 1/3 2/3

Problema 49 Determinar para que valores de m tiene inversa la matriz:

1 0 —m
A=1 0 m 3
4 1 —m

y hallala para m = 2.
Solucién:

Una matriz A tienen inversa siempre que |A| # 0, luego

1 0 —m
Al=|0 m 3|=3m*>-3=0=m=1, m=—1
4 1 —m

La matriz A tiene inversa para cualquier valor de m distinto de 1 y —1.

Sim = 2:
1 0 -2 —7/9 —2/9  4/9
A=]102 3 |=4"1= 4/3  2/3 —1/3
4 1 =2 —-8/9 —1/9  2/9

Problema 50 Se consideran las matrices:

10
A= 2 k ;B:(’f?‘é)
0 1

1. Halla los valores de k para los que la matriz A - B tiene inversa.
2. Halla los valores de k para los que la matriz B - A tiene inversa.

Soluciéon
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1. Primero calculamos el producto de A - B:

1 0 kE 0 -1
A-B=| 2 &k (??‘é)— 3k k —2+2k
01 1 1 2
Ahora calculamos el determinanate:
k0 -1
|A-B|=|3k k —2+2k|=2k>-3k— (—k+k(—2+2k))=0
1 1 2

Independientemente del valor de k, luego A - B no tiene inversa, sea
cual sea el valor de k.

2. Primero calculamos el producto de B - A:

E 0o —1
B'A_<1 1 2)'

Ahora calculamos el determinanate:

[k -1
"\ 3 k+2

=k?+2k+3

1 0
2 k
0 1

k-1

|B'A‘_‘ 3 k+2

Esta expresién no se anula nunca, luego siempre existird inversa de
B - A, sea cual sea el valor de k.

Problema 51 Determinar para que valores de x tiene inversa la matriz:

01 =z
A= z 0 x
—x 0 =z

y hallala en funcién de x

Solucion:

e Una matriz tiene inversa si su determinante es distinto de cero, veamos
los valores de  que anulan el determinante de A:

0

Al =] =z =-2°=0=2=0

1
0
0

8
8 8 8

En conclusién, la matriz A tiene inversa siempre que z # 0.
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e Calculamos A1

0 = —x
Adj 1 0 0
_ _ Adj(At) T T T
|A| —2x2
0 -z = o L L
2x2 $2 332 2z 2
e 1 1
_ 0 —x —=x _ 1 -3 -3
—222
1 1
0 % =

1.5.3 Potencia de una Matriz

1
31

cualquiera. Determinar el valor de A" para cada n y halla A3%0 — 4250,

Problema 52 Sea la matriz A = < ) y sea n un numero natural

Solucion:

L (10 o (10 s (10 . (10
A_<3 1>’A_<6 1>’A_ 9 1 A" = 3n 1
350 _ 2250 _ 4 _ r o)y (1 0Y_( 0 O
A 4 _A_<1050 1) <750 1)_(300 0>

0 a O 100
Problema 53 Dadas las matrices A=| 0 0 a |elg=| 0 1 0 |,
0 00 0 0 1

se pide:

1. Hallar A™ para todo entero positivo n.

2. Calcular, si existe, la inversa de la matrtiz A y la de la matriz Is 4+ A.

Solucion:

1. Calculamos las potencias de A:

()

0 a O 0 0 a
A'=10 0 a |; A2=] 00 0
00 0 00 0
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000 0 00
AB=1000];4%=]00 0
000 0 00
Es decir:
0 a O
0 0 a st n=1
0 0 O
0 0 a?
A" = 0 0 O st n=2
0 0 O
0 00
0 0O st n>3
0 00
2.
0 a O
|[Al=10 0 a|=0
0 0 O

Es decir, para cualquier valor de a se cumple que |A| = 0, y por tanto
A no tiene inversa. Por otro lado:

S O =
S = 2
= Q O

Q.

Es decir, para cualquier valor
tanto tiene inversa:

e a se cumple que |A + I3| # 0, y por

1 a O 1 —a a
01 a = 0 1 —a
0 0 1 0 0 1

1.5.4 Ecuaciones Matriciales

Problema 54 Halla X tal que AX = B, siendo:

2 1 -1 6 2 1
A=10 2 3 B=]5 01
11 -1 31 2

Solucion:

AX=B=—= A""AX=A"'"B— X=A"'B
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Tenemos que calcular A~! y multiplicar este resultado por B:

2 1 -1 . 1 0 -1
Adj(AT

A=|o0 2 3 :>A1:J£1): ~3/5 1/5 6/5

11 -1 4] 2/5 1/5 —4/5

1 0 -1\[/6 21 31 -1

X=A"'"B=| -3/5 1/5 6/5 501 |=l10 2

2/5 1/5 —4/5 ) \ 3 1 2 10 -1

Problema 55 Sean las matrices

1 -1 31 1
(o) e () o=

Resolver la ecuacién matricial AX —A=B - C.

O =
N~

Solucion:

AX -A=B-C=AX-1)=B-C=X-1=A"'(B-0)=
X=AYB-C)+1I

01

() () 60)-(5 )

Problema 56 Halla X tal que AX + B = 0, siendo:

Tenemos que A~! = ( L1 ), luego

1 -1 0 -2 -1
A= 2 0 1 B=| -4 -4
-1 1 -1 4 1

Solucién:
AX +B=0= AX = —B= A'AX = A" (-B) = X = A"}(-B)

Tenemos que calcular A~! y multiplicar este resultado por —B:

1 -1 —0 . 1/2 1/2 1/2
Adj(AT
A= 2 0 1 :>A‘1:d‘71(4): —1/2 1/2 1/2
-1 1 -1 4] -1 0 -1
1/2 1/2 1/2 2 1 1 2
X=A"'B=| —-1/2 1/2 1/2 4 4 |=| -11
-1 0 -1 —4 -1 2 0
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Problema 57 Determina la matriz X que verifica la ecuacién AX = X — B
siendo

001 1 0 1
A= oo0o0 ]|, B=|0 1 1
-1 0 0 0 -1 -1

Solucion:
AX=X-B=—=AX-X=-B=— (A-1)X=-B—=

A-D'A-DX=A-I)(-B)= X=(A-1)"(-B)

-1 0 1 ~1/2 0 1/2
A—1= 0 -1 0|=@AU-D""'= 0 —1 0
-1 0 -1 /2 0 —1/2
~1/2 0 1/2 -1 0 -1 1/2 —-1/2 0
X = 0 —1 0 0O -1 -1 | = 0 1 1
1/2 0 —1/2 0 1 1 ~1/2 -1/2 -1
7 a —6
Problema 58 1. Sea A = 3 a -3
3a¢ 2 -5
Averiguar si existe algin valor de a de forma que A% — 34 = —21

siendo I la matriz identidad.

2. Sea A cualquier matriz cuadrada tal que A?> — 34 = —2I. Probar

que A tiene inversa utilizando la ecuacién dada para expresar A~! en
funcion de A.

Solucion:
1.
7 a —6 7 a —6 7 a —6
A2 -34=| 3 a -3 3 a -3|-3| 3 a -3 |=
3a 2 =5 3a 2 -5 3a 2 -5
1 00
=-21 01 0 | =-2I
0 01
Operando:
49 —15¢ Ta+a®2—12 —12—3a 21 3a -—18
21 — 6a 3a+a®—6 —3—3a 9 3a -9 =

6+6a 3a*+2a—10 19— 18a 9a 6 —15
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-2 0 0

= 0 -2 0

0 0 -2
28— 150 a?*+4a—12 6—3a -2 0 0
12 — 6a a’>—6 6—3a | = 0 -2 0
6—3a 3a%2+2a—16 34— 18a 0 0 —2

Si igualamos todos los términos tenemos que en todas las condiciones

se cumple:
28—1ba=—-2=—a=2

A2—3A:—2]:>(A—3I)A:—2I:>—%(A—3])A:I:>

A7l = ——(A-3I)

1
2
Es facil comprobar que la multiplicacién de A~! por el otro lado cumple
la proiedad de inversa:

A(-Ea—3n) = —%A(A _30) = —%(A2 _34)=1

1
2
Problema 59 Resuelve la ecuacién matricial AX — B + C = 0 donde:

4 1 1 2 0 -1 0 -1 2 1
A(—l 0>’B<—2 -1 1 O)’C<1 0 -3 O)
Solucion:

AX -B+0=0=AX=B-C= A"'AX=A"YB-0) =

X=AYB-0)
1 20 —1 0 -1 21 1 3 —2 -2
B_C_<—2 -1 1 o>_<1 0 -3 0)‘(—3 -1 4 o)

L (Adi(A)" [0 -1
A7 = | Al _<1 4)

w_ (0 -1 1 3 -2 -2\ ( =3 1 -4 0
L1 4 -3 -1 4 o) \ —-11 -1 14 -2
Problema 60 Halla X tal que AX + B = 0, siendo:

1 -1 0 -2 -1
A= 2 0 1 B=| -4 -4
-1 1 -1 4 1
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Solucién:
AX +B=0= AX = -B= A"AX = A" (-B) = X = A"}(-B)

Tenemos que calcular A~! y multiplicar este resultado por —B:

1 -1 -0 AT 1/2 1/2 1/2
A= 2 0 1 :>A—1:M‘7/(;M: -1/2 1/2 1/2
-1 1 -1 4] -1 0 -1
1/2 1/2 1/2 2 1 1 2
X=A'B=| —-1/2 1/2 1/2 4 4 |=[-11
-1 0 -1 -4 -1 2 0

Problema 61 Una matriz cuadrada A tiene la propiedad de que A? =
2A 4 I, donde I es la matriz identidad.

1. Demostrar que A admite inversa, y obtenerla en funcién de A.

2. Dada la matriz B = L —:m 1 —1m >, halla para que valores de m

se verifica que B2 = 2B + I, y para esos valores escribir la matriz
inversa de B

Solucion:

1. Tenemos que A2 =24+ 1= A2 -24=]= (A-2DA =1 =
At =A-2I

2. Calculamos B?
B2 _ 1+m 1 [ 1+m 1 -
- 1 1—m 1 1—m |

[ A+ m)r+1 2
_< 2 (1—m)2+1>

Como B? = 2B + I tendremos

((1+m)2+1 2 )_(2(1+m) 2 >+
2 (1-m)?+1 )~ 2 2(1 —m)

10 2(1+m) +1 2
+<0 1>:< 2 2(1—m)+1>:>

1+m)2+1=2(1+m)+1 m2+2m+2= 2m+3
—

-—m)*+1= —-m)+ m°—2m+2= —-2m+

1 241=2(1 1 2_9 2 2 3
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TTL2
—{mz
m

Para m = 1 tenemos: B = ? (1]>z>31:<0 1)

—_ =

— m ==l

1 -2

Para m = —1 tenemos: < > Bl = ( _f (1) >

Problema 62 Resuelve si es posible, la siguiente ecuacién matricial:

1 2 3 0 0
14 4 ]1-X=|01
-1 0 -2 01

Solucion:

Estamos ante una ecuacién matricial de la forma AX = B = A 'AX =
A7'B = X = A~!B, esto quiere decir, que podremos encontrar X siempre
que exista A~!. Como |A| = 0 resulta que A no puede tener inversa y, por
tanto, la ecuacién matricial no tiene solucién.

Problema 63 Dadas las matrices:

3 1 -1 2 3 -1
1. Resolver la ecuacién matricial XA — B = XC.

2. Calcular la matriz X
Solucion:

. XA-B=XC=XA-XC=B— X(A-(C)=B =

1= B(A-C)! = X = B(A-C)!

3 -1\ _ [0 2
()-(0 )
o -1 2 1 1 0 -1
X =B(4-0C) :< 1 1)(1/2 0>:<3/2 1)

Problema 64 Se consideran las matrices

0
M=1|0
1

S = O
o O =
Il
< 8 O
O = O
O O =
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1. Determinar x e y para que MN = NM
2. Calcular M?000 y 372001

Solucion:

1. Determinar x e y para que MN = NM

00 1 00 1 00 1 00 1
010 [z10|=lz10]]010]|=
100 y 00 y 00 100

y 00 100 d

x10:01x2>{x:(1)

00 1 00 y 54

2. Calcular 2000 y pp2001

Para calcular estas potencias multiplicamos sucesivamente M hasta
que los resultados se repitan:

00 1
M=|010
1 0
00 1 00 1 100
M2=[0 10 01 0|=[010]|=15
100 10 0 00 1

M*=M* M=1I3-M=M
MY=M3> M=M-M=M>=1I4

En general:

M"™ = M sin es impar => M?%01 = M.

M" = I3 si n es par => M2 = [3.
Problema 65 Sea M una matriz real cuadrada de orden n que verifica la
identidad M? — 2M = 3I, donde I denota la matriz identidad de orden n.
Se pide:

1. Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo, expresa
M~ en términos de M e I.

2. Expresar M3 como combinacién lineal de M e I.
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b .
b a > que verifican la

3. Hallar todas las matrices de la forma M = ( a

identidad del enunciado.

Solucion:

1. Tenemos M? —2M =3I = (M —2I)M = 3] = L{(M —2I)M =
= M1 =3(M-2I)

2. Tenemos M? —2M = 31 = M? =31 +2M
Por otra parte M® = M? - M = (3] + 2M)M = 31 - M + 2M?, si
volvemos a sustituir M? nos queda:

M3 =3I-M+2(3] +2M) =3M + 61 +4M = TM + 61

3. Primero calculamos M?:
> _ar (@ b\ [a b)) _ a?+b>  2ab
M_MM_<b a)(b a>_< 2ab  a® +b?
Sustituimos en la expresion:
M2_9M — 3] — a® + b? 2ab _of @ b _3 10
- 2ab  a® +b? b a | 0 1
a?+b*—2a 2ab—-2b \ (30 . a?+b*—2a =3
2ab—2b  a?*+b*—-2a )]\ 0 3 2b(a—1) =0

Si b = 0 en la segunda ecuacién, al sustituir este resultado en la primera
obtendremos dos valores de a, que serian los resultados de la ecuacién

a? —2a —3 =0, es decir, a = 3 y a = —1. Las matrices M obtenidas
serian:
30 -1 0
M = ;
(8) ()
Si a = 1 en la segunda ecuacién, al sustituir este resultado en la
primera obtendremos dos valores de b, que serian los resultados de la
ecuacién b = 4, es decir, b = 2 y b = —2. Las matrices M obtenidas
serfan:

we(21) (1)

Problema 66 Dada la matriz:

(1)
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1. Calcular 34 - A® — 21, siendo I la matriz identidad de orden 2.

2. Resolver la siguiente igualdad matricial:

20
A.X_<01>

Solucion

3 0
1 2

o a3 1Y (3 0) (10)_ (28 6
s g5 ) (1) 200 )= (% )
31
0 2

tenga inversa nos permite resolver la ecuacién matricial de la siguiente
manera:

A-X:<2 O>:>A_1-A~X:A_1<2 0>:>

0 1 01
(20
XA<01

2 -1

A_ledﬂAt):(O 3)(1/3 —1/6>
A 6 0 1/2

1. La matriz A' = ( > por lo que tenemos lo siguiente:

2. Tenemos que |A| = =6 # 0 = JA~L. El hecho de que A

Calculamos A1

Sustituimos en la ecuacién:

Y gl 2 0\ (1/3 —-1/6 _ 2 0\ ([2/3 —-1/6
o 01 ) 0 1/2 0o 1) 0 1/2
Problema 67 Considera la matriz:
1 2 1
A= X 1 0
01 X

1. Halla los valores de A para los que la matriz A no tiene inversa.
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2. Tomando A = 1, resuelve la ecuaciéon matricial:

x 0
A y |=1020
z 0

Solucion

1. Una matriz A tiene inversa si su determinante es distinto de cero,
|A| # 0 y reciprocamente.

1 2 1

A =| A =22 +2 =-22XA-1)=0=A1=0, A=1
0

10
1 A
Es decir, para estos dos valores A = 0 y A = 1, el determinante de
la matriz A es cero y por tanto la matriz A no tiene inversa.

Para que la matriz A tenga inversa tiene que ser A 0y A # 1

2. Si A =1, por el apartado anterior tendriamos que |A| = 0. Calculamos
el rango de A que debera de ser menor de 3.

1 2 1 11
1 1 0 | tiene un menor 0o 117 1#£0
0 1 1

Por tanto, Rango A = 2 <n® de incognitas = el sistema es compa-
tible indeterminado, ya que es un sistema homogeneo, y por el menor
escogido podemos despreciar la primera ecuacién; quedard el sistema

siguiente:
{ T+ y =0 N { z+ y = 0
y +z =0 y = —z
Si llamamos z =t tenemos y = —t y « = t, es decir, la solucién seria:
T = t
y= —t
z = t

Problema 68 Sean las matrices:

10 —1 10 2
A=| -1 0 2 |;B=|-11 0
01 0 10 3
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1. Calcular A1

2. Resolver la ecuacién matricial AX = BA.

Solucion
21 0
1.A7'=10 01
1 10

2. AX=BA=— A1AX=A"1BA— IX=A"'BA—=
X = A1BA Por tanto:

2 1 0 1 0 2 1 0 -1
X=|100 1 -1 1 0 -1 0 2 | =

1 1 0 1 0 3 0 1 0

0 4 1

X = 1 3 —1

-1 2 2

Problema 69 Dadas las matrices

1 2 0 1 1 2
A= 01 2|, B=]11 -1
0 2 3 0 1 3

1. Determinar la matriz inversa de B.
2. Determinar una matriz X tal que A =B - X.

Solucidn:

4/3 —1/3 -1
B l=1| -1 1 1
1/3 -1/3 0

2. A=BX = B 1A=B'BX = B 1A=X
4/3 —1/3 -1 1 20 4/3 1/3 —11/3
X=| -1 1 1 |-{o12]=]| -1 1 5
1/3 -1/3 0 0 2 3 1/3 1/3 —2/3
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Problema 70 Hallar una matriz X tal que:

A"'XA =B

. 3 1 1 -1
SlendoA<_2 _1>,B<2 1)

Solucioén:

Primero resolvemos la ecuaciéon matricial:
A'XA=B=— XA=AB = X = ABA™!

Ahora calculamos A~1:

. (Adjt(A)T 1 1
ATl = A] :<—2 —3>

Efectuamos el producto

a3 ) (3 ) ()
()

1.5.5 Sistemas de Ecuaciones
Resolucién con la Matriz Inversa

Problema 71 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz

inversa:
-+ 2y— z= 1
3z— y+ 22= -4
r— y+ z= -1
Solucién:
-1 2 -1 x 1
3 -1 2 y | = —4
1 -1 1 z -1

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresién nos queda

AX=B=—A"'"AX=A"'"B— X=A4"'B

Calculamos AL

. 1 1 -3

Adj(AT
A—l:d]f4 b 1 0 1
14l 2 -1 5
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Calculamos X:

x -1 1 -3 1 -2
X=1y | = 1 0 1 —4 | =
z 2 -1 5 -1 1
La solucién es:
T=—-2
y=20
z=1

Problema 72 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:
2¢+ 3y+ z2= T
z+ y— 2z= 5

y+ 2z= 0
Solucion:
2 3 1 x 7
1 1 -2 y | =125
0 1 2 z 0

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresién nos queda

AX =B=— A"'"AX=A"'B— X=A"'B
Calculamos AL

4/3 —-5/3 —7/3

. T
Al—AdjﬁlA)— -2/3  4/3 5/3
4] 1/3 —2/3 —1/3
Calculamos X:
T 4/3 —5/3 —17/3 7 1
X=|y|=| -2/3 4/3 5/3 5 | =
z 1/3 —2/3 —1/3 0 ~1

La solucién es:

r=1
y=2
z=-1

Problema 73 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:

dz+ 2y— z= 6
T+ z= 1
22+ y+ z= 3
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Solucion:
4 2 -1 x 6
10 1 y | =11
2 1 1 z 3

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresién nos queda

AX=B=— A"'"AX=A"'B— X=A"'B

Calculamos A1

) 1/3 1 -2/3
Adj(AT
Alzjﬁl): ~1/3 -2 5/3
4] “13 0 23
Calculamos X:
T 1/3 1 -2/3 6 1
X=|lvy |=| -1/3 -2 5/3 1 |=11
z -1/3 0 2/3 3 0
La solucién es:
r=1
y=1
z2=0

Problema 74 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz

inversa:
—3z+ y— z= 9
z+ 2y+ z= 0
2x+ z= 3
Solucion:
-3 1 -1 T 5
1 2 1 y | =10
2 0 1 z 3

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresion nos queda

AX=B=— A"'"AX=A"'B— X=A"'B

Calculamos A~

| _ Adj(AT)

AL 2O
Al
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Calculamos X:

T -2 1 -3 5 —19
X=|y =] -1 1 -2 0= —-11
z 4 -2 7 3 41
La solucién es:
rz=-19
y=—11
z=41

Problema 75 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz
inversa:
r— Y+ z= 6
2r—  y+ z= 8
r— 2y+ z= 7T

Solucién:
1 -1 1 x 6
2 -1 1 y | =1 8
1 -2 1 z 7

Podriamos ponerlo de la siguiente forma: AX = B. Despejando X de esta
expresién nos queda

AX =B— A"'"AX =A"'B— X=A"'B

Calculamos A~1:

. —1 1 0
Adj(AT
Alz%l): 1 0 -1
4] 3 -1 -1
Calculamos X:
x -1 1 0 6 2
X=|y | = 1 0 -1 8 | =1 -1
z 3 -1 -1 7 3
La solucién es:
Tr =
y=-1
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1.6 Sistema de Ecuaciones

1.6.1 Discusién de un Sistema de Ecuaciones

Problema 76 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
20— y+ 3z= 1
—r+ y— z= 2
x+ y+ 3z= 3

Solucion:
2 -1 3 2 -1 311
A= -1 1 -1 A= -1 1 —-112
1 1 3 1 1 313
Tenemos que Rango(A) = 2y Rango(A) = 3. Como Rango(A) # Rango(A)

el sistema es incompatible.

Problema 77 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
z+ y— z= 3
—z+ 2y— z= 1
20— y+ z= 2
—x+ Hy— bdz= b
Solucién:
1 1 -1 1 1 =113
-1 2 -1 = -1 2 -1]1
A= 2 -1 1 A= 2 -1 112
-1 5 =5 -1 5 =55

Tenemos que Rango(A) = 3y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incégnitas, el sistema es compati-
ble determinado.

Problema 78 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

Jz— 4y +z= 1

—z4+ 2y —z= 3

T— z= T

T— Yy = 2

Solucion:

3 —4 1 3 —4 1)1
-1 2 -1 — —1 2 —113
A= 1 0 -1 A= 1 0 —-11|7
1 -1 0 1 -1 012
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Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 2.
Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, el sistema es compati-
ble indeterminado, de 3 — 2 = 1 grados de libertad.

Problema 79 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
r— 2y = 3
—z+ 3y= -1
—x+ 6z = 2
rT— y= b
Solucién:
1 -2 1 -2 3
-1 3 — -1 3] -1
A= -1 6 A= -1 6 2
1 -1 1 -1 5

Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 3.
Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 80 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
20— 3y+ z= 1
z+ y— z= 0
3xr— 2y =1
Solucion:
2 -3 2 -3 11
A=1|1 1 -1 A=11 1 —-11]0
3 -2 0 3 -2 0|1

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n® de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

142t
r=————
5
_—1+3t
¥="5
z=1t
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Problema 81 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
z+ y+ z= 4
20— 3y+ 2= -1
T+  y— 2z= 0
Solucién:
1 1 1 1 1 1] 4
A=12 -3 1 A=]12 -3 1|-1
1 1 -2 1 1 -

Tenemos que Rango(A) = 3 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.

La solucién sera:

Problema 82 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
—r— Y+ z= 2
r— 2y— z= -1
20+ y+ =z = 1
Solucién:
-1 -1 1 -1 -1 1] 2
A= 1 -2 -1 A= 1 -2 —-1|-1
2 1 1 2 1 1] 1

Tenemos que Rango(A) = 3 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.
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La solucién sera:

1
r=—=
9
1
Y=73
14
z=—
9
Problema 83 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
Jr— y+ 2z = 1
T+ y+ 2= 2
22— 29+ z= -1
Solucién:
3 -1 2 3 — 1
A=11 11 A=11 1 1] 2
2 -2 1 2 -2 1|-1

Tenemos que Rango(A) = 2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

$_3—&
4
_ 5—t
Y=
z=1

Problema 84 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
r— Y- z= 0
204+ 2y+ z= -1
—z+ y+ z= 2
Solucién:
1 -1 -1 1 -1 =1 0
A= 2 2 1 A= 2 2 1]|-1

Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.
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Problema 85 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

3z+ 4dy— z= 1
T— Y- z= -2
dx+ 3y— 2z= -1
Solucién:
3 4 -1 3 4 -1 1
A=11 -1 -1 A=]11 -1 —-1|-2
4 3 =2 4 3 =-2|-1

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

745t
- 7
T2
y=77
z=1t

Problema 86 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

3z4+ 2y— z= 2
z+ 2y— 3z= 1
4+ dy— 4dz2= 7
Solucién:
3 2 -1 3 2 —112
A=111 2 -3 A=]1 2 =-3|1
4 4 —4 4 4 —417

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 3.
Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 87 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
or— 2y+ 3z= 5
z+  y+ =z 2
dx— 3y+ 2z= 3
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Solucion:
5 -2 3 5 =2 315
A=1]1 11 A=11 1 1]2
4 -3 2 4 -3 213

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n°® de incdégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

9—5¢
r=—
7
521
y=7%
z=1

Problema 88 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
S5r+ y+ z= 4
—z+ y— 3z= -2
2+ y— z= 1
Solucién:
5 1 1 5 1 1] 4
A=] -1 1 -3 A= -1 1 -3|-2
2 1 -1 21 -1 1

Tenemos que Rango(A) =2y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n® de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

3—2t
rT=—
3
34Tt
VT3
z=t
Problema 89 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
de— y+ 3z= 2
z— y— 2z= -1

6x— 3Jy— =z= 0
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Solucion:
4 -1 3 4 -1 3 2
A= 1 -1 =2 A=]11 -1 —-2|-1
6 -3 —1 6 -3 —1 0

Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 2.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién sera:

L 35t
3
66— 11t
3

z2=1

Problema 90 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
20+ y— 2= 2
4+ y+ 2= 2
3z+ 2y =1
Solucién:
2 1 -1 2 1 =112
A=111 1 A= 11 112
3 2 0 3 2 011

Tenemos que Rango(A) =2 y Rango(A) = 3.
Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 91 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:

—2x+ bHy— 3z= 2
z+ 3y+ z= 2
r— y+ 3z= -1
Solucién:
-2 5 =3 -2 5 =3| 2
A= 1 1 A= 1 3 1
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Tenemos que Rango(A) = 3 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) =n° de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible determinado.

La solucién sera:

r=1
1
=3
1
z2=—=
2
Problema 92 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
Tx— 3y— 2z2= -1
22+ y— 3z= 3
Sr— 4dy+ z= —4
Solucién:
7 -3 =2 7T -3 —=2| -1
A= 2 1 -3 A=12 1 -3| 3
5 —4 1 5 —4 1|4
Tenemos que Rango(A) = 2 y Rango(A) =2

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

La solucién seré:

8+ 11t
€r =
13
_23+17t
Y713
z=1t

Problema 93 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-

nes:
20— 2y+ Hz = 3
x+ y—= z= -1
r— 3Jy+ 6z2= 5
Solucién:
-2 5 2 =2 3
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Tenemos que Rango(A) = 2 y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) # Rango(A) el sistema es incompatible.

Problema 94 Estudia la compatibilidad del siguiente sistema de ecuacio-
nes:
T— Y+ 22— t= 3
20+ y— 2+ t= 2
-+ y+ 22— t= 1

Solucion:

1 -1 2 -1 1 -1 2 -113
A= 2 1 -1 1
-1 1 1 -1 -1 1 1 —1|1

|
Il
(\]
—_
|
—_
—_
(\]

Tenemos que Rango(A) = 3y Rango(A) = 3.

Como Rango(A) = Rango(A) <n° de incdgnitas, el sistema es compati-
ble indeterminado, de 4 — 3 = 1 grados de libertad.

Problema 95 Discute si el sistema siguiente es compatible, y en caso afir-
mativo encuentra las soluciones.

+ y+ z= -1
r— Y+ 2z= 1
z+ by— z= -—H
Solucién:
1 1 1 1 1 1] -1
A= 1 -1 A= 1 -1 2 1
1 5 —1 1 5 —1|-5

Rango(A) = 2 y Rango(A) = 2
Luego Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, y por tanto, el siste-
ma es compatible indeterminado.

1

1 _1 = —2 # 0, luego las dos primeras ecuaciones son lineal-

Como
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mente independientes, y podemos despreciar la dltima.

3t

r= ——

2

z 4+y+ 2z =-1 ] +y= —-1-=2 N 24t
r —y+ 2z = r —y= 1-2z Y= 5
z = t

Problema 96 Discute si el sistema siguiente es compatible, y en caso afir-
mativo encuentra las soluciones.

3z— 2y+ z= 2
z+ Y- =1
Tr— 3y+ z= 5
Solucién:
3z— 2y+ z= 2 . . z4+ y— z= 1 (B2 - 351)
o+ y— z= 1 (2:> 1) 30— 2+ 2= (3—_)1)
Tr— 3y+ z= b Tr— 3y+ z= 5
T+ y— z= 1 T+ y— z= 1
Eg — 2E,
—Hy+ 4dz= -1 &Sy, —Hy+ 4dz= -1 =
—10y+ 8z= -2 0= 0

El sistema es compatible indeterminado, es decir, tiene infinitas soluciones.
Vamos a calcularlas:
Despejando y en Es y haciendo z = A

—1-4z 144z 144\

Y575 T s 5
Sustituyendo estos valores en F4
144X A+1
5 T 75

La solucién pedida seria:

= 24

- 5
y= 84
z= A

1.6.2 Regla de Cramer

Problema 97 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:
1.

—z+ 4y= -6
20— 3y = 7
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2.
z— 2y+ z= -3
224+ 3y— z= 3
z— y+ 3z= 6
Solucién:
1.
— -1 4|-6
4= < 2 3| 7 )
Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =
Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:
-6 4 -1 -6
7T -3 2 7
-1 4 -1 4
2 -3 2 -3
2.
1 -2 1 =3
A=|2 3 -1 3

1 -1 3 6

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

1A = 17
-3 -2 1
3 3 -1
6 -1 3 15
v 17 BT,
1 -3 1
2 3 -1
1 6 3 45
y [ L NN —
17 17
1 -2 -3
3 3
1 -1 6 54
Zz = = —_—
17 17

Problema 98 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:
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1.
-+ 3y= -5
T+ y= 1
2.
—z+ 2y— z= 0
z— 3y+ z= -3
20+ y— z= 1
Solucién:
1.

(-1 3|5
A‘( 11 1>

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:

1A] = —4

A= 1 -3 1|-3
2 1 -1 1

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

1A] = —3
0 2 -1
-3 -3 1
1 1 -1 4
-1 0 -1
1 -3 1
2 1 -1 5
y = —3 =
—1 2 0
1 -3 -3
I 1 14
z = =
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Problema 99 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:

1.
—3z+ 2y= 3
2z— y= -1
2.
22— y— z= 0
—z+ 2y+ = 1
r— 3y— 2z -3
Solucién:
1.
- -3 2| 3
A= < 2 —1|-1 )
Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =
Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:
|A| = —1
3 2 -3 3
-1 -1 2 -1
v 1 i 1
2.

-1 2 —=1] o0
A= 1 -3 1|-3
2 1 -1/ 1

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

|A| = —2
0 -1 -1
1 2 1
-3 -3 -2 )
T = — =
2 0 -1
-1 1 1
1 -3 -2 0
Y= 5 =
2 -1
-1 2 1
1 -3 -3
z = =2
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Problema 100 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:

1.
20— y= 0
dz+ y= 5
2.
x+ Y= 2= 2
—z+ 2y+ z= 4
3z+ y+ z= 6
Solucién:
1.

~ (2 -t]o
A‘<3 15)

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:

Al =5
0 -1 2 0
i 350,

Ty T YT s T
2.

11 —1]2
A=| -1 2 1|4

31 16

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

A| = 12
2 1 -1
4 2 1
6 1 1
x—T—l
1 2 -1
-1 4 1
3 6
v= 12 =2
1 1 2
-1 2 4
3 1 6
z= =1



1.6. SISTEMA DE ECUACIONES 65

Problema 101 Resuelve estos sistemas, aplicando la regla de Cramer:

1.
3z4+ 2y= -5
orx+ Yy = 1
2.
z+ 2y— z= 1
—3z+ y+ 2= =5
z— y+ 3z= 5
Solucién:
1.
— 3 2|5
A= ( 5 1 1 >
Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =
Rango(A) =n° de incégnitas= 2, y aplicando la regla de Cramer:
|A| = =7
-5 2 3 —
11 5 1
’ —7 Y —7
2.
1 2 -1 1
A=] -3 1 1]1-5

1 -1 3| 5

Comprobamos que el sistema es compatible determinado ya que Rango(A) =

Rango(A) =n° de incégnitas= 3, y aplicando la regla de Cramer:

1A = 22
1 2 -1
-5 1 1
5 —1
xr = =2
22
1 1 -1
3 -5 1
1 5 3
v= 29 =0
1 2 1
— 1 -5
1 -1 5
z = =1
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1.6.3 Sistemas dependientes de un Parametro

Problema 102 Discute, y resuelve cuando sea posible, el siguiente sistema
de ecuaciones:

ar+ Yy = a
(a+1az+ 2y +z= a—+3
2y +z= 2
Solucioén:
a 10 a 10 a
A=1] a+1 2 1 A= a+1 2 1|a+3
0 2 1 0 2 1 2

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de a que anulan el determinante
de A. |[A|l=—a—-1=0=a=—1.

Luego si a # —1 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n° de
incognitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Sia = —1 tendremos
-1 1 0 -1 1 0]-1
A= 0 21 A= 0 2 1 2
0 21 0 2 1 2
-1 1
El Rango(A) = 2, ya que 0 2

El Rango(A) = 2 (tiene dos filas iguales)

Tenemos que Rango(A) = Rango(A) = 2 <n°® de incégnitas, luego el siste-
ma es compatible indeterminado.

En conclusion:

Si a # —1 el sistema es compatible determinado.

Sia = —1 el sistema es compatible indeterminado.

Problema 103 Discutir segtin el valor del parametro real a el sistema lineal
3z— ay+ z= 1

3z— y+ z= a
z+ y+ 2z= 0

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.
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Solucién:
3 —a 1
Sea la matriz A= 3 -1 1
1 1 2
3 —a 1|1
y la matriz ampliada A= | 3 -1 1|a
1 1 2|0

Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
el determinante de A:
3 —a 1
-1 1|=ba-5=0=a=1

1
e Si a # 1 = Rango(A) = 3 =Rango(A) ==Sistema compatible
determinado.
3 -1 1 3 -1 111
e Paraa=1: A=| 3 -1 1 |yA=|[3 -1 1|1
1 1 2 1 1 2|0
Observamos que la primera y la segunda fila son iguales y ademas hay
un menor :13 _1 =4 # 0y por tanto, el Rango(A) = 2 =Rango(4) =
Sistema Compatible Indeterminado.
1 3
= ——=-A
v 1
3z— y+ z= 1 1 5
{ z+ y+ 2z= 0 ) y= —1—1)\
z= A

Problema 104 Discutir el sistema

ax -y +z =0
r +y +azx =3
—r +y =1

seglin los valores del pardametro a. Resolverlo en los casos en que admita
infinitas soluciones.

Solucion:
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Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de a que anulan el determinante
de A. |A|=—-a’+a+2=0=a=—-1ya=2.

Luegosia # —1y a # 2 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n°
de incégnitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Si a = —1 tendremos
-1 -1 1 -1 -1 110
A= 1 1 -1 A= 1 1 —-113
-1 1 0 -1 1 01

El Rango(A) =2, ya que

[ [=2#0y14=0

1
-1

El Rango(A) =3
Tenemos que Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

Si a = 2 tendremos

2 -1 1 2 -1 110
A= 1 2 A= 1 1 213
— 1 0 —1 1 0]1
9 _
El Rango(A) = 2, ya que 1 1= 3#0y |Al=0

El Rango(A) = 2

Tenemos que Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, luego el siste-
ma es compatible indeterminado.

Resolvemos en este tltimo caso:

Por el menor escogido sabemos que las ecuaciones primera y segunda son
linealmente independientes, luego podemos despreciar la tercera.

20 —y+ =z =0 N 20 —y = -z xi ;:i
x +y+ 2z =3 r +y= 3—2z Z: .

Problema 105 Clasifica el siguiente sistema de ecuaciones segun los valo-
res del parametro A:

—_

(1+ N)az+ y+ z =
z+ (14 Ny+ z
x4+ y+ (1+A)z= A2

I
>
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Solucién:
(14 X) 1 1 (14 X) 1 1] 1
A= I (1+X) 1 A= 1 (1+X) 1l A
1 1 (14X -1 L (1+ ) [N

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de A que anulan el determinante
de A. [A|=X2(A+3)=0=A=0y A= -3.

Luegosi A #0y A # —3 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n°
de incognitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Si A = —3 tendremos
-2 1 1 -2 1 1 1
A= 1 -2 1 A= 1 -2 1]1-3
1 1 -2 1 1 -2 9
-2 1
El Rango(A) = 2, ya que L o |= 3#£0y|A=0

El Rango(A) =3
Tenemos que Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

Si A = 0 tendremos

A=

—_ =

11 11
11| A=]11
11 11

— ==
S O =

El Rango(A) = 1, las tres filas son iguales.

El Rango(A) = 2

Tenemos que Rango(A) # Rango(A), luego el sistema es incompatible.

Problema 106 Discute y resuelve el siguiente sistema, segiin los valores
del parametro m:
ma+ Yy + z= 2

T+ my = 1
z+ my + mz= 1
Solucion:
m 1 1 m 1 1|2
A= 1 m O A= 1 m 0|1
m m 1 m m|l
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Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de m que anulan el determinante
de A. [Al=m(m?-1)=0=m=0,m=1ym=—1.

Luego si m # 0,1,—1 = |A| # 0 = Rango(A) = Rango(A) = 3 =n°
de incégnitas, y por tanto, el sistema es compatible determinado.

Sim = 0 tendremos

1 1 01 1|2
A=1]11 00 A=]|1 0 01
1 0 0 1 0 01
0 1
El Rango(A) =2, ya que 1 0 | =—-1+#0

El Rango(A) = 2 (tiene dos filas iguales)

Tenemos que Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, luego el siste-
ma es compatible indeterminado.

=2
Por el menor escogido tenemos el sistema { yt @ Y haciendo z =t
nos queda la solucion:
r=1
y=2-—t
z=1
Si m = 1 tendremos
111 11 1]2
A=11 1 0 A=]11 0]1
111 11 171

El Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 =, luego el sistema es incompatible.
Sim = —1 tendremos

-1 1 1 -1 1 112
A= 1 -1 0 A= 1 -1 01
1 -1 -1 1 -1 -1]1

El Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 =, luego el sistema es incompatible.
En conclusién:

Si m = 0 el sistema es compatible indeterminado.

Si m = 1 el sistema es incompatible.
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Si m = —1 el sistema es incompatible.

Sim#0,m#1ym# —1 el sistema es compatible determinado.

Problema 107 Discute el siguiente sistema, y resuélvelo cuando sea posi-
ble, en funcién del parametro a:

Yy + az= 1
T+ a’z= 2a+1
z— y + ala—1)z= 2a
Solucion:
0 1 a 0 1 a 1
A=|[1 0 a® A=]11 0 a® 2a + 1
1 =1 a(a—1) 1 =1 ala—1)| 2a

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de m que anulan el determinante
de A.

Resulta que |A| = 0 siempre e independientemente del valor que tome a.

1
10
lor que tome a.

Como = —1 # 0 resulta que Rango(A) = 2 sea cual sea el va-

Ahora estudiamos el Rango(A):

0 1 1
1 0 2a+1 | =0 Para cualquier valor de a.
1 -1 2a
0 a 1
1 a® 2a + 1 | = 0 Para cualquier valor de a.
1 ala—=1) 2a)
1 a 1
0 a® 2a + 1 | = 0 Para cualquier valor de a.
-1 ala—1) 2a)

Luego Rango(A) = 2 independientemente del valor de a.

En conclusién:

Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de incégnitas y por tanto el sistema es
compatible indeterminado para cualquier valor de a.
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Por el menor escogido podemos despreciar la tercera ecuacién y nos que-
daria el sistema

y+  az = 1 . .
h = la sol :
{ v o+ a2i— 20417 aciendo z =t nos queda la solucién

r=2a+1—a%t
y=1—at
z=1

Problema 108 Discutir segtin el valor del parametro real a el sistema lineal
r— y+ z= 0

ay+ 2z= 4
2y+ az= 4

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucioén:
1 -1 1 1 -1 10
SealamatrizA=| 0 a 2 |ylamatrizampliadaA=| 0 a 2|4
0 2 a 0 2 al|4

Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
el determinante de A:

1 -1 1 9
0 a 2 :' 5 ‘:a2—4:()=>a:j:2
0 2 a
e Si a # +2 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) ==Sistema compatible
determinado.
1 -1 1 1 -1 110
e Paraa=-2: A=| 0 -2 2 |yAd=|0 -2 2|4
0 2 -2 0 2 =24
[ 1 -1
Tenemos que |A| = 0 y ademds hay un menor 0 —9 |~ —2#0y

por tanto, el Rango(A) = 2.

Ahora estudiamos el rango de A, y nos damos cuenta de que hay
un menor de orden 3 y distinto de cero:

—_

1 0
0 —2 4 |=-8-8=-16# 0y el Rango(A) = 3.
0 4

\V)
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Concluyendo:
Rango(A) = 2 # Rango(A4) = 3 = El sistema es Incompatible.

1 -1 1 1 -1 10
e Paraa=2: A= 0 2 2 |yA=[0 2 2|4
0 2 2 0 2 214

Sabemos que |A| = 0, luego tenemos que buscar menores, y encon-

tramos el siguiente:

1 -1

0 9 =2 # 0 = Rango(A) = 2.

En la matriz ampliada A vemos que tiene dos filas iguales, y por tan-
to, no puede tener rango tres. Buscando menores de orden dos y nos
encontramos con el mismo de la matriz A.

Como conclusién podemos afirmar que Rango(A4) = 2 =RangoA <n°
de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

Vamos a resolverlo:

Por el menor de orden dos que estudiamos en la matriz A podemos
despreciar la tercera de las ecuaciones, pues seria combinacién lineal
de las dos primeras. Y nos quedaria el siguiente sistema.

r— y+ z:O:> gc—y—i—z:O:>
20+ 2z= 4 y+ 2= 2

\ _ x= 2(1-2X)
YV~ N Yy 2—-A
y= 2 =2 z A

Problema 109 Analizar la compatibilidad del sistema de ecuacuiones:

z+  y+ az= 1
20— y+ z= 1
3z+ ay+ z= 2

y resolverlo en el caso de que tenga infinitas soluciones. Solucién

b

Il
W N =
s L
— = Q
N — =
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Tenemos que |A| = 2a(a + 1), y si hacemos |A| = 0 obtenemos los valores
a = —1y a =0, que seran los tinicos valores que anulan el determinate de A.

Sia# —-1ya#0= |Al # 0 =Rango(4) =Rango(4) = 3 =n° de
incégnitas, luego en este caso el sistema es Compatible Determinado.

Si a = —1, como |A| = 0 buscamos menores de orden 2, y nos encotra-
mos
1 1
5 1= —3 # 0 =Rango(A) = 2.
Y por otra parte si
1 1 -1]1
A= 2 -1 1|1
3 -1 1]2

Buscamos menores de orden 3 y encontramos

1 11

2 —1 1|=-1%#0=>Rango(4)=3.

3 -1 2
Luego si @ = —1 =>Rango(4) #RangoA = El sistema es Incompati-
ble.

Si a =0, como |A| = 0 buscamos menores de orden 2, y nos encotramos

1
; 1= —3 # 0 =Rango(A) = 2.
Y por otra parte si
1 1 0|1
A= 2 -1 1|1
3 0 12
Buscamos menores de orden 3 que sean distintos de cero y comprobamos

que

101
=0, |[Al=| -1 1 1]=0
01 2

No hay menores de orden 3 distintos de cero, y si buscamos de orden 2 tene-

mos el mismo que encontramos anteriormente para A, y el Rango(A4) = 2.
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Luego si a = 0 =>Rango(A4) =Rango(A) = 2 <n° de incégnitas y el sistema
es Compatible Ideterminado.

Resolvemos en este caso:

Por el menor elegido podemos eliminar la tercera ecuacién del sistema y
nos queda:

2—A

===

3

20— y+ z= 1 yZT
zZ=A

Problema 110 Dado el sistema de ecuaciones

ar+ 2y+ 6z = 0
20+ ay+ 4z = 2
2+ ay+ 62= a-—2

1. Discute el sistema segin los valores de a.

2. Resolver el sistema para a = 2.

Solucion
1.
a 2 6 0
A= 2 a 4 2
2 a 6|a—2

Al =20> -8=0=0a=2 a=—2

Sia#2ya# —2= |A] # 0 =Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n° de
incégnitas, y en este caso se trata de un sistema Compatible Determi-

nado.
Sia=—-2:
-2 2 6 0
A= 2 -2 4| 2
2 -2 6| -4

Sabemos en este caso que |A| = 0, y buscando menores, encontramos

2 6

que _9 4

‘ =20 # 0 = Rango(A4) = 2.
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2 6 0
Mientras que por otro lado tenemos que| —2 4 2 | = —128 #
-2 6 —4

0 = Rango(A) = 3.

Como Rango(A) #Rango(A), en este caso el sistema seria Incompati-

ble.
Sia=2:
2 2 610
A= 2 2 4|2
2 2 6|0

Como la primera fila y la tercera son iguales, y ademas

—4#0=

2 6|
2 4|~

Tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A4) <n° de incégnitas, luego
eneste caso se trata de un sistema Compatible Indeterminado.

2. Por el menor elegido en el apartado anterior podemos eliminar la ter-
cera ecuacion, después de hacer la sustitucién a = 2, y nos queda:

r= 3—2A
{ 204+ 2y +62=0 N

A
2 2 4z =2
T+ 2y + 4z - 1

Problema 111 Estudia, sgtin los valores de m, y resuelve cuando sea po-
sible el sistema de ecuacuiones:

z+ 2+ 3z= 1
z+ my+ 3z= 3
y— 6z= 0

y— z= 2

Solucion

1 2 311
— 1 m 313
A= 0 1 —-610
0 3 —-11|2
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El rango de A no puede cuatro, ya que sélo hay tres incognitas. Entre los
menores encontramos

12 3
01 —6|=17#0
03 -1

Luego Rango(A) = 3, independientemente del valor de m.

Ahora estudiamos el rango de A; vamos a calcular el determinante de A

1 2 31 1 2 31
1 m 33 0 m—2 0 2
o e o mE-Rl= | 6 o|="12m+58=0
0 3 -1 2 0 3 -1 2
2
m=—
6

2 _
Sim # 69 =—Rango(A) = 3 #Rango(A) = 4 en este caso se trata de

un Sistema Incompatible.

29
Si m = — =—Rango(A4) = 3 =Rango(A) =n° de incdgnitas, luego el

sistema es Compatible Determinado y, por tanto, tiene solucién unica.

Por el menor elegido en A, podemos eliminar la segunda ecuacién

13
r=—-—
17
z+ 2y+ 3z= 1 12
y— 6b6z= 0 = = —
V=17
3y— z= 2
2
T

Problema 112 Discutir la existencia de soluciones del siguiente sistema
segun valores del parametro a. Resolver, si es posible, para a = 10.

2z +y —2 =1
r 2y +z =3
5 =95y +2z =«

Solucion:
1 -1 2 1 —-1]1
A= 1 =2 A= 1 =2 113
-5 2 5 =5 2|«
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Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de o que anulan el determinante
de A.

1

i o= —5%# 0 = Rango(A) = 2.

Tenemos que |A| =0, y como

Ahora analizamos el rango de A para diferentes valores de . Los deter-
minantes que se pueden obtener, a parte del de A, son los siguientes:

2 1 1
1 -2 3|=80—-a=0=a=10
5 =5 «
2 -1 1
1 1 3|=3ad—-30=0=a=10
5 2 «
1 -1 1
-2 1 3|=10-a=0=a=10
-5 2 «

Luego si a # 10 = Rango(A) = 3 = Rango(A) # Rango(A), y por
tanto, el sistema es incompatible.

Si @ = 10 = Rango(A) = 2 = Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de
incognitas, y por tanto, el sistema es compatible indeterminado. Vamos a
resolver el sistema en este caso.

Por el menor elegido sabemos que las dos primeras ecuaciones son linealmen-
te independientes, y por tanto, se puede despreciar la tercera. El sistema
seria el siguiente:

5+t

B 5
2c+ y —z =1 . 20+ y =1+=z2 N 543t
z— 2y 4z =3 z— 2y =3—-z2 y= 5

z = t

Problema 113 Discutir segtin el valor del parametro real a el sistema lineal

ar+ Y+ z= 2
T+ Y+ az= 2
—ar —z= —a

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.
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Solucién:
a 1 1
Sea la matriz A = 11 a
—a 0 -1
1 2
y la matriz ampliada A = 1 2
—a 0 —a

Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula
el determinante de A:

a 1 1
11 a|=1-a>=0=a==l
—a 0 -1
e Si a # +1 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) =Sistema compatible
determinado.
-1 1 1 -1 1 2
e Paraa=—-1: A= 11 -1 |yA= 11 —-1]2
1 0 -1 1 0 —-1]1
[ 11
Tenemos que |A| = 0 y ademds hay un menor 1 0 | =—-1#0

y por tanto, el Rango(A) = 2.

Ahora estudiamos el rango de A, y nos damos cuenta de que hay
un menor de orden 3 y distinto de cero:

1 1 2
1 -1 2 |=-2%#0yel Rango(A) = 3.
0 -1 1
Concluyendo:
Rango(A) = 2 # Rango(A) = 3 = El sistema es Incompatible.
1 1 1 1 1 1 2
e Paraa=1: A= 11 1 |yA= 11 2
-1 0 -1 1 0 —-1]-1
Sabemos que |A| = 0, luego tenemos que buscar menores, y encon-

tramos el siguiente:

‘ b =1+# 0 = Rango(4) = 2.

-1 0

En la matriz ampliada A vemos que tiene dos filas iguales, y por tan-
to, no puede tener rango tres. Buscando menores de orden dos y nos
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encontramos con el mismo de la matriz A.

Como conclusién podemos afirmar que Rango(A) = 2 =RangoA <n°
de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

Vamos a resolverlo:
Por el menor de orden dos que estudiamos en la matriz A podemos

despreciar la primera de las ecuaciones, pues seria combinacién lineal
de las dos primeras. Y nos quedaria el siguiente sistema.

r +y+ z= 2 N z+ y+ z= 2
—T — z= -1 T + z= 1
r= 1-2AX
{x—i— y= 2 —z
- Yy = 1
x =1 —z
z= A

Problema 114 Discutir segtin el valor del pardmetro real A el sistema lineal

z+ y+ z= 1
z+ 2y+ 3z= 3
3z+ dy+ Az= A

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucion:

11 11 11
Sea la matriz A = 2 3 | ylamatrizampliada A= | 1 2 3|3
4 A 34 M| A

<<: W = =

Comparamos rangos, y para ello calculamos los valores para los que se anula

el determinante de A:

111
Aj=]1 2 3|=A-5=0=A=5
34 )

e Si A # 5 = Rango(A) = 3 =Rango(A) ==Sistema compatible

determinado.
1 11 1 1 1|1
eParal=5: A= 12 3 |yA=|1 2 3|3
3 4 5 3 4 515
[ 11
Tenemos que |A| = 0 y ademds hay un menor 1 2| = 1#0y




1.6. SISTEMA DE ECUACIONES 81

por tanto, el Rango(A4) = 2.

Ahora estudiamos el rango de A, y nos damos cuenta de que hay
dos columnas iguales, la tltima y la penultima, y por tanto, no puede
tener rango tres. Buscando menores de orden dos y nos encontramos
con el mismo de la matriz A.

Como conclusién podemos afirmar que Rango(A) = 2 =Rango(A4) <n°
de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

Vamos a resolverlo:
Por el menor de orden dos que estudiamos en la matriz A podemos

despreciar la tercera de las ecuaciones, pues seria combinacién lineal
de las dos primeras. Y nos quedaria el siguiente sistema.

T+ y+ z= 1 z+ y= 1 —z
z+ 2y+ 3z= 3 z+ 2y= 3 -3z
r= —14+ h
y= 2— 2h
z = h

Problema 115 Se considera el sistema de ecuaciones

(m+2)z+ (m—1)y— z=3
mr— y+ z2=2
T+ my— z=1

1. Resolverlo para m = 1.
2. Discutirlo para los distintos valores de m.

Solucion:

1. Para m =1 el sistema queda de la siguiente manera

3z+ z=3
T— Y+ z2=2 —
r+ y— z=1

IS IS Y
1
W] w

(m+2)z+ (m—1)y— z2=3
mr— y+ z=2
r+ my— z=1
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m+2 m-—1 -1 m+2 m-—1 -1 3
A= m -1 1 A= m -1
1 m -1 1 m -1 1
m+2 m-—1 -1
|A| = m -1 1 |=-m(m+1)
1 m -1
m=20
—m(m+1)—0:>{m:_1

e Cuando m # 0y m # —1 = |A| # 0 = RangoA =RangoA =
3 =n° de incoégnitas, luego en este caso el sistema es compatible

determinado.
e Cuandom =0 = |A| =0, y como el menor g :1 =-2#0
tenemos que Rango(A) = 2
2 -1 -1 3
A=]10 -1 1 2
1 0 -1 1
-1 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=-1%# 0= Rango(A) =3
0 -1 1

En conclusién, cuando m = 0 = Rango(A) = 2 #Rango(A) =
3, luego en este caso el sistema es incompatible.

-2
-1 -1

e Cuando m = —1 = |A| = 0, y como el menor

—3 # 0 tenemos que Rango(A4) = 2

1 -2 -1 3
A= -1 -1 1 2
1 -1 -1 1
-2 -1 3
Elmenor | -1 1 2 |=1%# 0= Rango(A) =3
-1 -1 1

En conclusién, cuando m = —1 = Rango(A) = 2 #Rango(4) =
3, luego en este caso también el sistema es incompatible.

Problema 116 Sea la matriz
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Para cada nimero real A definimos B = A — AI, donde I denota la matriz

identidad 2 x 2.

1. Hallar los valores de A que hacen que el determinante de B sea nulo.

2. Resolver el sistema B ( i ) = ( 8

Solucion:

2 -3 10 2—\
1'B_A_M_<1—2>_)“<0 1)‘( 1 —2-2A

> para los diferentes valores de

)

IBl=0= (2-X)-(—2—-A)—(-3)=0= XN -1=0= A= +1

1 -3

2.8 A=1:B= ( ) = rango(B) = 1 El sistema seria compa-

1 -3
tible indeterminado.

x — 3y = 0 = x = 3y Las soluciones serian de la forma: { ;1: i 3;
. 3 -3 . ,
3. Sid=-1:B= R rango(B) = 1 El sistema seria com-
patible indeterminado.
3x — 3y = 0 = x = y Las soluciones serian de la forma: { i i

Problema 117 Discutir segtin el valor del pardmetro real a el sistema lineal

ar+ Ty+ 20z= 1
ar+ 8y+ 23z= 1
r— az= 1

y resolverlo en los casos en que tenga infinitas soluciones.

Solucién:
a 7 20 a 7 20

Al=]a 8 23 |=|0 1 3|=-a?>+21-20=1-a?
1 0 —a 1 0 —a

Al =0=a==+l
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e Si a # +1 = rango(A) = 3 = rango(A) ==Sistema compatible

determinado.
-1 7 20 |1 -1 7 20 |1
e Paraa=—-1: -1 8 23|11 | = 01 3|0 |=
1 0 111 0 7 2112

7 201
01 3
0 O

[an}

= Sistema incompatible.

\]

)
Qo

1 0 —-1]|1

20 |1
0 | = Compatible indeterminado.
0]0

@)
S =
w

1 7 201 1 7 201
e Paraa=1: 231 — 0 1 310 =
0

Soluciones paraa=1: z=t, y=—-3t, 2 =1-7-(=3t) =20t =1+ ¢.

r= 1+t
y= -3t
z= 1

Problema 118 Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, de-
pendiente del parametro real a:

T— Yy = 2
arx+ y+ 2z= 0
z— y+ az= 1
Se pide:

1. (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardmetro
a.

2. (0,5 punto) Resolver el sistema para a = —1.
3. (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:
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1. Sean las matrices A y A siguientes:

1 -1 0 1 -1 0 2
A=| a 1 2 A=1| a 1 2 0
1 -1 «a 1 -1 a 1

Vamos a calcular los valores de a que anulan el determinante de A.

1 -1 0
Al=|a 1 2|=d*+a=0=0a=0 a=-1
1 -1 a

Es decir, si a # 0y a # —1 tendrfamos que Rango(A) = Rango(A) =
3 = n° de incognitas; el sistema seria compatible determinado.

Sia=0:
1 -1 0
e Tenemos A= 0 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 0
1 —1
’0 1‘7&0:}%@7190(14)—2
1 -1 0 2
e Tenemos A= | 0 1 2 0 | donde podemos encontrar:
1 -1 0 1
1 -1 2
1 0|=-1%#0= Rango(A) =3
1 -1 1

e En conclusién si a = 0 el sistema seria incompatible.

2. Sia=—1:
1 -1 0
e Tenemos A= | —1 1 2 | donde podemos encontrar:
1 -1 -1
-1 0
| 1 2|7£O=>Rcmgo(A):2
1 -1 0 2
e Tenemos A= | —1 1 2 0 | donde podemos comprobar:
1 -1 -1 1
1 -1 2 1 0 2 -1 0 2
-1 1 0]=0 -1 2 0]|=0 1 2 0]=0
1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 1
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Es decir, Rango(A) = 2.
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e En conclusién, si a = —1: Rango(A) = Rango(A) = 2 <n° de
incognitas = El sistema es compatible indeterminado.

3. Si a = —1 ya hemos visto en el apartado anterior que el sistema es
compatible indeterminado, resolvemos:

x_
-+
x_

Si a la primera le restamos la
y = A tendriamos el resultado:

T

)
z

Y = 2
y+ 2z= 0
y— z= 1

tercera nos

queda z = 1 y si hacemos

24+ A
A
1

4. Si a = 2 ya hemos comprobado que el sistema seria compatible deter-

minado, resolvemos:

T— Yy = 2
2z+ y+ 2z= 0
rz— y+ 2z= 1
Si a la tercera le restamos la primera tenemos: 2z = -1 =
1 r— y= 2 r= 1 .
2——2:>{ 2wt y= 1 :>{ y= —1 Es decir:
T = 1
y= -1
1
z= —=
2

Problema 119 .

1. Discutir segtn los valores del parametro real A el sistema

Ax+ 3y+ z= A
z+ Ay+ Az= 1
z+ y— z= 1

2. Resolver el sistema anterior en el caso A = 2
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Solucion:

A=

e o
—_ > w

11 A
Al
-11

Al = 2X 2 +220+4=0=X1=2, A=-1

SiA#2y A#—1 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n° de
incognitas = Sistema Compatible Determinado.

SiA=2:
2 3 1|2
A= 1 2 1
11 —-1/|1

Observamos que la tercera fila es la resta de la primera menos la se-

gunda, y teniendo en cuenta que =1 # 0, podemos concluir

2
1 2
en este caso:

Rango(A) =Rango(A4) = 2 <n° de incdgnitas = Sistema Compatible
Indeterminado

SiA=2:
-1 3 1] -1
A= 1 -1 -1 1
1 1 -1 1

Basta observar las columnas de la matriz para darnos cuenta que la
primera y la cuarta son iguales y la tercera esta multiplicada por —1.
. -1 .
Si tenemos en cuenta que 1 _i13 = —4 #£ 0, podemos concluir en

este caso:

Rango(A) =Rango(A4) = 2 <n® de incégnitas = Sistema Compatible
Indeterminado.

22+ 3y+ 2= 2 2c+ 3y= 2— =z
z+ 2y+ 2z2= 1
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Problema 120 1. Resolver el sistema de ecuaciones:

r+ 2y+ 3z=1
22+ y— z2z=2
2. Hallar dos constantes a y 3 de manera que al anadir al sistema anterior
una tercera ecuacion: bxr + y + az = [, el sistema resultante sea
compatible indeterminado.

Solucién:
1.
r=14 -
z+ 2y+ 3z=1 T+ 2y =1- 3z 7
e —— _
22+ y— z=2 2o+ y =24+ =z y*—gt
z=t

2. Para que el sistema siga siendo compatible indeterminado esta ultima
ecuacion tiene que ser combinacion lineal de las dos anteriores, es decir,

si ponemos
1 2 3|1
2 1 —-1|2
51 «alp
, _ a+2b=5
serfa a(1,2,3,1) + b(2,1,-1,2) = (5,1,a, ) = { % +b—1
a=-1,b=3=a=-6, =5
Problema 121 Dado el sistema de ecuaciones
(m—1)z+ y+ z = 3
mz+  (m—1)y+ 32= 2m—1
z+ 2y+ (m—2)z= 4
1. Discutirlo segun los distintos valores de m.
2. Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.
Solucién:
1. Sea la matriz
m—1 1 1 3
A= m m—1 3 2m—-1 | =

1 2 m—2 4
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= Al=(m—-2)(m+1)(m—4)=0=m=2, m=—-1, m=4

Sim#—1lym#2ym # 4 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 =RangoA =n°
incégnitas luego en este caso el sistema serfa compatible determinado.

Si m = —1 tenemos
B -2 1 1 3 9 1
A= -1 =2 31-3 1, 1 o =5=#£0
1 2 -3 4

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A,
para ello cogemos el determinate

1 1 3
—2 3 —3|=5#0
2 -3 4

Luego en este caso RangoA #RangoA = el sistema es incompatible.

Si m = 2 tenemos

11 1]3 ~
A=|2 133 |, |, [ |=-1#0
1 2 0|4

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A,
para ello cogemos el determinate

11
1 3 3|=-4#0
2 0

- W W

Luego en este caso RangoA #RangoA = el sistema es incompatible.

Si m = 4 tenemos

— 3 1
A= L3 =540

)

— e W
N W =
N W
ISR GV

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A4,
que estd claro que es dos, ya que la tltima fila es la resta de las dos
anteriores.

Luego en este caso RangoA =RangoA = 2 <n° incégnitas= el siste-
ma es compatible indeterminado.
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2. Resolvemos este tiltimo caso. Por el menor que hemos escogido pode-
mos despreciar la tercera ecuacion.

2

T ==

5

3z+ y+ 2=3 . 3z+ y= 3— =z . 9
dr+ 3y+ 32=7 dr+ 3y= T— 3z y=x-A

z=A

1.6.4 Sistemas Homogéneos

Problema 122 Discute el siguiente sistema homogéneo segun los diferentes
valores del pardmetro A. Resuélvelo en los casos en los que resulte ser
compatible indeterminado:

A+ 22= 0
A=2)y + =z= 0
(A=1)z+ y — oz 0
Solucion:
A 0 2
A= 0 A—2 1
A—1 1 -1

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de A que anulan el determinante

4
de A Al =(1-NBA-4) =0=A=1y A=

4
Luegosi A # 1y A # 3 — |A| # 0 = Rango(A) = 3 =n° de incdgnitas, y
por tanto, el sistema es compatible determinado, la solucion seria la trivial:
r=y=2=0.

Si A =1 tendremos

1 0
A= 0 -1 1
0 1 -1
1 0
El Rango(A) =2, ya que 0 —1|% 1#0

Tenemos que Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

x + 2z=0

Por el menor escogido tenemos el sistema y hacien-
-y+ z2=0
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do z =t nos queda la solucién:

r=—2t
z=t
) 4
SiA= 3 tendremos
43 0 2
A= 0 =-2/3 1
1/3 1 -1
_ 4/3 0 8
El Rango(A) =2, ya que 0 —2/3 | =3 #0

Tenemos que Rango(A) = 2 <n° de incdgnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

Por el menor escogido tenemos el sistema 4/3x + 22=0 v ha-
-2/3y+ z2=0

ciendo z = t nos queda la solucién:

rx=—=t

Nl w

Y
v

ol w

Problema 123 Estudia el siguiente sistema homogéneo segtin los valores de
Ay resuélvelo en los casos en los que resulte ser compatible indeterminado:

Az—  y+ 2z= 0
—z+ Ay+ 2z2= 0
2c+ Ay— z= 0

Solucion:
A =1 2
A= -1 A 2
D W |

Hacemos |A| = 0 para calcular los valores de A\ que anulan el determinante
de A. |[Al= -3\ +1)2=0= )= —1.

Luego si A # —1 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =n° de incégnitas, y
por tanto, el sistema es compatible determinado, la solucién seria la trivial:
r=y=2z=0.
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Si A = —1 tendremos
-1 -1 2
A= -1 -1 2
2 -1 -1
-1 -1
El Rango(A) = 2, ya que 5 1|7 3#£0

Tenemos que Rango(A) = 2 <n° de incégnitas, luego el sistema es com-
patible indeterminado.

Cogemos las dos tltimas filas, a la vista del menor elegido anteriormen-
te.

—r— 2z =
{ T y+ 22=0 y haciendo z = t nos queda la solucién:

22— y— z=0

x:
y=t
z=1

1.6.5 Planteamientos de Sistemas de Ecuaciones

Problema 124 Un almacenista dispone de tres tipos de café: el A, a 980
ptas/kg; el B, a 875 ptas/kg; y el C, a 950 ptas/kg.

Desea hacer una mezcla con los tres tipos de café, para suministrar un
pedido de 1050 kg a un precio de 940 ptas/kg.

,Cuantos kilos de cada tipo de café debe de mezclar, sabiendo que debe
poner del tercer tipo el doble de lo que ponga al primero y del segundo
juntos?.

Solucion:

Sea z la cantidad de café de tipo A.
Sea x la cantidad de café de tipo B.
Sea x la cantidad de café de tipo C.

z+y+ 2z =1050 T+ y+ z= 1050
z=2(x+y) = 22+ 2y— z = 0
980z + 875y + 9502z = 987000 980x+ 87dy+ 950z = 987000

Sistema que tiene por solucién:

z =400, y=300, z=350
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Problema 125 Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos
sabiendo que hace 14 anos la edad de la madre era 5 veces la suma de las
edades de los hijos en aquel momento, que dentro de 10 anos la edad de la
madre serd la suma de las edades que los hijos tendran en ese momento y
que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor
tendra 42 anos.

Solucién:
Sea x la edad de la madre, y la edad del hijo mayor y z la del hijo menor:

r—14= 5( y+2z—28) x— by— bHz+ 126=0
rz+ 10 = y+24+20 =< z— y— 2z— 10=0
r—42 = Y—z r— y+ z— 42=0

Multiplicamos la 22 ecuacion por —5 y la sumamos a la 1%:

— 4drx+176=0—x =44

r— dy— Hz+ 126=0
=52+ Sy+ Hz+ 50=0

Ahora por simple sustitucién en la 2% y la 3* nos quedaria:

y+z= M4 y =18

{ y—z= 2 :>{ z =16
Problema 126 Luis, Juan y Oscar son tres amigos. Luis le dice a Juan: Si
yo te doy la tercera parte del dinero que tengo, los tres tendremos la misma

cantidad.

Calcular lo que tienen cada uno de ellos sabiendo que entre los tres retinen
60 euros.

Solucion:

Sean x, y, z el dinero de Luis, Juan y Oscar, respectivamente.

Q?x:er%:z r— 3y = 0 z =30
= { 22— 3z= 0 =< y=10
z+y+z=060 z+ y +z= 60 z=20

Problema 127 Cuatro colegiales llamados Luis, Javier, Enrique y Fermin
se juntan en el recreo para intercambiar cromos. Fermin tiene cinco cromos
mas que Luis y Javier juntos, Enrique tiene el doble de cromos que Javier,
y Javier tiene 90 cromos menos que Fermin y Enrique juntos. Calcula los
cromos que tienen entre los cuatro.
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Solucién:
Sea x los cromos de Luis, y los cromos de Javier, z los cromos de Enrique,
y h los cromos de Fermin.

h=5+z+y T+ oy —h= =5
z =2y = 20— =z = 0
y+90=h+z y— z —h= —-90

Multiplicamos la 3% ecuacién por —2 y la sumamos a la 2% nos queda

x+ oy —h= -5 T+ oy —h= -5
29— =z = 0 = 20— =z = 0
— 29+ 2z +2h= 180 z +2h= 180

Y si ahora sumamos la primera y la tercera nos queda x +y + 2+ h = 175
que es lo que nos pedia el problema.



Capitulo 2

Problemas de Programacién
Lineal

Problema 128 Sea el siguiente sistema de inecuaciones

r+y<6
3r —2y <13
r+3y > -3
x>0

1. Dibuje el recinto cuyos puntos son las soluciones del sistema y obtenga
sus vértices.

2. Halle los puntos del recinto anterior en los que la funcién F(z,y) =
r — 2y toma los valores maximo y minimo, y determine éstos.

Solucion:

1. El recinto seria el siguiente Para obtenener los vértices hemos resuelto

-8

mediante sistemas de ecuaciones, obteniendo los cortes dos a dos.

rT+y=206
{ 30 —9y=13 G
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{ Ty= o — D)
{ ix+_3zy::_133 — B(3,-2)
{ ii%y =70 A0,

2. Sustituyendo estos valores en la funciéon objetivo obtenemos los si-
guientes resultados:

F(0,-1) =2
F(3,-2) =7
F(5,1)=3
F(0,6) = —12

En este recinto tenemos que, F(x,y) alcanza el valor maximo en el
punto B(3,—2) y vale 7, mientras que el minimo lo alcanza en D(0,6)
con un valor de -12.

Problema 129 Un fabricante de coches lanza una oferta especial en dos de
sus modelos, ofreciendo el modelo A a un precio de 9000 euros y el modelo
B un tercio mas caro. La oferta esta limitada: por las existencias, que son
20 coches del modelo A y 10 del B y por el deseo de vender al menos tantas
unidades del modelo A como del modelo B. Por otra parte, para cubrir

gastos de campana, los ingresos obtenidos con ella deben ser al menos de
36000 euros.

1. ;Cuéantos coches de cada modelo debera vender para maximizar sus
ingresos?

2. (Cudl es el importe de la venta?
Solucioén:

1. Vamos a nombrar las variables:
z : n° de coches vendidos del modelo A
y : n° de coches vendidos del modelo B

Las restricciones seran las siguientes:

0<2<20 0<z<20
0<y<10 0<y<10
x>y ) 2>y

9000z + 12000y > 36000

3x+ 4y > 12



2.

La funcién objetivo serd: z(z,y) = 9000z + 12000y

Vamos a dibujar la region factible: Los puntos de estudio son:

(10,10)

(12/7,12/7)

687 7.753 10.337 12.922

12 12
09 (77
2(0,3) = 36000
(72 = 36000
2(10,10) = 210000
2(0, 10) = 120000

, (10,10), (0,10)

‘EH N———
~ X

\_/\]

15.506
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El maximo se obtiene en (10, 10), lo que significa que tiene que vender

10 coches del tipo A y 10 coches del tipo B.

El ingreso maximo es de z(10,10) = 210000 euros.

Problema 130 Un fabricante de abanicos dispone de dos modelos A y B.
El modelo A requiere, para su fabricacién, 20 cm? de papel, 120 cm? de
ldmina de madera y 1 enganche metélico. El modelo B requiere, 60 cm?
de papel, 80 cm? de ldmina de madera y 1 enganche metalico. El coste de
producciéon de cada modelo es 1,20 euros el A y 1,30 euros el B. El precio de
venta es de 1,80 euros cada uno, independientemente del modelo. Teniendo
en cuenta que las existencias son de 3000 cm? de papel, 7200 cm? de ldmina,
de madera y 70 enganches.

1.
2.

3.

Representa la region factible.

Determina el ndmero de abanicos de cada modelo que ha de hacer para

obtener un beneficio maximo.

Calcula cudl es ese beneficio.

Solucion:
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Vamos a ordenar los datos en una tabla

A B | Existencias

Papel 20 60 3000
Madera 120 | 80 7200
Enganches | 1 1 70

Coste 1,20 | 1,30
Venta 1,80 | 1,80

Nombramos las variables:
x serd el nimero de abanicos del modelo A

y sera el nimero de abanicos del modelo B

1. Observando la tabla escribimos las restricciones:

20z + 60y < 3000 x4+ 3y <150
1202 + 80y < 7200 i 4 3z + 2y <180
z+y <70 rz+y <70

x>0, y>0 x>0, y>0

La regién factible sera

2. El beneficio vendrd determinado por la siguiente funcién: z(z,y) =
0,60z + 0,50y, que en los vértices de la region factible toma los si-
guientes valores:

2(60,0) = 36
2(40,30) = 39
2(30,40) = 38
2(0,50) = 25

El méiximo beneficio se obtiene fabricando 40 abanicos del modelo A
y 30 abanicos del modelo B.

3. El beneficio maximo es de 39 euros.
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Problema 131 Sea S la region del plano de coordenadas mayores o iguales
que cero y tales que sus puntos cumplen que:

e La media aritmética de las coordenadas es menor o igual que 5.

e El doble de la abcisa mas la ordenada es mayor o igual que 5.

1. Representa graficamente el conjunto S.

2. Determina en qué puntos de S la funcién f(z,y) = 2z + y toma el
valor méaximo.

Solucion:

1. Las restricciones del recinto serén las siguientes:

L;ygE) x+y <10
20 +y >5 — 20 +y>5
x>0, y=0 x>0, y=>0

La regién factible S es la del siguiente dibujo

2.
£(2.5,0) =5
£(10,0) = 20
f(0,5) =5
£(0,10) = 10

El valor méximo es 20 y corresponde al punto (10, 0).

Problema 132 El cuadrilatero ABCD es la regién solucién de un sistema
de inecuaciones lineales. Los lados del cuadrildtero también forman parte
de la region solucién.

1. Encuentra los valores maximo y minimo de la funcién f(z,y) = =+ 3y
en dicha regién.
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0.97656

0.83135 1.6627

-0.97656

-1.9531

2. ;En qué puntos de la region solucion la funcién del apartado anterior
alcanza el méximo y el minimo?

Solucion:
f(3,3) =12
f(5,3) =14
f(5,-1) =2
f(2,0) =2

El valor méximo es 12 y corresponde al punto (3, 3).

El valor minimo es 2 y corresponde a los puntos del segmento C'D.
Problema 133 Un banco dispone de 18 millones de euros para ofrecer
préstamos de riesgo alto y medio, con rendimientos del 14% y 7%, res-
pectivamente. Sabiendo que se debe dedicar al menos 4 millones de euros a
préstamos de riesgo medio y que el dinero invertido en alto y medio riesgo
debe de estar a lo sumo a razon de 4 a 5, determinar cuanto debe dedicarse
a cada uno de los tipos de préstamos para maximizar el beneficio y calcular
éste.

Solucién:

x : millones de riego alto

y : millones de riego medio

Las restricciones seran las siguientes:

y=>4 y >4

4
1 <53 . 5r —4y <0
r+y <18 r+y <18
x>0 x>0
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5x—dy=0

(16/5,4)

| 1.994 3.9880 5.9821 7.9762 9.9702 11.964 13.958

La region factible sera: La funcién objetivo es z(z,y) = 0, 142 + 0,07y

2(0,4) = 0,728
2 (%,4) =0,728
2(8,10) = 1,82
2(0,18) = 1,26

El beneficio maximo es de 1,82 millones de euros, y se obtiene al prestar 8
millones en riesgo alto y 10 en riego medio.

Problema 134 Un tren de mercancias puede arrastrar, como maximo, 27
vagones. En cierto viaje transporta coches y motocicletas. Para coches de-
be dedicar un minimo de 12 vagones y para motocicletas no menos de la
mitad de los vagones que dedica a los coches. Si los ingresos de la compaifia
ferroviaria son de 540 euros por vagén de coches y 360 euros por vagén de
motocicletas, calcular cémo se deben distribuir los vagones para que el be-
neficio de un transporte de coches y motocicletas sea maximo y cuanto vale
dicho beneficio.

Solucién:
x : n° de vagones con coches
y : n° de vagones con motocicletas

Las restricciones seran las siguientes

r+y <27 x+y <27
x> 12 x> 12
y<3 ) 2-2y<0
x>0 y>0

La region factible sera: La funcién objetivo es z(z,y) = 540z + 360y
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«

19.072

16.348
(12,15)

13.623

4 +
10.898 : x-2y=0

><r18,9)

8.1738

x4p=27

5.4492 (12,6)

2.7246

4.0179 8.0357 12 [054 16.071 20.089 24.107 125

2(12,6) = 8640
2(18,9) = 12960
2(12,15) = 11880

El beneficio maximo es de 12960 euros y corresponde a 18 vagones de coches
v 9 de motocicletas.

Problema 135 Una tienda de ropa deportiva tiene en su almacén 200 ba-
lones y 300 camisetas. Para su venta se hacen dos lotes (A y B). El lote A
contiene un balén y tres camisetas y el lote B esta formado por dos balones
y dos camisetas. La ganancia obtenida con la venta de un lote tipo A es de
12 euros y de 9 euros con cada lote tipo B. Sabiendo que el nimero méaximo
de lotes del tipo A es de 80, determinar:

1. El nimero de lotes de cada tipo que deben prepararse para obtener
una ganancia maxima.

2. La ganancia méaxima.

Justificar la respuesta.

Solucion:
1.
A | B | Cantidad
Balones 1] 2 200
Camisetas | 3 | 2 300
Beneficio | 12| 9

2 : nimero de lotes de tipo A

y : numero de lotes de tipo B
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A la vista de la tabla tendremos las restricciones siguientes:

x4 2y < 200
3x 4 2y < 300
0<2x<80
y=>0

Lo que nos proporciona la siguiente regién factible La funcién objetivo
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y=0 49.554 & - 115.6

es z(x,y) = 122 + 9y

2(80,0) = 960
2(80,30) = 1230
2(50,75) = 1275
2(0,100) = 900

Para obtener un beneficio maximo hay que preparar 50 lotes de tipo
Ay 75 lotes tipo B.

2. La ganancia maxima es 1275 euros.

Problema 136 Un concesionario de coches comercializa dos modelos de
automoviles: uno de gama alta, con el que gana 1000 euros por cada unidad,
y el otro de gama baja cuyos beneficios por unidad vendidad son de 600
euros. Por razones de mercado, la venta anual de estos modelos esta sujeta
a las siguientes restricciones:

e El nimero de modelos de gama alta vendidos no sera menor de 50 ni
mayor de 150 coches.

e El niimero de modelos de gama baja vendidos ha de ser mayor o igual
al de modelos de gama alta vendidos.

e FEl concesionario puede vender hasta un maximo de 500 automoéviles
de los dos modelos al ano.

1. Plantear las restricciones y representar graficamente la region factible.

2. (Cuantos automoviles de cada modelo debe vender anualmente con el
fin de maximizar los beneficios?

Solucion:

x n° gama alta, y n° gama baja
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1. La restricciones:
50 < x <150

r—y <0
x +y < 500

564,84
x=50

470.7 (50,450)

376.56

(150,350)

282.42

188.28

(150,150)
94.141

1T 75 206.35 257.94 309.52 361.11

-94.141

2. La funcién objetivo es z(x,y) = 1000z + 600y

2(50,50) = 80000
2(150,150) = 240000
2(150,350) = 360000
2(50,450) = 320000

Para que el beneficio sea maximo tiene que vender 150 automoviles de
gama alta y 350 de la gama baja.

Problema 137 En la preparacién de dos tipos de paquetes de café, C y
Cy, se utiliza café brasileno y café colombiano. Cada paquete del tipo Cy
contiene 300 g de café brasileno y 200 g de café colombiano, y cada paquete
del tipo C'5 contiene 100 g de café brasileno y 400 de café colombiano. Con
cada paquete del tipo C7 se obtiene un beneficio de 0,90 euros, y con cada
paquete del tipo Cs, de 1,2 euros. Se dispone de 900 Kg de café brasileno y
de 1600 Kg de café colombiano.

1. ;Cuéantos paquetes de cada tipo se tienen que preparar para obtener
un beneficio maximo?

2. ;Cuél es este beneficio méximo?

Solucion:

C1 | Cq | Cantidad
Brasileno | 300 | 100 | 900000
Colombiano | 200 | 400 | 1600000

Beneficio | 0,9 1,2
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x paquetes Cp
y paquetes Co

Las restricciones serdn:

300x + 100y < 900000 3z +y < 9000
200x + 400y < 1600000 N x + 2y < 8000
x>0 z>0
y=0 y=>0

_\ (2000,3000)

x+2y=8000

4652

1. La funcién objetivo es z(z,y) = 0,90z + 61, 20y

2(3000,0) = 2700
(2000, 3000) = 5400
2(0,4000) = 4800

Para obtener un beneficio méximo hay que preparar 2000 paquetes del
tipo C7 y 3000 paquetes del tipo Cs.

2. El beneficio maximo serd de 5400 euros.

Problema 138 Una tienda de café recibe 700 Kilos de café natural y 800
Kilos de café torrefacto. Envasa paquetes de un kilo con dos tipos de mez-
clas: el tipo A con medio kilo de café natural y medio kilo de café torrefacto,
y el tipo B con un cuarto Kilo de café natural, y tres cuartos kilos de café
torrefacto. La ganancia por cada kilo de la mezcla tipo A es de un eu-
ro, y por cada kilo del tipo B es de dos euros. Determinar los paquetes de
cada tipo de mezcla que deben prepararse para obtener la ganancia maxima.

Solucion:

A | B | Cantidad
Natural |1/2]1/4 700

Torrefacto | 1/2 | 3/4 800
Beneficio 1 2
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Hacemos x a el n° de paquetes del tipo A, e y a los del tipo B. Obtendremos
las siguientes restricciones:

F2+ Ty < 700 2z +y < 2800
32+ 5y <800 = 2z + 3y < 3200
>0, y>0 20, y=0

~ 2x+3y=3200

(1300,200)

-334.33 167 2006

La funcién objetivo es z(z,y) = = + 2y

2(1400,0) = 1400
2(1300,200) = 1700
2(0,1066.6) = 2133.33

Esta claro que, el nimero de paquetes tiene que ser entero, y que por las
valoraciones que hemos calculado la solucién estaria en la tercera. Coge-
mos por tanto el enetero mas préoximo dentro de la region factible, que seria
(0,1066). (El 1067 no valdria, ya que esté fuera de la regién).

La ganancia méxima serfa z(0,1066) = 2133 euros.

Problema 139 Un autobus Madrid-Paris ofrece plazas para fumadores al
precio de 100 euros y para no fumadores al precio de 60 euros. Al no fuma-
dor se le deja llevar 50 Kg de peso y al fumador 20 Kg. Si el autobts tiene
90 plazas y admite un equipaje de hasta 3000 Kg, ;cudl debe ser la oferta
de plazas de la compania para optimizar el beneficio?

Solucion:

Ponemos = fumadores e y no fumadores. Tendremos las siguientes restric-
ciones

z+y <90 z+y <90

20z 4+ 50y < 3000 = ¢ 2z + 5y < 300

>0, y=>0 >0, y=0
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> (50, 40)

2x+5y=300

. (50,0) y=0

-
28.968 57.937 8.905 115.87 144.84 173.80 202.78

-19.922

-39.844

La region factible serd la zona sombreada La funcién objetivo z(z,y) =
100z 4 60y

2(0,60) = 3600
2(50,40) = 7400
2(90,0) = 9000

El beneficio maximo se producira ofertando 90 plazas para los fumadores.

Problema 140 El jefe de seguridad de un museo estudia combinar 2 nuevos
sistemas antirrobo: camaras de vigilancia en las salas, y alarmas en puntos
estratégicos del edificio. Se quiere utilizar un minimo de 6 cdmaras para
cubrir con ellas las salas mas importantes, y un maximo de 15 cdmaras,
con las que quedarian todas las salas cubiertas. Igualmente, se necesitan
al menos 6 alarmas para cubrir las més importantes entradas y salidas del
edificio. Finalmente, se tiene un presupuesto méximo de 36000 euros y cada
camara cuesta 1000 euros mientras que cada alarma cuesta 500 euros.

1. ;Qué combinaciones de unidades de cada sistema se pueden instalar
cumpliendo los requerimientos anteriores? Plantea el problema y re-
presenta graficamente el conjunto de soluciones. jPodria instalar 7
camaras y 59 alarmas?

2. Si el objetivo es colocar el mayor niimero de dispositivos entre cdmaras
y alarmas jcudntos ha de colocar de cada modalidad? En ese caso
jcudl serd el coste total?

Solucion:

1. Podemos llamar x n°® de cdmaras e y n° de alarmas. Tendremos las

restricciones:
6<x<15 6<x<15
y=>6 == y>6
1000z + 500y < 36000 20 +y < 72

La region factible serd la zona sombreada Si sustituimos en las restric-



3.9286 | 7,871 11.786 ‘15 714

19.643
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ciones £ = 7 e y = 59, no se cumple la udltima, ésto quiere decir que,

no se pueden instalar 7 cdmaras y 59 alarmas.

2. La funcién objetivo z(z,y) =x + y

(6a 6) =
(157 6) =
2(15,42) =
Z(6, 60) =

12
21
o7
66

El valor maximo se encuentra instalando 6 camaras y 60 alarmas, con

un coste total de 6 - 1000 + 60 - 500 = 36000 euros.

Problema 141 Un camién de 9 Tm debe transportar mercancias de dos
tipos: A y B. La cantidad de A no puede ser inferior a 4 TM ni superior
al doble de la cantidad de B. Si el transportista gana 0,03 euros por cada
Kg de A y 0,02 euros por cada Kg de B, jcomo debe cargar el camién para
obtener la maxima ganacia posible? ;A cudnto ascenderia esa ganancia?

Solucién:

 Tm de A e y Tm de B, las restricciones serfan las siguientes:

r—2y <0
r+y<9

<
4<zx<2y i<
r+y<9 =
z>0,y>0 Y >0

La funcién objetivo es z(z,y) = 30x + 20y, y tendremos

2(4,2) = 160
2(6,3) = 240
2(4,5) = 220

Seguin vemos en la regién factible.
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La ganancia maxima seria de 240 euros cuando transporta 6 Tm del pro-
ducto A y 3 Tm del producto B.

Problema 142 Se considera la funcién f(z,y) =z —y.
1. Representar el conjunto
A={(z,y)/3x+y > 15 y —x < =5, 2z + 3y <60, y >0}

y calcular el valor méximo de f(z,y) en A. jAlguna de las desigualda-
des que definen al conjunto A se podria eliminar de forma que siguiera
siendo el mismo conjunto?

2. Decir si la funcién f(z,y) alcanza valor méximo en el conjunto
B={(z,y)/3z +y <15, x —y >5, >0}
En caso afirmativo calcular dicho valor.
Solucién:

1. El conjunto A es el siguiente:

‘Y 21.9a9 /
\ 2x+3y=60
4.632
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El valor maximo que toma la funcién corresponde al punto (30, 0) con
un valor de 30.

En el gréifico se ve que la inecuacién 3x + y > 15 no afecta para
nada al recinto A.

2. El conjunto B sera el siguiente:

15.476 19345 23.214

f(5,0)=5

Probamos en cualquier otro punto, que esté dentro del recinto y ob-
servamos f(5,—5) = 5+ 5 = 10 mayor valor que en los vértices, luego
esta funcién no tiene maximo en B.

{ f(0,-5) =

Problema 143 Un producto se compone de la mezcla de otros dos Ay B.
Se tienen 500kg de A y 500kg de B. En la mezcla, el peso de B debe ser
menor o igual que 1,5 veces el de A. Para satisfacer la demanda, la produc-
cién debe ser mayor o igual a 600kg. Sabiendo que cada kg de A cuesta 5
euros y cada kg de B cuesta 4 euros, calcular los kg de A y B que deben
emplearse para hacer una mezcla de coste minimo, que cumpla los requisitos
anteriores. Obtener dicho coste minimo.

Solucion:

Se trata de un problema de optizacién. Vamos a llamar z al n° de kg
de A, y vamos a llamar y al n° de kg de B. El conjunto de restricciones serd
el siguiente:

x < 500

y < 500

1,502 —y >0

z +y > 600

x>0

y=>0
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7 +
(333,53:500)  p=500 (500,500)
1515
{240 340
260 1, $ey=0
2BIB 4EIB 600

u(240, 360) = 2640
e Y u(500,500) = 4500
«(500,100) = 2900

El coste minimo seria de 2640 euros que corresponderia a 240kg de A y
360kg de B.

Problema 144 Un establecimiento de prendas deportivas tiene almacena-
dos 1600 banadores, 100 gafas de bafio y 800 gorros de bano. Se quiere
incentivar la compra de estos productos mediante la oferta de dos tipos
de lotes: el lote A, que produce un beneficio de 8 euros, formado por un
banador, un gorro y unas gafas, y el lote B que produce un beneficio de
10 euros y esta formado por dos banadores y unas gafas. Sabiendo que la
publicidad de esta oferta tendra un coste de 1500 euros a deducir de los
beneficios, se pide calcular el nimero de lotes A y B que hardn méximo el
beneficio y a cudnto asciende éste.

Solucién:
banadores | gorros | gafas | beneficio
A 1 1 1 8
B 2 0 1 10
1600 800 | 1000

Observando la tabla anterior, si llamamos z al nimero de lotes vendidos de
A y llamamos y al nimero de lotes vendidos de B, obtenemos las siguientes

restricciones:
x + 2y <1600

x < 800
x +y < 1000
x>0, y=0
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Y la funcién beneficio serd u(x,y) = 8z + 10y — 1500, en la que tendremos
que encontrar el valor maximo.

Los puntos de corte de la inecuaciones anteriores son los siguientes:
(0,800) (400,600) (800,200) (800,0)
Nos producen los siguientes beneficios:

(0, 800) = 6500
(400, 600) = 7700
(800, 200) = 6900
(800, 0) = 4900

Para obtener un beneficio maximo se deberan vender 400 lotes A y 600 lotes
B.

Graficamente seria:

x=344
{400,608)

x+2y=1664

Fana.208)

Problema 145 Un mayorista vende productos congelados que presenta en
dos envases de dos tamainios: pequeno y grande. La capacidad de sus conge-
ladores no le permite almacenar méas de 1000 envases en total. En funcién
de la demanda sabe que debe mantener un stock minimo de 100 envases
pequenos y 200 envases grandes. La demanda de envases grandes es igual o
superior a la de envases pequenos. El coste por almacenaje es de 10 céntimos
de euro para cada envase pequeno y de 20 céntimos de euro para cada envase
grande. ;Qué cantidad de cada tipo de envases proporciona el gasto minimo
de almacenaje?. Obtener dicho minimo.

SO0 (800.8) 1000 _x+y=16#
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x=100 5

-168.65 168.65 337.3 505,95 674.6 843,25 10]}9\

-192.38

Solucién: Si llamamos x al nimero de envases de tamano pequeno, y lla-
mamos y al nimero de envases de tamano grande, la funcién objetivo sera:

z(xz,y) = 10x + 20y, que tendremos que minimizar con las restricciones
siguientes:

x +y < 1000

x > 100

y > 200

yz>w

La region factible de esta representada en el grafico anterior.

2(100,200) = 10 - 100 + 20 - 200 = 5.000
2(200,200) = 10 - 200 + 20 - 200 = 6.000
z(500, 500) = 10 - 500 + 20 - 500 = 15.000
2(100,900) = 10 - 100 + 20 - 900 = 19.000

El minimo gasto de almacenaje corresponde a 100 envases pequenos y
200 grandes y seria de 5.000 centimos de euro.

Problema 146 Calcular el valor maximo y el valor minimo de la funcién
z = 35z — 10y + 20, sujeta a las restricciones:

20—  y+ 2>0
20— 3y— 6<0
z+ y— 5<0
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Solucion:

Dibujamos el recinto de restricciones (la regién factible):

e |, .
T~

— (—3, —4) — Z(_3,_4) = —45

22— 3y— 6=0
2v  y+ 2=0

{2x— 3y —6=0 (21 4)
| =, = =>Z(21

=1
z+ y —5=0 2.4y =19

4
5

{zm— y +2=0

s+ y —5=0 =>(1,4):>Z(1’4)=15

El valor minimo de z estd en el punto (—3, —4) y vale —45. El valor méximo

21 4
esta en el punto <€, 5) y vale 159.

Problema 147 Sea el sistema de inecuaciones siguiente: x +y < 120;
3y < x; z < 100; y > 10.
1. Represente graficamente la regién factible y calcule sus vértices.

2. ;En qué punto de sta regién, F(z,y) = 25z 4+ 20y alcanza el maximo?

Solucion:

1. La regién factible tiene la siguiente representacion grafica: Donde A
es la interseccién de las rectas:

y =10
{ v — 3y = A(30,10)
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{6
=148
{4
? x=iy
Loia C(166.28)
A{36.16)
D(166.16)
= 5@ 108 \

Donde B es la interseccion de las rectas:

=3y
{ 4y = 120 = B(90, 30)

Donde C es la interseccién de las rectas:

z =100
{ oty 120 = C(100,20)

Donde D es la interseccién de las rectas:

z =100
{ y—10 — D(100,10)

2. En estos puntos la funcién objetivo toma los siguientes valores:
F(A) =950; F(B) = 2850; F(C)=2900; F(D)=2700
El punto donde la funcién alcanza el maximo es C(100, 20).

Problema 148 En una pequena empresa se fabrican sélo dos tipos de apa-
ratos, A y B. Como maximo pueden fabricarse 3 aparatos de cada tipo vy,
obligatorimente, al menos uno del tipo B. Se quieren obtener unas ventas
superiores a 600 euros, teniendo en cuenta que los precios a los que vende
los articulos A y B son 300 y 100 euros, respectivamente.

Hallar todas las posibilidades de fabricacién.

Solucion:
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Sea z el n® de aparatos de tipo A.
Sea y el n° de aparatos de tipo B.
Calculemos la regién factible:
<3

1<y<3

300z 4+ 100y > 600 <= 3z +y > 6
Su representacion gréfica es la siguiente:

63.2)

Fi#,2)

]'=I E{.g, I}

j1rg

x=1

L 2, 3
Las posibilidades de fabricacién son los puntos que se encuentran en esta
region incluidos sus bordes, las coordenadas tienen que estar formadas sélo

por numeros naturales, es decir, los puntos sefialados en la figura.

El resumen lo podemos poner en forma de tabla:

Unidades A | Unidades B
1 3
2 123
3 12,3

Problema 149 En el ultimo Salén del automovil celebrado en Espana, un
pequeno fabricante presento sus modelos Caaper (precio por unidad: 16000
euros) y Ena (precio por unidad: 15000 euros). El coste de produccién por
unidad es, respectivamente, 10400 y 9750 euros. Para la fabricacién de una
unidad del primer modelo se necesitan 3 m? de un determinado producto
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textil 7,5 kg de pintura, mientras que para el segundo se necesitan 4m? y 7
kg, respectivamente. Mensualmente existe en el almacen 96m? de producto
textil y 195 kg de pintura.

1. Representa la region factible.

2. Halla cuantas unidades de cada modelo interesa fafricar mensualmente
para que las ventas de las mismas produzcan el méximo beneficio.

3. Calcula dicho beneficio.
Solucidn:

1. LLamamos x al n° de coches vendido modelo Caaper
LLamamos y al n® de coches vendido modelo Ena

Caaper | Ena | Existencias

tela 3 4 96
pintura 7,9 7 195
El conjunto de restricciones sera el siguiente:
3x 4+ 4y <96
7,5+ Ty <195
x>0, y>0.

La funcién objetivo es F(z,y) = 5600z + 5250y.
Como se ve en la figura obtenemos los puntos A como interseccién
de las rectas x = 0y 3z +4y = 96; el B como interseccion de las rectas

3r+4y =96y 7,5z + Ty = 195; el C como interseccion de las rectas
7,5x 4+ 7y =195 y y = 0. Estos puntos son:

A(0,24), B(12,15), C(26,0)

2. El beneficio maximo se obtendra en uno de estos puntos:
F(0,24) = 5600 - 0 4 5250 - 24 = 126000
F(12,15) = 5600 - 12 + 5250 - 15 = 145950
F(26,0) = 5600 - 26 + 5250 - 0 = 145600

Luego para que el beneficio sea maximo, tendra que fabricar 12 uni-
dades del modelo Caaper y 15 del Ena.

3. El beneficio maximo es de 145950 euros.
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Problema 150 Se considera la regién factible dada por el siguiente con-
junto de restricciones:

r+y<5>H
r+3y>9
z>0; y=>0

Representar la regién factible que determina el sistema de ecuaciones ante-
rior y hallar de forma razonada el punto o puntos de la regién factible las
siguientes funciones alcanzan su méximo o su minimo:

L f(z,y) =2z +3y
2. flz,y)=y—u

Solucion:

Dibujamos el recinto:

1. Como la regién estd acotada, la funcién alcanza el méximo y el minimo
en alguno de los vértices de la regién:

Si f(z,y) = 2z + 3y tendriamos:

£(0,5) =15
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16

\. A(8,5)

4 ‘ 5 ‘x+_|l=5
_\_\_\_\_\_‘—‘—u_.__\_____‘_.__ h‘-‘-‘ 2t
09| e R, 0
o 4

f(0,3) =9
£(3,2) =12

Luego la funcién f(z,y) alcanza un méximo en el punto (0,5) y un
minimo en el punto (0, 3).

. Como la regién esté acotada, la funcién alcanza el maximo y el minimo

en alguno de los vértices de la regién:

Si f(z,y) =y — = tendriamos:

Luego la funcién f(z,y) alcanza un méximo en el punto (0,5) y un
minimo en el punto (3,2).



Capitulo 3

Problemas de Analisis

3.1 Limites

3.1.1 Dominio y Recorrido

Problema 151 Hallar el dominio y recorrido de las siguientes funciones:

1. f(z)=vz—1
2. f(z) =22

3. f(z) =V9—a?
4 fla) =g

5. f(x) ="l

6. flx)=v1I—=z
7. f(z) =4 — 22

8. f(z)=+V25—2a2
9. flz) =z -2
10. f(z)=+v22—4

3.1.2 Cocientes Polinémicos, Conjugados y Trigonométricos
Problema 152 Calcular los siguientes limites:

x2—1

1. lim
z—-1 x4+ 1

222 —x —
2 lim 22" —x—3
z——1 x+1

121
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10. lim

11. lim

12. lim

13. lim

1
14. lim 2*= 2

15. lim 2%
z—0 D

16. lim w

x—0 xT

-1
17. lim SecT

z—0 xIsecx

. cosxztanx
18, lim ———
x—0 €T

sen2m

19. lim
z—0 X

20. lim xsecx
Tr—T
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. cosx
21. lim
z—Z% cotx

929, 1 —tanz

im ———
r—% SeNT — COS T

. 2t
23. lim o

=0 2 (Ayuda: (&M)Q _ seth)

t 12

sen 3t

24. lim

t—0

- (Ayuda; =2 = 3(52))

2t
25. lim 2=
t—0 sen 3t

. sen2t __ 2  sen2t _ 3t
. (Ayuda: s02t — 2. sendt, St

tanZx

26. lim
x—0 T

_ 2
97 i (L= C08R)”
h—0 h

Problema 153 Calcular los limites siguientes:

2r —1
11m
2=00 31 + 2

1.

: 5% + 1
o lm —_—— =
z—o0 1023 — 322 + 7
x

2,10 — 11

2z 3z
9. li
R S
2 2
10. lim (— 32

1. lim (@ + /22 +3)
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12. lim (22 — V422 + 1)

r—00

13. lim (z — V2?2 + )

r—00

14. lim (3z 4+ V922 — z)

r—00

15. lim ——o

T—00 /2 — g

X
11m ——-
=00 /2 41
. 2¢ +1
Py
—3z+1
18. lim ——
T—00 /2 4 g

2 _

19. lim — %

=00 \/xt + 1z

2z
20. lim ———
z—00 \/4x2 41

sen 2x

16.

21. lim

—00 T

1

22, lim ———
z—00 2 + senx

23. lim sen—
T—00 T

1
24. lim x tan —
T—00 €T

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

3.1.3 Regla de L’Hopital

Problema 154 Calcular por la regla de L’Hopital los limites de las siguien-

tes funciones:

2 _ .
1 lm T —* =2
=2 xr—2
9 2 —r—2
r——1 l’+1
oA =22 =2
3. lim
x—0 x
V4 — 2
4. lim —



3.1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

LIMITES

. x> +22+3
lim
T—00 rz—1

. a?

lim —
r—o00 T

lim z%Inz
z—0t
1 1

lim(— — —2)

alcl—>m2(x2—4 x2 4
lim X
z—00 \/72 + 1

) 3 2
lim (— —
z—1+t'lnx x—1
lim 2'/®
z—0t

lim (e* 4 z)'/*
z—0t
lim 2/
r— 00

1

lim (1+ —)*

125
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24. lim (1 + z)Y/*

r—00

95. lim

T—T x — T

sen 2x

26. lim
z—0 sen 3z

27 i sen axr

m
x—0 sen bx

28. lin% T COSeC T

r—

29. lim z2% cot

z—0

1
30. lim (zsen—)
T—00 T

1
31. lim (z tan —)

T—00 T

. arcsen x

32. lim —
x—0 €T

. arctanx — 7
33. lim —=
z—1 r—1

3.1.4 Varios

Problema 155 Calcular los siguientes limites:

1.
1 3z
lim <1 + >
r—>00 5x
Solucion:
1 3z \
7] —
. 1 3r 3
Luego:
3z 3
lim (1 + ) = e3
r—>00 €T
2.
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Solucion:

Problema 156 Calcular los siguientes limites:

1.
1 Tx
lim <1 + )
Tr—>00 3x
Solucion:
1 Tx \
. N
xhinoo<1+%) =[1%]=e¢
. 1 Tr 7
A:xhﬂloo”(”g,x_l) =, s =3
Luego:
1 Tx
lim (1 + ) — e3
OO 3z
2.
2 +3 o
z—o0 \ 22 + 1
Solucion:
. 2 +3 o . A
:Eh_r>noo<x2+1 _[1 ]:e
2 2
_ 1 oy 27+ 3 B . 10z
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. ey | 2
lim | ——r
z—oo \ 27241

Solucion:

. 2 —r+1 = 1\
lim ( ———— = =0
T—00 212 +1 2

Problema 157 Calcular:
1.

Solucion:

3—VaZ+5 9 — (22 45)
z+2)(3+ Va2 +5)

lim 4 —a® - 2—-z)(2+x)
e—=2(z+2)(3+ Va2 +5) e—-2(x+2)(3+V22+5)

lim = lim
T——2 x4+ 2 T——2 (

(
I 2—x 2
m ——— = =
t—-23+4+ 22 +5 3
Problema 158 Calcular:
1.

2

, <3x2+2x— 1>x
lim —
T—00 x4+ 1

2
. 302 + 22 —1\" o
xh_f,noo<$z+1> =[3%] =00

Solucion:

_ <x3 + 27 — 1)29”
Iim [ ————
T—00 33;'3 —1

p (P21 2 {(1)00} .
11m —_— et =
e\ T3 1 3

Solucion:
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3.
$3—1 2z
z—oo \ 23 + 1
Solucion: )
3_1 z
lim <x3 =[1®]=¢*=¢*
z—o0 \ 7° + 1
3 3
-1 —4
A= lim 227 (S —1) = =4
T—00 x° +1 z—o0 23 + 1
4.

Solucion:

[N

1 8x
lim (1—1—6> =[1®]=e=¢

T—00 €T

1 4
A= lim 8x(1+—1>: N 8z _ 4
T——00 6:5

z—00 O 3
Problema 159 Calcular

. Vz2—-9-14
lim ——= —

T—5 r—5

Solucion:

Va2 —9 -4 _ (Va2 —9—4)(Vz2 -9 +4)

e A (@—5)(Va2—9+4)
lim (vVat —9p — 42 = lim v’ 25 =
e—5 (x —5) (Va2 —9+4) 2—5 (z—5)(vVa2 — 9+ 4)

(z —5)(x + 5) 10 ViZ—9—-4 5

— lim

lim =
e—5 (2 —5)(Va? —9+4) V16 +4 z—5 X —9 4

Problema 160 Calcular los siguientes limites:

1.
Tx
lim (1 + 1)
T—00 3x

Solucion:
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Luego:

Solucion:

Solucion:

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

o (5) - ()
Bt \ 222 1 1 “\2) |~

Problema 161 Calcular los siguientes limites:

Calcular:

Solucion:

T+5

. 4—+z?2 -9
im —m—
r——5 r+5
2 -9 i 16 — (22 —9)
= 1m =
z—=5 (x +5)(4+ V2 —9)
25 — 22 (5—2)(5+ )

lim lim
r—=5(x+5) 4+ V22 —-9) z—-5(x+5) A+ vVz?-9)
= lim —mM8M = —
r—-=54++22-9 8

5—x 10 5
4
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Calcular
. Vz2—-9-14
lim
r—5 r—>5
Solucion:
. Va?-9-4 . (V22 =9 —-4)(V2Z —-9+4)
lim —— = lim =
r—5 r—25 x—5 (l’—5)(\/l’2 —9+4)
y (Va2 —9)* — 42 i 2?2 — 25
1m = 11m =
—5 (r —5) (Va2 —9+4) =—5(x—5)(vVa?2—9+4)
_ (x —5)(z+5) 10 . V12—-9—-4 5
= lim = = lim —m——— = —
z—5 (x — 5)(Va? — 94 4) V16 +4 z—5 r—95 4
Calcular:
. 3—Vz?2+5
llm —m—M—
z——2 x+2
Solucion:
. 322 +5 , 9 — (2 +5)
lim ——— = lim =
e——2 T +2 —=2 (4 2)(3+ V22 +5)
) 4 — g2 ) (2—1)(2+2)
= lim = lim =
r—=2(x+2)3+Va?+5) z—=2(x+2)3+VaZ+5)
I 2—x 2
= 1m =
t—-234++/224+5 3
Calcular:
1.
<3x2 + 2x — 1)
li 5
T—00 z2+1
Solucion:
. 3x2 42 —1 oo
2.
<x3 + 2z — 1>2I
lim
a—oo | 3z3 -1
Solucion:
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3.
) (3:3 — 1)%3
lim =
z—o0 \ 7° + 1
Solucion:
3 o 1 21‘
m<x3 =19 = =
z—00 \ 7> + 1
3 3
- T g2 —1 . —4x®
A_zhjlm2x <x3+1 1>_z£>noox3+1_
4.
1 8
lim (1 + )
Tr—00 6x
Solucion:
1 8x w \ 4
xh—>nloo(1+6x> _[1 ]:e = e3
. 1 8r 4
A—xhllooggc(”ﬁml) = T3
5.
3
<4x3 + 2z — 1)
lim 3
T——00 z° -1
Solucion: \
a3 + 22 — 1
T—00 0 —1
6.
1 23 —x+1 b
z—oo \  3z3 42
Solucion: .
203 —x+1 v 2\ *®
1 S Y -0
z—o0 \  3z3 42 3
7.
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Solucion:

3x2
. 21’2—1 00 A -3
xh;noo<2x2+1> =[1¥)=e'=e

r——00

2% —1 —622
A= lim 322 (22"~ 1) = lim —%  —
z—00 222 + 1

222 +1

Solucion:

1 bz
lim (1 + 3) =[1°] =t =3

T—00 €T
1 Sx
. 1mOo 5 ( + 37 ) . 1mOo 37 3

Problema 162 Calcular los siguientes limites:

. 32 +z—1 3
1. hm —_—— = —
z—oo 2241 2

-3

133
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8. lim

r—>00

9. lim

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

(2x—1>2w_ o
2w+1) ~°©

x5—|—w4—3x2+4x—1_1

e—1 gt — a3 — 222+ +1 2

10. lim

3 — 222 —

e——0xt — 322+

11. lim

r—3

12. lim ———= -

r—1

a:—\/x+6_

r—3

r—1

r—\2—z

Por L’Hopital:

13. lim

=" _0

r—00

14. lim

r—0

15. lim

er —cosx
sinx

2 -z

T —>00 2

16.

rz—0

17. lim

r—>1

18. lim

r—2

19. lim

rz—0

20. lim

z—0

.IIQ—I‘

er —1

=1

=1

=1

5

6
2
3

ot — 2%+ 32 —dz+1 3

-3 +3x—-3 4

r—Tr+2
xr— 2

sin?

xr2

1 —cosx

sinx

3

4

Problema 163 Calcular los siguientes limites

1. lim

r—>3

2. lim
r—4

Solucion:

a2t =323 — 222+ Tx — 3

3 — 222 —4x+3

2 —-7-3

r—4
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1.

2.

ozt =313 — 2224+ Tr -3
lim =2
r—3 1‘3—2$2—4$+3

lim 7932_7_3—%
x—s4 r—4 3

Problema 164 Calcular los siguientes limites

1.

10.

11.

12.

13.

14.

322 +z—1 =t
lim () .
a—oo \ 2241
9 x2/2
lim (ac —; 1) — ol/2
T —00 €T
9225 4 3z — 1\ 1!
lim =0
T——00 525 + 1
lim <3x > =3
z—00 \ 3x + 2
z3 + 322 — 6 — 16 6

i =
x£2x4+2x3+x2+x—2 11

i —
el 33 + 222 —4x — 1

3at+ad — 222+ 2 -3 4
3

3zt 4 223 — 222

a:lE»lo 3+ a2+ r o
x> —1 5

im ——— = —

r—1224 -2 8

o V3z2—-11-4 9

Ilm —mMM = —

r—3 Tz —3 4
V13 —22 -3 2

lim =—=

z—2 xr — 2 3

lim rsinz _

z—01 —cosx

1_62:0

m - = -2
rz—0 SInx

In(1 —sinz)

lim —% = -1
) In(1 +sinz)
lim e’ —x —cosx _ 1

z—0 sin? z
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1
15. lim —— =1
z—lzx—1

16. lim ze® =00, lim ze* =0
T—>00 T—>—00

3.1.5 Selectividad
Problema 165 Calcular:

1.
i 22— 3x+2
im ——
-1 22— 22+ 1
2.

1\?%
r—>00 €T

3. Utilizando el cambio de variable Inx = ¢, calcular

7= /el—f—lnx + (Inz)?
l1+1Inz)
Solucién:

1. Descomponiendo los polinomios segiin sus raices tendremos que x>

32+2=(z—-2)(x—1)y 2?2 —2r+ 1= (x — 1)%. Sustituyendo:
22 — 37 +2 (x —2)(x —1) x—2
lim ————— lim ————— 2 = i =
xirg_ 22 — 21 +1 mﬂ— (33 - 1)2 zil}}— r—1 oo

2. Para solucionar este limite voy a emplear dos métodos:

(a)

Donde
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(b)
Jim (14 ) =4
ﬂElg}n@o In <1 + 2) =InA

lim xln( + ) InA
T—00 x2

1 In(1+ 2 0
lim zln<1+2): lim (m2>:{ ]
T—00 X T—>00 0
En esta condiciones podemos aplicar la Regla de L’Hoépital:

1 —2/a3
. In (1 + ?) : 1+1/$gc2 . 2 2
lim ———+= lim —— = lim 71:—:0
z—>00 = z—o0 —1/x T—00 4 (1 S ?2) o0

Esdecir, nA=0= A=1

3. Primero voy a solucionar la integral sin tener en cuenta los limites de
integracion y luego los aplicaremos.
La integral la vamos a resolver por sustitucién, haciendo Inz =t =
%dw = dt y sustituyendo tendremos:

dt =

/1+lnx2—|—(lnx)2 /1+21n:1:+(1nx)2 /1+2t+t2
€r = g _—
z(1+Inx) z(1+Inx) (1+1)

1 2 2 1 2
/< +t) dt:/(1+t)dt:t+t2—|—0:lnx+(n;)+C

14+t
:lne+(h12e) <1 1+(1n1) >_1+1:3

(Inz)?]°
2 . 2 2 2

I =|lnz+

Problema 166 1. Calcular:

. er —1
lim —
z—0cosx — 1

Solucion:
e 1 0 . 2x- e’ 0 . 2¢7° + 422 - e’
im ——— = |=| = lim - = |=| = lim =
z—0cosx — 1 0 z—0 —sinx 0 x—0 —cosz

= —2.
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2. Determina el valor de a para que

) <x+3>ax
lim =e

T—00 T

Solucion:

3 axr 3 axr
lim (3” ) = lim <1+> = [1°] = &*
x

T—00 T T—00

A= lim ax($+3—1>: lim aa:<3):3a

T—00 T T—00 T

Como)\:1:>3a:1:a:%.

3. Calcular utilizando el cambio de variable adecuado :

/(1_2562)2@;

Solucién:
Hacemos u = 1 — 22?2 = du = —4x-dx = %ﬁ = z-dx y sustituimos:
T 1 [ du 1 w2t 1 1
761 = — — _— = —— Czi 027
/ (1 —222)2 “ 4/u2 4 —2—1—1+ 4u+ 4(1 — 222)
+C

Problema 167 Calcular por la regla de L’Hopital

1. lim L Cos®
z—0 e% —1

Solucion:

. 1 —cosx 0 . sinx 0
Iim ———— = |—-| = lim =-=0
z—0 e¥ —1 0 z—0 e~% 1
. 2
9 lim 1—cosx+x
z—0 212
Solucion:
. 1—cosa:+:z:2_ 0 o sin:c+2x_ 0 o cosx+2_
mino 2x2 o 0 7:p£>n0 4x o 0 7x£>n0 4 o
_3
4

Problema 168 Calcular:
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Solucion:

. 3—Va2+5 _ 9 — (2% +5)
lim —— = lim
T——2 T+ 2 z—=2 (x +2)(3 4+ V22 +5)
) 4 — 22 ) 2—-2)2+x)
lim = lim
v—=2(z+2)3+ Va2 +5) +—=2(x+2)3+Va2+5)
2—z 2

= lim ———
r——2

(
3+vr2+5 3

Solucion:
Solucion:

Solucion:

Problema 169 Calcular:
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1.
I sin? z
mino 4.7)2
Solucion:
sin? _ 1 . sinx sinzx _ 1
2 42 _493210 T x4
2.
cos?z —1
Iim ——
z—0 X
Solucion:
2r—1 -1
lim O E L g ST 1) =0
r—0 €T r—0 x
Problema 170 Calcular
. voe+1
1. lim
T —>00 et
Solucion:
_1
. Vr+1 . %(Vx+1) ’ ) 1
lim = lim —%— = lim ———— =0
T—00 er T—00 et T—00 e/ + 1

. 1 1
2. lim /—+1—4/——=1
T

x—0 xT
Solucion:

1 1
lim /- +1~— \/ —-1=
r—0 i x

o TPV (V)
S ey

T _ 3
m‘”¢%+1+¢f— Jm%¢ +1+¢ [m]

Observando el limite vemos que

lim

VA +1+\/

lim no tiene sentido

z—0~ \/ _|_1+\/7_1
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Podemos concluir con que el limite no existe.

3. lim (sinx)®™"®
T——/2
Solucién:
LLamamos L = lim (sinz)™% = 1InL = lim In(sinz)"™"®
z—7/2 x—7/2

. . . . . In(sinx

lim In(sinz)"?® = lim tanzln(sinz) = lim ¥ =
T—/2 T—/2 T— /2 on s

) e _ cos x tan® ) cos® x tan® x

lim —2 = Jim — M = lim —— =
T—/2 —1/cos?z r—sm/2 — 28T z—s7/2 —tanzx

tan2 cos?
2 .

) cos“x-sinw ) )

lim ———— = lim (—cosz-sinz) =0
r—7/2 COos T T—7/2

Luego tenemos que nL = 0 = e = L = L = 1, es decir,
lim (sinz)™"* =1
z—7/2
Problema 171 Calcular los siguientes limites (donde ”In significa logarit-
mo neperiano).

. In(cos(3x))
b Tacos(22))

RV v
2. lim

r—0 4x

Soluciodn:
1.
—3sin(3z)
lim In(cos(3z)) _ {0] ~ lim co§(3x) ~ lim —3s?n(3x) cos(2x)
z—0 In(cos(2z)) 0] «—0 —2sin(2z) 2—0 —2sin(2z) cos(3z)
cos(2z)
B {0} 3 lim 3cos(3x) cos(2z) — 2sin(3x)sin(2z) 3 3 9
- [0]  22—02cos(2x)cos(3x) — 3sin(2x)sin(3z) 2 2 4
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lim \/4+x—\/4—:c: lim Wi+z—Vi—z)(Vi+z+V4—1)
z—0 4x

z—0 dr(vA+x+ V4 — 1)

~ im 44+ x—(4—x) B
e —0da(VAitz+Vi—-z)

2z 1

ode(Vitz+vi-z) 8
Problema 172 Calcular los siguientes limites

1.
hm (\/302 +x— a2 —a:)
2.
lim z {arctan (e") — 72r]
Solucion:
1.
hm (\/x2+m—\/a:2—a:) = 00 — 00] =
(\/:c2+x—\/x2 —:1:) (\/:c2+x+\/x2 —9:)
1i =
wlnoo \/.%'2+£L'—|—\/{I)2—JJ
2 2
(\/a;Q + x) — (\/332 — :1;) 9
lim lim =
T—>00 \/1‘2—|—$—|—\/£L‘2—IL‘

x—»oo\/xQ_‘_:U_{_\/ZEQ_I._

2:c
lim = =
T——00 ;t2+:v 22—z 2
2.
arctan (e®) — Z 0
lim =z {arctan( ) — ﬂ] [0 - 0] lim (") = 5 [ }
o 2 z—00 1/z 0
lim Hef =1 _x26: [OO] = lim _2$6$2_x26$ =
r—00 — = r—00 ] 4 e=® o0 T—00 2e2x
. —2x — 12 00 . -2 —2x 00 . -2
lim — — = lim — —|= lim — =0
z—00  2e¥ 00 z—o0  2e% 00 z—00 2e¥
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3.2 Derivadas

3.2.1 Derivada en un Punto

Problema 173 Calcular la derivada de la siguiente gréfica, asi como el
valor de ella en un punto.

1. f(z)=3(22°—4) enz=0

2. f(x) =282 enz=1

3. f(x)=522(x+3) enzx=1

4. f(x)= (2 -22+1)(2*-1) enz=1
5. f(x) = (2® —3x)(222 + 32 +5) enz =0
6. f(z)=(z—-1)(2®>-3x+2) enx=0
7. f(z) = (2° - 32)(%) enaz=-1

8. f(x) =% enz=2

3.2.2 Aplicacién de Métodos

Problema 174 Calcular las siguientes derivadas:

1. f(z) = 32=2

2. f(a:) — 3—2z—a?

x2—1

3. f(.f) — 2343242

z2—1
4. fz) =21~ ;3y)
5. (o) = 282
6. f(x) = YT(T +3)

7. f(2) = 2t

8. f(z) = (- 1)

9. f(z) = (L7552)(2® + o+ 1)

10. f(x) = (%)(21’ —5)
1. f(z)= (22 —2)(@? + D) (2®> +z +1)

12. f(z) = (323 + 4z)(x — 5)(x + 1)



144 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

13. f(z) = zzi‘gz donde ¢ es una constante

2 2

14. f(z) = 575> donde c es una constante

15. f(z) = 22D
16. f(z) = 2422
17. f(z) = 222
18. f(z) = 355
19. f(z) = &

20. f(z) = 325

21. f(x) = L2

Problema 175 Calcular las derivadas de las siguientes funciones trigo-
nomeétricas

1. f(z) = 2%senx

2. f(z) = ne

3. f(z) = w2

4. f(x) = (x + 1)coszx

5. f(z) = —z + tanzx

6. f(x) = + cotanx

7. f(z) = bz cosecx

8. f(x) = e

9. f(z) = —cosecx —senx
10. f(z) = zsenz + cosx
11. f(z) = 2%senx + 2w cosx — 2sen
12. f(z) =senxcosx
13. f(z) = jtoosecs

14. f(z) = tanx cotanx

()

15. f(x) = 2’ tanx
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16. f(x) =5 secx + tanx

- I

17. f(z) = =2~
- I
- I

sen T
l—cosx

18

8

)

19

20. f(z) =senz(senx + cos )

3.2.3 Primera y Segunda Derivada

Problema 176 Calcular las derivadas primera y segunda de las siguientes
funciones:

1. f(z) =425/

2. f(.f) — z242x—1

T

3. flz) =35
4. f(z) =z + %
5. flz) =35
6. f(z)=secx

3.2.4 Tangente y Normal a la Grafica de una Funcion

Problema 177 Halla la ecuacién de la recta tangente y normal a la grafica
de la funcién dada en el punto indicado:

1. f(r)=-%; enel punto (2,2)

r—1)(z2 —2) en el punto (0,2)

—~~

3 -3z +1)(x+2) en el punto (1,-3)

3

)
)
4. f(z) = %5 enel punto (2, 3)
5. f(z) =tanz en el punto (%,1)
)

6. f(x) =secx en el punto (3,2)

Problema 178 ;En que puntos tiene tangente horizontal la grafica
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Problema 179 ;En que puntos tiene tangente horizontal la grafica

-1
Problema 180 Sea la funcién f(x) = i

normal a su grafica en el punto x = 1.

Calcular la tangente y la

Solucion:

Calculamos la tangente a su gréafica en el punto x = 1:

fla) =T = )=

2

Calculamos el valor de la funcién en el punto x = 1:

F(1) = 0.
La ecuacién de la tangente serd: y —0=2(z —1) = 2x—y—2=0

La ecuacién de la normal serd: y — 0 = —5(:1: —1)=z+2y—1=0

Problema 181 Calcular la recta tangente y la recta normal a la funcién
f(x):%enle.

Solucién:

En z = 1 tenemos que el valor de la funcién vale f(1) = 1 = (zo,y0) =
(1,1) serd el punto de la curva por el que pasardn las rectas tangente y
normal. Para calcular las pendientes de estas rectas calculamos la primera

derivada:

() = 6z(z +2) — 322 3x(z+4)

(@422 (z+2)?
Y ahora tendremos que m = f’(1) = 3 es la pendiente de la recta tangente
a la grafica en x = 1, teniendo en cuenta que la ecuaciéon punto pendiente

de una recta es y — yo = m(x — xp) tendremos que

y—lzg(:r—l):>5x—3y—2:0

es la ecuacion de la recta tangente.

Para calcular la ecuacion de la recta normal tenemos que su pendiente es
m = _ﬁl = —% por lo que su ecuacién la encontraremos de igual manera

que la tangente

3
y—lz—g(x—l):>3a:+5y—8:o
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es la ecuacion de la recta normal.

Problema 182 Calcular la recta tangente y normal a la grafica en el punto
indicado:

1. y=+/322 -2 en el punto (3,5)
2. y=avV22+5 en el punto (2,6)
3. y=sen2z en el punto (m,0)
4. y =tanz? en el punto (5,1)
Problema 183 Calcular la recta tangente y normal a la funcién

2
—1
f(z) = % en el punto x = 2.

Solucion:

a=2, b=f(2)=1, y—b=m(zx—a)

2
, e+ 6z +4 ; 4
- - — £1(9) = =
Fo) = T = m= o) = 2
4
La recta tangente esy—lzg(x—Q).
Larectanormalesy—lz—Z(:L‘—Q).

3.2.5 Varias
Problema 184 Calcular las siguientes derivadas:
1.y=+vz2 -1
R 3
2. y=cos

3. y = cosec’x
4. y = (6x — 5)*

5. y =tan(mx + 1)

_ 1
6. y= 1
7. y=(2x-7)3

8. y= (322 —1)*
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10. y = 3(9z — 4)*
1. y=-L

_ 1
12. Y= z2+4+3x—1
13. y = (:15)?

_ 4
].5. y == 1'33—4

_ 1
16.y = r—mp

17. y = 2?(x — 2)*
18. y = x(3z — 9)3
19. y=+1—-2x

20. y=+v3 -2z

21. y =va2 +2x — 1
22. y = /323 + 4z
23. y=vaZ -2z +1

24. y=2v4 — x?
25. y = —342 =0z

26. y = (9 — 22)3

27. y = (9z +2)3

8. y= 7
29. y=/=5
30. y = 5o
3L Y= Jon
32. y:\/;u
33. y= —~
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3.y =Y
35. y = 2”?[13
36. y = 342
37. y= ﬁ—fl
38. y= 2L —
’ Va242r—1
39. y=+/x(2 —1)?
40. y = /2L

T

41. y = 7—2<2—§W1+x

42. y=+r—1++x+1

Problema 185 Calcular la primera y segunda derivada de las siguientes
funciones:

1. f(z) =2(z? - 1)2
2. f(x) = x—iz
3. f(z) = senz?

4. f(z) = Y2t

- T

Problema 186 Calcular la derivada de las siguientes funciones trigonométricas:

1. y = cos3x
2. y =sen2x
3. y=3tandx
4. y=2cos3

5. Yy =senmzr
6. y = secz?

7. y= %sen2 2z

8. y = bcos w2

1

9. y = gsen (2z)?

10. y = 5 cos(mx)?
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11. y = y/senx

12. y = cosec’x

13. y = tan(rz — %)
14. y = cotan (§ + 7)
15. y = xsen%

16. y = 21728611%

17. y = sec 223

18. y = cosx+1

T

Problema 187 Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

1.
z2 -1
fla) = —
2.
f(x) = 2% -In(z® + 1)
3.
f(@)= Va2 -1
4.
f(z) = esin®
Solucién:
1.
fz) = xz; L =2 2"5(;962)(2:62 -1 _ 2:12;; 2 _ 9322;1
2.

f(z)=2* In(z*>+1) =

23
241

2x
241

fl(z) =2z - In(z? +1) 4 2% =2z -In(z?+1) +
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3.
f(z) = 3x2—1:(x2—1)1/3:>
o) = L2 )29y — 2z
f(x)_ ( 1) 2 33 ($2_1)2
4

Problema 188 Calcular las siguientes derivadas

2z 2
1. f(z) = et
sin x
Solucién:
, (2e%* 4 22)sinx — (e?* + z?) cosz
f(z) = 2

sin” x

2. f(z) = arctan (ﬁ)

Solucion:

1
2/ (@ — 1) + )

3. f(z) = (2% — 1) sin(z?)
Soluciodn:
f'(z) = 2wsina? — 22(2% — 1) cos 2% = 2z (sin 2% — (22 — 1) cos 2?)

Problema 189 Calcular las siguientes derivadas:

3 —2

l.y=——-—
Y 224+x—1

2. y=Inz-cos(z? — 1)
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2 —r+1

3.y=1In R

4. y = log;(sinx)
5' y — exCOSIE
6. y= 5cos(932—1)

7. y = arcsin(z? — 1)

-1
8. y = arccos (m )
x

9. y = arctan(lnx)

10. y = €% -sin(z® — 1)
Problema 190 Calcular las siguientes derivadas
1y =23""1 -sin(z + 1)
2. y = arcsin(e”)
3. y = arccos(5%° 1)
4. y= (22 - 1)(2x + 1)
5. y=a3lnzx

6. y=/(2x—1)2

1
7.y=—+
W
z—1
8. y= 3
9y:10g36””21
1
10, y= ———
R |

Problema 191 Calcular las siguientes derivadas:
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4. y= (22 +1)(z 1)

Solucion:
21
1.y:ln<i+2 :ln(fol)fln(quQ)
;2 1 2?+dz+l
Y= r+2 34222 —1x-2
2.3/:65"”2*3“1

y = (2z — 1)e”*~#1

222 +1
3. y= 1
,_Aw(—1)—(22*+1) 227 4o -1
Y (x—1)? (x—1)?

4. y=(2*+1)(z-1)

y =2z(x—1)+ (22 +1) =322 — 22 + 1

Problema 192 Calcular las siguientes derivadas:

sin x
= arctan(z® — 1) b) y=e" -1 =In(—H5—
a) y = arctan(x ) b)y=-e"(cosz ) ¢)y=In (1;2 + 1>

d)y=em"1 e)y=+a2-1
Solucion:
)y 2z
a)y = ————
Y o112 -1)
b) v = e"(cosx — 1) — e"sinx
cosx 2z

)y = —2 — ——
)y sinz  x2+1

d) ¥ = coswesine—1

T

e)y = ——
)y o

Problema 193 Dadas las funciones f(z) = Va2 +x + 1y g(z) = In(z+8),
escribir la funcién g o f y calcular su derivada.

Solucion:

u:gof(x):g(f(az)):g<\3/x2—|—x+1> :ln<\3/x2+ac+1—|—8)
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, Y@ re+1)P e+ 2 + 1

Vaz+x+1+8 322 +x+1)+24/ (22 + 2+ 1)2

Problema 194 Calcular las funciones derivadas de las siguientes:

223
1. =
/(@) cos T
Solucion:
, 622 cosx — 22%(—sinz)  22%(3cosz + xsinw)
f (x) = cos2 = 2
T cos? x
2. g(z) = 2In(5z)
Solucion:
2 5 2
/ = — . Fa 2
9@ =35 "5

Solucién: ) .
h/ 7)== 659673 .5=2 659373
Problema 195 Dada la curva de ecuacién y = —x2+ 26z, calculese la recta
tangente a la misma que sea paralela a la recta de ecuacién y = —zx.

Solucioén:
La recta y = —x tiene de pendiente m = —1. La recta tangente a la funcién

tiene que tener esta pendiente que, como sabemos, se obtiene a partir de la
primera derivada.

27 675
y=-20+20=-1—=0=—, y=—
2 4
] 27 675 . .
La recta pedida pasa por el punto > 7)Y tiene de pendiente m = —1,

aplicando la ecuacién de la recta punto pendiente y — y; = m(x — 1) tene-
mos que

675 27 729

9‘42‘(“"2)i’“y:4

Problema 196 Dada la funcién f(z) = 1 — 22, se pide:
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1. Halla la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f en el punto
P(a, f(a)), donde 0 < a < 1.

2. Hallar los puntos A y B en los que la recta hallada en el apartado
anterior corta a los ejes vertical y horizontal respectivamente.

3. Determinar el valor de a € (0, 1) para el cual la distancia entre el punto
Ay el punto P(a, f(a)) es el doble de la distancia entre el punto B y
el punto P(a, f(a)).

Solucion:

1. Tenemos que calcular la recta tangente a la grafica de f en el punto
(a, f(a)) = (a,1 — a?). Calculamos la pendiente de esta recta
fl(x)= 2= m=f'(a) = —2a

La ecuacion de la recta buscada sera

y—(1-a®)=—-2a(z—a) = 2azx+y— (1+a*) =0

2. Corte con el eje OY: Hacemos v = 0 = y = 1+a® = A(0,1+a?)

1—a? a*+1
Corte con el eje OX: Hacemosy=0=x=a+ 2a :a2+ .
a a

241
Luego el punto buscado es B (a 2+ ,0].
a

d(A,P)=1/(a— 002+ (1 —a? — (1 +a2))? = aV/1 + da?

d(B, P) = \/(— (a+ ! ;aa2))2+<1 _2_op=

1 —a?2)? 1+4a2 1-—a?
\/( ) +(1-a2)?=(1-d% L 2am
a

4a? 4a?

1— 2
a 14402 =

d(A,P)=2d(B,P) = aV1+4a®> =2

1 —a? 2
a :>a2:1—a2:>2a2:1:>a:i\2f
a

a =

Como a € (0,1) la solucién pedida es la positiva a = -
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3.3 ()ptimizacién

Problema 197 Calcula el drea maxima que puede tener un tridngulo rectangulo
tal que la suma de las longitudes de sus dos catetos vale 6 cm.

Solucién:

Si los catetos valen x e y tendremos que el drea del tridangulo viene dada
x .
por S = Ty’ pero sabemos que x +y = 6 = y = 6 — x. Sustituyendo la

x(6—x 6z — x>
segunda expresién en la primera tenemos que S(x) = ( 5 ) = ,

funcién de la que tendremos que encontrar el minimo. Para ello recurrimos
a S'(x) =0, y al criterio de la segunda derivada:

S'(z)=3—2=0=—2=3

S"(x) = =1 < 0 luego en = = 3 tenemos un méximo y la solucién pedi-
9
da seria z = 3 e y = 3, con un area S(3) = 5 u?

Problema 198 Determina los puntos de la curva y? = 4z que estén a dis-
tancia minima del punto (4, 0).
Solucidn:

Un punto genérico de la grafica serfa de la forma (x,v/4x), y la distancia
de este punto al (4,0) sera:

d:\/(x—4)2+(\/zﬂ—0)2:\/m2+4x+16

Tendremos que calcular los minimos de esta funcion, y para ello calculamos
la primera derivada.

d’:1($2+4m—|—16)_1/2(2x—4): 20 —1 —0= z=2
2 2v2% + 4x + 16

Vamos a estudiar el signo de la derivada primera. Como el denominador es
siempre positivo, basta estudiar el numerador:
Siz < 2= d < 0= decrece
Siz>2=— d >0= crece
Con ésto concluimos con que en la abcisa x = 2 tenemos un minimo, cal-
culamos ahora las ordenadas correspondientes sustituyendo en la funcién
y? = 4z, y obtenemos: y = +v/4zx = +v/8 = +2/2.
Tenemos, por tanto, dos puntos que cumplen la condicién de minimo (2, —2v/2)

v (2,2V2).

Problema 199 Expresar el niimero 60 como suma de tres ”enteros posi-
tivos”de forma que el segundo sea el doble del primero y su producto sea



3.3. OPTIMIZACION 157

maximo. Determinar el valor de dicho producto.
Solucién:

Tenemos

— 2z =60— 3z

z+y+z2=060
Yy =2x

El producto de los tres nimeros es P(z) =2 -y -z =z -2z - (60 —2) =
—6a> + 12022, y este producto tiene que ser maximo.

rz=0

/ _ 2 —
P'(xz) = —18z* + 240z O:>{ 18r 240 =0 = g = B

Ahora tenemos que decidir el valor que corresponde a un méximo, para ello
recurrimos a la segunda derivada
P"(0) =240 >0

7 _
P(z) = 36x+240:>{ P”(%O):—QZLO<O

Luego cuando « = 0 tenemos un minimo, y cuando z = 3 es un maximo.

Pero el problema nos dice sean ”enteros positivos”. Esto quiere decir que

tendremos que decidirnos entre los dos niimeros mas proximos a 3 que sean

IWlirimo

IIinimo
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enteros, tenemos 13 < 3 < 14, si sustituimos estos valores en la funcién

P(z) tendremos

P(13) =120 -13% — 6 - 133 = 7098
P(14) = 120 - 142 — 6 - 143 = 7056

Los tres ntimeros buscados son z = 13, y = 26 y 2 = 60 — 3x = 21. El valor
del producto serd P(13) = 7098.

Problema 200 Un solar rectangular de 11250 m? se divide en tres zonas
rectangulares iguales (ver dibujo) para su venta. Se valla el borde del campo
y la separacién de las zonas. Calcula las dimensiones del solar para que la
longitud de la valla utilizada sea minima.

Solucion:

La funcién que hay que minimizar serd L = 6x + 4y. Y sabemos que

11250 3750 15000
S=3x-y=11250 = y = = — L(z) = 6z + ——
3z x T
Para obtener los méximos y los minimos utilizamos la primera derivada

L(z)=0.
15000

22

L'(z) =6 =0 = 62% — 15000 = 0 = = = 50, y = L(50) = 75

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que

30000
L"(z) = 5~ = L"(50) =
T

30000

50 >0

Luego x = 50 es un minimo, y podemos concluir con que la parcela tiene
que tener de dimensiones 3z = 150 m e y = 75 m para utilizar la menor valla
posible.

Problema 201 Calcula el area maxima que puede tener un tridngulo rectangulo
tal que la suma de las longitudes de sus dos catetos vale 4 cm.
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Solucion:

Si los catetos valen x e y tendremos que el area del tridngulo viene dada
x .
por S = Ty, pero sabemos que x +y = 4 = y = 4 — x. Sustituyendo la

x4 —x 4y — x2
segunda expresién en la primera tenemos que S(x) = ( 5 ) = 5

funcién de la que tendremos que encontrar el minimo. Para ello recurrimos
a S'(z) =0, y al criterio de la segunda derivada:

S(z)=2—-2=0=2=2

S"(x) = =1 < 0 luego en = = 2 tenemos un méaximo y la solucién pedi-
da serfa ¥ = 2 e y = 2, con un drea S(2) = 2 u?

Problema 202 Halla la longitud de los lados del tridangulo isésceles de area
méxima cuyo perimetro sea 60 m.

Solucion:

Sea a la longitud de la base de este triangulo isésceles y b la de los dos
lados iguales, sea h la altura sobre a de este tridngulo, que dividira a dicha
base en dos partes iguales, formando dos triangulos rectangulos con los la-

a/ .
dos b. Tendremos que el drea viene dado por S = - pero por otra parte

2
a
tenemos que h = {/b% — (2> , que sustituyendo en la primera expresion, y

teniendo en cuenta a + 2b = 60 = a = 60 — 2b, quedaria

a bQ—(;)z (60—2b)-\/b2—<60;2b>2

(30 — b) - /b2 — (30 — b)* = (30 — b) - /b2 — (900 + b2 — 60b) =
S(b) = (30 — b) - v/60b — 900
Derivamos e igualamos a cero esta derivada
60

S'(b) = —v60b — 900 + (30 —b) - —————==
®) ( ) 2-/60b — 900

30 —(+v/60b — 900)% + (30 — b) - 30
—V/60b — 900 + (30 — b) - (v/60b —900)° + (30 — b)

Vv/60b — 900 Vv/60b — 900
—(60b — 900) + (900 — 30b)  —60b + 900 + 900 — 306 1800 — 90b

v/60b — 900 v/60b — 900 v/60b — 900
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1800 — 90b
Sy = =T s b =20, a=20
®) = T =500 “

Para comprobar si se trata de un maximo recurrimos a la segunda derivada
y calculamos S”(20)

60
—90 - v/60b — 900 — (1800 — 90b) - ——————
( ) 5 /e s _
(v/60b — 900)2

—90(60b — 900) — 30(1800 — 90b) _ 5400 + 81000 — 54000 + 2700b)
(60b — 900)*/2 (60b — 900)*/2
) = 2700(1 — 1(;6)2
(60b — 900)*/

S//<b) —

— §7(20) = —3v3 <0

Luego es un maximo.

Problema 203 Un ntimero més el cuadrado de otro nimero suman 48.
Hallar ambos niimeros para que su producto sea maximo.

Solucion:

Sean los nimeros x e y tenemos que P = x -y, y sabemos que z + y?> =
48 = x = 48 — 32, sustituyendo en la primera funcién tenemos que
P(y) = y(48 — y?) = 48y — y3. Para calcular el mdximo calculamos la
primera derivada e igualamos a cero, P’(y) = 0.

P'(y) = 48 — 3y* = 0 = y2 =16 = y = 4, y = —4 con ambas te-
nemos que x = 32. Comprobamos si es maximo o minimo con la segunda
derivada.

P'(—4) =24
P"(4) = —-24
mientras que cuando y = 4 es maximo. La solucién buscada es, por tanto,
r=32ey =4

—> cuando y = —4 tenemos un minimo,

P'(z) = -6y = {

Problema 204 Se ha construido un gran depésito cilindrico de 817 m? de
volumen. La superficie lateral ha de ser construida con un material que
cuesta 30 euros/m?, y las dos bases con un material que cuesta 45 euros/m?.

1. Determina la relacién que hay entre el radio, r, de las bases circulares
y la altura, h, del cilindro, y da el coste, C(r), del material necesario
para construir este depésito en funcién de r.

2. ;Qué dimensiones (radio y altura) ha de tener el depdsito para que
el coste de los materiales necesarios para construirlo sea el minimo
posible?.
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3. ;Cual serd, en este caso, el coste del material?.
Solucién:

1. Sabemos que

81

V:7Tr2-h2817r:>h:—2
r

4
C(r):2777'h-30+2‘7r7'2-45:@Tr—k%wr2
T

2. Para que este coste sea minimo calculamos su derivada e igualamos a
cero C'(r) = 0.

4
C'(r) =— 8:320” + 1807 = 0 => —4860 + 180771 = 0 =

PP =2T=r=3m, h=9m
Calculamos la segunda derivada para comprobar si es un minimo.

48607 - 2
0r) = B2 4 150w — () = 5407 > 0

Por tanto, en r = 3m, h = 9m, hay un minimo.

4
3. El coste del material serd C'(3) = 8360 r + 90m3% = 24307 euros.

Problema 205 Determine los puntos de la curva y?> = 4z que estén a dis-
tancia minima del punto (4,0).

Solucion:

La funcién es y?> = 4z <= y = #+2\/r, un punto genérico de la curva
serfa (x, £24/x), cuya distancia al punto (4,0) serd la funcién

d(x) = /(@ — 4 + (£2Vz — 02 = /(2 — 42 + 4o = Va? — 4z 1 16
Para minimizar esta funcién recurrimos a la primera derivada

—2

Va2 —4r + 16

Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada

12
d"(x) = — . e =35
(22 — 4o 4+ 16)Va? — 4z + 16 6

Luego se trata de un minimo.

Para = = 2 tenemos que y> = 4-2 = y = +21/2 luego los puntos buscados

son (2,2v/2) y (2, —2v/2).
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Problema 206 A partir de una cartulina cuadrada de 60cm de lado se va a
construir caja de base cuadrada, sin tapa, a base de recortar cuatro cuadra-
dos iguales en las esquinas de la cartulina y doblando después de la manera
adecuada. Un observador indica que la caja de mas capacidad se obtendra
si los cuadrados elimininados tienen 10cm de lado. Decidir si la observacion
es correcta o no.

Solucion:

Sea x la longitud del lado del cuadrado recortado, esto quiere decir que,
la base de la caja es un cuadrado de lado 60 — 2z y la altura de la caja sera
x. El volumen de la caja serd

V(x) = (60 — 22)* - 2 = (3600 + 42 — 2402)x = 42 — 2402> + 3600z
Para que este volumen sea maximo utilizamos la primera derivada
V'(z) = 122 — 480z + 3600 = 0 = = = 30, = = 10

Para comprobar cial de estos valores es el mdximo recurrimos a la segunda
derivada
V’(30) =240 > 0

meoN .
Viz) = 240 — 480 = { V"(10) = —240 < 0

Luego cuando z = 30 el volumen es minimo, mientras que cuando x = 10 el
volumen es méaximo y, por tanto, la observacion es correcta.

Problema 207 Calcule las dimensiones de tres campos cuadrados de modo
que: el perimetro de uno de ellos sea triple del perimetro de otro, se necesi-
ten exactamente 1248 metros de valla para vallar los tres y la suma de las
areas de los tres campos sea la minima posible.

Solucion:

Si el lado del primer cuadrado es x su perimetro es 4x.

El perimetro del segundo cuadrado serd 12z, y su lado 3z

El perimetro del tercer cuadrado serd 4y

La suma de los perimetros serd 4x + 122 + 4y = 1248 — y = 312 — 4z El
rea del primer cuadrado es x>

El 4rea del segundo cuadrado es 922

El 4rea del tercer cuadrado es y? = (312 — 4z)?

La funcién suma de areas que hay que minimizar sera

S(x) = 2% 4 922 + (312 — 4x)? = 262> — 24962 + 97344
Para calcular el minimo derivamos

S'(z) = 52r — 2496 = 0 = z = 48
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Para comprobar si es un minimo recurrimos a la segunda derivada S”(x) =
52 > 0 = minimo.

Las dimensiones de los campos son:
El primer campo tiene de lado 48m

El segundo campo tiene de lado 144m
El tercer campo tiene de lado 120m

Problema 208 Calcular la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro
8 y drea méaxima.

Solucion:
lII."
b1
/ \
f
I
¥ J.“" ¥
&
3 %2 !
§ Y
S=TY aioy—g h=ylpp-T
- 2 9 Z/— 3 - y 4
2 _ z?
Ty y? — &
S(x) = LR N -
2
8 — 3x 8
SI :7:0$ = —
@) == Y73
—88 + 21 8 3v3
S”(x): + 21z U ():_f<0
16(4 —x)V/4 —x 3 4
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(o . 3 8
Luego se trata de un maximo. Si x = 3 — Yy = 3 y, por tanto se trata de
43
5

un triangulo equildtero. Su altura sera: h =

3.4 Dominio y Recorrido

Problema 209 1. Encuentra el dominio de la funcién

r—3

f@) = —— 77—

(x+2)vVr+1
Solucién:
Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx+1>0 = z > —1.
Por otra parte los tnicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serian z+2 =0 = x = —2, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y x +1 =0 = x = —1, luego eliminando el valor z = —1
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—1,+o0)

2. Si f(z) = 2® =3y g(z) = |z calcular (fog)(z) y (90 f)(z)
Solucion:
(fog)(z)= f(g9(x))
(g0 f)(x) =g(f(z))

F(lal) = Jaf* =3
g(@® =3)) = |2* = 3|

3. Sea f(z) = ;7 en el dominio D = (—1,+00), calcular [ Hz)
Solucién:
fl@) =77 = @+ 1)f) =2 = af(@) + fl2) =2 =
of(2)— o = —f(z) — a(f@)-1) = —f@) — o= ZE  En
conclusion:

o
C1l-—=x

FH )
Problema 210 1. Encuentra el dominio de la funcion

r—4

f@) = —7F—

(x +3)Vz +2
Solucién:
Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serr+2>0 — x> —2.
Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cién serfan x4+ 3 =0 = & = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y x +2 =0 = x = —2, luego eliminando el valor z = —3
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—2,+00)
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2. Si f(2) =% = 2 y g(x) = || caleular (f 0 g)() ¥ (90 f)(x)
Solucion:
(fog)x) = fl9(x)) = f(lz]) = 2> =2 = 2* -2
(g0 f)(z) = g(f(x)) = g(2* = 2)) = |2? 2|

3. Sea f(x) = 2% en el dominio D = (—1,400), calcular f~!(x)

Solucién:_ o
flz) = ﬁ—fl = (z+1)f(x) =22 = zaf(x)+ f(zx) = 22 =

of(@) =20 = —f(2) = 2(f(2) =2) = —f(x) = == 5%
En conclusién:

Problema 211 .

1. Encuentra el dominio de la funcién

(x —4)Va +2

fw) = z+3

Solucién:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx+2>0 = x> —2.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cion serian x +3 = 0 = x = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y x +2 =0 = x = —2, luego eliminando el valor z = —3
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—2,+o0)

2. Si f(z) =2 — 2y g(z) = /a calcular (f o g)(z) y (g0 f)(z)

Solucion:
J(VE) = (VB2 —2=a -2
g(z? —

(fog)(z) = flg(x))
(9o f)(x) = g(f(x)) =

3. Sea f(x) = 5,77 en el dominio D = (—1/2, +00), calcular [ Hx)
Solucion:
flx) = %ﬂ = 2z+1)f(zx) =2 = 2zf(x)+ f(z) =2 =
20f(x) — 2= —f(z) = 2(2f(z) —1) = —f(z) = ==L
En conclusién:

Problema 212 Resolver
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1. Encuentra el dominio de la funcién

(-4 +2

J(w) = x4+ 3

Solucién:

Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx+2>0 = x> —2.

Por otra parte los tinicos valores que anulan el denominador de la fun-
cion serian x +3 =0 = x = —3, valor eliminado en el razonamiento
anterior, y x +2 =0 = x = —2, luego eliminando el valor z = —3
podemos concluir con que el dominio de la funcién serd: (—2,+o0)

2. Si f(z) =2 — 2y g(z) = a calcular (fog)(z) y (g0 f)()

Solucion:
(fog)(x) = fl9(x)) = fF(Vz) = (Va)? =2 =2 -2
g(a* = 2)) = VaT =2

(go f)(z) = g(f(z))

3. Sea f(x) = 5% en el dominio D = (—1/2,400), calcular f~!(x)
Solucion:
f(z) = i = e+ 1) f(x) =2 = 2zf(z)+ flzx) =2 =
20f(@) 7= —f(z) — 2(2f(x) 1) = —f@) — 7= 7L,
En conclusién:

Problema 213 Resolver:

1. Encuentra el dominio de la funcién

f() = (x+5)vVe —2

T —2
Solucién:
Observando la funcién nos damos cuenta rapidamente que hay una
raiz cuadrada, y por tanto, para que existan soluciones reales debe de
serx —2>0 = x> 2.
Por otra parte el unico valor que anula el denominador es z — 2 =
0 = = = 2, podemos concluir con que el dominio de la funcién sera:

(2, +00)
2. Si f(x) =22+ 1y g(xr)=+2z —1 calcular (fog)(z)y (g0 f)(x)
Solucion:

fWe—=1)=(r—-1)2+1=zx—-1+1=2x
g2+ 1) =vVaZ+l-1=2

(f o g)(x) = f(g(x))
(go f)(x) =g(f(2))
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3. Sea f(z) = 22 en el dominio D = (1, +00), calcular f~!(z)
Solucién:
flx) = % = (z-1)f(zx) =3z = zf(x) — f(z) =3z =

vf(z) =3z = f(z) = a(f(z) —3) = f(2) = = =45 En
conclusién:
1 .z
[ (@) = po—
3.5 Continuidad y Derivabilidad (Teoremas)
Problema 214 1. Calcular
. 2 —7-3
36214 —4
Solucién:
-~ Va2 —7-3 i (Va2 —7-3) (Va2 —T7+3)
e—4  x—4 ) (x —4)(Vx2 =7+ 3) B
lim (Va2 —7)° — 3° = lim z* —16 =
4 (z — ) (Va2 —T+3) e—4(z—4)(Va?—T+3)
(z —4)(z +4) 8 Va2 —T7-3 4

= lim —— =~

lim = =
e—d (r —4) (V22 —T+3) V9+3 e—4 oz —4 3

2. Encuentra los valores de k para los que la funcién
2z — k?  si 1 .
flx) = v o2 Z i ; | ¢s continua en todo R
Solucién:

Vamos a calcular los limites laterales:

lim f(z)= lim (22 — k%) =2 —k?

r—1— r— 1~
lim )= lim kz?=k
r— 1t f( ) r— 17T

Reflexionando un poco llegaremos a la solucién pedida. La funcién que
tenemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 1, mejor
dicho, en el 1 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea
continua en ese punto es necesario que exista limite en ese punto, y que
ademas el valor de la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos
por tanto con que basta igualar estos limites laterales para obtener los
valores que buscamos:

2-k=k = K +k-2=0 = k=1 k=-2
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Problema 215 1. Encuentra los valores de k para los que la funcién

2w —k? si xr<l

f(x)—{ kx?2 si o x>1
Solucion:

Vamos a calcular los limites laterales:

es continua en todo R

lim f(z)= lim (2z—k*) =2—k?

r—1— r—1—
lim z)= lim ka’=k
r— 1Tt f( ) r—s1t

Reflexionando un poco llegaremos a la solucién pedida. La funcién que
tenemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 1, mejor
dicho, en el 1 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea
continua en ese punto es necesario que exista limite en ese punto, y que
ademas el valor de la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos
por tanto con que basta igualar estos limites laterales para obtener los
valores que buscamos:

2-k =k = KF+k-2=0 = k=1 k=-2

2. Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:

2 si < -2
x
—4+3 si 2<z< 0
flx) = 2+ 3 ® = enx=-2, yenx=0
5 si z= 0
z+3 si z> 0
Solucién:
Primero estudiamos en z = —2
lim f(z)= lim 2=2
T——27 T——
x
li =1 —+3)=2 —
a:—1>r£12 f(l') 1 2 (2 + )
f(=2) =
lim f(x)= lim f(z)=f(-2)=2
T——2" z——2%
Luego la funcién es continua en el punto x = —2.

Ahora estudiamos en © = 0

. . x
zhn(l), flx) = Jim (2 + 3) =3
mhrr(l)+ f(z) 3Ehmo(x +3)=3

f(0)=5
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lm f(x) = lm_f(@) # £(0)

r—0~

Luego la funcién no es continua en el punto z = 0.

Problema 216 Halla los valores de a y de b para que sea continua la funcion
f: R — R dada por:

w2 +3 si <0
f@)=1% ax+b si 0<x<2
3 —1 si x> 2
Solucién:
e Enx=0:
lim f(r)=3
T—U™ _ . B
lim f(x) =10 = b = 3 para que [ sea continua en x = 0.
z—01
e En z =2:
lim f(z) =2a+b=2a+3
T——2" o .
lim2+ flz) =71 = a = 2 para que f sea continua.
r—>

en r = 2.
En conclusién, f es continua si a =2 y b= 3 en todo R.

Problema 217 Encuentra los valores de k para los que la funcion
2r—k? si xz<l1

flz) = kx?2 si ox>1

Solucion:

Vamos a calcular los limites laterales:

es continua en todo R

lim f(z)= lim (22 —k*) =2 — k?

r— 1~ r—1—
lim z)= lim ka’=k
r— 1t f( ) r— 17T

Reflexionando un poco llegaremos a la solucion pedida. La funciéon que
tenemos en el enunciado es continua en todo R, salvo en el 1, mejor dicho,
en el 1 es donde tenemos el problema; para que la funcién sea continua en
ese punto es necesario que exista limite en ese punto, y que ademaés el valor
de la funcién en ese punto sea ese limite. Concluimos por tanto con que
basta igualar estos limites laterales para obtener los valores que buscamos:
2—-k’=k = kK +k-2=0 = k=1 k= -2
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Problema 218 Estudiar la continuidad de la siguiente funcién:

2 si T < =2
x
—+3 si —2<z< 0
fz) = 2+ o =T enx=—-2,yenxz =0
5) si T = 0
r+3 si T > 0
Solucién:
Primero estudiamos en x = —2
lim f(z)= lim 2=
r——27 rT——
x
li = 1 —+3)=2 —
x—1>r£12+ f(ﬂ:‘) 1 2 (2 * >
f(=2)=2
lm f@)= lm f(z) = £(=2)
Luego la funcién es continua en el punto x = —2.

Ahora estudiamos en z = 0

. , x
IE%_ f(z) = xlino (2 + 3) =3
Ty fe) = @43 =3 =
f(0)=5
im f(a)= T () £ (0

Luego la funcién no es continua en el punto x = 0.

Problema 219 Halla los valores de a y de b para que sea continua la funcién
f: R — R dada por:

z2+3 si z <0
flz)=<% ax+b si 0<z<2
-1 s > 2
Solucion:
e Enz=0:

= b = 3 para que f sea continua en x = 0.
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e Enx =2:
xlin;f(:c)zZa—i—b:Qa—i-?) ‘
{ xinb flz) =7 = a = 2 para que [ sea continua.
en xr = 2.

En conclusién, f es continua si a =2 y b= 3 en todo R.

Problema 220 Calcular

1. Halla los valores de a y de b para que sea continua la funcién f : R —

R dada por:
22 +2 si r<—1
f@)=13 ax+b si -1<z<2
41 si z>9
Solucion:
e Enz=-1:
r———1— _ 3 ) _
lim f(z)=—a+b —> —a+b = 3 para que f sea continua en x = 0.
r——1T1
e Enz=2:
r—2 B .
lim+ flx)=9 = 2a+0b =9 para que f sea continua.
r—2

en r = 2.
Tenemos el sistema
—a+ b= 3 a=2
{ 2a+ b= 9 :>{ b=5
En conclusién, f es continua si a =2y b =5 en todo R.

Problema 221 Dada la funcién

3ax?

—br+1 si <2
flx) =
azx® + ba? siox>2
Calcular los pardmetros a y b, de manera que la funcién f(z) sea continua

y derivable en = = 2.

Solucion:
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e Para que la funcién sea continua en z = 2:

2
—br+1=6a—-2b+1

lim f(z)= lim Sax

r—2~ T—

lim f(z)= lim2 ax® + bx? = 8a + 4b

r—2F

6a—2b+1=8a+4b=—=2a+6b—1=0

e Para que sea derivable:

) = dar—b si x <2
T 3ax? 420z si x> 2

Para que sea derivable se tiene que cumplir que f/(27) = f/(27):

6a—b=12a+4b— 6a+5b =0

e Resolvemos el sistema:

% +6b —1=0 26

Problema 222 Dada la funcién

ar? —1

flz) = 2

axd +bx? —1 si z>2

+br+1 si <2

Calcular los parametros a y b, de manera que la funcién f(z) sea continua
y derivable en x = 2.

Solucion:

e Para que la funcién sea continua en z = 2:

21 4a +4b+1
lim f(z)= lim @@ +bx+1:u
T—2— r—2 2
>
lim f(z) = lim az®+b2? —1=8a +4b— 1
r—s2t r—2
da+4b+1

5 =8a+4b—-1=12a+4b—-3=0
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e Para que sea derivable:

f’(w)— ar+b si <2
) 3ax?2+4+2bx si oz >2

Para que sea derivable se tiene que cumplir que f/(27) = f/(27):

2a+b=12a+4b = 10a+3b =0

e Resolvemos el sistema:

9
a=——
12 +4b —3=0 . 4
b= —
2

Problema 223 Dada la funcién
2 —br—1 si z<1
f(m)—{ axd3 —3z+b si x>1

Calcular a y b de manera que f(x) cumpla las condiciones del teorema del
valor medio.
Solucién:

e Para que f(z) sea continua:

lim f(z) = lim (2a2® —bz —1)=a—3+b

r— 1~ r—>1

lim f(z) = liml(a:v3 —3z+b)=2a—-b—-1

r—>1+

Luego —a+2b—2=0
e Para que f(x) sea derivable:

, _ daxr —b si xr<1
f(x){3ax2—3 si o z>1

ffA)=4a-0b, ff(1T)=3a-3=a—-b+3=0
Como f(z) tiene que ser continua y derivable:

—a+2b—2=0 . a=—4
a—b+3=0 b

—1
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Problema 224 Dada la funcién

fz) = 202 —ar+b si r<l1
T ) ax?—br+1 si x>1

Calcular a y b de manera que f(x) cumpla las condiciones del teorema del
valor medio.
Solucién:

e Para que f(z) sea continua:

lim f(x)= Iiml(QmQ—ax—i—b):Z—a—i-b

z—1— Tr—
lim f(z) = lim (a2® —bx+1)=a—b+1
r——1t r—1
Luego 2a —2b—1=0
e Para que f(z) sea derivable:

f’(m):{ dr—a si x<1

ar—b si x>1
ffA)y=4—a, ff(01T)=2a—b=3a—-b—-4=0

Como f(x) tiene que ser continua y derivable:

7

20 —2b—1=0 . 4
3a—b—4=0 5
4

Problema 225 Halla los valores de a y de b para que sea continua la funcién
f: R — R dada por:

2 +3 si <0
flx)=< ar+b si 0<2x<2
2 —1 si x> 2
Solucion:
e Enz=0:

Iir%_ f(z)=3
lim f(z)=b = b = 3 para que [ sea continua en x = 0.

z—0F
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e Fnax=2:
lim f(z)=2a+b=2a+3
T—27 . .
lim+ flx)="7 = a = 2 para que f sea continua.
T—>2

en r = 2.
En conclusién, f es continua si a =2 y b= 3 en todo R.

Problema 226 Halla los valores de a y de b para que sea derivable y con-
tinua la funcién f: R — R dada por:

22 4+ar+b si <0
X

si >0
en el punto x = 0.
Solucion:

Tenemos que estudiar la continuidad, y para que f(x) sea continua en z = 0
tiene que cumplir

lim f(a)= lim f(x) = f(0)

r—0* z—0~

lim f(z)= limo(ac2 +ar+b)=5b

r—0~ T—

. o (4w e
x%+f(x)_xlin07_xlino =

f0)=»b
Luego b=1

Si la funcién es derivable en z = 0, entonces es continua en ese punto.
Para que sea derivable debe de cumplirse que f/(07) = f/(07)

Para calcular f'(07) calculamos la derivada de la rama correspondiente y

sustituimos x = 0
fllz)=2z+a= f(07)=a

Para calcular f/(07) calculamos la derivada de esta rama empleamos limites,
hay que tener en cuenta que f(0) =b=1

In(14+h) 1

Pt = i JOEW IOy, B

—0 h—0
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o -1 1— (14 h)
o Sl 4k 7 gy —— T
h—0 h? o 2h o 2h(1+ h)

h -1 1

lim = i =
D02k £ 2h2 S0 2 4 4h 2

1
Para que sea derivable f/(07) = f/(07) = a = ~3

1
Portantobzlyaz—i

3.6 Integrales

3.6.1 Sustitucion

Problema 227 Comprueba el valor de las siguientes integrales resolviéndolas
por sustitucién:

(522 +1)3

1. /(53;2 + 1)%(10z)dz = 3

+C

[\]

3 3/2
. /1:2«/3:3+1dx:2(x—|—1)+0

9
T
— /2
3./mdx— +14+C
1
4. /sechtaancMz
2cos2x
3
5. /taanseC2 xdx = tar; v +C
COS T 1
6./ ——dr = —— +C
sin® x sinz
2z +1)°
7. /(1+2x)42dx:(x—5i_)+0
2_14
8. /(m2—1)323:dx:(x4)+0
3_15
9. /$2(l’3—1)4d1':(x)+0
15
2 2_1 4
10. /x(1—2m2)3dm:—(x)+0
16
. 2_18
11. /m(x2—1)7dx=(xl(5)+0
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12.

13.

14.

15.

16.

18.

19.

/(x3—1)2d$_3(1—w3)+c
2
/mdm‘—llvx 1+C
6x 3
/(1+x2)3dx__2(x2+1)2+0
, 2 4/3
/5a:€/1+a;2dx = 15(95;1) +C
_ a\7/2
/3 3)°2da: —M—I—C
7
-3
17./7*d = -3V2x+3+C
53 x T+ 3+
/ 4x 4+ 6 v 1
(22 +3x4+7)3" (224 3z +7)2
/ z+1 1
(2% + 2z — 3)? 2(z2 4 2z — 3)

20.

21.

2

[\G)

23.

24.

25.

26.

27.

28.

X

2

1

4 3/2
/£3‘/$4+2d$:($—{_2)+c

+C

+C

4x3+6x2+4x+1

6
/1 do=——2 1
Vel + VaR T Vatl
1\? 1
x2 1
_t ge=—
/(1+m3)2 Y=g ¢
/ T p _2\/9:3—|—1+C
V1+ a3 e 3
x x4 +1
/ ﬁjLz‘ldx 5 +C
/x+2x2 $:2x3/2(6x+5)+c
VT 15
2fdx—f+0
1 1

+C

177
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29, /—dx_@+c

50 /3:62 :_7—’_0

2 2
~ /x +3x+7dx:2\/5(a: +5x+35)+0
Vv 5

/x5/2+5:v1/2 22 -5

32. de = —+C

x5/2 z

2/,2
33. /x2<x—2)dx:M+C

3 1 x4 1
4 [y )= - &
3 /<3+4x2 =T ¢

22%/2(15 —
35. /(9—x)\/§dx:x(55x)+c
2 _..3/2
36. /27rx(8 )y = T (147 i S
9 2z —1)3
37. /(2;U—1) dsz+C
2 _1)\3
38. /x(az2 —1)%dz = (1:61) +C
_ a2\3/2
39. /1:\/x—3d:c = 2<x+2)(5$ 3) +C
. 3/2 .
40. /33\/2:E+ ldz = (22 + 1)15(3x D +C

2(1 — x)3/2(152% 4+ 12z + 8)

41./x2\/1—xdﬂv:— +C
105
20 — 1 2V + 3(2x — 15
42. z dr = z 432z )+C
vVor+3 3
-1 \/2 —1(322 + 22— 13
43, 2 i x — 1(3z* + 2z )+C
V2r —1 15
2 2)3/2(3522 — 6022 + 962 — 128
44./x3\/m—|—2dm: (z +2)°/%(352 315”” + 0 ) o

45. dr=-2vVe+1—ax+C

/ (z+ 1)—x\/m
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(z + 1)*3(4z — 3)
28
(x —1)v2zx+1

XT
. do — c
/\/2134-1 v 3 +

+C

46. /x\S/x+ ldx = 3

47

2(2 — )32 (z + 3)

5 +C

48. /(x—l— V2 —zdr = —

2
49. /sin2xd$ = _(3052 z +C

COS 1‘2

+C

50. /xsinxzd:p = —

2

+C

51. /xcosxzdac = s1n2:1:

sin 6x

+C

52. /cos 6xdr =

2 (T _ i
./sec <2>dm—2tan<2)+0

2 (% _ i
./csc (2>dx— 2c0t<2>+0

1
55. /sec(l —z)tan(l — z)dx = Teos(z = 1) +C

5

w

)

=

cos 4x

+C

56. /sin 2x cos 2xdr = —

57. +C

/ csc? xd tan? x
x pry
cot3 x 2

58. /csc 2x cot 2xdx = 3

sin 2x

59. /cot2 xdr = —(x +cotzx) + C

i 1
60. / Pl e = ——+C
COs“ ™ COS T

tan® x
5

61. /tan4xse(32 xdr = +C

2(cot x)3/2

62. /\/cotxcsc2 rdr = — 3

+C
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3.6.2 Partes

Problema 228 Comprueba el valor de las siguientes integrales resolviéndolas
por partes:

29 — 1 2x
1./$62d:n:(x4)6+0

222 — 2 1)e2®
/.’E2€2zd.’£:(x jf‘f‘ )e s

N

2

3. /xexzdac: %—FC

3

4. /xzex3daz = % +C

2 1 —2x
5. /xe_%da::—(m—i_ll)e+0
T _
6. e—mdx:—(xjtl)e r+C
Adlnx — 1)zt
7. /m3ln$dfv:(n$16)x+0

Qo

Inz —1)a3
./x21nxdxzw+0

©

. /x?’exd:v = (2% — 32% + 62 — 6)e” + C

1/z
10. /e ~dz=—e'/* 1 C
T

2(z2 —1)In(z + 1) — z(z — 2)

1 +C

11. /xln(x + 1)dz =

1 1
g / x(lnx)3dx " 2(lnx)? +c

13. /(lna:)2da: =z((Inz)* —2Inz+2)+C
14. /In3xdaﬁ:x(lnx—3)+6’

2 3
1. /Unfﬂdx:ﬂnfv)w
T 3

1 1 1
16./—“5%@:—”+ 1 C
X X
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meZw e2m
17. dr = C
/ (2z 4 1)? . 422+ 1) +
3 e’
18. dx = C
/ @+ T T
_1)3/2
19. /x\/m—ldm: 2z 1)15(3x+2) +C
(z —1)%2(152% + 122 + 8)

20. /xzx/x—ldﬂs:2 +C

105

21. /(a;2 —1)e%de = e*(z® =22+ 1)+ C

In2 In2z + 1
22, / S~ Tl o
X X

23. /lnul:c =z(lnx—-1)+C

_ 2064V i2

Xr
24. d
/ NoEETa %

25. /xcosacd:c:cos:c+:vsinx+0
26. /$2COS$dx:2£UCOS£L'—|—($2—2)SHIZC+C

27. /xsec2 xzdxr = In(cosz) + ztanz + C

2
28. /xsecxtanxd:r: $ —ln(tan( w—i_ﬂ))—i-(}'
COS T 4

2z arcsin 2z + V1 — 4x2 Lo

29. /arcsin 2xdr =

2

2 i 21— 22 —
30. /arccos:cdx:_ xarcsmx+2\/7x $7T+C

2 t —In(z?2+1
31. /arctanmdx: rarc an:zz n(z” + )—i-C

T T )

32. /arctan§dx::narctan§—ln(x +4)+C
33. / ¢ sinp dy — 2S0T —500836)62”” L C

2sin 2 22)e*
34. /B:CCOSZl'd.I:( Sin -f—gCOS T)e s
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in2x — 2 2
35. /xsin2a:dxzsm :E 4$COS :E—i—C
2 : 2 /1 — 4
36. /xarcsina:de: :c arcs1nx2+ z +C

(sinz — cosz)e”

2

3z 2
38. /xzeg‘xdx _ ¢ (9= 276x+2) +C

+C

37. /exsinxdx =

39. /x2cosxdm =2z cosx + (x2 —2)sinx 4+ C

40. /ln(l +2%)dx = 2arctanz + zIn(z? +1) — 22 + C

_a\3/2
41, /2.%‘\/21‘ S G 1)(?5 D7 Lo
_ 3/2
42. /x\/4—|—:1cda:: 203z —8)(@ +4) +C

/ 3 dw—<x2_8) 2+ 4
) VAt 2 T 3

43 +C

.N3/2
44. /1:\/4—x dr = _2(3x—|—8)1f54 ?) +C

3.6.3 Racionales

Problema 229 Comprueba el valor de las siguientes integrales:

1 1
1./ dr = —-1In
2 -1 2

r—1
r+1

. /de:hl x
224+x—2 x+2
1 1 20 — 3
. _— = —1
/43:2—9‘&C 12"

2¢+ 3

r+1

4. ——dzr =1 3|+ C
/x2+4x+3 v =Infe+ 3|+

R

[\]

R

w

R

5—x d$:31n\2x—1|—4ln|x+1]+0

2 222+ —1 2
322 —Tx — 2 1 4, 9 r—1
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(z—2)°

dz = In | = —=)_
v nar3(a:—|—2)

22+ 122+ 12
7/ +a:+ Lo

3 _ 2
8. /de—ln\(a;—l)(x+2)|+x2—a:—i—C

2 +x—2
273 —15z+5 , 1 (v —4)3 9
O T d@’—z<lnm+2x e
T+ 2 1, |(x—4)3
10. de = -1
0/:E2—4:Ex 9 T e

402 + 22 — 1 1
11./%dm:ln]m3(m+l)\+*+0
2+ X x

22 — 3 1
12. | ———=de=——-+21 -1
/(33—1)2 v=_——0+ nle—1+0C

13./(Ifll)?)dx:6ln\x—l\—2(8§__l7)2+f+3x+0
14. 23:(;2xjgxl+ 3 dmz%ln (lef) 2($il)+c
15. /:ng_ija;wdx:?)ln|x—3|—m3_$3
16./%@:311195;1‘ 2‘2:1;+;+0
17./§§;;dx:—ln :1:212_1‘%—0
18. /x?)x_ld:c:\égarctan <\g§(2$+1)> —%ln xzaj_ml;l +C
19./%dwz?arctan(?‘x>+élnz;;‘—FC
20. /de:arctan(g)m+c
21./xdx:11n4x21 +C

1624 — 1 16 472 4+ 1
22. /:ngi;fi;—j_:%dx:;ln m +C
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23.

w

+C

22 +x+2 V2 V2 1
/ 2 )Ty

Z TP e = X2 arct - -
@2+ 2 x 5 arctan 219)

152

x3 1 9

+5 2
25./ vt dz = V2 arctan £-(:U—l) +hnjz+1/+C
3 —a?4+x+3 2

26. + C

22 +2x+3 V3 V3 1
/ AT

2T e = Y arct S —
62249 g o z2 + 3)

62 — 3z + 14 1 " )
27. /$3_2$2+4x_8d:c:2arctan(2>+ln’a: +4|+4ln|z—-2|+C

z(2z —9) x+3
28. de=2Inje -2+ —"_ 4 C
/x&—m¢+mx—8in =2t T

222 — 2z + 3 3 In |22 1
29. / i vt dz = —v/3arctan £ -2z +1) —&—M—k
3 —z2—x—2 3 2

+Injz—2|+C
4 3 2
— 5x° — 9 3r—6
30./ ror PN dr = arctanx+2In |z —1|—3In|z+1|+
-zt —x+1
2
+ +C
rz—1
3 2z +1
31. ——dx =1 C
,/2ﬁ+5x+2in " x+2‘+
1 1 T —2
2. —dx = -1
\ /xL%;x 4nx+J+C
33 / ttl tane+ 2| | 1
. | ——=——dx = arctan —In|——
z(z? +1) roaranT T o e
z—1 1 z+1
34. [ 2T gp=- 21 C
/:132(3:—|—1) =7 ol ’+

35.

4 4 3_ .2 5 1
/93 AT — T 0T dr = 3arctan(z+1)—arctan x+In [z —1|+C

24t ad -2 -2

2 —x 9
36. /7d:c:x—ln|x +z+1]+C
22+zx+1



3.6.

37.

38.

39.

40.

41.

INTEGRALES

i -1
/ sinx dr — —1n Ccos T ‘+C
cosz(cosx — 1) cos T
hacer el cambio © = cos x.
i 1
[ PN
COS T + COs“ x CcCos T
hacer el cambio u = cos x.
e’ 1 e’ +1
der = -1 c
/(ew—1)(ex+4) r=Em ex+4‘+
hacer el cambio u = e*.
ev 1 1. |(e® —1)?
dxr = —= arct T+ -In|————-"2|+C
/(e2w+1)(ew—1) v=pardane g T |t
hacer el cambio u = e*.
/ - SCos‘x de — In 1.—sin:c L C
sin“x +sinz — 2 sinz + 2

hacer el cambio © = sin z.

3.6.4 Trigonométricas

Problema 230 Comprueba el valor de las siguientes integrales:

1

2

1 1
) ——dx = - arcsin(3z) + C
/\/1—9m2 3 in(3z)

dx = arcsin - +C

== )

1 1
3. / T a2 dx = - arctan(2z) + C

W

(=}

2

1 1
) /md:c:§arctan§+C

1
) ———— dx =arcsec(2z) + C
/$\/4a:2 -1 v (22)

1 1 r—1
. - dx=- t
/4+(:c1)2 T 2arcam( 5 )+C
3

2

1
7./ S dr =~ @ +1)+C

oo

2 +1 2

4 3
x*—1 x
} —dr = — —
/x2+1 T 3 z+C

185



186 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

x = arcsin(x + 1) + C

1
9'/md

T 1 22
10. /deZSarctan<4> +C

11. /\/iiledx = %arcsin(a:Q) +C
12. / P Ti = dr = 4&1"(38603322 +C
13. /arctan:z: d — arctan® s

1+ 22 2
14. / 1) (i_ V2 _4dm = %arcsec a:;‘ +C
15. % o = arcs;n% +C
16. % de = %(ﬂ' -arcsinx — arcsin® z) + C
17. /\/iﬁdm:—MJrc
18. /1%32%: %ln|$2—|—1|—|—0

oF

19. /m dx = arcsin(e”) + C
20. \/% dx = arcsin <51r21x> +C
21. /94_(;_3)2 dr = éarctan (x3—3) +C
22. /;2111 dx = arctanx + %111(:52 +1)+C
23. / \/5?(11+5U) dr = 2arctan(y/z) + C

1 V3 V3(z —2)
24. /3—1—(1‘—2)2 dr = 5 arctan (3) +C

25. / T g = — arctan(cosx) + C
1+ cos? z
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26

27.

28.

29.

30.

31

32

33

34

3

t

36.

37.

38

39

40.

41

42

-/
/
/
/
/
-/
-/
-/

/
/
-/
\:
/
-/
|/

2x 2x
e 1 e
m dr = Z arctan <2> + C

3

)+c

1
mdx:arctan(x—l)—i-c
1 1 z+3
————dx = - arct — C
2246z +13°" 2arcan< 2 )+
2
ngs—i—li’) dx = 1n|z? 4+ 6z 4 13| — 3arctan <$—2|—
2$_5 2
——————dr=In|z*+ 22+ 2| — Tarctan(z + 1) + C
2 4+ 20 +2
1 T+ 2
———— dx = arcsin <>+C’
vV—z? -4z 2

2 /

1
\/ﬁ dm = arcsin(x — 1) —+ C

r—1
———dr=Vzx2-2z+C
V2 -2z

2x — 3 -2
L — (w) — 2V Adzx — 22+ C

Vazr — 2?2 2
1
RSN dx = arctan(vz? — 2x) + C
r—1)Va? -2z
x

xd + 222 + 2 2

€T d 1 . 22
—— dx = — arcsin
VO + 822 — 24 2 5

1
V—16x2 + 162 — 3 4

1
(x —1)vV9z% — 18z + 5 2

1
dr = — arctan

1
dx = - arctan(z? + 1) + C

oy

1
dr = ~ arcsin(4z — 2) + C

(\/9332 - 18z+5> LC

a:x— ! dx =2vx —1—2arctan(vz — 1) + C

Vo —2
$—|— 1 de = 2vV/x — 2 — 2v/3 arctan
T

(

V3r —6

2

)+

187
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43. /\/el’ —3dx = 2v/e* — 3 — 2v/3 arctan <3e3—9) +C

1
44. /M :2arctan\/5—|—0

3.6.5 Aplicaciones de la Integral Definida
Calculo de areas

Problema 231 Comprueba el valor de las siguientes integrales:

1
1./2$d3::1
0
7
2./3dx:15
2
0 5

. /_1(x—2)dx:—§

w

Ne)

273 1
13

1
10. / (32° — 92+ 7)dx = —
0 4

2
11. / (521 + 5) dz = 36
1

3
12. / 23 dr =4,87+2,81 i
-3

1
13./ (YT — 2) dw = —2,875 + 0,65 -
—1
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14. / \|—dx=1,172

-2 €T
15. / <x—2> dr = -2

-2 X

dr—2 2
16. der = -

/1 Y73

Ly — Vo 1
17. do = ——
7/0 3 TR

2
18. / (2 — z)v/z dr = 1,508
0
0
19./ (23 — 23y daz = 0,675 + 0,13 - i
-1

1 p— g2
20. ———dx = —28,56 + 49,46 - ¢
/_8 2\3/5 X , + 49, ?

4
ol | gr =2
/0\/21:—1—1 .

1 1
99, / oVl —22de = +
0

3

1
23. / z(z? +1)*de =0
-1

2
24, / T dr=1
0 V1+2x2

2
25. / 24+ 22dr = 3,619
0

9 1 1
26. /1 mdwz§

1
27./ |z|dx =1
-1

3 9
28. / |22 — 3| dx = =
0 2

4
29. / |2? — 4z + 3| dz = 4
0

1 1
30. / |23 dox = =
—1 2
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2 4

31. / (x —1D)V2—axdr=—
1 15

/4 x 10
. - dr = —
0 V2r+1 3

7
33. / v —3dr = %
3

32

34 x = 0,552

1 1
] =
/0 Ve +Vr+1
7
35. / xv/r + 1dx = 43,18
0
6
36./ 22 Yx + 2dx = 135,77
-2
5
37. / z2Vx — 1dx = 67,505
1

/2
38. / sin2xdx =1
0

w/2 2
39. /0 cos (3 ac) dr = 3;{5

w/2
40. / (x + cosx)dx = 0,819
w/3

2w /3
41. / sec? (w) dr = 1,464
/2 2

/2
42, / csc? <$> dr = 1,464
/3 2

w/4
43. / csc2zxcot2zdx = 0,5
w/12

/8

1
44. sin 2x cos 2z = 3

S—

1

45. sec(l —z) tan(l —z) = 0,851

S—

/41 —sin? x

T
cos? z 4

46.

S—
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Problema 232 Calcular el area de las siguientes graficas en los intervalos
indicados:

1
1. y = 2 — 2% en el intervalo [0, 1]. Solucién: 6
2 . 32
2. y=—a°+ 2z + 3 en el intervalo [—1, 3]. Solucién: 3
4 - ., 8
3. y=1—2" en el intervalo [—1, 1]. Solucién: 5

1 1
4. y = — en el intervalo [1,2]. Solucién: ~.
x 2

5. y = V/2x en el intervalo [0, 4]. Solucién: 6.
6. y = (3 — x)y/x en el intervalo [0,3]. Solucién: 4, 157.
7. y= cosg en el intervalo [0, 7]. Solucién: 2.

8. y =z +sinz en el intervalo [0, 7]. Solucién: 6,935.
9. y = 2sinx + sin 2z en el intervalo [0, 7]. Solucién: 4.

10. y = sinx + cos 2z en el intervalo [0, 7]. Solucién: 2.

32

11. y =4 — 2% en el intervalo [—2,2]. Solucién: 3
2 . o1
12. y = 2° — 22+ 1 en el intervalo [0, 1]. Solucién: 3

8
13. y = 2v4 — 2?2 en el intervalo [0,2]. Solucién: 3

1
14. y = en el intervalo [2,2} Solucién: 3.

12

8
15. y = x — 2y/x en el intervalo [0, 4]. Solucién: —3

2
16. y = ( en el intervalo [0, 2]. Solucién: 3

x — 3)?

17. y = sinz en el intervalo [0, 71]. Solucién: 2.

1 1
18. y = cos7x en el intervalo [0, 2} Solucién: —.
0
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Problema 233 Calcular el drea de cada una de las regiones siguientes, en
los contornos indicados:

[\]

w

y=3z>+1entre =0, 2 =2, y=0. Solucién: 10.
28
y=1++zentrex =0, =4, y=0. Solucién: 3

y =3+ z entre = 2, y = 0. Solucién: 6.

9
.y = —x + 3z entre y = 0. Solucién: 3

Calculo de areas entre Funciones

Problema 234 Calcular el drea encerrada entre las siguientes gréficas:

1.

2.

10.

11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

fx) =a* =6z, g(x) =0
f@)=a*+22+1, g(z) =22 +5
flx) =2? — 4o +3, g(z) = 2>+ 22+ 3
f(x) =22, g(x) = 2°

f(z) =3(2® — ), g(x) =0
fl@)=(z=1)° g(z) =2z -1

f(z) = 2* — 4z, g(z) =

f(z) =32z —2% g(z) =0

flx) =2® + 22 +1, g(z) =32 +3
fl@)=—2*+4x+2, g(z) =z +2
flx)=2,9(z) =2—=, h(z) =0



3.6.

18.
19.
20.
21.
22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.
32.

33.

34.

35.

36.

Calcular la longitud del arco de curva en el intervalo correspondiente:

1.

2.

INTEGRALES

fy) =y +1,9@ky) =0,y=-1,y=2
Y
= T 5 :07 =3
flx)==,g(x)=—-2>+40—2,2>0
flx)=3"% g(x)=2z+1
1 2
f(x)—mag( ) )
flz) =2, gla) =seca, —— <z < =
3 3
f(x) =2sinz, g(z) = tanz, _g << g
5
f(x) = sin 2z, g(fU):COS:L‘,%ng%

f(z)=2sinz +sin2z,y=0,0<z <7
f(z) =2sinz+cos2z,y=0,0<z<m7

f(x):xer,y:0,0S:USl

1 1/x
= = = <z<
fla)=5e/* y=00<z<3
6x

4
f(w):77$:07y:17y:4
x

2
y:§$3/2+17 T E [071]

y=a?-1, zel0,4]

193
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x? 1

Ly = — 1,2

3 y=g+ 2 ¢l
3 23

4.y:§x , ¢ €ll,8§
5
X

9. Yy=—+—= 1,2

y=15t g3 *€L2

1 X —T

6. y=5(" +e®), w02

Longitud de un arco de curva

Problema 235 Plantear la integral de la longitud de un arco de curva en
el intervalo correspondiente:

1
l.y=—, z€[l,3]
x

2. y=2% x€[0,1]

3.y=a’+x-2, xe[-21]

4.y x € [0,1]

-1
5. y=sinz, x € [0, 7]
6. y=Inz, x€[l,5]

7. x=4—y% yelo0,2

8. x=cosy, Y€ [—g,g]

9. z=¢Y, ye|0,2]
a
10. z = /a? — y? 0,2
z=y/a*—y? yel0,;]

Calculo de Volumenes

Problema 236 Calcular el volumen de rotacion al girar sobre el eje de
abcisas:

l.y=—-z+1, z€[0,1]
2. y=4—2* z€]0,2]
3.y=V4—2a2 z€l0,2]

4. y=2a% z€]0,1]
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5. y=+w, z€[1,4]
6. y=v4—2a2 xel-272]
7. y=2a? z€l0,1]

2

Problema 237 Calcular el volumen de rotacién al girar sobre el eje de or-
denadas:

1. y=2% z€(0,2]

2. y=V16— 22, z €10,4]
3. y=a*3 zel0,1]
4z =—y*+4y, ye[l,4]

Problema 238 Calcular el volumen de rotacién de una regién al girar so-
bre el eje indicado:

l.y=+z, y=0, =4

(a) del eje =
(b) del eje y
(c) delarectaxz =4
(d) delarecta z =6

2. y=2z°, y=0, z =2
(a) del eje =
(b) del eje y
(c) dela recta y =8
(d) de la recta x =2

3. y=2a? y=dz —2?

(a) del eje =
(b) de la rectay =6



196 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

4. y=6—-20—2a2 y=x+6

(a) del eje =
(b) de la recta y =3

Problema 239 Calcular el volumen de rotacién de una regién al girar so-
bre la recta y = 4:

4. y=secz, y=0, 0<z <

Problema 240 Calcular el volumen de rotacién de una regién al girar so-
bre la recta x = 6:

Problema 241 Calcular el volumen de rotacién de una regién al girar so-
bre el eje x:
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50 y=¢e® y=0, =0 z=1
6. y:ez/z, y=0,x=0, =4

7. y=+vsinzx, y=0, =0, z =

8. y=+/cosz, y=0, =0, z =

ST

3.6.6 Varias y de Selectividad
Problema 242

Calcular las siguientes integrales:

1
1. /ﬂdl'
2
2. /3$d:c
2r3 — 1
3. /emsinewdx
2
4. /idx
1+ 22
e dzx
/2:6263”3_1 dz
/:1:2952+1 dz
2
/ 2l
224+x—-1
22
9. ——d
/cosZ(x?’) .

10. /x\/aj2 —1dz

&

=~

*®

Solucion:
2
1. /lnm dr = x) +C
322 1n(2x3 —1)
72$3_1dm—72 +C

3. /emsinefﬂdx = —cose’ +C
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2z 9
4. /1+x2d1‘:ln(l—i—a} )+ C

1
5. /1+ 2dﬂ::arctanx+0
x
2 z3—1
6. /2.1’26963_1(1%': 63 +C

2

$2+1 21'
7. | 22 de = — +C
In2

2 1

8. /dezln\mQ—i—x—l\—i—C
2+r—1

222 2tan 3

9. | ——do=—"-"-+C
/COSQ(.%'?’) N 3
2 1)3/2

10. /x\/xQ—ldxz(x(g)—l-C

Problema 243 Calcular las siguientes integrales

. 3 5
1. 23— ——+°) d
/(x \/4m—8+:c> .

2. /1:(6932+ D2 da
2x +3
3. | ————=4d
/(:U2+3:r—1)5 *

52
4. d
/ x3 + 8 .

5. /(6{[)2 - 1)62””3_9” dz

(=}

. /53:2 sin(32° + 2) dx

[
C )1+ (a3 4 1)2

22
| e d
8 /cosz(a:3 +3) ’

Solucion:

3 5 zt 3
Lo (22° - ———=+ = =L 2z —8+51
/<x \/m+x> dx 5 ~gVir 8+ 5In|z|+C

dx
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622 +1)13
2. (6?1 1) 2 de= D" 0
/x( z° 4+ 1) dx w6 T
2z +3 1
3. dr = C
/(:U2+3:U—1)5 v 4(3:2—|—3313—1)4+

B

52 5 3

5. /(6:B2 - 1)62x3_m dz = 2" ~" 4 C

(=)

)
. /5:62 sin(323 + 2) doz = —g cos(3z3 +2) + C

2

X 1 ,
. /14’(3334‘1)2 da::garctan(g; +1)+C

z? 1
. — = dr =<t 343)+
8 /c (% +3) T 3 an(z 3)+C

Problema 244 Calcular el area que encierran las graficas de las funciones
flz)y=222+2—1yg(x)=3z+3.

Solucion:

Primero buscamos los puntos de corte de ambas graficas, bastara igular-
las:

2+ -1=3r+3=—=22-2-2=0=2=2, z=-1

El area que encierran estas graficas estara comprendidad entre estos dos
puntos y serd [2, |f(z) — g(z)|dz. Calcularemos la diferencia entre las dos
funciones, después su integral definida, y el valor absoluto de este valor serd
el drea pedida

2 23
/ (2$2—2z—4)da::%—:c2—4:c =-9
~1

S=|-9 =9u
Problema 245 Calcular el drea que encierran la grafica de la funcién

52

1@ =ss

el eje de abcisas, la recta x = 0 y la recta x = 2.

Solucion:
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Primero tendremos que comprobar si la funcién corta al eje de abcisas en el
intervalo de integracién [0, 2], para ello hacemos f(z) = 0 = = = 0, luego
la gréafica de la funcién estd o por encima o por debajo del eje de abcisas en
todo el intervalo, por tanto, el drea sera

2 52 5 2 5
— _dr= SInl|z® 8}:12
/Ox3+8x glofe” +8] =gl

S = ‘ghﬂ’ = gln2 u?

Problema 246 Hallar todas las funciones f cuya derivada es:

4
foy Tt +x+1
fz) = 2+
indicando el dominio de definicion de éstas.
Solucion:

e Tenemos que calcular las primitivas de f’(x), como el polinomio del nu-
merador es de mayor grado que el del denominador, primero dividimos
los dos polinomios:

2t + 023 + 022 + 2 + 1 |22 +z
—z* — 28 22—z +1
—3 4+ 022+ 2+ 1
+a® + 22
2 +z+1
—2? —x
1

Tenemos, por tanto, que calcular la siguiente integral:

4 1 1 d
/de:/<x2—x+l+ )dmz/(ﬂcQ—x—l—l)dx—i—/ -
2+ 2+ 2+

x3 :U2+ +/ dzx
= — — — x -
3 2 x(x+1)

Tendremos que calcular esta ultima integral, lo haremos por descom-

posicién polinémica:

1 A B Al@+1)+ Bz {A+B:0 {Azl

x(m+1):; r+1 zz+1) A=1

Luego tendremos:

/m4+x+1d x> $2+ +/<1 1 )d
el T 1 N
2+ 3 2 r x+1
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S

BERE T+1
3

:%—% z+In(z) —In(x+1)+C
3 :L'2

X

e Ahora calculamos el dominio de estas funciones:
Como tenemos un logaritmo neperiano podremos decir que el dominio

1>0y9v;«£—1}

Para hallar esta region tenemos que estudiar el signo de

D de esta funcién seria: D = {z € R tales que

+1
(_007_1) (_170) (0,—|—OO)
51gno x — - +
signo (x +1) - + +
s1gno wH + — +

En conclusién, tendremos que el dominio sera:

| D = (—00,—1) U (0,400) |

Problema 247 Calcular el drea del recinto limitado por las curvas y =
2?2 —1,y =11 -z y el eje OX. Dibujar el recinto.

Solucion:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

_ 2 =
y=11—-= r=—4

y=2%-1 . r=1 . (1,0)
y=0 r=-1 (—1,0)
{z:él_x — z =11 = (11,0)

El recinto pedido estard encerrado entre los puntos (1,0), (3,8) y (11,0).
Luego el area sera:

3 11 25 3 211
A:/(mQ—l)d:c—i-/ (11—m)dm=[—x] —}—[Hm—]
1 3 3 2

11
Luego A = 76 u?
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1
Problema 248 Calcular / N dx
3 + 22 — 62

Solucion:

Descomponemos el denominador en factores
23+ 2% — 62 = x(x —2)(x +3)
Empleamos el método de descomposicion polinémica

z+1 A B C

B +a2—6r =z -2 z+3
A(x — 2)(z+3) + Bx(x + 3) + Cz(x — 2)
z(z —2)(z + 3)
r+1=A(x—2)(x+3)+ Br(x+3) + Cx(x — 2)

Dando valores a x tenemos:

Sisz:l:—GA:A:_%

3
Six:2:>3:10B:>B:1—O

Six:—3:>—2:15C:>C:_135

Sustituyendo estos valores en la integral tenemos

z+1 ~1/6 3/10 / —2/15
T = [Py 212 20 gy =
/:L‘3+£L‘2—6£L‘ v / x x+/:v—2 T r+3 v
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1 3 2
:—éln]a:|+1—oln|x—2]—1—51n|x+3|+K

Problema 249 Calcula el drea que tiene el inico recinto cerrado y limitado

6
por las gréficas de las funciones y = —22 +7 e y = — (ver dibujo).
x

Solucion:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

Y=

T

El recinto estd comprendido entre los puntos (1,6) y el (2, 3).

2 3 14
A:/ (—x2+7—6) da::[—:;+7x—6ln]a:|] = 5 —6ln2v’
1

r 1

Problema 250 La grafica de la curva y = xz cosz, cuando 0 < z < g, y el

eje OX limitan una superficie. Determinar el drea de esa superficie.

Solucion:

T
La funcién y = zcosx en el intervalo {0, 2} es positiva, luego el area
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@5
o
o
(o2, {
i I
/ 1 LY 2
L
\
- =8.5 |
que buscamos es
3
A= T cosT dx
0
que vamos a resolver por partes
u=2zx du = dzx
dv = cosz dx v=-sinx

/xcosx d:x:a:sina:—/sin:r dx = zsinx + cosz + C

T
= - 12

Luego
A:/2xcosx dr = [rsinx + cosx]d 5
0

Problema 251 Calcular integrando por partes, el valor de:

2
/x2lnxd:v
1
Solucion:
1
du = — dzx
u=Inzx T
dv = 22 dx 3
T
V= —
3
3 1 3 1
/m21nazdx:%lnx—/§a:2 d:zt:%lnx—gxg
Luego
2 3 1 2
/x21nxd:€: x—lnxffx?’ :§11127z
1 3 9 L 3 9
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Problema 252 Calcular el 4rea limitada por la pardbola y = v/2 22, la cir-
cunferencia 22 + y? = 1 y el eje OX (ver dibujo).

Solucion:

Calculamos los puntos de corte de estas funciones

-0 7078, 7071) (2 7071, 0. 7071)
r'f !
4 ll"li
i 1
J\ }l

V2

_ 2 2
{z2+\/gx_ —2ut=1-2=

v V2

2

2 V2
Luego el punto buscado es (%, \/7_>
2 1
A:/ \/§$2dw+/ﬁ\/1—x2d:c
0 2
Calculamos las dos integrales independientemente.

2 BT
/ Vet de= V3. | =
0 31,

Para resolver la segunda integral hacemos un cambio de variable
r =sint = dx = cost dt

Los nuevos limites de integracién seran

2
Sixz%zsintﬁtz%
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Silezsint:t:g. Luego

1 3 3
_ 2 — _ ain2 _ 2 _
[@\/1 T dm—/ﬂ v/ 1 smtcostdt—/z cos“t dt =
2 4 4

3 14 cos2t 1 sin2t\12
5 [2( T H

[

>~ =

f
8

INE

i
El resultado final seré:

T 1 T 1
A= =" _
+8 8 12

4

[ N

Problema 253 Sea f(z) una funcién derivable en (0, 1) y continua en [0, 1],

i
tal que f(1) =0y / 2z f'(x)dx = 1. Utilizar la férmula de integracién por
0
1
partes para hallar / f(z)dz.
0
Solucién:

Hacemos u = 2z y dv = f'(x)de = du = 2dx y v = f(z). Aplicando
la férmula de integracién por partes

/udv:uv—/vdu

/1 af'(z)de = 2z f ()]} — 2/1 flz)der =1=
0 0 0

L o 1-2zf(x)]t 1-2f(1) 1
/Of(””)dx__2]0__2__2

3.7 Representaciones Graficas

3.7.1 Asintotas

Problema 254 Hallar, si existen, las asintotas verticales, horizontales y
oblicuas de las siguientes funciones:

_9:1:2+2
 3x+45

Solucion:
Verticales:
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De existir una asintota vertical en © = p se debera de cumplir que
lim f(x) = co. El punto p que buscarfamos seria tal que anularia el

I—>p
denominador: 3x +5=0=— z = _g
Tendremos:

922 + 2 27

23z 45 0

Luego tenemos una asintota vertical x = —

wlot

Nos podemos preguntar, el porqué hemos resuelto el limite si habiamos
escogido un x que anulaba el denominador. La explicacién es porque si
ese limite hubiera sido finito o no existiese, estariamos en la situacién
de que no habria asintota.

Horizontales:

De existir una asintota horizontal en x = ¢ se cumpliria que thoo flx)=c
Calculemos este limite:
92° +2 9+% 9

lim = lim = -
z—o00 3x + 5 9«“%00%—1—% 0

Podemos concluir con que no hay asintotas horizontales.
Oblicuas:

Para que la recta y = ax + b sea una asintota oblicua debe de ser
a= lim @yb: lim (f(x)— ax).
xr—>00 r—>00

Calculemos estos coeficientes:

2
2
a= lim M: lim %7—1_:9_3
T—00 z—00 32 4 Hx 3
. . 922 +2 9
b= lim (f(z) —ax) = lim (5=~ 2a) = =5
Existe una asintota oblicua, la recta: y = %x -5
2.
2
x
Solucién:
Verticales:

Veamos si se anula el denominador:3 + 222 = 0 = 222 = -3 —
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2?2 = —% — T = \/—% y como no existen soluciones reales, al ser la

raiz cuadrada de un nimero negativo, no hay asintotas verticales.

Horizontales:

.T2

. 1
lim = —
z—00 3 4 222 2

Luego existe una asintota horizontal en y = %
Oblicuas:

2
i 90y ”3

a =

T—00 g r—00 3 + 203

Luego la funcién no tiene asintotas oblicuas.

3.7.2 Representaciones

Problema 255 Representar graficamente las siguientes funciones:

1.

f(z) =23 - 322 +3

2.
fla) = 5 (e ~ 3w +2)
3.
flx)=2—z—2°
4,
f(x) =2 +32% + 32 + 2
5.
flz) =322 -9z +1
6.
f(@) = (z+1)(z - 2)(z - 5)
7.

f(@)=—2® + 32> + 9z — 2
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8.
fla) = S(z —1)° +2
9.
f(z) = 32 + 423
10.
f(z) = 32* — 622
11.
f(z) = a* — 423 + 162
12.
f(z) = z* — 823 + 1822 — 162 + 5
13.
f(z) = 2* — 423 + 162 — 16
14.
fl@)y=2"+1
15.
f(z) =2° -5z
16.
fla) = (z—1)
17.
f(x) =22 = 3|
18.
f(z) = |2* — 6z + 5|
19.
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20.
x
21.
flx) =32%3 — 22
22.
flx) = 323 — 2
23.
x
) =
/(o) 2+ 7
24.
4x
) =
25.
; .
f(x):smzv—ﬁsmiix 0<xz<2m
26.
1
f(x):cosx—icosﬂx 0<z<2m
27.
s T
=2 —t ~lcap<I
f(x) =2z —tanx 5 <T< g
28.
f(z)=2zx+cotx O0<z<m
29.
1
fa) = -
30.
2
1
fla) =5
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31.
2
@)= 5
32.
x? — 6 + 12
flay = T
33.
flz)=avd—=z
34.
flz)=2v4—2?
35.
T+2
fr) ==
36.
32
flx) =+ o)
37.
2+ 1
flo)=22
38.
23
flo) = e
39.
2
fw) = 212 — 8
40.
20% — 5z +5
o=

Problema 256 Dada la funcién:

f(x) = —2® + 322 + 9z — 2

Calcular:



212 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

1. Puntos de corte con los ejes.
2. Crecimiento y decrecimiento de la funcion.
3. Maximos y Minimos.

Solucion:

1. Para calcular los puntos de corte con el eje de ordenadas hacemos
r =0 = f(0) = —2, es decir, el punto de corte serfa (0,—2).
Para encontrar los puntos de corte con el eje de abcisas hacemos

f(z) = 0 = —2% + 322 + 92 — 2 = 0 donde obtenemos las solu-
ciones x = 5_§/ﬁ, T = 5+%/ﬁ

, = —2 En resumen todos los puntos
de corte serian:

5—+/21 5+\/ﬁ0)

(072)7 (770)7 ( 2 ’ (_270)

40
30
20

10

-10

-20

-30

40

2. Para calcular los intervalos en los que crece y decrece la funcién bus-

camos los puntos criticos, es decir, aquellos que anulan la primera
derivada:

fl(2) =322 +62+9=0= =3, z=-1

Es decir:f'(z) = —3(z — 3)(z + 1) y sabemos que la funcién crece si
f'(x) > 0y decrece si f'(z) < 0. Veamos la siguiente tabla:
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(—OO,—l) (_170) (0’3) (3’00)
(x —3) - - - +
(x+1) - + + +
(x —3)(z+1) + — - +
—3(x —3)(z+1) - + + —
f(z) decrece | crece | crece | decrece

3. Por lo visto en el apartado anterior Hay un méximo en el punto = =
3 = (3,25), y hay un minimo en el punto z = -1 = (—1,-7).
Otra forma de comprobarlo es calculando la segunda derivada:

f'(x) = —6x+6 = f"(3) = -18+6 = —12 < 0 = Maximo en
= 3.
f(z) =—624+6 = f"(—1) =6+6 =12 > 0 = Minimo en z = —1.

D) 2
Problema 257 Representar la funcién f(x) = i 1
T —
Solucidn:
e Dominio
El denominador se anula cuando z — 1 = 0 luego el dominio sera

R —{1}.
e Puntos de corte

Si hacemos x = 0 = f(0) = 0 = (0,0) es un punto de corte.

2
= 0= 222 =0 = 2 = 0 = (0,0), obtene-

Si hacemos
x —_—
mos el mismo punto de corte.

e Simetrias

= no hay simetrias.

e Asintotas

1. Verticales El denominador se anula cuandoz—1=0=— 2 =1
es la posible asintota.

212

= 400, luego z = 1 es una asintota

m1£11f(x) Qi
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vertical.

2. Horizontales Calculamos el limite de la funcién cuando z —

Fo0

. . 2a? ) .

lim f(z) = lim = 00, luego no hay asintotas horizon-
T—00 T—00 I —

tales.

3. Oblicuas La recta y = ax + b es una asintota oblicua si

222 2

. fl=z . - . 2z

a = lim L = lim £ = lim 5
rT—00 T—00 T—00 T4 —

372
b= lim (f(x)—az)= lim <2 1—2:1:):

r—>00 r—00 \ 1 —
. <2x2—2x2+2x>
Iim ( ————— | =2
T—00 z—1

Luego la asintota oblicua buscada es y = 2z + 2
20
15

10

y=ixe2

e Puntos criticos Para calcularlos hacemos f'(z) =0

g Az(r—1)— 222 2z(z —2) B
fiz) = @-12  (z-172 -

Para comprobar si se trata de un méaximos o un minimos observa-
mos que el denominador de la segunda derivada es siempre positivo.
Por tanto, para decidir el signo de f’(x) sélo tenemos que estudiar el
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numerador.

(—00,0) 0,2) (2,400)

T — + +
T —2 - — +
x(x —2) + - +

creciente | decreciente | creciente

En el punto (0,0) la funcién pasa de crecer a decrecer, luego es un
maximo.

En el punto (2,8) la funcién pasa de decrecer a crecer, luego es un
minimo.

Con estos datos tenemos suficiente informacién para dibujar la grafica
de esta funcién.

Problema 258 Se considera la funcién:

f(x):a:2+3x—|—1

x
1. Estudiar el dominio, simetria y puntos de corte con los ejes de f.
2. Hallar las asintotas de la grafica de f.

3. Hallar los puntos criticos, si los hay.

4. Dibujar la gréfica de f.

Solucion:

1. Dominio: R — {0}

Puntos de Corte:

e Con el eje de abcisas no hay puntos de corte, ya que al hacer
x = 0 la funcién no existe.

e Para calcular éstos con el eje de ordenadas, hacemos f(x) = 0:
fx)=0= 2> +3z+1=0= (—0,3819;0) (—2,6180;0)
2. Asintotas:

e verticales:

24341
limof(x) = lim paertl +oo
xr—

z—0 €T

Luego la recta x = 0 es una asintota vertical.
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e horizontales:

2
3 1
lim f(x)= lim rAsral =00
T—00 T—00 T
Luego no hay asintotas horizontales.
e oblicuas:
243x+1
a= lim 1) lim x+$x+ :x2+3:c—|—1:1
r—00 T—00 €T 112

2 1 1
b= lim (f(z)—ax)= lim <x—|—3x+_$>: lim srtl

r—00 r——00

T T—00 T

Luego la recta y = x 4+ 3 es una asintota oblicua.

3. Maximos y Minimos: Para calcularlos utilizamos la primera de-
rivada igualada a cero, y decidiremos por el criterio de la segunda
derivada. |

4 —1
fl@) = =—

x

flle)=0=2>-1=0=2a2=1, 2 =—-1= (1,5), (-1,1)

() =

ff)y=1>0, f'"(-1)=-1<0

En el punto (1,5) la funcién tiene un minimo, mientras que en el
(—1,1) tiene un maximo.

4. Dibujo de la grafica:

3
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Problema 259 Sea la funcién
3
@)= e -1
1. Estudiar el dominio, puntos de corte, intervalos de crecimiento y de-
crecimiento, y determinar sus extremos relativos.
2. Calcular sus asintotas.

3. Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, dibujar la grafica
de la funcion.

Solucién:
1. Consta de varios apartados:

(a) Dominio: Domf(z) = R —{-5,3}

(b) Puntos de Corte:
e Coneleje OY: x =0= f(0) =0= (0,0)
e Con el eje OX: f(z) =0= (0,0)

(c) Simetria: La funcién no es ni par ni impar
(o

(—2)?24+2(-2)—15 22—-2x—15

fl=x) = # £f(x)

(d) Monotonia:

o 2 (x? + 4z — 45)
fz) = (22 4 22 — 15)?

=0=z=0,2=-9, =5

Para estudiar el signo de f/(z) observamos que tan sélo basta
con estudiar el signo de 22 + 4x — 45 pues los otros factores estdn
elevados al cuadrado y, por tanto, son siempre positivos.

(—00,—9) | (—=9,5) | (5,+00)
z+9 - + +
-5 — — +
f(x) + - +
crece | decrece | crece

(e) Extremos relativos: A la vista del apartados anterior observa-
mos que en el punto de abcisa x = —9 la funcién pasa de crecer
a decrecer y, por tanto, se trata de un maximo, que corresponde
al punto (—9;—15,19). Si observamos ahora el punto de abcisa
x = 5 la funcién pasa de decrecer a crecer y, por tanto, estamos
ante un minimo, que corresponde al punto (5;6,25)
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2. Asintotas:

e Verticales:

73

lim

CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

s 2y or—15
=z =-5
3
m ——e = 400
t——5+ 22 + 2z — 15
. 3
hm —— = —
t—3— 22 + 22 — 15
— =3
23
lim ————— =400
e—3+ 2 + 22 — 15
+308
+208
+18
-18 -k 5 1@
y=x-2
+—18 x=
Mdxino (-9:-15,19)
=5 +—28
+
1-3@
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e Horizontales:

3

mhjlm ﬁ = oo = No hay Horizontales

e Oblicuas: La recta y = mz + n es una asintota oblicua si

i 1@ @
ML T T e T

LUS
n= lim (f(x)—nz)= lim ( x):

00 v—oo \ 22 + 2z — 15

. —22% + 15
lim ———— = -2
a—o0 x2 4+ 22 — 15
La recta y = x — 2 es una asintota Oblicua.

3. Representacién Grafica de la funcién: Con los datos obtenidos
hasta ahora es suficiente para hacer una representacion grafica bastan-
te precisa de la funcién que nos ocupa.

Problema 260 Dada la funcién f(z) = 2% — 22+ 1 y la recta y = 22 + 1
1. Calcular los extremos relativos de f(z).
2. Estudiar la concavidad de f(z).

3. Dibujar las gréaficas de la funcién, de la recta, y senalar el recinto que
encierran.

4. Calcular el drea de dicho recinto.

5. Calcular la recta tangente y la recta normal a f(z) en el punto de
abcisa x = 2.

Solucion:

1. Extremos relativos:

fl)=3-2=0=2=—

f’ <_§> = —2v/6 < 0 = Minimo (—@7 9*3\/6>

f'(x) = 62 =

' () =26 > 0= Maximo (¥, 236
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2. Concavidad:
Observando la derivada f”(x) = 6z nos damos cuenta que f”(z) > 0
en el intervalo (0,+00) y, por tanto, en este intervalo la funcién serd
convexa. Por el contrario, f”(z) < 0 en el intervalo (—o0,0) y, por
tanto, en este intervalo la funcién es céncava.

3. Dibujo de las graficas:
De la funcién f(z):

(a) Dominio: Domf(z) =R

(b) Puntos de Corte:
e Coneleje OY: 2 =0= f(0) =1=(0,0)
e Coneleje OX: f(z)=0=

— (—1,618033988; 0), (0,6180339887;0), (1,0)
(c) Simetria: La funcién no es ni par ni impar
f(=z) = (—2)® —=2(—2) + 1= =23 + 20 + 1 # £f(x)
(d) Monotonia: No es necesaria
(e) Asintotas: No hay

De la recta y = 2z + 1:

Con dos puntos de ella tendremos suficiente, por ejemplo el (0,1) y el
(—=1/2,0).

4. Célculo del area:
Para calcular el area de este recinto calculamos los puntos de corte de
las dos funciones:

P -2 4+1=224+41=2=-2 =2 2=0

Tendremos que calcular el drea en el intervalo [—2,0] y luego en el
intervalo [0, —2]. Calculamos la integral
24
/(x3—2x+1—2x—1)da::/(x3—4x)dx: Z—2x2+0

En el intervalo [—2,0]:

0 4 0
x 2
/(w3—4x)d:1::——2x =4
2 1 _2
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En el intervalo [0, 2]:

5 x
/ (23 — 4x) dox = Z—2x2 =—4
0 0

La razon por la que el area en este caso es negativa es porque la recta
estd por encima de la funcién, tendremos que coger su valor absoluto
y nos queda:

Area= |4| +| — 4] =8 u2.

5. Calculo de la tangente y la normal: Para calcular la pendiente
de la recta tangente a f(z) calculamos su derivada primera

fllz)=322-2=m=f(2)=10

Por otra parte f(2) = 5 y tendremos que la ecuacién de la recta
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tangente es
y—5=10(x — 2)

y la ecuacién de la recta normal es

1
y—>5= —E(CU —-2)
Problema 261 Sea la funcion
3
T
f) = 24+ x—12

1. Estudiar el dominio, puntos de corte, intervalos de crecimiento y de-
crecimiento, y determinar sus extremos relativos.

2. Calcular sus asintotas.

3. Con los datos obtenidos en los apartados anteriores, dibujar la grafica
de la funcién.

Solucién:
1. Consta de varios apartados:

(a) Dominio: Domf(z) = R —{—4,3}

(b) Puntos de Corte:
e Coneleje OY: z=0= f(0) =0= (0,0)
e Con el eje OX: f(z) =0= (0,0)

(c) Simetria: La funcién no es ni par ni impar

(—z)3 B
) = - a2 HW@

(d) Monotonia:

2?(x? 4 22 — 36)

(22 +x —12)2 reh T O =D

fi(z) =

Para estudiar el signo de f’(x) observamos que tan sélo basta
con estudiar el signo de x2 + 2z — 36 pues los otros factores estdn
elevados al cuadrado y, por tanto, son siempre positivos.

(—00,—7,08) [ (=7,08,5,08) | (5,08, +00)

x+ 7,08 - + +
z—5,08 - — +
f'(z) + - +

crece decrece crece
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(e) Extremos relativos: A la vista del apartados anterior observa-
mos que en el punto de abcisa x = —7, 08 la funcién pasa de crecer
a decrecer y, por tanto, se trata de un maximo, que corresponde
al punto (—7,08; —11,43). Si observamos ahora el punto de ab-
cisa x = 5,08 la funciéon pasa de decrecer a crecer y, por tanto,
estamos ante un minimo, que corresponde al punto (5,08;6,94)

2. Asintotas:

e Verticales:

. 3
llm ———m—=-
r——4— l'2 +x — 12
—xz=—4
l il +
im —-——=+400
r—s—4+ 1'2 +x — 12
I o
im ——=-
e—d- 2+ — 12
—x=3
li « +
im ——— =+
r—s4t I2 +x — 12
e Horizontales:
23
lim ———— = oo = No hay Horizontales

a—00 g2 + 1 — 12

e Oblicuas: La recta y = mx 4+ n es una asintota oblicua si

3
lim f(z) = lim L

m =

z—00 a—00 13 4+ 22 — 120

.’L'S
n= lim (f(x)—nz)= lim <$2+ gg):

T—00 T—00 r—12 B

, —x2+12
lim

B N B
z—o0 g2 + 1 — 12

La recta y = z — 1 es una asintota Oblicua.

3. Representacién Grafica de la funcién: Con los datos obtenidos

hasta ahora es suficiente para hacer una representacion grafica bastan-
te precisa de la funciéon que nos ocupa.
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Iad
8
.-'-""_F'_F'_FFF.
= Asimtota Obcan y=x-f
fﬁ
-5 L i@
Asimtata Vastical v=3
- 22°
Problema 262 Dada la funcién f(z) = Calcular:
1. Dominio.
2. Puntos de corte con los ejes.
3. Simetrias.
4. Asintotas.
5. Representacién grafica aproximada.
Solucién:
1. Dom f=R—{1}
2. Con el eje OY : x =0= (0,0)
Con el eje OX : f(x) =0 = (0,0).

3.

212

Luego ni es par ni es impar.
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4. e Verticales: z =1
lm f(a) = o =+
im )= — = +00
r—1t 0t
lim () = =
im )= — =—00
r—1— 0~
e Horizontales:
Jim f(x) = oo
Luego no hay
e Oblicuas: y=mx+n
2 2
A T
r—0c0 T—00 4 —

r——00 Tr—00

n= lim (f(z)—mz)= lim <2$23—2x> =2

y=2x+2

=2et2

28 -15 -18 -5 5 i@ 15

2r —3
2 _

Problema 263 Dada la funcién f(z) = Calcular:

X

1. Dominio.
2. Puntos de corte con los ejes.

3. Simetrias.

225
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4. Asintotas.

5. Monotonia.

6. Maximos y Minimos.

7. Representacion gréfica aproximada.

8. Calcular el drea encerrada por f(z), las rectas x = 1, x = 2 y el eje
0X.

9. Calcular la recta tangente y normal a f(z) en x = 2
Solucién:
1. Dom f = R —{0,3}

2. Con el eje OY : No tiene

Con el eje OX : f(x) =0 = (3/2,0).

3.
—2x —3
(=) (—x)? + 3z
Luego ni es par ni es impar.
4. e Verticales: t =3y x =0
lim f(z)= 3 —00
z—3t 0t
lim f(x)= 3 +oo
r—3~ N 0- B
lm fz)=—° =+
im f(r)=— =+
z—0F 0~
lm f(x) =
im f(r)=—=—-
r—0~ 0+

e Horizontales:
lim f(x)=0=y=0

r—00

e Oblicuas: No Hay

—222 + 62 — 9
!/
r)=——5———-—<0
La funcién es siempre decreciente y por tanto no tiene ni maximos ni
minimos.
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IS

[S]

6. No tiene.

3/2 20 — 3 2 223
/ 5 der/ 3 dr =
1 r¢—3x 3/2T°—T

3/2 2 9
In|a? — 3] ? nja? - 32| =2 () = 0,2355660712
1 3/2 8

9.
) 1
2)=-2, f2)=—=
F@) =2 f@)=-
1
tangente : y—gz—g(x—2)
ormal : —f—é( —2)
normal : y— o = = (z
. 2z -1
Problema 264 Dada la funcién f(z) = Calcular:

22—
1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Asintotas.

5. Monotonia.
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6. Maximos y Minimos.
7. Representacion gréafica aproximada.

8. Calcular el drea encerrada por f(z), las rectas © = 2, x = 3 y el eje
0X.

9. Calcular la recta tangente y normal a f(x) en x = 2
Solucién:
1. Dom f=R—-{0,1}

2. Con el eje OY : No tiene

Con el eje OX : f(x) =0 = (1/2,0).

3.
—2r—1
f( l‘)— (—1‘)2—$
Luego ni es par ni es impar.
4. e Verticales: t =1y 2z =0
lim | f(r) = o =+
im r)=-— =400
z— 1t 0t
lm f(x) =
im r)=-—=—-00
r—1~ 0-
lmf(z)= % =+
im r)=-—=+400
z—07F 0~
lm f(x) =
im T)=-—F]=-—
r—0~ 0+

e Horizontales:
lim f(zx)=0=y=0

r—00

e Oblicuas: No Hay

22742z -1

f/(x) - (1,2_1‘)2 <0

La funcion es siempre decreciente y por tanto no tiene ni maximos ni
minimos.

6. No tiene.
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<

2=0

7.
8.
32z —1 3
/ g dlen\$2—xﬂ =1In3
2 T —X 2
9.
) 3
")y = —= 2) = =
PR =-2 f@=1
3 )
Ly 2= 2z 2
tangente : y 5 1 (x —2)
3 4
i y— 2= (z—2
normal : y — o = - (x —2)
3
Problema 265 Dada la funcién f(z) = 2 Calcular:

1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Asintotas.

5. Monotonia.

6. Maximos y Minimos.

7. Curvatura y puntos de inflexién

8. Representacion gréafica aproximada.

229
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Solucion:
1. Dom f=R—{-1,1}

2. Con el eje OY : (0,0)

Con el eje OX : f(z) =0= (0,0).

Luego es impar.

4. e Verticales: x=1yz=—1

. 1
zlirg*' f(x) - 0+ NS
lim f(z) = —
im T)=— = —00
r—1— 0—
lim  f(z) = —
im T)=— = —00
r——17+ 0~
lim  fla) = — =+
im r) = — = 400
r——1" 0+
e Horizontales:
Jim f(z) = oo
Luego no hay
e Oblicuas: y =mx +n
3
m = lim x =1

y=x
5.
2/..2
/ _ x (JU - 3) _
f(.%')— (1,2_1)2 =0
(—OO,—\/g) (_\/ga \/g) (\/gv OO)
+ — +
creciente decreciente | creciente
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6. Maximo en el punto (—\/g, -

(\/§)3>
2

3
Minimo en el punto <\/§, (\/5) )

P r(2z2% +6)
fi(x) = m

(—OO,—I) (_170) (0, 1) (1700)
— + — +
céncava | convexa | concava | convexa

En x = —1 y en x = 1 la funcién tiene asintotas y, por tanto, no
pueden ser puntos de inflexién.

20
¥

15

-15

2

Problema 266 Dada la funcién f(z) =

5 Calcular:

1. Dominio.

2. Puntos de corte con los ejes.
3. Simetrias.

4. Asintotas.

5. Monotonia.

6. Maximos y Minimos.

7. Curvatura y puntos de inflexion
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8. Representacién grafica aproximada.
Solucién:
1. Dom f=R—{2}

2. Con el eje OY : (0,0)

Con el eje OX : f(x) =0= (0,0).

3.
2
x
flew) = ——
Luego no es ni par ni impar.
4. e Verticales: =z =
16
zg&f@) =or = T
16
1 = — = —
2 fl@) = 5= = oo
e Horizontales:
im f(z) = oo
Luego no hay
e Oblicuas: y =mx +n
2
m = lim 2433 =4
T—00 12 — 2x
422
n:z@w (:132—233 4:L’> =38
y=4xr +8
5.
, x(4x — 16)
= =0
(—OO, O) (07 4) (47 OO)
+ — +

creciente | decreciente | creciente

6. Méximo en el punto (0,0)

Minimo en el punto (4, 32)
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" 32
f(x) = m

(_ o, 2) (27 OO)
— +
coéncava | convexa

Enz = —1 y en x = 1 la funcién tiene asintotas y, por tanto, no
pueden ser puntos de inflexién, si lo serd = = 0.

&0
¥

60

40
y=4x+8

20

x=2

-8&0

Problema 267 Dada la funcién f(z) = 32*—2023 — 622 +602 — 1 Calcular:
1. Monotonia.
2. Méaximos y Minimos.
3. Curvatura

Solucion:
1.

f(z) = 1223 — 6022 — 122 + 60 = (x — 1)(z + 1)(x — 5)

(_007_1) (_171) (1¢5) (5700)
— + - +
decrece crece | decrece | crece

Méaximo en = 1, Minimos en x = -1y x =5



CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

f(z) = 360% — 1202 — 12 = © = 3,43; = = —0,09

(=00, —0,09) | (—0,09,3,43) | (3,43, )
+ - +
convexa céncava convexa

" (x) = 722 — 120 = f"'(—0,09) # 0, f"(3,43) #0 =
= —0.09 y x = 3,43 son puntos de inflexién.
Problema 268 Dada la funcién f(z) = z* — 1422 + 242 — 1 Calcular:
1. Monotonia.
2. Méaximos y Minimos.
3. Curvatura

Solucion:
1.

fl(x) = 42® — 2824 24 = (z + 3)(z — 1)(z — 2)

(_007 _3)

(_37 1)
+
crece

(1,2)

(2,00)
+
crece

decrece decrece

Méximo en x = 1, Minimos en x = -3y x = 2

f'(x)=1222 - 28 = =1,53; =z = —1,53

(—OO, _17 53)

(1,53;00)

+

(—1,53;1,53)

_l’_

convexa

céncava

convexa

(@) = 240 = f"(=1,53) £ 0, f"(1,53) # 0=

x=—1,53 y x = 1,53 son puntos de inflexion.
Problema 269 Dada la funcién f(z) = xv4 — 22 se pide:

1. Dominio y corte con los ejes. Intervalos de crecimiento y decrecimiento;
maximos y minimos. Dibujo aproximado de la grafica.

2. Calcular el drea encerrada entre la grafica f(x) y el eje de abcisas.
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Solucion:

1.

(a)

Dominio: La funcién f(z) = zv4 — 22 estd compuesta por el

producto de dos funciones, la funcién h(z) = x cuyo dominio es
todo el eje de abcisas, y la funcién ¢(xz) = v/4 — 22 cuyo dominio
estd definido por la incuacién 4 — 22 > 0. La solucién de esta
inecuacién serd: —z2 > —4 — 22 < 4 — -2 <2 < 2. En
conclusién podemos asegurar que el dominio de la funcién pedida
serd el intervalo [—2,2].

Puntos de corte con los ejes: Los puntos de corte con el eje de ab-

cisas vendran determinados cuando f(x) = 0, es decir, zv4 — 22 =
0, ecuaciéon que nos produce las soluciones: * = 0, x = 2, y
x = —2. Por tanto la grafica cortard al eje de abcisas en los pun-
tos (0,0), (2,0) y en el (—2,0). Ahora calculamos los cortes con
el eje de ordenadas, es decir, hacemos x = 0, lo que nos produce
una unica solucién que ya habiamos obtenido antes, y es el punto

(0,0).

Intervalos de crecimiento y decrecimiento: Para ello calculamos

la primera derivada, que seria la siguiente:

2

(@)= VA—a22+ 2(4d—a?)20r) = Vi—22 — 2

/@)= S4—a?) ) = v N
4 — 22
V4 — 22

Ahora tendremos que ver cuando esta derivada es positiva, es

nula, o es negativa. Para ello igualamos la derivada a cero, lo que
nos daria lo siguiente:

fi(x) =

4 — 227
f’(x):\/f%:02>4—x2202>x:\/§, =2

Ahora, recordando los puntos de corte con los ejes, el dominio de
la funcién y observando que el denominador es siempre positivo,
es facil comprobar lo que nos piden.

Entre x = —2 y x = —v/2 el numerador de la derivada se hace
negativo, luego f'(r) < 0 = decreciente en [—2, —v/2]

Entre z = —v/2 y # = /2 el numerador de la derivada se hace
positivo, luego f'(z) > 0 = creciente en [—/2, /2]

Entre = /2 y = 2 el numerador de la derivada se hace nega-
tivo, luego f'(z) > 0 = decreciente en [v/2, 2]
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(d) A lavista del apartado anterior, esta claro que, la funcién tiene un
minimo en —/2 y un méximo en v/2, resultados que al sustituidos
en la funcién original darfan los puntos: Minimo= (—+/2, —2) y
Méximo= (v/2,2)

(e) Para dibujar la gréfica ordenamos los resultados en una tabla, y
los interpretamos cuidadosamente.

x | f(x)
0 0
2 0
-2 0

—V/2 -2 | Minimo
V2 2 | Maximo

}-2

2. Los puntos de corte con el ejes de abcisas son —2, 0, 2. La funcién es

impar, es decir, simétrica respecto al origen, esto se aprecia facilmente
en su representacion grafica. Esto ultimo se puede demostrar compro-
bando f(—z) = —f(x):

f(=2) = (a)\J4d = (—2)? = —zvd —2? = —f(2)

Esto quiere decir que el drea que encierra la curva entre el punto (—2,0)
y el (0,0) es igual que el drea que encierra la curva entre los puntos
(0,0) y el (2,0). Por tanto bastara con calcular una de estas dreas y
multiplicar por 2.

AzQ/jf(a:)zQ/jxﬂdx

Resolveremos por sustitucion.

uw=4-1> = du = —2xdr = xdx = —% y sustituyendo nos



3.7. REPRESENTACIONES GRAFICAS 237

queda la integral siguiente:
1 1 U3/2 U3/2
/:L’\/ T 5 Vudu 5 3/2—|—C' 3~|—C
y deshaciendo el cambio de variable nos quedaria:
4 — 22)3/272 43/2 1
Ao| @2 416
3 0 3

Problema 270 Dada la funcién

se pide:

1. Dominio.

2. Corte con los ejes.

3. Simetrias.

4. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

5. Maximos y minimos.

6. Dibujo aproximado de la grafica.
Nota: Una funcién es simétrica respecto al eje Y si f(—z) = f(z), y simétrica
respecto al origen si f(—x) = —f(x).
Solucién:

1. D={z € R tales que 2> —4 # 0} = R — {-2,2}

2. (a) Puntos de corte con el eje Y:
r=0= f(z) = —% —> la gréfica corta al eje Y en (0, —%),

(b) Puntos de corte con el eje X:
flz) =0 = 22+3 =0 = x = +/—3 = la ecuacién no
tiene soluciones reales y por tanto la grafica no corta al eje X en
ningdn punto.

2
3. f(—z) = E:gii = % = f(x) = la funcién es simétrica respecto

al eje Y.
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4.
) 2z(x? —4) — 2zx(2® +3) —8r—6x —14x
€Tr) = = =
@2 =1 @ =17 = @2 -ap
Como (22 — 4)2 > 0 para cualquier z, bastars estudiar el signo del
numerador:

(a) Siz < 0= f'(x) > 0= creciente.
(b) Siz >0= f'(x) <0 = decreciente.

En el dominio de la funcién tendremos que la funcién es creciente en
(—o0, —2) U (—2,0) y es decreciente en (0,2) U (2, 400).

5. f'(x) =0 = —142 = 0 = = = 0 que corresponde al punto (0, —%),
punto en el que la grafica pasa de ser creciente a ser decreciente, es
decir, estamos ante un maximo.

6. Su representacién grafica serfa:

iills,

. - ]
Calculado las asintotas, las habriamos encontrado verticales en x = —2
2
z 3
y & = 2, y horizontales en y = 1, ya que lim — O 1.
r—00 e —

Problema 271 Responda a las siguientes cuestiones referidas a la curva

_:E2~|—3
y_x2—4
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Se pide:

1.

2.

6.

7.

Dominio de definicion.
Simetria.

Cortes a los ejes.

. Asintotas.

. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

Méximos y minimos.

Representacién aproximada.

Solucion:

1.

4.

El dominio sera toda la recta real, excepto en aquellos puntos el los
que se anula el denominador, dicho de otra manera serd D = {z €

R; 22 —4#0} =R —{-2,2}

(—2)*+3  2?+3

f(_x):(_x)2_4 1‘2—4:f($)

Luego la funcién es par, y por tanto simétrica respecto al eje Y.

Con el eje X hacemos y = 0 y nos queda:

2
0= igti — 22 4+ 3 = 0 = no hay puntos de corte con el eje X.
Con el eje Y hacemos x = 0 y nos queda:

f(0) = % = —% = la funcién corta al eje Y en el punto (0, —%).

Asintotas:

e Verticales:
2+ 3

im
2732 —4
z2+3
m ———-—
z——2 12 — 4

= 00 = x = 2 es una asintota vertical

= o0 = r = —2 es una asintota vertical

e Horizontales:
. z2+3
y = lim

T—>00 12 —

= 1= y =1 es una asintota horizontal.

e Oblicuas:

y = ax + b es una asintota oblicua, entoces ¢ = lim —— =

22+ 3

m m = 0 = no hay asintotas oblicuas.

239
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5. Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento calculare-
mos la primera derivada:

Para que exista un punto critico imponemos que 3’ = 0 y nos queda:

Analizamos el signo de y':

(—00,—2) | (-2,0) (0,2) (2,400)
signo v’ + + - -
Y creciente | creciente | decreciente | decreciente

En resumen:
e La funcién crece en (—oo, —2) U (—2,0)
e La funcién decrece en (0,2) U (2,400)
6. Observamos que en el punto de abcisa = 0 la curva pasa de ser

. . . 3\ ..
creciente a ser decreciente, es decir, en el punto <O, ~1 tiene un

maximo.
7. Representacion gréfica:

Problema 272 Se considera la funcién real de variable real definida por:

1

I =23

1. Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto de infle-
xion de abcisa positiva de la gréfica de f.

2. Calcular el area del recinto plano acotado limitado por la grafica de
f, la recta anterior y el eje z = 0.

Solucion:

1. Para encontrar los puntos de inflexién tendremos que ver los puntos
en los que se anula la segunda derivada:

N —2x
T ey
x? —
f//(x) — 6( 1)

(2 +3)3



242 CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ANALISIS

+8.25383

+B.18977

18.12652

+B.863258

B.69246 ' 1.3849 20774
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Es decir, tenemos que calcular los puntos que hacen f”(z) = 0. Como

el denominador (x? + 3)3 no se anula nunca, los puntos buscados son
aquellos que anulen el numerador, 22 — 1 = 0 = z = +1, de estas
dos soluciones sélo nos interesa la positiva, que es la que nos pide
el problema. Si sutituimos este punto en la funcién obtendremos la
ordenada correspondiente: f(1) = %, luego la recta pedida pasard
por el punto (1, i) Para encontrar la pediente utilizamos la primera
derivada m = f'(1) = —% En conclusién, la recta tangente sera:

1 1
y_Z:_é(x_l):>$+8y_3:0

2. El recinto pedido se calcularia mediante la integral siguiente:

/1 {3 -z 1 ] d

— = ——— | dx
0 8 2 +3
Calculamos la integral

V3

3 3 x
= — arctant = — arctan —

3 V3

Hemos utilizado el cambio de variable % =t dx =+/3dt
Luego:

/1[3—.@ 1 }d 30 1 V3w !
2 r=|———— —arctan—| =
0 | 8  22+3 8 16 3 V3],

5 V3r

16 18

Problema 273 Se considera la funcion:

7x2+im+1 st x> —1
f(z) =
2z .
= st o r<—1

1. (Estudiar el dominio y la continuidad de f.
2. Hallar las asintotas de la grafica de f.

3. Calcular el area del recinto plano acotado y limitado por la grafica de
fylasrectasy=0x =1, x = 2.
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Solucién:

1. Calculamos el dominio:

. 2 . .
e Si z > 1 tenemos que f(x) = % es un cociente de poli-

nomios, y en este caso el dominio serd todo el intervalo excep-
to en los puntos en los que se anula el denominador, es decir,
[—1,0) U (0, +00).

e Si x < —1 tenemos que f(x) = %, como en el caso anterior
tenemos que buscar puntos que anulen el denominador, y resulta
que no hay ninguno. FEl tdnico plosible seria el x = 1, pero no
pertenece al intervalo de definicién, y por tanto el dominio seré:
(—o0, —1).

e En conclusién diremos que el dominio es: R — {0}.

Calculamos la continuidad:

La funcién f(x) es un cociente de polinomios por ambas ramas, y por
tanto continua salvo en los puntos en los que se anula el denominador,
es decir, los puntos en los que es posible que no sea continua serian en
x = —1 donde puede existir un salto y por supueto en x = 0, donde
como hemos visto anteriormente no pertenece al dominio.

e Enz = —1:
2?2 +3z+1
1 = 1 =1
i f@) = lim
2z
A, f@) = lim 2
lim f(z)= lim f(z)=f(-1)=1
r——1 r——1"
Luego f es continua en x = —1.
e Enz=0:

2
3 1
lim f(z)= lim mrdr 1l 00
z—0 z—0 T

Luego no es continua en = = 0.

e En conclusién: La funcién f es continua en R — {0}.
2. Asintotas verticales:

e Cuando z > —1:

24341
hmof(x) — lim el 00
r—

z—0 €T

Luego = 0 es una asintota vertical en este intervalo.
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e Cuando z < —1:
No hay ningtin valor de x que sea menor de —1 que anule el
denominador, y por tanto, no hay asintotas verticales por esta
rama de la funcién.

Asintotas horizontales:
e Cuando x > —1:

. 22 +3z+1
lim ——— =

T—00 T

(0.¢]

Luego no hay asintotas horizontales en este intervalo.

e Cuando z < —1:

I 2x
m—1>IEoo r—1

=2

Luego y = 2 es una asintota horizontal en este intervalo.

Asintotas oblicuas:
Recordamos que y = ax + b es una asintota oblicua si

lim @

rT—00

a =

b= lim (f(z)—ax)

T—>00
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e Cuando z > —1:

f( ) z243z+1

a= lim—x:hm#zl
T—00 T —>00 T
. : 22 +3zx+1
b= lim (f(@)—ar) = lim (T )
lim 3r+1 _3
T—00 €T

Luego en este intervalo habra una asintota oblicua en la recta
y=z+3.

e Cuando z < —1:

2z
a= lim @: lim =L =0

r—00 r—00
Luego no hay asintotas oblicuas en este intervalo.

3. El recinto comprendido entre las rectas * = 1y x = 2 estd en el
intervalo (—1,400) donde la funcién es f(z) = % y como estd
limitado por la recta horizontal y = 0(el eje de abcisas) y la funcién,
podemos concluir con que su area vale:

22243241 x? 2
/ _ — +3x+Inlz|]| =
1 x

2 1
dx:/(x+3—|——)d:n:
1 T 2 L

4 1
:§+6+ln2—§—3—ln1:g+ln2

Problema 274 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

2z
f(w) — 61'2 +1

1. Calcula las asintotas de la grafica de f.

2. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f (puntos donde se obtienen y valor que alcanzan).

3. Dibujar la grafica de f.
Solucion:
1. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales: No tiene, ya que el dominio de la funcién
es todo R.
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e Asintotas horizontales:

2

€T
lim f(z) = lim e=2+1 =’ =1
Tr—>00 rT—r00

Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay
oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que

2z
2=
lim @— lim e

=0

a =

r—00 r—00

Luego no hay asintotas oblicuas.
2. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

2z
2(1 — 22) - e=+1

(1'2+1)2 X X

() =

Que serfan los puntos (1,e) y (—1,e7 1)
e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada
2x
2(1 — 22) - ex*+1
(22 4+1)2

fi(a) =

Tenemos que la funcién es creciente cuando f’(x) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre

2z
positivo y lo mismo ocurre con e=?+1 el estudio del signo se re-
duce al de 1 — 22 = (1 — z)(1 + x)

(—o0,—1) | (=1,1) (1, 400)

1—2z + + —
1+zx — + +
(1—-2)(1+2) — + —

decreciente | creciente | decreciente

En el punto (1,e) la funcién tiene un méximo, pasa de crecinte
a decreciente. En el punto (—1,e™!) la funcién tiene un minimo,
pasa de decrecinte a creciente.

3. Para dibujar la grafica sélo faltaria algiin punto de corte con los ejes
x =0 = (0,1) dnico punto de corte, ya que con el eje de abcisa no
habria ninguno.
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EMd:imﬁm}
(I i
\/ !ll-I
Minimo(-1, In)
B &

Problema 275 Considera la funcién la funciéon f : R — R definida por:

9z — 3
=2
1. Calcular el dominio de f.

2. Calcula las asintotas de la grafica de f

3. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f, si existen.

4. Dibujar la grafica de f.
Solucién:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos el
los que se anule el denominador; 22 — 22 =0 =2 =0, z = 2 =
Dom(f) = R —{0,1}

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

. . 9z — 3
xh£>10f(x) N xh£>10 2 —2x oo
Luego = = 0 es una asintota vertical.
9z — 3
i, flw) = Jim, gy = A

Luego x = 2 es una asintota vertical.
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e Asintotas horizontales:

lim f(x)= lim M—O

T—00 z—0c0 2 — A B

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay

oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que
/(@) =
a= lim "2 = lim =2 —
T—00 r—00

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero

3(3z% — 2z +2)

— — 2 —
fl(x) =~ 2z —2)? =0=32"-2x+2=0

Esta ecuaciéon no tiene soluciones reales, y por tanto, no hay
extremos relativos.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

3(32% — 2z +2)
x?(x —2)?

flla)=-

Tenemos que la funcién es creciente cuando f’(x) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre
positivo el estudio del signo se reduce al de 322 — 2z + 2, que
es siempre positivo. Luego f/(x) < 0 y por tanto la funcién es
siempre decreciente.

4. Para dibujar la grafica sélo faltaria algin punto de corte con los ejes
y =0 = (1/3,0) tnico punto de corte, ya que con el eje de ordenadas
no habria ninguno.

Problema 276 Considera la funcién la funciéon f : R — R definida por:

z2—2
f(x):1n<2x—1>

1. Calcular el dominio de f.
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2. Calcula las asintotas de la grafica de f

3. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f, si existen.

4. Dibujar la grafica de f.
Solucién:
1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos

x2_2<0
ue
e o =1

Dom(f):{wER:$2_2>0}

2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

. . 2 —2
lim f(z)= lim In =to00
r—1/2 z—1/2 20 —1

1
Luego = = 3 es una asintota vertical.

lim f(x)= lim ln<m2_2>:—oo

z—+/2 z—+V2 2r —1

Luego = v/2 y z = —/2 son asintotas verticales.
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e Asintotas horizontales:

lim f(z)= lim In <x2—2> =00

T—00 T—00 2 — 1

Luego no tiene asintotas horizontales.

e Asintotas oblicuas: Si la recta y = axr + b es una asintota
tenemos que

f(z)

2
=2
: . In (2171)
a= lim —~* = lim ——*% =0
r—00 T—00 T

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero
2(x2 — 2 +2)
(2 —2)(2z —1)

=0=a22—2z+2=0

fl(a) =

Esta ecuaciéon no tiene soluciones reales, y por tanto, no hay
extremos relativos.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

2(x? — x4+ 2)
(2 —2)(2z — 1)

) =

Tenemos que la funcién es creciente cuando f'(z) > 0 y decre-
ciente cuando f’(z) < 0. Como el signo del numerador es siempre
positivo el estudio del signo se reduce al de (22 — 2)(2z — 1), que
es siempre positivo en este dominio. Luego f'(x) > 0y por tanto
la funcién es siempre creciente.

4. Para dibujar la grafica sélo faltarian los puntos de corte con los ejes.

e Con el eje de abcisas

2_2 2_29 =
y:O:>ln<; >:0:>x 1:>{x_1+ﬂ

r—1

e Con el eje de ordenadas

r=0=y=In2
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e [os puntos son

(0,In2); (1++/2,0); (1—+2,0)

Problema 277 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

2
f) ="
1. Calcular el dominio de f.
2. Calcula las asintotas de la grafica de f
3. Determina los méximos y minimos de f.
4. Determina los puntos de inflexion de f.
5. Dibujar la grafica de f.
Solucioén:
1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos
que 3 = 0 = Dom(f) = R — {0}
2. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

2 -1

= +00
3

lim f(z) = lim

r—> x—0

Luego = 0 es una asintota vertical.



3.7. REPRESENTACIONES GRAFICAS 253

e Asintotas horizontales:

lim f(z)= lim

r—00 r—00 :1':3

Luego la recta y = 0 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Cuando hay asintotas horizontales no hay
oblicuas.
Si la recta y = ax + b es una asintota tenemos que

x2—-1
x
a= lim —f( ): lim —2—

r—00 r—00

=0

Luego no hay asintotas oblicuas.
3. Para calcularlos recurrimos a la primera derivada y la igualamos a cero

3 — 2
f’(:c):Tx:0:>3—x2:O:>a::\/§, r=—V3
x
Para comprobar si son maximos o minimos recurrimos a la segunda
derivada )
2(z"—6 .
(z* - 6) { f"(V3) <0

f”(x) = i f//(_\/g) >0

)

Tenemos un minimo en (—\/g, ~ 9

)

Tenemos un maximo en (\/§ 9

4. Para calcular los puntos de inflexién hacemos f”(z) =0

2(x? — 6)

——=0=2"-6=0=2==2V6=
x

(@) =

(o)

(%)

5. Para dibujar la grafica solo faltarian los puntos de corte con los ejes.

e Con el eje de abcisas

2 —1
3

r=1

y=0= r=-—1

:0:>m2—1:0:>{
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1
={

0.5 Lfdimo(T TI2050R07 O 3540001 79)

——

-2 /H =0 2 4
——

Minimo -1 730508070 280000178 | _g &

.

e Con el eje de ordenadas no hay puntos de corte

e [os puntos son
(170); (_170)

1
Problema 278 Representa graficamente la curva y = x + —. Para ello
x
calcula asintotas, puntos criticos e intervalos de crecimiento.
Solucién:
1. Calculamos las asintotas

e Asintotas verticales:

241
lim f(z) = lim vl +00
x—0 x—0
La recta x = 0 es una asintota vertical.
e Asintotas horizontales:
1 2 +1
lim f(x)= lim z+— = lim + =to00
T—>00 T—00 T r—00 €T

Luego no hay asintotas horizontales.

e Asintotas oblicuas: Si la recta y = ax + b es una asintota
tenemos que
f(zx) 2?1

a= lim —%* = lim
r—0o0 z—0o0 2

b= lim (f(z)—az)= lim <x242_1—3:>:0

T—00 T—00 T

Luego la recta y = x es una asintota oblicua.
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ls =k

2. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera

derivada y la igulamos a cero

1 22-1
!
fla)=1-—5=—3—

=0=2"-1=0=z==1

Que serfan los puntos (1,2) y (—1,—2)
Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

B x?2 -1

f/(ﬂj‘) - 2

X

Tenemos que la funcién es creciente cuando f’(z) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre
positivo, el estudio del signo se reduce al de > —1 = (z—1)(z+1)

(—o0,—1) (—-1,1) (1,400)
z—1 — — +
z+1 — + +
(x—1)(x+1) + - +
creciente | decreciente | creciente

En el punto (—1, —2) la funcién tiene un maximo, pasa de crecinte
a decreciente. En el punto (1,2) la funcién tiene un minimo, pasa
de decrecinte a creciente.
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Problema 279 Considera la funcién la funcién f : R — R definida por:

2 -1
@)=

1. Calcular el dominio de f y puntos de corte si los hay.
2. Calcula las asintotas de la grafica de f
3. Simetrias.

4. Determina los intervalos de crecimiento de decrecimiento, y los extre-
mos relativos de f, si existen.

5. Dibujar la grafica de f.
Solucioén:

1. Dominio: Serd el formado por todo R, excepto en aquellos puntos el
los que se anule el denominador; 22 + 1 = 0 = Dom(f) = R.

e cortes con el eje OX: Para ello hacemos f(z) =0

z? -1 9
2 +1
Luego los puntos de corte son (1,0) y (—1,0).
e cortes con el eje OY: Para ello hacemos x = 0 = f(0) = —1,
luego el punto de corte es (0, —1).
2. Calculamos las asintotas
e Asintotas verticales: No hay ningin valor que anule el denomi-
nador de esta fraccién y, por tanto, no tiene asintotas verticales.
e Asintotas horizontales:

lim f(z)= lim —— =1

T—00 z—>00 2 +1

Luego la recta y = 1 es una asintota horizontal.

e Asintotas oblicuas: Si la recta y = ax + b es una asintota
tenemos que

z2—1
a= lim f(z) = Jim &2l

T—00 I r—00

Luego no hay asintotas oblicuas.
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3. Simetrias: Para buscar las simetrias calculamos f(—x):

—z)2 -1 22-1
fo0) = T =y = @

Luego la funcién es simétrica respecto al eje OY.

4. Este apartado tiene dos subapartados

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero
22(2%2 +1) — 2z(2® — 1) 4x

FO=""wyp — “wp "

= dr=0=2=0, f(0)=-1

Sélo queda por decidir si el punto (0,—1) es un maximo o un
minimo, lo cual se verd en el siguiente apartado.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

4z

f/(x):m

Tenemos que la funcién es creciente cuando f’(x) > 0y decrecien-
te cuando f/(z) < 0. Como el signo del denominador es siempre
positivo el estudio del signo se reduce al de 4x, que es positivo
cuando x > 0, y por el contrario, es negativo cuando = < 0. En
conclusién:

Cuando z < 0 la funcién es decreciente.

Cuando z > 0 la funcién es creciente.

En el punto (0,—1) la funcién pasa de decrecer a crecer, luego
estamos ante un minimo.

5. Con estos datos ya es suficiente para dibujar la grafica.

Problema 280 Resolver:

+2 —x

1. Dibuja el recinto limitado por las curvas y = e* ™=, y = e * y z = 0.

2. Halla el area del recinto considerado en el apartado anterior.

Solucion:

1. El dominio de y = ¢**2 y yy = e % es todo R y, por tanto, no tienen

asintotas verticales; ademéds son continuas y positivas. Por otro lado
tenemos:
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‘H""\-\.
-2 {0 f}\ Sy 2
+ M

Milairmo (1)
e lim 2 =¢e>=9
r——00
o lim "2 =¢e® =0
Tr—00
o Ilim e ?=e*=x
T—>—00

o lim e P=e">=0
Tr—0o

Es decir, las dos funciones tienen una asintota horizontal en comun
y = 0 y, por tanto, no tienen asintotas oblicuas.

Los puntos de corte entre estas dos funciones seran el resultado de
resolver el sistema

y = €x+2
{ y=e= — L

Los puntos de corte entre la funcién y = e**+? y la funcién = = 0 serd
el resultado de resolver el sistema

— oTt+2
{g_g — (0,¢%)

Los puntos de corte entre la funcién y = e™* y la funcién z = 0 serad
el resultado de resolver el sistema

y=e"
{x:o = (0.1

El area pedida vendra dada por

-1 0 -1 0
/ ez+2dm+/ e_zd:v:/ ez-ezdm+/ e Tdr =
— oo -1 —00 -1

=L 4= =2 e —0)+ (—e" +e) =2e—1

—00



3.7. REPRESENTACIONES GRAFICAS 259

\/

Problema 281 Dada la funcién f(z) = zv/5 — 22, se pide:
1. Dominio y corte con los ejes. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
2. Calcular el drea encerrada entre la grafica de f(z) y el eje de abcisas.
Solucion:

1. e Dominio: Serd el formado por todos aquellos puntos que cum-
plan que 5 — 22 > 0 = Dom(f(z)) = [—\/5, \/5}

e cortes con el eje OX: Para ello hacemos f(z) =0
aVb—12=0=2=0,5-2"=0=

z=0, 2=v5, z=-V5
Luego los puntos de corte son (0,0), (—v/5,0) v (v/5,0).

e cortes con el eje OY: Para ello hacemos x = 0 = f(0) = 0,
luego el punto de corte es (0,0).

e Simetrias: Para buscar las simetrias calculamos f(—z):

f(=2) = (=2)y/5 = (—2)* = = f(=)

Luego la funcién es simétrica respecto al origen O.

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera
derivada y la igulamos a cero
5 — 22?

= =0

f(x) N
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5 55 5 5
5-22% =0 =4/= \[ —\[—
caatcoa s (32 (450)

Sélo queda por decidir si estos puntos son maximos o minimos,
lo cual se vera en el siguiente apartado.

Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcu-
larlos recurrimos a la primera derivada

5 — 222

V5 —x?
Tenemos que la funcién es creciente cuando f/(z) > 0y decrecien-

te cuando f/(z) < 0. Como el dominio de la funcién es [— V5, \/5}

y f'(x) se anula en los puntos calculados en el apartado anterior,
los intervalos de crecimiento y decrecimiento son

(i) (433 (59

En conclusién;

Cuando z € <—\[ , —\/§> la funcién es decreciente.

f'(x)

ot

5
Cuando = € <— 5" \/;> la funcién es creciente.

ot

Cuando x € ( = V5| la funcién es decreciente

[\

5 5
En el punto (—\/;, —2> la funcién pasa de decrecer a crecer,

luego estamos ante un minimo.

55
En el punto (\/; , 2) la funcién pasa de crecer a decrecer, luego

estamos ante un maximo.

e Con estos datos ya es suficiente para dibujar la gréfica.

2. Como la grafica es simétrica respecto al origen el area buscada sera el

V5 V5 _2\3/2
/ x\/S—xde:_;/ 23;\/5_3520[35:_% [(59&)
0 0

Podemos concluir: Area=

doble de la encerrada en el intervalo [0, v/5].

&

32 |,

V125

3
3
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Problema 282 Determinar el dominio de definicién de la funcién f(x) =
x — In(2%2 — 1) y representar su gréfica, calculando los intervalos de creci-
miento y los extremos (maximos y minimos relativos).

Solucion:

e Dominio: Serd el formado por todos aquellos puntos que cumplan
que 22 — 1> 0 = Dom(f(z)) = (=00, —1) U (1,00).

e Extremos relativos: Para calcularlos recurrimos a la primera deri-
vada y la igulamos a cero

2z

=0
2 -1

Sy =1-

— 22— 1=0=—=1a2=1+V2

Como z = 1—1/2 no pertenece al dominio, resulta que el tnico extremo
es x = 1 ++/2. Sélo queda por decidir si este punto es maximo o
minimo, lo cual se verd en el siguiente apartado.

e Intervalos de crecimiento y de decrecimiento: Para calcularlos
recurrimos a la primera derivada

5 — 222

flla) =~
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Tenemos que la funcién es creciente cuando f’(z) > 0 y decreciente
cuando f’(z) < 0. Como el dominio de la funcién es (—oo, —1)U(1, 00)
y f/'(x) se anula en los puntos calculados en el apartado anterior, los
intervalos de crecimiento y decrecimiento son

(=00, —1), (1,1—1—\/5), <1+\/§,oo),

En conclusién:
Cuando z € (—o0, —1) la funcién es creciente.

Cuando z € (1, 1+ \/i) la funcién es decreciente.

Cuando z € (1 +/2, oo) la funcioén es creciente
En el punto (1 + v/2;0.84) la funcién pasa de decrecer a crecer, luego

estamos ante un minimo.

e Concavidad: Para ello calculamos la segunda derivada

nipy = 2@+ 1)
fi(x) = @212

>0

Como la segunda derivada es siempre mayor que cero, la funcién es

siempre céncava.

e Con estos datos ya es suficiente para dibujar la gréfica.

| |
1.5 \

I‘-
|

i

| Mlinamns (3 E1E21 3520 ETMRITNT)

| ] WA

¥ =] ]
I TR, -I
z I 2 1
I
I T L

Problema 283 Se considera la funcién f(z) = 22® — 622 + 4. Calcule la
ecuacion de la recta tangente a la curva representativa de esta funcién en
su punto de inflexién. Haga también su grafica aproximada de la funcién en

un entorno de ese punto.



3.7. REPRESENTACIONES GRAFICAS 263

Solucion:

Para calcular el punto de inflexién tenemos que hacer f”(x) = 0.

f'(x) = 622 — 12z

f"(x) =122 — 12 = 0 = z = 1 posible punto de inflexién. f"(z) = 12 #
0 = podemos asegurar que es de inflexién, que sera el (1,0). La pendiente
de la recta tangente a esta funcién een este punto vale m = f'(1) = —6,
luego la ecuacion de la recta buscada es

y—0=—-6(x—1)=6x+y—6=0

En un entorno de este punto la funcién pasard de coéncava a convexa o
reciprocamente, habré que ver también si en ese pequeno entorno (1—e, 1+¢)
la funcion es creciente.

(1-¢21) | I,1+¢)
f'(z) - -

f(x) | decreciente | decreciente

=) 1[(1,1+e)
f"(z) - 0 +

f(z) | convexa | PI| céncava

Con estos datos se puede dibujar la grafica.
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Problema 284 Dada la funcién

1'5—1118

Mo ==

1. Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar razonada-
mente si alguna de las discontinuidades es evitable.

2. Estudiar sin f tiene alguna asintota vertical.

Solucidn:
\ I| i
h _n'
-\._" ) Il q lll.'l
(1357000830 _ !f"
2 &%
J,-’
o {50 Shiisconbnyiciod aveichle
-2 / 2 4

f
II
[ -

1. Los puntos en los que f es discontinua es en aquellos en los que se
anula el denominador, es decir, 1 —2® =0= 2 =1, 2 = —1. Para
ver el tipo de discontinuidad calculamos el limite en estos puntos

: . 2P —a% 0 . bt —82T af(5—823)
01— i D2 (1] B 0

1
z—1 —6x 2

Luego la discontinuidad que hay en x = 1 es evitable.

5 8
0 —x -2
lim r)= lim —=|—|=—-00
r——1T1 f( ) r——1+ 1 — .%'6 O+:|
5 8
z° —x -2
lim z)= lim ——=|—|=40
r——1" f( ) e—1- 1 —ab |:0_:|
Luego la discontinuidad que hay en x = —1 no es evitable.
2. Por lo visto en el apartado anterior x = —1 es una asintota vertical.

Problema 285 .
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1. Dibujar la grafica de la funcién g(z) = e* — x

1
2. Calcular el dominio de definicién de f(z) = — y su comporta-
er —x
miento para x — 00y £ — —00.

3. Determinar (si existen) los méximos y minimos absolutos de f(x) en
su dominio de definicién.

Solucion:

1. El dominio de g(z) = €* — = es todo R, calculamos los maximos y
minimos de esta funcion

Ja)=e"-1=0=¢"=1=12=0

J'(z)=e"=¢"(0)=1>0

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un minimo.

Observando la segunda derivada, nos damos cuenta que g”(z) = e* >
0, Vx € R = la funcién es siempre céncava hacia arriba |J.

\ 2
-lfm'mmm}}
-2 2
2.
1
@)= o—

Como el denominador de esta funciéon no se anula nunca tenemos que
el dominio de f(x) es todo R.

Por otra parte, si calculamos los limites

lim f(x)= lim L - 0

T——00 r—o0 e T 4 g
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=0

lim f(z)= lim

r—00 r—o00 e —

Se pueden valorar estos limites ddndonos cuenta de que se puede des-
preciar e® frente x cuando  — —oo. Y por el contrario, se puede
despreciar x frente a e¢* cuando z — oo.

En conclusién, la recta y = 0 (el eje de abcisas) es una asintota hori-
zontal.

/ _ 1—e” _ T __ -
f(l’)—m—0:>l—e =0=2=0

e?® + e (x — 4) + 2
(@ —ap

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es
un maximo.

= f"(0)=-1<0

f(x) =

Problema 286 Se considera la funcién

(22 — 1)2

@) =Gt

1. Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de la funciéon

f(x).
1
2. Calcular/0 f(x)dx

Solucion:

1. (a) Asintotas:

e Verticales: No hay (el denominador no se anula nunca)
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e Horizontales:

(22 —1)?

T =y =1

e Oblicuas: No hay al existir horizontales.
(b) Extremos:

. A2z —1)2z+1) 11
fi(z) = @21 1) —w=g, r=—3

(=00, =1/2) | (=1/2,1/2) | (1/2,+00)
z+1/2,08 - i ¥
z—1/2 - - ¥
I () + — +
crece decrece crece

1
Luego en el punto (—2, 2) la funcién tiene un maximo y, por el

. 1 . ! .
contrario, en el punto (2, 0 ) la funcién tiene un minimo.

/(2x—1 /43: —4a:+1d
- @7 — €r =
422 + 1 422 4+ 1

4z 1 9
_/(1_4;102—1—1) dac—$—§ln(4:v +1)+C

(22 — 1) 1 5 T 1
2 =2 — —In(4a?+1)| =1-2>1
/0 Ll = 211(3:—}— )0 2n5

Problema 287 Sabiendo que una funcién f(z) tiene como derivada
@) = (z— 4222 — 82+ 7)
1. Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f

2. Hallar los maximos y minimos relativos de f.

3. (Es el punto x = 4 un punto de inflexién de f?7. Justificar razonada-
mente la respuesta.

Solucion:
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flix)=(x—4)>*@*-82+T=0=2=4, 2=1, 2=17

Como (x—4)% > 0 solo tendremos que estudiar el signo de 2% —8z+7 =
(x —1)(x—7)

(_007 1) (177) (77 OO)
r—1 — + +
=7 - — +
F@ + | - | +

Luego f crece en los intervalos (—oo,1) U (7, 00), mientras que decrece
en el intervalo (1,7).

. Por el apartado anterior observamos que en x = 1 la funcién pasa de

crecer a decrecer, por lo que podemos asegurar que estamos ante un
Maximo en (1, 1§2), en el punto x = 7, por el contrario, la funciéon
pasa de decrecer a crecer, por lo que estamos ante un Minimo en
<7, —122> En x = 4 la funcién pasa de decrecer a decrecer y, por

tanto, en el punto (4,0) no hay ni Maximo ni Minimo.

Mdvimof I 2.4)

=10

=20

i 30 \J
Mmimon 7,3 240
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3. Para que en z = 4 exista un punto de inflexién la funcién debe de cam-
biar de céncava a convexa o viceversa. Para comprobarlo calculamos
la segunda derivada

f(z) = 2(z—4)(20*~162+23) = 0 =z =4, = =1,8787, = =6,1213

Serfan los posibles puntos de inflexién. En el intervalo (1,8787;4) f”(x) >
0 = f es convexa, mientras que en el intervalo (4;6,1213) f"(z) <

0 = f es concava. Por tanto, podemos asegurar que la funcién f
tiene un punto de inflexién en (4,0). Otra manera de comprobarlo es
através de la tercera derivada:

f"(z) = 6(2z? — 162 +29) = f"'(4) = —18 £ 0
Luego se trata de un punto de inflexion.

20+ 1

Problema 288 Sea la funcién f(z) = m
2 4+

1. Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.

2. Dibujar la grafica de la funcién, utilizando la informacion obtenida en
el apartado anterior, teniendo en cuenta, ademas, que f tiene exacta-
-1-+3

2 y L2 =

mente tres puntos de inflexién cuyas abcisas son 1 =

1 —14+3 :
——, T3 = ———, respectivamente.
2 2
3. Calcular el area del recinto limitado por la grafica de la funcién f, el
eje OX, larecta z =0, y la recta x = 2.

Solucién:
6 1
1. Méximos y Minimos relativos: f'(z) = —m =0=
r = —1, z = 0. El denominador no se anula nunca, y es siempre
positivo.
(—OO, _1) (_L 0) (07 OO)

rz+1 — + +

- + + —

f'(@) - + -
En x = —1 la grafica de la funcién pasa de decrecer a crecer, luego

1
estamos ante un Minimo en el punto (—1, 3). En x = 0 la gréafica de

la funcién pasa de crecer a decrecer, luego estamos ante un Maximo
en el punto (0, 1).

Asintotas:
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Miimimoy-JRILTP

e Verticales: No hay, ya que el denominador no se anula nunca.

e Horizontales:

. 2¢ +1 ! 2z + 1 0
1m 5 — 1m —_— = > f—
r—too (12 + o+ 1)2  o—moo (22 4 4 1)2 Y

e Oblicuas: No hay al existir horizontales.

/2 2z +1 J 1 2 6
_— A= —— g
0o (22 +z+1)? 224+ax+1]y, 7

Problema 289 Calcular un polinomio de tercer grado p(z) = az® + bx? +
cx + d sabiendo que verifica:

e tiene un maximo relativo en x =1

e tiene un punto de inflexién en el punto de coordenadas (0, 1).

e se verifica que

/01 p(z)dr = Z

Solucion:

p(z) =3ax® + 2z +c=p'(1) =3a+20+¢c=0

p"(x) =6azx +2b=p"(0) =20=0=b=0

p(0)=d=1
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aw4+@+ﬁ+d 1-?
4 T3 Ty T Ty

1 1
/ p(z)dr = / (ax+ba’ +cx+d)dr =
0 0

:>E+Q+E+d—§
4 3 2 4

En conclusion, tenemos

a c )
Z-1-54-1_Z:>a+2c—1, y 3a+c=0=
1 3 1 3
a= -, c:gzp(x):—gx‘g—kgx—kl

3.8 Selectividad de Ciencias Sociales

3.8.1 Representaciones Graficas

Problema 290 La temperatura 7" en grados centigrados, que adquiere una

pieza sometida a un proceso viene dada en funcién del tiempo ¢, en horas,
por la expresion:

T(t) = 40t — 10t%, t €[0,4]

1. Represente graficamente la funcion T y determine la temperatura
maxima que alcanza la pieza.

2. (Qué temperatura tendrd la pieza transcurrida 1 hora?. ;Volvera a
tener esa misma temperatura en algin otro instante?.

Solucion:

1. La representacion grafica sera la siguiente: Los puntos de corte serian:

&0
¥

60

40

Con el eje de ordenadas t = 0 = (0,0)
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Con el eje de abcisas T(t) = 0 = 40t — 10t> = 0 = (0,0), (4,0).

La funcién alcanza un punto critico cuando 7"(t) = 40 — 20t = 0 =
(2,40).

Por el criterio de la segunda derivada 7" (2) = —20 < 0 = (2,40) es
un maximo.

Esto quiere decir que, la temperatura méaxima la alcanza a las dos
horas con 40°C.

. Transcurrida una hora la temperatura sera: 7'(1) = 30°C. Por la si-

metria de la grafica se observa que esta misma temperatura la volvera
a alcanzar a las tres horas.

Problema 291 Calcular:

1.

Halle los valores de los pardmetros a y b para que la funcién f(x) =
23 4+ ax? + b tenga un extremo relativo en el punto (—2,3).

. Halle la ecuacién de la tangente a la curva y = 2 — 42 +2 en su punto

de inflexién.

Solucion:

1.

La funcién f(x) tiene un extremo en x = —2:
fl(x) =322+ 200 = f'(-2)=12—4a=0=0a=3
La funcién f(z) pasa por el punto (—2,3):

f(-2)=-8+4a+b=3=—= -8+124+b=3=0>b=—-1

2. Calculamos el punto de inflexion:

Problema 292 Sea la funcién f(z) =

1.

y =322 -4, Yy =6z=0=2=0= (0,2)
Calculamos la pendiente en ese punto:

m=f0)=-4=y—2=—-do=4dx+y—2=0

2+ 1
x

. Determinar:

Dominio de definicién.

2. Asintotas si existen.



3.8. SELECTIVIDAD DE CIENCIAS SOCIALES 273

3. Intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién, asi como sus
maximos y minimos.

4. Area encerrada por: f(z), la recta = 5 y la funcién g(z) = —.
x

Solucién:
1. Dom f =R — {0}
2. Asintotas:
(a) Verticales
lim x2+1:1:+oo lim $2+1:i:—oo
z—0t X 0+ —0- T 0~

Luego la funcién tiene la asintota vertical x =0
(b) Horizontales
. 2+ 1
lim

T—00 T

= o0

No existen asintotas horizontales.

(c) Oblicuas, tendrén la ecuacién y = ma + n donde

flx) _

. .2+
m= lim ——~ lim ——— =
r—00 T—00

1

2
. . e+ 1
n= lim (f(x)—mx)= lim ( —x)zO
Tr—00 r—>00 €T

Luego existe una asintota oblicua de ecuacién y = .
3. Calculamos la primera derivada y la igualamos a 0

2
-1
f'(x):x =0=2z=1, v=-1
x

Situamos estos puntos en la recta real y obtenemos los intervalos y los
valores que toma la funcién en ellos en lasiguiente tabla:

+ — +
creciente | decreciente | creciente

Es decir, la funcién es creciente en el intervalo (—oo,—1) U (1, +00)
y decreciente en (—1,1). A la vista de estos resultados presentard un
maximo en el punto (—1, —2) y un minimo en (1, 2).
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7\ 0781

BRELES
Min(1,2)

1,769

g(x)=1/x
=11 252: 1.252 2.504 P~ B 756 5.0079 6.2599

Max(-1, - ~1.7695

—3.5391

—5.3086

4. El area buscada seré:

5 2 1 1 5 215
/ (I + ——) dx:/ rdr = x_] = 12>
1 x x 1 2

1

Podemos observar la grafica:

—22—2r si z <0
Problema 293 Dada la funcién: f(z) =¢ —14+2z si 0<z<1
—2? 42 si x>1

1. Representa graficamente f.
2. Estudia su continuidad en x =0 y en x = 1.

3. Calcula el area del recinto limitado por la grafica de f, y las rectas
1 3

r=—-yx=-.

2 2

Solucion:

1. Si tenemos encuenta de que se trata de dos ramas parbdlicas y un
trazo de recta es facil representar
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2. A la vista de la representacion anterior es facil ver su continuidad,
vamos a estudiarlo por sus limites laterales.

(a) Enz =0

r—0~

lim f(z) = lim (—2®—2z) =0, lim f(z) = lim (-1+2z) = —1
z—0 x—07F z—0
Luego la funcién es discontinua en x = 0.
(b) Enz=1
lim f(z) = lim (-1+22) =1, lim f(z)= liml(—m2+2a¢) =1, f(1)=1

r—1— r—1

Luego la funcién es continua en x = 1.

3. El area que tenemos que calcular es la sombreada en en el siguiente
dibujo

¥

2.207
1.7656 X=lg2 w=1 x=3/2
1.3242

0. 88281

0.44141 -

0.31151 0.62302 0.9345 1.296 5575 1.869 . 2.1806

—0.44141

—Dogs281

) 1 3/2
Area = / (—142z) d:z—i—/ (-2 42z) = —z + 22 ) e
1/2 1

Problema 294 Un profesor ha comprobado que el grado de atencién (pun-
tuado de 0 a 100) que le prestan sus alumnos durante los 40 minutos de
duracién de su clase sigue la funcién:

F(t)=at(B—t) 0<t<40

Sabiendo que a los 20 minutos de comenzar la clase le prestan la maxima
atencion, es decir, el grado de atencion es 100, se pide:

1. Determinar, justificando la respuesta, a y G.
2. Representar la funcién obtenida.

Solucion:
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1. Sabemos que cuando t = 20 la funcién tiene un maximo, y sabemos
que F'(20) = 100, por tanto

F'(t) = af — 2at = F'(20) = a3 — 40 =0 a
F(20) = 2003 — 400a = 100 —\ s

NN

0

2. Para representarla tenemos un maximo en el punto (20,100), y como
es una parabola, con encontrar los puntos de corte con los ejes es
suficiente para representarla.

1
10t — ZtQ =0=(0,0), (40,0)

106.05 Miximo(20,100)
£8.379
70.703
53.027

35.35

17(676

(40,0)
-10.169 (0,0) 10.169 20.337 30.506 404675 50.843 61.012

-17.676

1

Problema 295 Dada la funcién f(x) = o P
z? — 3x

tan:

, calcule, cuando exis-

1. Las asintotas verticales y las horizontales.
2. Los intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
3. Los méximos relativos y los minimos relativos.
Solucién:
1. Asintotas
e Verticales: Las tinicas posibles son

2 -3 +2=0=2=2, 2=1

TP S NS T . S
e—2t (r—2)(x—1) O0F e—2- (x—=2)(zx—1) 0~
Luego la funcion tiene la asintota vertical z = 2

bm =l o oL
e—1t (r—2)(x—1) 0~ e—1- (z—=2)(z—1) OF

Luego la funcion tiene la asintota vertical z =1
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e Horizontales: .

lim —— =0
oo (@ — 2)(w — 1)
Luego la funcién tiene la asintota horizontal y = 0

e Oblicuas: No hay al tener horizontales

—2x+3 3
! :—:0:> = —
F@) = r s 22 T3

(—00,3/2) | (3/2,+00)
f'(x) + -

f(z) | Creciente | Decreciente

3. En el punto z = % la funcién pasa de crecer a decrecer, luego es un
maximo relativo.

Problema 296 Sea la funcién:

_(z—-1)(z—-2)
f(.%') - $2
1. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva en x = —3.

2. Calcula sus asintotas, maximos, minimos y puntos de inflexion.

3. Represéntala graficmente.

Solucion:
1.
2 — 3z +2 , 3z —4
20 , 13
2 1
y—gozfi(x+3):>13x—27y+99:0

2. Asintotas
e Verticales: La tnica posible es x = 0

o2 =3z4+2 2 .
lim = — =400 hm_

a? —3r4+2 2
x—0*t x2 0+ T—> x2 0

:+OO

Luego la funcién tiene la asintota vertical x =0
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e Horizontales:

lim

r—>00

22 —3x 42

2
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=1

Luego la funcion tiene la asintota horizontal y = 1

e Oblicuas: No hay al tener horizontales

4
f’(x):0:>3x—4:():>x:§

(—OO, O)

(4/3,400)

_|_

(0,4/3)

_l’_

Creciente

Decreciente

Creciente

4
En el punto <3, _8> la funcién pasa de decrecer a crecer, luego es un
minimo relativo.

(2, +00)

Convexa | concava

En el punto (2,0) la funcién pasa de convexa a céncava, luego es un
punto de inflexion.

7| 2891
6/0742
418594
3445
2.4297

1.2148

\ e, rnr»vﬁ&i(z,m/—x

Minimo(427728/8) 5.5456 8.3185 11.091
x=0

-8.3185 -5.5456 -2.7728

—1.2148

4.

Problema 297 Dada la curva f(x) = Ll’ se pide:

22
1. Dominio y asintotas.

2. Simetrias y cortes con los ejes.

3. Intervalos de crecimiento y decrecimiento.
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4. Méaximos y minimos, si los hay.
5. Una representacion aproximada de la misma.
Solucién:

1. Dominio: Dom f = R — {£1}

Asintotas:
e Verticales Las tinicas posibles son

P?-1=0=2=-1, z=1

I T 1 n I T 1
m ———=—7—=71TX m — = —
J— .le2 —1 0t r—s1— 1'2 -1 0—

Luego la funcion tiene la asintota vertical z =1

i T —1 n i T -1
im ———=-—=4 im ———=—
-1+ 22 =1 ( t—_1-x2 -1 0t
Luego la funcién tiene la asintota vertical z = 1

e Horizontales:

:L‘h—1>noox2—]_:0

Luego la funcién tiene la asintota horizontal y = 0

e Oblicuas: No hay al tener horizontales

2. Simetrias:

fl=z) =

-z r
(—x)2 -1 22-1

—f(x) = Impar
La funcién es simétrica respecto al origen.

Puntos de corte:

x
2 -1

Con el eje OY: z =0= f(0) =0, (0,0)

Con el eje OX: f(z) =0= =0=2x=0, (0,0)

2
2?1
fl(z) = (xfw < 0 = Decreciente en todo R

= —00

279

= —00

4. estd claro que el numerador de la primera derivada no se anula nunca
y la funcién estd siempre decreciendo, luego no hay ni maximos ni

minimos relativos.
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5.

Problema 298 La funcién y = 2% + ax? + bz + ¢ pasa por el punto (—1,0)
y tiene un méaximo en el punto (0,4). Halla:

1. La funcién.
2. El minimo.

3. El punto de inflexién.

Solucién:
1.
f(-1)=0=a—-b+c=1
fl(x) =324+ 2ax +b= f(0)=0=10b=0
FO)=c=14
Luego,a=—-3,b=0yc=4= y=23—322+4
2.

fllz)=32>—-6r=0=2=0, t=2

1 s .
eN e f7(0) = =6 < 0 = Méximo

El minimo sera el punto (2,0).

f"(z)=6z—-6=0=2=1

["(2) =6 = (1) =6 £0

Luego el punto (1,2) es un punto de inflexion.
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Problema 299 El servicio de traumatologia de un hospital va a implantar
un nuevo sistema que pretende reducir a corto plazo las listas de espera. Se
prevé que a partir de ahora la siguiente funcién indicard en cada momento
(t, en meses) el porcentaje de pacientes que podra ser operado sin necesidad
de entrar en lista de espera:

2—-8t+50 0<t<10
P(t) = 38t—100 ST
{ W t>10

1. { A partir de qué momento crecerd este porcentaje? Por mucho tiempo
que pase ja qué porcentaje no se llegara nunca?

2. Haz un esbozo de la grafica de la funcién P a lo largo del tiempo.
Solucién:

1. Calculamos la derivada de la funcién:

[ 2-8 0<t<10
P(t)_{ 20§10

250
2t —8>0=1t>4; t—2>OSiempre

La funcién es creciente en el intervalo (4, 10] y, por tanto empezara a
crecer a partir del cuarto mes.

-1
lim P(t) = lim 38t - 100 95

t—00 t—s00 0,4t

El tope de pacientes serd de un 95%, nunca se pasard de esa cifra.

112.5
=10

y=95

2.

Problema 300 Se considera la funcion real de variable real definida por
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1. Determinar su dominio de definicién.
2. Obtener sus asintotas.

Solucion:
1. Por ser una raiz, tiene que ser

22 -4 (z+2)(z—2)

21 @t)e—1="
(_007_2) (_27_1) (_Ll) (172) (2,+OO)
T+ 2 - + + + +
r+1 - — + + +
x—1 - — — o +
T —2 - — — - +
z -4 + — + — +

Luego Domf = (—o0, —2] U (—1,1) U [2,00)

2. Asintotas verticales:

) | -3
lim = —
r—1— LE2 -1

. x2—4 -3
lim = —
r——1— .’IJ2 -1

Asintotas horizontales:

2 —4

Asintotas oblicuas: No hay, ya que hemos encontrado horizontales.

Problema 301 Se considera la funcion real de variable real definida por

3
f(z) = m——am2+5ﬂc—i—10, a#0
a
1. Obtener los valores de a para los cuales la funcién f(z) tiene un
maximo en x = 1.

2. Calcular los extremos relativos de f(x) para a = 3 y representar la
funcion.

Solucion:

, 322 , 3 1
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32
2. f(:n):%—6$+5:>f’(3:):x2—6x+5:0:>x:5, x=1

) ’
f’(5)=4>0= (5, ) Minimo
f(z) =22 -6 = 337
)= —4<0= (1, 3) Méximo

3.8.2 Continuidad y Derivabilidad

er1 si r<1

Problema 302 Sea f(z) = { @+a)? si z>1

i Para qué valores del pardmetro a la funcién es continua?
Solucién

Habra que estudiar la continuidad en el punto x = 1

lim f(z)= lim1 el =1

r— 1~ _ 9 B o
r—1 xr—

Problema 303 Calcular a, b, ¢ y d para que sea continua la funcién f(z)
y representarla graficmente.

5T si T <2
3z—a si 2<x<3
flx) = b si 3<z<5h
—z+c si b<ax<7

d si "<z

Solucion:

Continuidad en z = 2:

1
lim f(x)= lin§+f(x):>§2:3-2—a:>a:5

r—27

Continuidad en z = 3:

lim f(x)= linzl))+f(x):>3-3—a:b:>b:4

r—3~

Continuidad en z = 5:

lim f(z)= lim f(zr)=b=-5+c=c=9

T—5" z—5F

Continuidad en z = 7:

lim f(z) = lirr;+f(x):>—7+c:d:>d:2

r—T~
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La funcién queda de la siguiente manera

%x si T <2
3r—5 si 2<x<3
flx) = 4 si 3<ax<h
—x+9 si 5<x<T

2 si T<zx

4.0313
3.3594
2.6875
2.0156
1.3438

0.67188

3 _ 9 &
Problema 304 Sea f(J?)_{ 3 ﬁ;jL zi iig

a—x

1. Calcular los valores del parametro a para los que f(z) es continua en
=3

2. Para a = 0 calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

f(@).

3. Para a = 4 calcular las asintotas verticales y horizontales de f(x).

Solucion:
1.
lim f(z) = lim (2% — 3z +2) =20
r—3— r—3
10 10
i = 1 =
xfn}%+ f(l‘) zE}S a—x a—3
10 7
=20 = —
a—3 — =5
2. Sia=0:

3 —3x4+2 si r<3 322 -3 si <3

f($):{ _10 si z>3 :f/(ﬁ):{ 10 si z>3

x x2
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Cuando z < 3:
322 —3=0= 2z ==+1
@+ - T

f(x) | creciente | decreciente | creciente

Cuando z > 3: 0
"(z) = = >0 si
f(z) 2 siempre

Luego se cumplira:
f(z) es creciente en (—oo0,—1) U (1, 00)

f(z) es decreciente en (—1,1).

3. Sia=4: ,
> —3x+2 si x<3
|

10 .
y— si >3

Cuando x < 3 se trata de un polinomio y, por tanto, no tiene asintotas.
Cuando = > 3:

e Verticales: La tunica posible es x = 4

10
li = i =
S = gy = e
10
li = i =—
L Sw= b =
Luego x = 4 es una asintota.
e Horizontales:
. . 10

Luego hay una asintota horizontal en y = 0.

3.8.3 Rectas Tangente y Normal a una funcién

Problema 305 Sabemos que la funcién f(z) = ax? + bx tiene un maximo
en el punto (3, 8).

1. Halla los valores de a y b.

2. Para dichos valores, calcula la ecuacién de la recta tangente a f(z) en
el punto de abcisa 0.

Solucion:
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1.
8
a=——
f(x)=2ax+b=0 9
-
f(3)=9a+3b=38 16
b= —
3
2.
8 16 16 16 16
f(0)=0
La ecuacién de la recta tangente es
16 16

Problema 306 .

1. Hallar la ecuacién de una recta tangente a la gréafica de f(x) = e27*

en el punto donde ésta corta al eje de ordenadas.

2. Calcular el drea del recinto limitado por la gréfica de la funcién f(x) =
22 — 4z, el eje OX y las rectas ¢ = —1, = = 4.
Solucién:

1. Primero calculamos el punto de corte con el eje OY (de ordenadas), y
para eso hacemos z = 0 = f(0) = e? = (0, €?).

Ahora calculamos la pendiente de la recta
fl(z) = =7, m=f(0)=—¢

La recta sera
y—et=—er=er+y—e*=0
2. Primero tenemos que comprobar si la gréifica de esta funcién corta al
eje de abcisas en el itervalo [—1,4], para ello hacemos f(z) = 0 =
22 —4x =0 = 2 =0, = = 4. Esto quiere decir que, tenemos un
punto de corte en ese intervalo en x = 0. Calculamos:

0 3 0 7
/ (2% — 4x)dz = T 2$21 ==
3 -1

1 3
4 3 4 9
/ (2% — dz)dx = r_ QmQ] _
0 3 0 3
El area pedida sera:
7 32
S=|-|+|-=| = 13u?
3|+ |5 - 1
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3.8.4 Optimizaciéon

La suma de tres niimeros positivos es 60. El primero mas el doble del se-
gundo maés el triple del tercero suman 120. Hallar:

Los nimeros que verifican estas condiciones y cuyo producto es méximo.
Solucién:

Tenemos

{$+ y+ =z= 60 :{x: z
z+ 2y+ 3z= 120 y= 60-—2z
P=zx-y- 2= P(x) = z(60 — 22)z = 60z* — 22>
P'(z) =120z — 62> == 2 =10, = =20
P"(x) =120 — 122 = P(20) = —120 < 0 = mdximo

Luego los niimeros buscados son x = y = z = 20.

Problema 307 Una compania de autobuses interurbanos ha comprobado
que el nimero de viajeros (IV) diarios depende del precio del billete (p) segiin
la expresién: N(p) = 300 — 6p.

1. Dar la expresién que nos proporciona los ingresos diarios (I) de esa
compania en funcién del precio del billete.

2. (Qué ingreso diario se obtiene si el billete es 15 euros?
3. (Cuadl es el precio del billete que hace méximo los ingresos diarios?
4. ;Cuéles son esos ingresos maximos?
Solucién:
1. Tendremos que I(p) = (300 — 6p) - p = 300p — 6p?
2. I(15) = 3150

3. I'(p) = 300 — 12p = 0 = p = 25. Calculamos la segunda derivada
I"(p) = =12 = I""(25) < —12 = Tenemos un méximo en p = 25.

4. 1(25) = 3750.

Problema 308 La concentraciéon de ozono contaminante, en microgramos
por metro cubico, en una ciudad viene dada por la funcién C(z) = 90 +
152 — 0,622, donde x es el tiempo transcurrido desde 1 de Enero de 1990
contado en anos.
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1. jHasta qué ano esté creciendo la concentracién de ozono?

2. (Cual es la concentracién méaxima de ozonoque se alcanza en esa ciu-

dad?

Solucion:
1.

C'(z)=15-1,20 =0 =z =12,5

(—00;12,5) | (12,5;+00)
_l’_ —_
Creciente | Decreciente

La contaminacién crece durante 12,5 anos, es decir, hasta el 30 de Junio del
2002.

Por la tabla construida tenemos que x = 12,5 es un maximo. La contami-
naciéon maxima serd C'(12,5) = 183, 75 microgramos por metro cibico.

Problema 309 Una compania de autobuses interurbanos ha comprobado
que el nimero de viajeros (V) diarios depende del precio del billete (p) segiin
la expresién: N(p) = 300 — 6p.

1. Dar la expresion que nos proporciona los ingresos diarios (/) de esa
compania en funcién del precio del billete.

2. (Qué ingreso diario se obtiene si el billete es 15 euros?
3. ;Cudl es el precio del billete que hace méximo los ingresos diarios?
4. ;Cudles son esos ingresos maximos?
Solucién:
1. Tendremos que I(p) = (300 — 6p) - p = 300p — 6p?
2. 1(15) = 3150

3. I'(p) = 300 — 12p = 0 = p = 25. Calculamos la segunda derivada
I"(p) = =12 = I""(25) < —12 = Tenemos un maximo en p = 25.

4. 1(25) = 3750.

Problema 310 Una multinacional ha estimado que anualmente sus ingre-
sos en euros vienen dados por la funcién I(x) = 2822 + 36000z, mientras
que sus gastos (también en euros) pueden calcularse, en este caso, mediante
la funcién G(x) = 4422 + 12000z + 700000 donde z representa la cantidad
de unidades vendidas. Determinar:
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1. La funcién que define el beneficio anual en euros.

2. La cantidad de unidades que deben ser vendidas para que el beneficio
sea maximo. Justificar que es maximo.

3. El beneficio maximo.

Solucion:
1.

B(z) = I(x) — G(x) = —162° + 24000z — 700000

B'(z) = —32x + 24000 == z = 750
B"(z) = —32 = B"(750) = —32 < 0 = Maximo
3. B(750) = 8300000 euros de beneficio maximo.

Problema 311 En los estudios epidemioldgicos realizados en determinada
poblacion se ha descubierto que el nimero de personas afectadas por cierta
enfermedad viene dado por la funcién:

f(z) = =322 + 72z + 243

siendo x el niimero de dias transcurridos desde que se detect6 la enfermedad.

Determinar:

1. El nimero de dias que han de transcurrir hasta que desaparezca la
enfermedad.

2. El nimero maximo de personas afectadas.

3. Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la enfermedad.

Justificar las respuestas.

Solucion:

1. La enfermedad desaparecerd cundo no haya afectados, es decir, f(z) =
0= —322+720+243 =0 = 2 = —3, 2 = 27. La solucién correcta
es ¢ = 27 dias.

fl(z) = =62 +72=0= 2 =12 dias

f(12) = 675 personas
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(—00,12) | (12,+00)
+ —
creciente | decreciente

En conclusién, la enfermedad crece durante 12 dias presentando un
méximo de 675 personas afectadas y decrece durante 27 — 12 = 15
dias, hasta que desaparece la enfermedad.

Problema 312 La funcién de coste total de producciéon de x unidades de

3
un determinado producto es C(z) = fﬁ + 8z + 20.
o : : C(z) .
1. Se define la funcién de coste medio por unidad como Q(z) = ., Cuantas
x

unidades xg es necesario producir para que sea minimo el coste por
unidad?

2. ;Qué relacién existe entre Q(x) y C'(x)?

Solucién:
1.
Qz) = 1:6020 + 8+ ?
Q'(a:)—%x %IOZ>ZL'0:10
Q'(r) = o5 + 1 = Q(10) > 0

Luego en z = 10 tenemos un minimo, necesitamos producir 10 unida-
des para que el coste sea minimo, éste sera Q(10) = 11.

2. Como hemos visto Q(10) = 11.
C'(z) = 3 s C’'(10) = 11
100
Es decir, Q(z) = C'(xo).

Problema 313 Una enfermedad se propaga de tal manera que después de
t semanas ha afectado a N(t) cientos de personas donde

| 5—t*(t—-6) para 0<t<6
N(t)—{ _g(t_l()) para 6 <t <10
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1. Estudiar el crecimiento y decrecimiento de N (¢). Calcular el méximo
de personas infectadas y la semana en la que se presenta ese maximo.
Calcular también la semana en la que se presenta en punto de inflexion
en el nimero de personas afectadas.

2. A partir de qué semana la enfermedad afecta a 250 personas como
maximo?

Solucion:

1. Vamos a estudiar la continuidad en ¢t = 6

lim N(t) = lim (—i(t— 10)) _

— — lim N(t)= lim N(t) = N(6)
lim N(t) = lim, (5 — 3t - 6)) =5 t—6+ t—6-
t—6— —

Luego la funcién es continua.

—3t2 4+ 12t para 0<t<6
I\ ST
N(t)_{ —3 para 6 <t <10

32412t =0=1t=0, t=4

[0,4) (4,10]
N'(t) + >
creciente | decreciente

Luego en t = 4 la funcién presenta un maximo. Es decir, la enferme-
dad crece hasta la 4* semana y después decrece hasta la 10* semana.
El méximo se alcanza con N(4) = 37 = 3700 enfermos.

Para calcular los puntos de inflexién utilizamos la segunda derivada.

Mo —6t+12 para 0<t<6
N(t>_{ 0 para 6 <t <10
—6t+12=0=—1t¢t=2
[0,2) (2,6]
N'(t) + —
convexa | concava

Luego en ¢t = 2 la funcién pasa de ser convexa a ser céncava y, por
tanto estamos ante un punto de inflexién y que representa a la segunda
semana.

2. Nos piden un punto z que cumpla que N(z) = 2, 5:
5
5—2%(2—6)=2,5=2=8; —Z(z—lo):2,5:>z:8

A partir de la 8 semana en nimero de enfermos es menor de 250.
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Problema 314 Descomponga el niimero 81 en dos sumandos positivos de
manera que el producto del primer sumando por el cuadrado del segundo
sea mAaximo.

Solucién:
x+y:81:>x:81—y:>P(a:):(81—y)y2:81y2_y3
P(y) =162y —3y> =0=y =0, y = 54
P"(y) =162 — 6y = P"(0) =162 >0, P"(54) = —162 <0

Luego en y = 0 hay un minimo y en y = 54 tenemos el maximo buscado.

La solucién serd: y = 54, x =81 — 54 =27

Problema 315 Se dispone de una barra de hierro de 10 metros para cons-
truir una porteria, de manera que la porteria tenga la maxima superficie
interior posible.

1. ;Qué longitud deben tener los postes y el largero?
2. ;Qué superficie maxima interior tiene la porteria?

Solucion:

20 +y =10 B B B o2
{S:xy = S(z) = 2(10 — 2z) = 10x — 2x

)
S’(x):10—4x:():>m:§:>y:5

S"(z) = —4 = §"(5/2) = —4 = Maximo

Para que el area sea maxima los postes deben medir r = % ey=>5
metros, respectivamente.
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2. El area serd S =5 - % =12,5m?.

Problema 316 Un comercio abre sus puertas a las nueve de la manana,
sin ningin cliente, y las cierra cuando se han marchado todos. La funcién
que representa el niimero de clientes, dependiendo del niimero de horas que
lleva abierto, es C'(h) = —h?+8h. El gasto por cliente decrece a medida que
van pasando horas desde la apertura y sigue la funcién g(h) = 300 — 25h.

1. ;En qué hora se produce la mayor afluencia de clientes?
2. ;Cuanto gasta el ultimo cliente?
3. ;Cuando hay mayor recaudacion, en la cuarta o en la quinta hora?

Solucion:
1.

Ch)=—-h>4+8h=C'(h) = 2h+8=0=—=h=4

C"(h) = -2 = C(4) = -2 = Méximo en h =4

Como el comercio abre sus puertas a las nueve de la manana, la mayor
afluencia de clientes ocurre pasadas cuatro horas, es decir, a las 13
horas (una del medio dia).

2. El comercio se cierra cuando se marcha el dltimo cliente, es decir,
cuando C(h) =0 = —h? +8h =0 == h =0y h = 8. Esto quiere
decir que, el negocio cierra cuando pasan 8 horas, a las 17 horas (cinco
de la tarde). El tltimo cliente gastara:

9(8) =300 — 25 - 8 = 100euros
3. La recaudacién vendra definida por la funcién:
R(h) = C(h) - g(h) = 25h3 — 500h? + 2400h
En la cuarta hora se recaudara: R(4) = 3200
En la quinta hora se recaudara: R(5) = 2625
Luego se recauda més en la cuarta hora que en la quinta.

Problema 317 Determinar las condiciones méas econémicas de una piscina
abierta al aire, de volumen 32 m? con un fondo cuadrado, de manera que la
superficie de sus paredes y del suelo necesite la cantidad minima de material.

Solucion:
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X
7?2 = 32 , 128
{S:$2+4$Z :>S(x)—$ +7
128
S’(:J;):2:x——2:O:>x:4, z2=2
x
156

S"(x) =2+ PE it 5" (4) > 0 = Minimo

El cuadrado del fondo tiene que tener 4 m de lado y la profundidad sera de
2 m.

Problema 318 Sea f(z) = xz-e~ %, con a un pardmetro real.

1. Calcular los valores del pardmetro a para que f(x) tenga un méximo
o un minimo en x = 3. Para esos valores del parametro decir si z = 3
es maximo o minimo.

2. Para a = —2 escribir los intervalos de crecimiento, decrecimiento, con-
cavidad y convexidad de f(z).

Solucion:
1.

flx)=e 1 —azx)=0= f'(3) =331 —-3a) =0 = a = %

fla) = we e, fa) =52 (1= ) = —ge oo (2-F)

1
f(3) = —3, < 0 = Méximo
e
2. Si a = —2 tenemos f(z) =z - e**

flz)=e®(1+22)=0= z = _%

(—00,1/2) | (1/2,400)
f'(x) - +

f(x) | Decreciente | Creciente
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Luego decrece en el intevalo (—o00,1/2) y crece en el (1/2,400), por
lo que en z = 1/2 tiene un minimo.

f'(x)=2e"2+422)=0= z=—1

(—o0,—1) | (—=1,400)
| - -

f(z) | Céncava N | Convexa U

Problema 319 La funcion:

—224+ 92— 16

B(x) = .

representa, en miles de euros, el beneficio neto de un proceso de venta, sien-
do x el ntmero de articulos vendidos. Calcular el nimero de articulos que
deben venderse para obtener el beneficio méximo y determinar dicho bene-
ficio maximo.

Solucion:

Calculamos la primera derivada para obtener los puntos extremos

B 16 — 22

3 = 0= zx=44

B'(x) .

Calculamos la segunda derivada para decidir que valor es méximo o minimo

2
B"(4) = —i—?) < 0 = Méximo

—
x3 32

B'(—4) = > 0 = Minimo

En z = 4 hay un maximo que nos determina un beneficio

42 49-4-16

B(4) -

1

El maximo serian 4 articulos con un beneficio de 1.000 euros.

3.8.5 Integrales

Problema 320 La parte superior de pared de 2 metros de base tiene una
forma parabélica determinada por la expresién —0,5z2 + = + 1, donde x
mide la longitud en metros desde la parte izquierda de la pared. Calcular la
superficie de dicha pared utilizando una integral.
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Solucion:

0,503 22 8 ,
3 2 3

2
/ (0,522 +x+1)de = —
0

Problema 321 Calcule el area del recinto limitado por las curvas y = v/ 2z
2

T
yy= 5
Solucion:

Calculamos los puntos de corte de ambas graficas

2
\/23::%:5620, =2

Problema 322 En una pared azul de 8 metros de altura, se quiere pintar
de blanco la figura que encierran las funciones f(z) = —22 + 3z +4 y
g(z) = 222 — 3z + 4, ambas definidas en metros.

1. ;Cuéantos metros cuadrados hay que pintar de blanco?

2. Si la pared tiene 23 metros de longitud y se quiere repetir esa figura
dejando 5 metros entre figura y figura, jcudnto costaria pintar las
figuras, si cada metro cuadrado de blanco cuesta 2 euros?

Solucion:
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1. Calculamos los puntos de corte de ambas funciones

2?43 +4=20 -3z 4+4=2=0, =2

5= [ )~ gty da

2
/[(—:L’2—|—3:1:—|—4)—2:L”2—3:U+4]dm:
0
2 2
/ (=322 + 62)dx = —a3 + 33:2}0 =4m?
0

2. Hay que pintar 4 figuras = 4 x 4 = 16 m?> = 16 x 2 = 32 euros.

Problema 323 Hallar el drea de la regién limitada por las graficas f(z) =
3 —xyg(r) =22

Solucion:

Y13 3506

2.793

2.2344

1.6758

1.1172

0.55859

..3304 —0. 8869 —0.44345 1.3304 1.7738

—0.55859

x?’—x:x22x3—x2—x:0:>x:0, r=1.62, x =—-0.62

0 4 3 270
/ (@3 —2? —2)dr= — -2 — x] = 0.07581649333
—0.62 4 3 2
—0.62
1.62 4 3 9 1.62
/ (@B —2?—a)de= > -2 T | = 1007507159
0 4 3 2 0

S = 10.07581649333| + | — 1.007507159| = 1.083323652 u>

Problema 324 Calcular las siguientes integrales

1.

dx

/x3—1—5$2—3$—|—2
NG
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2.
/ 3dx
Vor +1
3.
/xsinxQda:
Solucion:
1.
23 +52% — 3z + 2 2 5 )
/ de = (=2° +22° =2z +4) Vo +C
VT 7
2.
/ 39T _ fer i+
o — 6z
vVoxr +1
3.
9 cos 2
/a:sinx dr = — 2 +C

Problema 325 Calcular

1. Encuentra la primitiva de la funcién f(z) = 27 — 2% + 3¢?*~! que en
el 1 valaga 26,75.

2. Dibuja la funcién f(x) = 27—22 y calcula el drea limitada por la curva
y el eje X entre x = -3y x = 5.

Solucion:

1.
3 2c—1 at 3 g
F(ZE):/(27—$ + 3e )dl‘:27$—z+§€ +C

1 3 3
F(l)=26,75:>27—1+—e1+O:26,75:>c:_56

2
4
3 3
F(z) =27z — % + 562171 —5€

2. f(z)=27—2°

o x=0=(0,27); f(z)=0=>(3,0).
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o f'(x) = —322 =0 = 2z =0, como —32% < 0 siempre la funcién
es siempre decreciente y no tiene ni maximos ni minimos.

o ['(x)=—62x=0= 2z =0como f"(z)=—6, es decir, f'(0) =
—6 # 0 tenemos un punto de inflexién en (0, 27).

(—00,0) | (0,400]
sig f'(x) + -

f(z) | convexa | céncava

Estéa claro que, en z = 0 la funcién pasa de convexa a céncava y,
por tanto, tiene en él un punto de inflexién.

5.448 7.264 9.0799

k=5

5
+ / (27 — 2°) dx
3

3
S:‘/ (27 — 2%) dx
-3
3

4 3
/ 27— 2% de = |27z — | =162
s 1],

5

5 $4
/ (27 — %) dx = 27z — | = —82
3 3

S =162 4 | — 82| = 162 4 82 = 244 u?

Problema 326 Encontrar la funcién cuya segunda derivada es la constante
2, y cuya grafica presenta un minimo en el punto (1,2).

Solucion:

f/l($)=2:>f'(x)=/2d:c:2x+0
f)=0=2+C=0=C=-2= f'(z) =212
f(a:):/(Qm—2)da;:x2—2x+D

fl)=2=1-24+D=2= D=3
flz)=2%>-22+3
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Problema 327 Hacer la representacién grafica y calcular el area de la re-
gién de vértices O(0,0), A(1,0), B(2,1) y C(0,2) en la que los lados OA, OC
y BC son segmentos rectilineos y el AB es un arco de la curva y = /2 — 1.

Solucion:

La recta que pasa por los puntos C'y B sera:

1-2 —x+4
y-2=5—(-0=y=—

Tendremos:

2, 2
S:/ ( az+4> d:z—/ \/:17—1alsczzu2
0 2 1 3

Problema 328 Calcular la integral definida
1
/ (|| + 2 + 1) dz
-1

Nota.- La notacién |x| representa el valor absoluto de x.

Solucion:

1 0 1
/ (|a:|+a:+1)d:c:/ (—x—i—x—i—l)d:c—i—/ (x+x+1)dx =
-1 -1 0

0 1
/ dx+/(2x+1)dx=x]91+x2+x] =1+2=3
-1 0

1
0
Problema 329 Sean las funciones

2

flz) =2* -2z -8 g(a:):—%+x+4
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1. Calcular

f(x)

1 g(a)
2. Calcular el recinto acotado limitado por las curvas f(z) y g(x).
Solucién:

1.

D o fim T = qim 2 9

f(x) . 22 —2rx-38 . 2(2? — 22 -8)
m = : = lim 5
z—4 g(r) o—4 —L 4z +4 o4 +2z+8

2
x2—2x—8:—%+x+4:>x2—2x—8:0:>x:4, x=-2

4 22
/ lx2—2$—8—<—+w+4>
—2 2

4 2 _ A
g :/ 3(xz* — 2z —8) dr —
—2 2
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Capitulo 4

Probabilidad y Estadistica

4.1 Probabilidad

Problema 330 Maria y Laura idean el siguiente juego: cada una lanza un
dado,si en los dos dados sale el mismo numero, gana Laura; si la suma de
ambos es 7, gana Maria; y en cualquier otro caso hay empate.

1. Calcule la probabilidad de que gane Laura.
2. Calcule la probabilidad de que gane Maria.

Solucién: FEl espacio muestral de lanzar dos dados es:

E=1{(1,1),(1,2),(1,3),...,(1,6),(2,1),...,(2,6), ..., (6,1), ..., (6,6)}

6 1

1. P Laura) = — = —
(gane Laura) 26 NG

6 1

2. P Maria) = — = —
(gane Maria) Tl

Problema 331 Dados los sucesos A y B, se sabe que:
P(B)="> y P(A) =+

1. Razone si los sucesos A y B son independientes.
2. Calcule P(AU B).
Solucién:

1. Como P(A) = P(A|B) = los dos sucesos son independientes.
2.

P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) —> P(AUB) — é+1—2—%- (1 - 2

303

):

1

2
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Problema 332 Las probabilidades de aprobar los examenes de Historia,
Lengua e Inglés son, para un alumno determinado: 2/3, 4/5 y 3/5 respecti-
vamente. Obtener las probabilidades de:

1. Suspender las tres asignaturas.
2. Suspender solo una de las tres.

3. Suspender lengua si se sabe que solo suspendié una asignatura de las
tres.

Solucion:

Nombramos a los sucesos

— 1
H aprobar Historia = P(H) = -, P(H) = 3
— 1
L aprobar Lengua = P(L) = -, P(L) = E
- 2
I aprobar Inglés = P(I) = -, P(I) = £

‘ \—_‘_\_\-‘_‘“‘
45 15 7

13 445 d_______———f
pa] _
\ I
115 _ 15
L i
15 _
I
- = 1 1 2 2
1. PHNLNT) =2 - - =
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355 355 355 75
B 2. 1.3 3
3. P(L| solo suspendié una asignatura) = 3 354 2 — 17
75

Problema 333 En una determinada asignatura hay matriculados 2500 alum-
nos. En Junio se presentaron 1800 de los que aprobaron 1015, mientras que
en Septiembre, de los 700 que se presentaron, suspendieron 270. Elegido al
azar un alumno matriculado en esa asignatura,

1. Calcula la probabilidad de que haya aprobado.

2. Si ha suspendido la asignatura, cudl es la probabilidad de haberse
presentado en Septiembre.

Solucion:

A

1037360

I

s 1577 _
A

4370
IS A

T

|

18 203 7 43 289
1. P =— - —+—= - —=—=0,578
(4) 25 360 * 25 70 500 ’

PAIS)-P(S) _ 1035 _ 54 _ g6
P(A) -2 211 7

2. P(S|A) =

Problema 334 En un centro de Secundaria aprueba Biologia 4 de cada 5
alumnos, las Matematicas las aprueban 2 de cada 3 y 3 de cada 5 alumnos
aprueban Lengua. Elegido al azar un alumno matriculado de esas asignatu-
ras en ese centro, calcula la probabilidad de que:
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1. Suspenda esas tres asignaturas.
2. Suspenda solo una de ellas.

Solucion:

M \—_‘_\_\-‘_‘-‘—
13 15 7

k1] _ Nz JPIC(_'_—_—__'—_—_L
pa] _
\ L
113 . 5
M L
15 _
L
1 1 2 2
1. P 1 —_-._-.Z -2
(Suspender las tres) F3E T
4 2 2 41 3 1 2 3 34
2. P d S N . 123 34
(suspender una) =3 5+5 3 5+5 5=

Problema 335 Se tienen dos sucesos aleatorios A y B y se conocen las
probabilidades P(A) = 0,4; P(B) = 0,2y P(AUB) =0,5. {Son Ay B
sucesos incompatibles? Razona la respuesta.

Solucidn:
P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) = P(ANB) = 0,44+0,2—0,5=0,1#0
Luego los sucesos no son incompatibles.

Problema 336 El 20% de los habitantes de una determinada poblacién son
jubilados y otro 20% son estudiantes. La musica clasica les gusta al 75% de
los jubilados, al 50% de los estudiantes y al 20% del resto de la poblacién.
Calcula la probabilidad de que elegida una persona al azar a la que le gusta
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la misica clasica sea jubilada.

Solucion:

0,75

0,2

/
L

P(JN M) 0,2-0,75

P(J|M) = 4 -
(J1M) P(M) ~ 0,2-0,75+0,2-0,5+0,6-0,2

0,4

Problema 337 El 60% de las personas que visitaron un museo durante el
mes de Mayo eran espafioles. De éstos, el 40% eran menores de 20 afos.

En cambio, de los que no eran espaiioles, tenfan menos de 20 anos el 30%.
Calcular:

1. La probabilidad de que un visitante elegido al azar tenga menos de 20
anos.

2. Si se escoge un visitante al azar, la probabilidad de que no sea espanol
y tenga 20 anos o mas.

Solucién:
F = Espanol

M = Menos de 20 anos
1. P(M)=0,6-0,4+0,4-0,3=0,36
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2. P(ENM) =0,4-0,7=0,28

Problema 338 Las maquinas A y B producen 50 y 250 piezas por hora,
con un porcentaje de fallos del 1% y del 10% respectivamente. Tenemos
mezcladas las piezas fabricadas en una hora y elegimos una pieza al azar.
Calcular:

1. La probabilidad de que sea una pieza no defectuosa fabricada en la
maquina B.

2. La probabilidad de que esté fabricada en la médquina A, si sabemos
que es defectuosa.

Solucion:

50300 P

|

250:300 01
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— 250
1. P(DNB)=---0,9=
(DN B) 200 09 =0,75
2.
P(AND 200,01
P(A|D) = (A0D) _ 300 =0,0196

P(D) 290,01+ 238.0,1

Problema 339 En el segundo de bachillerato de cierto instituto se han
matriculado el doble de mujeres que de varones. Sabiendo que un 25% de
las mujeres fuman y que no lo hacen el 60% de los varones, dterminar la
probabilidad de que seleccionada al azar una persona en el segundo curso
de bachillerato de ese instituto resulte ser una persona fumadora. Justificar
la respuesta.

Solucion:

V varén, M mujer y F' fumador.

P(M)=2P(V) P(M) =12
{P(M)+P(V):1 :>{P g‘

|

2 1
P(F)=3-0,25+5-0,4=03

Problema 340 En una empresa, el 20% de los trabajadores son mayores
de 45 anos, el 8% desempena algin puesto directivo y el 6% es mayor de 45
anos y desempena algin puesto directivo.

1. ;Qué porcentaje de los trabajadores tiene méas de 45 anos y no desem-
pena ningun cargo directivo?
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2. (Qué porcentaje de los trabajadores no es directivo ni mayor de 45
anos?

3. Si la empresa tiene 150 trabajadores, ;cudntos son directivos y no
tienen més de 45 anos?

Solucién:
M: mayor de 45 anos
D: directivo

Elaboramos la siguiente tabla

M| M
D| 6| 2|8
D |14 | 78] 92
20 | 80 | 100

1. MND =14%
2. DNM =78%

3. DNM =2%

Problema 341 Una urna A contiene 5 bolas blancas y 4 negras, y otra
urna B contiene 1 blanca y 2 negras. Se extrae una bola al azar de la urna
Ay se pone en la B.Depués se extrae de la urna B una bola al azar.

1. Calcule la probabilidad de que la bola extraida de la urna B sea blanca.

2. Suponiendo que la bola extraida de la urna B ha sido blanca, calcule
la probabilidad de que la bola extraida de la urna A también haya sido

blanca.
Solucion:
1.
5 1 4 1 7
P - .4 .=
(bumas) =5 5+5° 77 15
2.

P(bUrnaAmbUrna B) 5/91/2 5
P na Tha - = J——
(burna AlbUrna B) P (burms ) 718 -
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Urna 5
F:

12
Urna A

]

i:3
34

Problema 342 Dos parejas de novios deciden ir al cine. Si se sientan al
azar en cuatro butacas contiguas, jcudl es la probabilidad de que cada uno
esté sentado al lado de su pareja?

Solucion:

Vamos a tener las parejas (X, z) e (Y, y). Los casos favorable seran (Xz,Yy),
(Xz,yY), (X, Yy), (X, yY), Yy, Xz), Vy,2X), (yY,X2)y (yY,2X) es
decir, serdn 8. Los casos posibles serdn 4! = 24. La probabilidad seré:

.4 8 1
P(Parejas juntas) = 5= 3
Problema 343 Un ordenador personal estd contaminado por un virus y
tiene cargados dos programas antivirus que actian independientemente uno
del otro. El programa p; detecta la presencia de un virus con una probabi-
lidad de 0,9 y el programa ps detecta la presencia de un virus con una pro-
babilidad de 0,8. ;Cual es la probabilidad de que un virus no sea detectado?

Solucién:
P(no detectado) = (1 —p1)(1 —p2) =0,1-0,2=0,02

Problema 344 En un colegio el 4% de los chicos y el 1% de las chicas
miden mds de 175 cm de estatura. Ademads el 60% de los estudiantes son
chicas. Si se selecciona al azar un estudiante y es mas alto de 175 cm, jcudl
es la probabilidad de que el estudiante sea chica?

Solucion:

C: Chico, C: Chica, M: mide més de 175 cm, M: mide menos de 175
cm.
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M
c
M
_ 0,01 M
C
0,0 _
M

P(M[C)P(C) 0,6-0,01

P(CIM) = —
(Cl) P(M) 0,4-0,04+0,6-0,01

=0,2727

Problema 345 La probabilidad de que un estudiante universitario termine
su carrera en los anos establecidos por el plan de estudios es 3/5 y de que su
hermana finalice la suya sin perder ningin ano es 2/3. Halla la probabilidad
de que:

1. Ambos terminen sus estudios en los anos establecidos.
2. Solo el varén los termine en el plazo fijado.
3. Al menos uno de los dos los termine en el tiempo establecido.

Solucién:
V. Varén que termina en anos establecidos.

H: Hermana que termina en anos establecidos

1.
32 2
PVNH)==.2=2
Vol =5-3=3
2.
— 31 1
PVNH) =2 -=—
( )=5375
3.
2 1 13
1-PVNH) =1-2.-==
(V:nH) 53 15
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Problema 346 En un grupo de personas, al 50% les han puesto alguna vez
una multa de trafico. Por otro lado, al 12,5% no les han puesto nunca una
multa pero s{ han sufrido alguna vez un accidente. Finalmente, al 60% de
quienes nunca han tenido un accidente no les han puesto nunca una multa.

1. {Qué porcentaje no han tenido nunca un accidente ni les han puesto
nunca una multa?

2. (Qué porcentaje no han tenido nunca un accidente?

3. Entre las personas que nunca han tenido una multa, ;qué porcentaje
no han tenido nunca un accidente?

Solucién:
Podemos poner, A: accidente, M: multa. Y tenemos

P(MNA)=0,5-0,125 = 0,375

El 60% de 0,375 es 0,625— P(A) = 0,625 y P(A = 0, 375.

P(AUM) =0,375—0,125 =0,25; P(MUA)=0,5—-0,25=0,25

M M
0,250,125 | 0,375
0,25 0,375 | 0,625
0,5 | 0,5 1

A
A

1. P(AUDM) = 0,375, 37,5%
2. P(A) = 0,625, 62,5%
3.

. AUM 0,375

P(AIM — = =0,7 =175
(A = S = 22 =, %

Problema 347 En la urna U; hay 4 bolas blancas, numeradas de 1 a 4, y
2 bolas negras numeradas de 1 a 2, mientras que en la urna Uy hay 2 bolas
blancas, numeradas de 1 a 2, y 4 bolas negras numeradas de 1 a 4. S se
extraen al azar dos bolas, una de cada urna, hallar:

1. La probabilidad de que tengan el mismo ndmero.
2. La probabilidad de que sean del mismo color.

Solucion:
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1.
P(mismo color) = P(1,1) + P(2,2) + P(3,3) + P(4,4) =
22022 11 11 5
"6 6 6 6 6 6 6 6 18
2.
i 4 2 2 4 4
P(mismo color)—P(b,b)—kP(n,n)_E.E_FE.E_§

Problema 348 Para ir al trabajo, un individuo toma el bus, el 30% de las
veces, o el metro (el 70% restante), y llega tarde el 40% de las veces que va
en bus y el 20% de las que va en metro. Cierto dia llegé tarde. ;Cudl es la
probabilidad de que tomara el bus?

Solucion:

P(BUT) 0,3-0,4
P(B|T) = = =0,46
(BIT) P(T) 0,3-0,4+0,7-0,2

Problema 349 Dos expertos, F; y Fs, realizan peritaciones para una cier-
ta compania de seguros. La probabilidad de que una peritacién haya sido
realizada por Fj es 0,55 y por Fsy es 0,45. Si una peritacion ha sido reali-
zada por E1, la probabilidad de que de lugar a indemnizacién es 0,98 y si
ha sido realizada por FEs, la probabilidad de que de lugar al pago de una
indemnizacién es 0,90. Un siniestro ha supuesto a la compania el pago de
una indemnizaciéon. Hallar la probabilidad de que la peritacién haya sido
realizada por Fs.

Solucion:

e il
0,98 .~
e
6,55 g
_.-'
~ ,
L 69—
] .':
[
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P(I) = P(I|E1)P(Ey) + P(I|Ey)P(E2) = 0,55-0,98 + 0,45 - 0,90 = 0,944

)
P(I|E;)P(Bs) _ 0,9-0,45

P - _
(E2|T) P 0,944

= 0,429

Problema 350 En una empresa se producen dos tipos de bombillas: halégenas
y de bajo consumo, en una proporcién de 3 a 4, respectivamente. La pro-
babilidad de que una bombilla halégena sea defectuosa es 0,02 y de que una
de bajo consumo sea defectuosa es 0,09. Se escoge al azar una bombilla y
resulta no defectuosa, jcudl es la probabilidad de que sea halégena?.

Solucion:
D
0,02
3, H
698 "~ _
D
0,69 D
4
™,
6,91 ™\ B
D
P(D) = P(D|H)P(H) + P(D|B)P(B) = % .0,98 + ; £0,91 = 0,94
- 3
P(H|ﬁ) _ P(D|H)P(H) _ 0,98 - = _ 0, 4468

P(D) 0,94
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Problema 351 Una cierta instalacién de seguridad tiene instalados dos
indicadores. Ante una emergencia los indicadores se activan de forma inde-
pendiente. La probabilidad de que se active el primer indicador es 0,95 y
de que se active el segundo es 0, 90.

1. Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active sélo uno
de los indicadores.

2. Hallar la probabilidad de que ante una emergencia se active al menos
uno de los indicadores.

Solucidn:
LLamamos A = {se enciende el indicador 1°}, P(A) =0,95, P(A4)=0,0
LLamamos B = {se enciende el indicador 2°}, P(B) = 0,90, P(B) =0, 0

1. P(se enciende uno sélo) = P(ANB)+ P(BNA) =0,95-0,10+ 0,05 -
0,90 = 0,14

2. P(al menos uno) = 1 — P(ninguno) = 1— P(ANB) =1-0,05-0,10 =
0,995

Problema 352 En una poblacién, el 40% son hombres y el 60% mujeres.
En esa poblacién el 80% de los hombres y el 20% de las mujeres son aficio-
nados al futbol.

1. Calcular la probabilidad de que una persona elegida al azar sea aficio-
nada al futbol.

2. Elegida al azar una person resulta ser aficionada al futbol, jcual es la
probabilidad de que sea mujer?.

Solucidn: B
LLamamos H = {hombre}, M = {mujer}, A = {aficionado}, A = {no
aficionado}.

1.

P(A) = P(A|H)P(H)+P(A|M)P(M) = 0,80-0,40+0, 20-0, 60 = 0, 44

P(A|M)P(M) _ 0,20-0,60

P(M|4) = P(A) 0,44

=0,273

Problema 353 Una caja con una docena de huevos contiene dos rotos. Se
extraen al azar sin reemplazamiento (sin devolverlos después y de manera
consecutiva) cuatro huevos.
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1. Calcular la probabilidad de extraer los cuatro huevos en buen estado.

2. Calcular la probabilidad de extraer de entre los cuatro huevos, exac-
tamente uno roto.

Solucion:

1. LLamamos A = {sale un huevo en buen estado}
LLamamos B = {sale un huevo roto}

14
paAad)y = > T8 5 1 a1
12 11 10 9 99

P(BAAA) + P(ABAA) + P(AABA) + P(AAAB) =

4 8 7 6 224
4. P(BAAA)=4-— — . — . — = — =0,4525252525
( ) 12 11 10 9 495 ’
Problema 354 En un experimento aleatorio consistente en lanzar simultaneamente
tres dados equilibrados de seis caras, se pide calcular la probabilidad de cada
uno de los siguientes sucesos: ”Obtener tres unos”, ”Obtener al menos un
dos”, ”Obtener tres nimeros distintos”y ”Obtener una suma de cuatro”.

Solucion:

1 1 1 1\3

2. Plalgin 2) = 1= P(ningin 2) = 1-P(222) = 1 (3 - £ - 3) = 0,4213

3. P(3 distintos) =1 — P(3 iguales) =1 —6P(111) = 0,972

111
4. P(suma = 4) = P(211) + P(121) + P(112) = 3P(211) = 3. - - = =

6
0,0139

4.2 Problemas de Probabilidad sin Resolver

Problema 355 En un instituto se ofertan tres modalidades excluyetes, A,
B y C, y dos idiomas excluyentes, inglés y francés. La modalidad A es
elegida por un 50% de los alumnos, la B por un 30% y la C por un 20%.

También se conoce que han elegido inglés el 80% de los alumnos de la mo-
dalidad A, el 90% de la modalidad B y el 75% de la C, habiendo elegido

francés el resto de los alumnos.
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1. ;Qué porcentaje de estudiantes del instituto ha elegido francés?. (18%)

2. Si se elige al azar un estudiante de francés, ;cudl es la probabilidad de
que sea de la modalidad A?. (0,5)

Problema 356 Sean Ay B dos sucesos de un mismo espacio muestral tales
que P(A)=0,7, P(B)=0,6 y P(AUB) =0,9.

1. Justifica si A y B son independientes. (No lo son)

2. Calcula P(A/B) y P(B/A), donde A y B son los contrarios de A y
B, respectivamente. (0,75 y 0,6)

Problema 357 (8 puntos)Tres bolsa identicas contienen bolas de cristal:
la primera, 6 lisas y 4 rugosas; la segunda, 5 lisas y 2 rugosas; y la tercera
4 lisas y 7 rugosas.

Determina:

1. La probabilidad de que al extraer una bola al azar de una bolsa al azar
sea rugosa. (0,44)

2. Se ha hecho una extracién de una bola al azar y ha resultado ser lisa.
. Cual es la probabilidad de que haya sido de la primera bolsa?. (0,36)

3. En la extraccion anterior se nos ha caido la bola al suelo y se ha roto.
;, Cuales son las probabilidades de que en una nueva extraccién al azar
salga rugosa?. (0,49)

Problema 358 En un experimento aleatorio,la probabilidad de un suceso
A es dos veces la probabilidad de otro suceso B, y la suma de la probabilidad
de Ay la probabilidad del suceso contrario a B es 1,3. Se sabe, ademads, que
la probabilidad de la interseccion de A y B es 0,18. Calcular la probabilidad
de que:

1. Se verifique el suceso A o se verifique el suceso B. (0,72)

2. Se verifique el suceso contrario de A o se verifique el suceso contrario
de B. (0,82)

3. ;Son independientes los sucesos A y B?. (Son independientes)

Problema 359 Se dispone de tres monedas. La primera de ellas estd truca-
da, de forma que la probabilidad de obtener cara es 0,4. La segunda moneda
tiene dos cruces y la tercera moneda también estd trucada de modo que la
probabilidad de obtener cara es 0,6. Se pide:

1. Escribir el espacio muestral correspondiente al lanzamiento de estas
tres monedas, sucesivamente y en el orden indicado.

(E={(CX(C),(CXX),(XX(),(XXX)})
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2. Probabilidad de que se obtengan, exactamente, 2 cruces. (0,52)
3. Probabilidad del suceso A =(CARA, CRUZ,CARA). (0,24)

4. Prbabilidad de obtener, al menos, una cara. (0,76)

Problema 360 Tres maquinas, A, B y C, producen el 50%, el 30% y el
20%, respectivamente, del total de los objetos de una fabrica. Los porcen-

tajes de produccion defectuosa de estas méquinas son, respectivamente, el
3%, el 4% y el 5%.

1. Si selecciona un objeto al azar, ;jqué probabilidad tiene de salir defec-
tuoso?. (0,037)

2. Suponiendo que es defectuoso, jcial es la probabilidad de que haya
sido fabricado por la maquina A?. (0,405)

Problema 361 En el experimento de lanzar sucesivamente tres monedas,
sea el suceso A sacar mas caras que cruces, y el suceso B, sacaruna o dos
cruces. Hallar todos los casos que integran el suceso AU B.

Problema 362 En un estudio realizado en cierta universidad, se ha deter-
minado que un 20% de sus estudiantes no utiliza transportes piblicos para
acudir a sus clases y que un 65% de los estudiantes que utilizan transportes
publicos, también hacen uso del comedor universitario.

Calcula la probabilidad de que seleccionando al azar un estudiante en esa
universidad, resulte ser usuario de los transportes publicos y del comedor
universitario. Justifica la respuesta. (0,52)

Problema 363 De los tornillos que produce una fabrica, el 60% son pro-
ducidos por la maquina A, y el resto, por la maquina B.

Supéngase que el 12% de los tornillos producidos por A son defectuosos
y que el 8% de los producidos por B son defectuosos.

1. Elegido al azar un tornillo producido por esa fabrica, jcual es la pro-
babilidad de que sea defectuoso?. (0,1)

2. Se elige al azar un tornillo y resulta que es defectuoso. ;Cudl es la
probabilidad de que haya sido producido por la maquina A?. (0,72)

Problema 364 Un determinado club tiene un 75% de sus miembros que
son hombres y un 25% que son mujeres. De este club tienen teléfono mévil
un 25% de los hombres y un 50% de las mujeres.

1. Calcula el porcentaje de miembros de este club que no tienen teléfono
mévil. (0,6875)
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2. Calcula la probabilidad de que un miembro de este club elegido al azar
entre los que tienen teléfono mévil sea mujer. (0,4)

Problema 365 Se ha realizado una encuesta entre los estudiantes de una
universidad para conocer las actividades que realizan en el tiempo libre. El
80% de los entrevistados ve la television o lee; el 35% realiza ambas cosas y
el 60%, no lee. Para un estudiante elegido al azar, calcula la probabilidad
de que:

1. Vea la televisién y no lea. (0,4)
2. Lea y no vea la televisién. (0,05)
3. Haga solamente una de las dos cosas. (0,45)

4. No haga ninguna de las dos cosas. (0,2)

Problema 366 De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen, al
azar, sucesivamente y sin reemplazamiento, dos bolas.

1. ;Cuadl es la probabilidad de que las bolas estraidas sean blancas?.(0,4)

2. Si la segunda bola ha resultado negra, ;ctal es la probabilidad de que
la primera también lo haya sido?. (0,2)

Problema 367 Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) = 0, 6;
P(B)=0,2y P(AUB) =0,9.

1. Calcula P(AN B) y razona si A y B son independientes. (0,1; no son
independientes)

2. Calcula P(AU B). (0,7)

Problema 368 De una baraja espafiola (la de 40 cartas), se sacan al azar
dos cartas. Encuentra la probabilidad de que:

1. Ambas sean oros. (con devolucién: 1/16; sin devolucion: 3/52)

2. Las dos sean de distinto palo. (con devolucién: 3/4; sin devolucién:
10/13)

Problema 369 En una urna A hay 5 bolas blancas y dos rojas, y en otra
B hay 3 bolas verdes, 6 blancas y 5 rojas. Se lanza un dado trucado, con
las caras numeradas del 1 al 6 y en el que la probabilidad de obtener un 6
es el doble que la de obtener cualquier otro niimero. Si en el lanzamiento
del dado sale un nimero par, se saca una bola de la urna A, y si sale un
nimero impar, la bola se saca de la urna B.

Determina la probabilidad de que la bola que se saque sea roja. (31/98)
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Problema 370 Un tratamiento para el cancer produce mejoria en el 80%
de los enfermos a los que se les aplica. Se suministra a 5 enfermos. Se pide:
(binomial)

1. Calcula la probabilidad de que los cinco pacientes mejoren. (0,3277)

2. Calcula la de probabilidad de que, al menos, tres no experimenten
mejorfa. (0,0576)

3. (Cudntos pacientes se espera que mejoren? (4)

Problema 371 Dos compaifieros de estudios comparten piso. El primero
prepara la comida el 40% de los dias y el resto de los dias lo hace el segundo.
El porcentaje de veces que se le quema al primero es el 5%, mientras que el
del segundo es el 8%. Calcula la probabilidad de que un dia, elegido al azar,
la comida esté quemada. (0,068)

Si cierto dia se ha quemado, calcula la probabilidad de que haya cocina-
do el primero. (0,294)

Problema 372 Dos jovenes aficionados a los juegos de azar se encuentran
realizando un solitario con una baraja espanola de 40 cartas. Extraen una
carta de dicha baraja y desean saber cuial es la probabilidad de ”obtener
rey” condicionado al suceso ”obtener figura”.

Caracteriza ambos sucesos. (1/3)

Problema 373 Se lanzan dos dados. Halla:

1. La probabilidad de que una de las puntuaciones sea par y la otra impar.

(1/2)

2. La probabilidad (condicional) de que una de las putuaciones sea par,
sabiendo sabiendo que la suma de las dos es 7. (1)

Problema 374 En una fabrica de tornillos, la maquina A produce un 40%
del total y la maquina B, el 60%. De los tornillos fabricados por A, el 10%
son defectuosos, y de los fabricados por B son defectuosos el 20%.

Si se elige al azar un tornillo y resulta defectuoso, jcudl es la probabilidad
de que haya sido hecho por A.(1/4)

Problema 375 De una baraja espafiola de 40 cartas se extraen sucesiva-
mente, y sin reposicién, dos cartas. Se pide calcular la probabilidad de que:

1. La primera carta sea de copas y la segunda de espadas. (5/78)
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2. Una carta sea de copas y la otra de espadas. (5/39)
3. Ninguna sea de bastos. (29/52)

4. Las dos sean de oros. (3/52)

Problema 376 Dos urnas A y B, que contienen bolas de colores, tienen la
siguiente composicién:

A: 5 blancas, 3 negras y 2 rojas
B: 4 blancas y 6 negras

También tengo un dado que tiene 4 caras marcadas con la letra A y las
otras dos con la letra B. Tiramos el dado y sacamos una bola al azar de la
urna que indica el dado.

1. ;Cuadl es la probabilidad de que esa bola sea blanca?. (7/15)
2. ;Cuadl es la probabilidad de que esa bola sea roja?. (2/15)

3. La bola extraida ha resultado ser blanca. ;Cual es la probabilidad de
que proceda de la urna B?. (2/7)

Problema 377 En el experimento aleatorio de lanzar una moneda tres ve-
ces se consideran los siguientes sucesos:

A: Sacar al menos una cara y una cruz.
B: Sacar a lo sumo una cara.

1. Determine el espacio muestral asociado a ese experimento y los sucesos

Ay B.
2. ;Son independientes ambos sucesos? (son independientes)

Problema 378 De una baraja de cartas se extraen dos de ellas, una tras
otra. Determinar:

1. La probabilidad de que las dos sean copas. (3/52)
2. La probabilidad de que al menos una sea copas. (23/52)

3. La probabilidad de que una sea copas y la otra espadas. (5/39)

Problema 379 Se dispone de un dado trucado de cuatro caras con puntua-
ciones: 1,2,3,4, de modo que P(4) = 4P(1), P(3) = 3P(1), P(2) = 2P(1),
en donde P(4) indica la probabilidad de obtener un 4 y asi sucesivamente.Se
dispone también de dos urnas con la siguiente composiciéon:
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Ui: 1 bola roja y 2 verdes.
Us: 2 bolas rojas y 3 verdes.

Se lanza el dado. Si sale un niimero par extraemos una bola de la urna
U;. Si sale un nimero impar extraemos una bola de la urna Us. Se pide:

1. Determina las probabilidades de los sucesos elementales que se pre-
sentan al lanzar el dado de cuatro caras. (P(1)=1/10, P(2)=1/5,
P(3)=3/10, P(4)=2/5)

2. Se lanza el dado y a continuacién extremos una bola de la urna que
corresponda. Halla la probabilidad de que sea de color verde. (16/25)

Problema 380 Un estuche contiene 5 lapices de igual forma y tamano: 2 de
color azul y 3 de color verde. Se extrae un lapiz del estuche y a continuacion,
sin reemplazamiento, se extrae otro lapiz. Se pide:

1. Escribir los sucesos elementales que definen los sucesos M ={Sélo ha
salido un 1apiz de color verde} y N ={El segundo lapiz extraido es de
color azul}.

2. Calcula las probabilidades de los sucesos M, N y M N N. (3/10)

3. Estudia la independencia de los sucesos M y N. Razona la respuesta.
(no son independientes)

Problema 381 En una asesoria fiscal se han contratado a tres personas
para hacer declaraciones de la renta. La primera de ellas se encarga de
efectuar el 30%, la segunda el 45% y la tercera el 25% restante. Se ha
comprobado que de las declaraciones realizadas por la primera persona, el
1% son erroneas, la segunda comete errores en el 3% de los casos y la tercera
en el 2% de los casos.

1. Calcula la probabilidad de que, al elegir al azar una declaracion de
renta, esta sea erronea. (0,0215)

2. Al elegir una declaracién que resulto correcta, jcual es la probabilidad
de que la haya realizado la segunda persona?. (0,4461)

Problema 382 Se lanza un dado dos veces. Sea A el suceso {obtener 1
en la primera tirada} y sea B el suceso {obtener 2 en la segunda tira-
da}. Calcula P(A), P(B), P(AN B). ;Son Ay B sucesos independientes?.
(P(A)=P(B)=1/6, son independientes)

Problema 383 Consideremos el siguiente juego entre dos personas:

De una bolsa con bolas rojas y negras se sacan dos bolas. Si son del mismo
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color se gana el juego y si no, es el turno del otro jugador. El juego continua
hasta que uno de los jugadores gana o en la bolsa no quedan bolas. Si en la
bolsa hay 4 bolas rojas y 2 negras:

1. Halla la probabilidad de que el jugador que empieza gane en la primera
tirada. (7/15)

2. El primer jugador no ha ganado. Es el turno del segundo jugador.
Halla la probabilidad de que gane en esta tirada.(1/2)

Problema 384 Los sucesos A y B de un experimento aleatorio verifican
que A € B. Expresa las probabilidades P(AUB), P(ANB) y P(B— A) en
funcién de P(A) y P(B). (P(B), P(A), P(B) — P(A))

Problema 385 La ciudad A tiene el doble de habitantes que la ciudad B,
pero un 30% de ciudaddanos de B lee literatura, en tanto que solo un 10%
de ciudadanos de A lee literatura.

1. De un ciudadano solo sabemos que vive en la ciudad A o en la ciudad
B. Calcular de forma razonada la probabilidad de que lea literatura.

(1/6)

2. Sinos presentan a un ciudadano que vive en la ciudad A o en la ciudad
B, pero del que sabemos que lee literatura, calcular razonadamente la
probabilidad de que sea de la ciudad B. (0,6)

Problema 386 La baraja espanola consta de 10 cartas de oros, 10 de co-
pas, 10 de espadas y 10 de bastos.

Se extraen tres cartas. Calcula razonadamente ctal es la probabilidad de
que, al menos, una de las cartas sea oros en los siguientes supuestos:

1. No se devuelven las cartas después de cada extracién. (291/494)

2. Después de cada extraccién se devuelve la carta a la baraja antes de
la siguiente extraccion. (37/64)

Problema 387 El ganado ovino de una regién es sometido a un control
sanitario para comprobar que esta libre de cierta enfermedad infecciosa. En
el proceso de control cada animal es sometido a las pruebas P1, P2 y P3
(en ese orden). Por experiencia se sabe que en el 95% de los casos P1 da
resultado negativo, que 10 de cada 100 ovejas sometidas a P2 dan resultado
positivo y que con probabilidad 0,03 P3 da resultado positivo. Sabiendo
que si una prueba da resultado positivo el animal es sacrificado, determinar
la posibilidad de que una oveja sometida a dicho proceso de control no sea
sacrificada. Justificar la respuesta. (0,8293)
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Problema 388 Cuando los motores llegan al final de una cadena de pro-
duccién un inspector escoge los que deben pasar una inspecciéon completa.
Supéngase que se producen un 10% de motores defectuosos, y que el 60% de
todos los motores defectuosos y el 20% de los buenos pasan una inspeccién
completa. Calculese:

1. Probabilidad de que un motor elegido al azar sea defectuoso y haya
pasado la inspeccién. (0,06)

2. Probabilidad de que un motor elegido al azar sea bueno y haya pasado
la inspeccién. (0,18)

3. Si conocemos que el 24% de los motores pasan la inspeccién, jqué
porcentaje de los mismos son defectuosos?. (0,25)

Problema 389 El 30% de los habitantes de una ciudad determinada lee el
diario La Nacié, el 13% el diario XY Z, y el 6% lee los dos.

1. ;Qué porcentaje de habitantes de esta ciudad no lee ninguno de los
dos diarios?. (63%)

2. Se elige un habitante de esta ciudad al azar entre los que no leen el
diario XY Z, ;ctal es la probabilidad de que lea el diario La Nacio.
(8/29)

Problema 390 Dos sucesos incompatibles, A y B, tienen probabilidades
respectivas 0,2 y 0,60. Calcular la probabilidad de que suceda A pero no B.
(0,2)

Problema 391 Entre los estudiantes matriculados en cierta asignatura de
una carrera universitaria las chicas duplican a los chicos. Al final del curso
han aprobado el 80% de las chicas y el 60% de los chicos. Calcula:

1. El porcentaje de chicas dentro del total de estudiantes matriculados.
(66,7%)

2. El porcentaje de aprobados dentro del total de estudiantes matricula-
dos. (73,3%)

3. El porcentaje de chicas dentro de los estudiantes que no han aprobado.

(50%)

Problema 392 Una fabrica produce tres modelos de coches: A, By C.
Cada uno de los modelos puede tener motor de gasolina o diesel. Sabemos
que el 60% de los modelos son del tipo A y el 30% del tipo B. El 30% de los
coches fabricados tienen motor diesel, el 30% de los coches del modelo A son
de motor diesel y el 20% de los coches del modelo B tienen motor diesel. Se
elige al azar un coche. Se piden las probabilidades de los siguientes sucesos:
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1. El coche es del modelo C. (0,1)
2. El coche es del modelo A, sabiendo que tiene motor diesel. (0,6)

3. El coche tiene motor diesel, sabiendo que es del modelo C. (0,6)

Problema 393 Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos. En una hora,
la maquina A fabrica 600 tornillos, la B 300 y la C' 100. Las probabilidades
de que las méaquinas produzcan tornillos defectuosos son, respectivamente,
de 0,01 para A, de 0,02 para B y de 0,03 para C. Al finalizar una hora se
juntan todos los tornillos producidos y se elige uno al azar.

1. ;Cual es la probabilidad de que no sea defectuoso?. (0,985)

2. ;Cudl es la probabilidad de que lo haya fabricado la maquina A, sa-
biendo que no es defectuoso?. (0,603)

Problema 394 A unas elecciones se presentan seis candidatos: A, B, C,
D, Ey F. Sees tima que B, C y D tienen la misma probabilidad de ganar,
que es la mitad de la probabilidad de que gane A y que E y F tienen la
misma probabilidad de ganar, que es el triple de la probabilidad de que gane
A. Calcule:

1. Laprobabilidad que tiene de ganar cada candidato. (P(A) =2/17, P(B) =
P(C)=P(D)=1/17, P(E)= P(F)=6/17)

2. La probabilidad de que gane A o F. (8/17)

Problema 395 Dos urnas A y B contienen bolas. La A tiene 4 bolas rojas,
2 verdes y 3 negras. La B tiene 3 rojas, 2 blancas y 4 negras. De una baraja
espafiola de 40 cartas, se extrae una carta. Si la carta extraida es un oro o
una figura, se extrae una bola de la urna A. En caso contrario la bola se
extrae de la urna B. ;Cudl es la probabilidad de que al realizar este proceso
se obtenga una bola negra? (47/120)

Problema 396 Hay dos urnas, la primera con 7 bolas blancas y 3 negras,
la segunda con 3 bolas blancas y 6 negras. Se extrae al azar una bola de la
primera urna y se pasa a la segunda. De esta urna, también al azar se saca
una bola. Calcular la probabilidad de que sea blanca. (37/100)

Problema 397 Se ha hecho un estudio de un nuevo tratamiento sobre 120
personas aquejadas de cierta enfermedad. 30 de ellas ya habian padecido
esta enfermedad co anterioridad. Entre las que la habian padecido con ante-
rioridad, el 80% ha reaccionado positivamente al nuevo tratamiento. Entre
las que no la habian padecido, ha sido el 90% el que reacciond positivamente.

1. Si elegimos dos pacientes al azar, jcudl es la probabilidad de que los 2
ya hayan padecido esta enfermedad?. (29/476)
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2. Si elegimos un paciente al azar. ;Cual es la probabilidad de que no
reaccione positivamente al nuevo tratamiento?. (0,125)

3. Si un paciente ha reaccionado positivamente, jcudl es la probabilidad
de que no haya padecido la enfermedad anterioridad?. (0,77)

Problema 398 De una urna, en la que hay 2 bolas blancas, 3 rojas y 4
negras, se extraen 3 bolas simultdneamente. Hallar la probabilidad de que
dos de ellas (y sélo dos) sean del mismo color. (55/84)

Problema 399 Supdngase que el tiempo (climatoldgico) sélo se puede cla-
sificar como bueno o malo y que, en cierta zona, la probabilidad de que se
produzca, de un dia para otro, un cambio de tiempo es de 0,3. Si la proba-
bilidad de que haga buen tiempo (en esa zona) el dia 20 de Junio es de 0,4,
,qué probabilidad hay de que el 21 de Junio haga buen tiempo?. (0,46)

Problema 400 En una empresa el 65% de sus empleados saben manejar
un ordenador y de estos el 40% hablan inglés. La cuarta parte de los que no
saben manejar el ordenador hablan inglés. Calcular la probabilidad de que
elgido al azar un empleado de esta empresa:

1. Hable inglés y maneje el ordenador. (0,26)
2. Hable inglés. (0,35)
3. Maneje el ordenador, sabiendo que habla inglés. (0,74)bn j

Problema 401 Los alumnos de Bachillerato de un I.E.S. proceden de 3
localidades distintas, A, By C, siendo un 20% de A, un 30% de B y el resto
de C. El 80% de los alumnos de A cursa 1° de Bachillerato y el resto, 2°.
El 60% de los alumnos de C' cursa 1° de Bachillerato y el resto, 2°.

1. Seleccionado, al azar, un alumno de Bachillerato de ese I.LE.S., ;cuél
es la probabilidad de que sea de 2°?7. (0,39)

2. Si elegimos, al azar, un alumno de Bachillerato de ese I.LE.S. y éste
es un alumno de 1°, jcudl es la probabilidad de que proceda de la
localidad B?. (0,38)

Problema 402 Segin la estadistica de los resultados en las Pruebas de
Acceso en una provincia andaluza, en septiembre de 2001, el ntmero de
alumnas presentadas es 840, de las que han aprobado un 70%, mientras que
el nimero de alumnos presentados es 668, habiendo aprobado un 75% de
éstos.

1. Elegida, al azar, una persona presentada a las Pruebas, jcudl es la
probabilidad de que haya aprobado? (0,72)
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2. Sabiendo que una persona ha aprobado, jcudl es la probabilidad de
que sea varén?. (0,46)

Problema 403 En una clase hay 12 alumnos y 16 alumnas. El profesor
saca consecutivamente a 4, diferentes, a la pizarra. Se pide hallar:

1. ;Cuadl es la probabilidad de que todos sean alumnas? (4/45)

2. Siendo la primera alumna, jcudl es la probabilidad de que sean alter-
nativamente una alumna y un alumno?. (22/195)

3. (Cual es la probabilidad de que sean dos alumnas y dos alumnos?.
(176/455)

Problema 404 Para la senalizaciéon de emergencia de una fabrica se han
instalado dos indicadores que funcionan independientemente. La probabili-
dad de que el indicador A se accione en una averia es 0,99, mientras que la
de que se accione el indicador B es 0,95. Si se produce una averia:

1. ;Cual es la probabilidad de que se accione un sélo indicador? (0,059)

2. ;Cudl es la probabilidad de que no se accione niongun indicador?
(0,005)

Problema 405 En el primer curso de una determinada Facultad hay dos
grupos A y B. En el grupo A hay 60 varones y 40 mujeres, y en el grupo
B hay 64 varones y 16 mujeres. La probabilidad de elegir un alumno del
grupo A es 1/3 y la de elegir uno del grupo B es 2/3.

1. Calcular la probabilidad de elegir un varén. (0,73)

2. Si hemos elegido un varén, jcuial es la probabilidad de que esté en el
grupo A?. (0,27)

Problema 406 Sean A y B dos sucesos independientes tales que la pro-
babilidad de que ocurran simulténeamente es 1/6 y la de que no ocurra
ninguno es un 1/3. Determina las probabilidades P(A) y P(B). (1/2, 1/3)

Problema 407 Se tira una moneda y si sale cara se una vez un dado y se
anota lo que sale, y si sale cruz se tira dos veces y se anota la suma del
resultado de ambas tiradas.

1. Calcula la probabilidad de que se haya anotado un 11 y la probabilidad
de que se haya anotado un 6. (11/72)

2. Si el resultado anotado es un 6, jcual es la probabilidad de que haya
salido cara al tirar la moneda?. (6/11)
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Problema 408 La probabilidad de que un esquiador debutante se caiga en
la pista es 0,4. Si lo intenta 5 veces, calcula la probabilidad de que se caiga
al menos tres veces. (B(5;0,4); 0,31744)

Problema 409 En un aparato de radio hay presintonizadas tres emisoras
A, B y C que emiten durante todo el dia. La emisora A siempre ofrece
musica, mientras que la B y la C' lo hacen la mitad del tiempo de emisién. Al
encender la radio se sintoniza indistintamente cualquiera de las tres emisoras.

1. Obtener de forma razonada la probabilidad de que al encender la radio
escuchemos musica. (1/2)

2. Si al poner la radio no escuchamos misica, calcular de forma razonada
cudl es la probabilidad de que esté sintonizada la emisora B. (1/3)

Problema 410 Un alumno hace un examen tipo test que consta de 4 pre-
guntas. Cada una de las preguntas tiene tres posibles respuestas de las cuales
s6lo una es correcta. Si un alumno aprueba contestando correctamente a dos
o mas preguntas, obtener de forma razonada la probabilidad de que aprueba
si responde al azar a cada una de las preguntas. (B(4,1/3); 0,4)

Problema 411 Un examen de inglés consta de tres pruebas. En primer
lugar se hace una prueba de gramética que suele ser superada por el 85%
de los alumnos que se presentan. Esta primera prueba es eliminatoria y los
alumnos que no la superan suspenden la asignatura. La segunda prueba es
fonética y 7 de cada 10 alumnos que realizan la prueba la superan. Esta
segunda prueba tiene recuperaciéon y es conocido que el 50% de los alumnos
que se presentan a dicha recuperacion la superan. La ultima prueba es oral y
a ella acceden los alumnos que han superado las dos pruebas anteriores. La
prueba oral se supera con probabilidad 0,55. Sabiendo que la asignatura se
aprueba cuando se han superado las tres pruebas, determinar la probabilidad
de que un alumno apruebe el inglés. Justificar la respuesta. (0,3974)

Problema 412 En una ciudad, el 20% de los hogares estan asegurados
contra incendios. Con objeto de establecer una encuesta en el area, una
compania de seguros selecciona 5 hogares al azar. Se pide: (B(5;0,2))

1. Nuimero de hogares que se espera que estén asegurados. (1)
2. Probabilidad de que dos hogares estén asegurados. (0,2048)
3. Probabilidad de que ninguno esté asegurado. (0,32768)

4. Probabilidad de que alguno esté asegurado. (0,67232)

Problema 413 En una determinada ciudad, aparte de su propia lengua, el
45% de los habitantes habla inglés, el 30% francés, y el 15%, inglés y francés.
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1. Calcular la probabilidad de que un habitante de esta ciudad elegido al
azar de entre los que hablan francés, hable también inglés. (1/2)

2. Calcular la probabilidad de que un habitante de esta ciudad elegido al
azar no hable inglés ni francés. (0,4)

Problema 414 Se sabe que 2 de cada 8 habitantes de una ciudad utiliza
el transporte publico para ir al trabajo. Se hace una encuesta a 140 de esos
ciudadanos. Determinar: (B(140;0,25))

1. Numero esperado de ciudadanos que no van a su trabajo en transporte
publico. (35)

2. Probabilidad de que el niimero de ciudadanos que van al trabajo en
transporte publico esté entre 30 y 45. (0,8375)

Problema 415 Se tienen tres cajas iguales. La primera contiene 3 bolas
blancas y 4 negras; la segunda contiene 5 bolas negras y, la tercera, 4 blancas
v 3 negras.

1. Si se elige una caja al azar y luego se extrae una bola, jcial es la
probabilidad de que la bola extraida sea negra?. (3/2)

2. Si se extrae una bola negra de una de las cajas, jcual es la probabilidad
de que proceda de la segunda caja?. (1/2)

Problema 416 Se lanzan dos dados equilibrados de seis caras tres veces
consecutivas:

1. Calcular la probabilidad de que en los tres lanzamientos salga el seis
doble. (1/46656)

2. Calcular la probabilidad de que en los tres lanzamientos salga un doble
distinto del seis doble. (125/46656)

Problema 417 De una baraja se extraen simultaneamente tres cartas al
azar. Encuentre la probabilidad de que:

1. Las tres cartas sean bastos. (0,012)

2. Alguna de las cartas sea un oro. (0,589)

Problema 418 Una urna A contiene 2 bolas blancas y 1 negra, y otra urna
B contiene 2 bolas negras y 1 blanca. Se extraen dos bolas de la urna A vy,
sin mirar el color, se introducen en la B. A continuacién se extrae una bola
de la urna B. ;Cual es la probabilidad de que esa bola sea negra?. (8/15)

Problema 419 En un estudio realizado sobre Navarra se recogen los si-
guientes datos:
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e El 55% de la poblacién son mujeres.

e El 12% de los hombres son estudiantes universitarios.

e El 15% de las mujeres son estudiantes universitarias.

e El 30% de las universitarias estdn cursando carrera de letras.
Segun este estudio:

1. Calcular la probabilidad de que un habitante de Navarra, elegido al
azar, sea mujer, universitaria y cursando una carrera de letras. (0.025)

2. ;Qué porcentaje de la poblacién de Navarra estd cursando estudios
universitarios?. (0,1365)

3. {Qué porcentaje de los universitarios de Navarra son hombres?. (0,3956)

Problema 420 En cierto curso de un centro de ensenanza el 62,5% de los
alumnos aprobaron Matemaéticas. Por otro lado, entre quienes aprobaron
Mateméticas, el 80% aprobd también Fisica. Se sabe igualmente que sélo el
33,3% de quienes no aprobaron Matemadticas, aprobaron Fisica.

1. ;Qué porcentaje consiguié aprobar ambas asignaturas a la vez?. (0,5)

2. ;Cuél fué el porcentaje de aprobados en la asignatura de Fisica?.

(62,5%)

3. Si un estudiante no aprobé Fisica, ;qué probabilidad hay de que apro-
bara Matemaéticas?. (0,333)

Problema 421 Se tienen tres urnas, A, B y C, en cada una de las cuales
hay cuatro bolas numeradas del 1 al 4. Si se extrae una bola de cada urna,
Lqué probabilidad hay de que la suma de los tres ntimeros sea un numero

par?. (1/2)

Problema 422 La probabilidad de existencia de radiacion en cierto lugar es
0,2 y se dispone de un sistema de alarma que suena el 95% de las ocasiones en
las que hay radiacion. Cierto dia suena la alarma. ;Cual es la probabilidad
de que haya radiacién?. (0,96)

Problema 423 Se tienen dos monedas, una sin trucar y otra trucada. Sa-
biendo que con la moneda trucada la probabilidad de obtener cruz es triple
que la probabilidad de obtener cara, calcular la probabilidad de que al lanzar
las dos monedas:

1. Se obtengan dos caras. (1/8)

2. No se obtenga ninguna cara. (3/8)



332 CAPITULO 4. PROBABILIDAD Y ESTADISTICA

3. Se obtenga una cara y una cruz. (1/2)
4. Se obtengan dos caras o dos cruces. (1/2)

Problema 424 Se lanza un dado de seis caras numeradas del 1 al 6 dos
veces consecutivas.

1. Calctlese la probabilidad de que la suma de los resultados sea igual a
4. (1/12)

2. Calculese la probabilidad de que en el primer lanzamiento haya salido
un 1, sabiendo que la suma es 4. (1/3)

Problema 425 Se escuchan tres discos y se vuelven a guardar al azar.
,Cudl es la probabilidad de que al menos uno de ellos haya sido guardado
en el envoltorio que la correspondia?.(2/3)

Problema 426 Se considera una célula en el instante ¢ = 0. En el instante
t = 1 la célula puede: bien reproducirse, dividiéndose en dos, con probabi-
lidad 3/4; o bien morir con probabilidad 1/4.

Si la celila se divide, entonces en el tiempo ¢t = 2 cada una de sus dos des-
cendientes puede dividirse o morir con las mismas probabilidades de antes,
independientemente uno de otro.

1. ;Cuéntas células es posible que haya en el tiempo t = 2.

2. ;Con qué probabilidad?.(P(4)=27/64; P(2)=18/64; P(ninguna)=19/64)
Problema 427 De una urna con 4 bolas blancas y 2 negras se extraen, al
azar, sucesivamente y si reemplazamiento, dos bolas.

1. ;Cuél es la probabilidad de que las bolas extridas sean blancas?. (2/5)

2. Si la segunda bola ha resultado negra, ;cudl es la probabilidad de que
la primera también lo haya sido?. (1/5)

Problema 428 Sean A y B dos sucesos aleatorios tales que: P(A) =
0,6, P(B)=0,2y P(AUB) =0,7.

1. Calcula P(AN B) y razona si los sucesos A y B son independientes.
(imposible)

2. Calcula P(AU B). (imposible)

Problema 429 Una fabrica produce tres modelos de coche: A, By C.
Cada uno de los modelos puede tener motor gasolina o diesel. Sabemos que
el 60% de los modelos son tipo A y el 30% de tipo B. El 30% de los coches
fabricados tiene motor diesel, el 30% de los coche modelo A son diesel y el
20% de los coches modelo B tienen motor diesel. Se elige un coche al azar.
Se piden las probabilidades de los siguientes sucesos:
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1. El coche es del modelo C. (0,1)
2. El coche es del modelo A, sabiendo que tiene motor diesel. (0,6)

3. El coche tiene motor diesel, sabiendo que es del modelo C'. (0,6)

Problema 430 Tres maquinas A, B y C fabrican tornillos. En una hora,
la maquina A fabrica 600 tonillos, la B 300 y la C' 100. Las probabilidades
de que las maquinas produzcan tornillos defectuosos son, respectivamente,
de 0,01 para A, 0,02 para B y 0,03 para C. Al finalizar una hora se juntan
todos los tornillos producidos y se elige un al azar.

1. ;Cuél es la probabilidad de que no sea defectuosos?. (0,985)

2. ;Cuél es la probabilidad de que lo haya fabricado la maquina A, sa-
biendo que no es defectuoso?. (0,603)

Problema 431 El 45% del censo de cierta ciudad vota al candidato A, el
35% al candidato B y el resto se abstiene. Se elige al azar a tres personas
del censo. Calcular la probabilidad de los siguientes sucesos:

1. Las tres personas votan al candidato A.
2. Dos personas votan al candidato A y la otra al candidato B.

3. Al menos una de las tres personas se abstiene.

Problema 432 De una baraja espanola de cuarenta cartas se extraen su-
cesivamente tres cartas al azar. Determinar la probabilidad de obtener:

1. Tres reyes.

2. Una figura con la primera carta, un cinco con la segunda y un seis con
la tercera.

3. Un as, un tres y un seis, en cualquier orden.

Problema 433 Tenemos una baraja espanola de 40 cartas. Se extraen
sucesivamente tres cartas (sin devolucién). Se pide calcular la probabilidad
de los siguientes sucesos:

1. Sacar tres ases.

2. Sacar un cinco en la primera carta, el as de oros en la segunda y una
figura en la tercera.

3. Sacar un as, una sota y un rey, en cualquier orden.
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Problema 434 Para evaluar el grado de interés, que tienen los alumnos,
por la asignatura de Matematicas, en los colegios de Méstoles, se ha realizado
una encuesta en tres de ellos; en el Villaeuropa, en el Liceo y en el Balmes.
En el Villaecuropa encuestaron a 40 alumnos, en el Liceo a 20 y en el Balmes
a 40.

Por encuestas internas se sabe que la probabilidad de que un alumno del
Villaeuropa muestre interés por las Matematicas es 0,4, en Liceo es de 0,3 y
en el Balmes es del 0,3.

Se pide:

1. La probabilidad de que un alumno escogido al azar no tenga interés
por las Matematicas.

2. Sabiendo que hemos escogido a un alumno que no muestra interés por
las Matematicas, calcula la probabilidad de que éste sea del Villaeu-
ropa.

4.3 Estadistica

Problema 435 un fabricante de pilas alcalinas sabe que el tiempo de du-
racién , en horas, de las pilas que fabrica sigue un distribucién Normal de
media desconocida y varianza 3600. Con una muestra de su produccion,
elegida al azar, y un nivel de confianza del 95% ha obtenido para la media
el intervalo de confianza (372.6,392.2).

1. Calcule el valor que obtuvo para la media de la muestra y el tamano
muestral utilizado.

2. (Cudl serfa el error de estimacién, si hubiese utilizado una muestra de
tamano 225 y un nivel de confianza del 86%?.

Solucion:

1. Tenemos que z,/3 = 1.96

o g
IC = (x_ LA TR ) — (372.6,392.2) —
Vn Vn
7-1.96- 20 _ 3796
N
— 7 =1382.4, n=144
60
T4 1.96- —— = 392.2
x + NG

E =tz —=, como z,, = 1.51 para a = 86.9% — E = +6.04

n
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Problema 436 El peso de los paquetes enviados por una determinada em-
presa de transportes se distribuye segtin una ley normal, con una desviacion
tipica de 0.9 Kg. En un estudio realizado con una muestra aleatoria de 9
paquetes, se obtubieron los siguientes pesos en kilos:

9.5 10 8.5 10.5 12.5 13 12

1. Halle un intervalo de confianza, al 99%, para el peso medio de los
paquetes enviados ‘por la empresa.

2. Calcule el tamano minimo que deberia tener una muestra, en el caso
de admitir un error maximo de 0.3 kg, con un nivel de confianza del
90%.

Solucion:

1. 7=11, 0 = 0.9 = N(11,0.9), 2,/ = 2.575:

(o) g
0= (“f‘zaﬂ‘ﬁ’“za/?w) N

0.9 0.9
11— 2.575 - ——, 11 4 2.575 - ) = (10.23,11.77
( V9 V9 ( )

FE = :l:Za/Q . ZQ/Q = 1645 =4

o

vn'
0.9

0.3=1.645- — = n = 24.35
NG

El tamano minimo debe ser de 25.

Problema 437 Un determinado producto se envasa en paquetes cuyo peso,
en gramos, se comporta como una normal N (250, 35). Si con dichos paquetes
se forman cajas de 100 unidades, se pide determinar:

1. El intervalo de confianza del 90% para los pesos medios de los paquetes
en las cajas.

2. El numero de paquetes de las cajas si queremos que el error cometido
sea la décima parte que en el caso anterior, con un nivel de confianza

del 90%.
Solucion:

1. T =250, 0 =35 = N(250,3.5), 2,5 = 1.645:

(o} g
IC = (l’-za/g . %,E+za/2 . \/ﬁ> =
35

35
250 — 1.645 - ——,250 + 1.645 - ) = (244.24,255.76
( V100 V100 ( )
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2.
o
E = Zl:Za/Q . %, ZO&/Q = 1645 —
35 E
E =1.645- —— =5.7575 = — = 0.57575
V100 10

0.57575 = 1.645 - ﬁ = n = 10000
n

El tamano minimo debe ser de 10000.

Problema 438 Las alturas, expresadas en centimetros, de los estudiantes
de segundo de Bachillerato se distribuyen normalmente con una desviacion
tipica de 20 cm. En un colectivo de 500 estudiantes de segundo de Bachille-
rato se ha obtenido una media de 160 cm.

1. Calcula, con una probabilidad del 98%, entre qué valores estard la
media de la altura de la poblacién total de estudiantes de segundo de
Bachillerato.

2. Interpretar el significado del intervalo obtenido.

Solucion:

1. T=160, o =20 = N(160,0.8944271909), 2,/ = 2.33:

g (o
0= (-0 ﬁ’”’*aﬂw) -

20 20
(160 — 2.33cdot ——=, 160 4 2.33 - > = (157.16, 162.08)

V500 v500

2. la media de la altura de la poblacion estara en el intervalo calculado en
el apartado anterior en el 98% de las muestras que podamos obtener.

Problema 439 Se quiere estimar la media de la némina mensual que reci-
ben los directivos de las compaififas multinacionales que operan en Europa.

1. Si la varianza de la némina en la poblacién es de 1000 euros?. ;Cuél
es la varianza de la media muestral cuando el tamano de la muestra
es de 1007

2. Si en las condiciones del apartado anterior, la media muestral es de
4008 euros. {Se rechazaria, con un nivel de confianza del 0.95, la
hipotesis de que la némina media es de 4000 euros?

Solucion:



4.3. ESTADISTICA 337

o /1000
v /100

0% =1000 = o = V1000 = =10

2. El test de hipétesis seria el siguiente

Ho : g = 4000
Hy : p #4000

La zona de aceptacién, el 1.C. seria

Zoc/? =1.96

g ag
(M — Za/2° %7”"1'204/2 : \/ﬁ) =
(4000 ~ 1.96 - V10, 4000 -+ 1.96 - \/ﬁ) = (3993.8, 4006.2)

Como 4008 no pertenece al intervalo rechazamos la hipétesis de que la
media sea de 4000 euros con un nivel de confianza del 0.95.

Problema 440 La duracién (en anos) de la placa base de los ordenadores
sigue una distribucién normal de pardmetros yu = 10, 0 = 2. Calcula la
probabilidad de que una placa base dure mas de 12 anos.

Solucion:
x = N(10,2)

T — 12—10)
=P 1) =
s (z>1)

1—P(z<1)=1-0.8413 = 0.1587

P(:c>12):P<

Problema 441 En una poblacion escolar se han comprobado que la esta-
tura sigue un modelo Normal de probabilidad. A partir de una muestra de
81 escolares de dicha poblacion se ha calculado una estatura media de 159
cm y una cuasivarianza de 169 cm?. Teniendo en cuenta esta informacién:

1. Determinar el error maximo que cometeriamos, con una confianza de
99%, si estimamos en 159 cm la estatura media en esa poblacién esco-
lar.

2. ;Podriamos rechazar, con un nivel de significacion del 5%, la hipétesis
de que la estatura media en esa poblacién es de 160 cm?

Solucion:
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/169 - 80
1. Cuasivarianza= i 0’ = o= =12.92.
n—1 81

Para una confianza del 99% — z, /2 = 2.575

12.92
E=tzy- % = 2575 - = 43,698

2. El test de hipétesis seria el siguiente

Hp : =160
Hy : p # 160

La zona de aceptacién, el 1.C. seria

Zoja = 1.96

o o
(:u — Ra/2 " %?M—i_ZQ/Q ’ \/ﬁ) =
12.92 12.92
(160 —1.96 - — 160 + 1.96 - 9) = (157.18,162.28)
Como 159 pertenece al intervalo no podemos rechazar la hipdtesis de
que la altura media es de 160 cm con un nivel de significacién del 5%.

Problema 442 Se sabe que el gasto semanal (en euros) en ocio para los
jovenes de una cierta ciudad sigue una distribucién normal con desviacién
tipica o conocida.

1. Para una muestra aleatoria de 100 jovenes de esa ciudad, el intervalo
de confianza al 95% para el gasto medio semanal p es (27,33). Hallar
la correspondiente media muestral T y el valor de o.

2. ;Qué numero de jévenes tendriamos que seleccionar al azar, como
minimo, para garantizar, con una confianza del 95%, una estimacién
de dicho gasto medio con un error maximo no superior a 2 euros se-
manales?

Solucion:
1. Un intervalo de confianza es de la forma

Zaj2 = 1.96

g g g g
T— 249 ——= T+ 249" —=]=(T—1.96- ,+1.96-): 27,33
<$ Za/2 n T+ 22 \/ﬁ> <CC 700 x 100 ( )

Tenemos, por tanto, el siguiente sistema:

{x—1.96'\/‘1’m=27 :>{$:30
T +1.96- 25 =33 o =15.3
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E=%z2y —=, Zaj2=1.96=

9

Jn
15.

E:1.96-ﬁ:2:n:224.82
NG

El tamano minimo debe ser de 225.

Problema 443 El peso medio de una muestra aleatoria de 100 naranjas
de una determinada variedad es de 272 g. Se sabe que la desviacién tipica
poblacional es de 20 g. A un nivel de significacién de 0.05, ;hay suficiente
evidencia para refutar la afirmacién de que el peso medio poblacional es de
275 g?

Solucion:

Se trata de estudiar un test de hipdtesis bilateral para la media.

Hp:p =275
Hy:p #275

La zona de aceptacién, el 1.C. seria

Zajo = 1.96

o o
(,U — Za/2- %,M+2a/2 : \/ﬁ) =
2 2
(275 —1.96- %, 2754 1.96 - 13) = (271.08,278.92)

Como 272 pertenece al intervalo no podemos rechazar la hipétesis de que el
peso medio de las naranjas es de 275 g con un nivel de significacién del 5%.

Problema 444 Se supone que la vida de las bombillas de un determinado
tipo sigue una distribucién normal de media 1000 horas y desviacién tipica
60 horas. Se toma una muestra al azar de 225 bombillas y se calcula su
media. ;Cudl es la probabilidad de que esta media sea menor que 996 horas?

Solucion:
La distribucién de 7 sigue una N (1000, %) = N(1000, 4)
T 1
P (7 < 996) :P(x i 996 y 000) = Pz<-1) =
g

=1-P(z<1)=1-0.8413 = 0.1587
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Problema 445 Se hizo una encuesta aleatoria entre 130 estudiantes uni-
versitarios, de los cuales 85 eran mujeres, sobre el nimero de horas que
estudian diariamente fuera del aula, obteniendose una media de 3.4 horas.

1. Si la desviacién tipica es de 1.1 horas, obtener un intervalo de con-
fianza, al 98%, para la media del nimero de horas que estudian dia-
riamente fuera del aula los estudiantes universitarios.

2. Obtener un intervalo de confianza, al 90%, para la proporpocién de
mujeres entre los estudiantes universitarios.

Solucion:

1. El1 I.C. seria

Zay2 = 2.33
(M_Za/2'0-7:u'+za/2'o-> =
vn vn

1
(34 2.33- ,3.4+2.33 - 130) = (3.175,3.625)

30
2. El I.C. seria para un proporcién

85
—0.654, ¢ =1—p, = 0.34
T3 = 0-654, ¢ pr = 0.346

[ Drdr Prdr\
(pT_za/Q : apT+zo¢/2 ' ) -
n n
0. 654 0 346 0. 654 0 346
<0 654 — 2334/ ———5——,0.654 + 233 | ———— )

(0.6123,0.6957)

br =

Problema 446 En un pais se sabe que la altura de la poblacion se distri-
buye segiin una normal cuya desviacion tipica es igual a 10 centimetros.

1. Si dicha media fuera de 170 centimetros, calcular la probabilidad de
que la media muestral, de una muestra de 64 personas, difiera menos
de un centimetro de la media de la poblacién.

2. (Cual es el tamano muestral que se debe tomar para estimar la media
de la altura de la poblacién con un error menor de 2 centimetros y con
un nivel de confianza del 95%

3. Y si, en el apartado anterior aumentamos el nivel de confianza al 99%,
,que tamafno muestral se necesitara?

Solucion:
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1. T sigue una distribuciéon N (170, \}%) = N(170,1.25).

169170 _ 171 — 170)
1.25 § 1.25

P(169 <7 < 171) :P(

P(—08 <z <08)=P(z<08)— P(z < —0.8) =
2P(2 < 0.8) — 1 = 0.5762

2.
o
E = iza/g . %, Za/? = 196 —
10
EFE=19:-—=2=—n=96.04
NLD
El tamano minimo debe ser de 97.
3.

E==%2,)y ——, Zaj2 = 2.575 =

‘5 §‘q

E =2.575- =2 = n=165.76

NG

El tamano minimo debe ser de 166.

341

Problema 447 Hace 10 afios, se hizo un amplio estudio y se concluyo que,
como méximo, el 40% de los estudiantes universitarios era fumadores. Pa-
ra ver si actualmente se mantienen las mismas conclusiones, se tomd una

muestra de 78 estudiantes entre los que 38 eran fumadores.

1. Con un nivel de significacién del 10%, ;se acepta que el porcentaje de

fumadores entre los universitarios es menor o igual que el 40%?

2. Se ampli6 la encuesta hasta 120 personas, y se obtuvo que 54 eran
fumadores. Con un nivel de significacién del 5%, jse tomaria la misma

decisién que en el apartado anterior?
Solucién:
1. Es un test unilateral para una proporcién

H0:p§0.4
Hi:p>04

La zona de aceptacion, el 1.C. seria

Zos2 = 1.28
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/ A4-0.
(—oo,p—i—za/g . pq) =|—-00,04+1.28- 0406 =
n 78

(—00,0.47)

3
Como p, = 3= 0.487 no pertenece al intervalo, no aceptamos la

hipétesis de que el porcentaje de fumadores sea menor o igual del 40%
con un nivel de significacién del 10%.

2. La zona de aceptacién, el 1.C. seria

Zo2 = 1.645
/ /0.4-0.6
(—OO,vaza/z- pq) = (—oo,o.4+ 1.645 - ) =
n 78
(—00,0.4735)
54 : :
Como p, = 120 = 0.45 si pertenece al intervalo, y aceptamos la

hipétesis de que el porcentaje de fumadores sea menor o igual del
40% con un nivel de significacién del 5%.

Problema 448 En un centro comercial se sabe que el 35% de los clientes
pagan con tarjeta.

1. Si en una caja han pagado 120 clientes, ;cudl es el nimero esperado
de clientes que no han pagado con tarjeta?

2. Si en una caja han pagado 200 clientes, jcual es la probabilidad de
que hayan pagado con tarjeta entre 60 y 85 clientes?

3. Si en una caja han pagado 400 clientes, jcual es la probabilidad de
que al menos 260 no lo hayan hecho con tarjeta?

Solucién:
1.

B(120,0.65); p=np=120-0.65= 78

Es decir, 78 clientes no pagan con tarjeta.

1 =np=200-0.35 =70, o=npg=200-0.65-0.35=6.74

— N(70,6.74)

60 — 70 e 85—70)
6.74 6.74

P(—1.56 < 2<23)=P(2<23)+ P(z <156)—1=0.93

P(60<X<85)—P<
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p=mnp=400-0.35 =260, o =npg =400-0.65-0.35 = 9.54

— N(70,6.74)

259.5 — 260) _
9.54 -
P(z > —0.05) = P(z < 0.05) = 0.5199

P(X > 260) :P(z >

Problema 449 En una méquina, en la que se ha roto el indicador de la
longitud de las piezas que esta fabricando, se sabe que la desviacién tipica
de la longitud de las piezas que produce es de 0.2 cm. Un trabajador cree
que la maquina estaba regulada para fabricar piezas de una longitud igual
a b cm.

1. Si se toma una muestra de 16 piezas y se obtiene una media de 5.12
cm con un nivel de significacién del 5%, ;se acepta la hipdtesis del
trabajador frente a la hipdtesis de que la maquina estaba regulada
para fabricar piezas de una longitud mayor?

2. Si la media muestral del apartado anterior se hubiese obtenido de
una muestra de tamano 36 y el nivel de significacién fuera del 1%,
jaceptarfamos la hipotesis del trabajador frente a la hipdtesis de que
la maquina estd regulada para fabricar piezas de una longitud mayor?

Solucién:
1. El problema es un contraste de hipdtesis unilateral:

H0:M§5
Hy:pu>5

La zona de aceptacién, el I1.C. seria

Za/2 = 1.645
2
(—oo,,u + 2q)2 \jﬁ) = (—oo, o+ 1.645 - 3@) =
(—00,5.082)

Como 5.12 ¢ (—00,5.082) no se acepta la hipdtesis del trabajador con
un nivel de significacién del 5%.

Zaj2 = 2.33

0.2
<—OO,,LL =+ Za/z . %) = <—OO,5 + 233 . m) =
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(—00,5.078)

Como 5.12 ¢ (—00,5.078) no se acepta la hipdtesis del trabajador con
un nivel de significacién del 1%

Problema 450 La estatura de los miembros de una poblacién se distribuye
segun una normal de media desconocida y desviacién tipica 9 cm. Con el fin
de estimar la media se toma una muestra de 9 individuos de la poblacion,
obteniéndose para ellos una media aritmética igual a 170 cm.

1. Calcula el intervalo de confianza al nivel del 95% para la estatura
media de la poblacién.

2. Calcula el tamano muestral necesario para estimar la media de la po-
blacién con una precisién de +5 ¢cm y un nivel de confianza del 99%.

Solucion:

1. Un intervalo de confianza es de la forma

Zaj2 = 1.96

(m— 2oz %,m Za/2 - %) g (170 ~1.96 - \9@, 170 + 1.96 - \%)
— (164.12,175.88)

E=4zy,- Zojs = 2.575 =

g
vn'
9
E=2575-—=5=—mn=21.48
NG

El tamano minimo debe ser de 22.

Problema 451 Se quiere conocer la permanencia media de pacientes en
un hospital, con el fin de estudiar una posible ampliacién del mismo. Se
tienen datos referidos a la estancia, expresada en dias, de 800 pacientes,
obteniéndose los siguientes resultados: T = 8.1 dias; s = 9 dias. Se pide
obtener un intervalo de confianza del 95% para la estancia media.

Solucidn:

Un intervalo de confianza es de la forma

Zaj2 = 1.96

o o 9 9
T2y Tt g0 — | = 8.1—1.96-,8.1+1.96-)
( 2 n /2 ﬁ) ( V300 /300
— (7.476,8.723)
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Problema 452 Se quiere comprobar con un nivel de significacién de 0.05 si
una muestra de tamano n = 20 con media T = 10 procede de una poblacién
que se distribuye segin una normal de media igual a 14 y desviacién tipica
igual a 3.

Solucion:

Se trata de estudiar un test de hipdtesis bilateral para la media.

H():,u,214
Hy:p#14

La zona de aceptacién, el 1.C. seria

Zaj2 = 1.96

g g
@_%”\mW+%”\m):
<14 1.96. 2 14 +1.96 i‘) = (12.685,15.315)
20’ TTo20) VT

Como 10 no pertenece al intervalo podemos rechazar la hipétesis de que la
muestra proceda de una N (14, 3) con un nivel de significacién del 5%.

Problema 453 El salario medio correspondiente a una muestra de 900 per-
sonas de una poblacion dada es de 725 euros. Se sabe que los salarios de esta
poblacién siguen una normal con desviacién tipica de 84 euros. ;Se puede
afirmar que el salario medio de dicha poblacién es de 700 euros con un nivel
de confianza del 95%7?

Solucion:

Se trata de estudiar un test de hipdtesis bilateral para la media.

Ho : ju = 700
Hy : p# 700

La zona de aceptacién, el I.C. seria

Zajo = 1.96

g ag
(/J — Za/2- %aﬂ‘f‘za/z : \/ﬁ) =
<700 1.96 84 700 4+ 1.96 84 > = (694.512,15.705.488)
900’ U900/ T

Como 725 no pertenece al intervalo podemos rechazar la hipétesis de que el
salario minimo de dicha poblacién sea de 700 euros con un nivel de signifi-
cacion del 5%.
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Problema 454 En los ultimos anos el consumo familiar diario de cierta
ciudad en electricidad (en Kw) se guia una normal de media 6.3 con una
desviacién tipica de 1.2. Sin embargo, desde hace unos meses las tarifas
electricas han experimentado varias reducciones, y se piensa que esto ha
podido repercutir en el consumo. Recientemente, para una muestra de 47
familias se ha obtenido un consumo medio diario de 6.8. Suponiendo que el
consumo sigue siendo aproximadamente Normal y que la desviacién tipica
se ha mantenido:

1. Plantea un test para contrastar que el abaratamiento de las tarifas no
ha influido en el consumo, frente a que ha tenido la repercusién que se
piensa, como parecen indicar los datos. Si se concluyera que la media
de consumo se ha mantenido y realmente subié ;cémo se llama el error
cometido?

2. (A qué conclusion se llega en el test planteado en el apartado anterior
con un nivel de significacién del 1%?

(Algunos valores de la funcién de distribucién de la Normal de media 0 y des-

viacién tipica 1: F(6.8) = 1, F(2.86) = 0.998, F(2.33) = 0.99, F(0.01) =
0.504)

Solucién:
1. El problema es un contraste de hipdtesis unilateral:

Ho:p<6.3
Hi:p>63

Si aceptamos que la media de consumo se ha mantenido cuando real-
mente ha subido, estamos aceptando la hipdtesis nula como verdadera
cuando en realidad es falsa. El error cometido es del tipo II.

2. La zona de aceptacion, el 1.C. seria

Zoz/Q = 233

1.2
(—oo,u+za/2 : \;%) = <—oo,6.3+2.33 : \/E) _
(—00,6.7)

Como 6.8 ¢ (—00,6.7) no se acepta la hipétesis nula, la reduccién
de las tarifas hantenido repercusién en el consumo con un nivel de
significacién del 1%.
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Problema 455 El jugador (de baloncesto) A encesta un 60% de los tiros
libres que lanza, mientras que B encesta el 70%. Si cada uno de ellos hace
300 lanzamientos jqué es més probable: que A consiga mas de 193 canastas
o que B consiga menos de 1967.

Solucion:

Para el jugador A tenemos la binomial B(n,p) = B(300,0.6) que aproxi-
mamos por la normal N(np,/npq) = N (180, 8.8485)

Y —p  193.5— 180
P(X >193) = P(Y > 193.5) = P ( a ) -

>
o 8.485
P(Z >1.59) =1— P(Z < 1.59) = 1 — 0.9441 = 0.0559

Para el jugador B tenemos la binomial B(n,p) = B(300,0.7) que aproxima-
mos por la normal N (np, /npq) = N(210,7.937)

Y- 1955- 210
P(X < 196) = P(Y < 1955) = P ( a ) -

7.937
P(Z < —1.82)=1— P(Z < 1.582) = 1 — 0.9656 = 0.0344

Lo ma&s probable es que A consiga las 193 canastas.

Problema 456 Segin una encuesta preelectoral, la intencién de voto a
cierto partido politico esta entre el 42% y el 48%. Se trata de un intervalo
de confianza, pero en la ficha técnica no figura el tamafio de la muestra, ni
tampoco el nivel de confianza utilizado.

1. Suponiendo que la muestra haya sido de 1056 individuos ;cudl es el
nivel de confianza?

2. Con una muestra mas pequena, jel nivel de confianza serfa mayor o
menor que el anterior? Justifica la respuesta.

Solucion:

1. El intervalo de confianza facilitado es de una proporcién, p = 0.45 que
es el punto medio de (0.42,0.48).

p-q p-q
<p—2a/2‘\/nap+za/2'\/n>

0.45 — 249 -/ 25222 = 0.42

0.45 + 249 - / L3522 = 0.48

El nivel de confianza es del 95%.

— 0.015324/5 = 0.03 => 2,/ = 1.96
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pb-q
E =tz |1
n
Esta claro que, manteniendo un mismo error; si aumenta n disminuye
P4 lo que ocasiona que disminuya z,/o. Por tanto, aumenta a/2 y

1 — « disminuye.

Problema 457 En un pais se seleciona aleatoriamente una muestra de 900
personas. A la salida de los colegios electorales se les pregunté si habian
votado al partido politico X y 289 contestaron que si y el resto que no. De-
terminar un intervalo que nos dé el porcentaje de votos del partido X con un
nivel de confianza del 95%), explicando los pasos realizados para su obtencién.

Solucion:

Se trata de una normal con porcentajes

.7\7( ’ pq)
n

p= oo =032, ¢=0.68, n =900 = N(0.32,0.0155)

El intervalo de confianza con z, /o = 2.33 serd

pq pq
(p —Za/2\| TPt 22" \/>) =
n n
0.32-0.68 0.32-0.68
32— 1961/~ 0.32 4 196/~ | =
(O 3 96 900 0.32 + 1.96 900 )

(0.2896, 0.3504)

Luego, el porcentaje de votos para el partido X estard en un intervalo
(28.96%, 35.04%) con un nivel de confianza del 95%.

Problema 458 En un servicio de atencién al cliente, el tiempo de espera
hasta recibir atencién es una variable normal de media 10 minutos y desvia-
cion tipica 2 minutos. Se toman muestras aleatorias del tiempo de espera
de los clientes que llegan en un dia concreto. Se pide:

1. ;Cudl es la probabilidad de que el tiempo medio de espera de una
muestra de 25 clientes no supere los 9 minutos.

2. ;Cudl es la distribucién de la media muestral, si se toman muestras
aleatorias de 64 clientes?. Especificar sus parametros.
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Solucion:

N(10,2), normal de media pu = 10 y desviacién tipica o = 2.

1.
n—25:>N<10 2) —N<1O 2) = N(10;0,4)
- 7\/% - 75 - ]
_ 9—-10
Pz<9)=P|z< =P(z<-2,5)=1—-P(2<2,5) =
—1-0,9938 = 0,0062
2.

2 2
n=64— N|(10,— | =N (10,- ) = N(10;0,25
( \/64) ( 8> ( )
Se trata de una normal de media 10 y desviacién tipica 0,25.

Problema 459 El precio de ciertos electrodomésticos puede considerarse
como una variable aleatoria con distribuciéon normal de desviacién tipica
100 euros. Los precios en euros correspondientes a una muestra de 9 de
estos electrodomésticos son

255 85 120 290 80 80 275 290 135

1. Construir un intervalo de confianza al 98% para la media poblacional.

2. Hallar el tamafio minimo que debe tener la muestra, para que con un
nivel de confianza del 99%, el error de estimacién del precio no supere
los 50 euros

Solucion:

N (u,100), normal de media p y desviacién tipica o = 100, T = 178, 89.
1.

1—a:0,98:>%:0,01:>P(z§za/2):0,99:>z% =2,32

w|R

o o
1.C.=(T—z2a—;T — | =
(:c zz\/ﬁ,m—&-z \/ﬁ)
100

V9

100
(178, 89 — 2,32 —: 178,89 + 2, 32

= (101, 56; 256, 22
v ) ( )
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1—a=0,99:>%:0,005:>P(z§za/2):0,995:>z% = 2,56

2 1
E_ZQ—:>50_256 :I_M:nz%,wm
2/ v 5

Luego n = 27.

Problema 460 Una muestra aleatoria de 9 tarrinas de helado proporciona
los siguientes pesos en gramos 88, 90, 90, 86, 87, 88, 91, 92, 89.

Hallar un intervalo de confianza al 95% para la media de la poblacién, sa-
biendo que el peso de las tarrinas tiene una distribucién normal con una
desviacion tipica de 1,8 gramos.

Solucion:

1+ 92
7:88+90+90+86+897+88+9 +92489 _ oo g o138

1—a:0,95:>a:0,05=>%:0,025

8

za) =1-0,025 =0, 975:>Za_196

o 1,8 1,8
I.c.= <:E—za; $+Za> = (89— 1,96-—; 89+1,96’>
v V9 Vo

1.C. = (87,824; 90,176)

Problema 461 Calcular el tamano minimo que debe de tener una muestra
aleatoria para garantizar que, en la estimacion de la media de una poblacion
normal con varianza igual a 60, al 90% de confianza, el error de estimacién
cometido no sea superior a 3 unidades.

Solucién:

1—a=0,9=>a=0,1:>%:O,05:>P(z§z%)20,95:>z%:1,64

=1 64@:3:>n:17,93

o
AV
o de

la muestra tiene que ser n = 18.

E=

M\Q

Luego el tamano minim

Problema 462 En una encuesta se pregunta a 10.000 personas cuantos li-
bros lee al afio, obteniéndose una media de 5 libros. Se sabe que la poblaciéon
tiene una distribucién normal con desviacién tipica 2.

1. Hallar un intervalo de confianza al 80% para la media poblacional.
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2. Para garantizar un error de estimacién de la media poblacional no
superior a 0,25 con un nivel de confianza del 95%, ja cudntas personas
como minimo serfa necesario entrevistar?.

Solucion:

1—a=0,80:>%:0,1:>P(z§za/2):0,9:>z%:1,28

o o
1.C.=|T— 22—

C (x ziﬁ,x—#—z \/ﬁ)
2
5—1,28/——;5—1,28

( +/10.000

w|R

2

1—a:0,95:>%:0,025:>P(z§za/2):0,975:>z% = 1,96

2 1,96 -2
E=za 7= =10,25=1,96—"7~ = Vn= - — n = 245, 8624
n n

9
NG Vn 0,25
Luego n = 246.

Problema 463 Para una poblacién N(u,o0 = 25), jqué tamano muestral

minimo es necesario para estimar p mediante un intervalo de confianza, con

un error menor o igual que 5 unidades, y con una probabilidad mayor o igual
que 0,957.

Solucioén:

1—a:0,95:>%:0,025:>P(z§za/2):0,975:>z% =1,96

25 1,96 - 25
= e
N ARG

E=2z 5=1,96 — n = 96,04

oo
5\/5

Luego n = 97.

4.4 Problemas de Estadistica sin resolver

Problema 464 La altura de los jovenes andaluces se distribuye segin una
normal de media desconocida y varianza 25¢m?. Se ha seleccionado una
muestra aleatoria y, con una confianza del 95%, se ha construido un intervalo
para la media poblacional cuya amplitud es de 2, 45¢m.
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1. ;Cudl ha sido el tamano de la muestra selecionada?. (16)

2. Determina el limite superior y el inferior del intervalo de confianza si
la muestra dio una altura media de 170cm. (167,55; 172,45)

Problema 465 Se conoce que el nimero de dias de permanencia de los
enfermos de un hospital sigue una normal de media 8,1 dias y desviaciéon
tipica 9 dias. Se elige al azar una muestra de 100 enfermos:

1. Razona cuél es la distribucién de la media muestral. (N (8,1;0,9))

2. (Cudl es la probabilidad de que la media muestral esté comprendida
entre 8 y 10 dias?. (0,5219)

Problema 466 Tomada una muestra al azar de 500 personas de una deter-
minada comunidad, se encontré que 300 leian la prensa diaria regularmente.

1. Halla, con un intervalo de confianza del 90%, un intervalo para esti-
mar la proporcién de lectores entre las personas de esa comunidad.
(0,5638;0,6362)

2. A la vista del resultado anterior, se pretende repetir la experiencia para
conseguir una cota de error del 0,05% con el mismo nivel de confianza
del 90%. ¢Cudntos individuos ha de tener la muestra?.(n=260)

Problema 467 Queremos estimar la media de una variable aleatoria que
se distribuye normalmente con una desviacion tipica de 3,2. Para ello, se
toma una muestra de 64 individuos, obteniéndose una media de 32,5. ;Con
qué nivel de confianza se puede afirmar que la media de la poblacién esta
entre 31,5 y 33,57, (98,76%)

Si la desviacion tipica de la poblacion fuera 3, jcudl es el tamano que deberia
tener la muestra con la que estimamos la media poblacional si queremos que
el nivel de confianza sea del 99% y el error admisible no supere el valor de
0,757. (107)

Problema 468 A partir de la informacién suministrada por una muestra
aleatoria de 100 familias de cierta ciudad, se ha determinado el intervalo de
confianza al 99% (42, 58) para el gasto medio mensual por familia (en euros)
en electricidad.

Determina, justificando las respuestas:

1. La estimacién puntual que dariamos para el gasto medio mensual por
familia en electricidad en esa ciudad. (50 euros)
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2. (Qué numero de familias tendriamos que seleccionar al azar, como
minimo, para garantizarnos, con una confianza del 99%, una estima-
cion de dicho gasto medion con un error maximo no superior a 3 euros?.

(712 familias)

Problema 469 .

1. Un fabricante de medicamentos afirma que cierta medicina cura una
enfermedad de la sangre en el 80% de los casos. Los inspectores de
sanidad utilizan el medicamento en una muestra de 100 pacientes y
deciden aceptar dicha informacién si se curan 75 o maés.

Si lo afirma el fabricante es realmente cierto, ;Cual es la probabili-
dad de que los inspectores rechacen dicha informacién?. (0,1056)

2. Si en la muestra anterior se curaron 60 individuos, con una confianza
del 95%, jcuél es el error méximo cometido al estimar que el porcentaje
de efectividad del medicamento es del 60%?. (8 personas)

1
Dato: pe N (p, p(p))

n

Problema 470 Sesupone que la altura de las alumnas de segundo de bachi-
llerato de una detreminada ciudad sigue una distribucién normal de 165¢cm
y desviaccion tipica de 11lcm.

Se toma una muestra al azar de 121 de estas alumnas y se calcula su media.
. Cuél es la probabilidad de que esta media sea menor que 164cm?. (15,87%)

Problema 471 FEl peso de las 100 vacas de una ganaderia se distribuye
segin una normal de media 600 kg y una desviaciéon tipica de 50kg. Se
pide:

1. ;Cuédntas vacas pesan mas de 570 kg?. (73 vacas)
2. (Cudntas pesan menos de 750 kg?. (Todas)

3. (Cudntas pesan entre 500 y 700 kg?. (96 vacas)

Problema 472 En una muestra aleatoria de 300 votantes, 180 se mostraron
favorables al partido A.

1. Estima en tanto por ciento, y con un nivel de confianza del 99%, entre
qué limites se encuentra la proporcién de votantes del partido A. (entre
el 52,79% y el 67,21%)
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2. Con un nivel de confianza del 95%, jcudl debe ser el tamano de la
muestra para que se realice una estimacién con un error menor o igual
a 0,057. (369 votantes)

Problema 473 Una variable aleatoria X tiene una distribucién normal,
siendo su desviacién tipica igual a 3.

1. Si se consideran muestras de tamano 16, ;qué distribucion sigue la
variable aleatoria media muestral?. (N (u,3/4))

2. Si se desea que la media de la muestra no difiera en més de 1 unidad de
la media de la poblacién, con probabilidad de 0,99, ; cudntos elementos,
como minimo, se debrian tomar en la muestra?. (n = 60)

Problema 474 Se selecciona aleatoriamente una muestra de 600 personas
en una ciudad y se les pregunta si consideran que el trafico en la misma es
aceptablemente fluido. Responden afirmativamente 250 personas.

,Cual es el intervalo de confianza de la proporcién de ciudadanos de esa
ciudad que consideran aceptable la fluidez del trafico, con un nivel de con-
fianza del 90%7?. ((0,3654;0,4680))

Problema 475 Se va a realizar una encuesta entre la poblacién espanola
mayor de edad. Si se admite un margen de error del 2%, ;a cudntas personas
habra que entrevistar con un nivel de confianza del 95%?. (n = 9604 %)

Problema 476 En una poblacién, los ingresos anuales siguen una distribu-
cién normal con una media de 2 millones de pesetas y una desviacién tipica

de 800000 pta.

Si la proporcién de pobres es el 4% y la de ricos el 2%, jcudles son los
ingresos anuales que marcan los limites de la pobreza y de la riqueza en esa
poblacién?. (600000;3640000)

Problema 477 La cuarta parte de una poblacion ha sido vacunada contra
una enfermedad. ;Cudl es el tamano minimo que debe tener una muestra de
dicha poblacién para que, con un nivel de confianza del 95%, la proporcién
muestral y la poblacional no difieran en mas de 0,027.

Explica los pasos seguidos para obtener la respuesta. (n = 1801)

Problema 478 En una ciudad el peso de los recién nacidos se ha distribuido
segun la ley normal de media X = 3100 grm y desviacion tipica o = 150grm.
Halla los parametros de la distribucion que siguen las medias de las muestras
de tamano 100. N(3100 ; 15)
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Problema 479 La variable altura de las alumnas que estudian en una es-
cuela de idiomas sigue una distribuciéon normal de media 1,62 m y desviaciéon
tipica 0,12 m.

1. a) ;Cudl es la probabilidad de que la media de una muestra aleatoria
de 100 alumnas sea mayor de 1,60m?. (0,9452)

2. b) ;Cuél es la probabilidad de que la altura media de las alumnas se
encuentre entre 1,59 m y 1,65 m en dicha muestra aleatoria?. (0,9876)

Problema 480 Se ha tomado una muestra de los precios de un mismo
producto alimenticio en 16 comercios, elegidos al azar en un barrio de la
ciudad y se han encontrado los siguientes precios; 95, 108 , 97, 112, 99, 106,
105, 100, 99, 98, 104, 110, 107, 111, 103, 110. Suponiendo que los precios
de éste producto se distribuyen segiin una normal de varianza 25 y media
desconocida;

1. ;Cuadl es la distribucién de la media muestral?. N(104;1,25)

2. Determine el intervalo de confianza al 95% para la media poblacional.
(101,55 ; 106,45)

Problema 481 Calcular el pardmetro Z,/, sabiendo que el nivel de con-
fianza o coeficiente de confianza es:

1. 95%. (1,96)
2. 99%. (2,575)
3. 99,9%. (3,27)

Problema 482 Una encuesta realizada sobre 40 aviones comerciales revela
que la antigiiedad media de éstos es de 13,41 afios con una desviacion tipica
muestral de 8,28 afos; se pide:

1. jEntre qué valores con un 90% de confianza, se encuentra la antigiiedad
media de la flota comercial?

2. Si se quisiera obtener un nivel de confianza del 95% cometiendo el mis-
mo error de estimacién que en el apartado anterior, ;cuantos elementos
deberian componer la muestra?

Problema 483 Se desea hacer un estudio de mercado para conocer el pre-
cio medio de los libros cientificos. Para ello se elige una muestra aleatoria
formada por 34 libros y se determina que la media muestral es de 3490 pese-
tas con una desviacién tipica de 450 pesetas. Halla el intervalo de confianza
para el precio medio de los libros cientificos al nivel 99%. (3291,24 ; 3688,76)
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Problema 484 La desviacion tipica de la altura de los habitantes de un
pais es de 10 cm. Calcular el tamanio minimo que ha de tener una muestra
de habitantes de dicho pais para que el error cometido al estimar la altura
media sea inferior a 1 cm con un nivel de confianza del 99%. ; Y si el nivel
de confianza es del 95%7. (385 personas)

Problema 485 Se ha tomado una muestra aleatoria de 100 individuos a
los que se ha medido el nivel de glucosa en sangre, obteniéndose una media
muestral de 110mg/cc. Se sabe que la desviacién tipica de la poblacién es
de 20mg/cc.

1. Obtener un intervalo de confianza al 90% para el nivel de glucosa en
sangre en la poblacién. (106,71 ; 113,29)

2., Qué error maximo se comete con la estimacién anterior?. (E=3,29)

Problema 486 La media de edad de los alumnos que se presentan a las
pruebas de acceso a la Universidad es de 18 anos y la desviacién tipica 0,6
anos.

1. De los alumnos anteriores se elige al azar una muestra de 100 ;Cudl
es la probabilidad de que la media de la edad de la muestra esté com-
prendida entre 17,9 y 18,28 afios? (0,951)

2. Qué tamano debe tener una muestra de dicha poblacién para que
su media esté comprendida entre 17,9 y 18,3 afnos, con un grado de
confianza del 99,5%7. (n=71,06)

Problema 487 Las medidas de los didmetros de una muestra al azar de
200 bolas hechas por una determinada maquina, dieron una media de 2cm
y una desviacién tipica de 0,1 ¢m. Hallar los intervalos de confianza con un
grado de confianza de:

1. 68,26% (1,9929 ; 2,007)
2. 95,44% (1,9858; 2,014)
3. 99,73% (1,9787; 2,021)

Problema 488 Un estudio realizado sobre 100 usuarios revela que un automovil
recorre anualmente un promedio de 15200 K'm con una desviacién tipica de
2250 K'm.

1. Determine un intervalo de confianza, al 99%, para la cantidad prome-
dio de kilémetros recorridos. (14620,6;15779,4)

2. (Cual debe ser el tamano minimo de la muestra para que el error
cometido no sea superior a 500 K'm, con igual confianza?. (n=135)
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Problema 489 La cantidad de hemoglobina en sangre del hombre sigue
una ley normal con desviacion tipica de 2 g/dl.

Calcule el nivel de de confianza de una muestra de 12 extraciones de sangre
que indique que la media poblacinal de hemoglobina en sangre esta entre 13
y 15 gramos por decilitro. (91,64%)

Problema 490 Tomada al azar una muestra de 60 alumnos de una Uni-
versidad se encontré que un tercio hablaban inglés.

1. Hallar, con un nivel de confianza del 90%, un intervalo para estimar
la proporcién de alumnos que hablan inglés entre los alumnos de esa
Universidad. (0,233; 0,433)

2. A la vista del resultado anterior se pretende repetir la experiencia para
conseguir una cota de eror del 0,01 con el nivel de confianza del 90%.
;Cudntos individuos ha de tener la muestra?. (n=6014)

Problema 491 Segun un estudio realizado por una empresa hotelera du-
rante el ano 1992, la distribucién del tiempo de estancia de cada viajero fue
normal con una media de 3,7 dias y una desviacion tipica de 1,1 dias. A lo
largo del ano 2000 se analiz6 el tiempo de estancia de 49 viajeros elegidos
al azar, obteniéndose una media de 3,5 dias. ;jPodemos afirmar que esta
diferencia es debida al azar con una confianza del 98%?7. Con el mismo nivel
de confianza, jcambiaria la respuesta si esta media de 3,5 dias se hubiera
obtenido al analizar el tiempo de estancia de 100 viajeros elegidos al azar?.
(Si,No)

Problema 492 .

1. La duracion de cierto tipo de motor es una variable normal con una
media de 10 afios y desviacion tipica de 2 anos. El fabricante garantiza
el buen funcionamiento de los motores por un intervalo de 13 afios.
i, Qué porcentaje de motores se espera que no cumplan la garantia?.
(93% no cumplen)

2. Una fabrica de conservas desea conocer el tiempo que tarda en estro-
pearse un producto que tiene almacenado. FElige una muestra de 40
unidades, resultando que el tiempo de descomposicion de estos produc-
tos es de 172 horas. Por experiencias anteriores se conoce la desviacién
tipica de la variable normal ”tiempo de descomposicién”de 5 horas.
Con un nivel de confianza del 95%, jentre qué valores se encuentra el
tiempo medio de descomposicion para la totalidad del producto alma-

cenado?. Dato: X € N (,u, %); (171,5;172,5)
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Problema 493 Para estimar la proporcion de habitantes de una determi-
nada ciudad que poseen ordenador personal se quiere utilizar una muestra
aleatoria de tamano n. Calcule el valor minimo de n para garantizar que,
con un nivel de confianza del 95%, el error en la estimacién no sea supe-
rior al 2%. (Como se desconoce la proporcién, se tiene que tomar la més
desfavorable, que serd 0,5). (625)

Problema 494 La altura media de una muestra tomada al azar de 121
recién ninos nacidos es de 51 cm y la desviacion tipica es de 5,5 cm. Calcule
el intervalo de confianza aproximado para la media poblacional para un nivel
de confianza del 95%. (50,02;51,98)

Problema 495 El peso de las peras de una cosecha se distribuye segin una
normal de media 115 gramos y desvicién tipica igual a 25 gramos.

1. ;Cudl es la probabilidad de que una pera elegida al azar pese mas de
120 gramos?. (0,4207)

2. (Cual es la probabilidad de que el peso medio de una muestra de 64
peras esté entre 112 y 119 gramos?. (0,7312)

Problema 496 Sesabe que el consumo semanal de refrescos (en litros) entre
los jovenes de una ciudad es una variable normal con desviacién tipica igual
a 0,6 litros. Se pregunta a 100 jévenes sobre el consumo semanal de refrescos
y se obtiene una media muestral de 1,5 litros.

1. Hallar el intervalo de confianza de nivel 0,95 para la media de consumo
semanal de refrescos de la poblacién de jévenes. ((1,3824;1,6176))

2. Si se acepta un error de 0,1 litros y se toma un nivel de confianza
del 99%, jcudl es el tamano de la muestra de jévenes que habria que
considerar?. (n=239)

Problema 497 En una empresa de microcircuitos se ha comprobado que el
10% de éstos son defectuosos. Si se compra un paquete de 300 microcircuitos
procedentes de la fabrica, determinar: B(300;0,1)

1. Nimero esperado de microcircuitos no defectuosos. (270)

2. Probabilidad de que se encuentre mds del 9% de microcircuitos defec-
tuosos. (0,6844)

3. Probabilidad de que el niimero de microcircuitos defectuosos esté entre
20 y 30. (0,4297)

Problema 498 Se supone que el peso de las sandias de cierta variedad
sigue una distribucién normal con desviacién tipica de 1kg. Se toma una
muestra aleatoria de 100 sandias y se observa que el peso medio es de 6 kg.
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1. Calctlese un intervalo de confianza al 95% para el peso medio de esa
variedad de sandia. ((5,804;6,196))

2. ;Puede aceptarse la hipétesis de que el verdadero peso medio de las
sandias es de 5 kg, frente a que sea diferente, con un nivel de signifi-
cacién de 0,057. (No)

Problema 499 El peso medio de una muestra de 64 jévenes de 18 anos ha
sido de 70 kg. Sabiendo que los pesos de los jovenes de 18 anos se distribuyen
con una desviacion tipica de 12 kg, encuentre el intervalo de confianza para
la media de los pesos de la poblacién de jévenes de 18 anos, con un nivel de
confianza del 95%. (67,06;72,94)

Problema 500 Un fabricante de pilas alcalinas sabe que la desviacién tipica
de la duracion de las pilas que fabrica es de 80 horas. Calcule el tamano de
la muestra que debe someterse a prueba para tener una confianza del 95%
de que, al tomar la duracién media de la muestra como valor de la duracién
media de la poblacion total de pilas, el error que se cometa sea menor de 16
horas. (n =97)

Problema 501 Una muestra aleatoria extraida de una poblaciéon normal
de varianza igual a 100, presenta una media muestral de 160. Sabiendo que
el tamano de la muestra es 144 se pide:

1. Calcular un intervalo de confianza del 95% para la media poblacional.
(158,4; 161,6)

2. Calcular un intervalo de confianza del 90% para la media poblacional.
(158,6; 161,4)

3. Si se quiere tener una confianza del 95% de que el error maximo es
1,2 em, (cudntas observaciones adicionales deben tomarse?. (n=267)

Problema 502 En una granja avicola pueden usar dos sistemas de alimen-
tacién para sus gallinas: A y B. Con ambos sistemas se recoge aproxima-
damente el mismo nimero de huevos, pero cuando se usa el A el peso de los
huevos sigue una normal, de 62 gr de media y 3,5 gr de desviacion tipica,
mientras que usando el B la distribucién (también normal) tiene 63,5 gr de
media y 4,5 gr de desviacién tipica. Si hay que deshechar, por inutilizables
a todos los efectos, los huevos de menos de 55 gr:

1. ;Cuadl de los dos sistemas es preferible?. (A)

2. jCuantos huevos fueron deshechados en cierta temporada en la que se
usé el sistema A y se produjeron 1000 docenas de huevos?. (274)

Problema 503 En una encuesta realizada a 800 personas elegidas al azar
del censo electoral, 240 declararon su intencién de votar al partido A.
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1. Estimar, con un nivel de confianza del 95,45% entre qué valores se
encuentra la intencién de voto al susodicho partido en todo el censo.
(0,2689; 0,3311)

2. Discutir razonadamente el efecto que tendria sobre el intervalo de con-
fianza el aumento, o la disminucion del nivel de confianza.

Problema 504 En cierta poblacién cercana a una estacién de esqui se quie-
re estimar con un nivel de confianza del 95% la proporcién de habitantes que
practican el esqui. Se toma una muestra de 400 habitantes de la poblaciéon
de la que 240 afirman que practican este deporte. Determinar el correspon-
diente intervalo de confianza. Explicar los pasos seguidos para obtener la
respuesta. (0,553; 0,647)

Problema 505 Se sabe que la estatura de los individuos de una poblacion
es una variable aleatoria que sigue una distribucién normal con desviacion
tipica 6 cm.

Se toma una muestra aleatoria de 225 individuos que da una media de
176 cm.

1. Obtenga un intervalo, con un 99% de confianza, para la media de la
estatura de la poblacién. (174,97; 177,03)

2. Calcule el minimo tamano de muestra que se ha de tomar para estimar
la estatura media de los individuos de la poblacién con un error inferior
a 1em y una confianza del95%. (n=139)

Problema 506 Se sabe que los estudiantes de una provincia duermen un
numero de horas diarias que se distribuyen segin una ley normal de media
w horas y de desviacién tipica o = 2 horas.

1. A partir de una muestra de 64 alumnos se ha obtenido el siguiente
intervalo de confianza (7,26; 8,14) para la media de la poblacién. De-
termine el nivel de confianza con que se ha construido dicho intervalo.

(92,16%)

2. Determine el tamano muestral minimo necesario para que el error que
se cometa al estimar la media de la poblaciéon por un intervalo de
confianza sea, como maximo, de 0,75 horas, con un nivel de confianza

del 98%. (n = 39)

Problema 507 En una universidad se toma al azar una muestra de 100
alumnos y se encuentra que han aprobado todas las asignaturas 62. Se pide
hallar:

1. Con un nivel del 95%, un intervalo para estimar el porcentaje de los
alumnos que aprueban todas las asignaturas. (0,5249; 0,7151)
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2. A la vista del resultado anterior se pretende repetir la experiencia para
conseguir una cota de error de 0,03, con el mismo nivel de confianza
del 95%. {Cuantos individuos ha de tener la muestra?. (n=1006)

Problema 508 Se sabe, por trabajos realizadospor expertos, que la velo-
cidad lectora media de los nifios de 6 anos es de 40 palabras por minuto,
siendo la desviacion tipica de 12. Hemos tomado una muestra aleatoria de
49 nifios de 6 anos y les hemos medido su velocidad lectora, resultando una
media de 42 palabras por minuto. ;Podemos afirmar que nuestra media es
compatible con la de los expertos a un nive de confianza del 99%. Razona
la respuesta. (Si)

Problema 509 Un estudio de un fabricante de televisores indica que la
duracién media de un televisor es de 10 anos, con una desviacién tipica de
0,7 afios. Suponiendo que la duracién media de los televisores sigue una
distribucién normal:

1. Calcula la probabilidad de que un televisor dure més de 9 anos. (0,9222)

2. Calcula la probabilidad de que dure entre 9 y 11 anos. (0,8444)

Problema 510 En una poblacién de estudiantes de Bachillerato se quier
estimar la proporcién de estudiantes que tienen posibilidad de conectarse
a Internet desde su domicilio. SE selecciona al azar una muestra de 300
estudiantes de dicha poblacién y a partir de la informacién obtenida con
esos, se determina el intervalo de confianza (0,22;0,28) para dicha proporcién
con una confianza del 99%. Teniendo en cuenta esta informacién, contestar
justificando las respuestas:

1. ;Qué estimacién puntual darfamos a la proporcion de estudiantes de
esa poblacion que puede conectarse a Internet desde su domicilio?.
(25%, 75)

2. ;Qué numero minimo de estudiantes tendriamos que seleccionar al
azar con objeto de conseguir, con un intervalo de confianza del 99%,
un error maximo en la estimacién de dicha proporcién menor que 0,057.
(n = 498)

Problema 511 En cierta prueba, el 35% de la poblacién examinada obtuvo
una nota superior a 6, el 25%, entre 4 y 6, y el 40% inferior a 4. Suponiendo
que las notas siguen una distribucién normal, hallese la nota media y la
desviacion tipica. ;Qué porcentaje de la poblacién tiene una nota que se
diferencia de la media en menos de 2 unidades?. (47,14%)

Problema 512 Se sabe que los recién nacidos en una determinada pobla-
cién sigue una distribucién normal de media 3600 gr y desviacion tipica
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280 gr. Se toma una muestra al azar de 196 de estos recién nacidos y se
calcula la media. ;Cuadl es la probabilidad de que esta media esté entre 3580
y 36207. (0,6826)

Problema 513 En una muestra aleatoria de 400 personas de una pobla-
cion hay 80 que tienen teléfono movil. Calcular el intervalo de confianza
aproximado para la proporcién poblacional para un nivel de confianza del
95%. (0,1608; 0,2392)

Problema 514 Un laboratorio farmacéutico afirma que el el ntimero de
horas que un medicamento de fabricacion propia tarda en curar una deter-
minada enfermedad sigue una variable normal con desviacién tipica igual
a 8. Se toma una muestra de 100 enfermos a los que se les suministra el
medicamento y se observa que la media de horas que tardan en curarse es
igual a 32.

1. Encontrar un intervalo de confianza, con un nivel de confianza del 99%.
(29,94; 34,06)

2. Si el nivel de significacion es igual a 0,05, jcudl es el tamano de la
muestra que habria que considerar para estimar el valor de la media
con error menor de 3 horas?. (n = 28)

Problema 515 En una muestra de 600 personas de una ciudad se observa
que 30 son inmigrantes.

1. Determinar un intervalo de confianza de nivel 0,95 para el porcentaje
de inmigrantes en la ciudad. (0,032; 0,068)

2. Si se quiere estimar el porcentaje de inmigrantes con un error maximo
de 0,02, jcudl es el tamano de la muestra que habria que considerar si
se usa un nivel de significacién del 1%. (n=788)

Problema 516 Cuando una méaquina funciona correctamente, produce pie-
zas cuya longitud sigue una ley normal de media 12 c¢m y desviacion tipica
1em. El encargado del control de calidad ha tomado una muestra de 25
piezas obteniendo una media de 11,5 cm.

1. Contrasta la hipétesis de que la méaquina estd funcionando correcta-
mente, con un nivel de significacién igual a 0,05.

2. Calcula el intervalo de confianza al nivel de 95% para la longitud media
de las piezas que estd produciendo la maquina. (11,108; 11,892)

Problema 517 La duracion de las llamadas de teléfono, en una oficina
comercial, sigue una distribucién normal con desviacién tipica 10 segundos.
Se hace una encuesta entre 50 llamadas telefénicas y la media de duracién
obtenida en esa muestra es 35 segundos. Calcular el intervalo de confianza
al 99% para la duracién media de las llamadas. (31,36; 38,64)
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Problema 518 Preguntadas 100 personas de cierta ciudad, elegidas al azar,
si leen el periddico al menos una vez a la semana, sélo 40 han contestado
que si. Encuentre un intervalo de confianza, con nivel de confianza del 99%,
para la proporcién de personas de esa ciudad que leen el periédico al menos
una vez a la semana. (0,274;0,526)

Problema 519 En un examen, al que se presentaron 2000 estudiantes,
las puntuaciones se distribuyeron normalmente, con media 72 y desviacién
tipica 9.

1. ;Cuéntos estudiantes obtubieron una puntuacién entre 60 y 807. (1438)

2. Si el 10% superior de los alumnos recibié la calificacién de sobresalien-
te, jqué puntuacién minima habia que tener para recibir tal califica-
ci6n?. (A partir de 84)

Problema 520 Con el fin de estimar la edad media de los habitantes de
una gran ciudad, se tomé una muestra aleatoria de 300 habitantes que arrojo
una edad media de 35 anos y una desviacién tipica de 7 anos.

1. Hallar el intervalo de 95% de confianza en el que se encontrard la edad
media de la poblacién. (34,20; 35,79)

2. ;Qué vivel de confianza se deberia usar para que el intervalo fuera
35+ 0,447, (72,42%)

Problema 521 La desviacion tipica del nimero de horas diarias que duer-
men los alumnos de cierta universidad es 3 horas. Se considera una muestra
aleatoria de 40 estudiantes que revela una media de sueno de 7 horas. Hallar
un intervalo de confianza de 95% para la media de horas de sueno de los
estudiantes de esa universidad. Explicar los pasos seguidos para obtener la
respuesta. (6,07; 7,93)

Problema 522 Un fabricante de electrodomésticos sabe que la vida media
de éstos sigue una distribuciéon normal con media g = 100 meses y desvia-
cion tipica o = 12 meses.

Determinese el minimo tamaifio muestral que garantiza, con una probabili-
dad de 0,98, que la vida media de los electrodomésticos en dicha muestra se
encuentra entre 90 y 110 meses. (n = 8)

Problema 523 Una variable aleatoria X tiene una distribucién normal,
siendo su desviacién tipica igual a 3.
1. Si se consideran muestras de tamano 16, ;qué distribucién sigue la

— 3
variabla aleatoria media muestral?. (X =N <u, 4>>

2. Si se desea que la media de la muestra no difiera en mas de 1 unidad
de la media de la poblacién, con probabilidad de 0,99, ;cuantos ele-
mentosm, como minimo, se deberfan tomar en la muestra?. (n = 60)





