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LIMITE FINITO DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

¢ Como determinar el limite de una funcién cuando la variable x se aproxima a ung/alor “x

En general, para tener una idea de la respuesta basta evaluar la funcién en puntos x cada vez mas proximos €
Xo, tomando:

-Valores inferiores agkes decir, aproximandonos por la izquierda.
-Valores superiores a»es decir, aproximandonos por la derecha.

Ejemplo 1

Consideremos la funcién y = f(x) = x°.

Mediante una tabla de valores, construimos la gréafica de esta funcién, que es una parabola con vértice en
el origen de coordenadas.

x | 3] 2] 1
fx) | 9 | 4 1 0 1 4 | 9

O
=
N
w

Nos hacemos la siguiente pregunta: “Si x se aproxima a 0, ¢a qué valor se aproxima la funcion?”

Fijandonos en la grafica, podemos responder facilmente a la pregunta formulada.

Aproximandonos a 0 por la izquierda, la funcién se aproxima a O.

X > 0 -1 01 | -0°01 | -0'001 | -070001
() f(x) - ? 1 oo1 | 10" 10° 10°®

Diremos entonces que el limite lateral por la izquierda de la
funcion cuando x tiende a 0 es 0.

Simbolicamente, se escribe lim f(x) =0
X-0"

Aproximandonos a 0 por la derecha, la funcién se aproxima a 0.

X - 0 1 01 001 000 00001
f(x) > ? 1 001 | 10" 10° 10”
X
"1 2 '3 Diremos entonces que el limite lateral por la derecha de la

funcién cuando x tiende a 0 es 0.

Simbdlicamente, se escribe lim f(x) =0
X-0"

Observa que al aproximarse x a 0, tanto por la derecha como por la izquierda, los valores
correspondientes de la funcién se aproximan a 0.

Por tanto, el n° 0 se llama limite de la funcion f(x) en x = 0. Se denota:
lim f(x) =0
X-0
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S Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS 11 2

Formalizamos el concepto de limite mediante el uso de entornos.

Definimos:
* Entorno de centro a yradio r, E(a, r), al intervalo abierto E(as(p—r,a+r)
* Entorno reducido de centro a y radio r, E*(a, r), al intervalo abierto E*(a&(a—r,a+r)—{a}

Es decir; un valor x pertenece al entorno E(a, r) si:

XxOE(a,r) - xd(a—-r,a+r - a—-r<x<a+r o —r<x—a<r - |x—al|<r

¢ Se dice que el numero L es el limite de la funcion f cuando x tiendecaando al tomar valores muy
proximos a ¥, pero distinto deg los valores de la funcién también estdn muy préximos a L, de mgnera
gue dicha distancia se puede hacer tan pequefia como se quiera.

Es decir,

lim f(x) =L si se verifica que f(x}» L cuando X —xg

X - Xo
Otras definiciones mas exhaustivas:

¢ lim f(x)=L si VE(L, ¢, 0E(x, 8/ VX € E*(Xo, 8 — f(X) € E(L, ¢

X = Xo

* lim f(x)=L si Ve>0,00>0/ |[x—y<do=|[f(X)—L|<e

X X

# S existe el limite de la funcién f cuando-xxg, se dice que la funcidn es convergesiex.

Ejemplo 2

Consideremos la funcion y = f(x) = x*

\ 4+ / Veamos graficamente que Iimzf(x) =4:
X -

\ | / Tomamos cualquier entorno de centrox =2, (2 -\, 2 + \).
4---=-- / Considerando cualquier punto de dicho entorno se verifica
’: gue su imagen se encuentra muy proxima a 4, es decir, en
1 /l un entorno de centro 4.
I
1
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S Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS 11 3

1.1. LIMITES LATERALES

B Definiciones:

® Limite por laizquierda: limite de la funcién tomando valores de x proxim@sparo inferiores .

lim f(x) = lim f(x) =L si se verifica que f(x}» L cuando x —x, (tomando valores x <X
X=X, X - Xq
X<Xq

# Limite por la derecha: limite de la funcién tomando valores de x proxinxggaro superiores %y.

lim f(x) = lim f(x) =L si se verifica que f(x)}» L cuando x —xX, (tomando valores x >x
X = X, X = X,
X>X,

Una definicion mas exhaustiva:

¢ im f()=L siVe>0,00>0/ %—-0<x<x - [f{(X)—L|<e

X = X,

* lim f(x)=L siVe>0,0>0/ %<x<%+d - [f(xX)-L|<e

X = X,

m Condicion necesaria y suficiente de convergencia.

o Para que exista el limite de una funcién f(x) cuando x tiende a un punto dado, tienen que existir los
dos limites laterales y ser iguales:

lim f(x) =L < lim f(x) = lim f(x) =L
X - Xg X - X X = X,

o Cuando los limites por la izquierda y por la derecha de una funcién en un punto son distintos, no
existe el limite de la funcion en dicho punto.

Ejemplo 3

Sea la funcién parte entera de x: f(x) = E(x)

Se define como el nimero entero inmediatamente inferior a x o igual que él.

: Para cualquier entero z se verifica que no
= *—0 existe el limite de la funcion ya que se
5 verifica:
= .
e lim f(x) =2

1] = . X-Z
g e limf(x)=z-1

T T T T T T X-Z

K| 2 1 [u] 1 2 3 4 X

Luizsa H.



S Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS 11 4

El valor que toma una funcién en un punto no influye en el valor del limite.

Para que exista el limite de una funciéon en un punto engx A hay que tener en cuenta lo que ocurre
exactamente en dicho puntos sino en sus proximidades. De legctusos en los que no esta definida la
funcién en un punto pero si existe el limite.

En muchas ocasiones, el limite de una funcién en un punto dadoincide con su imagen §jx En tal
caso, se dice que la funci@s continua en x

f continua en x = xsi lim f(x) =f(x,)
X = Xq

Sea la funcioén:

x?+1si x=0
f(x) =
1-x si x<0

Estudiamos Iimof(x)
X -

Calculamos los limites laterales:
o lim f(x) = lim f(x) =lim (x2 +1) =1
X -0 X0 x-0
x>0
o lim f(x) =lim f(x) =lim (1-x) =1
X-0" x-.OO X-0
X<l

Ambos limites coinciden, por tanto, existe el limite:

lim f(x) =1
xl_mo (X)

Ademas coincide con su imagen f(0) = 1

Sea la funcioén:

x+1si x>1
f(x) =
3-x si x<1

Estudiamos Iimlf(x)
X —

Calculamos los limites laterales:
. lim f(x) =lim f(x) =lim (x+1) =2
X1 X1 X1
x>1

o lim f(x) =lim f(x) =lim (3-x) =2
X1 X-1 X-1

x<1

B Ambos limites coinciden, por tanto, existe el limite:

T limf(x) =2
X-1

Sin embargo, la funcion no esta definida para x = 1

Luizsa H.



JMre  Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS 11 5

Dada la funcion f definida a trozos, determinar si existe Iimlf(x)
X -

5_
Xx+3 si x>1
f(x)=4 2 si x=1 7
3x+1 si x<1 3
Estudiamos los limites laterales: 2 &

o lim f(x) =lim f(x) =lim (x+3 =4
X1 X-1 X-1

1
x<1 j
e lim f(x) =lim f(X) =lim (3x+3 =4 2 .'1/ o 1 2 3 4
X1 X-1 X1
-1 4

x>1

Coinciden los limites laterales, por tanto, existe limf(x) =4
X-1

Pero no coincide con la imagen de x = 1:

f(1)=2
Dada la funcién f(x) =M determinar si existe Iimof(x) cly
X X —
2_
Recordemos que |x|= X sl x20
-Xx si x<0 e
0
Con lo cual la funcién f(x) es una funcién definida a 4 3 o= o 1 5 3 4
trozos: .
X si x20 e
f(x) =
-=— si x<0
X

Estudiamos los limites laterales:

e lim f(x) = lim f(X) =lim (—5)=Iim (-D=-1
x-0" X -0 X-0 X X-0

x<0

o lim f(x) = lim f(x) =lim (ijzlim 1) =1
X-0" X-0 X -0\ X X-0

x>0

No coinciden los limites laterales, por tanto, no existe lim f(x)
x-0

Sin embargo la funcién esta definida en el punto: f(0) = 1

Luizsa H.
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LIMITE INFINITO DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Consideremos una funcion real de variable real y = f(x). Vamos a estudiar las diferentes situaciones que se
puede presentar si f(x) se aproximasa & —« cuando x se aproxima a un valor finig x

. 1 . .
Sea la funcién: f(x) = — - Estudiamos lim f(x)
X x-0
- En la grafica podemos observar que a medida que nos
s aproximamos a 0 por la izquierda, los correspondientes
5 valores que toma la funcién son cada vez mayores.
En tal caso, diremos que:
4] lim f(x) = +oo
X-0"
3 Del mismo modo, si nos aproximamos a 0 por la
i derecha, los valores que toma la funcién son cada vez
mayores.
2 .
] En tal caso, diremos que:
lim f(x) =+oo
s x-0" ( )
0 Al tomar valores de x proximos a 0, su imagen f(x) se
EREERE o 1 2 % aproxima a +oo:
lim f(x) = +oo
X-0
. 1 . .
Sea la funcién: f(x) = - . Estudiamos lim f(x)
2 X-2
x-2)
ol : Si nos aproximamos a 2 por la izquierda, los valores
x=3 gue toma la funcién son cada vez menores. Es decir:
- . lim f(x)
T T T = —00
— 1 2 3 X2

Del mismo modo, si nos aproximamos a 2 por la
derecha, sus imagenes correspondientes son cada vez
menores. Por tanto, diremos que:

lim f(X) =—co
X-2"

Al tomar valores de x préximos a 2, su imagen f(x) se
aproxima a — oco:

lim f(x) = -

X2

Luizsa H.
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Ejemplo 10

Consideremos la funcion f(x) =

X+1

MATEMATICAS II

Sabemos que una funcién racional no esté definida para los valores de x que anulen el denominador, ya

gue no tiene sentido la division. Sin embargo, la funcion si esta definida para los valores proximos a ellos,

¢qué comportamiento tiene la funcién en esos valores proximos?

Dom(f) ={x0/x-3#0}=R {3}

Veamos qué ocurre con la funcién cuando x toma

valores préximos a 3.

Para ello construimos una tabla de valores para
estudiar la aproximacioén por la izquierda: x - 3

1

2

29

2°99

2°999

X
f(x)

-1

-3

-39

-399

-3999

Vemos que al tomar valores proximos a 3, pero
inferiores a él, la funcion se va haciendo cada vez
mayor en valor absoluto pero negativo.

Diremos que Iirgi f(X) = —c0
X -

Del mismo modo se puede comprobar que Iin; f(X) = +eo
X -

Por tanto, diremos que no existe lim f(x)
X-3

Gréaficamente, dibujada la recta x = 3 se observa:

e lim f(x) = - : al aproximarse la curva por la izquierda se “dispara hacia abajo”, decrece
X3

indefinidamente.

e lim f(x) =+ : al aproximarse la curva por la derecha se “dispara hacia arriba”, crece indefinidamente.
X-3"

En ambas situaciones, la curva no corta nunca a dicha recta (ya que la funcidon no esta definida para

dicho valor)

Cuando se produce esta situacion de crecimiento o/y decrecimiento indefinido de la funcién cuando la
variable x se aproxima a un valor Xq, se dice que la funcién presenta una asintota vertical

X = Xo.

En nuestro ejemplo, la funcién tiene una asintota vertical en x =3 ya que lim f(x) =
X-3

de ecuacion

Luizsa H.
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S Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS 11 8

®m Definiciones:

+ Se dice que dimite de una funcion y = f(x) cuando x tiende @ xes “mas infinito” cuando al tomar
valores muy proximos ayxpero distinto degxlos valores de f son muy grandes y positivos, de manera
que f supera cualquier nimero prefijado ( f crece tanto como se quiera).

Es decir:
lim f(x) =+ SiVM >0, 0 E(x, 8) / VX € E*(Xo, §) - f(X) > M

X - X,
Una definicibn mas exhaustiva:

lim f(x) =+ si YM>0,00>0/ |[x—¥<dé=1f(x)>M

X - Xg

+ Se dice que el limite de una funcion y = f(x) cuando x tiendg a&g “menos infinito” cuando al
tomar valores muy proximos @,)pero distinto de los valores de f son muy grandes en valor
absoluto pero negativos, de manera que f supera cualquier niumero prefijado (f decrece tanto c¢mo se

quiera).
Es decir:
lim f(x) =—0 siVK >0, OE(X, 0/ VX € E*(Xq, 0) - f(Xx) <K
X - X,

Una definicibn mas exhaustiva:

lim f(x) == si YM>0,05>0/ |x—¥ <d= f(x) <K

X - X,
+ Sj existe el limite de la funcion f cuando-xX,, se dice que luncién esdivergenteen Xx.
# Se dice que la funcion f(x) tiene una asintota vertical en x = k si se verifica una de estas condidiones:

1) lim f(x) = % oo 2) lim f(x) =+ o 3) lim f(x) =+

Ejemplo 11

Sea la funcién: f(x) = In x . Estudiamos Iin3+ f(x)
X -

i Dom f = (0,+ o0)
1] Si nos aproximamos a 0 por la derecha, la funcién va
/ tomando valores cada vez méas pequefio.
u , i Por tanto:
1 o 1 2

lim f(x) =-
XLO* (X) *

No tiene sentido calcular el limite por la izquierda
2] porque la funcién no esta definida para valores
menores que cero.

Luiza H.
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LIMITE FINITO DE UNA FUNCION EN EL INFINITO

En muchas ocasiones interesa conocer el comportamiento de una funcién dada, cuando la variable x toma
valores muy grandes.

¢ Estara la funcion acotada o crecera (decrecera) progresivamente?

Ejemplo 12

+
Consideremos la funcion f(x) _x+l
X

iy Veamos qué ocurre con la funcién cuando x toma valores
grandes. Para ello construimos una tabla de valores.
4_

1)

X 10 | 100 | 1000 10* 10°
f(x) 1’1 [ 1701 | 17001 | 170001 | 1700001

Tanto la tabla de valores como la grafica muestran que
cuando crece el valor de x, el valor de la funcién se va
aproximando a 1.

¢ Existira algun valor de x para el cual f(x) = 1?

fx)=1= X—+1=1:>x+1=x =1=01I
X

Luego la funcién no toma el valor 1.

Esta tendencia se justifica con facilidad, teniendo en cuenta que f(x) =1+—.
X

. 1 . ~ -
Conforme x crece, el cociente — se hace gradualmente méas pequefio y, por tanto, la funcion se va
X

aproximando a 1.

Por este motivo se dice que el limite de la funcién cuando x tiende a mas infinito es 1. Se denota:

lim f(x) =1

X — +0o

Gréaficamente, este tipo de limites en el infinito se aprecia por el acercamiento progresivo (sin tocar) de la
curva a una recta horizontal (en nuestro caso, y = 1) hasta confundirse con ella.

Cuando se presenta esta situacion se dice que la funcién presenta una asintota horizontal de ecuacion
y=1

Luizsa H.
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®m Definiciones:

# Se dice que dimite de la funcidn f cuando x tiende a co es el n° real |.cuando al tomar x valores
positivos suficientemente grandes, la imagen f(x) se aproxima a L, tanto como se quiera.

lim f(x) =L < V&> 0, podemos encontrar un n® M > 0 tal que si x > M entonces |[f(X) — L| < g

X - +00

® Se dice que el limite de la funciéon f cuando x tiende a —esel n° real |.cuando al tomar x valores
negativos suficientemente pequerfios, la imagen f(x) se aproxima a L, tanto como se quiera.

lim f(x) =L < V&> 0, podemos encontrar un n°® K > 0 tal que si x < K entonces [f(X)& L| <

X - —00

# Se dice que la funcidén f(x) tiene una asintota horizoataly = k si se verificdim f(x)=k 0

X + 00

lim f(x) =k o ambos.

i OJO!: La gréfica puede cortar a la A.H. para valores finitos de x.

Ejemplo 13

Sea la funcion: f(x) =

x> -1
Estudiamos lim f(x) y lim f(x), teniendo en cuenta su gréfica:
X — 400 X — —00

En la grafica podemos observar que a medida que la

! v I variable x toma valores negativos mas pequenios, los
I3 | correspondientes valores que toma la funcion se van
| [ aproximando cada vez més al valor 1.

I 2 I En tal caso, diremos que:

! I lim f(x) =1

| X — —00

| | Del mismo modo, si tomamos valores de x positivos lo
' " v suficientemente grande, los valores que toma la funcién
T . se van aproximando a 1.

En tal caso, diremos que:

i | lim f(x) =1

X — +0o

Teniendo en cuenta esto, la funcién presenta una
asintota horizontal de ecuaciony = 1.

Luizsa H.



S Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS II 11

LIMITE INFINITO DE UNA FUNCION EN EL INFINITO

Veamos otras situaciones que se pueden presentar al estudiar la funcién cuando la variable x tiene a infinito.

Sea la funcion: f(x) = 2", Estudiamos lim f(x)
X — +oo
Y
4 En la grafica podemos observar que a medida que la
i variable x toma valores positivos lo suficientemente
grande, la imagen f(x) toma valores positivos tan
el grandes como se quiera.
2_ - -
Escribimos:
i lim f(x) =+
X — +00
—//D
3 2 1 ] 1 2 A
Sea la funcién: f(x) = x°. Estudiamos  lim f(x)
X — —00
2 En la gréafica podemos observar que para valores negativos y

muy grandes, en valor absoluto, de X, los correspondientes
valores f(x) que toma la funcion se hace cada vez mas
1] pequefios.

- ' Escribimos:

lim f(x) =—co

X - —00

Luizsa H.
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Ejemplo 16

2
Sea la funcién: f(x) = —(x—%) . Estudiamos Ilim f(x) y lim f(x)
X — —00 X — +0o

Teniendo en cuenta, la grafica:

3 lim f(x) =—o0

X - —00

lim f(x) = —co

X — +00

B Definiciones:

+ Se dice que dimite de la funcién f cuando x tiende a co es +oo, cuando al tomar x valore
positivos suficientemente grandes, los valores que toma la funcién también lo son.

"z

lim f(x) =+0 < VK> 0, podemos encontrar un n® real M > 0 tal que si x > M entonces f(x) >K

X  +00

® Se dice quel limite de la funcion f cuando x tiende a o6 es -eo, cuando al tomar x valorep
positivos suficientemente grandes, los valores que toma la funcién son cada vez méas pequefigs.

lim f(x) =- < VK> 0, podemos encontrar un n®M > 0 tal que si x > M entonces f(x) <K

X  +00

® Se dice que dimite de la funcion f cuando x tiende a —o®@s +oo, cuando al tomar x valoreg

negativos y muy grandes, en valor absoluto, los valores que toma la funciéon son cada Jez mas
grandes.

lim f(x) =+ < VK> 0, podemos encontrar un n° real M > 0 tal que si x <M entonces f(x) >K

X —» —00
# Se dice quel limite de la funcion f cuando x tiende a —o@s —oo, cuando al tomar x valorep
negativos y muy grandes, en valor absoluto, la imagen f(x) también lo son.

lim f(x) =- < VK> 0, podemos encontrar un n®M > 0 tal que si x <M entonces f(x) <K

X — —00

Luizsa H.
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OPERACIONES CON LIMITES

Sean fy g dos funciones convergentes en x = a, se verifican las siguientes propiedades:

1) Limite de un producto de un escalar por una funcién

lim [k-f(x)] =k - lim f(x), donde k es un nimero real.

2) Limite de unaumao unadiferenciade dosunciones

lim [fx) +g(9)]= lim f(x) +lim g(x)

3) Limite de urproductode dodunciones

lim [109 -g00] = fim 69 - im g

4) Limite de urcocientede dosunciones

lim f(x)

lim

X- a

5) Limite de ungotenciadefunciones

lim g(x)

im [109] = [im 19 | ™

6) Limite de laraiz de unduncion:
Si lim f(x) = L , entoncedim {ff(x) = o/lim f(x) = UL sise cumple alguna de las condiciones

siguiente:
a) L> 0y n es cualquier numero natural

b) L < 0y nes un nimero natural impar

7) Limite dellogaritmo de unauncion:

lim [log, f(x)] = Iogb[xli[na f(x)} sib>0yf(x)>0

8) Limite defuncionestrigonométricas

lim [senf(x)] = selﬁxlir? f(x)}
lim [cosf(x)] = co{xgr? f(x)}

lim [tg f9)] = tg[)!ifna f(x)}

Luizsa H.
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B Operaciones con expresiones infinitas:

En el caso de limites infinitos son aplicables las operaciones anteriores siempre que no se produzca ninguna
de las siguientesdeterminaciones

La siguiente tabla muestra los diferentes resultados que obtenemos al operar con limites infinitos:

SUMA Y RESTA PRODUCTO
L + (4+0) = 400 +0 Si L>0
° ( ) .L'(+°°):{ .
oL + (—00) =—00 —o si L<0
-0 si L>0
e +00 + (+00) = +o0 oL - ()=
+o0 si L<O

st ) o (+00) - (+00) = +o0
e +(—00) = —00 = —(+00) (o) - (o) = €
o —(—00)= 400 o () - (P DNCor

COCIENTE POTENCIA
JLoL g +o0 si L21
R o L™ = )
0 siO<L<1
0 _o0 -0
® o o B 0 silL=>1
o L ” =
L +0 Si L>0 +0 sji O0<L<1
e —=
0 [-w siL<0 o (+00)™ = +00
.+_oo:+oo ; 2:—00 .(+00)_°o:O
0 0
L 400 si L>0
o (+o0)" =
0 siL<O
2 _ 2
1) lim X—+3-1—X:—oo 2) lim [X—+3+X_+1j:+oo
xove X+2 2 x-to\ X+2  2X
. 3 .
3 Ilm( j=0 4) lim (x+4)" =+
) X+ X+2 ) X_>+oo( )
5) lim (2+x*)™ =0 6) lim (x+3)(2-x) = -

Luizsa H.
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I cALcuLO DE LIMITES
1) Limite de una constanteSi f(x) = k = lim f(x) =k
2) Limite de la funcion identidad Si f(x) = x= lim f(x)=a

3) Limite de la funcién potencia Si f(x) = x", donde re N = lim f(x)=a"

+0 sin>0,n par

+o0 sin>0
—o sin>0,nimpar
im x"={ 1 sin=0 lim x" =
X = oo X—m 1 sin=0
0 sin<O0
0 sin<O

4) Limite de una funcion polinémicg f(x) = P(x): lim P(x) = P(a)

5) Limite de una funcion exponencial

e Sia>1Ilm a* =+w *Si0<a<1llim a*=0
X — +00 X — +00

X
Teniendo en cuenta que* =iX =(1j , deducimos:
a a

*Sia>1lm a*=0 e Si0D<a<l1llim a* =+w
X — —00 X — —00

6) Limite de una funcion logaritmica

* Sia>1 lim log, x =+ *Si0<a<1llim log,x=-
X — +0o X — +0o

* Si0<a<1llimlog, x =+
x-0"

* Sia>1limlog, x = -
x-0"

Recuerda Propiedades de los logaritmos:
2) log, x +log, y = log, (x -y)

< | x
N—

1) log,1=0 3) log,x—log,y = Ioga(
4) k- log, x = log, (xk) OkOR 5) Cambio de base: log, x =|Oﬂ
* loga

Ejemplo 18
.2 .3 : "
1) lim %<0 2) im 3= o 3 im[2] =0
4) lim 3% =0 5) lim 37 = 4o 6) lim In x= +eo
7) lim log (x +1) = -0 8) lim (%j = +c0 6) lim 2x* = +oo
x-0* X - 400 X = =00

Luizsa H.
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RESOLUCION DE INDETERMINACIONES

Con las reglas dadas en el apartado anterior se nos presentan situaciones mas complicadas en las que no
podemos dar la solucion sin hacer un estudio detallado de la funcion.

Cuando los limites no son finitos no se puede predecir los resultados en los siguientes casos:
02 ww 0w ;17 0w
0 0
Las técnicas necesarias para resolver estos casos indeterminados:
1) Por descomposicion en factores de un polinomio.
2) Por producto y division de la mayor potencia de x

3) Por producto y division del conjugado de un binomio.
Pero en primer lugar, veamos con ejemplos qué significé’—oqe&una indeterminacion.
0]
Si lim f(x) = c0 y lim g(X) =0 = ¢ lim (( ))
X- a X- a X- a X

El valor de dicho limite dependera de las funciones tomadas.

Ejemplo 19 N\
1) Sea f(x) = x*, g(x) = X
e
I|m fX)=o0 y I|m g(x) = = lim =—
° == g(x) oo
Realizando operaciones, obtenemos:
lim 09 —I|m—:I|m X =00
e g) e x e
2)Seaf(x)=x+2,g(x)=x"+1
I|m fX)=o y I|m gX) = = I|m ) =2
° S g(x) w
Dividiendo todo por la mayor potencia de x, obtenemos:
1 2
i
jim 1)~ jim X*2 i x_x2 _0+0_
x- @ g(X) x-ex’+l x-w 14+ 140
XZ
3) Seaf(x)=3x+2,9(x) =
I|m fX)=o y I|m gx) = = I|m ) =2
° s g(x) o

Realizando operaciones, obtenemos:

lim ()-I|m3 =lim 3=3
e g) e x X

Luizsa H.
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z - 0
7.1. Calculo de limites 0
Este tipo de indeterminaciones aparece normalmente en cocientes de funciones polindbmicas o de funciones

irracionales.

a) Por factorizacion.

Las indeterminaciones de cocientes de funciones polinémicas se resuelven factorizando los polinomios y
simplificando la fraccion.

X2 —
1) lim 4
Xx-2 X—2

0
0

Factorizamos los polinomios aplicando las identidades notables:

lim w—||m(x+2) 4
X2 X =

2) lim 5x+6 0
x-3 x2 —6x+9 0

Factorizamos los polinomios aplicando la regla de Ruffini:

(x 3)(x— 2) -2
lim % , que no existe ya que:
xﬂs (x- 3) x-3X—3

. Iirr;*x—_§:+oo(x>3:x—3>0) olirr;x—_zz—oo(x<3:>x—3<0)
Jim ~— -

X -

x

Factorizamos los polinomios del radicando aplicando la regla de Ruffini:

m P -rx+12 | [x=3)x=4) _ - [x=3_ 1 _5
xﬁ4 I -3x-4 x> -3x-4 (x+)(x-4) x-4\Vx+1 5 5

_0
4 | m =
)i O

ﬂ

Factorizamos los polinomios del radicando aplicando la regla de Ruffini:

lim YX_—x-6 x _" /x -X- 6 (x=3)(x+2) 3)(x+2) /x+ E 30
X3 /X _ X3 (x- 3)(x+3) X+3 B

Luizsa H.
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b) Por el conjugado

18

Las indeterminaciones de cociente de funciones irracionales se resuelven multiplicando el numerador y el

denominador por el conjugado de la expresion irracional.

Vx-1_

x-1

ol|lo

D im
Multiplicamos y dividimos por el conjugado dex -1

(Vx-2)(Vx+1) _, (x-1 11
TG i) 2

lim

-1 (x-1)(x +1)

=0
0

2) lim — >

x-0 1-4/1-x
Multiplicamos y dividimos por el conjugado de-+/1-x

Kion) g x0e) 4 1) =2

lim
xqo(l_\/ﬁ)(]j_\/ﬁ) x-0 1-1+X X -0
2x—x?+27 _ 0
3) lim ——————= —
X-0 X—= 0
Multiplicamos y dividimos por el conjugado d& —+/x? +27 :
(2x—\/x2+27) 2x+\/x2+27) 32 - 27 3()94?)(x+3) 9
lim =lim =lim =
x-0 (x—3)(2x+\/x2+27) X*‘)(x—3)(2x+\/x2+27) X*0()</3/)(2x+\/x2+27) J27
4) fim MZXTVA¥x _ 0
x-0 X—\/; 0

Multiplicamos y dividimos por el conjugado d&-x —1+x :

(VI=x =1 x) (VI=x ++1+x) _ i —2x 0
0

S P N B ALY POy [ Wiy

en este caso, pox ++/x :

-3

Volvemos a obtener una indeterminacion, por tanto, volvemos a multiplicar y dividir por el conj

lim —2x(x++x) = fim 2x(xedx) lim —2x(x+x)
x=0 (x =/x) (x ++/%)(VI=x ++T+x)  %=0(x? =x)(VI=x +T+x) *~0x(x-1)(v1-x ++/1+x)

iy 2(x+Vx)  _
S D ([ e i)

ugado,

Luizsa H.
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¢) Reduciendo las raices a indice comun

En ocasiones para resolver la indeterminacion dadelgociente de funciones irracionales hay que
reducir a denominador comun para poder descomponer los radicando y simplificar.

19

1) I|m

Ix? -2x
N

Descomponemos los dos radicando:

im Ix? -2x I' (x —2)x
X=2" x? +x-6 2 J(X=2)(x+3)

0
0

las dos raices son de distinto indice, por este motivo, reducimos a indice comun:

Yoox o x=2 L
,/(x 2)(x+3) x-2\(x-2(x+3)% x-2"\(x-2)(x+3)*

4f 2

. x*-1 0
2) lim =—
)X~1* Jvx-1 0

. (x 1) (x +1 _
= +o0
X1 x_>1* (X 1 x-.l* (X 1

lim
)x 2 X=2

Reduciendo las raices a indice comun

lim \/_ s 28 e
x-2 32 _ x 2W (x 2)%(x +2)? (X+2)

Descomponiendo los dos radicando, obtenemos factores comunes que no podemos simplifica

rya que

Luizsa H.
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d) Empleando infininitésimos equivalentes

Este procedimiento se empleando cuando trabajamos con funciones exponenciales, logaritmicas y
trigonométricas.

En el tema de la derivada de una funcion estudiaremos la regla de L"Hépital como aplicacion a la resolucion
de indeterminaciones.

m Definicion:

Consideremos dos funciones f(x) y g(x) que verifidiant(x) =0 lim g(x) =0
X-a X-a

Si el limite del cociente de ambas funciones tiene por limite 1 en el punto x = a toman yalores

practicamente iguales en un entorno de ese punto. Las funciones que tienen esta propiedad ge llaman

funcionesinfinitésimos equivalentesSe denota f [g

f(x) Og(x) = lim % =1, siendolim f(x) = lim g(x) =0

Un resultado interesante y util en el célculo de limites es el siguiente teorema que permite sustituir en el
célculo de limites una funcién por otra equivalente:

Si en una expresién figura como factor o divisor una funcién, el limite de la expresion no varia al sustituir
dicha funcion por otra equivalente.

Los infinitésimos equivalentes mas empleados soimttisados en la tabla de abajo.

Para su aplicacion se puede sustituir x por cualquier varighjejae también sea un infinitésimo, es decir,
a(x) - 0.

TABLA DE INFINITESIMOS EQUIVALENTES (mas usuales)
x—0 ax) - 0 Ejemplo
sen x [X sen ¢x) Da(x) sen 4x [4x
1—cosxD%x2 1 — cos ¢x) D%C((X)z 1-cos 2x[—I;'—-4x2
tg x 0x tg a(x) Ha(x) tg 5x 05x
In (1+ x) X In[1 + a(x)] Da(x) In (1 + 2x) O02x
e —10x ¢ — 1 Du(x) e — 104x

En el APENDICE | se demuestra estas equivalencias.
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1) lim sen7x :9

x=0 X 0

Sustituyendo directamente sen 7x por 7x (funciones equivalentes).

.sen7x .. TX
lim =lim —=7
X-0 X X-0 X

2) lim sen6x _0

x-0 tg2x O
Sustituyendo directamente sen 6x [16x y  tg 2x [2x
lim senéx =lim ﬂ=Iim 3=3
X0 thX x-0 2X x-0
3) lim sendx _0_ im 5x_5 (sen 5x [15x, sen 2x [Rx)
x-0sen2x 0 x-02x 2
2 2 2
4y lim SEN3X 0 B 9x

_9
x~0xSen2x 0 x-0x.2x x-02x% 2

Aplicamos la equivalencia: sen 3x [13x, sen 2x [12x

2
_sen?3x . (3x)” . 9x?
lim =lim =lim —;
x-0Xsen2x x-0 x-2x x-02x

=9
2

2sen? (Xj

0
X 0

X -0 X X-0 X X -0

5) Iimx-(l—cSosx)zg
x-0  sen’x 0

2
i . . . X
Aplicamos las equivalencias de las funciones: > [J1—-cosx y senxx

2

X

_x-(-cosx)_, X5 . x* 1
lim 3 =lim 3 =lim T
x-0  senx x-0 X x-02X 2

6) lim 1—co§2x :9
x-0  3X 0
1 2 4x?
_ *(ZX) - 2
Sustituyendo E(2x)2 0(1 - cos 2x) : lim co§2x = lim 2 — =lim —%; :Iimz—xz—g
2 x-0  3X x-0  3X x-0 3x%  x-03x° 3

< x 2sen’ (X) sen’ (Xj sen (Xj «
Sustituyendo sen? (E) DE o lim 2 =lim 2 =lim 2 -sen(—jzl- 0=0

Luizsa H.



S Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS II 22
s P - 00
7.2.- Calculo de limites —
00
Aparece al calcular limite de cocientes de funciones polinébmicas o irracionales.
Se resuelven dividiendo numerador y denominador por la potencia de x de mayor grado.
Ejemplo 24

1) lim xX73_» Dividimos por x:
X—2 o

X - +00

2) tim Y22 == =2 Dividimos por x:
2 00

3
J2x2-3 \/2_7
X—=2 1

x

V25 _

1+0

lim

X — +oo

lim

X — +oo

|
X N

3) fim 32X _

00
— Dividimos por+/x :
x-teo \2x 41 P

REGLA PRACTICA

El limite de una funcion racional cuanao- +o, es igual al limite del cociente de los términos de
mayor grado del numerador y denominador.

SiP(x)=g+ax+axX +ax" Yy QX)) =b+hbx+hx*+h,x"
Xo Q(X) X bm X"
El valor de este limite depende del valor que temgam:
too sig(P(x)) >g(Q(x)

i m = & i =
im | 280 1= {2 sige) =00

m

0 sigP(x)=9Q(x)

m

La regla anterior también es valida cuando aparecen expresiones raERnalmsrda: Yxm =xn
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a) Los infinitos: potencial, exponencial y logaritmica
Toda funcidn f(x) se llama infinito para x = a cuaniio f(x) =«
X-a

Cuando % « las variables x,%,.... son infinitos y éstas se toman como tipos de comparacion de otros
infinitos.

Cuando x- o las funciones potenciales"(xn > 0), las exponenciales*(aa > 1) y las logaritmicas
((log, x,b>1) son infinitos pero crecen de forma distinta:

* Six - +oo, cualquier funcién potencial xcon n > 0 es un infinito de orden superior a la funcién
logaritmica,log, x, para cualquier base b > 1, es decir, crece mas rapidamente, por tanto:

n
= +o00

im
x-+o ogy, X

Lo escribimosx" >> log, x

* Si x - +oo, cualquier funcién exponencidl @on a > 1 es un infinito de orden superior a la funcién
potencial, potencial™xcon n > 0, es decir, crece mas rapidamente, por tanto:
X

. a
lim — =+c0
X—+0 ¥

Lo escribimosa* >> x"

Por tanto, comparando estas funciones en cuanto a rapidez de crecimiento, tenemos:

a*>>x" >>log, x, siendoa>1,b>,n>0

Ejemplo 26

1) Las siguientes funciones son infinitos:

. 2X-3 . .3
| = b) I +3) =+ lim— =
3 xlin3 X=3 ® ) erToo(X ) * ©) XIEnO X2 *
log(x+2) _

2) lim =%

0 por ser log(x+2) un infinito de orden inferior a x* +5
X400 ¥ +5

X+ o o
3) lim — =— =+ por ser x un infinito de orden inferior a In x
X-+o INX  +oo

. Inx® _ +oo L .
4) lim =—"=0 por ser &un infinito de orden superior a Ifi x
X+ @% +00
2% 4o e .
5) lim = =— =+ por ser 2 un infinito de orden superior & x
X +00 } +00
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7.3.- Calculo de limites o -

Para resolver este tipo de indeterminacion suele bastar efectuar las operaciones indicadas.

En el caso en que aparezcan expresiones radicales, se multiplica y divide por la expresion conjugada de la
dada.

2-1
2 =00 —o0 Operamos

1) lim x-2

X — 400 X -
2 2
XS =2X=x“+1 . -2x+1
im — = lm ——=-2
X - 400 X—=2 Xt X—2
. X -
2) lim —-X=o00—c0 Operamos
X — +00 X
2 2
. X“-=1-Xx .o -1
Iim ———— = Ilim —=0
X — 400 X X o400 X

3) lim Yx? +4x —x =00 —00

X — +00

Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la expresion.

2 _ 2 2 2
im (\/x +4x X)(\/x +4x+x): lim X +4x—-X = Iim 4x :%:2

X (V2 +4+x) o (2w ax+x) (@ +ax +x)

4) lim Vx?+x-Vx?+1=00 -0

X — +00

Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la expresion.

lim Vx%+x -Vx*+1= lim (\/Xz+X_\/X2+1)(‘/X2+X+\/X2+1)_ - X2 +x-x? -1

= lim =
Xote % (\/x2+x+ x2+1) X“""°(\/x2+x+ x2+1)
x-1

= lim = =

1
o (e rx+hE 1) 1t

N |

5) lim v2x? +x+1-yx2 +1 =00 —co

X — +00

Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la expresion.

lim V2x2 +x+1-Vx2 +1= lim (JZXZ+X+1"*/X2+1)W2X2+X+1+*/X2+1):

X - oo X oo (\/2x2+x+1+\/x2+1)

. X2 +X . X +X . X2 +X
= lim = lim ——— >~ = |im ———— =+

X*J”’°(\/2x2+x+1+\/x2+1) X”+°°(\/§+\/x72) x=o (2% +x)
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7.4.- Calculo de limites 0«

La indeterminacion se resuelve efectuando la operacion indicada en la expresién de la funcién y
simplificando.

_ 2
1) I| (X ZJ(X +X+1j=0@o Efectuando las operaciones y simplificando:
x+5 )\ x? -x-2
(x-2) (P ex+1) . (x=2)(xP+x+1) . xP4x+1 7 1
lim =lim = lim = =
x-2(x+5)(x2 -x-2) x-2(x+5)(x-2)(x+1) x-2(x+5)(x+1) 7-3 3

2) Ilm( 1" 1}/ -1=0[d Efectuando las operaciones y simplificando:
x-1 x?-
lim (i— X j\/x—lzllm (X 1 Xj\/ -1=Im 1 \/ -1=lim  Wvx-l
x-I'\x-1 x2-1 x-1\ x2 x-1" x2 - x-1" (X =1)(x +1)
= lim 1 = —o0
x-1'{x=1(x+1)

3) "m[x— 4x—4j. X+6 _9@0
X2 X—-2 x2-4 0

Multiplicamos y dividimos por el conjugado de la expresion x —~4x -4

im (x—\/4x—4)(x+\/4x—4). X+6 _ . (x2 -4x+4)  x+6  _
-2 (x-2)(x+vax-4)  x2-4 x-2(x-2)(x+ax-4) (x=2)(x+2)
im (x-2)°(x+6) — lim (x+6) _ 8 _1
x~2(x=2)? (x+2)(x++/ax—-4) *~2(x+2)(x+/ax-4) 4-4 2

x*-1) 1 0 . S :

4) lim =—[do Efectuando las operaciones y simplificando:

x-1\x2-1) x?+2x-3 0

x4 -1 1 (x2-1(x2+2) 1 . X%+l
lim > =lim > = =lim —
x-1(x?-1) x®>+2x-3 x-1 x° -1 X*+2x—-3 x-1x“+2x-3

Six—>1';sx—1<0;»x2+2x—3:(x—1)(x+3)<O;» Iin}f(x)=—oo
X -
Six-1"=>x-1>0=x"+2x-3>0= Iin}f(x =
X -

Por tanto, no existe el limite.
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7.5.- Calculo de limites 0%, 07, 0™, ©°

Teniendo en cuenta que toda potencia se puede escribir como una potencia de base el fiGgneélGe, a
podemaos escribir

[ f(X)] 909 _ RO

Y de esta forma expresar el limite como:
) lim g(x) Inf(x)
lim [fx)]*“=e""
X- a

Ejemplo 26
1) lim x™ =(0)"
X-0°
+00

limInx-INXx=-c0 - (-0)=+c0c — |im xNX = a*® = 100
x-0° X -0

2) lim (ljmx =(0)™

X - +oo\ X

Inx
. 1 . . 9
lim Inx-In== lim Inx-(=Inx)=-w - @#ew)=-0 — lim |=| =e™=0
X-0" X x-0° X - +00 \ X

7.6.- Calculo de limites 1”
a) El nimero e

Uno de los limites de mayor importancia lo estudié el matemético suizo Leonard Euler:
. 1Y
lim (1+—)
X — 400 X
Si pasamos al limite se tiene la expresidngque nos hace pensar erroneamente que vale 1.

Hay que tener en cuenta queE # 1para cualquier valor de x
X

Para analizar esta funcién vamos a construir una tabla de valores:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

f(x):(1+1) 2 | 225|237 2,441 2,488| 2,521 | 2,546| 2,565 2,581 2,593
X

Segun la tabla, la funcidn es creciente pero crece lentamente, con lo cual da lugar a pensar que exista

1 X
lim (1+—) y sea finito.
X

X — +oo

X 107 1¢° 10 10° 10 10 16
f(x) 2,7048 | 2,7169 | 2,7181 | 2,71826 | 2,71828047 | 2,71828169 | 2,71828179
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Su limite es un numero irracional que se designa con la letra e:

X
lim (l+$j = e =2,7182818284590452353602874713527....
X — +oo

El mismo resultado obtenemos si sustituimos x por cualquier funcion que tienda a infinito:

1\
Si lim f(x) =+ = lim |1+—— =e
X — +00 X — +00 f()()

1 3x x?+1 1 x+2
1) lim (1+&) —e 2) Iim (1+ j =e 3) Ilim (l+ j —e

X - +00 X — +00

x? +1

b) Limites relacionados con el nimero e

Teniendo en cuenta el resultado anterior, se pueden calcular otros limites, aplicando la regla de limite de
potencia de funciones.

2x x T2
1) lim (1+1j = lim {(ulj } =&
X — +00 X X — +0oo X

ax
GeneralizandoJim (1+—j =e?

X — +00 X

X — +0o X X — +0o X — +0o

X X X5
2) lim (1+3j = jim [1+1] = lim 1+% 2 =@
2 2

X
. ) a
Generalizando,lim (1+—) =e?

X — +oo X

3x+2 3x 2 2
3) lim (1+1j = lim (1+1j [ﬁulj =e? lim (1+1j =ed.1=¢%
X — 400 X X — +00 X X X — +oo X

ax+b
Generalizando,lim (1+—) =e?

X — +oo X
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¢) Indeterminacionl”

Si lim f(x) =1y lim g(x) =+, entonceslim f(x)9* presenta una indeterminacion del tifo
X — +oo X — +00 X — +00

Se resuelve transformando la expresion en una potencia del numero e.
()
. 1
lim | 1+— =e
x=+ol - f(X)

9(x)
F(x)9) = [1+F() 1% =| 141

1
f(x) -1

Hemos expresado la base de la fo{mamlx)] y ahora vamos a buscar que aparezca en el exponente de la
potencia la funcion h(x), para ello multiplicamos y dividimos por h(x).

L Alieo- 900

_r _1
f(x)-1

1 g(X) _ 1 f(X)—l [f (X)_l] g(X) B 1
1 B ol
f(x)-1 f(x)-1 f(x) -1

1+

De esta forma llegamos a la siguiente regla:

i lim [f(x)-1]-
lim f(X)g(X) =e x'ﬂL[ () ] g(x)

X — +00

Ejemplo 29

1) lim

X — +0o

. . 3x+2 . 3x+2-3x+1 .
lim [f(X) =1-g(x) = lim -1[x= lim| ——|x= lim
X—>+°°[( ) ~1-9(%) xﬁ+oo(3 1 j xﬁ+oo( 3x-1 j xﬁ+oo(

X
(3X+2j = 1° Aplicamos la regla
3x-1

. (3x+2Y_
x=1= Ilim =e
X-+w\ 3X =1

3X -

Jx +1
Jx

. O (s N VAU (0 o - AU A B DA (k)
a0 ]]g(x)'x"f'lm[ X 1]2X'x'lrl[ N ]ZX'X'lTw(&jZX'Jr x'lnlw( &] -

2x
] = 1” Aplicamos la regla

2) lim (

X  +00

X — +00 2

2 -X
3) lim (X +)1(j =1 Aplicamos la regla
X —_—

lim [f(X) =1-g(x) = lim (’i”—l}(—x): lim (XZJ'XZ—_"Z”]-(—x): lim [Xz*lj-(—x)=—1 N
X400 X400\ X X X

X — +00 X — 400
=X
[ x®+x 4.1
lim —e ==

X - +00 X2 -1 e
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BEl CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

La idea intuitiva de continuidad de una funcién responde a la idea intuitiva de que a variaciones pequefias de
la variable x le corresponden variaciones pequeias de la variable y, es decir, no existen saltos bruscos en la
grafica.

Ejemplo 30

En el primer caso, la grafica no presenta ningun salto, por tanto, es una funcion continua. Sin embargo, en
la grafica de la derecha se presenta un salto en x = 2, diremos que la funcién no es continua en dicho punto.

m Definicion.

Sea f una funcion y a Dom(f) decimos que f es ufiancién continua en un punto x = a cuando el limitg
de la funcién en x = a coincide con el valor de la funcion f(x) en dicho punto.

e La continuidad de la funcién en x = a implica que se cumpla estas tres condiciones:
a) La funcion esté definida en x = a, es decir, exista f(a)
b) Exista lim f(x)
X-a

c) lim f(x) = f(a)

Ejemplo 31

Dada la funcion:

) X si x<0
X =
J x2 si x=0

Demuestra que es continua en x = 0.

Para demostrar la continuidad de la funcion en x = 0 hay que comprobar que IimO g(x) =g(0) =0
X -

Para determinar dicho limite calculamos los limites laterales:
e lim g(x) = lim x*>=0
x-0" x-0*
— lim g(x) =0 — gescontinuaenx=0
X-0

e lim g(x)=1lim x=0
X-0" X-0"
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n OPERACIONES CON FUNCIONES CONTINUAS

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en x = a, se tiene entonces que:

a) La suma de dos funciones continuas en x = a es también una funcion continua en ese punto.
b) La resta de dos funciones continuas en x = a es también una funcién continua en ese punto.
c) El productode dos funciones continuas en x = a es también una funcién continua en ese punto.

d) El productode una funcién continua en x = a por un numero realotra funcion continua en ese
punto.

e) El cocientede dos funciones continuas en x = a es otra funcion continua en ese punto. (Siempre
gue el denominador no se anule).

f) Composicién de funciones

Si f(x) es continua en x = ay g(x) es continuaeny = f(a(}gmef) (xX)es continua en x = a.

9.1.- Propiedad de las funciones continuas.

Si una funcién es continua en un puxte a, entonces existém f(x) . Sin embargo, el teorema
X-a

reciproco no es cierto en general.

Ejemplo 32

x? -4
X—-2

Sea la funcién f(x) =
Demuestra que existe Iirr12f(x) pero la funcién no es continua en x = 2
X -

a) Existe el limite cuando x — 2

x?-4 0

lim
x-2 x=2 0

Factorizamos para resolver la indeterminacion:

2_ -—
im X=% _jim w:|im(x+2)=4
X-2 X—2 X-2 X—=2 X2

b) La funcién no esta definida para x = 2:

Por ser una funcion racional, Dom (f) = R — {2}

Por tanto no es continua en x = 2.
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9.2.- Continuidad de funciones elementales

1) La funcién constantix) = kes continua en todos los puntos.

2) La funcién identidad f(x) = x es continua en todos los puntos.
3) La funcién potencidl (x) = X', n €N, es continua en todos sus puntos

4) La funcién polindmica es continua en todos sus puntos

5) La funcién racional es continua en todos sus puntos, salvo en los que se anula el denominador.
6) La funcién exponenciéx) = &, con a > 0, es continua en todos los puntos.

7) La funciénf(x) =log, X, siendo a > 1, es continua en todos los puntos de su dominiee)(0, +

8) La funcién f(x) = sen x es continua en todos sus puntos.

9) La funcién f(x) = cos x es continua en todos sus puntos.

10) La funcién f(x) = tg x es continua en todos sus puntos salvo en los puntos x que verifiqguen cos x =0

Ejemplo 33

Dada la siguiente funcién:
2x+a si x=s-1

f(x)={-x?+2 si -1sx<1
Inx si x>1

a) Hallar a para que la funcién sea continua en x = -1
b) ¢Es continua en x = 1?
a) Para que la funcién sea continua en x = -1 se tiene que cumplir Iim1 fx)=f(-)=a-2
b
Para calcular el limite para x = -1 estudiamos los limites laterales:
lim f(x)=lim (-x*+2)=1
x - -1" Xx--1

lim f(x) = Iin]l (2x+a)=a-2

X -1

Para que exista el limite hay que imponerquea—-2=1 - a=3

b) Para que la funcion sea continua en x = 1 se tiene que cumplir Iin’} fx)=f(n=1

Para calcular el limite para x = 1 estudiamos los limites laterales:

lim f(x) =lim(Inx) =0 lim f(x) = lim (-x*+3)=2
X 1" X-1 X1 X--1

Al no coincidir los limites laterales, no existe el limite de la funcién en x = 1.

Por tanto, la funcién no es continuaen x = 1
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DISCONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Decimos que la funcion escontinua en el punto x = a cuando no es continua en dicho punto.

Ejemplo 34
Sea f(x) = E(x) a)
Esta funcion presenta puntos de discontinuidad para todos los 2 o—0
valores enteros de la variable x.
4 e—o0
Estudiando el limite de la funcién para cualquier valorentero  _  « o
Z. -3 -2 1 a 1 2 3 4 X
4
= Jm B =limx =2 — 3
. . [ — 3
e Iimf(x)=Im(x-)=z-1
X2z X-z |

Por tanto, la funcién no es continua en x = 2.

10.1.- Tipos de discontinuidades

Para que una funcion y = f(x) discontinua en x = a debera de cumplirse alguna de estas condiciones:
* La funcion no esté definidaen x = a

* No existelim f(x) .

e Existalimf(x) , pero lim f(x) #f(a) .

1. Discontinuidad evitable

Una funcién presenta umliscontinuidad evitablen un puntx = a cuando, existe el limite de la
funcién en éste. Hay dos tipos:

a) Existe el limite de la funcion en éste, pero no coincide con el valor que toma la funcién en el punto:
X = a es un punto de discontinuidad evitabldim f(x) #f(a)
X-a

b) La funcién no esta definida para ese punto

2.- Discontinuidad de salto finito

Una funcién presenta umiiscontinuidad de salto finiten un punto = a cuando los limites
laterales existen pero son distintos, en cuyo caso no existe el limite.

X = a es un punto de discontinuidad de saltdim f(x) # lim_f(x)

3.- Discontinuidad asintética o de salto infinito

Una funcién presenta umliscontinuidad asintéticen un puntx = a cuando al menos uno de los
limites laterales es infinito.

X = a es un punto de discontinuidad asintotica lim f(x) =0 y/6 lim f(x) =00
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Ejemplo 35

x? -4
-2

1) Analizar la continuidad de la funcion f(x) =

fim X4 = i X22)(x+2)

lim(x+2) =4
X2 X—2 x-2 X-2 X2

Iirr12f(x) = 4 pero f(2) no existe, por tanto, en x = 2 presenta una discontinuidad evitable.
X -

Para todos los demas valores de x la funcién es continua por ser funcién racional.

x?-3 si x<2
2) Analizar la continuidad de la funcion f(x) ={x-1 si 2sx<4
5 si x=24

En x = 2 hay un cambio en la expresion matematica de la funcién, asi que hay que considerar los limites
laterales:

lim f(x) = lim (x-1) =1 lim f(x) = lim (x* -3)=1
x-2" x-2" X—27 X227
Ambos limites laterales coinciden, luego existe Iin12f(x) =1
X -
En x = 2 es continua la funcién ya que Iimzf(x) =f(2) =1
En x = 4, no existe el limite ya que no coinciden los limites laterales:
lim f(x) = lim (x-1) =3 lim f(x) = lim (5)=5
X4~ X4~ X 4" X 4"
Por tanto, en x = 4 presenta una discontinuidad de salto finito.

Para todos los demas valores de x la funcién es continua por ser funcién polinémica.

3) Analizar la continuidad de la funcion f(x) = 3—X2
X -—

Se trata de una funcidn racional, luego es continua para todos los valores de x # 2

lim i= + 00 (ya que x>2) lim ——=-00 (ya que x<2)
x-2t X =2 x-2" X =2

Por tanto, en x = 2 presenta una discontinuidad de salto infinito.

2 _ ; <
4) Hallar a para que la funcion f(x) = x“-1 Sf <2 sea continua en x =2
ax-1 si x>2

En x = 2 hay un cambio en la expresién matematica de la funcién, asi que hay que considerar los limites
laterales:

lim f(x) = lim (ax-1)=2a-1 Iirg f(x) = Iirr21 (x*-1)=3
x-2* x-2* X2~ x-27

Para que sea continua en x = 2, se tiene que cumplir que los dos limites laterales coincidan:

2a—-1=3=a=2
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APENDICE |

LIMITE DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS. FUNCIONES EQUIVALENTES

Vamos a demostrar algunos limites necesarios paexikacion de funciones trigopnométricas.

Para su aplicacion se puede sustituir x por cualquier varialaeqae también sea un infinitésimo.

, . senx
1.- Calculo de I|m0
X = X

. ., senx
Consideremos la funcion f(x) = .
X

Esta funcion no esta definida para x = 0. Sin embargo, como ahora veremos, existe el limite para x = 0.
Construimos una tabla de valores proximos a 0:

Por la izquierda: Por la derecha:
x. 0| 04| 03| 02| -01| ..| |x>0] 01| 02| 03| 04
Se):‘X 0,973| 0,985 0993 0,998 .. Se:X 0,998 | 0,993 09853 0,973

Los resultados de la tabla sugieren que el limite es 1. Esto implica que x y sen x toman valores
practicamente iguales en el entorno de 0, ya que su cociente se aproxima a 1.

En las proximidades del O se verifica que sehx< tg x

Dividiendo la desigualdad por sen X, obtenemas:—— < 1
senx CcosX

senx

Invirtiendo la expresion anterior obtenemossx < <1

senx _ .
——<liml

Tomando limite: limcosx < lim
X -0 X-0 X X0

1

_ _ e . Senx
Comolimcosx =1 Yy lim1=1 se verificalim =
x-0 x-0 Xx-0 X

Cuando x 0, las funciones sen x y x son infinitésimos equivalentes.

Por tantoim senx =1
X-0 X
Ejemplo
2
a) limSENSX _q b) lim=0X =1 c) lim senvx _,
x-0 3X X0 X X0 \/;
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2.- Calculo de IimothX
., . . .0, senx .
La sustitucion directa conduce a la |ndeterm|na%+qrpero expresando tg x obtenemos:
COS X
T LR L (R
x-0 X x-0{ COSX )X x-0 X COSX
Por tanto,limtg—X =1
x-0 X
Cuando x- 0, las funciones tg x y x son infinitésimos equivalentes.
2 f—
a) im 92X _q b) lim 93X =1 ¢ lim 9D _4
x-0 2X x-0 3x x-1 x-1

c 1=
3.- Calculo de lim C(Z)SX
X -0 X
2
| l1-cosx _0
-0 X2 B 0
2

Para hallar este limite basta tener en cuenta la férmula del &ngulo mitad:
, X _1-cosx
sen —=————

2 2
X x )
2sen?| = 2| = 5
1-cosx .. 2 . 2 . X . 1-cosx
| 5 =li =lim >— =Iim >=1=lim > =1
X-0 X X -0 X X -0 X X-0 X X -0 X
2 2 2 2
, " +
4.- Calculo de Iim In_(+x)
x-0 X

1

IimM =lim 1In (1+x) =limIn (1+x)x =In lim 1+l zlhe=1
X-0 X X-0 X X-0 X -0 }

X

X

. . e
5.- Calculo de Iim
x-0 X

Teniendo en cuanta lo anterior:
In(1+x) (x =¥ 0& = (1+x) 0 = & — 1 [
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A.- Vision grafica de limites

1. Sobre la grafica de la funcion f (x), halla los siguientes limites:

-4

-5

-5 -

-7 4

1) lim f(x)=

2) lim f(x) =

3) limf(x)=

X1

4) lim f(x) =
5) limf(x)=

6) limf(x) =

~3

7) lim f(x)=

X- -3

2. Sobre la grafica de la funcion f (x), halla los siguientes limites:

s e b ] i) e v e e ) v ] a—— b —

1) lim f(x)=
2) lim f(x) =
3) lim f(x)= lim f(x) =
4) Jim £(x)= Jim £(x) =
9 fmit)= imi()-
O mil) = imi()=
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B.- Calculo de limites inmediatos

3. Calcula los siguientes limites:

. . o1 . - . 1

a) lim x3 b) lim x3 c) lim — d) lim x™ e) lim —
X — +00 X - —00 xﬂ—oox5 X — +00 X-0 x4

f) lim — g) lim — h) Iim 3 x i) lim 3 x P lim 3 x
x-0" x3 x-0 x' X - =0 X - =00 X — +00

4. Calcula los siguientes limites:

. X . X i 1 ” i X i 1 %
a) lim 3 b) lim 3 ) X'L'”[‘wb] 9 X'L”_L(ﬁ) e Jim (ﬁ J

1 1 2\ x - X
f) lim 3 x g) lim3 x h) lim (—j i) lim52 ) lim5 2
X-0" X-0" X - +00 X - +00 X - +00
k) lim logs x [) lim log, x m) lim log; x n) lim Iog2x2 0) lim log, x
X > +00 X — +00 = X-0" X — +00 X 0" =

2

5. Calcula los siguientes limites:

2, 3 3 X(3x-1

a) lim X3 by lim &3 ¢) lim X ~4X*3 d) lim #
Xt X —2 xote x3 41 x-mo X2 4x =2 e (2x-1)" +4x°
- x-4 X3 -x+2 X -x+1 . Yxr-1

e) Iim — f) lim ——— g) lim Y¥—— h) lim
Xome X 42X Xome X7+ X7 +3 xote X +3 xoro [x -1

i) lim ) lim

5% -2x+3 Q) lim X-2 (x+Dyx-1
X 400 X_3 X - +00 2x+1 X—»—oo\/ﬂ X - +00 X\/;

6. Calcular los siguientes limites utilizando funciones equivalentes en x = 0:

a) lim sen8x b) lim senl4x ¢) lim tg2x d) lim tg8x
x-0 4X x-0  7X x-0sen5x x-0 4x
2
- - +
e) lim (1 cozsx) f Iiml c0252x g) lim xsenx hy lim X +senx
x-0  sen’x x=0 X x-01-cosx X-0
7. Calcular los siguientes limites, mediante comparacion de infinitos:
X In(x+3 X+1 X+3
a) lim 8 b) Ilim M c) lim —— d) Ilim 4
X — +00 22X X — +00 X2 +1 X — +00 |n()(+1) X — +00 3X+5
24 lg, (x+1 x1 IxF+1
e) lim X *5 o tim (92(x*) g) lim 2 hy lim X
X +00 3x—2 X +00 |93(X) X 4w DX Xt DXL
2x-1Y" 3x-2)"? X3 —3x
i) lim i) lim k) lim (eX—x2+1) ) lim
x==o ( 3x +2 x=ve | 342X X oo X o0 |g(X2)
In(x2+1) 3% X
m) lim (2" -x?) n) lim 0) lim — p) lim
X - +00 X — +00 X X—=—00 X +1 X — —00 X+1
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C.- Operaciones con limites.

8. Dadas las funciones:

1
fx)=x*+3 vy g(X):m

Halla en el punto x = 2, los limites de las funciones:
f+g, f-g,; Uf,g-f;g-f ;filg; g/f

9. Calcula los siguientes limites, especificando el valor de los limites laterales. Representa graficamente los
resultados:

3
a)lim —— b) lim X1 ¢) lim %
x-1x —1 x-2 X =2 1 (x-1)

10. Calcula los limites de las funciones siguientes en los puntos que se indican. Donde convenga, especifica
el valor del limite a la izquierda y a la derecha del punto. Representa graficamente los resultados:
3 _
a) f(x) = 2X enx=2,x=-2 b) f(x) = 4x 122 enx=2,x=0yx=3
X“ -4 (x-2)

11. Aplicando las propiedades de los limites, calcula:

X2 -7x+10 X2 -6x+1 _(x-1Y"?
a) lim — b) lim —— c) lim

x-2  Bx+1 x-3  2X-6 x-0\2x +1

1 _ _

d) lim (x® +1)x1 e) lim | — L f) lim In(x—lj

Xx-1 x-3 4X + 6 X — 400 X+1
9 Iim(x2—3_2x—3j h lim x? -1 x-1 ) lim (x2—3x+6_x—2j

-2\ x*+1 x-1 xome | ox o xP-1 -1\ x-4  x*-5
i) lim sen(x +E)cos(n+ X) k) lim SEN*X). ) lim N(2X "D *2

X0 2 x-0 TT X1 eX
cos(x+j
2
Tt X+2

m) lim tg(x +Zj n) lim ctgx 0) lim [Iog(x2 - 2x) —log(x® —4x)]

X - X, x-0"

2

2
12. Hallar m y n sabiendo quién [mx +n- 3 1] =0
X — 400 X_

F(x +h) =F(x)

13. Calcular Ling , siendo:

a) F(x) ={x b) F(x) = ¥ ¢) F(x) :%

14. Razona si la siguiente afirmacion es verdadera:

“Si lim f(x) =0y lim g(x) = » , entoncesdim f(x)-g(x)=0"
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D.- Calculo de limites. Indeterminaciones.

15. Hallar los siguientes limites:

. X*-5x+6
a) lim-———
X=2 X =x-2
3 13y2 4+
d) lim X 23x 2X
x-2 X°—-X-6

g) lim x* —4x +4
x-2 x* —6x* +12x -8

Lo X2 +3x-10

o lim 22X
x--2 3x° -5x -2

x2 —3x

m) lim
x-3 x3 —9x

D) lim X_~X=6
x-3  X-3
. A3 =2x% +X
s) lim———"—=
x-0  3X° +2X

v lim X~
x~a x? —2ax +a?

. 2x*+3x-2
b) lim 252
x=2 2X° —=7X+3

. X3 +4x% +4x
e) lm —————
x-2  X°-X-6

2_ —_—
hy fim X X2
x--1 x> +3X° +3x+1

3 413y2 4+
k) lim X 23x 2X
x-2 X°-X-6
(1+x)°

n) lim ——
X--1 X3 +1

2 _
x-12x°+Xx -3

£ lim X" -4
x-2 x3 =2x% =5x +10

2
. X° —ax
X-ax +ax-—2a

MATEMATICAS II

. X3 -3x*+4
c) lim—; 5
x-2 x* —8X° +20x -16

. oxP-1
f) lim————
) x-1 X% +X =2

o x> -5x+6
) olim -
x--2 x= =12x + 20

ox*-1
) M1

i x3-3x% +4
0) M s rax
X=2 X7 —4X° +4X
__x*-8x+15
n lim————
x-5 x°=3x—-10

_XP-Tx+12
u) lim————
x-3 X°-6x+9

2 _ .2

X) X° —a

lim
x->ax3 _a3

Soluciones: a) —%;b)-4;c) —g;d) —é;e)o;f)l;g)oo;h)-oo;i)% ;j)l;k)-é ;I)2;m)%;n)0;o)%;

p)5;q)é;r)§; S)% v -4 ju) oo V) oo ;W)%; X) o

16. Hallar los siguientes limites:

. 1 3

a) lim|—-

) qu(1—x 1—x3)
. 2 1

d) lim -——

) qu(xz—l x—1)

9) Iim[ A W j
x-3\x* -9 x*-2x-3

. [ x+2 xP+x+1
) lim X rxrl
x=-2\X+5 x?+x-2

. x*+1 x-2
m) lim | ———-
-2\ X" +Xx-6 X

Soluciones: a) -1; b) —%;c)%;d) —% ;e) —°°;f)0;g)oo;h)-5;i)% )] —%;k)o;l)o;m)%;n) 36{2;0)—i

2
3a

b) Iim( 5 6 _ 1 j
x-4\ X" -2x-8 x-4
. [x+1 x*+1

e) lim -
2 _ 2
hy lim (Zx X 2X J

. [ x-2 x*-16
k) lim| — —
x-2\ X" +4 X°-x-2

3 3
. X+a)” —a
n) |ImL
X -0 X

. xX+9 x+1
c) lim| — -
x-3\x" -9 X" -4x+3

f) Iim(x_g— 2)

xore (x? =1 x+1

i) Iim( X —ij
x-2\x* -4 x-2

(x2+3x—4_x—1j
X2 +2x-3 x+4

b i

1 1

o) lim 3 3=Xx
x-0  2X

18

39
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17. Hallar los siguientes limites:

g) lim

i) lim
X=13/%% +x-2
_ox3x?+1

m) lim

Soluciones: a) ~—

a) lim (V3x+13-3x-3)

d) lim (sz +3x—1—x)

X — +00

g) Xllnjw( X*+1-4x* —1)

P» o lim (\/3x —-6x - \/3x)

X — +00

m)I|m X-3
3\/; 3
Jx-1
1

X =

p) I|m

2-x*+3x+4

s) lim
) X oo 4o0 3X
V) lim 8

X \/xz +8x—\/x2 +4x

Soluciones: a)2;b)0; c) % ;)

p) O; q)% ;N 4;s)

11
=) =
3 VY

b) lim 3
X--1 X +

&x‘
N
Ll N ol

x
N
©

e) lim
x-3" x* -27

Jx*+2x-3
D e

k) i

b)/ c)— d)1;e)+00;)0;g)+oo;h)0;i

18. Hallar los siguientes limites:

b) lim ({2x+3 -2x-1)

X — +00

e) lim (ZX—J 4x* +x+1)

X - +00

h) lim (V% +3-/7x+5)

X — +00

K lim x(\> +1-x)

X - +00

n) Im-— ——

I 32

-3
lim
q) X2 X=-2

X2 Hx+1-1

) limyY—mMm——=
X -0 X

W) fim Y2173
4 x-2-2
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X=2
2

c) I|m —
-3x+2

f

) Im m

) dim X

et —2x% +1

0) lim

J))ﬁ;k)%:l)l:m)ioom)l:o)l

c) lim x( x2+1—x)

X — oo

f) Iim( x2—6x+1—x)

X -0

i) lim (\/x2 —7x = X2 +3x—6)

X — +00

b JX(xra-]

X — +o0

0) lim ———

X0 1— \/—

X=2

N lim————
x-2 [x+2-2
u)Ilm“X TX-loyxt2
2X -6
2+1-1
X) || X—

=0 Ux?+4-2

3. _1 0. . N - WAL - . . .
5 1)~ D819 05h) o) -5 1)) \/§.k)2,|)2,m)2\/§,n)4,o)2,

E v)4;w)£;x
5 3
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m Limite de funciones. Continuidad

19. Hallar los siguientes limites:

MATEMATICAS II 41

a) lim XY 4 b) lim YX*17x*+1 o fim X Zx*+2 Jx -1
e X2 =3-1 x-3  x-3 x-1x% —4x+3 x-1
- 2 _ -
d) lim ——X*1-2 e) lim YX ~3X*6-Vx+2 f lim (i— = j\/x+1
=3 [2x +10 —+/5x +1 x-2 3x-6 x--1{ x+1 x%-1
9 iy in(x-8) +in[ 2] |y g 17 ) tim (DX
x-3" X—-3 X-2Ix+2-2 X -0 x2
Ixt +3x2 +1-x2 2x-1- _ Jx+a-
J) lim X" +3x°+1-x k) “mX—\/; |) |||f~nL\/5
X0 X x-0 X-3 =0 X
_ 2 2 2 2 3
m) lim 2 Vx%+27 n) lim 22x _(x +3 X +1j o) lim [3x2+5x_3 j
X-0 x-3 xoto <=1\ X+1 X ot | X
—5)? —92\2 2
p) lim [M—2x+1} q) lim {M—x—z} 1) lim [X +1—xj
x-te |  2X -1 Xote | X+ 2 -t \ X + 2
2 2 - 2 _
s) lim —* (X *1_ X j ) lim (“2"— 2 j-(x2+4) u) Iim( -6 _ 2 )-X !
xote X+ X X+2 -1\ x+1 x°-1 X=X =X—-2 X+1) 2+Xx
Jx-1 _
V) lim [g-log(xﬂ)} w) lim ———— X) lim (2*— x2+1)
x-0| X X-1 X -1+ {XZ_X X - +00

Soluciones: a) 2-+/3 ; b) —%;c)o;d) —% 1e)0:f) w:g)Inv3 ;h)z;i)oo;j)o;k)%;l)ﬁ,m)\/?;

n)-2;0)0;p)-8;0)-8;r)-2;s)1;1) +oo ;u) —% V) 25w) 25 %) Fe

20. Halla los siguientes limites:

X X X
a) lim (1+i) b) lim (1+§j ¢) lim (1—1)
X = +00 4x X = +00 X X = +00 X
6X X X
d) lim (1—1) e) lim (1+£j f  lim [1—3j
X+ X X - +oo 5x X - +00 X2
3x 2x-1 3x-5
g) lim [1+i) hy lim (1+1j i) lim (1+3j
X — +00 2X X — +00 X X > +0o X
1 2 3

Soluciones: a) e4; bye®;c) et;d) e®;e) eg; f)1;0) e2; h) e? ;i) e®
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m Limite de funciones. Continuidad

21. Hallar los siguientes limites del tipo del numerERecuerda:

a)

2x+3
lim (1+Z)
X — 400 X
X+2
(23]
X — +oo X

d) lim
2x2+1
)
X — 400 X

g) Iim

Soluciones: a) e*;b)e®*;c)1;d)e’;

3 5x+2
b) lim (1+ )
X - +eo 5x+2

2

X X
lim [1— j
X — +00 X2 _1

2x-1
lim (1+ 3x 1)
2

X — +00 X

h)

e)0;f)1;g) too;h) +oo

22. Hallar los siguientes limites del tipo del niumero e:

a) Iim

X+7 X+2
Xﬂ+w(x+2j

lim

9) ( 3+ 1)1_’(
X—+0 | 2X

1

E+l
b) lim (X—ﬂjs

X — +00 X

2x
[ x?+3x
x-vo x% -2

e) lim

_ (zx+1j3*‘2
lim
X - +00 2X

h)

3

X — +00

MATEMATICAS II

lim f(x)9 =e

X=4
lim [1+izj
X — +0o X

—2X
f lim (1+32j
X = +00 X

lim [£(~1]- g(x) )

c)

X
i) lim (1+ 5 )
X = o0 x—-3
viye’
. (x+1j3X
c) lim
Xote\ X —2
-3x
f lim Jx+2
X — 400 \/;_2
3x+1
. (2x+3 2
i) lim
X-+o\ X—4

Soluciones: a) e®: b) €3 :c)e’:d)e;e)e’:f)0:g)0:h) e2:i) +ow

23. Calcular los siguientes limites:

3

a) |irr;(x—1)ﬁ
(5x—2)"‘*

5x+3

1
g) lim (ax +1)x

d) lim

X — +00

b) lim

X — +00

()

1

Soluciones: a)e:b)3:c)e?:d)e’:e)e’:f)1 ;:g)e* ;h) ea

24. Calcular m y n sabiendo quien

X--1

25. Calcular k y h sabiendo quien

X — 00

X3 +mx? +nx+2 _

[kx+h—

=-1(S:m
X3 +2x% -x -2 (

x3 +1
x2 +1

<)

f) lim

) lim (senx +1)senx

Xx-0

;i)e

=2,n=23)

ij(&kzlhzO)

42

Luizsa H.



S Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS II 43

26. Dadas las funciones:

49

X% -
X=7

f(x) = 2-x-3

X% —49

; g(x) =

Halla en el punto x = 7, los limites de las funciones:

f+g; f-g; Uf; g-f;g-f;flg; g/f

2 —
27. Calcula k para quien % =1.(S: k=3/4)

L , 5 +mx? +
28. Halla m con la condicion de glie XAmxT+4

— sea finito. ¢ Cuanto vale dicho limite? (S: m = -3, 0)
x-2 X% =X"=X—2

29. Calcula m para quien % =6 (S: m=-3)

X

3 _ &2
30. Dada la funcioén f(x) =)3(5)2(—+6X, calcula b y ¢ sabiendo qien f(x) = (S:b=-7/3,c=23)
x> +bx® -x+c x-3 8

2 -
31. Calcula k sabiendo qu|im2 % es finito. Para dicho valor de k, calcular el limite.(S: k = 1, -1/4)
X - X =

32. Halla a para quém ( ax? +1—x) =0.(S:a=1)

X - 00

33. Halla A para quéim (V2 + Ax+1-x? —x +2) =8 .(S: A = 15)

2 —_—
34. Calcular a  para quelim 2 ~2**0

1
= 2 --(S:a=5
x-wg?x2 —6x+1 5 ( )

35. Calcular los limites laterales de las siguientes funciones en los puntos que se indican. Representarlas

graficamente:

e* si x<0

1-x si x<0
a) f(x) = enx=0 b) f(x) 51-2x si 0<x<lenx=0,x=1
X si x>0
x* si x>1
c)f(x)=|x-2| enx=2 d) f(x)=|x|—$enx=0,x=2

36. Consideremos la funcion:

X2 +mx+n i
- si x<1
X“+2x-3
f(x) =
X2 —=7x+6 )
si x=1

x® —10x* +27x -18
Calcular el valor de my n para que exim?f(x)
(S:m=-6,n=5)
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JMre  Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS 11
5. Continuidad

37. Dada la funcién:

3X+7 si 2<x<3
f(x) =<5x+1 si 3<sx<4

x=5 si x=24
+3
Estudiar su continuidad enx =2, x =3y x =4.

38. Determinar razonadamente el dominio de continuidad de las siguientes funciones:

a) f(x) = —— b) f(x) = 2= o) f(x) = X*2 d) f(x) = |x — 4|

X—=2 X% +1 x? -1

39. Encontrar los dominios de continuidad de las siguientes funciones:

x> +x-2 x® -27
a) f(x) = R b) f(x) = 9 c) f(x) =(x—=1)(x + 2)
S _ —X _ x+1
d) f(x) = NC e) f(x) = Z _5x+6 f) f(x) = N
Solucion:  a) R -{3} byR-{#3} c¢)R d)R-{#2} e)R-{23 fR
40. Estudiar el dominio y la continuidad de las siguientes funciones:
2
a)y=f(x)=ln(X+22j b) y=f(x)=x[|n—xj
X x-1
41. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:
a) f(x) = | 2x + 3| b) f(x) = |%= 4x + 3| c) f(x):l%lx|

2 —_—
42. Dada la funcion f(x) X —5x+6
X(x —3)

a) Estudiar el dominio de definicion de f.
b) Determinar el dominio de continuidad.
¢) Calcular los puntos de discontinuidad.

d) ¢ Como definirias la funcion f para que fuese continua en x = 3?

43. Estudiar las discontinuidades de las siguientes funciones:

R e B N e I L~ L ORS

2+X 1-2senx X —

44
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S Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS II 45

44. Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:

_[3-2x six<2 _ | x*-1 six>-2
a)f(x)_{x—l Si x>2 b)f(x)_{3x+9 Si x<-2

4-x si x<3 x> +2 si x<-1
c) f(x) = 5 six=3 d) f(x) = 0 six=-1
X—2 sSi x>3 -X—-2 si x>-1

45, Estudiar la continuidad de la funcion f, indicando las discontinuidades que presente:

[X__l si x>1
—Zx—l—\/; si x#1 x-1
a) f(x) = x—1 b) f(x) = 2 si x=1
3 si x=1 x 3x-1 Si x<1
x-1 x*-1

46. Dada la funcién:

x?+2x+1 si x<0
f(x)=<ax+b si 0<sx<1
-1

2

si x=21

Determinar a y b para que f sea continua en tad®&®a = -3/2, b = 1)

2 _
47. La funcidnf(x) =3X¢

5 tiene una discontinuidad evitable en x = 2. Halla m y n y todas sus
X~ +mx“ —14x

discontinuidades.
(S:m=5,n=0)
48. Hallar m y n para que la funcién f sea continua en ®odo

senx Si X< -

N

T T
f(x) = ¢ msenx+n si _§<X<_

2

. T
2C0s X S|x25

(S:m=-1/2,n=1/2)
49. Dada la funcion:

x> +2x+1 si x<0
f(x) = ax+b si 0sx<1

- six=1
2
a) Determinar ay b para que f sea continua en ®do

b) Determinar ay b para que f presente una discontinuidad de salto en x = 0, siendo el salto 3, y una
discontinuidad de salto en x = 1, siendo el salto 5.

(S:a=-19/2,b=4)
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m Limite de funciones. Continuidad

EJERCICIOS PAU

JUNIO 2012 - ESPECIFICA

Calculelim1 f(x) siendo:

x“ -1 .
—— six#l
f(x) =4 x-1

3 six=1
JUNIO 2011 - GENERAL

1. Seaf:.R— R la funcidn definida por:

x> si x<0

f(x) =< mx+n si 0sx<1
2 si x=21

a) Calcule m y n para que f sea continua en todo su dominio.

2. Calcule:

Jo+x-49-x

a) lim
x-0 9x

SEPTIEMBRE 2010 - GENERAL

1. Se considera la funcién:
4 six<0

f(x) =
) {4—x2 Six>0
a) Estudie su continuidad en el punto x = 0.

c) Dibuje la gréfica de la funcién.

2. Calcule:
1

lim (1+2cosx o

K I
2

SEPTIEMBRE 2010 - ESPECIFICA

1. Se considera la funcién:

() 2x—-2 Si x<2
X) =
e +k®> si x=22

Determine el valor de k para que la funcion sea continua en el intervalo [0,4].

. (2x+3]*
lim
x-=\ 2x -1

2. Calcular el siguiente limite:

MATEMATICAS II

46
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JMre  Limite de funciones. Continuidad MATEMATICAS 11

JUNIO 2010 - GENERAL

Se considera la funcién:
ax+b six<0
f(x) = .
Bsenx—-2cosx six>0

a) Determina el valor de b para que la funcién sea continua en x =0

SEPT 2009

Dado a OR, se considera la funcién

2x*-3ax-6 .
————— S8iXx<3
f(x) = Xx-3
x? -1 six=3

Determina los valores de a para los que la funcién es continua.

JUNIO 2007
Calcula:

2 _ X _
JUNIO 2006

Se considera la funcion:
x*+6x+8 x<-2
f(x) = 2x+4 -2<x<0
acosx x>0

Estudia su continuidad en toda la recta real en funcién de a

JUNIO 2005

Se considera la funcién:

F) = (x+2)°-4 six<0
—a(x-2)°+4a six=0

Determina los valores de a para que la funcién sea continua en x = 0.

47
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