DERIVADAS. )
TECNICAS DE DERIVACION
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Tangentes a una curva

]
y=lfoolf
/
p AN
/,/(
V// 5
%
\\\
-5 14

B Halla, mirando la grifica y las rectas trazadas, f'(3), f'(9) y f'(14).
F3 =0 fO = 25 pap =1
E Di otros tres puntos en los que la derivada es positiva.

La derivada también es positiva en x=-4, x=-2,x=0...

B Di otro punto en el que la derivada es cero.

La derivada también es cero en x = 11.

B Di otros dos puntos en los que la derivada es negativa.

La derivada también es negativa en x =4, x = 5...

H Di un intervalo [a, b] en el que se cumpla que “si x € [a, b], entonces

f’(x) > 0”7,

Por ejemplo, en el intervalo [-5, 2] se cumple que, si x € [-5, 2], entonces [f'(x) > 0.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién




Funcion derivada

B Continua escribiendo las razones por las cuales g(x) es una funcién cuyo com-
portamiento responde al de la derivada de f(x).

e En el intervalo (a, b), [f(x)

es decreciente. Por tanto, su L —
derivada es negativa. Es lo STACS) //
que le pasaa gx) en (a, b). TN //
LN
e La derivada de f en b esO: : /'
J'(b) = 0. Y también es / , ) /
g =0. / 7
e En general:
g() = f'(x) =0 donde f(x) N
tiene tangente horizontal. \
=lg(o)l= /GO
gx) = f"(x) >0 donde [f(x) N \
es creciente. P P \
\
g(x) = f'(x) <0 donde f(x)
es decreciente. \

B Las tres graficas de abajo, A, By C, son las funciones derivadas de las graficas
de arriba, 1, 2 y 3, pero en otro orden.

Explica razonadamente cual es la de cada una.

1)B 1 2 B
2) A \

7 Y .
3)C \ \

La derivada se anula en los
puntos de tangente horizontal, \
es positiva donde la funcion es
creciente, y es negativa donde
la funcién decrece.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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1. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

1-x 1-x

A)f(x) = 1+x b)./(x) = 1+x

o 1-x 1-1gx
o) f(x)=In 1+ d) f(x) “Trrex g
e) f(x) = \fﬂ £) f(x)=mmVNe'8*

1+igx

g f(x)=V3x+1 h) f(x) = log(sen x - cos x)*
i) f(x) = sen* x + cos* x + x j)_f(x)=sen\/x+1 -cosVx—1
K) f(x) = arc sen\x D.f(x) = senBad—2\x +2x)
m) f(x) =\sen x + x%+ 1 n) f(x) = cos?x + (3 - x)?
j , -1 d+0-A0-x-1_ -1l-x-1+x _ =2
D@ (1 + x)? 1+ x)?2 1+ x)?

b) Utilizamos el resultado obtenido en a):

UCOT =
a L= 1+ NA -0 +x)3
1+x
¢) Utilizamos el resultado obtenido en a):
e P e B ¢ L B
1-x d+x? d-00+x0? 1-x?

1+x

De otra forma: Si tomamos logaritmos previamente:

S =In(1-x) —In +x). Derivamos:

-1 1 1-x-1+x -2
"(x) = _ = =
S 1-x 1+x 1 -2 1 —x2

& fG0 = A +1g? 00 +1gx) -1 —1gx) - (A +1g* %) _

(1 + 1g x)?
_ A+l —tgx—1+1gx] _ 20 +1g* x)
(1 + 1g x)? (1 + 1g 22
De otra forma: Si tenemos en cuenta el resultado obtenido en a):
N -2 _ -2 2 - =201+ 1g% x)
()= —=— "Dligx] = ——=—— (1 +tg* x) =
s (1 + 1g x)? 8 (1 + 1g x)? 8 (1 + 1g x)?
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e) Teniendo en cuenta lo obtenido en d):
1) = 1 =20 + g x) -1 +1g*x)
5 ’1—tgx (1 + g x)? VA - 1g 01 + 1g x)3
1+1igx
También podriamos haber llegado a este resultado utilizando lo obtenido en b).
£ flx) = Ve8* =lnel»/ 2= 8gx Zx
2
F1(x0) = 1+1g°x
2
g flx) =31 =3+rD/2
) =3@+D/2. Lo 3 aawT
flo =3 5 in 3 5 3
h) f(x) = log (sen x - cos x)? = 2[log (sen x + log (cos x)]
o~ [cosx 1 —sen x 1 1. 2 cos® x —sen*x _
F1(x) =2 . + . = . =
senx Im10 cosx In10 m10  semx- cosx
_ 4 cosx-sen*x _ 4  cos2x _ 4
m10 2senx-cosx  In10 sen2x In10 - 1g2x
De otra forma:
J(x0) = log (sen x - cos x)* = 2 log (M)
1 cos 2x 4
! = 2 . . =
S 10 sen2x 110 -1g 2x
2
D flx)=sen’x+cos*>x+x=1+x
S0 =1
Do = cosNx+1-cosNx—1 + senNx + 1 - (—sen\lx— 1) _
2Vx + 1 2Vx -1
_cosNx+1-cosNx—1 senNx+1-senNx—1
2Vx + 1 2Vx -1
1 1 1
k) [0 = : =
d Vi—x 2Vx  2Vx— a2
5 35 1 2
D f/(x) = cos (3x° — 2Vx + 2x ) - [15x% - =+
Voo 332
m) f'(x) = ! (cosx +2x) = —CXXT 2x
2\Vsen x + x2 + 1 2Vsen x + x2 + 1

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



n) f'(x) = 2cos VU +G-x7 - [_sen U + (S—X)Z] '

UNIDAD | 9

1423 -2 (1) _

Vo + G —22)?

~ 2cosVx+ B-0%sen Y+ G-0?%- Q2x-5) _

3x + (3 — x)2)?

_6-2x0 - sen (2 m)
33 + (3 — 2)2)2

2, Halla las derivadas 1.2, 2.2 y 3.2 de las siguientes funciones:

a)y=x> b) y = x cos x
ay=x

= 5x% pr=20x3 p" = 60x2
b)y = x cos x

y'=cosx—xsenx

Y= —sen x — sen x —x cos x = —2sen x — X cos x

Y= -2c08 x — COS X + X sen x = =3C08 X + X sen x

= 2 2 =
Qy=sen-x+cos*x+x=1+x

y/= 1; y//= O; y///= 0

3. Calcula f'(1) siendo: f(x)= = 2=
2332

c)y=sen* x + cos® x + x

15
\ .ot >
- x13/30 = 9 e - x13/30

) = Vi x4 2313 515 04 3215 4
.f'x_ ZW A \ 2.31/5.x2/5 B 2
15 15,
oy~ N9-et 13 —17/30=13\F9'€45Q/ 17
S0 3 30 60 *
15 L4
Por tanto: f'(1) = 136#

4. Calcula f'(n/6) siendo:
S(x) = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x
J(x) = (cos? 3x — sen? 3x) - sen 6x = cos 6x - sen 6x =

12cos 12x _ 6cos 12x

S =

Por tanto: [ %

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién

2

sen 12x

=6‘COSIZTTE=6'COS(ZTE)=6'1=6




5. Calcula f'(0) siendo:

S =mNx?*+x+1 —i-arctgﬂ
V3 3

S = Nx?+x+1 —Larctg 2x+ 1 =%ln(x2+x+1)—Lm’ctgﬁ

G R
po- L. 2wrn 1 23
2 e+l 3 1+(2x+1)2
V3
__2x+1 2 1 _
22 +2x+2 3 440 +dx+]
3
2x+ 1 2 3 3

22+ 2x+2 3 5+4x2+4x+1_

2x+ 1 _ 2 _ 2x+ 1 _ 1
2X2 +2x+ 2  4xP+4x+ 4 2x2+2x+2  2x2+2x+2

_ 2x X

2x2 +2x+2  xrP+x+1

Por tanto: f7(0) =0
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1. Estudia la derivabilidad en x, =3 de la funcion:

x2-3x, x<3

S = {3x—9, x>3

e Continuidad en x, = 3:
lim  f(x) = lim (x?—-3x)=0 lim f(x) =f(3) =0
X =3 x—3 x—3
lim N fo = lim Bx- 9) =0 | Portanto, f(x) es continua en X, = 3.
x— 3 x— 3

e Derivabilidad en X, = 3

lim_ fi(x)= lim (2x-3)=3=/(3)
x—3 x—3 Las derivadas laterales existen
lim | f(x) = lim (3)=3=(3" |V coinciden.
x— 3 x—3

Por tanto, f(x) es derivable en x,=3. Ademas, /"(3) = 3.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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2. Calcula m y n paraque f(x) sea derivable en R:

x2—mx+5, x<0

J(x) = {

—-x2 + n, x>0

e Si x#0, lafuncién es continua y derivable, pues estd formada por dos polino-
mios.

e Continuidad en x = 0:

lim  f(x) = lim (x> =mx+5)=5
x— 0 x— 0

Para que f(x) sea continua en x =0,

- _ 7 2 _
lim _ f(x) = lzmo(—x +n)=n ha de ser: n =75

x— 0" X —>
f =5

e Derivabilidad en x = 0:

lim_fi(x)= lim (2x—-m)=-m=f"(0)

x>0 x>0 Para que sea derivable en x =0, ha
lim +f’(x) = lim +(—2X) =0 =f/(o+) deser: —m=0 — m=0

x—0 x—0

Por tanto, f(x) es derivable en IR para m=0 y n=>5.
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1. Sabemos que la derivada de la funcion f(x) = x3 es f'(x) = 3x2.

Teniendo en cuenta este resultado, halla la derivada de su funcion inversa:

S =x.

1
(=
332
Pagina 264
2
1. Comprueba que sen (x2y)—y?>+x=2— % pasa por el punto (2, %) y halla

la ecuacion de la recta tangente en ese punto.

Sustituimos x =2, y = % en la expresion:

B DS o, ©
sen(4 Z) 16+2 0+2 16 2 16

Se cumple la igualdad. Luego la curva dada pasa por el punto (2, %)

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién




Necesitamos obtener el valor de f ’(2, %) Hallamos previamente [’(x, )):

2
Derivamos sen (x%y) — y2 + x =2 — ;C_G:
cos(xzy)'(2xy+x2-y’)—2y-y’+ 1=0
2xy cos (x%y) + y' - x% - cos (x?y) = 2yy'+1=0

'(x?+ cos (x?y) = 2y) = =1 — 2xy cos (x%y)

—1 — 2xy cos (x%))
"(x, ) =
frey x% - cos (x?*)) =2y

Por tanto:
f/(z £)= —l-m-cosm _ —-1+m
"4) dcosm-m/2  —4-m/2
La ecuacion de la recta tangente es: y = %

+

_2+2m _2-21
-8-T 8+ 1
2-21
x-2)
8

+ T

2. Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) = (sen x)* b)g(x) = xsenx

a) f(x) = (sen ) — Inf(x) =xIn (sen x)

cos X
=In(sen x) + x - —=
sen

FAE)
VACY)

b glx) = x%"* — Ingx) =senx-inx

g'()
g

1
=cosx - Inx+senx- - —
X

sen x
g'(x) = x%"X - |cosx - Inx + —=
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1. Calcula Ay, dy, Ay—dy:

a)y=x?
b)y=VxZ-1 para x,=2, dx,=0,1

c)y=§/; para x, =125, dx,=1

—x para x, =3, dx,=0,01

a) Ay = y(3,01) — y(3) = 6,0501 — 6 = 0,0501

= fl(x) = (sen x)* |In (sen x) +

X COS X
sern x

dy=y' dx=Q2x-1 -dx, queevaluadoen x,=3 y dx,=0,01 es:

50,01 = 0,05
Ay — dy = 0,0001

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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b) Ay = p(2,1) — p(2) = 1,8466 — 1,7321 = 0,1145

dy=y' dx= - dx, que evaluado en x,=2 vy dx,=0,1 es:

xc—1

2
— 0,1 =0,1155

\3

Ay — dy = —0,001
o) Ay = y(126) — y(125) = 5,01330 — 5 = 0,01330

1
dy=y' dx= W dx, que evaluado en x, =125 y dx,=1 es:

1
—-1=0,01
75 ;01333

Ay — dy = —0,00003
2. A una bola de bronce de 7 cm de radio se le da un baiio de plata de 0,2 mm de
grosor.

Calcula la cantidad de plata empleada (aproximadamente, a partir de la dife-
rencial).

4
V= gﬂ:i’g

dV =4mr? - h =4m - 720,02 = 12,3088

Se emplean, aproximadamente, 12,3 cm3 de plata.

3. Calcula una aproximacion de {126 dando los siguientes pasos:
e Llama f(x) = V.
e Obtén df para x,=125 y dx,= 1.
* Obtén f(126) = f(125) + df(125) para dx, = 1.

Feo =

1
df = f'(x) - dx = —= - dx
e 2

Evaluando en x, = 125 y dx, = 1:
1

daf(125) = ——= 0,01

1f(125) 75~ 0 33

Asi:

F126) = £(125) + df(125) = 5 + 0,0133 = 5,0133

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién




4. Procediendo como en el ejercicio anterior, halla, aproximadamente:
a) 1,014
b\15,8
) %
a) f(x) = x% x,=1; dx,=0,01
df=f'(x) - dx=4x3 - dx=4-13-0,01 = 0,04
S@,0D = f(D +df(1)=1+0,04 = 1,04

b) f(x0) = Va3 x, = 16; dx, =—0,2

1 1
df =f'(x) - dx = cdx =
= NSNS

£(15,8) = f(16) + df(16) = V16 — 0,025 = 3,975

- (=0,2) = -0,025

O fa0) = oe; x, = 64; dx, =2

df = f"(x) - dx = ©2=0,0417

1 1
. dx =
33x2 33642
[(66) = f(64) + df(64) = 4 +0,0417 = 4,0417

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR
Reglas de derivacion
Calcula las derivadas de las siguientes funciones:
x%-3
1 a)y=x2+3 b)y=§/3x2
D)y = 2x(x? +3) — (¥ —3) 2 _ 203 + 6 —2x2 + 6x _
(% + 3)2 (% +3)2 (a2 + 3)?
2
b y’'=
7 o
1—x)\2/3 2 x?
2 |ay=l3% Dy=2+3
Dy== (1_96)_1/3 LAt -0-0 _ 2 (“_x)_1/3 Slox—l4x _
3 \1+x (1 + x)2 3 \1-x (1 + x)2
_2 -2 _ -4
3 A-0Y-a+0  3a -0+
T D U DD S SV
b)y’'=2 ( x2)+2 2x x2+x
3 a)y=lnx b)y=7e™
x
o (Ux) - x—-Inx _ 1-Inx
y'= X2 2
b)y=-7e™*
e*+e™
4 a)y—ex = b) y = sen x cos x
a)y’ _ (e — e—x)Z — (X + e—x)z _ e2X 4 o72X _ ) _ p2X _ 72X _ ) _4
(ex _ e—x)Z (ex _ e—x)Z (ex _ e—x)Z

b) y’ = cos x - cos x + (=sen x) - sen x = cos* x — sen>

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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12

10

ay-= 1 b)y=m(x?+1)

sen x
,_ —COS X ,_ 2X

= —— b)y'=—

sens x x°+1

x

a)y = arc 185 b) y = cos? (2x — 1)
a)y' = 1 1 1/3  _ 3

1+ (/32 3 1+x%9 9+x2

b) y'=2cos 2x — 1) - (=sen (2x —m)) - 2 = —4cos (2x —T) - sen 2x — ) =

= —2cos (4x — 4m)

a) y = sen* x b)y=1itg x
1 1+ g% x
a)y'=2sen x - cosx = sen 2x b)y’'= (1 + g% x) = —o—
2N1g x 2N1g x
a) y = sen x? b)y=arctg(x?+1)
a) y' = cos x* - 2x = 2x cos x*
1 2x
b) y'= C2x =
Y 1+ (% + 1?2 xt+ 2x% + 2
a)y=Vx —3)7 b) y = log,\x
1 7
) y'=702Vx =3)0 -2 —— = = (2Vx - 3)°
nx  Vx
1 1 1 1
b = _—_ . . =
)y Ny 2 [y 2xn2
1
a) y = sen? x> b) y = arc g
a) y'=2sen x? - cos x* - 2x = 4x sen x* cos x> = 2x sen (2x?%)
by y' = 1 .(_L)= “1/x% 1
1+Q/0% \ x?) 1+ 1x? x?+1
a) y = cos® (7x?) b)y=3*+1

a) y' = 5cost (7x?) - (=sen (7x)) - 14xx = —70x cos® (7x2) sen (7x%)

b)y'=3*In3

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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13

14

15

16

17
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2
a)y= VGGx-3)2 b) y = arc sen x?
2 10
y'==Gx-371 5= —x
3 3350 - 3
1 2x 2x/3 2x
by’ = 2 _ -
1_(L2)2 o No-at V9-at
3 3
x2
a)y=mh2x-1) b)y=1g—
_ 2
VY=
2 2
b)y’=(1+tg2x—)-2—x=x+xtg2x—
2 2
ay=mm(x*-1) b) y = arc cos \2x
2X
a)y'= =2
Y x2-1
byl . 2. -1 1
VI-@W2o? 2V2x  V2x - V1-2x V25 — 42
ay=ml-x b) y = (arc tg x)?
a)y=ln\ll—x=ln(1—x)1/2=%ln(l—x)
,=l. -1 -y —1
YT -0 2-2«x
- 1 _ 2arctgx
b =2 1 . =
oy Hareig D s =
3
a)y = 1083(7-%' +2) b)y = lntg;
1 7 _ 7
VY= S Gxr2 a3
o1 3 3\_ 30 +1g*3/x)
S
Y 1g 3/x &% X2 x?1g 3/x
4 1
a)y=e* b)y=In ln;
I = 4o /= 1 L 1 - _ 1
a)y'=de By n1l/x 1/x ( x2) xin(1/x)

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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18

19

20

21

14

x+1

a)y=2% b) y = arc sen ~—1
a)y'=2%-In2
by’ = 1 - D -+ _ 1 ) -2 _
| (x+ 1) (x = D? V- 12—+ 1?2 (x-1D?
(x—l) x-1
_ 2/(x-1) _ 2 -
Vix—1D2-(x+ 12 (e—DVa2+1-2x—x2—1-2x
-2
(x — DN—4x
a)y=51g3(3x2+1) b)y=Vx+Vx

@) y'=151g% G + 1 - [1 + 182 Bo? + DI - 6 = 90ux [1g? G + 1) + 1g% 3x% + 1]

2Vx + 1 2Vx + 1

aAy=Imn

Ay= ln(

1-x

1+x

Vxz-1

x2

|

1 1
b)y'= (1+ )= -
S s Wx!  aVaVx+ e 4Vx2 + xVx
3
a) y =Vig x2 b)y= x—2
x+2
__ 1 _ox(1+ g% x?)
a)y'= (1+1g2x?) 2x=2 5 & 2
T g Vig x2
b)y’=l(x—2)72/3‘X+2—(X—2)= 1 N S
3+ 2 (x+2)? 34 (x=2) (x + 2)2
V()
_ 4 _ 4 _ 4 _
ses . Yx=22 B+ 2 Aw-22 a2t e-27
X (x+2)2/3

4

3 + 23 (x + 2)(x — 2)2

Otras técnicas de derivaciéon

Calcula la derivada de las siguientes funciones, aplicando previamente las
propiedades de los logaritmos:

b)y = In(x tg x)*

dy = m(2* sen? x)

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Ay=In %ln(l—x)—ln(l+x)]

1+x

- 2

_l[—l—x—1+x
2 1

gl
2 —x l+x - X

b)y = In (x tg x)? = 2[ln x + In (1g x)]

2
NIRRT 22
1g x

1
2|— +
X

2
+tgx] =;+2¢otgx+2tgx

Vx2-1 1
c)y=ln( xxz =ln3\lx2—1—lnx2=gln(x2—1)—21nx

1 2x 1 2x 2

R T R S

dDy=mQ*sen?x) =25+ Insen’x=xIn2+2Insenx

COs X
y=m2+2: =ln2+
sen x g x

Calcula la derivada de estas funciones implicitas:

A xZ+y2=9 b) x2 + y2 —4x— 6y =-9
x2 yz (x_l)z ()1"' 3)2 _
C)1—6+?—1 d) 8 - 14 =1

e) x3+y3="2xy ) xy?=xZ+y

a)2x+2y-py'=0

b) 2x + 2yy'— 4 — 6y’ =
Y'QRy—-06)=4-2x

A2 _2-x

Y 2y-6  y-3

2x Zyy’_
A TIMER

x 2y

—+ ===

8 9

20y’ X —Ox —Ox
—_— = _ 2 f = 7 )=
9 g MWy T Vg

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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16

23

2x -1 3 2(y + 3y’

d S T =0
x—1 _(y+5)y/ ~0
4 7
. Tx=1D
CVTCIEES)

e)3x?+ 3%+ 2y +2xy'=0
p' (3y? + 2x) = 3x% -2y

Bt -2y
3p% + 2x

!

B xy?=x2+y
yEex-2yppi=2x+y
2xyy’ —y' = 2x—p?
Y'Qxy—1) =2x—y?

o 2o
2xy—1
Aplica la derivacion logaritmica para derivar:
a)y=x3* b)y=x**1
Qy=x d)y=(nx)*+1
&) y- se:xx £)y - xies

a) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es Inx" =nln x:

y=x¥ — Imy=3xinx
Derivamos como funcién implicita:

! 1
y—=3lnx+3x-—=3lnx+3
Y x

Despejamos )"
V'=x% Gln x + 3)

b) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es nx" =nin x:

y=x*"1 > Ihy=Kx+Dinx
Derivamos como funcién implicita:

yl

1 1
—=hx+x+1D) - —=hx+1+—
X X

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Despejamos "

1
T=x¥t U+ 1+ —
y ( -

¢) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es nx" =ninx:

X
y=x — Iny=e* Inx
Derivamos como funcién implicita:

! 1 1
—=eY-Inx+e¥ —=e"|Inx+—
x x

Despejamos  »"

X 1
Y'=x e¥lnx+—
x

d) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es nx" =ninx:

y=Unx)**1 = mmy=(@+1 - In(nx)
Derivamos como funcién implicita:

! 1 1 1
y7=ln(lnx)+(x+1)-—-—=ln(lnx)+ il

nx x xnx

Despejamos "

1
y’=(lnx)X+1-[ln(lnx)+ rr
xInx

e) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es Inx" = nlnx y que el logaritmo de un cociente es

ln(% =Ina-Inb:
X
y= Sezx - Iny=xIn Senx)=x(l”(5e”X)_l”x)

Derivamos como funcién implicita:

' 1
y7=ln(senx)—lnx+x ﬂ——)=ln

-1

sen x X X sen x

sen x) . X COS X

Despejamos )"

, sen x\x

sen x X COS X
)+ - 1]

X sen x

f) Tomamos logaritmos en los dos miembros y aplicamos que el logaritmo de una
potencia es nx" =nin x:

y=x8% > Iny=igx-Inx

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Derivamos como funcién implicita:

Yo 2, L
It A +1gex)  Inx+ (gx) .

Despejamos )"

1
p= X8 (1 + 1g% x) lnx*%

Obtén la derivada de las siguientes funciones de dos maneras y comprueba,
operando, que llegas al mismo resultado:

D Utilizando las reglas de derivacion que conoces.

IDAplicando la derivacion logaritmica.

x2+1\3
a)y=( "

1+x

b)y= 1-x

) y = sen? x cos* x

Dy=VaZ+1 Va?

2
a)I)yl=3(x2+1) .(1_ i)=3'(x2+1)42(x2—1)
X A2 X
Diny=3(n>+1) - nx)

yhoo 2 1\ L (2x2—-x2-1)_ 3x2-1
__3 N _3 =
Y x2+1 X x(x? + 1) x(x? + 1)

y%%+q?3uhn 3 2+ D23 - D)
X x(x? + 1) x

b)) y'= 1 Cl-x+1+x _ 1

,1 +x (1-x2 V(A + 2001 —x)3
2 [
1-x

DMyL%WG+M—MG—M

l1-x+1+x _ 1
AQ+200-x T+ -x

yo_i[.t  1]_1
y 2 11+x 1-x 2
1+x 1 1

Y= N1-x "Trma-» A +x00-x)?°

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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UNIDAD | 9

2

oDy'= 3sen? x cos x - cos? x + send x - 2¢cos x (—=sen x) =

4

= 3sen? x cos3 x — 2cos x sen* x

IDIny = 3ln (sen x) + 2In (cos x)

y_’zscosx 4. Senx _ 3cos® x — 2sen® x
y sen x cos x sen x cos x
, 3 2 3cos? x — 2sen? x 2 2 2
y' = sen’ x cos® x - = sen= x cos x (3cos* x — 2sen* x) =
sen x cos x
= 3sen? x cos3 x — 2cos x sen* x
Y 2 2
DD y= — 2 TN 2L w32 +2\/x3 +1
2V + 1 3 Ax X2+ 1 33w
C3t 2P+ D i+ 2x?+2 0 Sxt+2
3Vx2 + 13 3Vaz+1x 3VaZ+ 1
II)lny=%Zn(x2+1)+%lnx
Vo1 ox 2 1 _ _x .2 _3P+2x’+2_ SxP+2
y 2 xX+1 3 x  x2+1 3x 3x(x? + 1) 3x(x? + 1)
y/=1x2+1 ,«SI_X.Z . 5X2+2 _ 5.%'2"'2

3x(x? + 1) C3az + 1 x

Calcula el valor de la derivada de cada una de las siguientes funciones en
x=0:

a) g(x) =e%"S™ si f(0)=0y f1(0)=1
b) b(x) = [sen f(xX)P si f(0) = % y f1(0) =1
A)j(x)=VInf(x) si f(0O)=e vy f'(0)=1

a) Aplicamos la regla de la cadena:
g'(x) = Dlsen f(x)] - e/ = fi(x) cos f(x) eSS/
g'(0) = £1(0) cos f(0) e/ =1 cos0-e"0=1-1-1=1

b) Aplicamos la regla de la cadena:

h'(x) = 3[sen f(x)1? Dlsen f(x)] = 3[sen f(0))? f'(x) cos f(x)

h'(0) = 3[sen f(0)]? f(0) cos f(0) =

2 12
sen%‘ '1'COS%=3(—) 1 —==

=3 \/E

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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©) Aplicamos la regla de la cadena:

_ Dlinfx)]  f'(x) 1

2V S 2

J10) = SO 11 1
26N f0)  2eNme 20N1 20

J'0

Dadas f(x)=x? y g(x)=3x + 1, halla:
a)(fog) (x) b)(g-f) (x)

a) (fog) ) =[lg)] g'(x)
Como f(x)=x?7y gx)=3x+1 — fi(x)=2x; g'(0) =3
(feg)=2-Bx+1)-3=6Bx+1)=18x+6
También podemos hacer:
(fog) () =flg0] = fBx + 1) = Bx + 1)?
(fog)(x)=2-3Bx+1)=18x+06

b) (g o /) (x) = g'lf(0)] f'(x) = 3 - 2x = 6x
O bien:
(gof) ) =glfl =3x2+1 — (gof) () =6x

Pagina 276
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Derivabilidad y continuidad
a) Comprueba que la siguiente funcion es continua y derivable y halla f'(0),
JS'B)y f/Q):
3x—1 si x<1
JS(x) =

x2+x six=>1
b) ¢Cual es su funcion derivada?
c) ¢En qué punto se cumple f'(x) =5?

a)Si x# 1, la funcion es continua y derivable, pues estd formada por dos poli-
nomios.

Continuidad en x = 1:

lim  f(x)= lim Bx-1) =2
x— 1 x—1

lim . fo = lim (2 +x)=2 f(x) es continua en x = 1.
x—1 x—1

S =2

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



UNIDAD F

Derivabilidad en x = 1:

lim _f'(x) = lim 3=3=/(1)
vl x>l Las derivadas laterales existen
lim  f(x)= lim Qx+1)=3=/0AD| Y coinciden.
x—1 x—1

Luego, f(x) es derivable en x=1. Ademas, f'(1) = 3.
Asi f(x) es continua y derivable en todo R.

S0 =3

f13)=2-3+1=7

x <1

b) f(x) = {

2x+1 x21

o Si f'(x) =5, entonces x> 1. Es decir:
fo=2x+1=5 — x=%=2>1

S =5

28 | Comprueba que f(x) es continua pero no derivable en x = 2:

m(x—-—1) si x<2
3x—-6 si x>2

J(x) = {

e Si x# 2, lafuncion es continua y derivable.
e Continuidad en x = 2:

Iim_ fo= Iim n(x-1D=mn1=0
x— 2 x— 2

lim _fx)= lim 3x—-6)=0 / es continua en x = 2.
x— 2 x— 2
J2)=0

e Derivabilidad en x = 2:

p - 1
/ "x)= lim —— =1=f(2"
im  f1(x) xmlzx—l f127)

x— 27 Las derivadas laterales existen
p _ ero no coinciden.
lim [0 = lim 3=3=f1(2% P
x— 2" x— 2

f(x) no es derivable en x = 2.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Estudia la continuidad y la derivabilidad de estas funciones:
[e> si x<0

a)f(x)=431 si 0<x<3

[—x2+3x+2 si x23

[(x2+2x+1 si x<-1
b) f(x) =1 2x + 2 si - 1<x<2
| —x2 + 8x si x>2

a)Si x#0 y x#3, lafunciéon es continua y derivable.

Continuidad en x = 0:

lim  f(x) = lim eX=
x—= 0

x— 0
lim +f(x) = lim 1=1 f(x) es continua en x = 0.
x— 0 x— 0
S =1

Continuidad en x = 3:

Iim fx)= lim 1=1
x—=3 x—3 Los limites por la derecha y por la

lim  fGo) = lim (-x® +3x +2) = 2 izquierda no coinciden. La funcién
x— 3" x—3 no es continua en x = 3.

[ =2
Derivabilidad en x = 0:

Iim_ fi(x) = lim e*=1=f(0)
x— 0 x— 0~

lim _f(x) = lim 0=0=f(0"
x— 0 x— 0"

Las derivadas laterales existen,
pero no coinciden.

f(x) no es derivable en x = 0.

Derivabilidad en x = 3:
Como f(x) no es continua en x =3, f(x) no es derivable en x = 3.
b)Si x#-1y x#2, f(x) escontinua y derivable.

Continuidad en x = —1:

im  fQo) = lim (x>+2x+1)=0

x— -1- x— -1

lim  f(o) = lim l(Zx +2)=0

Xy g+ e f(x) es continua en x=-1.

JED =0

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Continuidad en x = 2:
lim f(x) = lim Qx+2)=06
x— 2" x— 2

Los limites por la derecha y por la
izquierda no coinciden.

lim f(x) = lim (—x? + 8x) = 12
x— 2" x— 2
f(2) =12
f(x) no es continua en x = 2.
Derivabilidad en x =-1:
lim f'(x)= lim Qx+2)=0=/2")
x—-1- x—= -1

lim f'(x)= lim 2=2=f(2% pero no coinciden.
x— 1" x— -1

J(x) no es derivable en x = -1.

Derivabilidad en x = 2:

J(x) noescontinuaen x=2 — f(x) no esderivable en x = 2.

Estudia la continuidad y la derivabilidad de estas funciones:
0 six<oO

a) f(x) = x? si0<x<1 b)f(x)={

x six2>1

e~ si x<0
1-x si x>0

a) Continuidad:
e Si x#0 y x#1 — Es continua, pues estd formada por funciones
continuas.

e En x=0:

lim  f(x)= lim 0=0

x— 0 x—0

continua en x = 0.
x—0

lim | f(x) = lim x*=0
x— 0
fO=0

e En x=1:

lim  f(x) = lim x*=1
x— 1 x—1

Iim f(x)= Iim x=1 P _
x -1 ] continua en x = 1.

x—1

f(H=1

La funcién es continua en IR.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Las derivadas laterales existen,

lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcion es
x— 0

lim f(x) = f(1). Por tanto, la funcion es
x—1
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Derivabilidad:

e Si x#20 y x#1 — Lafuncién es derivable. Su derivada es, en esos
puntos:

0 six<0
S =492x si 0<x<1
1 six>1

e En x=0:

S0 =0=/"(0". Por tanto, f(x) es derivable en x=0; y f(0) =0.

e En x=1:
/() =2=(1% =1. Portanto, f(x) no es derivable en x = 1.
La funcion es derivable en IR —{1}. Su derivada es:

0 six<O0
flx)=92x si 0<x<1

1 si x>1

b) Continuidad:

eEn x#0 — Lafuncion es continua, pues estd formada por dos funciones
continuas.

eEn x=0:
lim  f(x) = lim e*=1
x— 0 x— 0

lim f(x) = f(0). Por tanto, la funcion es
x—0

lim  fo) = lim (1-x) =1 )
x— 0" x— 0 continua en x = 0.

SO =1
La funcién es continua en todo IR.

Derivabilidad:
eSi x#0 — La funcion es derivable. Ademads:

- si x<0

-1 si x>0

J'Co = {

*En x=0:
S0 =-1=/7(0"

Por tanto, f(x) es derivable en x=0 y f(0) = —-1. La funcion es derivable
en todo IR. Su derivada serfa:

- si x<0
-1 si x=20

J'Co = {

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Definicidn de derivada

31 |Utiliza la definicion de derivada para hallar f'(2) en los siguientes casos:

x—1
DS =7
b)f(x) = Vx + 2

~-1 2+h)-fQ2
Df0 =21 > p - i DD

~2+h-1_h+1
f(2+h)_2+h+1_h+3

1 1
f<2)_2+1 3

h+1 1 3h+3-h-3  2h

J@2+h)-f(2) =

h+3 3  3h+3  3h+3)
JCQ+h)-f(2)  2h _ 2
h “3h+3 0 3+ 3)
2h 2

S =l ™9

b =\x 2 - @)= i LEEDZSD
h—>0

h
f2)=\4=2
h
f(2+h)=\/2+h+2=\/h+4}f(2+h) —f(2=~\h +4
J2+h)-f(2) \h+4-2
h \ h
N N 2
[ = lim Nhtd-2 (Vh +4)?-2%
h—0 h hﬁo(/_h+4+2)h
_h+Aa— 4 1 1

= lim Iim ————=
h—o0 h(\/h+4+2) h->0 Vh+4+2 4

32 |Aplica la definicion de derivada para hallar f'(x) en cada caso:
1

a)f(x)=x+ ~

b)f(x) =Vx2+1

S+ ) - f(0)

1
= i () = il
a) flx) =x + ~ - f(x) h:mo o

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién




JSx+h)=x+h+ — flx+h) —flx) =

x+h
1 1 xX—x-h
O R T Y T M G
e+ h) - fa) 1 o 1o 1
[ DI e 5 W@ hhi)%oll_—x(x+h)] -
b)) = Va2 + 1 — f1() = lim JM
-0

fa+h=Va+h?2+1 > fle+h) —f) =Va+h?+ 1 —Vx2+1

Nz r1-Vaz+1 . eerm?2+ 1) - (a2 + 1)
[ = lim = lim =
h—0 h hso h(NGx + )2 +1 +Vx2 + 1)

i X%+ 2xh +h? oA - x4
h=>0 h(Vx + )2 + 1 + Va2 + 1)

. h(2x + h) 2x X
lim =

ho0 WNx + 2 + 1+ VaZ+ 1) 22 +1 a2 +1

PARA RESOLVER

Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones:
a)y=|x-2|

b)y=|x2+ 6x + 8|

Qy=x+|x-3|

dDy=x2+|x

@ Mira el ejercicio resuelto 3.

a) Definimos la funcion por intervalos:

-x+2 si x<2
fw:{x—z six>2
Derivamos:

00 = {—1 si x<2
: 1 si x>2
J2H=-1

-1 }f’(Z_) #/'(2") — No existe f'(2)

La funcién es derivable en R — {2}.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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b) Definimos la funcion por intervalos. Para ello, calculamos los puntos en los que
y=0:
~6£+V36-32 —6%2 - =—4
2 2 x=-2

x2+6x+8=0 = x=

x2+6x+8 si x<—4
J)=9-x2-6x-8 si —4<x<-2
xZ+06x+8 si o x>-2
Derivamos:
2x + 6 si x<—4
) =9-2x-06 Si —4<x<-=2
2x+ 6 six>-2

S = 2(-4) + 6 = =2

Py = 2y~ Gm 2 } FI—4) £ f1(—4") — No existe f(~4)

12 = =2(-2) — 6 = -2

f/(_2+) — 2(_2) +6=2 } f/(_z_) ifl(_2+) — No existe f’(—Z)

La funcion es derivable en R — {4, -2}.

¢) Analizamos el signo de x — 3 para definir la funcion por intervalos:

el TXRS ‘x—3 ...... x+(=x+3)=3
| x+x—-3=2x-3
X 3 X
Asf:
3 si x <3
S = {2x—3 si x2>3
Derivamos:
o - 0 si x<3
Jeo = 2 six>3
f6ﬂ=0} _ iste f
'(3) #f'(3") — No existe f'(3)
rao=2] 0% !

La funcién es derivable en R — {3}.

o - i -x si x<0
d) Definimos la funcién por intervalos. Recordamos que |x| =

Asi:

si x>0

x%2-—x si x<0

x%2+x si x>0

S = {

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Derivamos:

2x—1 si x<0

2x+1 si x>0

S0 = {

SO)=2-0-1=-1

SO =2-0+1=1 } SO #f(0") — No existe f'(0).

La funcién es derivable en R — {0}.

Calcula los puntos de derivada nula de las siguientes funciones:
x 16

DY G ey

ypto—x+l dy=e*(x—1)

OV i1 yEeria—

e)y=x?e* f)y=sen x+ cos x

2) y' = (x+3?-2(x+3)x _ (x+3)-2x _ 3-x

(x + 3)* (x +3)3 (x +3)3
=0 — 3-x=0 = x=3 — y=1;
1
Se anula en el punto (3, —)
12
16 -16(3x? — 8x)

by=s—— - y=—="_

Y X3 — 4x? (x3 — 4x%)?

x=0 (no vale)
y'=0 > 3x2-8x=0 — x(3x—8)=o< 3 27
X=3 2 VTG
x =0 no estd en el dominio.
La derivada se anula en el punto (§, ﬁ)
37 16
2 2

O y'= Cx-Dx*+x+D—-(x"—x+DQx+1 _

(2 +x+1)2

2O YU X1 -8 P -1 2xP -2

(% + x + 1)2 (X% + x + 1)2

1

x=1 = y==
y'=0 — 2x2-2=0 — x2=1< 5
x=-1 — p=3

Se anula en los puntos (-1, 3) y (1, %)

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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dy'=e*x-D+e¥=e(x-1+1 =xe®
=0 — x=0 — ypy=-1

Se anula en el punto (0, —1).

e)y' =2xe~+x?eX=e¥(2x+x?)

x=0 — =0
y'=0 = 2x+x°=0 — x(2+x)=0< Y >
x=-2 - y=ie

Se anula en los puntos (0, 0) y (=2, 4e72).

f) y'= cosx —sen x

x =
y'=0 — cosx=senx — tgx=1< 5
T

X=T+27T]€ - y=_\/§

Tiomk — y=\/§

sn

Se anula en los puntos (£ + 21k, \E), ( %

7 + 27k, —\E), con ke Z.

a) Calcula m y n para que f sea derivable en todo R.

2 _ : <
f(x)={x 5x+m si x<1

—x? + nx si x>1
b) ¢En qué puntos es f'(x) = 0?
a) Para que sea derivable, en primer lugar ha de ser continua.

e Si x#1, lafuncién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=1:

im  f(x) = lim (x> =5x+m)=—4+m
x—>1 x—1

lim | f(x) = lim (—x*+nx)=-1+n
x—=1 x—=1
f(D=-4+m

Para que sea continua en x =1, ha de ser:
—4+m=-1+mn; esdecirr m=mn+3.
Derivabilidad:

e Si x#1, lafuncion es derivable. Ademas:

2x—5 si x<1

S0 = {

2x+mn si x>1

29
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e En x=1:
faH=-3
fan=-=2+n
Para que sea derivable en x =1, ha de ser -3 = -2 + n, es decir, n =-1.

Por tanto, la funcién serd derivable en todo IR si m =2 y n =-1. En este
caso, la derivada seria:

() = 2x-5 si x<1
T
b)fi(x) =2x-5 si x<1

2x-5=0 = x=%; per0%>1

S =-2x-1 si x=1

2x-1=0 — x=—l; pero 1o 1
2 2
Por tanto, f"(x) no se anula en ningn punto.

Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo RR:

ax?+3x si x<2
x2-bx—4 si x>2

S(x) = {
Para que sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.
e Si x#2 — lafuncién es continua, pues estd formada por dos polinomios.
e En x =2 debe cumplirse que /im f(x) = f(2):
xX—2

lim f(x) = lim (ax®+ 3x) = 4a + 6
x =27 x =2

lim f(x) = lim (x*—bx—4) =-2b

x— 2" x— 2
F(2) =4da+6

Para que sea continua, ha de ser 4a + 6 = —2b; es decir, 2a + 3 = -b o bien
=—2a - 3.

Derivabilidad:
e Si x#2 — lafuncidn es derivable. Ademas:

2ax+3 si x <2

S0 = {

2x—b six>2
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e En x =2 debe cumplirse que [f(27) = f'(2%):

f1@2)=4da+3
f1@2H=4-b
Para que sea derivable, ha de ser 4a + 3 =4 — b; es decir, b=—-4a+ 1.

Teniendo en cuenta las dos condiciones obtenidas:

=2a-3 | 2a-3=-4a+1 > 2a=4 — a=2
=—4a+1| b=-7

Por tanto, para que [f(x) sea derivable en todo IR, hadeser a=2 vy b=-7.

37 Esta es la grafica de una funcion y = f(x). Calcula,
observandola:

2 S'ED, /Ay 3

15 T ¢En qué puntos no es derivable?

e En x=-1, larecta tangente a / es horizontal; su pendiente es 0.
Por tanto, f'(-1) = 0.

e En x=1, f esuna funcién constante. Luego f'(1) = 0.

e En x =3, f esuna recta que pasa por los puntos (2, 1) y (4, 5).
Calculamos su pendiente:

5-1
4-2

= 2. Por tanto, ['(3) = 2.

e No es derivable en x =0 nien x =2, porque en ellos observamos que

SO #1007 y /(2 #[1(27).

s38 | Observa las graficas de las siguientes funciones e indica en qué puntos no
son derivables. ;Alguna de ellas es derivable en todo R?

a) b) (9]
\

\
\

2 N 2 /1

un
= "1

a) No es derivable en x = -1 porque f'(-17) # f'(-1%) (tiene un punto “angulo-
so”) nien x =2 (no esta definida la funcion).

b) Es derivable en todo IR.

¢) No es derivable en x =0 porque f'(00) # f'(0") (tiene un punto “anguloso”).

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Calcula a y b para que f sea continua y derivable.

x3-x six<0

J(x) = {

ax+b si x>0
Continuidad:
e En x#0 — La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.

e En x=0:
lim  f(x)= lim (x3-x)=0
x— 0 x— 0
lim LS = lim (ax + b) = b ¢ Para que sea continua ha de ser b = 0.
x— 0 x— 0

fO =0
Derivabilidad:
e Si x#0 — La funcion es derivable. Ademas:

3x2-1 si x<0

a si x>0

S0 = {

e En x=0:

£10) = -1
F1O0M =a

} Para que sea derivable, ha de ser a = -1.
Por tanto, f(x) sera continua y derivable si @ =-1 y b= 0.

Halla el valor de la derivada de la funcion cos(x +y) + sen(x—y) =0 enel

¢ (TI: b
unto |—, —|.
P 44
Derivamos:

—sen(x+1) - A +yp)+cosx—y» - -A-yp)=0
—sen (x +y) —y'sen (x + ) + cos (x —y) —y' cos (x—1)) =0
—sen (x + ) + cos (x — ) = ' (sen (x + ) + cos (x — )

. =sen (x + y) + cos (x - y)

sen (x + ) + cos (x — )

Calculamos la derivada en el punto (%, %

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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s41 | Calcula la derivada de orden n de la funcion f(x) = e?~.
f’(x) - 282x
f//(x) = 482x - 22€2x

f///(x) _ 892)6 - 239295

fn(x) = QNnp2x
Lo demostramos por induccion:
Para n=1, n=2y n=3, vemos que se cumple.

Supongamos que es cierto para 7 — 1; es decir, que f"~1(x) = 2”7~ 1%, enton-
ces, derivando, tenemos que: ["(x) = 2 - 2"~ 1e?¥ = 272X Por tanto, la expre-
sion obtenida es cierta para todo 7.

s42 |Estas graficas representan las funciones derivadas de las funciones f; g, b
y J:

1! 5

] —2

a) ¢Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ¢Cuil de estas graficas es la funcion derivada de una funcién polinémica
de primer grado?

c) ¢Cual de ellas corresponde a una funciéon polinémica de segundo grado?
a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
[ tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues [/(-2) = 0.

j tiene dos puntos de tangente horizontal en x =1 y en x = 3, pues

J' (D =4'3)=0.
g y b no tienen ningin punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcion polinémica de primer grado es una funcion cons-
tante. Por tanto, es g".

©) La derivada de una funcion polinomica de segunda grado es una funcion poli-
némica de primer grado. Por tanto, es f”.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién 33
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¢Cual de los siguientes apartados representa la grafica de una funciéon [y
la de su derivada f'? Justifica tu respuesta.

a) b) ©)

a) La funcién en rojo es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es
y =3 (la recta verde). Luego, estas graficas si representan a una funcién y su
derivada.

b) La funcién en rojo es un polinomio de 2.° grado, una parabola. Su derivada es
una recta. En x = 0, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula. Para
que la recta fuera la derivada, tendria que pasar por (0, 0).

No representan, por tanto, a una funcion y su derivada.

©) La funcién tiene que ser un polinomio de 3.°" grado porque tiene dos extremos
relativos. Su derivada serd un polinomio de 2.° grado, una pardbola. En x = 1,
la funcién tiene un maximo; la derivada se anula, /(1) = 0, y tendria que pa-
sar por (1, 0). Estas tampoco representan a una funcion y su derivada.

Por tanto, solo la primera es valida.

a) Representa la funcion siguiente:
S =|x+ 1]+ [x-3]|
Observando la grifica, di en qué puntos no es derivable.

b)Representa f'(x).

—-Xx—-1-x+3 s x<-1 —2x+2 si x<-1
a)fxr)=9 x+1-x+3 si -1<x<3 ;= 4 si —1<x<3
x+1+x—-3 si x>3 2x—2 si x>3

\{_/

No es derivable en x =-1 nien x = 3.

2 (Son puntos “angulosos”™).
-4 =2 2 4 0
-2 si x<-1 2 o—_
b)fltx)=9 0 si -1<x<3
-1 3
2 six>3 >

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Halla los puntos de derivada nula de la funcion siguiente:

JS(x) = Bx—2x?) e~

100 = (3 —4x)er + Bx —2x2)e” = (3 — 4x + 3x — 2x2)e¥ = (2x% — x + 3)e¥

1£V1+24 _1+5 =

f)=0 - 2x*’-x+3=0 —> x-=
—4 —4 x=1

Dada la funcién f(x) = e* + In(1 - x), comprueba que f'(0)=0 y f"(0)=0.
¢Sera también f"'(0) = 0?

1

f’(x)=ex——1_x - [f(=1-1=0
w=et-—L 5 mo=1-1=0
f(x) =e Y, f

2
"(x) = eX — mO)=1-=2=-1%0
Sf"(x) =e T - f

Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta funcion:

-1 si x=0
2x(x=3) .
D P Sl 24 20, x#
J(x) 2_9 si x x#3
1 six=3
-1 si x=0 -1 si x=0
2x(x —3) . 2x .
= — = six#0, x#3 ;= si x#0, x#3
S (x —3)(x + 3) xX+3
1 si x=3 1 si x=3
El dominio de la funcion es IR — {-3}. Por tanto, en x = =3 no es continua

(ni derivable), pues no esta definida.

Continuidad:

e En x#0, x#3 y x#-3: Es continua, pues las funciones que la forman son
continuas en este caso.

e En x=0 debeser /im f(x)=/(0):
x—=0

2x
lim f(x) = lim =0 ) )
x>0 x>0 X+3 No es continua en x =0 (tiene una

O . discontinuidad evitable).

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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e En x=3:

, L 2x lim f(x) = f(3).
i feo= him Sm1 | LSO

JB3 =1

La funcién es continua en x = 3.

e En x=-3: No es continua, pues no estd definida.

Por tanto, f(x) es continua en R — {3, 0}.
Derivabilidad:
. : A ! = 6
e Si x#0, x#3 y x#-3: Es derivable. Ademas: f'(x) = xt37

e En x=0 yen x=-3: No es derivable, pues no es continua.

e En x=3: Sies derivable, pues f(37) = f'(3") = f'(3) = %

Por tanto, f(x) es derivable en IR —{-3, 0}. Ademas:

[0 = si x#0 y x#-3

o

(x + 3)?
Determina, si es posible, el valor del parametro a para que la funcion f sea
derivable en todo su dominio de definicion:

xInx si 0<x<1
a(l-el=%)si 1<x

S(x) = {

Para que f(x) sea derivable, en primer lugar, ha de ser continua.

e Si x>0, x#1: La funcién es continua, pues esta formada por funciones
continuas.

e En x=1:

lim fx)= lim (xInx) =0
x— 1- x—1

lim fQo) = lim [a(l —e' =] =0 J(x0) es continua en x = 0.
x— 1% x—1

S =0
Derivabilidad
e Si x>0, x#1: es derivable. Ademais:

() = Inx+1 si 0<x<1
S0 = ael =% s x>1
e En x=1:
! 1— = 1
7 f(x) es derivable en x=1 si a=1.
a9 =a

Luego, para que [ sea derivable en todo su dominio de definicion, ha de ser a = 1.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Estudia la derivabilidad en x =0 de la siguiente funcion:
1+¥x2 x<0

(x) =
S {13/?2 x>0

Como lim _f(x) = lim _f(x)=/f(0) =1, lafuncion es continua en x = 0.
x— 0 x—0

Veamos si es derivable:

e Si x#0, tenemos que:

2 si x<0
3
e =12
SQ/— si x>0
X

No existen las derivadas laterales en x = 0. Por tanto, f(x) no es derivable en
x=0.

Estudia la continuidad y la derivabilidad de las siguientes funciones:
) ( )— ;
a) f(x 1+ x|
| x|

x2-1

b) f(x) =

a) Definimos la funciéon por intervalos:

1 si x<0
-Xx
Sl =
si x20
1+x
Continuidad:
e Si x#0:

Es continua, pues esta formada por dos funciones continuas en los intervalos
en los que estan definidas.

e Si x=0:

1
lim f(x) = lim =1
x— 0 x>0 - X
lim f(x) = f(0). Es continua en x = 0.
x—0

1
lim f(x) = lim =1
x—0* x—0 1—x

fO) =1

Por tanto, es una funcion continua en R.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Derivabilidad:

e Si x #0: Es derivable. Ademas:

_ si x<0
oo L ) (1= x)?
S0 = _1 .
m si x>0

e En x=0:
F1OD) =120 =-1
No es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

b) Definimos la funcion por intervalos:

3 si x<0
S =%~
si x20
x%-1
El dominio de la funcién es IR —{-1, 1}. Portanto,en x=-1 yen x=1 la

funcién no es continua (ni derivable).

Continuidad:
e Si x#0, x#-1, x#1:

La funcion es continua, pues estd formada por funciones continuas (en estos
puntos).

e En x=-1 yen x=1:
No es continua, pues no estd definida en estos puntos.

e En x=0:

lim fo0) = lim ———— =0

x50 x—s0 x2—1 lim f(x) = f(0).
x—0
lim+f(x) = lim —5— 1 O | La funcién es continua en x = 0.
x—=0 x—=0 X
J0 =0

Por tanto, es una funcion continua en IR — {1, 1}.

Derivabilidad:

e Si x#0, x#—-1, x# 1: Es derivable. Ademas:

x%+1 . <0
— si X

) (x? - 17

J'@x = —x2-1 .
—— si x>0
(x? - 17

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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e En x=-1 yen x=1: No es derivable, pues no esta definida la funcion.

e En x=0: f/(00) =1#/(0%) =-1. No es derivable en x= 0.

Por tanto, es derivable en IR —{-1, 0, 1}.
X _ o= 2
51 |Prueba la igualdad siguiente: D|arc tg > =it o
eX—e™ 1 e’ +e™X eX +e™
Djarc tg ] = X —x\2 ' = 2x —2x v
2 1+(e —e) 2 (1+e —e —2).2
2 4
(e*+e™-4 _(+e™ 2 _ 2
(eZX + e—Zx + 2) -2 (ex + e—x)Z X + o™X
1—
52 | Demuestra que la derivada de la funcién y = arc g % con 0<x<m
cos x

€s una constante.

@ Recuerda la formula de tg %

1—
Sio<x<m —» 0<x<T tgﬁ=1fﬂ
22 2 1 + cos x
Asi anrc 1 1= cosx anrc 1 (t x) X
i y= '\/—= A
Y € 1+ cos x € gZ 2

Por tanto: y’'=

l\)ln—\

53 |Si f(x)=x?%x|, halla f, f"y f"

-3 st x<0
(x) =
S x5 si x>0
Derivando:
—3x2 si x<0
"(x) =
S 3x%  si x>0

(En x =0, tenemos que /(07 = f7(0%) = /(0) = 0).
P = {—6x si x<0
6x si x20
(En x =0, tenemos que /(07 = /(0% = /"(0) = 0).
si x<0

1" — —6
S = 6

si x>0

(En x =0 no existe /", puesto que ["(07) =-6=/"(0%) = 06).

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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54 |Halla los puntos de derivada nula de la funcion y = cos 2x — 2 cos x.
y'=-sen 2x -2 -2 (=sen x) = —-2sen 2x + 2 sen x =

=-22sen x - cos x + 2sen x = 2sen x (—2cos x + 1)
Y'=0 — 2senx(-2cosx+1)=0

senx=0 — x=0+k T

1 x=—n+2nle; con ke 7
—2cosx+1=0 — COS.X'=?< 3

51
= —+2nk
*T3
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CUESTIONES TEORICAS

+h)-—
55 |Sabes que lim S+ ) = f(x)
h—>o0 h

=f'(x,).

A partir de esta expresion, justifica la validez de esta otra:
lim S(x) = f(xy)

X = X, x—xo

=f'(xy)

Llamando h = x — X, tenemos que:
e Si h — 0, entonces x — X,
e Ademas, x,+ h=x

Por tanto: f'(x,) = lim f—(xo M ACT = lim f—(x) RGO
h—=0 h xox, X=X

56 |Relaciona los siguientes limites con la derivada de las funciones que apare-
cen en ellos:

02+ 2)—-0(2)

a) lim 8 -8@ by tim L =S o) lim
x—>a xX—a h—-o0 h x—0 X
o tim EDZED g
b) lim S -fO £1(0)
h—0 h
o fim 92TV 0@ _ 40
x—0 X
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s57 |Una funcion polinémica de tercer grado, scuantos puntos de derivada nula
puede tener?

¢Es posible que no tenga ninguno? ¢Es posible que solo tenga uno?

La derivada de una funcion polinémica de tercer grado es una funciéon polinémica
de segundo grado.

Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o ningin punto con derivada nula.
Por ejemplo:

x=1
. 4 =3x2_3 =
SO =x-3x — [fix)=3x*-3=0 < R } Dos puntos

f=x> = f(x=3x*>=<0 — x=0 — Un punto

S =x3+3x - fi(0)=3x*+3#0 paratodo x — Ninguno

58 |Justifica que una funcion polinémica de segundo grado tiene siempre un
punto de tangente horizontal.

Su derivada es una funcién polinémica de primer grado, que se anula siempre en
un punto.

59 | ;Puede haber dos funciones que tengan la misma derivada?

Pon ejemplos de funciones cuya derivada sea f'(x) = 2x.

Si. Por ejemplo, si f'(x) = 2x, podemos considerar: f(x) = x* + k, siendo &k una
constante cualquiera.

60 |Demuestra que todas las derivadas de orden par de la funcion f(x) = sen 2x
se anulan en el origen de coordenadas.

ST = 2cos 2x
() = —dsen 2x = 2% - sen 2x
SM(x) = —8cos 2x = =23 - cos 2x

JNV(x) = 16sen 2x = 2% - sen 2x

En general, las derivadas de orden par son de la forma: f%(x) = k - sen 2x,
donde k es constante.

Por tanto, se anulan todas en x = 0, puesto que sen 0 = 0. Como [f(0) = 0,
tenemos que todas las derivadas de orden par de f(x) se anulan en el origen de
coordenadas.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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La funcion y = Vx?—4x, ;tiene algin punto de derivada nula?

¢Y la funcion y = V4x — x2?

y=\x?—4x — Dominio = (oo 0] U [4, +c0)

, 2x—4 x-=2

B 22 — 4x B Va2 — 4

=0 — x=2

Pero x = 2 no pertenece al dominio de definicion de la funcion. Por tanto, no
tiene ninglin punto de derivada nula.

Para la otra funcion:

y= Vdx —x2 = Dominio = [0, 4]

, 4-2x  2-x
y

B 2o — x2 B Vidx — x2

La derivada se anula en x = 2.

=0 — x=2 (81 pertenece al dominio)

Sean fy g dos funciones derivables en IR, tales que:
SJ0)=5; f1(0)=6; f(1)=3
g0)=1; g'(0)=4; g'(5) =2

Pruebaque fog y geof tienen la misma derivadaen x = 0.

Aplicamos la regla de la cadena:

(fo@'(0) =/(g®) - g(0) =/f(1) g(0)=3"4=12
(go N =g'(f(®) f(O)=g'(3 f(0)=2"6=12

PARA PROFUNDIZAR

Dada y = sen x, halla un punto en el intervalo

T
0, 2| en el que la tangente

sea paralela a la cuerda que pasa por (0, 0) y (%, 1).

La cuerda que pasa por (0, 0) y (%, 1) tiene pendiente: m =

L
/2

2
=

Tenemos que hallar un punto del intervalo (O, %) en el que la derivada de la

L . 2
funcion sea igual a =:
m

y'=cosx= 2
T

- x=0,88

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Prueba, utilizando la definicion de derivada, que la funcion:
SO =A-x)V1-x?
es derivableen x=1 ynoloesen x=-1.
f(1 +h-fOo —hV1 -1 +h)?
JAOE ————= [lim =
h— 0 h h—-0 h
= lim (N1T-A+h?)=0=/(D
h—0
D {f(l +h=(1-1-V1-Q+h)?
J =0
_ — (- _ —h2 -
e = JE1+ D) — /D @ i (2-h\2h-h*-0 _
h—0 h h—0 h
o 2h—h%) [(Z—h)_
B hhffo ((2 - h? ) - hhino @-hy h
= i — no existe f'(-=1)
){f( 1+h=1+1 +h)\/1—( 1+h2=2+h) V2h- h2
S =+ DA = (=12 =
SRX L2 six#0
S)=7 ¥

k si x=0
¢Hay algun valor de k para el cual f(x) sea continuaen x = 0?
Continuidad: Debe cumplirse que  lim f(x) = f(0).
x— 0

lzm f(x)— lim (m+2)=1+2=3
x—0 X

FO) = k
La funcion sera continua en x =0 si k= 3.
Halla la derivada n-ésima de las funciones siguientes:
1
a)y=e*™ b)y=; Ay=mhA+x)

a)y’= aeax; yu= az eax; ym= 615 eux; yn) = g edx

Lo demostramos por induccion: (para 7 = 1, 2, 3 se cumple).

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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-1 2
b))y’ = =, "= L. " =
e T e T

Si y?- D =g"-1e% derivando obtenemos: y” =a - a1 e* = a” ™
como querfamos demostrar.

=6 w - D" nl
Y S

Lo demostramos por induccion: (para 7 = 1, 2, 3 se cumple).

_1yn-1 1)
Si pn-D = M, derivando obtenemos:

x?l

_1)rn-1. — 1 (=1) - —1) 49
w o D m-DIED-n _ D " como queriamos demostrar.

y

xn+1 xn+1
C)y/: 1 : y//: -1 : y/// - 2 L n) — (_1)7171 (n P— 1)'
L+x 1+ x)? 1 +x)3 1+ 20"

Lo probamos por induccion: (para n =1, 2, 3 se cumple).

n-1 _ CD""2 (n—2)

Siy , derivando, obtenemos:
A+x0n-1!
_1yn—-2., _ _ _ _1yn-—-1 _
= &1 (g +i)>!n( D1 _( 1)(1 X E:)a D! como querfamos
demostrar.

Considera la funcion:

x"sen(1/x) si x#0

0 si x=0

J(x) = {

siendo # un nimero natural.
a) Demuestra que f es derivable en x =0 para n=2.

b) Demuestra que f no es derivableen x =0 para n= 1.

- h? sen (1/h) — 1,0
D ) = lim LW ZSO e Wsen WM =0 ey e —)=0
h—0 h h—-0 h h—=o0 h
(*) Tenemos en cuenta que —1 < sen |—| < 1.
Por tanto, [ es derivable en x =0 para n = 2.
{ h) — h 1/h) - 1
by () = tim LOIW SOy hsen -0 o _)
h—o0 h h—0 h h—0 h

1
Este limite no existe (el valor de sen (— va oscilando entre -1 y 1).

h

Por tanto, f no es derivable en x =0 para n = 1.
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UNIDAD | 9

68 |Prueba que existe un punto de la curva:
SJ(x)=e*+arcigx
cuya tangente (en ese punto) es paralela a la recta y = 3x + 2.
@ Aplica el teorema de Bolzano a la funcion g(x) =f'(x) —3.
La pendiente de la recta y=3x+2 es m = 3.
Tenemos que probar que existe un punto de la curva f(x) tal que f'(x) = 3.

1
' = X 4 =3
S =e 1+ x2

Consideramos la funcion g(x) = f'(x) — 3; es decir:
1
1+x

glx) =e +

>3

g =-1<0
Tenemos que: {4 g(1) = e — % =0,22>0

g(x) es una funcién continua en [0, 1]

Aplicando el teorema de Bolzano, sabemos que existe un punto ¢ € (0, 1) tal
que g(c¢) =0. Esdecir, f'(c)—3=0; obien f'(¢) =3, como queriamos probar.

Pagina 279

69 | Comprueba en cada caso que f(x) verifica la ecuacion indicada:

x _ 1
a) f(x) = e~ sen x b)f(x) =In — T 1
L) =-2f(x)+2f(x)=0 xfi(x)+1=e/®
a) f1(x) = e¥sen x + e¥ cos x
(X)) = eXsenrX + e¥ cos x + e cos x — eXsemrx = 2e” cos x

S0 = 2f1(x) + 2f(x) = 2e¥ cos x — 2e™ sen x — 2e* cos x + 2e¥ sen x = 0
Por tanto: f"(x) — 2f"(x) + 2f(x) = 0
De otra forma:
f(x) =eYsenx+ e¥cosx=f(x)+ e~ cosx
S0 = f1(x) + e¥ cos x — e¥ sen x =
=f"(x) + e¥ cosx —eXsen x + e sen x — e~ sen x =
= f1(x) + (e¥ sen x + e™ cos x) — 2e~ sen x =
= /700 + 100 = 2f(x0) = 2f"(x) = 2f(x)
Por tanto: ["(x) — 2f"(x) + 2f(x) =0
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b f)=ml1-nx+1)=-nlx+1)

-1
x+1

/0 =

1
xflx) + 1= —X e A A S —eln(x”)=ef(x>

x+1 x+1 x+1_

Por tanto: xf'(x) + 1 = /™

Una persona camina, a la velocidad constante de 3 m/s, alejandose hori-
zontalmente en linea recta desde la base de un farol cuyo foco luminoso esta
a 10 m de altura.

Sabiendo que la persona mide 1,70 m, calcula:
a) La longitud de la sombra cuando la persona esta a 5 m de la base del farol.

b)La velocidad de crecimiento de la sombra a los ¢ segundos de comenzar
a caminar.

a)

10 m

1,70 m|

«—5m—> S

Sea s la longitud de la sombra. Por semejanza de tridngulos:

10 1
\ 1% — 10s=1,765+s) — 10s=85+17s —
S5+s s

— 83s=8,5 — s=1,024m
La sombra mide 1,024 metros.
b) El espacio recorrido a los ¢ segundos es 3.
Veamos como varia la sombra:

10 17 — 10s=51r+17s = 83s=51t — s >17
= — = S = = —
3t+5 S ) ) ) ) 8,3

Esta es la funcion que nos da la longitud de la sombra segin el tiempo trans
currido desde que se empieza a caminar.

La velocidad de crecimiento de la sombra serd la derivada de s respecto de :

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



UNIDAD F

71 |Un avion vuela horizontalmente a 6 km de altura. La ruta del avion pasa por
la vertical de un punto P y se sabe que, en el instante en que la distancia del
avion a P es 10 km, dicha distancia aumenta a razon de 6 km/minuto.

Halla la velocidad del avion, que supondremos constante.
Pasos:

a) Expresa d en funcion de x:

X

b) Obtén la expresion de la velocidad de alejamiento de P, d'(f), en fun-
cionde x yde x'(?).

c) Despeja x'(¢,) siendo ¢, el instante al que se refiere el enunciado y, por
tanto, para el que conocemos algunos datos numéricos. x'(z,) es la velo-
cidad del avion en ese instante y, por tanto, su velocidad constante.

v = constante

a) d="\x2+ 36
b) d () = N(x()? + 36

La velocidad es la derivada de d(1):

_ 2x(1) x'(1) _ x(@) - x'()
2Nx(0)? + 36 N(x(1))? + 36

!

=8
©) Como d=\lx2+36—>10=Vx2+36—>x2=64<x 8 ( o
X = — no vale

En t=1t, d()=10km, d'(t) =06km/min y x() =8 km

d' (N +36  6V8% + 36 _ 60

(1, 3 e 7,5 km/min

x'(1) =

El avién va a 7,5 km/min; es decir, a 450 km/h.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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Pagina 279

AUTOEVALUACION

1. Halla la funcion derivada de las siguientes funciones:

a)y=QRx+2)Vx-1 b)y=ar‘ctg‘:+3 o)y = ln(In x)?
d)y=3‘\J2x‘1 ey=({gx)'—~* ) x2+y?—xy=0
1 X+
DY =2Vx-1+Qx+2) ———=2\x—1 + =
Y 2Nx — 1 Vx -1
_2(x—1)+x+1_ 3x—1
Vx — 1 Vo — 1
x+3 -6
by = x-3) _ (x — 3)? =6 -3
’ L [EEP Go3Peesp PORIS A0
x-3 (x - 3)?

¢) Aplicando las propiedades de los logaritmos:

. Dlnx) _ 1/x 2
In x Inx xlnx

y=m(nx*=2mnx) = y'=2

d) Expresando la raiz como potencia:

x—=1 x—1 x—1 In 2 x—1
y=§/2x—1=23 - y'=D 3 ).23 In 2= 3 .2 3
e) Aplicamos la derivacion logaritmica:

' D(ig x)
ny=~0-x) In —=—n (1 +(Q-x)——
ny=0-x n(gx) — B n (g x) + (1 -x) g x

' 1 +1g?
S g (1 —) —
y gx
A -0 +1g%x)
'=|-In (4 g )t —x =
-y n (1g x) + Py (g 2

=—(g)' =% In (g x) + (1 — 01 - 1g% x) (1g )™
f) Derivamos implicitamente:

xX2+92—xp=0 = 2x+2)—y—-xy'=0 = Qy—-x)'=
Y- 2x
2y —x

=y—-2x = )'=

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



UNIDAD | 9

1
2. Aplica la definicion de derivada para hallar f'(x) siendo f(x)=-—

x
F0 = %

o0 G e e

S0 = fim w = Jm xgz(fch;hk)ih - _jjc - ;_i

3. Dada la funcion f(x) = x| x|, definela por intervalos y halla:
a) f'(x) b)f""(x)
Representa f'(x) y f"(x).

—x? si x<0
f(x)=X|X|={ )
X

si x20
) G0 -2x si x<0
) [0 = 2x si x>0

Como f'(07) = f"(0") = 0, la funcién es derivable en x = 0.

-2 si x<0
b) f"(x) = {

2 si x>0
No existe f"(0), ya que f"(070) =-2#2=f"(0")

2t Jr S

1

4. Estudia la derivabilidad de la funciéon f(x) =1-— VS x2 y calcula f'(1).

)
0 = =
S e

/() es una funcion continua en R.

f(x) es derivable en IR — {0} (en x =0 no existe la derivada).

ey - =2
S 3

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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5. Estudia la continuidad y la derivabilidad de:

S(x) = {

x2+2x—-1 si x<1

x+1 si x>1

¢Existe algin punto en el que f'(x) = 0? Represéntala graficamente.

Continuidad:
e En x#1: La funcién es continua, pues esta formada por dos polinomios.
e En x=1:

lim f(x)= lim (x*+2x—-1)=2

x— 17 x—1 lim f(x) = fQ1).
x—1
lim f(x)= lim (x+1) =2 . -
x— 1" x> Por tanto, la funcion es continua en x = 1.
S =2

La funcion es continua en todo R.

Derivabilidad:

e Si x#1: La funcion es derivable. Ademas:

2x + 2 si x<1

1 si x>1

S0 = {

e En x=1:
) =40 =1
La funcion no es derivable en x = 1.

Por tanto, la funcién es derivable en IR — {1}.

Puntos en los que f'(x) = 0:

S =2x+2 si x<1

2x+2=0 — x=-1

S=1s x>1 = [f0)#0 si x>1

Por tanto, la derivada se anula en x = —1.

Griafica de f(x):

Wi

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién



UNIDAD | 9

6. Halla a y b para que f(x) sea continua:

2x+a si x<-1
f(x)=qax+b si-1<x<0
3x2+2 si 0<x

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

e Si x#-1 y x#0: La funcién es continua, pues esta formada por polinomios.

e En x=-1:

lim fx)= lim Qx+a)=-2+a

x -1 x—-1 .
Para que sea continua, ha de ser
im fx)= lim (ax+b)=-a+b ( -2+a=-a+ b; esdecir: b=2a-2.
x— 1" x— -1
fED =—-a+b

e En x=0:
lim f(x) = lim (ax+b)=b
x— 0 x—0

P ¢ i he < b=2.
lim f(x) = lim (5%2 " 2) -2 ara que sea continua, ha de ser
x— 0" x—0

f(O) =2

Por tanto, f(x) serd continuasi a=2 y b= 2.
Para estos valores, queda:
2x+2 st x<-1

fx) =7 2x+2 si -1<x<0; esdecir: f(x)={
3x2+2 si 0<x

2x + 2 si x<0

3x2+2 si x<0

Derivabilidad:
e Si x #0: Es derivable. Ademas:

2 si x<O0
6x si x>0

S0 = {

e En x=0:
1O =2#0"=0
La funcion no es derivable en x = 0.

Por tanto, es derivable en IR — {0}.

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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7. Observando la grifica de esta funcion f, estudia su derivabilidad. Halla si

existen f'(—4), f'(0), f'(3).
\ 2 \
N/ 2 \

e / es discontinua en x = 1. Por tanto, no es derivable en x = 1.

En x = -2 observamos que [f'(-27) #f'(=2"): tampoco es derivable.
Luego [ es derivable en R —{-2, 1}

e [(—4) =0 porque en ese punto la funcion es constante.
f(0) =0 porque en x =0 latangente es horizontal.

f'(3) =-1 porque -1 es la pendiente de la recta que pasa por (1, 2) y (3, 0):

2-0
m=——=-1

1-3

Unidad 9. Derivadas. Técnicas de derivacién
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