IES Fernando de Herrera Curso 2013/ 14

Primer examen Segundo trimestre — 2° Bach CCSS 30 de enero de 2013
NOMBRE:
1) Calcule las derivadas de las siguientes funciones: (2 puntos)
2
(x) = (2‘35’() 172 4= (3x+2) - N+ )
X
2) Estudie la derivabilidad de la funcion: (3 puntos)
e si x<0
f(x) = {1 si 0<x<3

x> +6Xx+2 si x>3

3) Calcule la ecuacién de la recta tangente a la gréafica de f(x) en el punto de abscisa
x =0, siendo: (2 puntos)
1
fx)=12-x
X*—6x+6 si x>1
4) Estudiar la continuidad, clasificando sus discontinuidades, hallar las asintotas y los
puntos de corte con los ejes de coordenadas de la siguiente funcion:
2x* -8
f(x) =
®) 2x+1

si x<1

(1+1,5+0,5 puntos)
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SOLUCIONES
1) Calcule las derivadas de las siguientes funciones: (2 puntos)
2
() = (Z?Xj +222K0 g =@+ 22 InL+d)
X
_ _ _ 2 _M_ _ _ 2 2
Fi(x) = 22 5X -—5+ 2X (14 2X)2X _ 20+ 50x N 2X 24x+4x _
3 X 9 X
_ 50x—20 2x*-2x _ 50x-20 x(2x—2) _|50x—20 2x-2|_
= + — = + Z = +——|=
9 X 9 X 9 X
_ (50x-20)x*+(2x—2)9 _|50x* —20x° +18x—18
ox® 9x®
. 2 22X
g'(x) =2(3x + 2)3:In(1 + x°) + (3x + 2) > =
1+x
2
=|(18x + 12) In(1 + x) + 2XEX 2
1+x
2) Estudie la derivabilidad de la funcién: (3 puntos)
e* si x<0
f(x) = <1 si 0<x<3

—x*+6Xx+2 si x>3

Para estudiar la derivabilidad hemos de ver antes la continuidad aunque no nos la
pidan, porque si en un punto f no fuera continua no seria, tampoco, derivable (en
dicho punto).
Continuidad
e Zona (-, 0): f coincide con y =€, que es continua en su dominio, por ser una
funcion elemental, siendo éste todo R. Como no presenta, pues, discontinuida-
des, f es continua en todo (—<o, 0). Observar que x =0 no se ha incluido en la
zona, porque los puntos que conectan diferentes definiciones en una funcion de-
finida a trozos hay que estudiarlos siempre por separado.
e Zona(0,3): y=1 escontinuaen R (es unarecta), luego lo es en (0, 3).
e Zona (3, +x): f escontinua en toda la zona, por ser polinémica.
e x = 0: Estudiamos la continuidad en este punto verificando las tres condiciones
de la definicion de continuidad de una funcion en un punto:
i) 3f(0)=e®=1, yaquecuando x =0 estamos en la primera forma de defini-
cion de f, porque ésta es valida cuando x <0.
i) Iirg f(x) = IirpﬁeX =el=1; Iirg f(x) = Iirgl =1
ya que, a la izquierda de x = 0, es decir, cuando x <0, f(x) vale €', yala
derecha (si x >0), 1. Al coincidir los dos limites laterales, 3 Ixiirg f(x)=1.

Como f(0) = Iirrg f(x) = f escontinuaen x=0.

e x=3: De analoga forma:
i) 3f(3) = 1.
iv) Iirg f(x) = Iin;lz 1; Iirr31 f(x) = Iirg(—x2 +6x+2)=-9+18+2=11
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Como no coinciden los dos limites laterales, Elirr; f (x)= 1. Por tanto, no es
X—>

continua en x= 3, presentando una discontinuidad de salto finito.
Luego, [ es continuaen R — {3}, con una discontinuidad de salto finito en x = 3|
Como s6lo nos piden la derivabilidad de la funcion, no es necesario clasificar la
discontinuidad. Es més, no debe responderse a lo que no nos piden, porque no nos
dara puntos y, ademas, corremos el riesgo de equivocarnos inatilmente.

Derivabilidad
Las formulas de la tabla de derivadas son ciertas en intervalos abiertos, por lo que
pueden usarse de esta forma directamente, resultando:
e si x<0
f'(x)=+0 si 0<x<3
—-2X+6 si x>3

Falta estudiar la derivabilidaden x=0 yen x =3.
Como f es continua en un entorno de x = 0, podemos usar que:

f'(0)=e’=1; (0" =0 = 3Ff'(0), por no coincidir las derivadas laterales.
Pero en x = 3 la funcion no puede ser derivable, porque no es continua. Si no
hubiésemos recabado este dato e intentdsemos hacer lo anterior (que no es valido
porque f no es continua en x = 3), hubiésemos obtenido la siguiente informacion
falsa: f'(3)=0; f'(3")=-2-3+6=0,y concluiriamos errébneamente que 3f'(3) =
0.

En definitiva, es valida la expresion anterior:

e si x<0
f'(x) =<0 si 0<x<3
—-2X+6 si x>3

3) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa
X =0, siendo: (2 puntos)
1 .
—— si x<1
f(x) = 12-x
x> —6Xx+6 si x>1
1 :
En unentornode x =0, f(x) = > %’ Como la tangente se calcula, segun la inter-
pretacion geométrica de la derivada, por la formula y — yo = f '(Xg) (X — Xo), siendo
(Xo, Yo) las coordenadas del punto de tangencia, basta quedarse con la formula valida
en el entorno de xo = 0.
. 1 1
e Punto de tangencia: Cuando xo=0 = Yy, =1(0) = >0 = > Es: (0, 1/2).
. -1(- 1
e Pendiente de la tangente: Como f'(x) = 0-X 12) = > =>m=f'0)=—.
(2-x) (2-x) 4
- 1 1 1 1
e Ecuacién de larectatangente: y— — = — (x-0) = y= —X+—
2 4 4 2
IES Fernando de Herrera — Prof. R. Mohigefer Pagina 2 de 3

http://www.e-matematicas.es




IES Fernando de Herrera Curso 2013/ 14
Primer examen Segundo trimestre — 2° Bach CCSS 30 de enero de 2013

4) Estudiar la continuidad, clasificando sus discontinuidades, hallar las asintotas y los
puntos de corte con los ejes de coordenadas de la siguiente funcion:

2x% -8
f(x) =
) 2X+1

(1+1,5+0,5 puntos)

Continuidad

Las funciones elementales con continuas en su dominio. El de ésta lo constituyen

todos los valores de x que no anulen el denominador, lo que ocurre cuando:
2x+1=0 & x=-1/2

Veamos qué discontinuidad hay.

a) 11'(C1/2).
2 _ 2 2
by fim 228 = [Z15/2) _ o Ademss: lim 2 8=is0 y tim X8 o
H_% 2x+1 0 o L 2X+1 o L 2X+1
2 2

Luego |es continua en R — {~1/2}, con disc. asintdtica de salto infinito en x = —1/2]
Los signos de infinito los obtenemos dando a x valores muy proximos a —1/2 por
el lado correspondiente (izquierda o derecha), y observando los signos de los resul-
tados.

Asintotas
e Verticales: Segun lo anterior,

x = —1/2 es asintota vertical,

. . 2x*-8 .. 2x* :
e Horizontales: lim = lim=— = limx =o = |No tiene A.H.

x>0 2X+1 x>0 QY X—>00

2x*> -8
2 2
e Oblicuas: m = lim-2X+1 = |im 2X2 8 _ lim —2X2 = liml =1
X—0 X X—>00 2X + X X—>00 2X X—>0
2 _ 2 o
n = lim[f () —mx] = lim|{ 2X =8 _1x| = jjm 2 =8=X(2x+1) _
X—>00 x—ol 2x+1 X—300 2x+1
. 2x2-8-2x*-x . —-8-x . -x . -1 1
= lim = lim =lim— =lim—=-=
X 2x+1 o0 2X 41 xow 2X xow 2

Por tanto,

larecta y=x-1/2 esasintota oblicua‘.

Intersecciones con los ejes
e x=0 = y=-8.[Cortaa OY en (0,-8).
e y=0 = 2x*-8=0 = x*=4 = x=+2. |CortaaOX en (-2,0) y (2, 0),.
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NOMBRE:
12 EVALUACION: o APROBADA o SUSPENDIDA (Marcar lo correcto)

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

Dada la funcioén:
—2x*+24 si —4<x<-3

fx)=< x*-3 si —-3<x<2

—x*+5 si  2<x<4
a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en su dominio. (1 punto)
b) Estudiar la monotonia de f en su dominio, calculando los extremos relativos.
(1,5 puntos)
c) Calcular los extremos absolutos de f. (1,5 puntos)

Sea la funcion f(x) = %x3 + %xz — 2x + 3. Si consideramos la funcién g(x) = f '(x),

calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion g(x) en el punto de

abscisa x = 2. (1 punto)
Calcule las derivadas de las siguientes funciones: (0,6+0,6+0,8 puntos)
2 Ek\4 i 2
) 0= b) gx)=e¥x- 5O &) heo) = XN
3-X X—2
(Solo para quienes tienen aprobada la 12 evaluacion) Determine las intersecciones
2 -
con los ejes y asintotas de la funcion f(x) = 2% 38 (1,5 puntos)
X_

(S6lo para quienes tienen aprobada la 12 evaluacién) Dada la funcion f(x) = x° —
ax + b, calcular a y b para que tenga tangente horizontal en (0, 1). (1,5 puntos)
(Solo para quienes tienen pendiente la 12 evaluacién) Sean las matrices:

8

2 3 3 -5 3 5
A= , B= , C=13]|, D= :
3 5 0o 21 3
0
a) Despeje X en laecuacion matricial: A-X +B-C =D. (0,5 puntos)
b) Calcule X, segun el resultado del apartado anterior. (1 punto)

(Solo para quienes tienen pendiente la 12 evaluacion) Se desea maximizar la fun-
cion F(x,y) = 14x + 8y en el recinto dado por:

y+3x>9; yS—;x+14; 5x—2y<15; x>0

a) Represente la region factible y obtenga el valor maximo de F y la solucion
Optima del problema. (1 punto)
b) Obtenga un punto de la region factible que no sea el 6ptimo. (0,5 puntos)
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SOLUCIONES

1) Dada la funcién:
—2x*+24 si —-4<x<-3
fx)=4¢ x*-3 si -3<x<2
—x*+5 si  2<x<4

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en su dominio. (1 punto)

Continuidad

e Zona[-4,-3): f es continua, puesto que tiene una expresion polinémica, y
los polinomios son funciones continuas en todo R.

e Zona (-3, 2): f escontinua por idéntica razon.

e Zona(2,4]: f escontinua por idéntica razon.

e x=-3:1)3f(-3) = (-3)>~3=16; 2) Para ver si existe el limite de f(x) cuan-
do x tiende a —3, hemos de estudiar los limites laterales, porque la expre-
sion de f es diferente cuando x se encuentra a la izquierda o a la derecha de

-3. Asi: Iin} f(x)= Iin}(—2x2+24)=6; Iirr; f(x)= Iirr;+(x2—3)=6.
Como ambos valores coinciden, 3 Iinjsf(x) = 6. 3) El limite y la imagen

dan el mismo resultado. Como se cumplen las tres condiciones de continui-
dad, f escontinuaen x =-3.

e x=2: 1)3f(2) =-2°+5=1; 2) Como antes, Iirg f(x) = Iin;(x2 -3) =1,
Iirg f(x)= Iirgl(—x2 +5)=1. Como coinciden y, ademas, lo hacen con la

imagen, f escontinuaen x = 2.
Como consecuencia, hemos obtenido que | f es continua en todo su dominio|, que
es [-4, 4]. Comentar que la continuidad en un intervalo cerrado se entiende que
se refiere a todos los puntos del abierto y a la continuidad lateral, desde dentro
del intervalo, en los extremos del mismo.

Derivabilidad

Al ser continua en todo su dominio, podria ser derivable. Aplicamos las formu-
las de las tablas de derivadas, pero teniendo en cuenta que son validas s6lo en
intervalos abiertos, de donde deducimos, en primer lugar, que:

—4x si —4<x<-3
f')=1< 2x si —-3<x<?2
—-2X si 2<x<4
y nos falta estudiar si existe la derivada en los puntos de conexion de zonas. Asi:
o f'(-3)=-4(3)=12; f'(-3")=2(-3)=-6 = Af'(-3), porque no coindi-
cen.
o f'(2)=22=4; f'(2")=-2.2=-4 = 3f'(2), porque no coindicen.
Por tanto, la expresion definitiva de f'era la que escribimos antes:
—4x si —4<x<-3
f'xX)=< 2x sI —-3<x<?2
—-2X si  2<x<4
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b) Estudiar la monotonia de f en su dominio, calculando los extremos relativos.
(1,5 puntos)
No debemos estudiarla por separado en las funciones que forman f y restrin-
giéndola a su zona, porque chocariamos con los puntos de conexion de zonas,
que no entrarian en el proceso. Por tanto, procedemos con f globalmente.
Monotonia
e Discontinuidades de f 6 de f': f no tiene discontinuidades, pero si f', en
-3 yen 2 (puesto que falla la primera condicion de continuidad, ya que no
tiene imagen en ellos).
e Valores que anulan f': Vemos, por separado, cada una de las formulas que
conforman f"
o -4x=0 < x=0, pero no es un valor de la zona de validez de la formu-
la, que es el intervalo (-4, -3).
o 2x=0 < x =0, que si hay que considerarlo, porque esta en (-3, 2),
donde es valida la formula.
o -2x=0 < x =0, no vélido, porque no esta en (2, 4).
De este modo, el cuadro de monotonia es:
(4,3 | 3] (30 | 0 0,2 2 (2, 4)
f! + A - 0 + i -
f 2 Mx N min A Mx N
Las coordenadas de los extremos relativos son (sustituimos cada x en f):
e |Méaximo relativo en (-3, 6) yen (2, 1),
e |Minimo relativo en (0, —3).

Otra posibilidad de abordar el problema, menos elegante pero vélida, es dibujar
la grafica completa, trazando las tres parabolas por separado y restringiéndolas
cada una a su zona, y deducir qué sucede en los puntos de conexion desde la
propia grafica. La grafica figura mas abajo.

c) Calcular los extremos absolutos de f. (1,5 puntos)
Consideramos los puntos donde podemos encontrarlos:
e Extremos del intervalo de definicién de f: —4; 4.
e Discontinuidades de f: No tiene.
e Discontinuidadesde f": -3 y 2.
e Valores que anulan f': 0.
Estudiamos las imagenes o limites (si no puede calcular-
se imagen) en cada uno de ellos:

o x=-4: f(-4)=-8.

o x=4: f(4)=-11.

o x=-3: f(-3)=6. ol A
[ ]

[ ]

x=2: f(2) = 1. \/ ’

x=0: f(0) =-3.

En consecuencia, de entre estos resultados escogemos:

e Mayor resultado en x = -3 (imagen): El maximo ab-
soluto se alcanzaen x =-3y vale 6.

e Menor resultado en x =4 (imagen): EI minimo abso-

luto se alcanzaen x =4y vale —11.

Otra forma de resolver el problema seria dibujar la funcion vy, a partir de la grafi-
ca, deducir estos resultados.

-104

IES Fernando de Herrera — Prof. R. Mohigefer Pagina 2 de 6
http://www.e-matematicas.es




IES Fernando de Herrera Curso 2013/ 14
Examen Global — Segundo trimestre — 2° Bach CCSS 3 de marzo de 2014

2) Sea la funcion f(x) = %xe’ + %xz — 2x + 3. Si consideramos la funcion g(x) = f'(x),
calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de la funcion g(x) en el punto de
abscisa x = 2. (1 punto)
Para empezar, calculamos quién es g:

g(x) =f'(x) = %3x2+ %2x—2:x2+x—2
e Punto de tangencia: g(2) =4+2-2=4: (2, 4).
e Pendiente de la tangente: g'(x) =2x+1 = m=g'(2) =5.

e Ecuacion de la tangente: y—4=5(x—-2) = y=5x-10+4 = .

3) Calcule las derivadas de las siguientes funciones: (0,6+0,6+0,8 puntos)
9 10= 50 ) gzetx-5dF  ghy= XD
3-x X—2
. o= (€5
f(x) 3
£ = 4(x* —5)°2x(3- x2)2—2(x2 —5)*(=2x) _
(3-x7)
_ 8X(x* =5)°(B—x*) +2x(x* =5)" _ (x* —5)°[8x(3—x*) +2x(x* ~5)] _
(3-x%)* (3-x*)
_ (x*—5)°[24x—8x° +2x° ~10x] _|(x* =5)°(-6x° +14x)
(3-x%)* (3-x*)

e g(x) =e™x-5¢)° =
g'(x) = 7e™(x — 5x%)* + e 3(x — 5x%)*(1 — 10x) =
= e™(x — 5x%)? [7(x — 5x°) + 3(1 — 10x)] = e™(x — 5x?)? [7x — 35x* + 3 —30x] =
=e™(x — 5x°)° (- 35x" — 23x + 3)

2_
x-In(x* =1) N

* =TT

IN(X? —1) + x—* }(X—Z)—xln(xz—l)
X =1 _

(x-2)°
(x* =1) In(x* =1) + 2x*
_ x* -1

N(x) = [

(x—2) —xIn(x*-1)

(x-2)°
(x* =1 (x=2) In(x* =1) +2x*(x —2) — x(x* =1) In(x* 1)
_ X -1 _
(x-2)°
(x* =1)(x=2) In(x* =1) + 2x*(x — 2) — x(x* =) In(x* 1)
(x* =1)(x-2)*
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4) (Solo para quienes tienen aprobada la 12 evaluacion) Determine las intersecciones
2
con los ejes y asintotas de la funcion f(x) = 2x 38 (1,5 puntos)
X_

Intersecciones con los ejes

e x=0 = f(0)=8/3: |0, 8/3) (intersecciéon con QOY).
2_
e y=0= 0= X' =8 o0 _8=0 = =4 = x=42: (=2, 0); (2, 0) (in-

X—3
terseccion con OX).
Asintotas
e Asintotas verticales: Es preciso disponer de los puntos de discontinuidad. Como
Dom(f) = R — {3}, la unica discontinuidad la tenemos en 3, punto que anula el
denominador. Es el Unico candidato, por lo que calculamos:

2
2x" -8 _ (Ej = = |Larecta x = 3 es una asintota vertical |

lim
x—3 X_3
e Asintotas horizontales:
2 2
lim 2X =8 _ (fj = 1im2X. = lim2x = o = [No tiene AH.

x>0 X —23 o0 x—o X X—>00

e Asintotas oblicuas:
Procede su calculo, porgue no hemos obtenido ninguna horizontal:

0

2x* -8
&t ~° - -
o m:Iimf(X)zlim X=3 =Iim2x 8:'m2§ 8: X =
x—o X X—>0 X X—>00 (X—3)X x>0 X4 —3X 0
2
= lim 2% =2
X—0 X
2_ 2_ _ _
o n=limlf()—mx] = lim| 278 oy = jim 2 78-2X(X=3)
X—>00 X—>00 X_3 X300 X—3
L 2XP—8-2X*+6X _ .. —8+6x _(oo) _ . 6Xx _
= lim = lim =|—|=lm— =6
X—>0 X—3 x>0 X —3 0 x>0 X

Por lo que [y = 2x + 6 _es asintota oblicud,

5) (Sélo para quienes tienen aprobada la 12 evaluacién) Dada la funcién f(x) = x° —
ax + b, calcular a y b para que tenga tangente horizontal en (0, 1). (1,5 puntos)

e Una recta horizontal tiene como pendiente 0. La pendiente de la tangente en x =

a es f'(a). Luego para tener tangente horizontal en x = 0 tiene que ocurrir que

f'(0)=0,Yyaque f'(x)=3¥-a = 3-0°-a=0 = =0
e Pasapor(0,1) = f(0)=1 = p=1]

6) (Solo para quienes tienen pendiente la 12 evaluacion) Sean las matrices:
8

2 3 3 -5 3 5
A= , B= . c=|3|, D=|_|.
35 0 21 ) 3

a) Despeje X en la ecuacion matricial: A-X+B:C =D. (0,5 puntos)
AX+BC=D = AX+BC-BC=D-BC = AX+0=D-BC =
donde O es la matriz nula 2x1, ya que B-C tiene esa dimension.
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b)

— AX=D-BC = A'AX=AD-BC) = IX=AD-B-C) =
donde | es la matriz identidad 2x2, ya que ésa es la dimension de A. Ademas,
estamos suponiendo que existe la inversa de A. Si no fuera asi, no seria posible
el despeje.

= X=A'(D-B-C)

Calcule X, segun el resultado del apartado anterior. (1 punto)
Lo primero que vamos a calcular es la inversa de A, pues si no existe, no se
podria resolver el problema que nos piden.

2
A= g

At:(z 3) :>Adj(At):[ 5 —3) jAlzl[ 5 —3j:( 5 —3j
35 -3 2 1(-3 2 -3 2

3 -1
5 =10-9=1+0 = 3A™.

Por otra parte:

sl 53

Y, finalmente:

N I R

7) (Soélo para quienes tienen pendiente la 12 evaluacion) Se desea maximizar la fun-
cion F(x,y) = 14x + 8y en el recinto dado por:

a)

y+3x>9; yS—;x+14; 5x—2y<15; x>0

Represente la region factible y obtenga el valor maximo de F y la solucion
Optima del problema. (1 punto)
Mediante tablas de valores, representamos las rectas que se obtienen al cambiar
el signo de desigualdad por un igual en cada \3:-9-:9 x=0
una de las inecuaciones. Después, decidimos,
para cada una de de ellas, cual de los dos se-
miplanos nos interesa. Para la primera, es el
de arriba, pues al despejar queda y > (ec. de
la recta); para la segunda, el de abajo, pues es
y < (ec. de la recta); para la tercera, el de arri-
5x-15

ba, pues resulta y > .Y la dltima, se-

B=(7.10)

fiala la para que queda a la derecha del eje
QY, cuya ecuacion es x = 0. Asi, la region °1
factible, a falta de calcular sus vértices, es la
del gréfico.

Vértice A
x:O:>4-0+7y:98:>7y:98:>y=14 5 00 "2’7/\'4 I I

Luego A0, 14)|
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b)

Vértice B
4x+7y=98:> 8x+14y =196
5x—-2y =15 35x—14y =105

Sumando: 43x =301 =>x=7
Sust. en la 2% ec:
3H-2y=15 = 2y=20= y=10

Luego B(7, 10).

Vértice C

y=0 = 5x—-2:0=15 = x=3. Luego |C(3, 0).
Vértice D

x=0 = 3:0+y=9 = y=9. Luego D(0, 9)|

Calculamos el valor de la funcion objetivo en cada vértice:
e FA)=F(0,14)=14.0+8:14=112

e FB)=F(7,10)=14-7+8-10=178

e F(C)=F(3,0)=14-3+8-0=42

e F(D)=F(0,9)=14.-0+8-9=72

Por tanto, |el maximo se alcanza en (7, 10) y vale 178,

Obtenga un punto de la region factible que no sea el ptimo.

Curso 2013/ 14
3 de marzo de 2014

(0,5 puntos)

Cualquier vértice que no sea (7, 10) nos vale. Por ejemplo, (0, 9).
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NOMBRE:
12 EVALUACION: o APROBADA o SUSPENDIDA (Marcar lo correcto)

1)

2)

3)

4)

5)

6)

Dada la funcién:
—2x?+10 si —-3<x<-2
fx)=4 x*-2 si -2<x<3
-x?+16 si  3<x<4

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en su dominio. (1 punto)
b) Estudiar la monotonia de f en su dominio, calculando los extremos relativos.
(1,5 puntos)
c) Calcular los extremos absolutos de f. (1,5 puntos)
d) Calcule la recta tangente a f en el punto de abscisa x =2 (1 punto)
Calcule las derivadas de las siguientes funciones: (0,6+0,6+0,8 puntos)
2x
a) f(x)=e*In@2x-5) b) g(x)= - . c) h(x) = (3x* + 5x — 1) + x* — In x
X j—
(Solo para quienes tienen aprobada la 12 evaluacion) Determine las intersecciones
2 f—
con los ejes y asintotas de la funcién f(x) = 2x 118 (1,5 puntos)
X_

(S6lo para quienes tienen aprobada la 12 evaluacién) Dada la funcion f(x) = x> +
ax® + b, calcular a y b para que tenga un punto de inflexién en (1, 2). (1,5 puntos)
(Solo para quienes tienen pendiente la 12 evaluacidn) Sean las matrices:

[2 1J ( 1 2}
A= y B= .
31 -1 0
a) Despeje X en la ecuacion matricial AX + BA =B. (0,5 puntos)
b) Calcule X, segun el resultado del apartado anterior. (1 punto)
(Solo para quienes tienen pendiente la 12 evaluacion) Se considera el recinto del
plano determinado por los siguientes semiplanos:

4x—y>4; 2x+y<15; 3y-x<10; y=>0
a) Represente la region factible y calcule el méximo y el minimo, en el recinto, de

la funcion F(x, y) = 4x — 7y, indicando dénde se alcanzan. (1 punto)
b) Indique un punto del recinto que no sea éptimo. (0,5 puntos)
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SOLUCIONES

1) Dada la funcion:
—2x*+10 si —-3<x<-2
fx)=4 x*-2 si -2<x<3
—-x*+16 si  3<x<4

a) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f en su dominio. (1 punto)

Continuidad

e Zona[-3,-2): f es continua, puesto que tiene una expresion polindmica, y
los polinomios son funciones continuas en todo R.

e Zona (=2, 3): f es continua por idéntica razén.

e Zona(3,4]: f escontinua por idéntica razon.

o x=-2:1)3f(-2) = (-2)>— 2 = 2; 2) Para ver si existe el limite de f(x) cuan-
do x tiende a —2, hemos de estudiar los limites laterales, porque la expre-
sion de f es diferente cuando X se encuentra a la izquierda o a la derecha de

-2 lim f(x)= Iingf(—2x2+10)=2; Iin’21+ f(x)= Iirr;+(x2—2)=2. Como

X—>—-2"

ambos valores coinciden, 3 Iim2 f(x) =2. 3) El limite y la imagen dan el

mismo resultado. Como se cumplen las tres condiciones de continuidad, f
es continua en x = 2.

e x=23: 1)3f(38) =3*-2=7; 2) Como antes, Iirg f(x)= Iirrsl(x2 -2)=7,;
Iirg f(x)= Iirg(—x2 +16) =7. Como coinciden y, ademas, lo hacen con la

imagen, f escontinuaen x = 3.
Como consecuencia, hemos obtenido que | f es continua en todo su dominid], que
es [-3, 4]. Comentar gue la continuidad en un intervalo cerrado se entiende que
se refiere a todos los puntos del abierto y a la continuidad lateral, desde dentro
del intervalo, en los extremos del mismo.

Derivabilidad

Al ser continua en todo su dominio, podria ser derivable. Aplicamos las formu-
las de las tablas de derivadas, pero teniendo en cuenta que son validas s6lo en
intervalos abiertos, de donde deducimos, en primer lugar, que:

—4x si —3<x<-2
f'x)=49 2x si —-2<x<3
—-2x si  3<x<4
y nos falta estudiar si existe la derivada en los puntos de conexion de zonas. Asi:
o f'(2)=-4(-2)=8; f'(-2")=2(-2)=-4 = Af'(-2), porque no coindi-
cen.
e f'(3)=23=6; f'(3")=-2.3=-6 = 3f'(2), porque no coindicen.
Por tanto, la expresion definitiva de f'era la que escribimos antes:
—4x si —-3<x<-2
f'(x)=< 2x si —2<x<3
—-2x si  3<x<4
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b) Estudiar la monotonia de f en su dominio, calculando los extremos relativos.
(1,5 puntos)
No debemos estudiarla por separado en las funciones que forman f y restrin-
giéndola a su zona, porque chocariamos con los puntos de conexion de zonas,
que no entrarian en el proceso. Por tanto, procedemos con f globalmente.
Monotonia
e Discontinuidades de f 6 de f': f no tiene discontinuidades, pero si f', en
-2 y en 3 (puesto que falla la primera condicion de continuidad, ya que no
tiene imagen en ellos).
e Valores que anulan f': Vemos, por separado, cada una de las formulas que
conforman f"
o -4x=0 < x=0, pero no es un valor de la zona de validez de la formu-
la, que es el intervalo (-3, -2).
o 2x=0 < x =0, que si hay que considerarlo, porque esta en (-2, 3),
donde es valida la formula.
o -2x=0 < x =0, no vélido, porque no esta en (3, 4).
De este modo, el cuadro de monotonia es:
(32 | 2] (20 [ o0 (,3) 3 (3,4)
f! + A - 0 + i -
f 2 Mx N min A Mx N
Las coordenadas de los extremos relativos son (sustituimos cada x en f):
e |Maximo relativoen (-2,2) yen (3, 7).
e |Minimo relativo en (0, —2).

Otra posibilidad de abordar el problema, menos elegante pero vélida, es dibujar
la grafica completa, trazando las tres parabolas por separado y restringiéndolas
cada una a su zona, y deducir qué sucede en los puntos de conexion desde la
propia grafica. La grafica figura mas abajo.

c) Calcular los extremos absolutos de f. (1,5 puntos)
Consideramos los puntos donde podemos encontrarlos:

e Extremos del intervalo de definicion de f: -3; 4.

e Discontinuidades de f: No tiene. -

e Discontinuidadesde f": -2 y 3.

e Valores que anulan f': 0. .

Estudiamos las imagenes o limites (si no puede calcularse

imagen) en cada uno de ellos: 24

o x=-3: f(-3)=-8. /\ .

o x=4:f(4)=0. B o 3

o x=-2: f(-2)=2. \/

e x=3: f(3)=7. )

e x=0: f(0)=-2. "

En consecuencia, de entre estos resultados escogemos:

e Mayor resultado en x = 3 (imagen): EI maximo absoluto se .
alcanzaen x=3yvale7.

e Menor resultado en x = -3 (imagen): EI minimo absoluto -8

se alcanzaen x =-3 yvale -8.
Otra forma de resolucion, igualmente valida, seria dibujar la funcion y, a partir
de la grafica, deducir estos resultados.
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2)

3)

d) Calcule larecta tangente a f en el punto de abscisa x =2 (1 punto)
Podemos conseguir un entorno de x = 2 totalmente incluido en la zona [-2, 3],
por lo que trabajaremos con la formula y = x* — 2.

o Punto de tangencia: f(2) =4-2=2: (2, 2).
o Pendiente de la tangente: f'(x) =2x = m=f'(2) = 4.

o Ecuacion de la tangente: y—-2=4(x-2) = y=4x-8+2 = .
Calcule las derivadas de las siguientes funciones: (0,6+0,6+0,8 puntos)

a) f(x)=e*In(2x-5) b) g(x) = -

¢) h(x) = (3% +5x — 1)® + x* — In x

X2 —
a) f(x) =e*In(2x —5)
2 2
f'(x) = 3e¥In(2x — 5) + e* = e3x(3ln 2x-5 j
(x) =3e™In(2x-5) + e x5 ( )+2X_5
32X
b X) =
) 9(x) v
oon123%(In3)(x* —1) — 2x-3%
g(X)— (X2—1)2

¢) h(x)=(Bx*+5x—1)°+x*—Inx

h'(x) = 6(3x® + 5x — 1)°(6x + 5) + 2x — %

(Solo para quienes tienen aprobada la 12 evaluacion) Determine las intersecciones
2x*-18

con los ejes y asintotas de la funcion f(x) = 1
X —_

(1,5 puntos)

Intersecciones con los ejes

e x=0 = f(0)=-18/(-1): (0, 18)| (interseccion con QY).

_ _ 2x*-18 2 _ 2 _ . ,
e y=0 = 0= 1 = 2X°-18=0 = x*=9 = x=13:|-3, 0); (3, 0)
X_
(interseccion con OX).
Asintotas

e Asintotas verticales: Es preciso disponer de los puntos de discontinuidad. Como
Dom(f) = R — {1}, la Unica discontinuidad la tenemos en 1, punto que anula el
denominador. Es el Unico candidato, por lo que calculamos:

2x* -18 _ (—16

Lo

lim
x—1 X—=1
e Asintotas horizontales:

2 2
lim 2x° -18 = [fJ = IimZi = lim2x = = |No tiene A.H.

x>0 X —1 00 X=X X—00

e Asintotas oblicuas:
Procede su calculo, porque no hemos obtenido ninguna horizontal:

j = = |Larectax = 1 es una asintota vertical|
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2x* 18
2 2
o m=limt 0 = jim X=1 = 2718 2718 o)
X=X X—%0 X X—>0 (X—l)X xoo X4 X 0
2
= lim 2% =2
X—0 X

2x* —18-2x(x-1) _

2_
o n=lim[f()—mx] = Iim(zx 18—2xj = lim

x—-1 X x—-1
L 2XP-18-2xP +2Xx _ . —18+42x _ (o) _ . 2X _
= lim =lim——=|—|=Ilim— =2
X—0 X—=1 xoo X —1 0 X—>o X

Por lo que |y = 2x + 2 es asintota oblicud,

4) (Sélo para quienes tienen aprobada la 12 evaluacién) Dada la funcién f(x) = x® +
ax? + b, calcular a y b para que tenga un punto de inflexion en (1, 2). (1,5 puntos)
e Punto de inflexion en x =1 = Como se trata de una funcion derivable indefi-
nidamente, debe ser f"(1) =0 A f™(1) 0. Y siendo f'(x) = 3x* + 2ax, f"(x)=
6x +2a, f™(x) =6 #0, exigiremosque 6:-1+2a=0 = 2a=-6 = .
e Pasapor(1,2) = f1)=2 = 1+a+bh=2 = 1-3+b=2 = -2+b=2
— b=4

5) (S6lo para quienes tienen pendiente la 12 evaluacion) Sean las matrices

2 1 1 2
A= y B= .
31 -1 0
a) Despeje X en laecuacion matricial AX + BA =B. (0,5 puntos)
AX+BA=B = AX+BA-BA=B-BA = AX+0=B-BA =
donde O es la matriz nula de orden 2.
AX=B-BA = A'AX=A'(B-BA) = X=A'(B-BA)

suponiendo que JA™.

b) Calcule X, segun el resultado del apartado anterior. (1 punto)
Lo primero que vamos a calcular es la inversa de A, pues si no existe, no se
podria resolver el problema que nos piden.

Al =

e (28 Lo LD L a1 1 -0 [T 1
“looy) AR ) 7 '—_1[—3 2}' 3 -2

Por otra parte:

o[ ( 900D 00

Y, finalmente:

re-e= (3 )00 s s
X=A'B-BA)= =
3 -2J 1 1) |-23 -5

6) (Solo para quienes tienen pendiente la 12 evaluacion) Se considera el recinto del
plano determinado por los siguientes semiplanos:

2 -1
g {72°37120=3A%
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Idx—y>4; 2x+y<15; 3y—-x<10; y>0
a) Represente la region factible y calcule el maximo y el minimo, en el recinto, de
la funcion F(x, y) = 4x — 7y, indicando dénde se alcanzan. (1 punto)
Mediante tablas de valores, representamos las rectas que se obtienen al cambiar
el signo de desigualdad por un igual en cada una de las inecuaciones. Después,
decidimos, para cada una de de ellas, cual de los dos semiplanos nos interesa.
Para la primera, es el de abajo, pues al despejar queda y < 4x — 4; para la segun-
da, el de abajo, pues es y < (ec. de la recta); para la tercera, también el de abajo,
pues resulta y < (ec. de la recta). Y la
ultima, sefiala la para que queda sobre la 81
recta horizontal y = 0 (eje OX). Asi, la
region factible, a falta de calcular sus ., 4
veértices, es la del gréfico.

=

Vértice A: .
y=0 = 4x-0=4 = x=1: A1, 0)| f_.D‘l‘kCI
-2 o]
Vértice B: 27
4X_y:4 12x —3y:12
=
-x+3y=10 —Xx +3y =10

Sumando: 11x =22 = x=2
Sustituyendoenlal®ec: 8—-y=4 = y=4 = B(2,4)

Vértice C:
2x+y =15 2x+y=15
= = Sumando: 7y=35 = y=5
-x+3y=10 —2X+6y=20

Sustituyendoenlal®ec: 2x+5=15 = 2x=10 = x=5: |C(5, 5).

Vértice D:

y=0 = 2x+0=15 = x=15/2: D(15/2, 0).

Calculamos los valores de la funcion objetivo en los vértices:

e FA)=F(1,00=4-1-7-0=4

e FB)=F(2,4)=42-7-4=-20

e F(C)=F(5,5)=45-7-5=-15

e F(D)=F(15/2,0) = 4(15/2) - 7-0 =30

IMéximo igual a 30, alcanzado en (15/2, 0). Minimo igual a —20, en (2, 4)|.

b) Indigue un punto del recinto que no sea dptimo. (0,5 puntos)
Vale cualquier otro vértice. Por ejemplo (5, 5).
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NOMBRE:
1) Dado el recinto limitado por las inecuaciones (2 puntos)

2)

3)

y>30, 3x—y > 150, 6x + 7y < 840,
halle en qué puntos de ese recinto la funcion F(x, y) = 6x — 2y alcanza su valor
minimo.

31 2 1
Se consideran las matrices A = (5 ) y B= (3 ZJ' Despeje X en la ecuacion

2
matricial B-X=3A + A' y determine la matriz X que la verifica. (1,5 puntos)
Dada la funcion:
1 .
— si x<1
fx)=12-x
x> —6x+6 si x>1
se pide:
a) Estudiar la continuidad y derivabilidad. (1,5 puntos)
b) Estudiar la monotonia y calcular los extremos locales. (1,5 puntos)
c) Calcular los extremos absolutos. (1,5 puntos)
d) Calcular la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto de abscisa x = 0.

(1 punto)
e) Derivar: g(x) = (x* + 1) - In(e* + 4) (1 punto)
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SOLUCIONES
1) Dado el recinto limitado por las inecuaciones (2 puntos)

2)

y>30, 3x—y>150, 6x + 7y < 840,

halle en qué puntos de ese recinto la funcion F(x, y) = 6x — 2y alcanza su valor
minimo.

Mediante tablas de valores, representamos las rectas que se obtienen al cambiar el
signo de desigualdad por un
igual en cada una de las in-
ecuaciones. Después, decidi-
mos, para cada una de de ellas,
cuél de los dos semiplanos nos
interesa. Para la primera, es el
de arriba, porque es y > (ec. de ™
la recta). En la segunda, el de
abajo, pues al despejar queda o
y < 3x — 150, 0 sea, y < (ecua-
cion de la recta). Y para la ter- s

100+

E= (70, 60)

cera, también el de abajo, por C=(105,30) +
la misma razén. Asi, la region ]
factible, a falta de calcular sus

o ;- G+ Ty= 840
vertices, es la del gréafico. 0

y=30 4 A= (60, 30)
3x-

y=150
Calculamos las coordenadasde  [° = * / ® o b m o
los vértices:

=30
. A:{ y — 3x—30=150 = 3x =180 = x = 60: |A(60, 30)|

3x—y =150
— Sustituyendo en la 22;
o, [6x+7y=840 { b ity =840 Y 60y oo
[ J . _ [ — =
3x—y =150 6x +2y =-300

Sumando :9y =540=y=60 3x=210=x=70

Luego B(70, 60).
=30
o C: { y = 6x+210=840 = 6x=630 = x=105: |C(105, 30).

6X+7y =840

Evaluamos la funcidn objetivo en cada vértice:

e F(60, 30) =6-60 —2-30 =300

e F(70,60)=6-70-2-60 =300

e (105, 30) =6-105-2-30 =570

Como el minimo se alcanza en dos vertices, la solucion la constituyen todos y cada
uno de los puntos del lsegmento que une (60, 30) con (70, 60), ambos inclusive).

2
matricial B-X=3A + A' y determine la matriz X que la verifica. (1,5 puntos)
BX=3A+A"' = B'B-X=B*(3A+A") = X=B(3A +A)
supuesto que existe B™. Hagamos los calculos, para obtener X:

31 2 1
Se consideran las matrices A = (5 j y B= (3 2). Despeje X en la ecuacion

2 1 1
|B| = =4-3=1#0 = 3B .
3 2
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(2 3 o (2 -1 1 (2 -1
B—(l Zj:Adj(B)—( j:——Adj(B)—[_?) 2]

-3 2 B

Por otra parte:

s 3203 36 )

1 2 15 6 1 2
Luego:
2 -1)(12 8 8 8
: =
-3 2){16 8 -4 -8
3) Dada la funcion:
1
— si x<1
fx)=92-x
X*—6x+6 si x>1
se pide:
a) Estudiar la continuidad y derivabilidad. (1,5 puntos)

Aungue no nos pidieran la continuidad, para estudiar la derivabilidad tenemos

que

hacerla, porque donde no sea continua no puede ser derivable.

Continuidad

Por

- 1 .
Zona (-, 1): f coincide con y = e, que, al ser elemental, es continua
—X

en su dominio. Este lo constituyen los puntos que no anulen el denominador,
0 sea todo R salvo 2. Pero 2 ¢ (-0, 1), por lo que no nos importa: en todos

» 1 .
los puntos de la zona, la funcion y = % (y, por coincidir con ella, f), es
—X

continua.

Zona (1, +o0): f coincide con y = x* — 6x + 6, que es continua, por ser po-
linbmica, en todo R, en particular, en nuestra zona. O sea, f es continua en
todo el intervalo.

x = 1: Los puntos que conectan una zona con otra tienen que estudiarse
siempre por separado.

1)E|f(1):ﬁ:1

2) lim f(x) = Iimi =1; lim f(x) = lim(x* —=6x+6) =1

X—1" -1 2 —X x—1* x—1*
Como los dos limites laterales coinciden y existen, el limite completo toma
el valor coincidente. A su vez, es igual a la imagen del punto, por lo que se
cumplen las tres condiciones de continuidad: f es continuaen x =1.
tanto, f es continua en todo R|

ivabilidad

Der
Las
que

férmulas de la tabla de derivadas son aplicable en intervalos abiertos, por lo
obtenemos, directamente, que:

1
f'(x) = < (2—x)?
2Xx—6 si x>1

si x<l1
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Falta ver si existe f' en x =1. Como:
- 1 +
f'(1) = =1 f'1)=21-6=-4 = If'(1
W)= Gogr =ty f@) (1)
por tanto, la expresion definitiva de f es la que ya teniamos, lo que implica que

f' esdiscontinua en x =1, porque no tiene imagen en dicho punto, es decir, por
fallar la primera condicion para que sea continua. Asi:

.
f'(X) = < (2—x)?
2Xx—6 si x>1

si x<l1

b) Estudiar la monotonia y calcular los extremos locales. (1,5 puntos)
e Discontinuidades de f: No tiene.
e Discontinuidades de " x =1.

e f'(x)=0: Siestamos en (oo, 1):

1
(2-x)*
ble. Y si estamos en (1, +0): 2x—-6 =0 = X = 3, que si hay que conside-
rarlo, porque es un punto de nuestra zona (1, +).
Dividimos el dominio en intervalos por los puntos obtenidos:
(1) | 1] @3) 3 [ (3 +»)
f' + A — 0 +
f 2 Mx A min 2
e Maéximo relativo: (1, 1) (sustituyendo x =1 en f).
e Minimo relativo: (3, -3)

=0 = 1=0, lo que no es posi-

c) Calcular los extremos absolutos. (1,5 puntos)
Hacemos el estudio teorico.

Extremos del intervalo de definicidn de f: —oo, +co.

Puntos de discontinuidad de f: No hay.

Puntos de discontinuidad de f': x =1.

Puntos que anulan f": x=3.

Comparamos imagenes (o limites, cuando no haya imagen o, aunque la haya, en
los puntos de discontinuidad de f) en los puntos obtenidos:

e |im f(x) = lim t -1 =0
X—>—0 x—>—0 D X _ (—oo)
e lim f(x) = lim(x* —=6x+6) = lim x* = +w
o f(1)=1 i
o f(3)=-3
Minimo valor obtenido: —3, para x = 3, y es imagen (no o

procede de un limite) = \ml'nimo absoluto en x =3 que\

Maximo valor obtenido: +o = [No alcanza el méximo ab] ———\ |
Este estudio también podria haberse deducido de la gréfica,
i i 1
gue puede realizarse estudiando por separado y = % y
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la funcién y = x* — 6x + 6, restringiéndolas, cada una, a las zonas donde coinci-
den con f. Se adjunta la gréafica final de f.

d) Calcular la recta tangente a la gréafica de f(x) en el punto de abscisa x = 0.

(1 punto)

. 1 -
En un entorno de centro x =0, f coincide con y = 7% por lo que nos limi-

tamos a trabajar con esta funcion.
e Punto de tangencia: x =0 = f(0) = 1/2.

e Pendiente de la tangente: f'(x) = 1/(2 —x)> = m=f'(0) = 1/4.

e Ecuacion de la tangente: y—% = %(x— 0) = y:§+1

e) Derivar: g(x) = (x* + 1) - In(e* + 4)

= 2(x* + 1)2x In(e® + 4) + (x* + 1)

2

5 3e3x
eBx

(4x3 + 4x) In(e* + 4) +

3e¥(x* +1)°

e* +4
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=

+4

y_x+2
4
(1 punto)
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