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TEMA 1. MATRICES.

1. Dadas las matrices A = 12 ,B = 03 yC = 13 , calculaA-2B + 3C
-2 3 12 0 -2

2. Halla la matriz A que satisface la igualdad: 3 1563 _( 104 +A
284 273

3. Determina las matrices X e Y tales que: 2X + Y = (5 12 7) y

427
ax+2y— (&0
2010 35

20 100
4. Dadas las matrices A = ,yB=| 110 |calcula A yB%,
01 101

5. Encuentra todas las matrices que conmuten con A = ( 1 2)

-10
5 -4-6 32 4
6. Comprueba que lamatrizB =| -9 8 11 |esinversadeA=| 21-1 |[.;Cuéles
1-1-1 1114

la inversa de B?
7. Halla las inversas, por el método de Gauss, de:

93 1-21 24 6
A=< >,|\/|: 304 [[B=| 456

11 041 31-2
100 001
8. Dadas las matricesB=| -123 |yC=| 010 |, resuelve BX+3C = C(B+3l)
012 100

X +y +2=2
9. Expresa el siguiente sistema en forma matricial y resuélvelo: 2X+5y+3z2=5
X —y—-22=12

EJERCICIOS P.A.U.

1. Explica qué condiciones deben verificar dos matrices A y B para que se pueda realizar
el producto A-B. Efectua, si es posible, la siguiente operacion matricial:

a5y {1

2. Dadas dos matrices A'y B de orden 3x3, decir si el siguiente razonamiento es correcto o
incorrecto. Si es correcto, indicar en cada paso la propiedad utilizada y si es incorrecto
sefalar el error cometido:

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.

-3-



1.E.S.n°2 ASPE. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. 54026

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS. 11

(A+B)-(A-B)=A-A-A.-B+B-A-B-B=A?-A.B+B-A-B2=A2_B?

3. ¢Existe algun valor de x que verifique la igualdad X2 -2 Ox 3 _(x0 ?
0 x 2 -2 -4 3

4. Siendo Ay B dos matrices 2x2, resolver el sistema matricial:

3A-5B=(172); _ar38= (24
81 30

5. Calcular una matriz X que verifiqgue X — B2 = A « B, siendo:

101 10-1
A=| 110 y B=| 111
002 001

6. De una matriz An.n se sabe que es idempotente (es decir, que se cumple A2 = A). Se
define B = 2A — 1, donde | es la matriz unidad n x n. Calcula el producto APBYA",
donde p,q y r son ndmeros enteros positivos.

7. Sea A = ( 11 2) Se pide: a) Demostrar que A2 = 2A — |, donde | es la matriz

identidad 2 x 2.
b) Expresar A3y A% en funcion de A. c) Calcular A,

100 10-1 111
8. Sean las matrices A=| 020 B=| 000 C=] 230
103 93-3 345

a) Calcula la matriz inversa de A. b) Encontrar una matriz X tal que: A« X-B = 2C.

10 01
que (A+1? = A2 +2A + 1.

9. Dadas las matrices A = (0 1) e l= (1 0) : a) Halla sus inversas b) Comprueba

0
10. Sean las matrices: A=(123) ; B=| 1 |[.Calcular, si es posible, las matrices:

1
A-B ; (B-AT : B-2AT

11. Se considera la matriz A = (; Z) Calcular (AT - A71)2 . A,

12. Hallar la matriz X, sabiendo que satisface la ecuacion matricial 3AX = B, siendo:

102 102
A=|1 011 [yB=| 101
101 011
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13. Determinar aquellos valores de y para los cuales la matriz Z = (g g) verifique la

ecuacion matricial X? — %X + 1 = O, siendo | la matriz identidad de orden dosy O la

matriz nula de orden dos. Expresar Z~* en funcién de Z.

3X+y—-z=0
14. Dado el sistema de ecuaciones lineales X+y+z=0
y—-z=0

a) Expresarlo en la forma matricial (AX = B) y calcular la matriz inversa A=, b)
Resolverlo.

15. Las relaciones de equilibrio de dos mercados X e Y vienen dadas, en funcion de sus
2Py —Py =3
Px+2Py =4
informacion en notacién matricial y determina el precio de cada mercado.

precios de equilibrio Px y Py, por las ecuaciones { . Escribe esta

16. Una empresa produce dos tipos de televisores, A y B. Todos ellos se fabrican en tres
terminaciones: N, L y S, a los siguientes precios, en euros, cada unidad:

N L |S

Televisor A | 60 | 120 | 180

Televisor B | 180 | 270 | 360

El n° de unidades producidas por afio figuran en la siguiente tabla:
A B

Terminacion N | 9000 | 3000
Terminacion L | 6000 | 2000
Terminacion S | 3000 | 1000

a) Dar la informacion anterior en dos matrices, P y Q. P serd una matriz, con menor n°
de filas que de columnas, que suministrara la produccién por afio y Q una matriz, con
mayor n° de filas que de columnas, que suministrara informacion sobre los precios.

b) CalcularP-Q y Q - P.
c) ¢Qué informacion suministra la diagonal principal deP - Q yde Q - P ?
17. En Massafarina hay dos fabricas de bicicletas. La fabrica Rosinger S.A. produce 3 de
carreras y 2 de montafia en una hora. La fabrica Inmurain S.L. produce 4 de carrerasy 1

de montafa en una hora. La jornada de trabajo en Rosinger S.A. es de 7 horas mientras
que en Inmurain S.L. se trabajan 8 horas diarias. Esta informacion puede mostrarse en

forma matricial segin: P = 34 H= ! .
21 8

a) Obtén la matriz producto P - H e interpreta sus elementos.

b) La matriz P expresa el n° de bicicletas de carreras y de montafia que en una hora se
fabrican en las dos empresas. Expresa en forma matricial la produccion diaria de
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bicicletas de carreras y de montafia de ambas fabricas.

3 -2-1
18. Hallar la matriz X sabiendo que B(A —1) = AXA,siendo A=| -4 1 -1 |Y
2 01
1 -12
B=| -101
0-11

19. Una empresa fabrica tres tipos de articulos: A, B 'y C. Los precios de coste de cada
unidad son 60, 92 y 143 € respectivamente. Los correspondientes precios de venta de
una unidad de cada articulo son 180, 280 y 400 €. El n° de unidades vendidas
anualmente es de 2240, 1625 y 842, respectivamente. Sabiendo que las matrices de
costes e ingresos, C e |, son diagonales y que la matriz de ventas, V, es una matriz fila:

a) Determina las matrices C, | y V. b) Obtén, a partir de las matrices anteriores, la
matriz de ingresos anuales correspondiente a los tres articulos, la matriz de gastos
anuales y la matriz de beneficios anuales.

20. Tres escritores presentan a un editor, al acabar una enciclopedia, la minuta siguiente:

Horas de trabajo | Conferencias dadas | Viajes
Escritor A | 40 10 5
Escritor B | 80 15 8
Escritor C | 100 25 10

El editor paga la hora de trabajo a 30 €, la conferenciaa 12 € y el viaje a 20 €. Si de
momento sélo piensa pagar, respectivamente, el 30%, el 20% y el 10% de lo que le
corresponda a cada escritor, ¢qué gasto tendria el editor?

21. Una empresa de carpinteria dispone de dos naves A y B donde se fabrican sillas y
mesas en tres tipos de acabados: calidad extra E, calidad media M, y calidad inferior I.
Ambas naves tienen la misma produccion mensual. La cantidad de sillas producidas
mensualmente, en cada una de las naves, es de 100 del tipo E, 150 del M y 200 del tipo
I; la produccion mensual de mesas es de 100 de clase E, 50 de clase M y 300 de clase I.
Se sabe que el porcentaje de sillas y mesas defectuosas es, en la nave A, de 0,01 para los
muebles de calidad E, de 0,02 para los de calidad My de 0,03 para los de calidad I,
mientras que en la nave B los porcentajes son 0,02 para la clase E, 0,04 parala My 0,01
para la clase I. Se pide:

a) Obtener la matriz que representa la produccién de sillas y mesas, de calidad extra,
media o inferior en cada una de las dos naves.

b) Obtener la matriz que representa el n° de sillas y mesas defectuosas, en las calidades
E, M, I, procedentes de cada una de las naves y la matriz que da el n° total de sillas y de
mesas defectuosas para cada calidad.

22. Una fabrica decide distribuir tres productos A, B y C a cuatro paises de Africa
P1,P2,P3,P4,segun se describe en la matriz M1 (cantidades en toneladas). Esta fabrica
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ha recibido presupuestos de dos empresas para el transporte de los productos a los
paises de destino, como indica la matriz M, (en euros por tonelada).

A B C

P, 200 100 120
P, 110 130 200
Ps 220 200 100
P4 150 160 150

My =

P. P, Ps Py
M,= E

. 500 450 375 350
E, 510 400 400 350

Efectla el producto de las matrices y responde a las cuestiones:

a. ¢Qué representa el elemento a;; de la matriz producto?

b. ¢Qué elemento de la matriz producto nos indica lo que cuesta transportar el producto

C con la empresa E,?

c. Indica qué elementos de la matriz producto permiten averiguar cual es la empresa
que transporta mas barato el producto B a todos los paises.

23. Dadas las matrices A = (2 1) yB = (3 2 ) explica si hay alguna matriz de 2°

42
orden, X, talque A- X =B X

24. Calcula los valores de x para que la matriz cuadrada A = (

64

x 0

0 ) verifique la ecuacion
X

matricial A2 — 6A + 91 = O, donde | y O son las matrices identidad y nula de orden dos.

25. Resuelve la ecuacion AX = B, siendo A =

64 6 4
46 -2 |yB=| 2
210 4 4

26. Sea la matriz A = (é i) Halla las matrices B que conmuten con A, es decir,

A-B=B-A.
) 31
27. Dadas las matrices A = 20
igualdad A -B—-2X = A+ 3B.
1 00
28. Dada la matriz A = 1—10 10
1
10 01
SOLUCIONES:

) y B = ( 21 é) halla la matriz X que verifica la

a) Calcula la matriz A + A2,

X 20
b) Resuelve el sistema A% y | =| 5
z 1
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1999
25 215 14 -1 -1 14 7 14 -21 21999 4
1. 1. 2. 3. X = Y = 4. A1999_
4 -7 817 9 ~12 -6 -21 28 14 49 0 0

100 ) P 8 3 -4
a —ZC -
B-| s010 | 5.B =< ) 6.A 7. A_1=< ) M7=l 32 12 ~1s5

ca+c 1 -2
5001 6 -2 3
-16/6 7/3 -1 01 2 3
B'=| 133 -1132 |8.x=| 5610 | 9| 1 | PAU:1.7 2.AB =+ BA 3.
-11/6 5/3 -1 3 -3-5 -2
20-2
No, sale x=1 e x=-1, 13/4 14/4 714 512
4.A= B = 5. Xx=| 421 6.
que es imposible. 39/4 3/4 17/4 1/4
00 3
Hay que distinguir
. 1 0
entre q par (q=2n) Enambos casos: 7. A3 =3A-21 A100_ 8
APBIAT = A A* =4A-3I -100 1
y g impar (g=2n+1)
1 00 321 X 012 -2
_ A7t =A . .
A=l 0 120 |x=[ 230 9.{|1_| 10.5:| 024 |;| -3 | 1L
-1/3 0 13 432 036 -5

o 1112 120 yio 2y, d 13 0 -1/3
1= 2= _
( ) 12.x=%| o010 | 13 21447 _16 12 23

2 6 z7l- 742
1-11 2 -1/6 1/2 -1/3
x =-1/3
Py=2
y=23 15. %
z=-1/3 Py=1

Diag. princ. de PQ: dinero generado por los telev. Ay los telev. B (1 800 000€ y 1 440 000€)
Diag. princ. de QP: dinero generado por laterm. N, laL y la S. (1 080 000€, 1 260 000€ y 900 000)

22 46 73
53
b) es PH —(22> 18.x = 50 106 168

—40 -84 -133

16. 17.

M. de ingresos: VI = (403200 455000 336800)
19. M. de gastos: VC = (134400 149500 120406) 20. 1326°23€ 21.
M. beneficios; VI — VC = (268800 305500 216394)

Qtalte (398 284500 239500 240000
sillas y mesas : 22. MoMq =
Jefectuosas 3312 286500 239000 233700

a) Los costes de la E1 para enviar el producto A. 1
a b

b) Az3 23.x—< ) 24.x=3 25.x=7| 1
-a-b

c) Los de la 22 columna (es + barata la E2). 1

2 00 X = 20
26.B=<ab> 27.X=%(_4 2 ) 28.| 310 20 y=-5
0a 1 -1

-3/10 0 2 z=-9
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TEMA 2. DETERMINANTES.
PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES.

P1 El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta:

Al = |AY (comprobada en clase para matrices 3x3).

Observacion: Dado que las filas de una matriz son las columnas de su matriz traspuesta, las
propiedades validas para las filas también seran validas para las columnas y viceversa. Por
eso, en las siguientes propiedades nos referiremos a lineas, donde una linea puede ser
tanto una fila como una columna.

P2 Si una matriz tiene una linea (fila o columna) de ceros, su determinante vale 0.

Ejemplo:

4 0 -3

1 0 2 = 4.0:5+1.0+(-3)+0-2-(-2)

-2 0 5 —-(-3)-0-(-2)-1:-0:5-2-0:4=0+0+0-0-0-0=0

Podemos observar que todos los términos tienen un factor que es 0.

P3 Si se intercambian 2 lineas paralelas de la matriz, el determinante cambia de signo:

120 0 21
304 |=--403 Ejercicio: Comprueba la igualdad anterior.
06 5 5 60

P4 Si una matriz tiene dos lineas paralelas iguales, su determinante vale 0.

1 23
Ejemplo-demostracion: Sea|A| = | =2 0 5 |. Siintercambiamos la 12y la 32 fila,
1 23

segun la propiedad 3, el determinante deberia cambiar de signo. Ahora bien, al
intercambiar las filas, la matriz no cambia, luego el valor de su determinante tampoco. Por
eso, el valor de su determinante ha de ser O (ya que el 0 es el Unico nimero tal que

0 =-0)

P5 Si multiplicamos todos los elementos de una linea por un mismo numero, el
determinante queda multiplicado por ese niumero.

Comprobacion:

31 7k

> 4 g | o StArOkH1eBK542.6-7k-Tk-4-5-1-2-9Kk-8Kk6-3 =
K3:4:9+1+8+5+2+6+7-7+4-5-1.2.9-8.6.3) =

5 6 9

Esta propiedad permite sacar fuera del determinante el factor comdn que tengan los

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.
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elementos de una linea.

P6 Si una matriz tiene 2 lineas paralelas proporcionales su determinante vale 0.

2 4 -1
Ejemplo-demostraciéon: | 3 -2 0 =(Sacamos factor comun de (-3) en la
-6 -12 3
2 4 -1
altima fila)= (-3)« | 3 -2 0 = (y ahora ésta matriz tiene 2 filas iguales, luego su
2 4 -1

determinante vale 0) = (-3) - 0 = 0.

P7 Si los elementos de una linea se pueden descomponer en 2 sumandos, el determinante
es igual a la suma de los determinantes que muestra el ejemplo:

a X+a d a x d a ad
b y+8 e|=|bye|+|bpe
c z+y f c z f c y f

P8 Si a una linea le sumamos otra linea multiplicada por un niumero (transformacion
elemental tipo I1) el determinante no varia.

1 3 2 13 2
. F, > F,+F;
Ejemplo: | -1 1 3 = =104 5

Fu o Fst(<2)-F
2 6 -2 2= Fat(2)-F 00 -6

Consecuencia: Si una linea es combinacion lineal de las demas, entonces su determinante
es 0. (Se entiende por combinacion lineal la suma de varias lineas donde cada una puede
estar multiplicada por un nimero)

303
Ejemplo: | 1 1 1 | = (Este determinante valdra O porque
525
(Fila3) = (Filal) + 2 - (Fila2) Comprobémoslo realizando transformaciones elementales
tipo 1)
303
={Fs->F+(CD-Fi}=|111| ={Fs>Fs+(2):-Fo}=|111] =0
2 22

(ya que tiene una fila de ceros)

P9 El determinante del producto es igual al producto de los determinantes:

[|A-B| = |A|-|B]]
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EJERCICIOS:

1. Justifica, sin desarrollar, éstas igualdades:

3-17 4 1 7 7 41 4511 10
alooo0ol =0 b)|2 9 1 =0 ¢)|297| =0 d|411]| =0
1114 -8-2-14 2794 71 510

2. Teniendo en cuenta el resultado del determiante que se da, calcula el resto sin
desarrollar:

Xy z 3x 3y 3z 5x By 5z X y oz
503| =1 a)|5 0 3| b) 10% c) |2x+5 2y 2z+3
111 111 11 1 X+1y+1z+1
abc adg 3a 3b 3c def
3.Si|A|=|def| =8 hallaa)|2A] b) |beh| C)|-2d-2e-2f| d)|abc
ghi cfi 5g 5h b5i ghi
4. Conociendo el valor del determinante de la matriz A, calcula el de By el de C.
Xyz p2mq X+3ty+3uz+3s
Al=|mpql| =4 Bl =|u 2t s IC| = t u S
tus y 2X -m —-p —q
5. Calcula los siguientes determinantes desarrollandolos por adjuntos:
1 2 3 1000 2 2-30 31-13
2010 -2-32 -4 14-14
Al=12 5 4| |[B]= IC| = ID| =
1113 1111 1 3-23 0325
2012 1 0 4 2 200 2

Soluciones:
1. a) Tiene una fila de ceros (P2). b) F3= (-2)F 1 (P6) c) F3= 10F2+F1 (Cons de P8) d) F1= 10F2+F3 (Cons de P8)
2.a)3b)1c)13. a)|2A|=64Db)8¢c)-240d)-8 4. |B|]=-8 |C|=4 5.|A]=0 |B|=-2 |C|=-35 |D|=0

EJERCICIOS P.A.U.

3 -1x
1. Encuentra el valor positivo de x que verifica la ecuacion: | 5 2x 7| =5x+6
-1 3 x
2a>5
2. El determinante | 4 a2 13 | vale 0 paraa = 3. Comprueba esta afirmacion sin
8 a3 35
desarrollarlo e indica las propiedades de los determinantes que aplicas.
abc —d —e —f
3. Calculael valorde |d e f |, sabiendo que | -a —b —c | = 100.
ghi —g —h —i

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.
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4. De una matriz cuadrada de orden 3 se sabe que su determinante vale -1. ;Cuanto valdra
el determinante de la matriz 2A?

abc - —g -h
5. Sabiendo que det | de f = 3, calcula, sin desarrollardet| f+cd+ae+b
ghi 3c 3a 3b

a+1l a a a

. a a+1 a a
6. Calcula el valor del determinante

a a+l1 a
a a a a+1
100
7. Resuelve la ecuacion det (A —xlI) = 0,siendo A= | 224 |, | lamatrizunidad, y
112

x € R la incognita.

1 -1 0
8. Determina los valores de m que anulan el determinante | m m+1 m
2m2m+12m+1

9. Determina, segun los valores de a, el rango de las siguientes matrices:

123 31-46
a)A=| 711 b)B=| 11 4 4
a23 10-4a
10. Halla el valor que debe tener x para que la matriz A — xI sea la inversa de %(A -1,
111
siendoA=| 111
111

11. Calcula el valor de los determinantes siguientes:

3 XXX 1100 1111 Oabc
X 3 XX 1001 2220 alOch

b d
Dlxax|?lo110|?]3300|¥|bcoa
XXX3 0101 4431 cba0
0 0-1 001
12. Dadas las matrices A = 010 yB=| 0-10
-10 0 100

a) Halla A,
b) Resuelve la ecuacion A2 . X+A-.B =B

13. ¢Cdémo es la matriz inversa de una matriz diagonal regular? ¢Y su potencia de
exponente 15?

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.
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1a2-1 a
14. Halla el rango de lamatriz A = | 12a?-22a—1 |segun sea el valor del
1 0 a?

parametro a. Encuentra, si existe, la matriz inversa de Aenloscasosa =0ya = 1.

15. Dada la matriz A = (é i ) Calcula la inversa de Ay de A".

111
16. Se considera la matriz A(t) = | t 2 t2

010

a. Determina los valores del nimero real t para los que el determinante de A(t) sea 0.
b. Halla la inversa de la matriz A(t) parat = —1.

1 1t
17. Dada la matriz A = t 0 —1 | hallalosvalores de t para los cuales A no tiene
—6-10
inversa.
18. Sea
x 10
A=| _1x2 | @ Determinaparaqué valores de x no existe la inversa de la matriz A.

101 b) Calcula la inversa de A cuando x = 1.

alo
19. SeaA=| 011 |[. Hallarelvalor o valores de a para los cuales la matriz A no tiene

la0
inversa. Hallar A~ paraa = 2.

20. a) Define el concepto de matriz inversible. Da un criterio para asegurar que una matriz
es inversible.

-1-1
-1

b) Dada la matriz A = , determina para qué valores del pardmetro m

ol

0

0 m
existe AL,

c) Param = —1, resuelve det |A=t — xI| = 0 (I es la matriz unidad).

21. Sean las matrices A = (; ;29,> B = ((1) _11> a) Calcula la matriz inversa de AB.

b) Halla el producto de la inversa de B por la inversa de A. ;Qué relacién existe entre
la matriz del apartado anterior y esta matriz? Justifica tu respuesta.

10

22. Siendo las matrices A = 130-2 B = 2 -1 ,
2214 0 3
-11

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.
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¢es cierto que det (AB) = det (BA) ?
Calcula, si es posible, la inversa de AB.

23. a) De las siguientes operaciones con determinantes de orden 2 x 2, sefiala las que son

: . . laa _
correctas y, en su caso, enuncia las propiedades que se utilizan: bb| = 0;
22 :411 ; 22 :211
26 13 26 13

b) Dadas las matrices Ay B de orden 4 x 4 con |A| = 3 y |B| = 2, calcula |A™}|, |B'A]
y |(AB1)"|, justificando la respuesta.

SOLUCIONES:

1.-31/8,2 2. Consec. de P8 (C3=C1+C2) 3.100 4.-8 5.9 6.4a+1 7.x=0,1,4 8. m=-1/3 9. a) Si a#1 rg(A)=3. Si
a=1rg(A)=2 b) Si a#1 rg(B)=3. Si a=1rg(B)=2 10. x=2 11. a) -3(x+1)(x-3)% b) -2 c) 0 d)
(a+b+c)(c-b-a)(b-c-a)(a-b-c) 12. A2=I, X=21 13. Es diagonal regular. Cada elemento de la diagonal queda elevado a 15

1 -2 1 -2n
14. Si a#1y a#-1 rg(A)=3. Si a=1 rg(a)=L1. Si a=-1 rg(A)=2 15. A== (A”)‘1= 16.
0 1 0 1
1 -1 1
=0 ,(A(—l))_1 = % 0 0 2 17.t=+ /5 18.siempre3a™t,vx e R
t=1
1 1 -3
1 -1 2 2 0 -1
Al-ll 3 1 o 190 % A lE 0 2 |20
a=-1
-1 1 2 1 3 =2

Aesi ible si 3IA! tal AATL = ATA = | —
a { es inversible si tal que b) Siempre EIA*l,Vm eR ¢ x=-1(doble) 91

Criterio: A es inversible cuando |A] = 0 x=1
-1 1 -1 1
»B)1 = B1ial =
2 -1 2 -1

Son iguales porque la inversa de A-B es B-A1. Vedmoslo:
(AB)BIA = ABB )AL = AIA! = AAL = 22. No es cierto, dado que |AB|= 23, |BA|= 0.
B-'A-1(AB) = B1(A*A)B=BlIB=B1B =1

-3 5
AB)* = % o s 23. a) P6;P5;Falso (mal aplicada la P5) b) |A_1|=ﬁ=% IBTA|-BT|

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.
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TEMA 3. SISTEMAS DE ECUACIONES
LINEALES.

1. Resuelve los siguientes sistemas, el 1° por la regla de Cramer y el 2° por el método de
Gauss: (2 ejercicios PAU)

X +y +2=6 3X—-2y+4z=28
a) 2x—-3y —-z=-9 b) X +y+2z2=1
3X+2y-52=-1 7x—8y+8z =22

2. Sea el siguiente sistema de ecuaciones, en funcion del pardmetro m:

AX+(2m+3)y =1
—-3mx + y=1

a) Exprésalo en forma matricial, siendo los elementos de una
de las matrices que intervienen las variables x e y.

b) Discutelo segun los valores del pardmetro m.
c) Determina su solucion param = 5.

3. Discute los siguientes sistemas en funcion de los valores del parametro a: (2 ejercicios PAU)

ax+y-z=1 X—y +7=6
a) X+2y+z=2 yresuélveloparaa=0. b)< —x-y+@-4)z=7 Y
X+3y-z=0 X+Yy +2z =11
resuélvelo para a = 4.
4x -4z =10
4. Discute y resuelve, si es compatible, el siguiente sistema: X-y+az=0
—Xx—-—ay—-z=0

5. En una confiteria envasan bombones en cajas de 250 g, 500 g y 1 kg. Cierto dia se
envasaron 60 cajas en total, habiendo 5 cajas mas de tamafio pequefio (250 g) que de
tamafio mediano (500 g). Sabiendo que el precio del kilogramo de bombones es de 40 €
y que el importe total de los bombones envasados asciende a 1250 €:

a. Plantea un sistema para determinar cuantas cajas se han envasado de cada tipo.
b. Resuelve el problema.

6. Discute, segun los valores del pardmetro correspondiente en cada apartado, los sistemas:
(3 ejercicios PAU)

X-y +z=1 2x-3y+z=0 X -y=1
a)< 2X+y+Az=1 b)< x-my-3z=0 ¢C)< -X +2y=a
X+y—-4Az=0 5X+2y-z2=0 —X+((@+1ly=a

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.
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y resuelve b) y ¢)
cuando sea posible.

7. Clasifica y resuelve el siguiente sistema:

X—2y—-2z +t=4
X +y +z -t=95
X -y —z2 +t=6
6x —3y—3z+ 2t = 32

8. Una multinacional de seguros tiene delegaciones en Madrid, Barcelona y Valencia. El
n° total de ejecutivos de las tres delegaciones asciende a 31. Para que el n° de ejecutivos
de la delegacion de Barcelona fuese igual al de Madrid, tendrian que trasladarse tres de
ellos de Madrid a Barcelona. Ademas, el n® de ejecutivos de Madrid excede en uno a la
suma de los destinados en las otras dos ciudades. ¢ Cuantos ejecutivos estan destinados
en cada ciudad?

9. Los gastos diarios de tres estudiantes, Marta, Raul y Pedro, suman 15,45 €. Si a lo que
gasta Marta se le suma el triple de la diferencia entre los gastos de Radl y Pedro
obtenemos lo que gasta Pedro. Ademas, ocho veces la diferencia entre el gasto de Radl
y el de Marta es igual al gasto de Marta. Averigua cual es la cantidad que gasta cada
uno.

1 11 1
10. a) Resuelve x«| 2 +1 21 | - (y) = 0 b) Dado
1 01 y 0
1 11 2
X« 2 |+ 01 | - (y) = | 3 | Expresa el sistema anterior en la forma
1 10 2

matricial AX = B, calcula la matriz inversa A= y resuélvelo.

11. En una aceria se fabrican tres tipos de productos: acero en ldaminas, en rollos o aceros
especiales. Estos productos requieren chatarra, carbédn y aleaciones en las cantidades
que se indican en la tabla siguiente, por cada unidad de producto fabricado:

A. enlaminas | A. en rollos | A. especiales
Chatarra 8 6 6
Carbon 6 6 4
Aleaciones 2 1 3

a. Si durante el proximo mes se desea fabricar 6 unidades de acero en laminas, 4
unidades de acero en rollos y 3 unidades de aceros especiales, obtén una matriz que
indique las cantidaes de chatarra, carbon y aleaciones que seran necesarias. (Obténla

mediante un producto de la matriz de la tabla anterior por una matriz columna).

b. Si se dispone de 34 unidades de chatarra, 28 de carbon y 9 aleaciones, ¢ cuantas
unidades de cada tipo de acero se podran fabricar con estos materiales?

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.
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12. Discute y resuelve, cuando sea posible, los siguientes sistemas: (3 ejercicios PAU)

2y —7 =
x—-2y=1 3y y—zzz—all AX +Y =1
a)< 3x+y=1 b) y+z—_6 c) Ay+z=1
4x —y = - AX + 2 =1
X=y=n 2Xx+y—-4z=a XTey+e

13. Halla el valor del parametro k para que las tres rectas del plano, definidas por las
siguientes ecuaciones, sean concurrentes en un punto.

y=2Xx+4
2y +3x+k=0
Xx+y =10
113
14. Considera lamatriz A =| 23 4 |, siendo m un pardmetro real. Se pide:
34m
a. Calcula el rango de A segun los valores del parametro m.
X 0
b. Considera el sistema de ecuaciones linealesA-| y | =| 0 |[. Discute siexiste
z 0
solucion segun los valores del parametro m. En caso afirmativo, resuelve el sistema.
X 2
c. Param = 7, considera el sistema de ecuaciones linealesA-| vy | =| 0
z 3

Discute si existe solucion.

15. Un grifo tarda 3 horas en llenar un depdsito, mientras que otro solo tarda 2 horas en
llenarlo. ¢ Cuanto tardaran en llenar el depdsito los dos grifos a la vez? Razona la
respuesta.

16. Una ama de casa adquirié en el mercado ciertas cantidades de patatas, manzanas y
naranjas a un precio de 0,5; 0,75 y 1 €/kg, respectivamente. El importe total de la
compra fue de 7,25 €. El peso total de la misma es 9 kg y, ademaés, compré 1 kg mas de
naranjas que de manzanas. ;Cuantos kg compro de cada uno de los productos?

17. Si a un n° de dos cifras se le suma 18, se obtiene el n° con las cifras intercambiadas.
Sabiendo que la suma de las cifras del n° es 16, encuentra dicho n°,

10-1
211

a. El sistema de ecuaciones homogéneo cuya matriz de coeficientes es A - A,

18. Dada la matriz A = ( ) Resuelve por el método de Gauss:

b. El sistema de ecuaciones no homogéneo cuya matriz ampliada es At - A, siendo la
ultima columna los términos independientes.

19. Un cine proyecta una pelicula sélo tres dias: lunes, martes y miércoles. Se sabe que el

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.
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n° de espectadores del martes se increment6 un 12 % respecto al del lunes, el miércoles
ese n° disminuyd un 12 % respecto al martes y el l:unes ese n° superé en 36
espectadores el del miércoles. ;Cuantos espectadores vieron la pelicula cada uno de los
dias?

20. En cierta heladeria, por una copa de la casa, dos horchatas y cuatro batidos te cobran
34 € un dia. Otro dia, por cuatro copas de la casa y 4 horchatas te cobran 44 €, y un
tercer dia, te piden 26 € por una horchata y 4 batidos. ¢ Tienes motivos para pensar que
alguno de los tres dias te han presentado una cuenta incorrecta?

21. Dos amigos invierten 20000 € cada uno. El primero coloca una cantidad A al 4% de
interés, una cantidad B al 5 %y el resto al 6%. El otro invierte la misma cantidad A al
5%, la B al 6% y el resto al 4%. Determina las cantidades A,B y C sabiendo que el
primero obtiene unos intereses de 1050€ y el segundo de 950€.

22. Una tienda ha vendido 600 ejemplares de un videojuego por un total de 6384€. El
precio original era de 12€, pero también ha vendido copias defectuosas con un
descuento del 30% y del 40%. Sabiendo que el nimero de copias defectuosas vendidas
fue la mitad del de copias en buen estado, calcula a cuantas copias se le aplico el 30%
de descuento.

23. Un cajero automatico contiene 95 billetes de 10, 20 y 50 € y un total de 2000€. Si el n°
de billetes de 10€ es el doble que el n° de billetes de 20€, averigua cuantos billetes hay
de cada tipo.

24. Antonio tiene un afio mas que Juan, y Luis, uno més que Angel. Determina la edad de
los cuatro sabiendo que la de Luis es la suma de la tercera parte mas la séptima parte de
la de Antonio y que la de Angel es la suma de la cuarta parte mas la quinta parte de la
de Juan.

25. Tres amigos acuerdan jugar tres partidas de dados de forma que, cuando uno pierda,
entregara a cada uno de los otros dos una cantidad igual a la que cada uno posea en ese
momento. Cada uno perdio una partida y al final cada uno tenia 24€. ;Cuénto tenia cada
jugador al comenzar?

26. Un joyero tiene tres clases de monedas: A, B y C. Las monedas de tipo A tienen 2
gramos de oro, 4 gr de plata y 14 gr de cobre; las de tipo B tienen 6 gr de oro, 4 gr de
plata 'y 10 gr de cobre y las de tipo C tienen 8 gr de oro, 6 gr de platay 6 gr de cobre.
¢ Cuantas monedas de cada tipo debe fundir para obtener 44 gr de oro, 44 gr de plata 'y
112 gr de cobre?

27. Un fabricante produce 42 electrodomésticos. La fabrica abastece a 3 tiendas, que
demandan toda la produccion. En una cierta semana, la primera tienda solicit6 tantas
unidades como la segunda y la tercera juntas, mientras que la segunda pidié un 20%
mas que la suma de la mitad de lo pedido por la primera mas la tercera parte de lo
pedido por la tercera. ;Qué cantidad solicit6 cada una?

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.
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28. Se mezclan 60 | de vino blanco con 20 | de vino tinto y se obtiene un vino de 10 grados
(10% de alcohol). Si, por el contrario, se mezclan 20 | de blanco con 60 | de tinto, se
obtiene un vino de 11 grados. ;Qué graduacion tendra una mezcla de 40 | de vino
blanco y 40 | de vino tinto?

29. Dadas las ecuaciones -2y +z= . Afade una ecuacion para que el sistema
2X—-3y+27=-
sea:
a) Incompatible. b) Compatible Determinado.

30. Encuentra razonadamente dos valores del pardmetro a para los cuales el siguiente
sistema sea incompatible:

X+y+22=0
ax+y+22=1
X +32=2

2X +az=3

31. Sean Sy S” dos sistemas equivalentes con solucién Unica que tienen iguales los
términos independientes. ;Podemos asegurar que tienen iguales los coeficientes de las
incognitas?

32. En el trayecto que hay entre su casa y el trabajo, un individuo puede repostar gasolina
en 3 estaciones de servicio (A, B y C). El individuo recuerda que este mes el precio de
la gasolina en A ha sido de 1,2 €/litro y el precio en B, de 1,18 €/litro, pero ha olvidado
el precio en C (supongamos que son m €/litro, con m desconocido). También, recuerda
que la suma del gasto en litros de gasolina de las estaciones A 'y B superd en 46,80 € al
gasto en C; el n® de litros consumidos en B fue el mismo que en C, y que el gasto en
litros en A superé al de B en 12,60 €.

a. Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de m) para determinar los litros
consumidos en cada gasolinera.

b. Estudia la compatibilidad del sistema en funcion de m. ¢Puedes dar algan precio al
que sea imposible haber vendido la gasolina en C?

SOLUCIONES:
m= -1y m+ -1/2 -SCD
10-81 2A+5 2 1
la@32b) (5% -5>1) 2. < m=1 -SCl m=5- (=5, 57) 3.9
m=-1/2 -SI
Sia# 1/5 —~SCD Siaz 2 -SCD
'ar a0 (-9,43) by < a=4 - (-5,-2,9) 4. SCD va « R. sol: (0,0,0) 5.
Si a=1/5 -SI Si a=2 -SlI
X+y+z=60 |A] =1-51 |A] = 7m + 56
X=y+5 sol: (25,20,15) 6.2) < SiZ# 15 -SCD b) < Sim+-8 -SCD sol: (&, 22 2)¢)
10x+20y+40z=1250 SiA=1/5 Sl Sim=-8 -SCI

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.
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|A*| =1-a2 X+y+z=31
Siazlya=-1 -SI  a=lsol:(3,2).a=-1sol: (1,0)7.SI 8. x-3=y+3  sol: (16,10,5) 9.
Sia=1o0a=-1 -SCD X=y+z+1
x+y+2=15"45 -1 1 1
x+3(y-z)=z  sol: (4'8,54,525) 10. a) (2,-3,2) b) A’l:% 1 -1 1 sol: (1'5,0'5,0) 11. a)
8(y-X)=X 1 0 -1
%0 8x+6y--67—34 ) 5l
N+ - a*x 60—
72 b) < 6x+6y+4z=28 sol: (2,2,1) 12. a) b) c)
n=2 -SCD (7/3, 2/3) a=6 »SCD (5,4,2)
2X+y+3z=9
25
Sid+0 lil—ﬁCD&m( A-2 1 1 )
Y W=D 2-TT=1) o g o [ sime T
Si 2 = 0SCI sol: (x,1,1) con xe R T +3) Si m=7 rg(A)=2 )
SiA=1SI
Sims 7 SCD sol: (0,0,0) 0'5x+0"75y+2=7"25
m sol: (U,0, f
. * ¢)Sl 15.1hy12min 16. < x+y+z=9 sol: (2,34) 17.
Sim=7 SCI sol: (-51,24,1)
z=y+1
10 18-10 1"12x=y X+2y+4z=34
X+Yy+18=10y+x
y Y solel79 18. D00 19 < gggy—s (2500,2800,2464) 20. < axray—a4  Sipg
x+y=16 b) (-1,3) _ _
X+36=z y+47=26
X+y+z=20000 X+y+z=600
esSl 21. 0"04x+0°05y-+0"062=1050 (5000, 5000, 10000) 22. 12x+8"4y+7"22=6384 (400, 120, 80) A 120
0"05x+0"06y+0"04z=950 2y+27=X
x=y+1
X+y+z=95 &1
7=
copias 23. < 10x+20y+50z=2000 24. " (21,20,10,) 25. (39,21,12) 26.
z=X/3 + xI7
x=2y (50, 25, 20)
t=y/4 + y/5
2x+6y+8z=44 (oro) X+y+z=42 60+ 20v=8
X+20y=
4x+4y+62=44 (plata) (532) 27. X=y+z (21,15,6) 28. { 20 eoy o8 (0095, 0'115) —
X+60y=
14x+10y+62=112 (cobre) y=1"2(x/2 + z/3) y

40 - 0°095 + 40 - 0,115 = 874 litros de alcohol (en 80 1) = 80z = 84 — z=0"105 — sol: 10°5 grados 30.
|A*|= 2a?-12a + 16 = 0 cuando a=2 0 a=4. Por tanto cualquier valor de a distinto de 2 y de 4 vale. 31. No, si son
homogéneos podrian tener los coeficientes proporcionales (y no tedrian por qué ser iguales. 32.
1"2x+1"18y=mz+46'80  sjm= 2736 SCD
y=z Sim=2"36 Sl
1"2x=1,18y+12°60 Si, serfa imposible al precio de 2"36€
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TEMA 4. PROGRAMACION LINEAL.

METODO DE LOS VERTICES:

1° Obtenemos todos los vértices de la region factible.

20 Sustituimos cada vértice en la funcion objetivo hasta encontrar el maximo o el minimo.

METODO DE LAS RECTAS DE NIVEL:

1° Escogemos un punto cualquiera de la regién factible y dibujamos la recta de nivel que pasa por él.
2° Dibujamos el vector gradiente Vf.

3° Trasladamos la recta de nivel de forma paralela en la direccién y sentido que indica el vector
gradiente. EI Gltimo punto de contacto con la regidn factible es el maximo. Si hemos de encontrar

el minimo la recta de nivel se traslada en el sentido contrario al vector gradiente.

PROBLEMAS

1. En un taller de carpinteria se fabrican mesas de cocina de formica y de madera. Las de
formica se venden a 210 € y las de madera a 280 €. La maquinaria del taller condiciona
la produccion, por lo que no se pueden fabricar al dia mas de 40 mesas de formica, ni
maés de 30 de madera, ni tampoco méas de 50 mesas en total. Si se vende todo lo que se
fabrica, ¢cuantas mesas de cada tipo les convendria fabricar para ingresar por su venta
la maxima cantidad de dinero posible?

2. Una empresa fabrica y vende dos articulos A 'y B. En su produccion se utilizan tres tipos
de maquinas M1, M, y Ms. La tabla que se adjunta indica el tiempo, en horas, que
necesita cada maquina para fabricar cada uno de los modelos. Cada maquina trabaja un
maximo de 60 h semanales. Si por la venta de cada uno de los articulos del tipo A
obtiene un beneficio de 10000 €, y por cada uno del tipo B, un beneficio de 15000 €,
¢cuantos articulos se deben fabricar de cada tipo para maximizar el beneficio?

M1 | M3 | M3

2 3 1
B 4 1 5

3. Un granjero tiene que suministrar al dia un minimo de 30 mg de vitamina A, 20 mg de
vitamina B y 30 mg de vitamina C por kilogramo de pienso a sus animales. Dispone de
dos compuestos de pienso P; y P, cuyos contenidos en miligramos de vitaminas A, By
C por kilogramo de pienso vienen dados en la tabla que se adjunta. El kilogramo de
pienso P; vale 1 €y el de P, vale 12 €. ;Cuantos kg de cada tipo de pienso debe

A |B |C
P, |3 |45
P, |4 |2 |6

mezclar para que el coste sea minimo?

4. Dos fabricas F1 y F, producen 40 y 50 unidades respectivamente de un determinado
producto. Deben abastecer a tres centros C;, C, y C3, que necesitan 20, 45y 25
unidades respectivamente. El coste del transporte de cada fabrica a cada centro de
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C1 Cz C3

consumo, en euros por unidad, viene dado en la siguiente tabla |F: | 5 | 10 | 15
F, 10| 7 |14

¢Como han de distribuirse las unidades del producto para que el transporte sea lo mas
econdémico posible?

5. Dibuja la region definida por las siguientes desigualdadesy  5x +y < 47

determina en ella el punto en que la funcion 9y —2x >0
f(x,y) = 6x +y toma el valor maximo: X+2y <22
x>0

6. Se considera la region del primer cuadrante determinada por las inecuaciones:

X+y<38 a) Dibuja la region y determina sus vertices.
X+y >4 b) Dada la funcién objetivo f(x,y) = 3x + 2y, halla donde
X+2y>6 alcanza dicha funcion su valor minimo y calculalo.

7. Una fabrica textil elabora prendas de punto de calidades A y B. Las prendas de calidad
A se fabrican con 1 unidad de lana y 2 unidades de fibra sintética, y las de calidad B con
2 unidades de lana 'y 1 de fibra sintética. Los beneficios obtenidos en la venta de las
prendas son de 15 € para las de calidad Ay 10 € para las de calidad B. Sabiendo que
solo se dispone de 180 unidades de lana y 240 de fibra sintética, se pide:

a. Determina cuantas prendas de cada tipo debe elaborarse para obtener un beneficio
maximo si la produccion no puede ser superior a 1000 prendas.

b. ¢A cuanto ascendera dicho beneficio? Justifica las respuestas.

8. Un pastelero tiene 150 kg de harina, 22 kg de azucar y 27,5 kg de mantequilla para
hacer 2 tipos de pasteles, Py P". Para elaborar una docena de pasteles del tipo P
necesita 3 kg de harina, 1 kg de azlcar y 1 kg de mantequilla, y para hacer una docena
del tipo P” necesita 6 kg de harina, 0,5 kg de azlcar y 1 kg de mantequilla.

El beneficio que obtiene por una docena del tipo P es 20 € y por una docena del tipo P
es 30 €. Halla, utilizando las técnicas de programacion lineal, el nimero de docenas que
tiene que hacer de cada clase para que el beneficio sea maximo.

9. Una granja de aves cria pollos y patos con un coste por cada pollo de 1 € y de 2 € por
cada pato. Los precios de venta son 1,80 € el pollo y 2,30 € el pato. Sabiendo que la
capacidad maxima de la granja es de 2000 animales y que solo dispone de 3000 € para
invertir en pollos y patos, se pide:

a. Determina el nimero de pollos y patos que se pueden criar para obtener un beneficio
maximo.
b. ¢Cual sera dicho beneficio maximo? Justifica las respuestas.
10. Se necesita una dieta que proporcione a un animal 3000 calorias y 80 unidades de

proteinas diarias. En el mercado hay dos alimentos basicos que pueden usarse para
preparar la dieta. El alimento A cuesta 20 céntimos/kg, y contiene 600 calorias y 2
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unidades de proteinas. Y el alimento B cuesta 10 céntimos/kg, y contiene 50 calorias y 8
unidades de proteinas. Determina la combinacion de alimentos mas econémica
quesatisfaga las necesidades de la dieta.

11. Me ofrecen la posibilidad de vender hasta un méximo de 24 toneladas de dos
productos A y B, dandome una comision de 150 € por tonelada vendida de Ay 100 €
por tonelada vendida de B. Averigua cuantas toneladas debo vender de Ay de B para
maximizar la ganancia.

12. Los alumnos y alumnas de primero de Bachillerato, con el objetivo de recaudar fondos
para el viaje de fin de curso, deciden vender paquetes de dulces navidefios. Disponen de
10 kg de polvorones y 8 kg de mantecados. Acuerdan hacer 2 tipos de paquetes: uno, a
un precio de 3 euros, formado por 100 g de polvorones y 150 g de mantecados, y otro, a
un precio de 4 €, que contiene 200 g de polvorones y 100 g de mantecados. ¢Cuantos
paquetes de cada tipo les interesa vender?

13. Una fabrica de adornos produce broches sencillos y broches de fiesta. Se obtiene un
beneficio de 4 € por cada broche sencillo y 6 € por cada broche de fiesta. En un dia no
se pueden fabricar mas de 400 broches sencillos ni mas de 300 de fiesta, y tampoco
pueden producirse mas de 500 broches en total. Suponiendo que se logra vender toda la
produccion de un dia, ¢cual es el namero de broches de cada clase que conviene fabricar
para obtener el maximo beneficio? Calcula la produccion necesaria para conseguir el
méaximo beneficio si se obtienen 6 euros por cada broche sencillo y 4,50 euros por cada
broche de fiesta.

14. Doscientas personas quieren organizar una excursion con una empresa gue dispone de
cuatro autobuses de 40 plazas cada uno y cinco autobuses de 50 plazas cada uno. El
alquiler de un autobus grande es de 180 €, y el alquiler de uno pequefio es de 120 €.
¢Qué combinacion de autobuses minimiza el coste de la excursion si la empresa dispone
de cinco conductores?

15. Una empresa constructora dispone de un total de 93000 m? de terreno urbanizable.
Decide construir dos tipos de viviendas unifamiliares: unas, en parcelas de 400 m?, que
albergaran a familias de una media de 5 miembros, y cuyo precio de venta sera de
400000 €; y otras, en parcelas de 300 m?, en donde viviran familias de una media de 4
miembros, y costaran 320000 €. Las autoridades del municipio le imponen dos
condiciones: (1) el n° de casas no puede superar las 275; (2) el n° de habitantes esperado
no puede ser superior a 1200 personas. ¢Cuantas viviendas de cada tipo deben
construirse para maximizar los ingresos por ventas?

16. Se va a organizar una planta de un taller de automéviles donde van a trabajar
electricistas y mecanicos; por necesidades del mercado, esnecesario que haya mayor o
igual n° de mecéanicos que de electricistas, y que el n° de mecanicos no supere al doble
del n° de electricistas. En total, hay disponoibles 20 electricistas y 30 mecanicos. El
beneficio de la empresa por jornada es 250 € por electricista y 200 € por mecanico.
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¢ Cuéntos trabajadoresde cada clase deben elegirse para obtener el maximo beneficio?

Soluciones:

X+ 2y < 180 (lana)

5.(92) 6.(04)f(04)=8 7. XN°PrendasA 2 o . < 240 (fibra)
y: n° prendas B

x>0;y>0
f(x,y) = 15x + 10y
Sol: 100 prendas A y 40 prendas B. 1900 €
3x + 6y < 150 (harina)
g X e pasteles P X+ 0'5y < 22 (azlcar) f(x,y) = 20x + 30y
y: n° pasteles P’ x+y < 27°5 (mantequilla)  sol: 5 docenas de P y 22°5 docenas de P°

x=0;y=>0

X +Yy < 2000 (cap. granja)

X + 2y < 3000 (dinero inv.) fxy) = 0°8x+ 073y

g9, xn° pollos

y: n° patos x>0;y>0 Sol: 2000 pollos y ninglin pato. Beneficio 1600 €.
600x + 50y > 3000 (cal.) ‘ 20x + 10 Mi
10. x-kgdeA 2x + 8y > 80 (prot.) (xy) = 20x+ 10y (Min,)
y: kg de B x>0:y>0 Sol: 87936 kg de Ay 4'255 kg de B

11, X ton.deA { X+y<24 f(x,y) = 150x + 100y (Max.)

y:ton.de B x20:y20 oo 24t de A

0'1x+02y <10
f(x,y) = 3x+4y (Max.)

12, Xn°pagasd€ ' o5y o1y <8
y:n°paga4 € x>0:y>0 Sol: 30 paq. de 3€y 35 paq. de 4 €.
x < 400 f(x,y) = 4x+ 6y (Max.) g(x) = 6x+ 4’5y (Max)
13, X:nebroches senc. y <300 Sal1: 200 00 de fi
y: n° broches fiesta X +y < 500 ol1: 200 senc. y 300 de fiesta.
x>0;y>0  Sol2: 400 senc. y 100 de fiesta.
o XTY=9 f(x,y) = 120x + 180y (Min.)
14, X:n°autob. peq. 40x+50y > 200 YT y V-
y: n° autob. gran. Xx>0;y>0 Sol: 5 autob. peq.
400x+300y < 93000 ¢\ v~ 400 000x + 320 000y (Max.)
15, X:n°viv. de5s. X+y <275
. e 4 Bx + 4y < 1200 Sol: Todos los puntos de la recta 5x+4y=1200
x>0;,y>0 comprendidos entre (100,175) y (120,150).
X<y
x>y
. 1O =
16. X n°elect. X < 20 f(x,y) = 250x + 200y (Max.)
y: n° mecan. y < 30 Sol: 20 elect. y 30 mecén.
x>0;,y>0
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5 - 6 7
| 9 538
N | 12 ) | 13
B b 16

PROBLEMAS ANADIDOS. (Problemas de transporte: 1- 5, de tanto por uno: 6,7)

1. Dos yacimientos de oro, Ay B, producen al afio 2000 kg y 3000 kg de mineral de oro,
respectivamente, que deben distribuirse a tres puntos de elaboracion: C, Dy E, que
admiten 500 kg, 3500 kg y 1000 kg de mineral, respectivamente, al afio. El coste del
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Coste |C | D E
transporte, en euros por kilogramo, es el que vemos en la tabla: | o 10120 |30

B 15/175| 20

¢Como ha de distribuirse el mineral para que el transporte
sea lo mas econdmico posible? Sol: (500,1500)

2. Una empresa compra 26 locomotoras a tres fabricas: 9a A, 10aBy 7aC. Las
locomotoras deben prestar servicio en dos estaciones distintas: 11 de ellas en la estacion
Ny 15enlaS. Los costes de traslado son, por cada una, los que se indican en la tabla

AB C
(en miles de euros): [N [ g | 153 |- Averigua como conviene hacer el reparto para
S 4/20|5

que el coste sea minimo.

3. Dos almacenes A y B distribuyen fruta a tres mercados. EI almacén A dispone de 15
toneladas de fruta diarias y el B de 20 toneladas, que reparten en su totalidad. Los tres
mercados necesitan diariamente 12, 13 y 10 toneladas de fruta, respectivamente. Si el
coste del transporte desde cada almacén a los mercados esta representado en la tabla

Almacén | Mercado 1° | Mercado 2° | Mercado 3°
A 5 10 20 , ¢.cémo planificarias el transporte

B 8 15 10
de forma que el coste sea minimo?

4. Una empresa posee dos fabricas, F1 y F2, que producen 80 y 100 unidades
respectivamente de un determinado producto. Deben abastecer a tres centros Cq, C, y
Cs3, que necesitan a su vez 50, 70 y 60 unidades. El coste del transporte de cada fabrica
a cada centro, en euros por unidad, viene dado por la siguiente tabla:

C: | Cy | Cs

Fi1| 50 | 100 | 90

F, 100 | 75 | 120

¢Como ha de organizarse el transporte para
que sea lo mas econémico posible? Sol: (50,0)

5. Dos fabricas de motocicletas F1 y F, producen, respectivamente, 5000 y 8000
motocicletas, que deben distribuirse a tres centros de ventas Cy, C, y Cs, en cantidades
de 4500, 3000 y 5500, respectivamente. El coste del transporte, en euros, a los puntos

C: | Cy | Cs
de venta viene dado en latabla: | £ [ 300 | 250 | 400 |- Calcula las motocicletas que

F. | 350 | 300 | 350

habré que transportar desde cada fabrica a cada centro para que el transporte resulte lo
mas econémico posible.

6. Para abonar una parcela de huerta se necesitan por lo menos 8 kg de nitrégeno y 12 kg
de fésforo. Se dispone de un producto A cuyo precio es 30 céntimos/kg y que contiene
un 10 % de nitrégeno y un 30 % de fosforo. Existe en el mercado otro producto B que
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contiene un 20 % de nitrégeno y otro 20 % de fosforo, y cuyo precio es 40 céntimos/kg.
¢ Qué cantidades se deben tomar de A y B para abonar la parcela con el menor gasto
posible? Sol: (20,30)

7. Don Elpidio decide emplear hasta 30 000 € de su patrimonio en la adquisicion de
acciones de dos sociedades de inversion: BLL e ISSA. El precio de cada accion es de 10
€ cada una, y en ambos casos.

BLL dedica el 35 % de su actividad al sector seguros, el 45% al sector inmobiliario y el
20 % al sector industrial. ISSA dedica el 30% de sus recursos al sector seguros, el 25 %
al inmobiliario y el 45 % al industrial.

D. Elpidio no quiere invertir mas del 40 % de su capital en el sector industrial ni mas
del 35 % en el inmobiliario. ¢Cuantas acciones debe adquirir de cada sociedad si BLL
prevé entregar un dividendo de 1°2 €/accion e ISSA de 1€/accion?
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TEMA 5: LIMITES Y CONTINUIDAD DE
FUNCIONES.

INTRODUCCION: Requisitos previos.

Funcion:

Es una relacion entre 2 variables, de forma que a un valor de la 12 variable (x: variable independiente)

le asocia un unico valor de la 22 variable (y: variable dependiente).

La relacion entre las dos variables (la funcion) se puede expresar de 3 formas diferentes:
Formas de expresar una funcion:
Formula Tabla de valores Grafica

- E—F X 4 3 21012 3 4 N E S

y|346.. 223 0| A A|A |0 223.]346.

g(x) =

X+ 2 ~ = » e

Dominio de una funcién:

Es el conjunto de valores que puede tomar

la variable independiente (x).

Recorrido o conjunto imagen de una funcion:

Es el conjunto de valores que puede tomar

la variable dependiente (y)

Monotonia (Crecimiento y decrecimiento):
Una funcion es creciente en un intervalo cuando a un aumento de la x le corresponde un

aumento de lay.
Una funcion es decreciente en un intervalo cuando a un aumento de la x le corrsponde una
disminucion de lay.

Extremos (Maximos y minimos):
Un méximo relativo es un punto mas alto que los que hay a su alrededor. Es decir, a su
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izquierda la funcion es creciente y a su derecha la funcion es decreciente.

Un méaximo absoluto es el punto mas alto de toda la gréfica (si lo hay).

Asintotas (Verticales, horizontales y oblicuas):

Una asintota es una recta imaginaria (no tiene por qué estar dibujada) a la cual la gréfica de

la funcidn se "acerca infinitamente".

Una asintota vertical se escribe x = k (n° fijo), una horizontal serd y = k y una oblicua

y=mx+n

1. a) Observando las gréficas de las dos funciones anteriores (f, g), sefiala el dominio y
recorrido de cada una.

b) Vuelve a obtener el dominio, pero esta vez a partir de sus férmulas.

¢) En la construccién de la gréfica, explica como se han unido los puntos y como
continuarian las ramas inacabadas.

d) Analiza la monotonia e indica todas las asintotas.

e) Calcula estos limites para cada una de las funciones: lim f(x)

lim f(X)

X > =2

2. A partir de la siguiente gréafica, responde a las cuestiones planteadas:

-2 =1

5 6

L3

X —» —00

lim f(X)

X = +00

a) Calcula limy, o, f(X) y limy..» f(X)
b) Calcula los limites laterales en x=-5;x=-3;x=0;x=3 y x=4,
c¢) Determina f(-5),f(-3),f(0),f(3) y f(4)
d) Determina el dominio, el recorrido, la monotonia, los extremos,
las asintotas.y la continuidad.

3. La siguiente grafica pertenece a una cierta funcion g(x). Responde a las cuestiones:

3 L3 T § 2 W 1 L 13 1

lim f(x) =

X = —o0

lim f(x) =

x> 0"

lim f(x) =

X > 6"

Calcula los siguientes limites:

lim f(x) =

X = 400

lim f(x) =

X >3

lim f(x) =

X > -6

Determina el dominio, el recorrido, la monotonia, los extremos, las asintotas y la
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continuidad.

CALCULO DE LIMITES.

PROPIEDADES DE LOS LIMITES.

si M sy =Ly lM gx) =M, entonces:

X—=a X—=a

im0 +900] = M fo+ 1M gy =L+M

X=>a X=a X=a

=

2. M o) —geo] = M fo— M g =L-M

X > a X>a Xx—>a
3. M 11060 - go) = M 100+ M goo = LM
X - a X->a X->a (donde "a" puede ser un
lim )
. lim [f(X)}_ x~a _ L
4.SIM = 0, = M
X —>a 9(x) lim !
g(x)
X =>a

5. Sik esuna constante, 1M Kk .fx) = k- 1M fx)
X—=a X—=a

namero real, +oo 0 —o0)

4. Calcula los siguientes limites cuando x — +oo:

lim 3x*—-6x+1 _ b) lim 3x*—6x+1 _ 0) lim 6x2—-3x _

a) Se—mno= = =5 =
3 2 3 2 3
> 1o OXT+3X —5x° + 3X X°+1

X = 400 X = +00

d) lim 5X4—6X+2 Y
Xt +x-1

X = 400

g lim XD x-1x o jim X+ o fim  [x*—5x+3
<o X3 (x+3)3 <o o X3 —10x X 5 1o X2 — 2x
hy lim 78x3 — bx

3X

X = +00

5. Y ahora éstos:

lim 2 _ lim 3x3+5  4x3—x lim 2 X
a) (V4x*+1 —-2x) b) v - c) el 2
X = 400 X = 400 X = 400
dy Im (K22 - x2—2) ¢ M K2 _ax+5)
X = 400 X = 400
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. '
) lim 3x2+5 Xx2

X = 400

6. Resuelve éstos limites cuando X - —oo:

lim 5x‘-6x+2 py lim X -5%+3

lim 3x3+5 4x3—x

a) c)
oy MXTHx-1 o XE—2x oy XF2 X—2
lim VX?>-5x+3
d) — a5
X = —00 3X_2

7. Calcula los siguientes limites en un punto:

a) lim _2 b) lim x2+2 0 lim 2—~/X4—X d) lim x3—2x2+2x+5

X->0 5X2 X =2 X _4 X->0 X > =1 X2_6X_7
¢) lim _x3-5x+1 f) lim (x2—5x+2_x3+2x+1)

w4 X3+2x% -3 <50 X2 + 2x X3 + X

lim ( 1 x+2)
g) X-1 x-1 X2_1

) X2 =1 )
h M ), dondefo) = 4 x=1 S XF1 g lim 10 donde

X1 1 six=1 X1
f 2x-5six<1
=9 _1_ six>1

Xx—1
CONTINUIDAD (P.AU)—

8. Representa graficamente las siguientes funciénes y estudia su continuidad:

245x Si0<x<5 X2 +2x+1 six < -1
a) f(x) = T b) g(x) = 2X+2 si-1<x<?2
X—5 si5<x<10 2 48x S xS 2

—x2 i0<x<
9. Representa la funcion f(x) = X+l S_' O<x=<2 . ¢Es continua? ¢En qué
Xx—1 si2<x<3
puntos?

10. Estudia razonadamente la continuidad de las funciénes:

x2+1 si x<2 X+2| six<-1
a) f(x) = 2x—1 si2<x<4 b)ygx = X2 si —1<x<1
5 Si 4 <X 2x+1si x>1

11. Representa y estudia la continuidad de:
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%+% Si X < -2 e* si x<0
a) f(x) = X  si-2<x<1 Ph)=< 1 si0<x<3
x2—3 sil<x X2 +3x+2 six>3

12. Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones para los distintos
valores del parametro a:

2 H ax H
a) f(x) X +axs_|x52 b) f(x) = e 3|_x§0
a—-x% six>2 X+2a six>0
L ibsix<-1
X

13. Dada la funcion f(x) = w244 si ~1<x<l1

—x3+8 si x>1
Calcula el valor de b para que f(x) sea continua en
x = —1. ¢(Es continuaen x = 1?

14. Representa, estudia la continuidad y halla los limites parax — +o0 y X > —oo de la
funcién:
2% six<l1
f(x) = 2 sil<x<?2
X2 +4x si x> 2

15. Representa graficamente y estudia la continuidad de:

@f@):}i:ﬂ

16. Dada la funcion:

-1 b)g() = x|+ [x-1f

X+ 1| si x<2

f(x) = % si2<x<4
a sid < x

a) Obtén la gréafica de la misma.
b) Estudia su continuidad y halla "a" para que sea continua en x = 4.
c¢) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

17. La calificacién obtenida por un estudiante en un examen depende de las horas de
preparacion (x) a través de la funcion:

% si0<x<15

f(X) = X

(),2)(—+35| 15 < x

a. Estudia el conjunto de valores positivos de x para los que f(x) es creciente. ¢ Tiene
sentido afirmar que a mayor tiempo de preparacion corresponde mayor calificacion?

b. Contesta razonadamente si hay algin punto en que estudiar un poco mas puede ser
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muy rentable.
c. ¢(Se puede obtener la calificacion 10? Jusifica la respuesta.

18. Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar cierta prueba de
atletismo en funcion del tiempo de entrenamiento de los deportistas (X, en dias),
obteniéndose que:

300 .
30 si 0<x<30

T(x) = 1125
x-5)(x-15)

a. Justifica que la funcién T(x) es continua en todo su dominio.

+2 si x>30

b. ¢Se puede afirmar que cudnto més se entrene un deportista, menor sera el tiempo
empleado en realizar la prueba? ¢ Algin deportista tardara mas de 10 minutos en
finalizar la prueba?

c. Por mucho que se entrene un deportista, ¢sera capaz de hacer la prueba en menos de
1 minuto? ¢Y de 2 minutos?

19. Calcula lim f(x) para las siguientes funciones: a) f(x) = ZZ&J_FE b)
X = +oo
X _e*+1
f(X) = X2 45 C) f(X) = e x_1

20. En cierto colectivo de familias espafiolas, el gasto mensual en ocio en el afio 2000,
G(x), estuvo relacionado con sus ingresos mensuales, X, ambos en miles de unidades
monetarias (u.m.), a través de la siguiente expresion:

600 0,02x—1 si 0 <x <100
X) = 30x -
x+2300 O W0<x
a. Estudia la discontinuidad del gasto. ¢El gasto en ocio de una familia es
sensiblemente distinto si sus ingresos son "ligeramente” inferiores o superiores a 100
000 u.m.?

b. Justifica que el gasto en ocio es siempre creciente con los ingresos.
c. Justifica que ninguna familia realiza un gasto en ocio superior a 15 000 u.m.

21. El nimero de individuos, en millones, de una poblacion, viene dado por la funcion:

P() = % donde t se mide en afios transcurridos desde t = 0. Calcula la

poblacion inicial y el tamafio de la poblacién a largo plazo.

22. Una empresa ha establecido para sus empleados un incentivo (en cientos de euros) en
relacion con el valor x (en cientos de euros) de lo vendido por cada uno. Dicho
incentivo sigue la funcion:
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00 0,01x si 0 <x <100
X) = 30x .
ox+ 2300 o x> 100
a. Estudiar la continuidad de f(x). Indicar si el incentivo recibido por un empleado es
sensiblemente distinto si el valor de las ventas es ligeramente superior o inferior a 10
000 €.

b. ¢Cudl es la cantidad méaxima que un empleado podria recibir como incentivo si sus
ventas fueran muy grandes? Justifica tu respuesta.

23. Las conclusiones de un estudio establecen que el numero de individuos de una
determinada poblacidn de una especie protegida vendra dado, durante los préximos

afios, por la funcion f(t) = 15008{ I %0000 , siendo t el nimero de afios transcurridos.

Se pide:
a. Tamafio actual de la poblacion.
b. ¢Como evolucionaréa el tamafio de la poblacion entre los afios 4 y 9?

c. Si esta funcioén fuese valida indefinidamente, ¢se estabilizaria el tamafio de la
poblacion? Justifica la respuesta.

SOLUCIONES:

4. 10, 40,0 2 4003400, 5 5.0;-0;0;0; 2400 6. 25050, 5 7.
. .1.-9.45. L. Y

+00; (=00 Y +00); % g a5 (+0y —0);2;(-1y +0)

8. 9.

[

|
-

|

I

I

10. a) En x=2 y en x=4 hay disc. inev. de salto fin. (-2 unid) b) Es cont. en x=-1y en x=1 disc. inev salto fin. (2 unid).

11 . ) a) f cont. en x=2 cuando a=-8
' < e " "] b) fcont en x=0 cuando a=1/2
,,,,,, ‘ - ‘T i | 13 f cont. en x=-1 cuando b=6
"] fcont.enx=1

14, ko 15, : _ 16.
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17. | 18.
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TEMA 6. DERIVADAS.

TASA DE VARIACION MEDIA.

1. Una piscina se vacia segln la funcién V = t? + 10t donde V es el volumen expresado en
m? y t el tiempo en minutos. Halla la velocidad media de vaciado de la piscina en el
intervalo de tiempo [2,10].  (sol: 22 m*/min)

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO.

1. Encuentra, utilizando la definicion de derivada, la de la funcion f(x) = #X en x=2. (sol:

< _ 1
F@ = oo )
x? six<0
2. Estudia la derivabilidad de f(x) = —Xx+1 sixe[0,2]

X2 —4AXx+2 Six>?2

Sol: No es derivable ni en x=0 ni en x=2
(ni siquiera es continua en esos puntos)
Si es derivableen R — {0, 2}

3. Dada la funcion:

1.5 :
Xt > SIX < -2
f(x) = X si—2<x<1 estudia su derivabilidad.
x2—-3 sil<x
Sol: No es derivable en x=-2 y en x=1 tampoco pq
no es continua.
4. Estudia la continuidad y derivabilidad de la funcion:
ex six<0
f(x) = 1 si0<x<3
—Xx2+3x+1 si3<x

Sol: En x=0 es cont. y deriv., y en x=3 es cont. pero no deriv.

5. Aplicando la definicidn de derivada, calcula la derivada de la funcion
f(X) = 2x> —=5X + 1 (sol:y = 4x —5)

FUNCION DERIVADA (Tablas y operaciones).

1. Calcula las siguientes derivadas potenciales (las raices pasalas primero a forma de
potencia):

)y =5¢ bly=% oy=% dy=x

2
3

ey = /X fly=3/x" gy=7¢"
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o e Ll oy __8 _ 2 eyl L 1By 2 -
h)y =4x 4 i)y = Jy = Ky = Soluciones: y' = 15x= ;

‘/Y 5X2 ‘/X_3
e )1(‘4':-’,y_332X S S i Gl Al (G
y=-3 .y 1 .y___16 ., _ -3
7 ’

] y -
4 2./x3 55/x5 x5
2. Calcula las derivadas de las siguientes funciones polindmicas, simplificando al maximo:
a)y = 4x3 - 11x2 +3x+5 b)y =5x*+6x C)y = —Xx°+8x?>-2
_ (9y2 _ _ X2+ 2 _ _4x8 e
dy = (2x* +1)(4x - 6) e)y = v fy D Soluciones:

- 1
y =12x2 = 22x+3;y = 20x3 +6;y = -5x* + 16X ;Y = 24x%> —24x + 4 ;
y = —2X2 —2x—2 . Ly = 8x3+24x2
(x2 —1)2 (X +2)?
3. Aplica la regla de la cadena para derivar las siguientes funciones:
_ _ 1 _ 3 _ ax? _ e
a)y = (X + 3)2 b)y = m C)y = m d)y = eX e)y = Sln(ZX + 1)
fly = cos?x @)y = sin(e*) h)y = In(2x3 +x) i)y = cos?(4x3 +2x) j)y = sinz(x)
K)y = 6e%** Soluciones:y' = 2x+6; y = — 16X _.yr_ —18x*-3 .
)Y J y (4x% +1)° y (2x3 + x)?
y' = 2xeX* :y' = 2cos(2x +1) ;y' = —2cosxsinx ;y' = eXcos(eX) ;y' = % ;
I _ : oyl COSX ..,/ _ 2_
y' = (—24x? —4)cos(2x + 4x3)sin(2x + 4x3) ; y' = —2=82% -y’ = (36x - 6)e3

sin“x
4. Calcula las siguientes derivadas, simplificando al maximo:

a)y = x2e* b)y = (3x*+6x)Inx c)y = —g(')g))(( d)y = '“TX e)y = X3 +4x2
fly = 1=COSX gy _ gsinx  hyy — sin /X i)y = cééx j)y = sin®x + cos2x

1+ cosx
K)y = JInx 1)y = (sinx) - (cosx) SolucioneS' y' = 2xe* + x%e*;
"= (Inx)(12x3 + 6 6 3X3; A _ —Inx; r_ 3x2 + 8x :
Y = (N2 +6) +6+3x7 1y = — 1y = 430X 1y e
P 2sinx . sinx - \// 2xcosx+x25|nx :
= —=22 — 1y’ = (cosx)es™ ;y' = ——cos ;
¢ (1 + cosx)? y = (cosx) Y= ZJ_ Sy = C0S2X
'=0;y = —L :y' = cos?x — sin2x
¢ 4 2x4/Inx y
5. Calculay simplifica las siguientes derivadas:
a)y = w b)y = In(arctg x?) ¢)y = tan(x + %) d) y = In(cos X—z)
1 —sin X 2
e)y = g JIX% — In(x + Jx?—a?) Soluciones:
. cos x .
)= - - i;yzlx“zxrtnxz;
J1+sinx « (L-sinx)?2 (1 +x*) -arcta
1
1-=%)
'=—X2=[1+tan2(x+%)] (1——) —xtanX2—2 Yy = Jx2—a?

cos?(X + %)
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6. Ahora éstas:

a>f<x)='”“L?2ﬂ b)) = X+ 1 ) f(x) = ~—an X

1+tan X

d) f(x) = In/e®™* = Soluciones:y’ = —2— ;y" = (3x+2) ;
CoS X 4x+T « IxJx+1
(I+tan x)2  (cos x+sin x)? 2 2 C0S2X

7. Calcula b para que la tasa de variacion media de la funcion f(x) = In(x + b) en el
intervalo [0,2] valga In 2. Calcula a continuacién Ia tasa de variacion instantanea en los
extremos de dicho intervalo. (Sol: b= e424 :

2+b

. . 2
8. Calcula el valor de m para que la derivada de la funciony = n2]§—++ml enx = % valga
1.(Sol: m=-2)
9. Calcula ay b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:
ax>+3x  si x<2
f(x) = . (sol: a=2, b=-7)
X2 —bx-4 six>2

10. Calcula las funciones derivadas de las siguientes funciones, simplificando su expresion
cuando sea posible:

a) f(x) = 1- 3X parax # 0 b)g(x) = % In(4x) parax>0 ¢)

h(x) = cos X « sen xparax € R (sol: f

; 900 =2 ; h'(x) =C0S?x-sin®x)
11. Calcula las funciones derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x) = b) g(x) = 2 |n(5x) c) h(x) = e5X‘3 d) i(x) = In[3tg?(x)] (sol:
08 X

2 2
(x) :M e =§ © ) =?e5x—3 L) = 2(1+tg?%x) _ 2 )

oS X tg x €OS X-sin X

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA. RECTA TANGENTE.——

1. Halla un punto de la grafica de y = x> + x + 5 en el cual la recta tangente sea paralela a
larectay = 3x — 8 (sol: x=1)

2. Dada la parabola de ecuacion y = x2 — 2x + 5y la recta secante a ella por los puntos de
abcisas x3 = 1y X2 = 3, halla la ecuacion de la recta tangente a la parabola que sea
paralela a la recta secante dada.(sol: y = 2x + 1, (recta tg en el pto x=2))

3. Dada la funcién f(x) = 1 — x + x2
a. Mediante limites, calcula f'(2). (sol: f(2) = 3)

b. ¢Que significado tiene f'(2)? Deduce el punto de corte de la recta tangente a la curva
en x=2, con el eje OX.(sol: (1,0), (larectaesy = 3x — 3))
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4. Halla la ecuacién de la recta tangente ay = ><)—(+_21 enXx = 1.(Sol:y = —3x+5)

5. Considérese la curva de ecuacion y = kx3® + 6x? — kx — 18

a. ¢Cuanto debe valer k si las tangentes en los puntos A = (1,y(1)) y B = (-2,y(-2))
son paralelas? (sol: k=4)

b. Determina las ecuaciones de ambas tangentes.(sol: y = 20x — 32 (en x=1), y = 20x + 22 (x=-2) )

x2+1 six<?2
6. Para la funcién f(x) = 2x—1 si2<x<4
5 sid <x

halla la ecuacion de la recta tangente cuando x = —2.
(sol:y = —4x -3 )

7. Determina la pardbolay = ax? + bx + ¢ que es tangente a la rectay = 2x — 3 en el punto
A(2,1) y que pasa por el punto B(5,-2). (sol:y = —x?+6x—7)

8. Escribe las ecuaciones de las tangentes a la funcion y = 4x — x2 en los puntos de corte
con el eje de abcisas.(sol: y = 4x (en x=0), y = —4x + 16 (en x=4) )

9. Dada la curva de ecuacién y = —x® + 26x , calcula las rectas tangentes a la misma que
sean paralelas a la recta de ecuacion y = —X. (sol: y = —x + 54 (en x=3), y = —x — 54 (en x=-3))

3
10. Calcula los puntos en los que la tangente a la curvay = X? —x2-3x+lesparalelaa

larectay = 5x + 3.(sol: (-2 5) y (4,55) )

X
b—x'
de ecuaciony — x — 2 = 0 sea tangente a la gréfica de la funcion en el punto
(0,(0)). (sol: a=b=2)

11. Dada la funcion f(x) = a + ax — determina las constantes a y b para que la recta

MAS EJERCICIOS PAU

1. Se ha lanzado verticalmente hacia arriba una piedra. La altura en metros alcanzada al
cabo de t segundos viene dado por la expresion: f(t) = 20t — 2t2
a. Halla la velocidad media en el intervalo de tiempo comprendido entret =0yt = 5.
(Sol: 10m/s)

b. ¢En algun momento la velocidad de la piedra ha sido de 15 m/s? Si es asi, ¢a qué
altura sucedid? (Sol: si, alos 1°25 s, siendo la altura de 21°875m)

2. De un polinomio de tercer grado P3(x) se sabe que
P3(1) = 0,P3"(1) = 2,P3" (1) = 2,P"7""(1) = 12. Calcula P3(2). (sol: P3(2) = 6, donde
P3(x) = 2x3 — 4X? + 4x — 2

3. En un laboratorio depositamos en un producto una colonia inicial de 4000 hongos. La
funcién que nos da el nimero de hongos en la colonia en funcion del tiempo que
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transcurre, en dias, es f(t) = 4000 - 3'. Calcula:
a. El nimero de hongos existentes en la colonia al cabo de 5 dias. (Sol: 972 000 hongos)

b. La tasa de variacion instantanea o velocidad instantanea de crecimiento de la colonia
al cabo de 5 dias. (Sol: 1 067 851145 hongos/dia)

c. ¢(En qué momento la velocidad instantanea de crecimiento es de 9 610 660,3
hongos/dia? (Sol: a los 7 dias)

4. Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar una prueba de
atletismo en funcion del tiempo de entrenamiento (x, en dias) es:

300 :
X+ 30 si0<x<30

00 = 1125 .,

X—5)(x —15) six > 30

a. Estudia la continuidad y derivabilidad de T(X). (Sol: Es cont. pero no deriv.)
b. ¢Algun deportista tardara mas de 10 minutos en finalizar la prueba? (Sol: No, pg T(0)=10

y T(X) es decreciente)

5. El nimero de enfermos por gripe en una ciudad a lo largo del mes de enero ha venido
dado por la funcion: y(t) = 100 + 200e°?% , donde t representa el nimero de dias
transcurridos a partir del dia 1 de enero.

a. ¢Cuantos enfermos habia citados el dia 1 de enero? (sol: 300 enfermos)

b. Calcula la expresion algebraica de la funcidn que representa la velocidad de
evolucion del nimero de enfermos al cabo de t dias. (Sol: y* = 40e%2t)

c. Determina la fecha en la cual la velocidad de evolucién del nimero de enfermos ha
sido igual a 803,43 enfermos/dia. (Sol: el 16 de enero)

6. El nimero de personas afectadas cada dia por una determinada enfermedad viene dado
por la funcion: f(x) = —x? + 40x + 84 donde x representa el nimero de dias trancurridos
desde que se descubrio la enfermedad. Calcula:

a. El nimero de dias que deben transcurrir para que desaparezca la enfermedad. (Sol: 42
dias)

b. La tasa de propagacién de la enfermedad al cabo de cinco dias. (Sol: 30 enfermos/dia)
c. El momento en que la enfermedad deja de crecer. (Sol: a los 20 dias)

X2 six<2

) y estudia la continuidad y
2X  SixX>2

7. Representa graficamente la funcién f(x) = {

la derivabilidad de dicha funcion en el punto x = 2. (Sol: es cont. pero no deriv.)

8. La funcion que determina la curva de demanda de un producto es f(x) = —2x + 16,
donde x es la cantidad de producto fabricado por unidad de tiempo y f(x) es el precio en
dolares por unidad. Se define el ingreso total obtenido como el producto x - f(x).

Dibuja, en el primer cuadrante, las funciones f(x) y g(x) = x - f(x). Halla el punto de
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interseccion y determina el ingreso total maximo. Si el ingreso total del producto
aumenta de 14 a 24 dolares, antes de llegar al ingreso total maximo, ¢en qué cantidad
aumenta el producto fabricado por unidad de tiempo y en qué cantidad disminuye el
precio del pFOdUCtO? (Sol: x=1y x=8 (ingreso total=precio por unidad); ingreso total max=32$ (cuando x=4)

; la fabricacién aumenta en 1 producto por unidad de tiempo y su precio disminuye en 2 $)

9. Considera la funcién f(x) = x(x — 1)(x — 2) definida en R.
a. Determina el valor de la pendiente de la recta tangente en los ceros de f(x). Esboza
la grafica de la funcion. (sol: ¥ (0) = 2,f (1) = -1,f (2) = 2)
b. Comprueba que la ecuacion f"(x) = 0 tiene dos raices reales sin determinar
explicitamente dichas raices.(Sol: el discriminante de la ec (de 2° grado) vale b?-4ac=12>0. Por eso

tiene 2 sol.)

10. Una funcién polinémica de tercer grado, ¢ Cuantos puntos de derivada nula puede
tener? (;Puede tener uno o ninguno? (Sol: hasta 2, si pg una ec de 2° grado puede tener 2, 1 0 ninguna

sol.)

11. Justifica que una funcion polindmica de segundo grado tiene siempre un punto de
tangente horizontal.
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TEMA 7. APLICACIONES DE LAS
DERIVADAS AL ESTUDIO DE FUNCIONES.

1. La grafica de una funcidn en el intervalo [0,10] es la indicada en la figura. Encuentra:

a) Su maximo y su minimo absolutos.
b) Puntos en los que la funcién no es continua.
¢) Puntos en los que la funcion no es derivable.

X24+2x six<0

2. Seaf(x) =< 1 si0<x<1
In x six>1

a) Representa graficamente f(x)
b) A partir de su grafica, estudia el crecimiento de f(x)
Halla los puntos de corte con los ejes.

(Graf. al final. Decrec. en ]-00, -1[U]0,1[. Crec. en ]-1,0[U]1,+oo[.Ptos corte: (-2,0), (0,0), (1,0))

X
X2 —4

a. Dominio de la funcion, puntos de corte con los ejes y simetrias.

3. Se considera la funcion f(x) = y se pide:

b. Asintotas y regiones de existencia de la grafica.
c. Intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relativos, si los hay.
d. Representacion grafica aproximada
(Sol: D(f)=R-{-2,2}. Ptos de corte: (0,0). Simetria Impar. Asint. hor. en y=0; Asint. vert. en x=-2 y en x=2.
Decreciente en todo su dominio. No tiene extremos.)
X2
X2 -4
(Sol: D=R—{-2,2}. Simetria Par. A. vert. en x=-2 y x=2. A. hor. en y=1. Crec. en ]-oo,-Z[U]-Z,O[ y decrec en
10,2[U]2,+00[ Méx rel en x=0)

4. Representa graficamente la curva: y =

5. Estudia la concavidad, convexidad y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
f(x) = x - eX. Dibuja la gréafica de la funcion.
(Sol: Decrec. en ]-00, -1[ y Crec. en ]-1,+00[. Convexa (ptas hacia abajo) en ]-00,-2[ y Céncava (ptas hacia arriba en
1-2,+00[ )

- 2 ] "
6. Dada la funcion: f(x) = ﬁ - a) Calcula sus asintotas. b) Calcula sus maximosy

sus minimos. ¢) Represéntala graficamente.
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(Sol: A. vert. en x=—% .Méx. rel en x=-2. Min. rel. en x=1. Graf al final)

7. Representa la funcion f(x) = 3x? — x® estudiando: puntos de corte con los ejes,
crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad y asintotas.

(Sol: Ptos corte (0,0) y (3,0). Decrec en ]-00,0[J]2,+o0[. Crec. en ]0,2[. Min. en x=0 y max. en x=2. Céncava hacia
arriba en J-00,1[. Convexa (o cdncava hacia abajo) en ]1,+00[. Pto inflexion en x=1.No tiene asintotas.)

X

8. Representa graficamente la curvay = v encontrando:

a. a) Dominio, cortes con los ejes y simetrias. b) Asintotas y regiones.
(Sol: D=R. Ptos corte: (0,0). Sim. impar. A. hor. en y=0. Graf. al final)
3x2

> :
Xc+1
intervalos de crecimiento y decrecimiento. ¢) Represéntala graficamente.

9. Sea la funcion: f(x) = a) Calcula sus asintotas. b) Calcula sus extremos y los

(Sol: A. hor. en y=3. Min. rel. en x=0. Decrec. en ]-00,0[ y crec. en ]0,+00[ Graf al final)

10. Considera la funcién f(x) = ZX—t3 Se pide:

3x—-3
a. Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion.

b. Razona si existen maximos, minimos y puntos de inflexion. En caso de existir,
calculalos.

c. Estudia la existencia de asintotas. En caso de que existan, calculalas.
d. Con la informacion obtenida representa la grafica de la funcion.

(Sol: Es decrec. en todo su dominio. No tiene extremos ni ptos de inflexion. A. hor. en y=2/3. A. vert. en x=1. Graf
al final)

11. Busca los maximos y los minimos de la funcién f(x) = % Indica también si

dicha funcion tiene alguna asintota horizontal o vertical.

(Sol: Minimo rel.: x=-20. Max. rel: x=20. Asint. hor. en y=0)

12. Dada la funcién: y = |x? — 7|. a) Represéntala graficamente.

b) Determina la ecuacion de la recta tangente en el punto de abcisa x=1. c) Halla sus
maximos y minimos relativos.

(Sol: y = —2x + 8. Max. rel. en x=0. Min. rel en x:—ﬁ y en x:ﬁ )

In x

13. Estudiay representa: y = ——

(Sol: D:]O,+OO[. Corte con ejes: (1,0). A. horiz.:y=0. A.vert.:x=0. Crec en ]0,e[, decrec. en ]e,+oo[. Max. rel. en
X=€.)
14. Dibuja la grafica de una funcién con las siguientes propiedades:
a. El recorrido de la funcion es [-2,+o[
b. La funcion es decreciente en ]-oo0, —2[
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c. La funcion presenta un méximo relativo en el punto x=2, y el valor de la funcién en
dicho punto es 4.

d. La funcidn es discontinua en x=0.
e. En el punto x=5 la funcion es continua, pero no derivable.

15. Un individuo ha invertido en acciones de cierta compariia durante los proximos 10
afios. El valor de su cartera a lo largo del tiempo (dinero invertido méas beneficios
obtenidos, en euros) viene dado por la siguiente expresion (X en afios):

F(X) = (x—2)2(1-2x) +252x + 116 con 0 < x < 10
a. Determina los intervalos de tiempo en los que el valor de la cartera crecio y aquellos
en los que decrecid.

b. El individuo retira sus ingresos transcurridos los 10 afios. ¢ Cual hubiera sido
realmente el mejor momento para haberlo hecho? ¢ Cuanto pierde por no haberlo
retirado en el momento 6ptimo?

(Sol: Creci6 hasta el 8° afio y decreci6 del 8° al 10° afio. A los 8 afios. Pierde 172 €)

16. Un jardinero quiere construir un parterre en forma de sector circular y que tenga de
perimetro 20 m. Determina el radio que debe tomar para lograr que el area del parterre
sea maxima:

a. Expresa el area del parterre, S, como funcién del radio, r.
b. Determina el valor del radio que maximiza S.
c. ¢(Cuél es la amplitud de este sector de maxima superficie?

d. ¢Qué criterio se utilizara para garantizar que la solucién encontrada corresponde
ciertamente a un maximo?

(Sol: S(r)=10r-r2. 5 m. 2 radianes. el de la 22 derivada (explicado))

17. Recortando convenientemente en cada esquina de una lamina
de carton de dimensiones 80x50 cm un cuadrado de lado x, y
doblando convenientemente (véase la figura), se construye una
caja. Calcula x para que el volumen de dicha caja sea maximo.

(Sol: x=10 cm)

_—
i

50 cm

80 cm

18. Cierta entidad financiera lanza al mercado un plan de inversion cuya rentabilidad,
R(x), en miles de euros, viene dada en funcion de la cantidad que se invierta, X, en miles
de euros, por medio de la siguiente expresion: R(x) = —0,001x? + 0,5x + 2,5

a. Deduce razonadamente qué cantidad de dinero le conviene invertir a un cliente en

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.

-44 -



1.E.S.n°2 ASPE. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. 54026

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS. 11

dicho plan.
b. ¢Qué rentabilidad obtendria?

(Sol: 250¢, 65€)

19. Se desea construir un marco para una ventana rectangular de 6 m? de superficie. El
metro lineal de tramo horizontal cuesta 20 € y el tramo vertical 30 €. Calcula:

a. Las dimensiones de la ventana para que el coste del marco sea minimo.

b. El coste del marco.

(Sol: 3m de base y 2m de altura. 240 €)

20. Un heladero ha comprobado que, a un precio de 50 céntimos la unidad, vende una
media de 200 helados diarios. Por cada céntimo que aumenta el precio, vende 2 helados
menos al dia. Si el coste de la unidad es de 40 céntimos, ¢a qué precio de venta es
méaximo el beneficio diario que obtiene el heladero?

(Sol: 75 ¢)

21. Un cultivador de citricos estima que si se plantan 60 naranjos en un huerto, la
produccion media por arbol sera de 400 naranjas y ésta disminuira en un promedio de 5
naranjas por arbol en cada arbol adicional plantado en el huerto. Se pide:

a. Determina la funcion de produccion total de naranjas.
b. ¢Cuantos arboles se deben plantar en el huerto para maximizar la produccion total de
naranjas? ¢Cual es la maxima produccion? Razona la respuesta.

(Sol: P(x)=(60+x)(400-5x). 10 arboles adicionales. 24 500 naranjas)

22. Un granjero dispone de 3000 euros para cercar una porcién de terreno rectangular
adyacente a un rio, usando a éste como un lado del area cercada; es decir, construira tres
cercas. El coste de la cerca paralela al rio es de 5 euros por metro y para cada uno de los
lados restantes es de 3 € por metro. Calcula las dimensiones del area maxima que puede

ser cercada.
(Sol: 300 m (lado paralelo al rio) por 250 m))

23. Una hoja de papel debe tener 18 cm? de texto impreso, margenes superior e inferior de
2 cm de altura y margenes laterales de 1 cm de anchura. Obtén razonadamente las
dimensiones que minimizan la superficie del papel.

(Sol: 5 cm de alto por 10 cm de alto)

24. El precio de cada bloque de una cierta materia es proporcional al cuadrado de su peso.
Tenemos un bloque de 20 kg que cuesta 5 €.
a. Si el bloque se rompe en dos trozos de 5y 15 kg, ¢cudl es ahora el precio de los 2
trozos?
b. Demuestra que si el bloque se rompe en dos trozos cualesquiera, siempre se
depreciara su valor.
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c. Calcula para qué particion se produce la méxima pérdida de valor.
(Sol: 0"3125€ + 2"8125€=3"125¢€. x2-20x<0 V/x€]0,20]. Si se parte en dos trozos iguales (10 kg) )
25. El indice de inflacién de un pais fue variando con el paso de los meses de un cierto afio

t? — 8t

segun la funcion: I(t) = 3+ 20

, donde t = 1 corresponde a enero, t = 2 a febrero,
.., t =12 a diciembre.
a. ¢Durante qué meses el indice de inflacion fue subiendo y durante cuales baj6?

b. ¢Cudles fueron los valores maximo y minimo del indice de inflacion de ese afio y en
qué meses se alcanzaron?

(Sol: Fue bajando hasta abril y de abril a diciembre subi6. El minimo se alcanzé en abril (2°6 puntos) y el maximo

en diciembre (4°2 puntos) )

26. Determina a y b para que la funcion f(x) = aln x + bx? + x tenga extremos en los
puntos x; = 1y X, = 2. Para estos valores de ay b, ¢qué tipo de extremos tiene la
funciénen 1yen 2?

(Sol: az_TZ; bz_Tl. En x=1 hay un minimo y en x=2 hay un maximo)

27. Sea la funcion: f(x) = 2x® + bx? + ax — 5. Halla los valores de a y b de forma que f(x)
tenga un maximo en x=1y un minimo en x=2.

(Sol: a=12 y b=-9)
28. Halla los valores de a,b y ¢ de forma que la funcion f(x) = x® + ax? + bx + ¢ pase por
el origen y tenga extremos en x = —4 y x = 2. ;De qué tipo de extremos se trata?
(Sol: ¢=0; a=3; b=-24. En x=-4 hay un méax. relativo y en x=2 un min. rel.)
29. Para la funcién f(x) = ax? + blIn x calcula los valores de a y b para que f(x) tenga un
punto de inflexion en el punto (1,2).
(Sol: a=2 , b=4)
30. Cierta clase de bengala permanece encendida un tiempo de 4 minutos. Se ha

comprobado que el porcentaje de luminosidad que produce viene dado, considerando el
tiempo en minutos, a traves de la funcién: f(t) = 25t(4-t) ;0<t<4

a. ¢Para qué valor de t se obtiene el porcentaje de luminosidad maximo?
b. ¢En qué intervalo de tiempo decrece el porcentaje de luminosidad?
c. ¢Para qué valores de t el porcentaje de luminosidad es del 75%?

(Sol: t=2.en ]2,4[. Parat=1y t=3)

31. Dada la funcion: f(x) = xzbi 1 con b un parametro real distinto de 0. Se pide:

a. Determina las asintotas de la funcion f(x) para cualquier valor del parametro b.

b. Determina el valor del parametro b para que la funcion f(x) tenga un méaximo en el
punto (1,3)
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(Sol: A. hor.: y=0. b=6, (hay que comprobar que x=1 es maximo)
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TEMA 8: CALCULO DE PRIMITIVAS.
INTEGRACION DEFINIDA.

7

1. Halla una primitiva de la funciony = (2x + 1) que tome el valor 500 para x = X

(Sol: F(x) = (2x+1)*-12 )
2. Encuentra el area limitada por f(x) = x> + 5y larectay = 9. (sol: 32/3)

3. Dada la funcion f(x) = x? — x.
a. Dibuja su gréfica.

1 . .
b. Calcula IO f(x)dx. ¢Qué representa geométricamente su valor absoluto?

c. Comprueba que ji f(x)dx = % ¢ Qué representa geométricamente su valor

absoluto?
d. Comprueba si j;f(x)dx + jjf(x)dx = jzf(x)dx.
e. Comprueba si \ [ ;f(x)dx‘ + \ [ if(x)dx‘ — Zf(x)dx.

(Graf. al final ; -1/6. El area encerrada entre la curva, el eje OX y las rectas verticales x=0 y x=1 ; Igual pero con x=1
LQf =1 S5|_6_ 2
yx=2.,S|,No,resuIta|6 |+|6|—6—1¢ ).

4. Una chapa de plata tiene la forma y dimensiones que se indican en el dibujo
y la curva que la delimita superiormente es la parabola de ecuacion: y = 4 — x?.
Determina el area de la chapa.
Sol: (32/3)

5. Calcula el area encerrada por la funcion f(x) = x® — 3x con el eje OX. (sol: 9/2)
X
6. Dada la funcion f(x) = ae 3 + x% (x = 0), donde a es una constante:

a. Calcula ji f(x)dx en funcién de a.
b. Se sabe que F es una primitiva de f. Calculaasi F(1) = 0y F(2) = %
(Sol: 3a(e?3-eY2)+1/2 ; a=0)

2x — 4

X+2'
afios de vida de la empresa y f(x) las pérdidas o ganancias en millones de euros.

siendo x los

7. Las pérdidas o ganancias de una empresa siguen una ley f(x) =

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.

- 48 -



1.E.S.n°2 ASPE. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. 54026

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS. 11

a. Determina el afio en que la empresa deja de tener pérdidas.

b. ¢Pueden ser de 3 millones de euros sus beneficios en algin momento? Justifica la
respuesta.

c. ¢A cuanto ascienden las pérdidas o beneficios acumulados en los 2 primeros afios?
(Basta plantear la integral)

< - , - . 2| x4
(2° afo ; No, pq es creciente y su lim en el infin. es 2 (en millones de €) ; J.o 2 |dX )

8. Una administracion publica sabe que el coste (en millones de euros) de un determinado
servicio en funcion del tiempo (en afios) viene dado por la siguiente funcion:
f(t) = 6 — 2t +t?> en laque t = 0 representa el afio 1995. En 1999 se aplica una camparia

de contencion del gasto en ese servicio y, como consecuencia, se tiene una nueva

. 2 i - : . e
funcion: g(t) = 2+ 5t — t? ¢Puede decirse que la camparia ha sido eficaz? Justificalo.
Cuantifica, en su caso, el ahorro producido desde 1999 a 2001.

(Si estudiamos conjuntamente las dos funciones se observa que a partir de t=4, g(t) toma valores mas pequefios que
f(t) (su gréfica queda por debajo) por lo que con la campafia se consigue redicir el gasto. Ahorro=14 millones de

euros)

9. La parabola f(x) = a(x? — 2x), con a > 0, delimita con el eje OX un recinto de 12
unidades de superficie. Halla el valor de a. (Sol: a=9 0 a=-9)

10. A las nueve de la mafiana surge un rumor en la ciudad que se difunde a un ritmo de
f(t) = e? + 1000 personas/hora. Sabiendo que t representa el nimero de horas
transcurridas desde la aparicion del rumor, calcula el nimero de personas que lo habran
oido entre las diez y las doce de la mafiana.

(Sol: 2198 personas )
11. Una fabrica arroja diariamente material contaminante a una balsa segun un ritmo dado

por la siguiente funcion: m = 0°01t3 — 0"2t2 + t + 1 siendo m la cantidad de material en
kg y t la hora del dia. ¢ Cuanto material arroja cada dia?

(Sol: 219°84 kg )

12. Sea F(x) = x* + ax® + bx. Calcula el valor de a y b sabiendo que:
a. El punto (1,2) pertenece a la grafica de F(x).

b. F(x) es funcion primitiva de cierta funcion f(x) cuya integral en el intervalo [1,2] es
igual a 10.

(Sol: a=-1y b=2)

13. Halla el &rea de la figura comprendida entre la hipérbola xy = 1y las rectas
x=a(a>0), x=3ayeleje OX. (Sol: In 3)

14. Dada la funcién f(x) = ax® + bx + ¢, calcula los valores de a,b y ¢ sabiendo que:
a. F(x) = x* — 2x2 + ¢cx es una primitiva de f(x).
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b. La integral de f(x) en el intervalo [0,1] es igual a 1.

(Sol: a=4, b=-4, c=2)
15. Sea la funcion (donde b es un parametro real):

x_12 +b six<-1

f) =< 3244 si-1<x<1

—x3+8 si 1<x

a) Calcula el valor del pardmetro b para que f(x) sea continua

enXx =-1yenx = 1. (Sol: b=6)

b) Calcula el area del recinto limitado pory = f(x),y = 0,x = 0

y x = 2. Explica los pasos seguidos para obtener la respuesta.

(Sol: 1° se calcula I(l) f(X)dX y después Ii f(x)dX. Como ambos son positivos y no hay puntos de corte con el
eje OX, el resultado es la suma de las dos integrales anteriores=37/4.)

16. Expresa mediante una integral el &rea del tridngulo de vértices (0,3),(7,3) y (7,10).
Calcula la integral y explica su significado.

7
(Sol: Io [(x + 3) — 3]dx = 49/2. Una vez dibujado el triangulo, observamos que el area a calcular es la encerrada

entre las funciones y=x+3 e y=3, y entre las rectas verticales x=0 e x=7)

17. Determina el area comprendida entre la grafica de la funcion f(x) = X? y la recta
y = 2x.

18. Sea la funciény = 2x3 — 3x? + x. Calcula el area del recinto limitado por dicha
funciény la funciény = 0.

2
19. Calcula el area del recinto formado por las curvasy = x, y = x> ey = (%) .

20. Calcula el area del recinto limitado por las graficas de las dos funciones f(x) = x?y
g(x) = 8x — x2.

21. Representa graficamente la region del plano limitada por el eje de abcisas, la curva
y =x3ylarectax +y = 2y hallar su area.

22. Calcula el area limitada por la graficade y = x + x2, la tangente a esacurvaenx = 2y
el eje de abcisas.

23. Halla k para que el area limitada por la curva de ecuacion: y = (x — 1)? +k, el eje OX

y las rectas x=0 y x=2 sea igual a 1?0
24. Calcula el area determinada por la curvay = x? + ax + b y las rectas x = —% ey =1,

sabiendo que la funcién tiene un minimo en (—% %)
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25. Halla el area del triangulo mixtilineo de vertices A(2,4), B(-2,4) y C(-1,1), en el que
las lineas AB y AC son rectas, mientras que la que une los puntos By C es la de
ecuaciony = x?.
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TEMA 9: PROBABILIDAD.

1. Dos jugadores A y B inician un cierto juego con 3 € cada uno. Al finalizar cada partida,
el ganador recibe 1 € del perdedor. Sabiendo que A tiene una probabilidad de 0,6 de
ganar cada partida y que el juego finaliza cuando alguno de los dos se queda sin dinero,
contesta razonadamente.

a. ¢Cuadl es la probabilidad de que A tenga 2 € tras jugar 2 partidas?
b. ¢Cudl es la probabilidad de que A tenga 4 € tras jugar 3 partidas?
c. ¢Cuadl es la probabilidad de finalizar el juego tras jugar 3 partidas?

2. Se consideran dos sucesos A y B asociados a un experimento aleatorio con P(A) = 077,
P(B) = 06 y P(AUB) = 0758. ;Son independientes A y B? Razona tu respuesta. Si
M c A, ;cuél es el valor de P(M | A)?

3. Sean Ay B sucesos asociados a un experimento aleatorio. Sabiendo que

P(A) = 1,PB) - LyPaUB) - L, halla

a. La probabilidad de que se verifiquen Ay B.

b. La probabilidad de que se verifique Ay no B.

c. La probabilidad de que no se verifiquen A ni B.

d. La probabilidad de que no se verifique A si no se ha verificado B.

4. Dos nifios escriben en un papel una vocal cada uno, ¢cual es la probabilidad de que sea
la misma?

5. Se escuchan 3 discos y se vuelven a guardar al azar. ;Cual es al probabilidad de que al
meno uno de los discos haya sido guardado en el envoltorio que le correspondia?

6. Se ha comprobado que el 48 % de los alumnos de Bachillerato de cierta regién son
aficionados a la masica clésica y a la pintura, y que el 60 % de los aficionados a la
pintura también son aficionados a la musica clasica. Si se elige al azar un alumno de
Bachillerato de esa region, ¢qué probabilidad hay de que no sea aficionado a la pintura?
Justifica la respuesta.

7. Dos sucesos tienen probabilidades 0°4 y 0°5. Sabiendo que son independientes, calcula
la probabilidad de que no suceda ninguno de los dos.

8. De una muestra de 9 personas,2 son de nivel socioeconémico bajo, 3 de nivel
socioeconomico medio y 4 de nivel socioecondémico alto.

a. Si se eligen 2 personas al azar, ¢cuél es la probabilidad de que ambas sean de nivel
bajo?

b. Si se eligen 3 personas al azar, ¢cudl es la probabilidad de que ninguna sea de nivel
alto?
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9. Un estudiante se presenta a un examen tipo test compuesto por cien preguntas, cada una
de las cuales va acompafiada de cuatro respuestas y sélo una es correcta.

Sesenta de las preguntas corresponden a la parte del programa que el alumno ha

preparado y en las que tiene una probabilidad del 80 % de contestar adecuadamente. En
las restantes, sefialara al azar una de las cuatro respuestas.

Si se elige al azar una de las respuestas, ¢cual es la probabilidad de que sea correcta?

10. Se dispone de un mazo de 450 fichas de estudiantes de una escuela de idiomas.

Cada estudiante cursa un solo idioma de los tres que se imparten. EI nmero de
mujeres es 3/2 del de hombres y los estudiantes de inglés representan el 80 % del
alumnado. EI numero de estudiantes de francés duplica al de aleman. Sea M el suceso
"sacar una ficha de mujer™ al extraer una ficha, al azar, del citado mazo. Y sean H, I, Fy
A sacar hombre, inglés, francés y aleman, respectivamente. Sabiendo que M | A es el
suceso seguro y que M | Fy H | F son equiprobables, determina:

a. Probabilidad de F; probabilidad de M N 1.
b. Probabilidad de F | M.

11. Un dado ha sido trucado de manera que la probabilidad de sacar un nimero par es el
doble de la de sacar un namer impar. Se lanza el dado y se pide:

a. La probabilidad de obtener un numero par.
b. Si a la vez se lanza un dado no trucado, la probabilidad de obtener un numero par y
un ndmero impar.

c. Si a la vez se lanza un dado no trucado, la probabilidad de obtener al menos un
ndmero impar.

12. Se extrae una carta de una baraja espafiola de 40 cartas. Si la carta extraida es un rey
nos dirigimos a la urna |, y en caso contrario, nos dirigimos a la urna Il. A continuacion,
extraemos una bola. El contenido de la urna | es de 7 bolas blancas y 5 negras, y el de la
urna Il es de 6 bolas blancas y 4 negras. Halla:

a. La probabilidad de que la bola extraida sea blanca y de la urna Il.
b. La probabilidad de que la bola extraida de la urna sea negra.

13. El gerente de unos grandes almacenes ha comprobado que un 38 % de las familias que
residen en determinada ciudad no son clientes habituales y que un 85 % de sus clientes
pagan al contado el importe de las compras. Determina la probabilidad de que,
seleccionada al azar una familia en esa ciudad, sea cliente y page al contado el importe
de sus compras.

14. Tenemos dos urnas: A: 4 bolas rojas y 6 blancas. B: 7 bolas rojas y 3 blancas.

Se selecciona una urna al azar, se extrae una bola y se coloca en la otra urna. A
continuacidn, se extrae una bola de la segunda urna. Calcula la probabilidad de que las
2 bolas extraidas sean del mismo color.
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15. El despertador de Javier no funciona muy bien y el 20 % de las veces no suena.
Cuando suena, Javier llega tarde a clase con probabilidad 0°2, pero si no suena, la
probabilidad de que llegue tarde a clase es 0°9.

a. Determina la probabilidad de que llegue tarde a clase y haya sonado el despertador.
b. Halla la probabilidad de que llegue temprano.

c. Javier ha llegado tarde a clase, ¢cudl es la probabilidad de que haya sonado el
despertador?

16. En un supermercado, el 70 % de las compras las realizan mujeres; de las compras
realizadas por éstas, el 80 % supera los 20 €, mientras que de las compras realizadas por
hombres s6lo el 30 % supera esa cantidad.

a. Elegido un ticket de compra al azar, ¢cual es la probabilidad de que supere los 20 €?

b. Si se sabe que un ticket de compra no supera los 20 €, ¢cuél es la probabilidad de
que la compra haya sido hecha por una mujer?

17. Una imprenta tiene en almacén 1000 libros de una edicion de una edicion Eq, 1200 de
la edicion E, y 800 de E3. Se sabe que el 3% de los libros E;, el 1'5% de E, y el 2% de
E; tienen defectos. Se elige un libro al azar:

a. Halla la probabilidad de que tenga defectos.
b. Sabiendo que el libro presenta defectos, ¢cual es la probabilidad de que sea de la
edicion E5?

18. El 35% de los créditos de un banco son para vivienda, el 50% para industria y el 15%
para consumo diverso. Resultan fallidos el 20% de los créditos para vivenda, el 15% de
los créditos para industrias y el 70% de los créditos para consumo. Calcula la
probabilidad de que se pague un crédito elegido al azar.

19. En una oficina el 70% de los empleados son asturianos. Entre los asturianos hay un
50% de hombres, mientras que de los no asturianos son hombres el 20%.

a. ¢Qué porcentaje de empleados no asturianos son mujeres?
b. Calcula la probabilidad de que un empleado de la oficina sea mujer.
c. Fernando trabaja en dicha oficina, ¢cual es la probabilidad de que sea asturiano?

20. Considera el espacio muestral E={a,b,c,d} en el que los 4 sucesos tienen la misma
probabilidad. Sean S; = {a,b} y S, = {a,c}.
a. ¢Son S1y S, sucesos incompatibles?
b. Calcula la probabilidad del suceso S; U S, y la probabilidad del suceso contrario de
Sz.

21. Si la probabilidad de la interseccion de dos sucesos independientes es 0°2 y la de su
unién es 0°7, ¢cual es la probabilidad de cada uno de los sucesos?
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EJERCICIOS PROPUESTOS EN LAS P.A.U. DE
LA COMUNIDAD VALENCTANA.

TEMAS 1y 2: MATRICES y DETERMINANTES

(C.valenciana junio 2001)

: 1 -3 10 0 -3 .
Problema 1. Calcula los determinantes : y aplica los
2 14 4
. . x—3y=0
resultados obtenidos para resolver por la regla de Cramer el sistema
X+2y =4
Resolucion:
1 - 1 —
3 —2+3=5; 0 =4; 03 =12
1 2 1 4 4 2
Por Crammer:
0 -3 ‘ 10
- 42 g |14y
- -5 YT -5
1 -3 1 -3
1 2 1 2

(C.Valenciana septiembre 2002)
Problema 2. Obtener de forma razonada la matriz X que verifica AX = 2B — C, siendo:

2 1 3 -4 -2 -7
A= B = C=
-5 0 -1 1 13 2
Resolucion:
(Nota: Este ejercicio esta resuelto como sistema de ecuaciones en el tema 3)
Para despejar X en la ecuacién matricial, premultiplicamos en ambos lados por A~ :
AX=2B-C = A!AX=A1(2B-C) = X=A12B-0C)

Entonces habremos de realizar el calculo A=1(2B — C). Para ello calculemos primero A~ :

0 -1 0 -072
Al=5 = Al=1 =
5\ 5 2 1 04
4 2 -7 - .
SB_C =2 3 B _ 6 -8 .\ R _ 8 -1
11 13 2 2 2 ~13 -2 ~15 0
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Y ahora multiplicamos:

Al(ZBC)<O 0.2 )( 8 1)(3 0 )x
1 04 J\ -15 0 2 -1

(C.Vvalenciana junio 2004)
Problema 1. Dadas las matrices:

-4 0 -1 2 2 0 .
A= , B= y C= .Calcula la matriz X que
1 1 2 0 -1 2

verifica la ecuacion AXB = 2C.

Resolucion:
Para despejar X en la anterior ecuacion matricial, premultiplicamos por A=ty
postmultiplicamos por B! :

AXB=2C = AlAXB=A12C = XB=A12C = XBB!=A12CB! = X-=

Asi pues, el calculo que hay que realizar es A=*2CB~L. Calcularemos primero A=%,2Cy
B! :

a2 () {2 (2
- ) (o oa )

ai_ 1 0 -2\ 0 0.5
4\ 2 1 0.5 0.25
A-ioCR-L 0.25 0 4 0 0 05 \
0.25 1 2 4 0.5 0.25

[ o0 0 05 \_ (0 -05)
14 0.5 0.25 2.0 0.5

(C.Valenciana septiembre 2004)

Problema 1. Obtener la matriz X que verifica AX — B = 3X, siendo:

32 -1 -2
A= 30 1 y B= -1

21 3 1
Resolucion:

Despejamos la matriz X en la ecuacion:
AX-B=3X = AX-3X=B = (A-3D)X=B = (A-3D1A-3DX=(A-3I)
= X=(A-3)"'B

Observa como se saca factor comun de X en el segundo paso (AX —3X = (A-31)X). El
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2° término querara 3l y no s6lamente 3, en cuyo caso no se podria hacer el calculo (A — 3),
pues no se puede restar una matriz y un namero.

Calcularemos A — 31, después obtendremos su inversa y lo que nos de lo
premultiplicaremos por B :

32 -1 100 ) 2 2 1
A-3l=| 301 |-| 010 | -| 3-11
21 3 001 ) 2 1 2

/3 51

A-311=-19 = (A-3) =-| 4 6 -5
\ 5 2 -8

-3 51 -2 12

_apn-lgo 1| _ _ _ __1 _
(A-3DH—B 19 4 6 5 1 19 3
5 2 -8 1 =20

(resuelto como un sistema de ecuaciones en el tema siguiente)

(Septiembre 2005)
. ab . . .
Problema 1B: Calcular la matriz X = . que verifica la ecuacion matricial
C

. 10 1 2 -1 -2

AXB = C, siendo: A = B = ;C = :
11 -1 -3 -3 -8

Resolucion:

Despejemos X en la ecuacién matricial:
AXB =C - A1AXB = A1C - XB = A1C > XBB? =A1CB?! - X = AICB

Por lo que tendremos que calcular A=ty B! :

10 10 10 1 0
A~ por el método de Gauss: ~
11 01 01 -1 1
. 1 0
(Donde hemos hecho el cambio F; - F, — F1.) = Al = L1
B1:
1 2 10 1 2 10 12 1 0
-1 -3 01 0 -1 11 01 -1 -1
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1 -1 -2 2
Ahora X = A71CB™! = 0 3 -
-1 1 -3 -8 -1 -1
[ -1 =2 3 2 (-1 0
-2 -6 -1 -1 0 2
NOTA: También se podria haber resuelto el ejercicio planteando:
10 a b 12\ [ -1-=2
11 0 c -1 -3 -3 -8
a b 1 2 -1 -2
- =
a b+c -1 -3 -3 -8
a-b 2a—3b -1 -2
s =
a—-b-c 2a-3b-3c -3 -8

a-b=-1
2a—3b = -2 . . .

= 5 3 . Si resolvemos las 2 primeras ecuaciones:
a-b-c=-

2a—3b—-3c = -8
. -1-c=-3 ->c=2 -1 0
Sustituimos en las otras 2: = X = )
—2-3c=-8 —»c=2 0 2

TEMA 3: RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

Il
X

(C.Vvalenciana junio 2000)

Problema 4.-Por un helado, dos horchatas y cuatro batidos, nos cobraron en una heladeria
1.700 pta un dia. Otro dia, por cuatro helados y cuatro horchatas nos cobraron 2.200 pta.
Un tercer dia tuvimos que pagar 1.300 pta por una horchata y cuatro batidos. Razona si hay
0 no motivos para pensar que alguno de los dias nos presentaron una factura incorrecta.

Resolucion:

Si asignamos los valores: x = precio del helado, y = precio de la horchata, z = precio del
batido, se tiene el sistema:
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X+2y+4z = 1700 X+2y+4z = 1700
4x+4y  =2200 = X+Yy = 550
y + 4z = 1300 y+4z = 1300

Si resolvemos el sistema por Gauss:

1 2 4]1700 1 1 0400 0 0 0/ -150
1 1 0550 ~ 1 1 0550 ~ 1 1 0550
0 1 4 1300 0 1 4 1300 0 1 4|1300

(F1 - F1+ (-1)F3)
(F1 » F1+ (-DF2)

Con lo que la 12 ecuacion queda 0 = —150, que es imposible. Luego el sistema es
incompatible y no tiene solucion. Asi pues debe haber algun error en las facturas.

Donde los cambios realizados en cada paso son: {

Resolucion alternativa:

Si realizamos la discusion del sistema planteado (Teorema de Rouché-Frobénius),
obtenemos:

rg(A): |A| =0 pero

12
. ‘ =1-2=-1+0 = rg(A) =2

2 4 1700
rg(A*): 10 550 | =-600+0 = rg(A*) =3
1 4 1300

54026

Luego como rg(A) + rg(A*), el sistema es incompatible y por ello ha de haber algtn error

en las facturas

(C.Valenciana junio 2002)

Problema 2. Un tren transporta 500 viajeros y la recaudacion del importe de sus billetes
asciende a 2115 €. Calcular de forma razonada cuéntos viajeros han pagado el importe total
del billete, que vale 9 €, cuantos han pagado el 20 % del billete y cuantos han pagado el 50
%, sabiendo que el nimero de viajeros que han pagado el 20 % es el doble del nimero de

viajeros que ha pagado el billete entero.

Resolucion:

Sea:
X : n° pasajeros que pagan billete completo
y 1 n° pasajeros que pagan el 20 % - Se tiene:
Z : n° pasajeros que pagan el 50 %
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X+Yy+2z =500
9x +9:0,20y + 9-0,50z = 2115
y = 2X

X +y +z =500
= 9x + 1,8y + 4,50z = 2115
—2X +Y =0
Sistema que, (resuelto por Gauss o por Cramer) tiene por solucion:
x = 150;y = 300;z = 50. Por tanto, 300 pasajeros han pagado el 20 % del billete y 50 han
pagado el 50 %.
(C.Valenciana septiembre 2002)

Problema 2. Obtener de forma razonada la matriz X que verifica AX = 2B — C, siendo:

-(50) = (37) =(37)

Resolucion:
b
Tomando X = | ° , debe cumplirse:
c d
2 1 a b :23—4_—2—7
-5 0 c d -1 1 13 2
Operando:
2a+Cc =38
2a+c 2b+d 8 -1 2b+d=-1
= . lgualando:
5a 5b 15 0 5a =15
50=0

Con lo que obtenemosa = 3;b = 0;c = 2;d = -1 :

. : 3 0
La matriz pedidaes: X = ( 1 )

(C.Valenciana junio 2003)

Problema 3. Cinco amigos suelen tomar café juntos. El primer dia tomaron 2 cafés, 2
cortados y un café con leche y debieron pagar 3 €. Al dia siguiente tomaron un café, un
cortado y tres cafés con leche, por lo que pagaron 3,25 €. El tercer dia solo acudieron
cuatro de ellos y tomaron un café, dos cortados y un café con leche, ascendiendo la cuenta
a 2,45 €. Calcular de forma razonada el precio del café, del cortado y del café con leche.

Resolucion:
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Llamaremos:
X : precio del café. 2X+2y+z2=3
y : precio del cortado. = X+y+3z=2325
z : precio del café.con leche. X+2y+z=245

Sistema que se puede resolver por Gauss o por Cramer y tiene por solucion
x = 0.55;y = 0.6;z = 0.7. Asi pues, el café solo vale 55 céntimos, el cortado 60 c y el
café con leche 70 c.

Problema 1. Dada la siguiente ecuacién matricial:

3 2 X -10
-2 1 ( X ) + y = 6 ; obtener de forma razonada los valores
0 1 y z 3
de x,y, z.
Resolucion:
3 -2 X -10
-2 1 ( " ) + = 6
0 1 y 3
3x — 2y X -10
= -2X+y |+t| vy = 6
y z 3
3X — 2y + X -10 4 -2y =-10
—2X+Yy+Yy = 6 = -2X+2y =6
y+1z 3 y+z=3

Sistema que podemos resolver por Gauss, Cramer, o aplicando reduccion en las dos
primeras ecuaciones para obtener (x,y) y después con el valor de y en la tercera ecuacion se
obtiecnez. = x=-2;y=1,z2=2

(C.Valenciana junio 2004)
Problema 1.Dadas las matrices:

-4 0 -1 2 2 0 .
A= , B= y C= .Calcula la matriz X que
11 2 0 -1 2

verifica la ecuacion AXB = 2C.

Resolucion:

SiX = ( X )t/ ) operando se obtiene:
z
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-4 0 Xy -1 2 _ 9 2 0
11 z t 2 0 -1 2
—4x -4y -1 2 4 0
Y =
X+2Z y+t 2 0 -2 4
4x — 8y —8x 4 0
- =
X—Z4+2y+2t 2x+2z -2 4

Igualando los elementos correspondientes:

4x -8y =4

—8x =10 0 -1/2
zXzO;y:_—l;ZZZ;t:l = X =
X—Z4+2y+2t=-2 2 2 2 172

2X+22 =4

Problema 1. Juan decide invertir una cantidad de 12000 € en bolsa, comprando acciones de
tres empresas distintas A, B y C. Invierte en A el doble que en B y C juntas. Transcurrido
un afio, las acciones de la empresa A se han revalorizado un 4 %, lasde Bun 5 %y las de
C han perdido un 2 % de su valor original. Como resultado de todo ello, Juan ha obtenido
un beneficio de 432,5 €. Determinar cuanto invirtié Juan en cada una de las empresas.

Resolucion:
X : dinero invertido en acciones de A X+Yy+z= 12000
Sea: y : dinero invertido en accionesde B = X=2(+2)
z : dinero invertido en acciones de C 0.04x + 0.05y — 0.02z = 432.5

X+Yy+2z=12000
= X—2y—-2z=0 = X = 8000; y = 2750; z = 1250
0.04x + 0.05y — 0.02z = 432.5

Invirtié 8000 € en la empresa A, 2750 € en la empresa B 'y 1250 € en la empresa C

(C.Valenciana septiembre 2004)

Problema 1:. Dos hijos deciden hacer un regalo de 100 € a su madre. Como no tienen
suficiente dinero, cuentan con la ayuda de su padre, decidiendo pagar el regalo de la
siguiente forma: el padre paga el triple de lo que pagan los dos hijos juntos y, por cada 2 €
que paga el hermano menor, el mayor paga 3 €. ;Cuanto dinero ha de poner cada uno?

Resolucion:

Sean X, v, z las cantidades que aportan el padre, el hermano mayor y el hermano menor,
respectivamente. Se debe cumplir:
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X+y+z =100 Dado que el regalo vale 100 euros.

x =3(y+2z) Yaque el padre paga el triple que los dos hijos juntos.

% = % Porque por cada 2 € del menor, el mayor pone 3 €. Se obtiene el sistema:
X+y+2z =100
X-3y-3z=0 = x=75y=1512=10
2y-3z=0

El padre pone 75 euros, el hijo mayor 15y el menor 10.

(Junio 2005)

Problema 1A. Elena, Pedro y Juan colocan diariamente hojas de propaganda sobre los
parabrisas de los coches aparcados en la calle. Pedro reparte siempre el 20% del total de la
propaganda, Juan reparte 100 hojas mas que Elena y entre Pedro y Elena colocan 850 hojas
en los parabrisas. Plantear un sistema de ecuaciones que permita averiguar cuantas hojas
reparten, respectivamente, Elena, Pedro y Juan y calcular estos valores.

Resolucion:
X : n°de hojas que reparte Elena.
Tenemos que averiguar: y : n°de hojas que reparte Pedro.
Z : n° de hojas que reparte Juan.
Pedroreparteel20% = y =0.20(x+Yy +2)
Juan reparte 100 mas que Elena = z = x + 100
Entre Pedro y Elena colocan 850 = x+y = 850

Arreglamos el sistema y lo resolvemos por Cramer:

X—4y+z=20
—X +z =100
X+Yy = 850
1 41
Para comprobar si tiene solucion Gnica calculamos|A|=| -1 0 1 | =-6=+0
1 1 0
- L . _ A . Ayl . IAzI)
= Si tiene solucién Unica. Calculémosla: (x = [Ax Y= —2L 7=
ALY T A Al
0 41 1 0 1
100 0 1 -1 100 1
850 1 O 1 80 0
_ _ =3300 _ C oy _ —1800 _
X = s - =550 ; y= s = =5 = 300
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1 4 0
-1 0 100
1 1 850
_ _ =3900 _
7= 5 = =25 = 650.

Con lo que Elena reparte 550 hojas, Pedro reparte 300 y Juan 650.

2 21
Problema 1lB:Sea| 2 3 1 la matriz de los coeficientes de un sistema de
2 51
1
ecuaciones linealesy | 1 la matriz de sus términos independientes. Se pide:
1

a) Escribir las tres ecuaciones que forman el sistema.
b) Obtener todas las soluciones del sistema.

Resolucion:
2 21 X 1
a) La forma matricial del sistemaes| 2 3 1 |y = 1
2 51 z 1
2X+2y+12 1 2X+2y+z2=1
Realizando la multiplicacion: | 2x + 3y +z = 1 = 2x+3y+z=1
2X+ 5y +12 1 2X+5y+z=1

b) Si calculamos |A| = 0. (se podia saber de antemano porque tiene 2 columnas
proporcionales). Por eso no se puede aplicar la regla de Cramer (no es un SCD). Podriamos
discutir el sistema por el Teorema de Rouché-Frobenius (estudiando rg(A) y rg(A*) ), pero
como nos piden las soluciones lo mejor sera tratar de resolverlo directamente por el método
de Gauss:

Operaciones:

2 211 2 211 2211

Fo— F2-F1
2 3 1|1 ~ 0100 ~ 0100 1erpa50:{

F3- F3-F1
2511 0 300 0 00O

2°paso: F3—» F3-3 - F1

2X+2y+z2=1 e .
= 0 = 2Xx+z = 1. Que tendré infinitas soluciones. Para obtenerlas
y =

utilizamos el parametro A :

1-2A

Z=A->2X+A=1->X= >

. Asi, el conjunto de soluciones sera:
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(15—)“,0,1) donde 4 € R.

(Septiembre 2005)

Problema 1A: Dos hermanos deciden invertir 10000 € cada uno en distintos productos
financieros. El mayor invirtio una cantidad A en un producto que ha proporcionado un
beneficio del 6%, una cantidad B en otro que ha dado una rentabilidad del 5% vy el resto en
un plazo fijo al 2% de interés. El hermano menor invirtio esas mismas cantidades en otros
productos que le han proporcionado, respectivamente, unos beneficios del 4, 3y 7 %.
Determinar las cantidades A, B y C invertidas si las ganancias del hermano mayor han sido
415 €y las del pequerio 460 €.

Resolucion:

Llamemos:

X : cantidad A (en €)
y : cantidad B (en €)
z : cantidad C (en €)

Se invierten 10000 € : X+Yy+z = 10000
Ganancias del h.. mayor: 0.06x + 0.05y + 0.02z = 415
Ganancias del h.. menor: 0.04x + 0.03y + 0.07z = 460

X+Yy+z = 10000
= 6X + 5y + 2z = 41500 . Intentemos aplicar Cramer:

4x + 3y + 7z = 46000

111
|Al=1| 6 5 2 | =-7 = 0.= El sistema tiene solucion tnica (SCD)
4 3 7
10000 1 1 1 10000 1
41500 5 2 6 41500 2
46000 3 7 4 46000 7
_ _ —14000 _ N _ —31500 _
X = — al— =2000 ; y= — === = 4500
1 1 10000
6 5 41500
4 3 46000
7 = — - =24500 _ 3500.

Por lo tanto las cantidades A,B y C son 2000, 4500 y 3500 respectivamente.

TEMA 4: PROGRAMACION LINEAL

(C.Vvalenciana junio 2000)
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Problema 2.: Una factoria produce coches de los modelos A 'y B. El beneficio por la venta
de un coche del modelo A es de 450 euros y la venta del modelo B reporta un beneficio de
600 euros. La capacidad de la factoria impide producir mas de 400 coches por dia del
modelo A y mas de 300 coches por dia del modelo B. Ademas, no es posible producir méas
de 500 coches entre ambos modelos. Se vende toda la produccion que se hace y se desea
saber, razonadamente, cuantos coches interesa fabricar de cada modelo para obtener el
maximo beneficio.

Resolucion:

X 1 n° de coches fabricados del modelo A ., . .
Sea: Funcidn objetivo: Maximizar

y : n°de coches fabricados del modelo B
B(x,y) = 450x + 600y

“{5a0

0 <x <400

0 <y <300
Restricciones: =¥= =,

X+Yy <500

x=0;y=0

Método de los vértices:
Como sabemos, la solucion éptima esta en alguno de los vértices:
O =(0, 0), P =(0, 300), Q = (200, 300), R = (400, 100) y S = (400, 0)

Los beneficios para esos niveles de produccion son:
En O, B(0, 0) =0.
En P, B(0, 300) = 180.000
En Q, B(200, 300) = 270.000 « Maximo
En R, B(400, 100) = 240.000
En S, B(400, 0) = 180.000.

Meétodo de las rectas de nivel:
Escogemos un punto del interior de la region factible: el (200,200).
Su imagen por la funcion objetivo es B(200,200) = 210 000 €
Ahora representamos la recta de nivel correspondiente: 450x + 600y = 210 000

(la recta de nivel representa todos los puntos para los cuales el valor mediante la
funcion objetivo es de 210 000 €.)

Y dibujamos el vector gradiente: Vf = (450,600) ~ (90,120)

(el vector gradiente indica la direccién de crecimiento de la funcién objetivo, o hacia
donde cabria trasladar la recta de nivel para obtener valores mas altos mediante la funcion
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objetivo)

Trasladando de forma paralela la recta de nivel en la direccion y sentido del vector
gradiente, se observa que el ultimo punto de contacto con la region factible es
Q = (200, 300). Asi este punto es la solucion buscada:

Interesa fabricar 200 unidades del modelo A y 300 del modelo B

(C.Valenciana junio 2001)

Problema 2. Una fabrica produce bombillas normales a 900 pta cada una y focos
haldgenos a 1200 pta cada uno. La capacidad méaxima diaria de fabricacion es de 1000,
entre bombillas normales y focos halégenos, si bien no se pueden fabricar mas de 800
bombillas normales ni méas de 600 focos haldgenos. Se sabe que la fabrica vende todo lo
que produce. Averiguar razonadamente cuantas bombillas y cuantos focos debe producir
para obtener la maxima facturacion posible y cuél seria ésta.

Resolucion:

X : n°de bombillas

Sea: Funcidn objetivo es maximizar F(x,y) = 900x + 1200y

y : n°de focos haldgenos

¥ |
e |

X+y < 1000
< 800
Region factible: X= =
y < 600

x>0;y >0  f

PRI

Método de los vértices:

Obtenemos los vértices:
O = (0,0);P = (0,600); Q = (400,600);R = (800,200);S = (800,0)

La facturacion en cada caso es:

En O, F(0, 0) =0 pta

En P, F(0, 600) = 720 000 pta

En Q, F(400, 600) =1 080 000 pta « j Maximo !
En R, F(800, 200) = 960 000 pta

En S, F(800, 0) = 720 000 pta.

Para obtener una facturacion maxima hay que producir 400 bombillas y 600 focos.

(C.Vvalenciana junio 2002)

Problema 1. Se considera la region factible dada por el siguiente conjunto de restricciones:
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X+y<5
X+3y>9
x=0y=0

Representar la region factible que determina el sistema de inecuaciones anterior y hallar de
forma razonada el punto o puntos de la region donde las siguientes funciones alcanzan su
maximo y su minimo: a) f(x,y) = 2x + 3y b) f(x,y) =y —x

Resolucion:

La region factible es la sombreada en la siguiente figura:

.,

=
(&

-
=

Como sabemos, para regiones cerradas, las soluciones maximas y minimas se dan siempre
en alguno de los vértices del poligono de soluciones. Para determinarlas basta con evaluar
el valor de la funcidn objetivo en cada uno de esos vértices, que son:.

X+y=5

P =(0,3); Q = (0,5); R:{ = R=@372)

X+3y=9
« Para la funcién a) f(x,y) = 2x + 3y se tiene:

f(0, 3) = 9; f(0, 5) = 15; f(3, 2) = 12. = EIl maximo se alcanza en el punto (0, 5); el
minimo, en (0, 3).

« Para la funcion b) f(x,y) = y — x se tiene:
f(0, 3) = 3; f(0, 5) = 5; f(3, 2) = -1 = EIl maximo se alcanza en el punto (0, 5); el
minimo, en (3, 2).

Problema 1. Se dispone de 120 refrescos de cola con cafeina y de 180 refrescos sin
cafeina. Los refrescos se venden en paquetes de dos tipos. Los paquetes de tipo A
contienen tres refrescos con cafeina y tres sin cafeina, y los de tipo B contienen dos con
cafeina y cuatro sin cafeina. El vendedor gana 6 € por cada paquete que venda de tipo Ay 5
€ por cada uno que venda de tipo B. Calcular de forma razonada cudntos paquetes de cada
tipo debe vender para maximizar los beneficios y calcular este.

Resolucion:

Sea:
X : n° paquetes tipo A

_ = Funcidn objetivo: f(x,y) = 6x + 5y (Maximizar)
y : n° paquetes tipo B

Regidn Factible:
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3x+2y <120 (n°refrescos con cafeina)
3x +4y <180 (n°refrescos sin cafeina) =
x=>0;y=>0

Método de los vértices:
Los vértices son:

3x+2y =120
O =(0,0); P=(0,45); Q: = Q = (20,30); R = (40,0
(0,0 ( )Q{3x+4y180 Q=( ) (40,0)
f(0,0) = 0; f(0,45) =5 .45 = 225; (20,30) =6-20+5-30 = 270; f(40,0) =6-40 =
Por lo que el valor maximo se alcanza en el punto Q = (20, 30).

Asi, para maximizar los beneficios, debemos vender 20 paquetes del tipo A 'y 30 del tipo B,
en cuyo caso obtendremos un beneficio de 270 €

Método de las rectas de nivel:
Escogemos un punto del interior de la region factible: (10, 10). Su imagen por la funcién
objetivo es: f(10,10) =6 - 10+ 5+ 10 = 60 + 50 = 110.

ov
(13

Obtenemos la recta de nivel correspondiente: mp N
6x + 5y = 110 y la dibujamos: — __ \ \r
Dibujamos también el vector gradiente: \\ I8
Vf = (6,5) ~ (12,10) - 1 NN

Para maximizar la funcién objetivo hay que trasladar de forma paralela la recta de nivel en
la direccion y sentido del vector gradiente. El Gltimo punto de contacto con la region
factible (Q = (20, 30) ) es la solucion buscada. = 20 paquetes tipo Ay 30 tipo B

(C.Valenciana septiembre 2002)

Problema 1. Se pretende cultivar en un terreno dos tipos de olivos: Ay B. No se puede
cultivar mas de 8 ha con olivos de tipo A, ni mas de 10 ha con olivos del tipo B. Cada
hectérea de olivos de tipo A necesita 4 m3 de agua anuales y cada una de tipo B, 3 m3. Se
dispone anualmente de 44 m? de agua. Cada hectarea de tipo A requiere una inversion de
500 € y cada una de tipo B, 225 €. Se dispone de 4500 € para realizar dicha inversion. Si
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cada hectarea de olivar de tipo A y B producen, respectivamente, 500 y 300 litros anuales
de aceite:

a) Obtener razonadamente las hectareas de cada tipo de olivo que se deben plantar para
maximizar la produccion de aceite.
b) Obtener la produccién maxima.

Resolucion:

Sea:

x :n°hectareas de olivo A ¢y cign objetivo es maximizar: f(x,y) = 500x + 300y
y : n°hectéareas de olivo B

((x<8
y <10
Restricciones: < 4x + 3y < 44 (restriccion por agua)
500x + 225y < 4500 (restriccion por inversion)
\x2my20

Estas restricciones generan la region factible (sombreada) dada en la siguiente figura.

N | Rectas de nivel

3.0
)

factible
2

X

0 2 4 6 §TWe 12

Escogemos (4, 6) en la region factible. Sustituyendo
en la funcidn objetivo tenemos:
f(4,6) = 500 - 4 + 300 - 6 = 3800
Trazamos la recta de nivel y el vector gradiente:
R.N : 500x + 300y = 3800.

Vf = (500,300) ~ (5,3)
Trasladando la recta de nivel en la direccion y
sentido del vector gradiente observamos que el
Gltimo punto de contacto con la region factible es R.

Para calcular las coordenadas de R, resolvemos el sistema formado por las rectas que se
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cortan en R:
4x + 3y = 44 ~
oy — R = (6,6'8)
500x + 225y = 4500

Por lo que hay que cultivar 6 hectareas de olivo A y 6,6666 del tipo B.
b) La produccién maxima es P(6,6,6) = 500-6 + 300-6,6 = 5000 litros

Problema 1. Una empresa fabrica dos tipos de aparatos A y B que necesitan pasar por los
talleres X e Y. En cada uno de los talleres se trabaja 100 horas a la semana. Cada aparato A
requiere 3 horas de taller X y 1 hora de taller Y y cada aparato B, 1y 2 horas
respectivamente. Cada aparato A se vende a 100 € y cada aparato B, a 150 €

a) Obtener razonadamente cuantos aparatos de cada tipo han de producirse para que el
ingreso por venta sea maximo.
b) ¢Cudl es el ingreso maximo?

Resolucion:

Sea:

{ X : n°aparatos tipo A

_ Funcion objetivo: f(x,y) = 100x + 150y
y : n° aparatos tipo B

Region factible:

3x +Yy < 100 (taller X)
X+ 2y <100 (tallerY) =
x>0y >0 - \

_j b j%
Método de los Vvértices:
Los vértices son:
3x+y =100

= Q = (20,40); R = (33'3,0
X+ 2y =100 Q= ) ( )

O =(0,0); P=(0,50); Q: {
f(0,0) = 0; f(0,50) = 150 - 50 = 7500; f(20,40) = 100 - 20 + 150 - 40 = 8000; f(33'3,0) =

Por tanto, el maximo se alcanza en el punto Q = (20,40). Asi, se habran de producir 20
aparatos de tipo Ay 40 de tipo B.

b) El ingreso méximo sera f(20,40) = 8000 €

(C.Vvalenciana junio 2003)
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Problema 2. Una compafiia fabrica y vende dos modelos de lamparas A y B. Para su
fabricacion se necesita un trabajo manual de 20 minutos para el modelo A y 30 minutos
para el modelo B; y un trabajo de maquina de 20 minutos para el modelo Ay de 10 minutos
para el modelo B. Se dispone para el trabajo manual de 6.000 minutos al mes y para el de
maquina de 4.800 minutos al mes. Sabiendo que el beneficio por unidad es de 15 € para el
modelo Ay de 10 € para el modelo B, planificar la produccion mensual para obtener el
maximo beneficio y calcular éste.

Resolucion:

Sea:
X :n°de lamparas del modelo A ¢ yqign objetivo: f(x,y) = 15x + 10y (Maximizar)
y : n°de l&mparas del modelo B

Ordenando la informacion se tiene:

Cantidad | T. manual | T. de maquina | Beneficio
Modelo A X 20 20 15x
Modelo B y 30 10 10y
Disponible 6000 4800

Conjunto de restricciones:

300
20x + 30y < 6000 . 20 g R0
P
20x + 10y < 4800 =
xz0y=0 Q 20x+30y= 6000
L x
o} 160 200 R 3aﬁ~\_\4ﬁ

Como sabemos, para regiones cerradas, las soluciones maximas y minimas se dan siempre
en alguno de los vértices de la region factible. Para determinarlas basta con evaluar el valor
de la funcion objetivo en cada uno de esos vértices, que son:

20x + 30y = 6000

— Q = (210,60); R = (240,0
20x + 10y = 4800 Q= ) (240

0 = (0,0); P = (0,200); Q : {

El valor de B(x,y) = 15x + 10y en esos Vértices es:
EnO, B(0,0) =0

En P, B(0,200) = 2000

En Q, B(210,60) = 3750

En R, B(240,0) = 36600

El beneficio maximo, que es de 3750 €, se obtiene fabricando 210 ldmparas del modelo Ay
60 del modelo B.

Problema 2. Debo tomar al menos 60 mg de vitamina A y al menos 90 mg de vitamina B
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diariamente. En la farmacia puedo adquirir dos pastillas de marcas diferentes X e Y. Cada
pastilla de la marca X contiene 10 mg de vitamina A y 15 mg de vitamina B, y cada pastilla
de la marca Y contiene 10 mg de cada vitamina. Ademas, no es conveniente tomar mas de
6 pastillas diarias. Sabiendo que el precio de cada pastilla de la marca X es 50 centimos de
euro y cada pastilla de la marca Y cuesta 30 céntimos de euro, calcular de forma razonada:

a) Cuéntas pastillas diarias de cada marca debo tomar para que el coste sea minimo.
b) Cual es el coste minimo.

Resolucion:
Sea:

x 1 n°de pastillas diarias de lamarca X £ 1cign objetivo: f(x,y) = 50x + 30y
y : n°de pastillas diarias de la marca Y
(Minimizar)

Conjunto de restricciones y region factible:

10x + 10y > 60 (necesidades de vitamina A) E '
15x + 10y > 90 (necesidades de vitamina B)

= 3
X+Yy < 6 (nomas de 6 pastillas diarias)

x>0,y>0

Observa que la region factible esta formada por un tnico punto: P = (6,0)

Lo cual significa que es la Unica posibilidad de cumplir las restricciones. Asi pues, la Gnica
solucion posible es 6 pastillas de la marca X y ninguna de la marca Y. En cualquier otro
caso, 0 no se cubren las necesidades de vitaminas o se toman mas de 6 pastillas diarias.

b) f(6,0) = 50 - 6 = 300. Luego el coste minimo es de 300 céntimos = 3 £€.

(C.Valenciana septiembre 2003)

Problema 2: Una empresa dispone de un maximo de 16 000 unidades de un producto que
puede vender en unidades sueltas o en lotes de cuatro unidades. Para empaquetar un lote de
cuatro unidades se necesita el triple de material que para empaquetar una unidad suelta. Si
se dispone de material para empaquetar 15 000 unidades sueltas, y si el beneficio que se
obtiene por la venta de cada unidad suelta es de 2 € y de cada lote de cuatro unidades es de
7 €, calcular de forma razonada el nimero de unidades sueltas y de lotes de cuatro unidades
que hay que preparar para maximizar el beneficio y calcular éste.

Resolucion:

Ordenando la informacion se tiene:
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Cantidad | Unidades | Material [Beneficio
Lotes de 4 X 4x 3x 7X
U. sueltas y y y 2y
Disponible 16000 15000
Funcién Objetivo: B(Xx,y) = 7X + 2y &
Restricciones: P \;2[[,'33
Region
4x +y < 16000 . 0
Factible:
3x+Yy < 15000
x>0;y>0
3x+vy=15000
R »
o 4000 5000
VoA

Como sabemos, para regiones cerradas, las soluciones maximas y minimas se dan siempre
en alguno de los vértices de la region factible. Para determinarlas basta con evaluar el valor
de la funcion objetivo en cada uno de esos vértices, que son:

4 = 16000
W, - Q = (1000,12000); R = (4000,0)

O =(0,0);P = (0,15000);Q :
©.0 ( " {3x+y—15000

El valor de B(X,y) = 7x + 2y en esos Vértices es:
EnO,B(0,0) =0

En P, B(0,15000) = 30000

En Q, B(1000,12000) = 31000 <« Maximo
En R, B(4000,0) = 28000

El beneficio méximo se obtiene vendiendo 1000 lotes y 12000 unidades sueltas; ese
beneficio sera de 31000 €.

Problema 2. Se pretende invertir en dos productos financieros Ay B. La inversion en B ha
de ser al menos de 3000 € y no se quiere invertir en A mas del doble que en B. Se supone
que A proporcionara un beneficio del 10 % y B del 5 %. Si se dispone de 12.000 €, calcular
de forma razonada cuanto se debe invertir en cada producto para maximizar el beneficio y
determinar éste.

Resolucion:
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X : € invertidos en A
Sea: ) ) .
y : €invertidos en B

REGION FACTIBLE

Conjunto de restricciones:
y > 3000
X <2y
X +Yy < 12000
x=0,y=>0

Funcion objetivo: f(x,y) = 0.1x + 0.05y V

2000 4000 6000 8000 m?oo 12Nﬂ
| J

—2006 : SR S S

000

Método de la recta de nivel:

Escogemos un pto de la region factible: el (2000, 4000).
Su imagen por la funcion objetivo es
f(2000,4000) = 0.1 - 2000 + 0.05 - 4000 = 400.
Dibujamos la recta de nivel que pasa por (2000,4000),
que simboliza el conjunto de puntos cuya imagen por
la funcion objetivo también vale 400:

R.Nivel : 0.1x+0.05y =400 =
También dibujamos el vector gradiente, que simboliza la
direccion y sentido de crecimiento de la funcidn objetivo:
Vf = (0.1,0.05) ~ (1000,500) ~ (2000,1000) =

-14008-

000 2000 405\ 6000 8000 10000 12@@\140
. —2000 L !

54026

Como hay que maximizar, trasladamos de forma paralela la recta de nivel en el sentido
que indica el vector gradiente. El tltimo punto de contacto con la region factible es
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X=2
R : y — R — (8000, 4000).
X+Yy = 12000

Por tanto, para maximizar beneficios se debe invertir 8000 € en el producto financiero Ay
4000 en el producto financiero B. En este caso los beneficios seran de
f(8000,4000) = 0.1 - 8000 + 0.05 - 4000 = 1000

(C.Vvalenciana junio 2004)

Problema 2. Un banco dispone de 18 millones de euros para ofrecer préstamos de riesgo
alto y medio, con rendimientos del 14 % y 7 %, respectivamente. Sabiendo que se debe
dedicar al menos 4 millones de euros a préstamos de riesgo medio y que el dinero invertido
en alto y medio riesgo debe estar a lo sumo en la razon de 4 a 5. Determinar cuanto debe
dedicarse a cada uno de los dos tipos de préstamos para maximizar el beneficio y calcular
éste.

Resolucion:

Llamamos x a la cantidad prestada a alto riesgo e y a la prestada a medio riesgo, (ambas en
millones de euros). El objetivo es maximizar el beneficio, B(x,y) = 0,14x + 0,07y
Y las restricciones son:

X+Yy < 18 (18 millones es el tope disponible)

y > 4 (al menos 4 millones a medio riesgo)

5x — 4y < 0 (ver observacion)

x=0y=0

Observacion: x e y deben estar a lo sumo en la razén de 4 a 5 significa:

Larazonde 4 a5es % Si x e y deben estar a lo sumo en esa razon, quiere decir que la

razén%é% = bx <4y = 5x—4y <0

Estas restricciones determinan la region factible (sombreada) en la siguiente figura.
y 120

u-:ﬂ ‘L‘\ e
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Como sabemos, para regiones cerradas, las soluciones
méaximas y minimas se dan siempre en alguno de los
vertices de la region factible. Para determinarlas basta
con evaluar el valor de la funcién objetivo en cada uno
de esos Vvértices, que son:

P =1(0,4);Q = (0,18);

R:d XY= o 810y5:d Y — S — (16/5,4)
o9X—4y =0 o9X—4y =0

El valor de B(x,y) = 0,14x + 0,07y en esos vértices es:

En P, B(0,4) = 0,28 millones de euros.

En Q, B(0,18) = 1,26 millones de euros.

En R, B(8,10) = 1,82 millones de euros.

En S, B(16/5,4) = 0,728 millones de euros.
El beneficio maximo, que es de 1,82 millones de euros, se obtiene prestando 8 millones a
alto riesgo y 10 millones a medio riesgo.

Método de la recta de nivel:

Escogemos un punto de la regién factible: el (2,8).
Su imagen por la funcion objetivo es
f(2,8) = 0.14-2+0.07 -8 = 0.84
Dibujamos la recta de nivel que pasa por (2,8),
que simboliza el conjunto de puntos cuya imagen por
la funcion objetivo también vale 0.84:
R.Nivel : 0.14x+0.07y = 0.84 =>=
También dibujamos el vector gradiente, que simboliza la
direccién y sentido de crecimiento de la funcidn objetivo:
Vi = (0.14,0.07) ~ (14,7) ~ (2,1) ~ (4,2) =

Como hay que maximizar, trasladamos de forma paralela la recta de nivel en el sentido
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que indica el vector gradiente. El Gltimo punto de contacto con la region factible es

R:J XY= o810
oX—-4y =0

Por tanto, para maximizar beneficios se debe prestar 8 millones a alto riesgo y 10 millones

a medio riesgo. En este caso el beneficio sera de f(8,10) = 0.14 -8+ 0.07 - 10 = 1.82
millones de euros.

Problema 2. Un tren de mercancias puede arrastrar, como maximo, 27 vagones. En cierto
viaje transporta coches y motocicletas. Para coches debe dedicar un minimo de 12 vagones
y para motocicletas no menos de la mitad de los vagones que dedica a los coches. Si los
ingresos de la compaiiia ferroviaria son de 540 € por vagon de coches y 360 € por vagon de
motocicletas, calcular cémo se deben distribuir los vagones para que el beneficio de un
transporte de coches y motocicletas sea maximo y cuanto vale dicho beneficio.

Resolucion:
Definimos: x: n® vagones destinados a coches. y : n° de vagones destinados a motos.

Funcion objetivo: f(x,y) = 540x + 360y.

Restricciones: Region Factible:
4 gy T
X+y <27 :
X Z 12 R _>F+}f:.)t’
1 vz% -y-xzo =
x> 0;y >0 % N =
~ ‘,.-""5y—><:n
10 b 1
PR
‘P‘ §
x=12 3
5 pli] 15 0 28 a

Método de la recta de nivel:

Escogemos el pto (14,9) del interior de la region factible.
Su imagen por la funcion objetivo es:
f(14,9) = 540 - 14 + 360 - 9 = 10800
Trazamos la recta de nivel que pasa por él:
540x + 360y = 10800 =
Dibujamos un vector proporcional al vector gradiente:
Vi = (540,360) ~ (6,4) =
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R."Wivel

Como se trata de maximizar la funcion objetivo, trasladamos de forma paralela la recta de
nivel en la direccion y sentido del vector gradiente hasta encontrar el ultimo punto de
contacto con la region factible, (R), que sera la solucion.

2y—x =0
R: 4 Y7 — R = (18,9).
X+y =27

Se obtendran beneficios maximos cuando se dispongan 18 vagones destinados a coches y 9
destinados a motos, en cuyo caso el beneficio sera de f(18,9) = 540 - 18 + 360 - 9 = 12960
€.

(C.Valenciana septiembre 2004)

Problema 2. Un fabricante produce en dos talleres tres modelos distintos de archivadores,
el A, el By el C. Se ha comprometido a entregar 12 archivadores del modelo A, 8 del By
24 del C. Al fabricante le cuesta 720 € al dia el funcionamiento del primer taller y 960 € el
del segundo. El primer taller produce diariamente 4 archivadores del modelo A, 2 del By 4
del C, mientras que el segundo produce 2, 2 y 12 archivadores, respectivamente. ;Cuantos
dias debe trabajar cada taller para, cumpliendo el contrato conseguir reducir al maximo los
costes de funcionamiento? ¢ Cuél es el valor de dicho coste? ;Quedaria algin excedente de
algun producto en los talleres? En caso afirmativo, determinar cuanto.

Resolucion:

Sea x : dias de trabajo del primer taller ; e y : dias de trabajo del segundo taller.
Funcion Objetivo: f(x,y) = 720x + 960y (MINIMIZAR)

Restricciones:

Para construir las restricciones, puede que te ayude organizar los datos en una tabla:

Tallerl | Taller2 | Produccion minima
Archiv. A | 4x 2y 12
Archiv.B | 2x 2y 8
Archiv.C | 4x 12y 24
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4x + 2y > 12 (archivadores A fabricados) 2X+y >6
- 2X + 2y > 8 (archivadores B fabricados) - X+y=>4

4x + 12y > 24 (archivadores C fabricados) X+3y>6

x>0y=>0 Xx>0;y>0

Método de las rectas de nivel:

Escogemos el punto (4,4) del interior de la region factible.
Su imagen por la funcion objetivo es:
f(4,4) =720 -4 +960 -4 = 6720
Trazamos la recta de nivel que pasa por él:
720X + 960y = 6720 =
Dibujamos un vector proporcional al vector gradiente:
Vf = (720,960) ~ (3,4) ~ (0.75,1) =

!‘:-y_—f.

X+ 3y=6

1 2 1% o4 >6

Como se trata de minimizar la funcién objetivo, trasladamos de forma paralela la recta de
nivel en el sentido contrario al indicado por el vector gradiente hasta encontrar el tltimo
punto de contacto con la region factible, (R), que sera la solucion.

X +2y =8
R: 4 T — R=(31).
dx + 12y = 24

Asi pues, el primer taller deberd trabajar 3 dias y el segundo, 1 dia. Los costes en este caso
resultan ser: f(3,1) = 720 - 3+ 960 - 1 = 3120 €.
En este caso, el nimero de archivadores fabricados resulta ser:

Tallerl | Taller2 | Total
Archiv. A | 12 2 14
Archiv. B 6 2 8
Archiv.C | 12 12 |24

Por lo que sobrarian 2 archivadores de tipo A,

lo cual representa el excedente que quedaria
en los talleres.

Problema 2. Calcular los puntos de la regién definida por:
X+y>6;2x+y<15;3<x<6;2<y<5
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donde la funcion z = 3x + 2y alcanza los valores maximo y minimo.
Resolucion:

Representando las rectas asociadas a cada inecuacion se obtiene la region sombreada en la
siguiente figura.

g 2ty =1
N QR . .
~ Como sabemos, para regiones cerradas, las soluciones
tys= o ;- .

Xty E ; maximas y minimas se dan siempre en alguno de los
P vertices de la region factible. Para determinarlas basta
U \ T con evaluar el valor de la funcién objetivo en cada uno

AN de esos Vvértices, que son:

P { XY =0 b _(33:0=@B5)R: { X+y=15 _ o _ (55

X=3 y=5
x4y =1 \

5.4 ZFY=D s _GaTo6auUu:d VT L uswo
X=06 y=2

El valor de la funcion z = 3x + 2y en esos vertices es:
EnP,2(3,3) =15 EnQ,z(3,5 =19 EnR,z(5,5) =25
EnS,z(6,3) =24 EnT,z(6,2) =22 EnU,z(4,2) =16

Por tanto, el maximo, que es 25, se alcanza en el punto R = (5, 5); el minimo, que vale 15,
en el punto P = (3, 3).

(Junio 2005)

Problema 2: Las necesidades vitaminicas diarias de una persona son de un minimo de 36
mgr. de vitamina A, 28 mgr. de vitamina C y 34 mgr. de vitamina D. Estas necesidades se
cubren tomando pastillas de la marca Energic y de la marca Vigor. Cada pastilla de la
marca Energic cuesta 0,03 € y proporciona 2 mgr. de vitamina A, 2 mgr. de vitaminaCy 8
mgr. de vitamina D. Cada pastilla de la marca Vigor cuesta 0,04 € y proporciona 3 mgr. de
vitamina A, 2 mgr. de vitamina C y 2 mgr. de vitamina D. ;Cuantas pastillas de cada marca
se han de tomar diariamente si se desean cubrir las necesidades vitaminicas basicas con el
menor coste posible? Determinar dicho coste.

Resolucion:
Hemos de calcular el n° de pastillas de cada marca por lo que plantearemos:

X : n°de pastillas Energic.
y : n°de pastillas Vigor.

Dado que buscamos minimizar el coste, el coste sera la funcion objetivo:
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f(x,y) = 0.03x + 0.04y

Restriciones:

Podemos organizar previamente los datos en una tabla:

n° de pastillas | Vitamina A | Vitamina C | Vitamina D
pastilla Energic X 2X 2X 8x
pastilla Vigor y 3y 2y 2y
necesidades de vitaminas 36 28 34

Con lo que resulta muy sencillo obtener ahora el conjunto de restricciones:

2x + 3y > 36
2X+2y =28 Dibujamos la region factible:
8x+2y > 34
x=20;y=0
N METODO DE LOS VERTICES:
\__P'{'{s‘\ obtenemos los vértices: P = (0,17);Q = (1,13)
~[ N R - (5.9):5 - (18,0)
N ,, . f(0,17) = 0.04 - 17 = 0.68
SeEN. 30000 f(1,13) = 0.03-1+0.04 - 13 = 0.55
\\_\ . 1(6,8)=0.03-6+0.04-8=0.5
/ \\ ~ f(18,0)=0.03-18 = 0.54
b N g-.\__le B2

Asi, por el método de los vértices, el minimo se alcanza en el punto (6,8).

Si optamos por el método de la recta de nivel, podriamos escoger el punto (10,10) del
interior de la region factible. Lo sustituimos en la funcién objetivo y obtenemos
f(10,10) = 0.7.

Dibujamos entonces la recta de nivel 0.03x + 0.04y = 0.7 y un vector proporcional al
vector gradiente Vf = (0.03,0.04) ~ (3,4).

Para minimizar, habria que mover de forma paralela la recta de nivel en el sentido contrario
al indicado por el vector gradiente. El Gltimo punto de contacto con la region factible, (6,8)
es el minimo buscado.

Asi pues para minimizar el coste se ha de tomar diariamente 6 pastillas Energic y 8 pastillas
Vigor, en cuyo caso el coste serd de f(6,8) = 0.5 €.

Problema 2B: Un vendedor dispone de 350000 € para invertir en dos tipos de microondas.
El que dispone de mas accesorios tiene un coste de 150 € y reporta un beneficio de 15 € por
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unidad vendida, mientras que el otro modelo s6lo proporciona un beneficio de 11 € por
unidad vendida y tiene un coste de 100 €. Sabiendo gue so6lo se pueden almacenar 3000
microondas y que no se venderan mas de 2000 del modelo més caro, determinar cuantos
microondas de cada clase se deben comprar para maximizar el beneficio y calcular éste.

Resolucion:
Nos preguntan el n® de microondas de cada tipo, por lo que definiremos:

X : n°® microondas caros.
y : n° microondas baratos.

Como hay que maximizar beneficios, éstos seran la funcién objetivo: f(x,y) = 15x + 11y.

Conjunto de restricciones y region factible:

150x + 100y < 350000 (dinero invertido)
X+Yy <3000 (microondas almacenados)
X <2000 (no se venden mas de 2000)
x>0;,y>0

000

3 +y=3000
R
5

500 1000 1500 2000 )\5\00 300\3\

(Nota: La 12restriccion 150x + 100y < 350000 podriamos haberla simplificado como
3x + 2y < 7000)

Método de las rectas de nivel:

Escogemos el punto (1000,1000) del interior de la region factible y lo sustituios en la
regién objetivo: f(1000,1000) = 15 - 1000 + 11 - 1000 = 26000. Ahora calculamos y
dibujamos la correspondiente recta de nivel: 15x + 11y = 26000.

Representamos también un vector proporcional al vector gradiente:
Vf = (15,11) ~ (750,550) :
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Desplazando la recta de nivel de forma
paralela en la direccién y sentido indicado
por el vector gradiente, el ltimo punto de
contacto con la region factible es

0: X +y = 3000
| 150x + 100y = 350000

Q = (1000, 2000), que es la solucion
buscada.

: \.; R 2
(750.550) S\

500 1000 1500 2000 }6\20 3008,

Por lo tanto los beneficios seran maximos cuando se compren 1000 microondas de los caros
y 2000 de los baratos, en cuyo caso el beneficio sera de f(x,y) = 15 - 1000 + 11 - 2000 =
37000 €

(Septiembre 2005)

Problema 3: Representar la region factible dada por el sistema de inecuaciones:
X+y=>-1
X<?2
y>-1
X>3y—-1/2
y hallar los puntos de la region en los que la funcion f(x,y) = 2x + 3y alcanza los valores
maximo y minimo y obtener dichos valores.

Resolucion:

La regién factible quedaria:

Ahora podemos resolver el problema por el método de los vértices o de las rectas de nivel.
Lo haremos por el metodo de los veértices:

Calculemos las coordenadas de todos los vértices:
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=1 _7 _ =2
P:{§+y3y—1/2 P (FE) Q:{ig’y_m Tens)

R=(-12): S=(0-1).

Dado que la funcidn objetivo alcanza sus extremos en los vértices de la region factible,
comprobemos cual es el minimo y cuél es el maximo:

(P =f(FL2)="2-3--1  1Q-122)-4+ L -1

f(R) = f(-1,2) = -2+6 =4 ; f(S)=f(0,-1)=0-3=-3
Queda probado que el minimo se alcanza en el punto (0,-1), donde el valor de la funcion

es —3 y el maximo se alcanza en el punto (2, i) donde el valor de la funcion es 1—23 = 6'5.

Problema 2: Una empresa farmacéutica tiene en la actualidad dos lineas de investigacion,
la de medicamentos antiinflamatorios no esteroides y la de farmacos ansioliticos. Desea
invertir en la investigacion a lo sumo tres millones de euros, con la condicion de dedicar
por lo menos 1,5 millones de euros a los ansioliticos, con los que espera obtener un
beneficio del 10%. En cambio en la investigacion sobre medicamentos antiinflamatorios,
aunque se calcula un beneficio del 25%, no debe invertir mas de un millén de euros ¢Qué
cantidad debe dedicar a cada linea de investigacion para maximizar beneficios, si ademas
debe dedicar a los ansioliticos al menos el doble de dinero que a los antiinflamatorios?

¢ Qué beneficio obtendra de esta forma la empresa?

Resolucion:

Hay que maximizar beneficios, luego la funcion objetivo sera los beneficios. Las
cantidades que debemos averiguar son:

x : cantidad invertida en medicamentos antiinflamatorios no esteroides.
y : cantidad invertida en farmacos ansioliticos. ~ (ambas en millones de €)

Restricciones:

4 . . .
X+Yy <3 (seinvierten alo sumo 3 millones)

y > 1.5 (se dedican por lo menos 1.5 millones a los ansioliticos)

< x<1 (enantiinflamatorios o mas de 1 millén)

y > 2x  (se dedica a ansioliticos al menos el doble que a los antiinflamatorios)
x>0;y>0

\
Funcion Objetivo: f(x,y) = 0.25x + 0. 1y.

Representemos la regién factible:
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Th | <1 Los vértices son: P = (0,1.5);Q = (0,3);R = (1,2);
S =(0.75,1.5).
b El valor de la funcion objetivo en esos puntos es:
y=1.5 ¥  {0,1.5)=0.1-1.5=0.15;f(0,3) =0.1-3=10.3
Pl 5 f(1,2) =0.25.1+0.1-2=10.45

1 : f(0.75,1.5) =0.25-0.75+0.1 - 1.5 = 0.3375

=5

Dado que el méximo se alcanza en uno de los vértices, éste
ha de ser el (1,2).

Es decir la empresa habra de dedicar 1 millon de euros a la investigacion en medicamentos
antiinflamatorios y 2 millones a los fA&rmacos ansioliticos, en cuyo caso los beneficios serdn
de 450 000 €, que es el valor maximo.

TEMA 7: APLICACION DE LAS DERIVADAS

(C.Vvalenciana junio 2000)

Problema 3.-El beneficio, y, en millones, de una sociedad en funcién de la inversion, x, en
millones, viene dado pory = x? + 2x + 7.

Obtén la derivada del beneficio, y, respecto de la inversion, x, cuando la inversién es de 2
millones y cuando la inversion es de 3 millones. Utiliza las derivadas obtenidas para
calcular, aproximadamente, el beneficio cuando la inversién es de 2,01 millones y cuando
la inversion es de 3,02 millones.

Resolucion:

y = 2x+2 - y'(2) =6
y'(3 =8

La derivada indica la pendiente de la recta tangente a la grafica en un punto.

Esta recta tangente, dado que tiene la misma inclinacion que la grafica en su punto de
tangencia, resulta ser una aproximacion de la funcién cuando x toma valores cercanos al
punto de tangencia.

Asi, si calculamos la recta tangente a la graficaenx = 2 :

y=ax+b->(@=y(2)=6) >y=6x+b.

Y calculamos b utilizando que la recta pasa por el punto (2,y(2)) = (2,15). Asi,enla
ecuacion de la recta, sustituimos x = 2;y = 15 :

y=6x+b->15=6-2+b->b=3
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Con lo que la ecuacién de la recta tangente a la graficaen x = 2esy = 6x + 3.

Tal como explicdbamos al principio, esta recta es una buena aproximacion a la funcién
y = x2 + 2x + 7, para valores de x muy cercanos a x = 2.
Por lo que para x = 2.01, el valor aproximado de la funcion es:

6-2.01+3 =15.06

Repitiendo el proceso para x = 3, obtenemos que la recta tangente a la gréfica es
y = 8x — 2, con lo que el valor aproximado de la funcién es:

8.3.02-2=22.16

(C.Vvalenciana junio 2001)

Problema 3. Se calcula que el valor de una accion t meses después de salir al mercado y
durante el primer afio viene dado por la funcion v(t) = t> — 6t + 10 . Explicar
razonadamente en qué mes conviene comprar las acciones para adquirirlas al precio mas
ventajoso.

Resolucion:

Si queremos comprar al precio méas ventajoso, buscamos que su valor sea minimo.
Asi, buscaremos un minimo para la funcion v(t).
Localizamos los puntos criticos, calculando la 12 derivada e igualandola a O:

V() =2t-6->2t-6=0-1t=3

Asi pues solo tenemos un punto critico. Para que sea un minimo habra de cumplir que la 22
derivada en t = 3 habra de dar >0:

Vit)=2-v'(3)=2>0
Luego t = 3 es un minimo de v(t). Y por eso conviene comprar las acciones al tercer mes.

(C.valenciana junio 2002)

Problema 3. La velocidad en (m/s) que alcanza cierto atleta en una carrera de 200 metros
viene dada en funcion del espacio recorrido, x, por la siguiente expresion:

f(x) = —0,00055x(x — 300). Deducir de forma razonada:

a) ¢Qué distancia ha recorrido el atleta cuando alcanza su velocidad maxima? ¢Cual es esa
velocidad?

b) ¢Entre qué distancias su velocidad va aumentando? ;Y disminuyendo?

C) ¢A qué velocidad llega a la meta?

Resolucion:

a) Veamos primero cuando alcanza su velocidad maxima. Para ello buscaremos un maximo
a la funcion velocidad.

Puntos criticos:
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ey L 0.y 0165 _
f/(x) = =0.0011x +0.165 — —0.0011x +0.165 = 0 » x = =43 = 150.

Para comprobar que x = 150 es un maximo, la 22 derivada en ese punto habra de ser <0:
f"(x) = -0.0011 - f"(150) = —0.0011 —» x = 150 es un maximo.
Asi, la velocidad méaxima se alcanza cuando el atleta lleva 150 m recorridos.

f(150) es la velocidad en ese instante:
f(150) = —0.00055 - 150 - (150 — 300) = 12.375 m/s

b) Necesitamos estudiar el crecimiento y decrecimiento de f(x)

Para ello estudiaremos el signo de f “(x) = —0.0011x + 0.165. Ya conocemos el Gnico
punto critico x = 150 :

= / 1;0 \\

Asi, su velocidad va aumentando desde la salida (0 m) hasta los 150 m de carrera y a partir
de los 150 m la velocidad empieza a disminuir hasta llegar a meta (200 m).

c¢) Cuando x = 200, f(200) = 11m/s

= f(X) es creciente en ]0,150[ y decreciente en ]150,200][.

%

(C.Valenciana septiembre 2002)

Problema 3. Se calcula que entre las 2000 y 5000 revoluciones por minuto el consumo de
gasolina de un motor viene dado por la funcion f(x) = 2x? — 12x + 23, donde f(x) indica los
litros consumidos en una hora y x viene expresada en miles de revoluciones por minuto.
Hallar de forma razonada:

a) Las revoluciones con las que el consumo del motor es minimo.

b) Las revoluciones con las que el consumo del motor es maximo, y

c) Dichos consumos.

Resolucion:
D(f) = [2,5], ya que x se mide en miles de revoluciones por minuto.
Habremos de buscar un minimo para la funcion f(x) en [2,5].
Buscamos los puntos criticos:

f"X) =4x-12 = 4x-12=0 = x = 3.
Para saber si es mdximo o minimo, obtenemos la segunda derivada:

f"(x) =4 =f"7@B) =4 >0 = x = 3esunminimo relativo.

El estudio de la monotonia resulta: = ‘ -

\\ 3 / o

Asi pues, la funcion es decreciente en ]2, 3[ y creciente en ]3,5[
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a) Por ello el minimo se alcanzaré cuando x = 3, es decir, el consumo minimo se da a las
3000 revoluciones.

b) La funcidn no tiene méaximo relativo. Pero segun el estudio de la monotonia el maximo
se puede alcanzar en x = 2 0 en x = 5. Comprobemaos cual es el maximo:

f(2) = 7;f(5) = 13 = x = 5 es el maximo, es decir, el consumo maximo se da a las 5000
revoluciones.

c) f(3) = 5;f(5) = 13. Por lo que a 3000 revoluciones (consumo minimo) el consumo es de
5 litros por hora y a 5000 (consumo maximo) es de 13 litros por hora.
(C.Vvalenciana junio 2003)

Problema 3. Se cree gque el numero de unidades vendidas de un cierto producto en funcién
de su precio en euros, X, viene dado por y = 50 — x, donde el precio varia entre 0y 50
euros. Si por cada unidad vendida se obtiene un beneficio x — 10, determinar de forma
razonada el precio X que producira un mayor beneficio, el nimero de unidades vendidas y
el beneficio obtenido.

Resolucion:

unidades vendidas — 50 — x
Tenemos los siguientes datos: precio por unidad — x

beneficio por unidad - x — 10
Como el beneficio total = beneficio por unidad x nimero de unidades vendidas, se tendré:

B(x) = (x —10)-(50 — x) = —x? + 60x — 500
Este beneficio es maximo cuando: B/(x) = 0 y B”(x) < 0.
B/(x) = =2x+ 60 = 0 = x = 30. es el Unico punto critico.
B”(x) = -2 = B"(30) = -2 < 0, luego, x = 30 es el maximo.

Entonces 30 € es el precio que producira mayor benficio. A ese precio se venderan 20
unidades (50 — 30 = 20), obteniéndose un beneficio unitario de 20 euros (30 — 10 = 20); por
tanto, el beneficio total sera de 20 - 20 = 400 euros.

Problema 4. Descomponer de forma razonada el nimero 90 en dos sumandos tales que el
resultado de sumar el cuadrado del primero y el doble del cuadrado del segundo sea
minimo.

Resolucion:

Buscamos 2 nimeros que sumen 90: (x,y tales que x +y = 90) que cumplan que x? + 2y?
sea lo mas pequefio posible.

Utilizamos el dato (que suman 90) para escribir una variable en funcion de la otra:
X+y=90=y=90-x

Ahora sustituimos en la expresion a minimizar y asi dependera de una Unica variable:
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X2 +2y% = x? +2(90 — x)% = x? + 2(8100 — 180x + x?) = 3x2 — 360x + 16200.
Busgquemos un minimo de f(x) = 3x? — 360x + 16200
f'(x) = 6x— 360 = 6x — 360 = 0 = x = 60 (Unico punto critico)
f"X) =6 =f"7(60) =6 >0 = x =60 es un minimo.

Entonces los 2 sumandos han de ser el 60 y el 30 (en ese orden).

(C.Valenciana septiembre 2003)

Problema 3. El coste total en euros de la produccion de x litros de un determinado
producto viene dado por C(x) = 1/2x? + 5x + 800. Definir la funcion que determina el coste
medio por litro producido y determinar de forma razonada con qué produccion dicho coste
medio sera minimo. ¢ Cual es el valor de dicho coste?

Resolucion:

Si C(x) es el coste para x litros, el coste para un litro sera c(x) = (Coste total) : (nimero de
litros), es decir:

C(x) 1/2x? + 5x + 800 1

c(x) = < 2x+5+ 800

Como la produccion es de x litros, tendremos que buscar el valor de x que minimiza c(x).

c’'(x) = % - 8)('%0 Puntos criticos: % - 8X'¥O =0 = x2 = 1600 = x = 40 (la solucién
x = —40 carece de sentido)
c’(x) = M = ¢ (40) = = > 0 = x = 40 es un minimo.

40

Asi, cuando se produzcan 40 litros el coste por litro sera c(40) = % 40+5+ 84000 = 45,

que es el minimo.

(C.Valenciana junio 2004)

Problema 3. Una multinacional ha estimado que anualmente sus ingresos en euros vienen
dados por la funcién 1(x) = 28x? + 36000x , mientras que sus gastos (también en euros)
pueden calcularse mediante la funcién G(x) = 44x2 + 12000x + 700000 , donde x
representa la cantidad de unidades vendidas. Determinar:

a) La funcion que define el beneficio anual en euros.

b) La cantidad de unidades que deben ser vendidas para que el beneficio sea maximo.
Justificar que es maximo.

c) El beneficio maximo.

Resolucion:
a) El beneficio es el resultado de restar los ingresos y gastos. Esto es,
B(x) = I(x) — G(x) = 28x2 + 36000x — (44x? + 12000x + 700000) = —16x? + 24000x — 700000

b) El beneficio es méximo cuando B’(x) =0y B”(x) < 0.

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.

-90 -



1.E.S.n°2 ASPE. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. 54026

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS. 11

B (x) = —32x + 24000 =Ptos criticos: — 32x + 24000 = 0 = x = 750
B”(x) = -32 = B (750) = —-32 < 0 = x = 750 es un maximo.

Por eso, el beneficio sera maximo cuando se vendan 750 unidades, ya que es el Gnico
méaximo y el Unico punto critico que tiene la funcion. Se podria justificar con el estudio de

la monotonia: -= P . .con lo que se observa que ademéas de maximo

relativo es el maximo absoluto de la funcién.
c) El beneficio maximo es: B(750) = 8.300.000 €.

(C.Valenciana septiembre 2004)

Problema 3. Un restaurante abre a las 8 de la noche y cierra cuando todos los clientes se
han ido. La funcién C(t) = 60t — 10t? representa el nimero de clientes que hay en el
restaurante en funcion del numero de horas t que lleva abierto el restaurante. Se pide:

a) Determinar el nimero maximo de clientes que van una determinada noche al restaurante.
Justificar que es un maximo.

b) Si deseamos ir al restaurante cuando haya al menos 50 personas y no mas de 80, ;entre
que horas tendriamos que ir?

Resolucion:

a) Habremos de encontrar el maximo absoluto a la funciéon C(t) = 60t — 10t? :
C’(t) = 60 — 20t =Ptos criticos: 60 —20t =0 = t = 3

C’(t) =-20 = C"(3) = -20 < 0 = x = 3 es un maximo.

Se puede comprobar mediante un estudio del signo de C’(t) que la funcion es creciente para
t < 3y decreciente parat > 3, por lo que t = 3 es el maximo absoluto. Asi pues el maximo

n° de clientes se produce a las 3 horas de abrir el restaurante (a las 11 de la noche) y el n® de
clientes en ese momento (que es el maximo) es de C(3) = 60 - 3 — 10 - 32 = 90 clientes.

b) Tenemos que estudiar para qué valores de t se cumple que 50 < C(t) < 80

Sabemos que C(0) = 0 (0 clientes en el momento de apertura) y que C(t) es creciente hasta
t = 3 donde C(3) = 90. Por lo que encontraremos solucién antes de las 11 de la noche.
Después de t = 3 es decreciente por lo que los valores de C(t) podrian volver a pasar entre
80y 50.

Resolvamos C(t) = 50 y C(t) = 80 :

60t — 10t? = 50, = Soluciones :t = 1yt =5 (A las 9y ala 1 de la madrugada hay 50
clientes)

60t — 10t2 = 80, = Soluciones :t = 2yt = 4 (A las 10 y a las 12 de la noche hay 80
clientes)

Por el estudio de la monotonia explicado anteriormente encontramos 2 soluciones:
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Entre las 9 y las 10 de la noche o entre las 12 y la 1 de la madrugada.

Problema 3. Se quiere imprimir un cartel anunciador rectangular que debe contener 18
cm? de texto impreso (también rectangular). Los margenes superior e inferior deben ser de
2 cm cada uno, mientras que los laterales deben ser de 1 cm. Calcular las dimensiones del
cartel para que el gasto de papel sea minimo y justificar que dicho gasto es realmente
minimo.

Resolucion:
Si llamamos x e y a las dimensiones del cartel, la situacién es 2em
la que se indica en la figura adjunta, donde la parte impresa
es la sombreada. g y-4/5 ,
Debe cumplirse que: (x—2)-(y —4) = 18. - N i
Se desea que la superficie del cartel, S = x-y, sea minima. | 2cm

X

Para conseguir que la superficie dependa de una Unica incdgnita, utilizaremos la ecuacion
(x—2)-(y—4) = 18 para despejar y, y después sustituirla en la formula de la superficie.

4 _ 18 _ 18 _ 4x+10
y 4_x—2 = x—2Jr4 X—2
Asi, la funcion a minimizar es S(x) = x - 4§ + %0 — 4X)2( + %OX . Donde x € ]2,+0].

Busquemos los puntos criticos:

S(x) = 4X2& 162)(); 20 _ 0= 4x2-16x-20=0=x =5 x = -1 (no valida)

Veamos si X = 5 es un minimo:

S7(x) = ﬁ = S7(5) = ;—% > 0 = x = 5 es un minimo.

Para garantizar que se trata del minimo absoluto cuando x € ]2,+o[, podemos estudiar la
monotonia:

/, +w . Asi, S(x) es decreciente en ]2,5[ y

th—r

Signo de S’ (x) : f/, -I1 g

creciente en ]5,+oo[, por lo que x = 5 ha de ser el minimo absoluto.

X=5=y= % = 10 = Las dimensiones buscadas son 5 cm de largo por 10 de

alto.

(Junio 2005)

PROBLEMA 3. Se estima que los beneficios mensuales de una fabrica de golosinas, en
miles de euros, vienen dados por la funcién f(x) = —0.1x? + 2.5x — 10, cuando se venden X
toneladas de producto. Se pide:

a) Calcular la cantidad de toneladas que se ha de vender para obtener el beneficio maximo
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y calcular éste. Justificar que es maximo.

b) La cantidad minima que se ha de vender para no tener pérdidas.

c) ¢Qué cantidad produce el maximo beneficio por tonelada vendida? Calcular el maximo
beneficio y justificar que es maximo.

Resolucion:
a) Hemos de buscar el valor de x que hace que f(x) sea maximo.
Ptos criticos: f "(X) = -0.2x +2.5 = -0.2x+ 2.5 = 0 - x = 12.5. Veamos si €5 0 no un
maximo:
f'"(x) =-0.2 - f(12.5) = 0.2 < 0 = x = 12.5 es un maximo.
f(12.5) = -0.1-12.52+2.5.12.5-10 = 5.625

Queda asi justificado, por el criterio de la 22 derivada, que cuando se venden 12.5 toneladas
de producto se producira el méximo beneficio, que sera de 5625 €.

b) Cuando no se vende nada (x = 0), hay unas pérdidas de 10 mil euros (f(0) = —10). Si
-+ —
T 125 ~

funcidn es creciente entre 0 y 12.5. Como f(0) = —10y f(12.5) = 5.625 existira un punto
de corte en algln valor intermedio de x. Este punto de corte (punto en el cual y = 0)
simboliza las toneladas de producto para las cuales no hay ni beneficios ni pérdidas.
Busquemos ese punto de corte:

—-0.1x>+2.5x-10 =0, = x = 5y x = 20.

estudiamos la monotonia de la funcion: Observamos que la

Asi, a partir de 5 toneladas vendidas se dejaran de tener pérdidas. (Los beneficios a partir
de esa cantidad seran crecientes hasta que se venden 12.5 toneladas, a partir de la cual los
beneficios decrecen. Cuando se llega a un veinte toneladas ya no hay beneficios (ni
pérdidas, porque es punto de corte con el eje de abcisas) y a partir de 20 toneladas se
vuelve a tener pérdidas).

c) El beneficio por tonalada vendida es beneficio total _ f())(() . (en miles de euros)

n° de toneladas

. - _0.1x2 _
Definamos entonces la nueva funcion g(x) = —9-1X +x2' =10 _ 0. 1x+2.5- 1—)?
que representa el beneficio por tonelada y busquémosle un maximo.

Ptos criticos: g"(x) = 0.1 + )1(—(2) = 0.1+ )1(—9 =0->x=-10yx = 10.

Despreciamos la solucion x = —10 porque carece de sentido vender una cantidad negativa.
Veamos si X = 10 es realmente un maximo:

g'x) = —% - g (10) = -0.02 < 0 = x = 10 es un maximo.

El beneficio por tonelada en ese caso es (g(10) = -0.1-10+ 2.5 - % = 0.5) de 500 €.
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Los resultados estan justificados por el criterio de la 22 derivada.

PROBLEMA 3. Una empresa de telefonia quiere lanzar al mercado una oferta de tarifa
plana de internet. Se ha realizado un estudio que determina que si la tarifa fuera de 36 €
podrian conseguirse 4800 contratos. Sin embargo, por cada euro menos en la tarifa, el
namero de contratos previsto anteriormente se incrementaria en 150. Se pide:

a) Expresar el ingreso total previsto como una funcién de una variable. Explicar el
significado de la variable utilizada.

b) ¢Cudl deberia ser la tarifa para que la empresa obtuviera el ingreso maximo? ;Cual es
éste y con cuantos abonados se conseguiria? Justificar que el ingreso obtenido realmente es
maximo.

Resolucion:
a) Ingreso Total = (tarifa) - (n° de contratos)

El enunciado explica como aumentan los contratos por cada euro que se baja la tarifa.
Entonces llamaremos x a los euros de descuento sobre la tarifa de 36 €. En este caso:

I(x) = (36 —X) - (4800 + 150x) = —150x? + 600x + 172800
b) Tenemos que buscar el valor de x que hace maximo I(x) :

Ptos criticos: I"(x) = —300x + 600 = —300x + 600 = 0 — x = 2. Veamos si es un
maximo:

I”"(x) = =300 - I""(2) = —300 < 0 = x = 2 es un maximo de I(x). (Justificado por el
criterio de la 22 derivada).

Como x indica los euros de descuento sobre el precio inicial de 36 €, la tarifa que garantiza
el ingreso maximo es 36 — 2 = 34 €. El numero de abonados sera 4800 + 150 - 2 = 5100.
Y el ingreso maximo sera de 34 - 5100 = 173400 €

(Septiembre 2005)

PROBLEMA 3. En unos almacenes se tienen 2000 Kg. de alimentos perecederos que se
pueden vender a 3 € el Kg., pero si se venden mas tarde, el precio aumenta en 0,1 € el Kg.
cada dia. Calcular cuando interesa vender estos alimentos para tener los maximos ingresos
si cada dia que pasa se estropean 50 Kg. de ellos. ¢Cuales son estos ingresos maximos?

¢ Cuantos los kilos que se venden y a qué precio? Justificar que es maximo.

Resolucion:

Dado que se trata de maximizar ingresos, buscaremos previamente la formula de los
ingresos:

Ingresos = (kg de alimentos) - (precio por kg)

Por el enunciado observamos que tanto la cantidad de alimentos como el precio por kg
depende del nimero de dias transcurridos. Por eso, para obtener la formula necesitamos
Ilamar x al n° de dias transcurridos.

I(x) = (2000 — 50x) - (3 + 0.1x) = —5x2 + 50x + 6000. Busquemos un maximo de I(x) :
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Ptos criticos: I'(x) = —=10x + 50 = —-10x + 50 = 0 - x = 5. Veamos si €s un maximo:
I”"(x) =-10 - I""(5) = =10 < 0 = x = 5 es un maximo.

Por ello los maximos ingresos se tendran si se vende en el 5° dia, en cuyo caso los ingresos
seran de 1(5) = -5 52 +50 - 5+ 6000 = 6125 €

El n°de kilos es 2000 —50 -5 = 1750 kg y el precioesde 3+ 0.1 -5 = 3.5 €. El maximo
esté justificado por el criterio de la 22 derivada.

TEMA7B: ESTUDIO Y REPRESENTACION DE FUNCIONES

(C.Valenciana septiembre 2002)

Problema 3. La relacion entre la temperatura del aire T (en ° F) y la altitud h (en metros
sobre el nivel del mar) es lineal para 0 < h < 20000. Si la temperatura a nivel del mar es de
60° F y por cada 5000 m de altitud que se sube, la temperatura del aire baja 18° F, se pide:
a) Expresar T en funcion de h.

b) Calcular de forma razonada la temperatura del aire a una altitud de 15000 m.

c) Calcular de forma razonada la altitud a la que la temperatura es 0° F.

Resolucion:

a) Dado que la temperatura del aire (T) depende de la altitud (h). T es la variable
dependiente y h la independiente. Como la relacion es lineal se tiene:

T(h) =ah+b (0 < h < 20000).
Utilizando los datos que se aportan calculamos a 'y b:
Cuando h = 0 (nivel del mar) > T(0) =a-0+b =60 = b = 60.
Cuando h = 5000 — T(5000) = a - 5000 + 60 = 42 (ha bajado 18°)

= 2= 505 = 7500

Por tanto T(h) = %h + 60.

b) h = 15000 - T(h) = #80 . 15000 + 60 = 6° F

¢)T(h) =0 - 2;80 h+60=0-h= 60 '92500 - 50??00 — 166666 m

(C.Valenciana septiembre 2003)

Problema 1. El precio del billete de una linea de autobus se obtiene sumando dos
cantidades, una fija y otra proporcional a los kilometros recorridos. Por un billete entre las
poblaciones A 'y B se ha pagado 20 € y por un billete entre las poblaciones Ay C se ha
pagado 32 €. Si la distancia de A a C es doble el de la distancia de A a B, calcular de forma
razonada cuanto se tendrad que pagar por un billete a una poblacién que dista de A la mitad
que B.

Resolucion:

Tenemos que el precio del billete depende de los km recorridos. Asi, llamaremos:
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X : km recorridos. p(x) : precio del billete (€).
p(x) se obtiene sumando una cantidad fija (b) y una proporcional al n® de km
(@+<x) = px) =ax+b
Cuando x ="distanciade AaB" (seax =d) = p(d) =ad+b =20
Cuando x ="distanciade AaC" (seax = 2d) = p(2d) = 2ad + b = 32

Resolveremos el sistema formado por las dos ultimas ecuaciones, para obtener el valor de b
yeldead (a-d)

ad+b=20 i _120p—g
2ad + b = 32

Ash p9) = ax +b = (a = 12) = peo - L8

Por lo que para un billete de un trayecto de distancia d.

2

p(%): %-%wz 12 18- 14¢

Problema 3. La concentracion C de ozono contaminante, en microgramos por metro
cubico, en una ciudad durante los 20 primeros dias de un determinado mes se puede
aproximar por la funcién C(x) = 90 + 15x — 0,6x?, donde x representa el tiempo
transcurrido en dias.

a) Estudiar de forma razonada el crecimiento y decrecimiento de la concentracion de ozono
en relacion con los dias transcurridos.

b) ¢Cudl es la concentracién maxima de ozono alcanzada durante esos 20 dias? Justificar la
respuesta

Resolucion:

a) Estudiemos la monotonia de la funcién C(x) = 90 + 15x — 0,6x? donde x € [0, 20]
Para ello analizaremos el signo de la 12 derivada:

f"(x) = 15— 1"2x.—»Puntos criticos: 15-1.2x = 0 = x = 12.5.

-+ —_
T 125 A i

Luego la concentracion de ozono es creciente durante los 12 primeros dias de mes,
exactamente hasta el mediodia del decimotercer dia, y a partir de ese momento la
concentracon de ozono decrece hasta el ultimo dia del estudio. (veinteavo dia, en el cual la
concentracion sigue siendo decreciente).

b) A partir del estudio de la monotonia deducimos claramente que x = 12.5 es un maximo
de la funcion C(x). También se puede comprobar que el punto critico x = 12.5 es un
méaximo calculando la 22 derivada en ese punto:
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C’'(x) =-1.2 = C7(12.5) = -1.2 < 0 = x = 12.5 es un maximo.

Por ello, la concentracién maxima de ozono se produce al mediodia del decimotercer dia, y
esta concentracion es de C(12.5) = 90+15-12.5-0.6 - 12.5% = 183.75
microorganismos/ms3.

(C.Vvalenciana junio 2004)

Ejercicio 2: La temperatura T, en grados centigrados, que adquiere una pieza sometida a
un proceso viene dada en funcion del tiempo t, en horas, por la expresion: F(t) = 40t — 10t2
,con0<t<4

a) (1,5 puntos) Represente graficamente la funcion T y determine la temperatura maxima
que alcanza la pieza.

b) (1,5 puntos) ¢Qué temperatura tendra la pieza transcurrida 1 hora? ¢ \Volvera a tener esa
misma temperatura en algan otro instante?

Resolucion:

a)

Como se trata de una funcion cuadratica,
su representacion sera una parabola cuyo

vértice estard en x, = —2—% = —% =2

Completando una tabla de valores obtenemos: —
(Observa gue no prolongamos la gréfica a la
izquierda de x = 0 ni a la derecha de x = 4).

La temperatura maxima sera de 40° C,

que se alcanza a las 2 horas. (T(2) = 40)

=5

b) Al cabo de 1 hora la temperatura es de T(1) = 30° C. Si, en la tabla de valores y en la
grafica se observa que x = 3 cumple T(3) = 30. Luego al cabo de 3 horas la temperatura
volverd a ser de 30°. En ningln otro momento volvera a repetirse esa temperatura.

Nota: Si no tuviéramos la grafica, para responder a la ultima cuestién habriamos de resolver
T(x) = 30, es decir 40x — 10x? = 30. Las soluciones son x = 1y x = 3 (y ninguna mas).
Por ello ademas del instante x = 1, la temperatura de 30° C se alcanza en el instante x = 3.

TEMA 8 : INTEGRAL DEFINIDA. APLICACIONES

(C.Vvalenciana junio 2004)

Problema 3. La parte superior de una pared de 2 metros de base tiene una forma parabdlica
determinada por la expresion —0,5x? + x + 1, donde x mide la longitud en metros desde la
parte izquierda de la pared. Calcular la superficie de dicha pared utilizando una integral.

Resolucion:

Si representamos y = —0.5x? + x + 1, obtenemos:
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Asi, se deduce que la pared viene representada por
. el trozo de gréfica que corresponde al intervalo

n
y

[0,2]. Por lo que la superficie de la pared

corresponde con la zona sombreada.

Para calcular dicha superficie habra que resolver:

2(_0.5x2 T05.2 X% 112 05.2,2%2 1.9-0-26
[2(-0.5x +x+1)dx_[o.5 C+ X v x}x_o_ 05-2 +2 +1.2-0-26

Dado que los datos vienen dados en metros, la solucion es de 2.6 metros.

(Septiembre 2005)

Problema 3. Hallar el area del recinto limitado por la pardbolay = x? + 2x + 1, el eje de
abscisas, larectax = -2y larectax = 5.

Resolucion:

Para calcular el area entre una funcion y el eje de abcisas siempre hay que calcular primero
los puntos de corte entre ellos.

X2 +2x+1=0 = x=-1 (sol. doble).

Ahora, para calcular el area pedida, lo haremos por trozos [-2,-1] y [-1,5]. Si en algin
trozo saliera la integral negativa, significa que la funcion queda por debajo del eje de
abcisas y el resultado habremos de pasarlo a positivo.

12 X e o2l (B gy L
I_Z(x +2x+1)dx-[3 +X +xl2— 3 T1l-1-(F +4-2) =3

5 (42 X8 ey - 125 Lo -
ot Ddx = [ X e ex]| =B 42545 (-Lr1-1=-72

El &rea pedida es 72" 3 (la suma de las areas anteriores).

NOTA: En este caso el resultado coincide con el de la integral jfz (x? + 2x + 1)dx, dado

que, aunque si existe punto de corte con el eje de abcisas en un punto intermedio, la
funcién no llega a atravesar el eje y queda siempre por encima de él. Sin embargo, cuando
no dispongamos de esa informacion (porque no hemos representado previamente la
funcidn) para calcular un area debemos hacerlo siempre en trozos tal y como aqui se ha
mostrado.

TEMA 9: PROBABILIDAD y PROB. CONDICIONADA

(C.Vvalenciana junio 2000)

Problema 1.-Una urna contiene dos monedas de plata y tres de cobre. Otra urna contiene
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cuatro monedas de plata y tres de cobre. Si se elige una urna al azar y se extrae una moneda
al azar, ¢cual es la probabilidad de que la moneda extraida sea de plata?

Resolucion:

Plata
Ul
35 ™ Cobre

La situacion se puede modelizar con un diagrama de arbol:

12 7 .~ Plata

37 Cobre

Llamamos Pl = {Extraer moneda de plata}. Ul = {Elegir urna 1} U2 = {Elegir urna 2}.
U1y U2 forman un sistema completo de sucesos, ya que UL U U2 =Q y que ULl N U2 = ¢.

EntoncesP(Pl):P(PImU1)+P(PmU2)=%-%+%-%=%:0.48571. Lo

cual equivale a un 48°57 %.

(C.valenciana junio 2002)

Problema 4. En un aparato de radio hay presintonizadas tres emisoras A, B y C que emiten
durante todo el dia. La emisora A siempre ofrece musica, mientras que la B y la C lo hacen
la mitad del tiempo de emisién. Al encender la radio se sintoniza indistintamente cualquiera
de las tres emisoras.

a) Obtener de forma razonada la probabilidad de que al encender la radio escuchemos
musica.

b) Si al poner la radio no escuchamos musica, calcula de forma razonada cual es la
probabilidad de que esté sintonizada en la emisora B.

Resolucion:

Si A, By C son los sucesos sintonizar la emisora A, B o C, respectivamente, y M es el
suceso escuchar masica, se tiene:

P(A) = 1/3; P(B) = 1/3; P(C) =1/3. P(M|A) =1, P(M|B) = 0.5 P(M|C) = 0.5

Los sucesos A, B y C forman un sistema completo de sucesos, dadoque AUBUC=Q,y
que los tres sucesos son disjuntos 2 a 2. Por ello:

a)P(M)=P(MNA)+P(MNB)+P(MNC)=
=P(A) - P(M|A)+P(B) -P(M|B)+P(C) - P(M/C) =2/3

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.

-99 -



1.E.S.n°2 ASPE. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. 54026

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS. 11

( A

Podria haber ayudado un diagrama de arbol como éste :

\ 05 ™ noM /

b) Contamos con el dato adicional de que al poner la radio no escuchamos mdusica, luego
sabemos que se cumple no M ( M). El resultado a calcular es P(B | M).

Ahora bien cuando tenemos que calcular una probabilidad condicionada y la que
conocemos es la opuesta P( M | B ), (probabilidad a posteriori), hemos de aplicar el
teorema de Bayes. Este se deduce de aplicar 2 veces la definicién de probabilidad
condicionada:

P(BNM) P(M[B)-P(B) '3

PEBIM) = =5 ) P(M) 1

_ 1
2

(C.Valenciana septiembre 2002)

Problema 4. EI 60 % de los alumnos de bachillerato de un Instituto son chicas y el 40 %
chicos. La mitad de los chicos lee asiduamente la revista COMIC, mientras que solo el 30
% de las chicas la lee.

a) Obtener de forma razonada la probabilidad de que un alumno elegido al azar lea esta
revista,

b) Si un alumno elegido al azar nos dice que no lee la revista, obtener de forma razonada
probabilidad de que sea chica.

Resolucion:
Sean A el suceso ser chica, O el suceso ser chico y C el suceso leer COMIC. Se tiene:
P(A) =0.6; P(O)=0.4; P(C|A)=0.3; P(C|O)=0.5

Organizando los datos en arbol:
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a) Los sucesos A 'y O forman un sistema completo asi que:
P(C) =P(C N A)+P(CNB) =P(A)P(C|A)+P(O)P(C|O) =0.60.3+0.40.5=10.38

b) Sabemos que sucede C y nos piden la probabilidad de A. La respuesta es el valor de
P(A|C).

Se trata de calcular una probabilidad a posteriori, ya que tenemos P(C | A ) (est4 en el arbol
y su valor es de 0.7 ). Aplicamos el teorema de Bayes:

P(T) P(C) 0.62 '

Hemos utilizado que
P(C)=1-P(C)=1-0.38=0.62 yque P(C|A)=1-P(C|A)=1-0.3=0.7

Por tanto, en este caso sera chica en un 67 74 % de los casos.

P(A|T) =

Problema 4. En una bolsa de caramelos surtidos hay 10 caramelos con sabor a naranja, 5
con sabor a limén y 3 con sabor a fresa. Todos tienen el mismo tamafio y hasta extraerlos
de la bolsa no se sabe de qué sabor son. Se extraen tres caramelos al azar.

a) Calcular de forma razonada la probabilidad de extraer primero uno con sabor a naranja,
luego uno con sabor a fresa y, por ultimo, uno con sabor a limén.

b) Calcular de forma razonada la probabilidad de que sean de tres sabores diferentes.

Resolucion:

a) Llamaremos N1, L1y F1 a los sucesos obtener en la 12 extraccion el sabor naranja,
limon o fresa respectivamente.
Analogamente nombramos N2, L2 y F2 y también N3, L3 y F3. (La situacién puede
resumirse en un diagrama de arbol de 3 x 3 = 27 posibilidades).

- L . ~ 10,3 .5 _ 25
P(N1 NF2NL3) =P(N1)-P(F2|N1) -P(L3| (N1 N F2) 18 " 17 " 16 816 0.
Es facil observar que cuando ya se ha extraido uno de naranja, quedan 3 de fresa sobre un
total de 17. Andlogamente, cuando ya se ha extraido uno de naranja y uno de fresa quedan
5 de limon sobre un total de 16.

b) Sea D = {obtener 3 caramelos diferentes}. El suceso D comprende los siguientes casos:
(Naranja, limon, fresa) y todas sus permutaciones, que resultan ser Pz = 3! = 6 casos
diferentes:

D = {(N,L,F);(N,F,L); (L,N,F); (L,F,N); (F,N,L); (F,L,N)}

Sobreentendemos aqui que (N, L, F) significa extraer 1° uno de naranja, después uno de
limén y por Gltimo uno de fresa, que en el apartado a) escribiamos N1 NL2 N F3

Como D es unién de 6 sucesos elementales P(D) resultara ser la suma de las probabilidades
de los 6 sucesos.

Ahora bien, si calculamos la probabilidad de cualquiera de estos sucesos siempre

obtendremos % . % . % dado que los denominadores (casos posibles) siempre seran
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18, 17 y 16 (ya que cada vez queda un caramelo menos). Por otro lado los numeradores
siempre serdn 10, 5 y 3 aunque aparezcan en otro orden.

10 .5 .3 _ 25 _
PO)=6-4g 17 " 16 ~ 136 ~ 01838

(C.Vvalenciana junio 2003)

Problema 4. En una pequefia ciudad hay dos bibliotecas. En la primera, el 50 % de los
libros son novelas mientras que en la segunda lo son el 70 %. Un lector elige al azar una
biblioteca siguiendo un método que implica que la probabilidad de elegir la primera
biblioteca es el triple que la de elegir la segunda. Una vez llega a la biblioteca seleccionada,
elige al azar un libro, novela o no.

a) Calcular razonadamente la probabilidad de que elija una novela.

b) Sabiendo que el libro seleccionado es una novela, obtener razonadamente la
probabilidad de que haya acudido a la primera biblioteca.

Resolucion:

Necesitamos averiguar primero la probabilidad de elegir cada una de las bibliotecas.
Designamos por B1y B2 a la primera y segunda biblioteca.

Si p es la probabilidad de elegir la segunda biblioteca, P(B2) = p, la de elegir B1 sera P(B1)
=3p.

ComoP(Bl)+P(B2)=1=3p+p=1=>p=0,25

Y ahora podemos representar la situacion con un diagrama de arbol.:
Nowvela
o v 11 <:
Ctra
Nowela
F oy T
Ctra

a) P(Novela) = P(Novelan B1) + P(Novelan B2)
= P(B1) - P(Novela|B1) + P(B2) - P(Novela|B2) =0.75-0.5+0.25.0.7 = 0.55

Eiblicteca

b) Hemos de calcular P(B1 | Novela) (probabilidad a posteriori). Para ello utilizaremos el
teorema de Bayes:

_ P(B1 N Novela) P(Bl).P(Novela|Bl) 0.75.0.5  37.5 _
P(BL[Novela) = =5 Novela)  — P(Novela) =705 5

0.6 81

Problema 1. El 75 % de los alumnos acude a clase en algun tipo de transporte y el resto
andando. Llega puntual a clase el 60 % de los que utilizan el transporte y el 90 % de los
que acude andando. Calcular de forma razonada:

a) si se elige al azar uno de los alumnos que ha llegado puntual a clase, la probabilidad de
que haya acudido andando, y
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b) si se elige un alumno al azar, la probabilidad de que no haya llegado puntual.
Resolucion:

Se trata de un experimento compuesto modelizable por un diagrama de arbol:

0.60~ Puntual

Transporte

0.73 040"~ np Puntual

090 .~ Puntual
0.25" :

*Andando 7

0.10™~ 1o Puntual

a) Se trata de calcular P(Andando | Puntual), que es una probabilidad a posteriori.
Utilizando el Teorema de Bayes:

P(Andando N Puntual)
P(Puntual) B

P(Andando | Puntual) =

P(Andando) - P(Puntual | Andando)  0.25.0.90
P(Puntual) ~ P(Puntual) -

Necesitamos calcular P(Puntual). Para ello utilizamos la ley de la probabilidad total,
utilizando que los sucesos "Transporte™ y "Andando™ forman un sistema completo de
sucesos, ya que "Transporte™ U "Andando™ = Q y que "Transporte™ N "Andando" = ¢ :

P(Puntual) = P(Puntual N Transporte) + P(Puntual N Andando) =
= P(Transporte) - P(Puntual | Transporte) + P(Andando) - P(Puntual | Andando) =
=0.75-0.60+0.25-0.90 = 0.675

Asi, P(Andando | Puntual) = % ~0.3

b) Se trata de calcular P(no Puntual). Ahora bien, como en el apartado anterior hemos
calculado P(Puntual), sera muy facil:

P(no Puntual) = 1 — P(Puntual) = 1 -0.675 = 0.325

(C.Valenciana septiembre 2003)

Problema 4. Un ordenador personal tiene cargados dos programas antivirus Al y A2 que
actuan simultanea e independientemente. Ante la presencia de un virus, el programa Al lo
detecta con una probabilidad de 0,9 y el programa A2 lo detecta con una probabilidad de
0,8. Calcular de forma razonada:

a) La probabilidad de que un virus cualquiera sea detectado.

b) La probabilidad de que un virus sea detectado por el programa Al y no por A2.

Resolucion:
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Llamemos D1 al suceso "el virus ha sido detectado por el programa A1"y D2 al
correspondiente por el programa A2.

Como los programas Al y A2 actuan independientemente, los sucesos D1y D2 son
independientes (y sus contrarios también).

a) Puede ser detectado por Al o por A2. El suceso en cuestion es D1 U D2,
P(D1 U D2) = P(D1) + P(D2) -P(D1 N D2) =0.9+0.8-P(D1) - P(D2) =
Hemos utilizado que P(D1 N D2) = P(D1) - P(D2), por la independencia de D1y D2.
=0.9+0.8-0.9-0.8=0.98
b) El suceso cuya probabilidad nos piden es D1 N D2 :
P(D1NnD2) = P(D1)-P(D2) =0.9-0.2 =0.18
Ya que D1y D2 son independientes y que P(D2) = 1 -P(D2) =1-0.8 = 0.2
Problema 4. El 75 % de los jovenes que tienen videoconsola ha recibido propaganda de un
determinado videojuego y el 25 % restante no. EI 30 % de los que recibieron la propaganda
ha utilizado después dicho videojuego y también lo ha hecho el 5 % de los que no la
recibieron. Calcular de forma razonada:
a) La probabilidad de que un joven con videoconsola seleccionado al azar haya utilizado
este videojuego.

b) La probabilidad de que un joven con videoconsola seleccionado al azar haya recibido
propaganda y no haya utilizado el videojuego

Resolucion:

La informacion se puede resumir en un diagrama arbol: (RP: Recibe propaganda. UV:
Utiliza el videojuego)

no RP

0.95 no UV

Hemos de averiguar P(UV). Como RP y RP forman un sistema completo de sucesos,
podemos aplicar el teorema de la probabilidad total:

P(UV) = P(UV N RP) +P(UV N RP) = P(RP) - P(UV | RP) + P(RP) - P(UV |RP) = 0.75
b) Nos piden P(RP N UV) = P(RP) - P(OV | RP) = 0.75 - 0.70 = 0.525
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(C.Vvalenciana junio 2004)

Problema 4. El 60 % de las personas que visitaron un museo durante el mes de mayo eran
espafioles. De estos, el 40 % eran menores de 20 afios. En cambio, de los que no eran
espafoles, tenian menos de 20 afios el 30 %. Calcular:

a) La probabilidad de que un visitante elegido al azar tenga menos de 20 afios.

b) Si se escoge un visitante al azar, la probabilidad de que no sea espafiol y tenga 20 afios o
mas.

Resolucion:

Designamos por “ES” el suceso ser espafiol; por “EX”, no ser espafiol; por “-20” tener
menos de 20 afios y por “+20” tener 20 0 més afios. Los datos son:

P(ES) = 0.6 - P(EX) = 0.4. P(-20|ES) = 0.4 - P(+20|ES) = 0.6 P(-20|EX) = 0.3
Puede formarse el siguiente diagrama de arbol.

0

0,60_yp +2
ES <:
E"/'ﬁ']//, 0,404 20
0,70_yp +20
Rt S
0,3 -2

0

Iuseo

a) Por la ley de la probabilidad total:
P(-20) = P(ES)-P(-20 |[ES) + P(EX) « P(-20 [EX) = 0.60 - 0.40 + 0.40 - 0.30 = 0.36

b) P(EX N +20) = P(EX) « P(+20 |EX) = 0.40 - 0.70 = 0.28

Problema 4. Las maquinas A y B producen 50 y 250 piezas por hora, con un porcentaje de
fallos del 1 % y del 10 %, respectivamente. Tenemos mezcladas las piezas fabricadas en
una horay elegimos una pieza al azar. Calcular:

a) La probabilidad de que sea una pieza no defectuosa fabricada en la maquina B.

b) La probabilidad de que esté fabricada en la maquina A, si sabemos que es defectuosa.

Resolucion:

Sean Ay B los sucesos ser fabricados por la maquina A 'y por B, respectivamente. Sea D el
suceso ser defectuosa. Elegir una pieza al azar puede ser considerado como un experimento
compuesto donde primero puede ser fabricada por A o por B y después puede ser
defectuosa o no:

PA) =0 -1 pE) -2 -5 pD|A) -0.01(PD|A) =0.99);

P(D|B) = 0.1 (- P(D|B) = 0.9)
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sl
(]_(}_I,,.,,
AL,
16 099" 46D
.:,-
S/6 N\ | 9-"'
"B
P
B noD

a)P(D N B) = P(B) -P(D|B) = % .0.9=0.75

b) Hemos de calcular P(A | D), que es una probabilidad "a posteriori”. Por ello aplicaremos
el Teorema de Bayes:

PAND) _PMA)-PDIA _ 1/6-0.01
P(D) P(D) P(D)

Pero como como el suceso D = {Ser defectuosa} depende de si ha sido fabricada por la

maquina A o por la maquina B, para calcular P(D) utilizaremos la ley de la probabilidad

total. (Ya que Ay B forman un sistema completo de sucesos: A U B=Q y A N B = ¢).

P(D) = P(DNA)+P(DNB) = P(A) - P(D|A) +P(B) - P(D|B) = 1 -0.01+ 2 -0.1 =

0.085

1/6.0.01
0.085

P(A|D) =

= P(A|D) = ~ 0.0196

(C.Valenciana septiembre 2004)

Problema 4. Se ha realizado una encuesta a un grupo de estudiantes de informética. Entre
sus conclusiones esta que un 40 % ha recibido algan curso de LINUX. Ademas, el 20 % de
aquellos que recibieron algin curso de LINUX tiene ordenador en su casa. Si un 10 % de
estudiantes de informatica tiene ordenador en casa y no han recibido ningn curso de
LINUX, calcular:

a) La probabilidad de que un estudiante de informatica tenga ordenador en casa y haya
recibido un curso de LINUX.

b) La probabilidad de que un estudiante de informatica tenga ordenador en casa.

¢) Si un estudiante de informatica tiene ordenador en casa, la probabilidad de que haya
recibido un curso de LINUX.

Resolucion:

Sea CL el suceso "haber recibido algin curso de Linux" y O el suceso "tener ordenador en
casa™
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.0
02~
! LL Sin embargo, entre los datos iniciales nos
04/ 0 o fataP(O] CL). Por eso el arbol no esta
completo. Sin embargo si nos dicen que
< P(ONCL) = 0.1. Con lo cual:
N 0 po|cn - POOCH 01 1
P(CL) 0.6 6
o (L Y podemos completar el arbol: ==
S o0
02 0
.-
(}6 6~ O
o (j\
6™ 100

a) Nos piden P(O N CL) = P(CL) - P(O|CL) = 0.4-0.2 = 0.08

b) Nos piden P(O) = P(ONCL) +P(ONCL) = 0.08+ 0.1 = 0.18 (Esto es asi gracias a
que CL y CL forman un sistema completo de sucesos)

c) Nos piden P(CL |O) (probabilidad a posteriori, aplicaremos Teorema de Bayes):

PCLNO) _ 0.08 _

po) o018 >4

P(CL|0) =

Problema 4. En una poblacion hay el doble de mujeres que de hombres. El 25 % de las
mujeres son rubias y el 10 % de los hombres también son rubios. Calcular:

a) Si se elige al azar una persona y resulta ser rubia, ¢cual es la probabilidad de que sea
mujer?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que una persona elegida al azar sea hombre y no sea rubio?

Resolucion:

Sea M = {Ser mujer}, H = {Ser hombre} y R = {Tener pelo rubio}
Llamamos P(H) = p. Entonces P(M) = 2pconloquep+2p=1=p = % y asi:

P(H) = % y P(M) = % Podemos formar el siguiente diagrama de arbol:

Lorena Sierra Galdén y Enrique Cant6 Abad.

- 107 -



1.E.S.n°2 ASPE. DEPARTAMENTO DE MATEMATICAS. 54026

MATEMATICAS APLICADAS A LAS CC.SS. 11

0,25 _y R
M <:
V 0,75 No R

Poblacién
0,10 R
e T
0.9 No E
i _PMNR) _ P(M)-P(RIM) _ 2/3.0.25
a) Necesitamos P(M |R) = PR) PR) = PR

Para calcular P(R) utilizamos la ley de la probabilidad total:

P(R) = P(M) - P(R [M) + P(H) - P(R |H) = % .0.25 + % .0.10 = 0.2. Con lo cual:

2/3:0.25 . oa
552 = 0.83

b)P(HN R) = P(H) - P(R|H) = (1/3) - 0,90 = 0.3

P(MIR) =

(Junio 05)

Opciodn A: Sean Ay B dos sucesos con P(A) =0,5; P(B)=0,3 y P(ANB)=0,1. Calcular las
probabilidades siguientes:
P(AUB), P(A|B), P(A| AnB) y P(A| AUB).

Resolucion:

El siguiente dibujo ayuda a recordar las propiedades de la probabilidad para la union e
interseccién de 2 conjuntos:

Q

N P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB).
" ) P(AUB) =0.5+0.3-0.1=0.7

P(ANB) _ 01 _q 3

_ 01

P(B) 0.3
P(ANANB) P(ANB)
P(ANB)  P(ANB)

Hemos utilizado que ANA = A = ANANB = AN B.(Resulta evidente que si sabemos

que sucede A N B, (suceden ambos) la probabilidad de que suceda A con esa condicion es
1, dado que es suceso seguro.)

PAN(AUB)) = P(A)
P(AUB)  P(AUB)

Por definicion de Probabilidad condicionada P(A | B) =

Analogamente P(A|ANB) = 1.

P(A|AUB) = - 8:575 :%z0.7143
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Hemos utilizado que AN (AU B) = A, dado que A esta contenido dentro de A U B.

Opcion B:Tenemos dos bolsas de caramelos, la primera contiene 15 caramelos de naranja 'y
10 de limoén y la segunda 20 de naranja y 25 de limoén. Elegimos una de las bolsas al azar y
extraemos un caramelo. Calcular:

a) La probabilidad de que el caramelo sea de naranja.

b) Si el caramelo elegido es de limon, ¢cual es la probabilidad de que lo hayamos extraido
de la segunda bolsa?

Resolucion:

Se trata de un problema de probabilidad compuesta donde podemos representar la situacion
mediante diagrama de arbol:

| .
y a) Por el teorema de la probabilidad total:

BI P(N) = P(B1) - P(N| B) + P(B2) - P(N | B2) =
05 ML =05.22+05. 23 =052

b) Se trata de calcular P(B2 | L), (probabilidad "a posteriori™).
N
03 y Por el teorema de Bayes: P(B2 | L) = o2 1L) _
B2

P(L)
. _P(B2)-P(L|B2) _ 0.5-25/45 _ 0.27 _
2543~ = P(L) - 1-P(N) 047 9310

(Septiembre 05)

Opcion A: En un grupo de 2° de bachillerato el 15% estudia Matematicas, el 30% estudia
Economia y el 10% ambas materias. Se pide:

a) ¢Son independientes los sucesos Estudiar Matematicas y Estudiar Economia?

b) Si se escoge un estudiante del grupo al azar, calcular la probabilidad de que no estudie ni
Matematicas ni Economia.

Resolucion:

En el experimento de escoger un alumno al azar, definimos los sucesos M = {estudia
matematicas} y E = {Estudia economia}. Entonces tenemos que
P(M) = 0.15;P(E) = 0.30;P(MNE) = 0.10.

a) Para ser independientes se ha de cumplir que P(IM N E) = P(M) - P(E).

P(IMNE) =0.10 ; P(M) -P(E) = 0.15-0.30 = 0.045 Por lo tanto no son
independientes.

b) Tenemos que calcular P(M N E). Recordemos, con ayuda del siguiente grafico la
propiedades de la probabilidad de la unién y la interseccion:
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o Utilizaremosque MNE = Q- (MUE) :

Y ™ P(IMNE) =1-P(MUE). Calculamos PIMUE) :
7N ) P(MUE) = P(M) + P(E) — P(M N E) =
LNy ~0.15+0.3-0.1 = 0.35.

N Conoque P(MNE) = 1-0.35 = 0.65

(Opcidn B): En un centro escolar, 22 de cada 100 chicas y 5 de cada 10 chicos llevan
gafas. Si el nimero de chicas es tres

veces superior al de chicos, hallar la probabilidad de que un estudiante elegido al azar:
a) No lleve gafas

b) Sea chica y lleve gafas

¢) Sea chica, sabiendo que lleva gafas.

Resolucion:

Llamemos Ay O a los sucesos ser chica y ser chico, respectivamente. Llamaremos G al
suceso llevar gafas.

Observemos que los datos referidos a las personas que llevan gafas esta diferenciado segun
si se trata de chicas o de chicos. Es decir los datos debemos interpretarlos como
probabilidades condicionadas:

P(GlA)z%zO.ZZ : P(G|O)=%=0.5.

Para averiguar P(A) y P(O), tomamos P(O) = p. Entonces P(A) = 3p. Como los sucesos
A'y O son contrarios:

P(A)+P(0O)=1=3p+p=1=p=0.25 Asi,P(A) =0.75 y P(O) = 0.25.
Ahora podriamos formar el arbol que resume toda la informacion:

022~ G

078 no G
G
0 -
S
a) Hay que calcular P(G). Utilizaremos el teorema de la prob. total:
P(G) = P(A) -P(G|A)+P(0) -P(G|0) =
=0.75.0.78+0.25-0.5=0.71
b) Necesitamos P(AN G) = P(A) - P(G |A) =
=0.75-0.22 = 0.165
¢) Nos piden P(A | G) (probabilidad a posteriori). Por el teorema de Bayes:
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_ P(ANG) _ 0.165 _ 0.165 _
PAIG) = 5@y ~T-p ~ 020 56897
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