ECUACIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES

A.

Introduccion tedrica

B. Ejercicios resueltos

A.

INTRODUCCION TEORICA

A.1 Ecuaciones Logaritmicas

En las ecuaciones exponenciales alguna de las incégnitas aparece
expresada bajo un logaritmo. Para que las incognitas estén libres,
aplicaremos las propiedades de los logaritmos de forma conveniente.
El juego que se sigue suele ser el siguiente: los nimeros que aparecen
en la ecuacién logaritmica se expresan como logaritmos y luego se
eliminan los logaritmos de la ecuacion, quedando las incégnitas libres
para ser despejadas.
Ejemplo: log,,(x-2)=2

Solucién:

Expresamos el 2 como un logaritmo:

2 =2log,,10 =log,, 10

Entonces: log,, (x—2) =log,, 100

Como tenemos logaritmos en ambos miembros de la
ecuacion, simplificamos y resolvemos:

log7r (x=2) = log;7100 = x —2=100 = x =102

A.2. Ecuaciones exponenciales

En las ecuaciones exponenciales alguna de las incégnitas es el
exponente en una potencia. Para quitar la incégnita de un exponente se
usan a veces las propiedades logaritmicas. En otras ocasiones es ttil
expresar todos los términos en forma de potencia con la misma base.
Puede ser til, en ocasiones recurrir a un cambio de variable para poder
simplificar la ecuacion a resolver. Hay ecuaciones en las que tendremos
que aplicar todos estos recursos.

1/9



Ejemplo: 7*' =49
Solucion:
Expresamos el 49 en forma de potencia 49 = 7>
Entonces: 7°' =7°
De aqui es inmediato que:

7 =7"=>x-1=2=>x=3
B. Ejercicios resueltos

1. log,x=8
Solucion:

= Moédo de resolucion 1:

- Aplicamos simplemente la definicion de logaritmo:

Iogzx:8:>

= Modo de resolucion 2:

- Intentamos reescribir el miembro de la derecha en funcién de un
logaritmo y luego lo cancelamos con el logaritmo del término de la
izquierda.

- El miembro de la derecha se reescribe como sigue:

8=2°=2%log, 2 =log,2? =log, 2°

- Finalmente igualamos ambos miembros y simplificamos:

log, x=1log,2° =1 zx:l))gf28:>

2. log,x=-1

Solucion:
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- Aplicamos la definicién de logaritmo: log;x=-1=x=5"= %
3. log,log.x=-1
Solucién:

- Aplicamos la definicién de logaritmo: log, x=3" = log, x = %

» Volvemos a aplicar la definicién de logaritmo:

1
=x=5 =35

log, x =

4. log(x+6)—log(2x—1)=0
Solucién:
En esta ecuacion logaritmica los logaritmos se van de forma inmediata:

log (x+6)—log (2x—1)=0= log (x+6) = log (2x—1) = x+6=2x—1

Ahora simplemente despejamos x:

x—|—6:2x—1:>

5. log,(x+2)+log,(x—4)=3
Solucién:

Debemos expresar el nimero 3 en forma de logaritmo, con el fin de tener
logaritmos en ambos miembros.

3=3log,3=3=1log,3’

Entonces:

log, (x+2)+log, (x—4) =1log, 3’

El primer miembro de la ecuaciéon puede escribirse en funcién de un solo
logaritmo:

log. (x+2) +log, (x —4) = log, (x-+2) (x—4)
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Teniendo esto en cuenta, la ecuacion logaritmica a resolver es:

log, (x+2)(x—4)=1log, 3°

Simplificando:

log, (x+2)(x—4) =1log, 3’ = logy (x+2)(x—4) = log; 3’ =

= (x+2)(x—4)=27=x*>-2x—-35=0

Las soluciones de esta ecuacion de segundo grado son:

2444140  [[x, =7
2

x, =—5 (no verifica la ecuacién)

x> —2x—35=0=x=

2

3logx—log30 = log%

Solucién:

2

X x> x° x>
3log x—10¢ 30 = log 2 = log x° —log 30 = log — = lo¢ ~— — Jog X =
og x—log 0 = logx’—log 08— %30 /3§5

3 2

XX o6 =0=
30 5
x; =0;x, =0 (no verifican la ecuacion)
=x*(x—6)=0=
X, =6
o [ x+1 ]_
& ox—1
Solucién:

x+1 x+1
10g3 [m] =2= 10g3 [m] = 10g3 <32) = %

) e )

Ahora resolvemos la ecuacién de grado uno en la que se ha simplificado
la ecuacioén logaritmica:

x+1 10
=9=9(2x—-1)= 1=18x—9= 1= |(x=—
1 (2x—1)=x+ X X + X T
x* +2
g2x+1 2 +1
Solucién:
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10.

11.

2 Y42
ngfol [X— = 1 = 10g2x+1 A = log2x+1 <2X + 1) =

2x+1 2x+1
x' 42 xt 42
= lo —|=1o 2x+1)= =2x+1=
logs, i1 logs7 (2x+1) i1

=x'4+2=4x"+4x+1= x:i

log, (3" —8)=2-x
Solucién:

log3<3x—8):2—x:>10g3(3X—8):(2—x)10g33:>

2

= log; (3*—8)= log; 3" :3*—%—8:0:»3”—8-3*—9:0

Hacemos el cambio 3* =t. Entonces:

t=9  [3x=3 -
32X—8-3X—9:0:>t2—8t—9:0:>{ :1 ;x{x 2
t=-1 " |3*=_1

N

sin solucion

73x72 — 1

Solucién:

72 =7"=23x—2=0=|x=

W N

3 -3 =2

Solucién:
3 -3 =2 3" —3@317:2:(?)2—3:2[3*

Ahora hacemos el cambio t =3*. Asi:

(3v) -3=23" = t*-2t-3=0

Resolviendo esta ecuaciéon de segundo grado de forma usual obtenemos

las soluciones:
t, =3

t2—2t—3=0:>{
t,=-1
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Deshacemos el cambio de variable:
{tl =3 3*=3 x=1
= =
t,=-1 3*=-1 3* ==1 no tiene solucién

12, 2% -2 =12

Solucién:

Hacemos el siguiente cambio de variable: 2* = z. Entonces la ecuacién se
puede escribir del siguiente modo:

22—72=12=72"-72-12=0=2z=

z,. =4
:>{1

z,=—3

(1) (-1 —4-(-12) 147
2.1 2

Ahora tenemos que deshacer el cambio:

=z, =2 =4=2"=2"=[x=2]

2=z=
2" =z, =2"=-3=1log2" =log(—3) = sin solucion
24x T+x X 1
Solucién:
2220 -2.24 2 =2"1=3.22=2"
Vamos a hacer el cambio 2*=t. Entonces: 3-t=2"=t= 1 y

deshaciendo el cambio:

2x :1:>10g(2"):10g(6*1):>x:—wi x:—l—10g3
6 log 2 log 2

14. e —6e * =1
Solucién:

X _ X — X—i: x2_ — X X2_X_ =
e’ —b6e 1=e - 1:>(e) 6 e:>(e) e —-6=0

En esta ecuaciéon hagamos ahora el cambio u =e*. Ast:

u, =2
(ex)2—ex—6=0:u2—u—620:>{ ! 3 =
u, =
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15.

16.

e* =-2 (no tiene solucién)
=

ex=3:>1nex=ln3:>

32x+l_5=11
Solucion:
3 -5=11= 3" =16 = 3" =2* = log (3”"") =log (2*) =
4log(2) 1 2log(2) 1
2x+1)1 3)=41 2 = <9 /. = 3
= (2x+1)log(3) = 4log (2) = x =, 0 F 72 = = g (3) 2
2%V =256
logx =10g1024 —3log2 —logy

Solucién:
XY — 28 X—y=38

27 =256
= 20 =Y
logx =1og1024 —3log2—logy| logx=1log— X=—
2%y y
27
Llevamos ahora la segunda ecuacién del sistema, x=—, a la primera
ecuacion:
7 _ . =-16
Y 8y 48y_128— 0=y 81«/64;4-4 128 :{yl .
y Y. =

Obtenemos, por ultimo, los valores de x:

27

{},1:_16:> Xl:_16:_
—8 7

Yo =2 —16
8

Conclusion:

(XZ’YZ) = (16'8)

k(xl,yl) = (—8,—16) (no verifica el sistema)
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17.

5. (logxy +log, x) =26
Xy =64

Solucién:

Estamos interesados en que los logaritmos que aparecen tengan la misma
base, para poder manipularlos facilmente.

Si aplicamos la expresion de cambio de base de los logaritmos (la cual se

_ ) log x .
puede escribir asi: logxy=i) de forma conveniente, podremos

log.y
reescribir log x en funcién de log.y .

En nuestro caso:

log_ x
10gxy=b§—xy=>logxy=log .

sistema como sigue:

, por lo que podemos reescribir el

5-log . v+ =26

log, y
X-y =64

Operamos la primera ecuacién del sistema:

5.

1
log.y+
lo

X

] —26=5(log,y)’ —26-log,y+5=0

Hacemos el cambio log, y=t y resolvemos la ecuacién de segundo

grado:
t=5 log, y=5 y=x
52 —26-t+5=0= t_1,esdecir: 1 1= 1
_g ngy_g y:XS

Tenemos entonces dos casos:

y=x
a) } Despejamos y en la segunda ecuacién y sustituimos en

Xy =64] |3 primera:
64 64 5 .
y=—=—=x =x=2, por lo que una solucién es
X X

(2,32)
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Despejamos y en la segunda ecuacién y sustituimos en

la primera:
64 64

y =— = — =X
X X

(32,2)

1
> =x=32, por lo que la otra solucién
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