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TEMAS 6 Y 7 — GEOMETRIA EN EL ESPACIO

ECUACIONES DE RECTAS Y PLANOS
X-y+z=1
EJERCICIO Escribe la ecuacién del plano que contiene ala recta r: y es paralelo a
2X +y-z=2
X+l _y-1_2z+2
3 2 1

- -

Solucioén: Para hallar la ecuacién de un plano, necesitamos un punto y dos vectores: Ps, V,, V¢
- Pasamos la recta r a paramétricas para hallar un punto y un vector de r:

z=a x=1
1 -1 1|1 1 -1 1|1 x-y+z=1 Pr =(10,0)
= = SJy=dad=>y=0 =
2 1 -1|2 0O 3 -3]|0 y-z=0 v, =(01))
x=1 z=a

-

- Hallamos el vector director de s: V5 (3,2,1)
x-1 y-0 z-0
- Ecuacion del plano: | 0 1 1[(=0=>-(x-)+3y-3z2=0=-x+3y—-3z+1=0

3 2 1
Xx=1+A
y . x+y=1
EJERCICIO 2 : Halla la ecuacion del plano que contiene a estas rectas: r: S =2 S:qy=-2A
z=2+A

Solucién: Hallamos un vector y un punto de cada recta, para ello pasamos r a paramétricas:

Xx=1-a R

Rectar: <y =a P(1,0,2) V (-1,1,0)
z=2

Recta s: P4(1,0,2) V(1,-2,1)

Como no son paralelas tomamos un punto: P,(1,0,2) y los dos vectores V (-1,1,0), V(1,-2,1)
x-1 'y z-2
La ecuacién del planoes: | -1 1 0 [=0=>(x-1)+y+(z—-2)=0=>x+y+z-3=0
1 -2 1

EJERCICIO 3 : Escribe la ecuacién del plano, 1, que contiene al punto P (3, 0,-2) y alarecta
X =3+2A

r:qy =1-A .
z=1+A

Solucion: Necesitamos un punto y dos vectores: P, v,, PP,

Rectar: P(3,1,1) V (2,-1,1)
R R x-3 y z+2
Plano: P(3,0,-2), V(2,-1,1), PPI1(0,13)= | 2 -1 1 |=0=-4(x-3)-6y+2(z+2)=0=>
0 1 3
44X -6y +2z+16=0= 2x+3y—-2z-8=0
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x=-1_y+2 _z+1

EJERCICIO #alla la ecuacién del plano, ,mque contiene ala recta r: 3 0 y es
Xx=3-A

paralelo a s:{qy=-1+2A\.
z=3

Solucién: Necesitamos un punto y dos vectores: P,(1,-2,-1), V (2,3,0), PF.<(-1,2,0)
x-1 y+2 z+

2 3 0 |=0=7(z+1)=0=2z+1=0

-1 2 0

3X+y—-4z+1=0
EJERCICIO 5 : Determite ecuacion del plano que contiene ala recta r: y es
-2X -y +z+1=0

ortogonal al plano 1Tt 5x -2y +4z-2=0.

- -

Solucion: Necesitamos un punto y dos vectores: P, V,, N
L 1 3 -4|-1 1 3 -4|-1 y+3x-4z=-1
Pasamos la recta r a paramétricas: = =

-1 -2 1 |-1 0 1 -3|-2 X-3z=-2
Xx=30-2 .
= Jy=5-5a P.(-2,5,0) V (3,-5,1)
z=a
x+2 y-5 z
La ecuacién del planoes: | 3 -5 1 =0=-18(x+2) -7(y-5)+192=0 = -18x -7y + 192 -1 =0
5 -2 4
POSICION RELATIVA
X =3-2A
+ - +
EJERCICIO 6 : Dados las rectas: r:3y =1+A ; s:X31=y21=212;
z=-1+A
y el plano T 2x =3y +2 =0; halla la posicién relativaentre: a) ry s b) rym
Solucién:
a) Ponemos las dos rectas en paramétricas y resolvemos el sistema:
X=3-2A X=-1+30  (-2)\+3a=-4 1 -1]-1 1 -1]-1 1 -1]-1
r:qy=1+A ; s:iyy=1+20 =<A-2a=0 |1 -2|0|=|0 -1|] 1 |=|0 -1|1
2= 1+ 7= -2+0 A-a=-1 -2 3 |-4 0 1|-2 0 0 |-1

Rango A = 2 # Rango A’ = 3 = Sistema Incompatible = No tiene solucion (Paralelas o se cruzan)

Hallamos los vectores directores: V,=(-2,1,1), Vs=(3, 2, 1) = Los vectores no son paralelos porque no
son proporcionales = Las rectas no son paralelas, por tanto, SE CRUZAN.

b) Como la recta ya esta en paramétricas, resolvemos el sistema:
2(83-20\)—-3.(1+AN)+2=0=5-7\A=0= A =5/7 = Sistema compatible determinado = Existe una Unica
solucion = SE CORTAN EN UN PUNTO.

EJERCICIO 7 : Estudia, segun los valores del parametro a, la posicion relativa de lasrectas r y s:
X = (a + 2))\

X—-a_y-2_z-a

-1 g3 a-1

r:

1 y obtén, si fuese posible, sus puntos de corte.

y Sy
z=a
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Solucién:
Pasamos las ecuaciones a paramétricas y resolvemos el sistema:
X=a-a x=(a+2))\ a—a:(a+2))\ a—a:(a+2))\ -1 -a-2|-a
r. y=2+a30( s:qy =1 —J2+ada =1 = Jala=-1 = ad 0 -1
z=a+(a-1a z=a at(@a-Ha=a (a-Da =0 a-1 0 0
at+2 1 a a+2 1 a
=| 0 a® |-1/=| o a° -1
0 a-1/0)*% 0 o |-a+1
Igualamos los elementos de la diagonal, por separado a cero: a = -2, a =0, a = 1 = Cuatro casos
0O 1 |-2
Casol:a=-2 = |0 -8| -1|= Sistema incompatible -Paralelas o se cruzan
0 O 3
v,=(-1, -8,3), vs=(0, 0, 0) s no es una recta sino un punto.
2 110
Casoll:a=0= |0 0 |-1|= Sistema incompatible> Paralelas o se cruzan
0 -1|0
v,=(-1,0,-1), vs=(2, 0, 0) No son paraleles SE CRUZAN
3 1|1
Casoll:a=1= |0 1|-1|= Sistema compatible determinado= -1 ,A = 2/3= SE CORTAN
0 0O

EN UN PUNTO (2,1,1)
Caso IV: a1 R —{0,1,-2} Sistema incompatible- Paralelas o se cruzan:

. . -1 2% a1l - oo [271

v(-1,& a-1) vs(a+2,0,0)m =TT NS (a-1)(a+2)= = {a L No puede set> SE
CRUZAN

SOLUCION

Sia=-2.sno es una recta sino un punto
Sia=1: Se cortan en el punto (2,1,1)
Siald R —{1,-2}Se cruzan

EJERCICIO 8 : Calcula el valor de a para que las rectas: r: {

y=1

2x+z=a -X+2y+2z=5
y s:
X+y=a

se corten en un punto, y halla el punto de corte.

Solucion:
Pasamos la rectas a paramétricas

X=d Xx=a-B a+B=a
rsqy=1 s=.y=p B=1
zZ=a-2d Z:5+a—3[3 4a-3B=a-5
2
1 1 a 1 1 a 11 a
0 1 1 |=|0 1 1 =0 1 1

4 -3|a-5 0 -7|-3a-5 0 0|-3a+2
Igualamos, por separado, los elementos de la diagonal a cero: -3a + 2= 0 = a = 2/3 = Dos casos
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1 1]2/3
Casol:Sia=2/3= |0 1| 1 | Sistemacompatible determinado. Existe una Unica soluciéon =
0 0| O
B=1,a=-1/3= SE CORTAN EN UN PUNTO P(-1/3,1,4/3)
1 1|a
Casoll:Siaz2/3= |0 1|1|= Sistema Incompatible> Paralelas o se cruzan
0 0|~
x=1-3A
. . . + -
EJERCICIO 9 : Estudia la posicidn relativa de estas rectas:  r:qy =2A S :le =y_12 =%
z=-1+4A
Solucién:
Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema:
X =1-3\ X =-1+3a -3 -3|-2 -3 —-3|-2
r:qy =2A SKy=2+a =2 -1| 2 |=|0 -9]| 2 |= Sistema Incompatible. No existe
z=-1+4\ z =40 4 -4 1 0 01]-5

soluciébn = Paralelas o se cruzan

Hallamos los vectores directores: V,(-3,2,4) V vs(3,1.4) No son paralelos = SE CRUZAN

EJERCICIO 10
a) Calcula el valorde m para que las siguientes rectas sean coplanarias:
X =3-A
r: y:m+)\ ..S:X_—].:L:Z"'Z
1 -1 3
Z=2+2\

b) ¢ Cual sera la posicién relativade r y s paraese valorde m?

Solucioén:
a) Para que sean coplanarias no se deben cruzar. Estudiamos su posicion relativa (pasamos s a
paramétricas y resolvemos el sistema)

x=3-A x=1+a -1 -1|-2) (-1 -1| -2 -1 -1| -2
r:qy =m+A sy =-a |1 1 |-m|=|0 O |-m-2|=|0 -5 -8
72249\ ;= -2 +3q 2 -3|-4) (0 -5| -8 0 0 |-m-2

Igualamos, por separado, los elementos de la diagonal a cero: -m—-2=0=>m=-2
Caso | : m = -2 = Sistema compatible determinado. Existe una solucién. Se cortan en un punto.
Caso Il : m # -2 = Sistema incompatible = Paralelas o se cruzan.

- -

Hallamos los vectores directores: V,(-1,1,2) V¢ (1,-1,3) No paralelos = Se cruzan
Por tanto: m = -2
b) Para m = -2 = Las rectas se cortan en un punto = SECANTES

EJERCICIO 11
a) Halla los valoresde m y n para que los siguientes planos sean paralelos:
m:2x-y+z-5=0 y Th:mx+ny+2z+3=0

b) Obtén la ecuacion de un plano paraleloa 1y que pase por el punto  A(3, -2, 1).

Solucion:
a) Si y y T, han de ser paralelos, se tiene que:% =—== . m=4,n=-2

b) El plano buscado ha de ser de laforma: 2x-y+z+D =0
Si contiene al punto A, debe verificarse:2 -3 —(-2)+1+D=0 = D=-9=2x-y+z-9=0
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EJERCICIO 12 : Determina, en funcion de a, la posicion relativa de los siguientes planos:
(a—2)x +ty-z=-1
—ax +(2a—1)y +(—a+2)z =a
-X+ay +z=a

Solucion:
Estudiamos la posicion relativa resolviendo el sistema (por determinantes)
a-2 1 -1

-a 2a-1 -a+2 :a3—a2—a+1:(a— )2-(a+1)=0:>a=1,a=-1:>3casos
-1 a 1

-X+y-z=1 o 0. .0
CASOla=1 -x+y+z=1 Tenemos dos planos coincidentes (2= y 3<)

—x+y+z=1| Y elotro (19) los corta.

-3 1 -1 -1} _, (-3 1 -1 -1 -3 1 -1 -1
(27)+301%)
CASOll:a=-1:| 1 -3 3 AR 0 0 -4/ -|-20 0 -1
. _ @)+ @) | _ B
1 -1 1 -1 40 0 -2 0 00 O

Los tres planos se cortan en una recta.
CASOlll:a#1 ya#-1:|A|#0= los tres planos se cortan en un punto.

EJERCICIO 13 : Dados los planos: T4x+my+mz=6y oomx+y+z+3=0
estudia su posicion relativa segun los valores de m.

Solucion:
. 4x +my +mz =6
Las ecuaciones de los planos son:
mx+y+z=-3
- Los coeficientes de las incognitas son proporcionales si m = 2.
4X+2y +22=6 }

: +y+z=-
En tal caso, las ecuaciones son: 2x+y+z=-3

Los planos son paralelos, pues sus términos independientes no siguen la misma relacion de
proporcionalidad que los coeficientes de las incognitas.
- Si m # 2, los planos se cortan en una recta, pues el sistema es compatible indeterminado de rango 2.

EJERCICIO 14 : Halla la posicién relativa de los siguientes planos segun el valor del parametro a:
X=3-A+2n
T Yy=A—-H T 4X +ay -2z2=5
z=1+2p
Solucién:
Xx-3 y z-
Ty, expresado de formaimplicita, es:| -1 1 0 |=0 =>2x+2y-z=5
2 -1 2
Asi, tenemos el sistema: 2x+2y-z=5
4x+ay —2z=5

- Los coeficientes de las incognitas son proporcionales si a = 4.

En tal caso, los planos son paralelos, pues sus términos independientes no siguen la misma relacion de
proporcionalidad que los coeficientes de las incognitas.

- Si a# 4, los planos se cortan en una recta, pues el sistema es compatible indeterminado de rango 2.
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ANGULOS
EJERCICIO 15 :
X==1+A
3x =2y -z=0
Dados las rectas r:qy=3-3A, s: yel plano m4x +y +z -3 =0;
4x +y+3z-1=0
z=1+2A
calcula el angulo que forman:
arys b)ysyn
Solucioén:
i j k
a) Hallamos el vector director de s: (3 -2 -1 =(-5,-13,11)
4 1 3
Vi -V -3,2).(-5,~- -
a) cosa=—r Vs __ (1782).(571311) 5*+39+22 %0 _0ga3 . a=32°30 45"

|ve| - |vs| V1+9+4425+160+121 V14 - 315  f4410

Vs “Ap|  [(-5-1311).(4LY)  |-20-13+11] 22

= = =~0292 - a=16° 59' 16"
|vs| -|fim| 25+169+121y16+1+1 +315-418 5670

b) sena =

EJERCICIO 16 : Consideralos planos 1 2x+ay+4z-1=0y o:ax+2y +4z-3=0.
a) Calcula el &ngulo que forman Ty o cuando a=1.

b) Halla a paraque my ¢ sean paralelos.

c) Determina el valorde a paraque ¢ y o sean perpendiculares.

Solucién:
a) cosa :% Un vector normala 1 es ﬁ1(2, 1 4). Un vector normala o es ﬁz(], 2, 4).
n - |no

n - n +2+
ng-ng _ 2+2+16 _20 g5 | =170 45' 10"

coSO =-— £ = =—
|n1| . |n2| J21.421 21
b) Sus vectores normales han de ser proporcionales: 2 :% :% -~ a=2
a

c) Sus vectores normales han de ser perpendiculares: (2,a,4)-(a,2,4) =2a+2a+16=4a+16=0=a=-4

X=3-2
2x =3y+z-2=0 A
EJERCICIO 17 :Dados las rectas r: y s:qy=-1+A vy el punto P(L 0, —5);
-3x +2y+2z+1=0
Z==-2+2A\

calcula el angulo que forma larecta r con el plano, T perpendiculara s que pasapor P.

d-n

Solucioén: sen (a): ‘ a‘ | _|
-in

- Un vector direccién de r es: dy =(2, -3,1)x (-3, 2 2)=(-8,-7,-5) 1/ (8,7, 5)=d
- Un vector normal al plano Tt es: i=dg=(-2 1 2)
d-n _-16+7+10 1

A 7] i -o 3

sen(a):‘ =0028 - a=1°37" 34"
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DISTANCIAS
X=1+A

EJERCICIO 18 : Calcula la distancia entre las rectas: r:——=——=— y S:qy=2A
z=-1+A

ane di Vi, Vs, PP
Solucion: dist(r, s):l[r s: PrPs]|
[ vy xvs |

Buscamos un punto y un vector direccion de cada recta:

Recta r: Punto: P, (2,-1,0) Vector: V, (1,3,-2)

Recta s: Punto: Pg (1,0,-1) Vector: V¢ (1,2,1)
1 3 -2
ﬁ(—xl—l):[vr,vs,ﬁz 1 2 1|=-9
-1 1 -1
i j ok
VixVvs = |1 3 -2/=7-3j-k=(7-3-1)
12 1

[[vy, Vs, PPs]] _ [-9] _ 9

Ivi xvs|  Ja9+9+1 59

dist(r, s) = =117u

X==-5+A

X+1_y-2 _z+1 s:ly=2-A

EJERCICIO 19 : Calcula la distancia entre las rectas: r: : A 0

z=3+4A
_I[PPs, vr, vsli
| ve x vgl

-Enlarectar: P (-1 2 -1); v, (3, 4, 0)
-Enlarectas: Ps(-5, 2 3); vs(L -1 4)

-4 0 4
- PP (-4,0,4) = [?Pé, vr, v3}= 3 4 0[=-92

1 -1 4

- |vr x vg|=[ (3, 4. 0) x (1 -1, 4)[ =[ (16, -12, -7)] =162 + (122 + (- 7)2 = Jaa9

Solucion: dist r, s)

. 92
Por tanto: distfr, s)=—— = 4,34
( ) V449
X=2+A
EJERCICIO 20 Dados el punto P é 0, 3 ) larecta r:qy==-3+Ayel plano m X +2y +22-1=0,
z=2-2A
calcula la distancia entre: a) Pym b)Pyr

Solucién:

a) dist (P, n):w =2 167

J1+4+4 3

|Prvar|

|Vr|

- Hallamos un punto y un vector direccién de larecta r: P (2, -3, 2); v¢(L 1 -2)

b) dist (P,r) =

- ‘ﬁ x vr‘:|(0, 3,-5)x (11 -2)|=|(-1 -5, -3)|=V1+25+9 =4/35

- vl =1, 1, -2)|=v1+1+4 =46 = Por tanto: dist(P, r :ﬁ=2,42
[vi|=| (L1 -2)]=+ v .
V6
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EJERCICIO 21Calcula la distancia del punto P é 1L 2 )ala recta r :{

_ |PrPXVr|

Solucion: dist (P,r) | |
Vr

X=-2y-z+5=0
2X +3y+z+1=0'

- Hallamos un punto y un vector de r (pasamos la recta a paramétricas:

_ -6-qa
y=a X =
[1 -2 —1‘—5] [1 -2 —1‘—5] 9-7a 3
= =>4zZ= =<y =a
2 3 1]|-1) o0 7 3|9 3
9-7a
X:—6—0( z= 3
3
‘?P x dvr‘ =|(5, 1 -5) x (-1 3,-7)| =| (8, 40, 16)| =1 920
1920
Por tanto: dist(P, r)= =570
ist(P. r) s
X==1+A

Punto (-2,0,3) Vector (-1/3,1,-7/3)||(-1,3,-7)

v =] (-13,-7)| =B

EJERCICIO 22 Halla la distancia dela recta r:<y=2-2Aal plano 12X +y =4.

z=3-A
Solucioén: d(r,m) = d(P,,1)
P: (-1,2,3) TT2x+y—-4=0

d(r'T[) = d(Pr- T[) = M:i:l?g u

Ja+1+0 5
LUGARES GEOMETRICOS

EJERCICIO 23 : Halla el lugar geométrico de los puntos,
igual al triple de la distancia de

Solucién:

C P, tales que la distancia de
P a B, siendo A (1,0,0) y B (4,0, 0).

P a A sea

Si P(x,y, z) es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, A) = 3 dist (P, B), es decir:
2 2 2 _ _1\2 2 2

Voeraf ry?ez® =3y (e-2f ry?ez® L0 20 2 g1 124324 22

x2+2x+1+y2+22:9[x2-2x+1+y2+22]: 8x2+8y2+822-20x+8:o

EJERCICIO 24 : Obtén el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos

T3x-2y+4z-1=0y 0:4x+2y-32+2=0.

Solucion: Si P (x,y, z) es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, ) [ dist (P, ), es decir:

|3x -2y +4z-1| _|4x+2y -3z +2]|
V29 V29

{3x—2y +4z-1=4x+2y -3z+2 -

X+4y-7z2+3=0

3Xx—-2y+4z-1=-4x-2y+3z2-2 - 7Tx+z+1=0

EJERCICIO 25 : Dados los puntos
dist (P, A)

= = |3x-2y+4z-1|=]4x+2y-3z2+2| =

A (-1,0) y B (1, 0), halla el lugar geométrico de los puntos, P,

deplano tales que el cociente de distancias : —(—jsea igual a 1. Identifica la figura resultante.
dist (P, B

Solucion: Si P (x,y) es un punto del lugar geométrico, tenemos que:

dist(P, A) _

[ =di 202 = (x-12 +v2 . 2,02 (122
dstp,8) - dist (p, A)=dist(p, B) = y(x+ 1P +y? =|(c-1P +y (x+1f +y2 =(x -1 +y

2

X +2x+1+y2:x

2 2x+1+y2=4x=0 = x=0=

Es la ecuacion del eje Y, que en este caso es la mediatriz del segmento AB.



Temas 6 y 7 — Geometria en el espacio — Matematicas Il — 2° Bachillerato 9

EJERCICIO 26 : Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de A(2,1,-5 vy
B (6, 0, 3). ¢Qué figura obtienes?

Solucién: Si P (x,y, z) es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, A) = dist (P, B)
Jx=2F +(y -2 +(z+5F =y(x-6) +y? +(z-3)
x2-4x+4+y2-2y+1+22+102+25=x2-12x_+36+y2+22-62+9:>8x-2y+162-15=O
Es el plano mediador del segmento AB (es perpendicular a AB y pasa por el punto medio de AB).

REPASO

EJERCICIO 27 : Halla la posicion relativa de las siguientes rectas y escribe la ecuacion del plano que

X ==1+2A
+ -
las contiene: r:qy =3A s:x—1=y—1=i
4 6 -2
z=2-A

Solucién:

- Posicion relativa de las rectas : Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema:

x =-1+2A x=-l+4a  (2A-4a=0 1 -2|0 1 -1]-1
r:qy =3A ; Siqy=1+6a =<3A-60=1 =|-1 -2|-2|=|0 —-4|-2
7=2-)\ 7 = —20 -A+20 =-2 3 -6|1 0 0|1

Rango A = 2 # Rango A* = 3 = Sistema Incompatible. No existe solucién: Paralelas o se cruzan.

-

Hallamos los vectores directores: V,=(2, 3,-1), V= (4, 6, -2) = Los vectores son paralelos porque son
proporcionales = Las rectas son PARALELAS

- Ecuacién del plano que las contiene : Necesitamos un punto y dos vectores: P,, v;, P,Ps
Rectar: P, (-1,0,2)
Recta s: P4(-1,1,0) v, = (2,3,-1)
P.Ps=(0,1,-2)
Ecuacion del plano:
x+1 y-0 z-2
2 3 -1|=0= 5(x+)+4y+2(z-2)=0= 5x+4y+22-9=0
0 1 -2

R(-1, 0, 2)

EJERCICIO 28
X-2 _y+1_1z-1

a) Escribe la ecuacion del plano, 1, perpendicular ala recta r: > T que

pase por P (1,2, -1).
b) Calcula la distancia del punto P alarecta r.
Solucion:
a) Un vector normal al plano seré el vector direccién de larecta r: v, =ny = (2, -2 1)
La ecuacion del plano sera: 2x —2y+z+D =0
Sustituimos el punto P(1,2,-1) y obtenemos D: 2-4-1+D=0=D=3
Solucion: Tt 2x -2y +z+3 =0

IPPrxve|
b)d(P,r)= ——

[vel

Hallamos un punto y un vector de r: P(2,-1,1) v,(2,-2,1)
Hallamos PP, = (1,-3,2)

i ] Kk

PP, xv v v

PP xv,= |1 -3 2/=i+3j+4k =(134) = d(P,r) = PPoxve| _ Ji+9+16 _ V26 ~17u

2 -2 1 vl Vavar1i 3
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EJERCICIO 29

a) Calcula el valorde m para que los puntos  P(1, 2, -1), Q(0, -1, 2), R(3,1,-1) y S(m, 2, 1) sean
coplanarios, y escribe la ecuacién del plano que los contiene.

b) Obtén un punto simétrico de  A(1, -1, 1) respecto del plano anterior.

Solucion:
a) Escribimos la ecuacion del plano, T, que contiene a los puntos P(1, 2, -1), Q(0, -1,2) y R(3, 1, -1):
x=-1y-2 z+
P(1,2-1), PQ(-1,-3,3), PR(2 -10)=|-1 -3 3 |=0=>3(x-1)+6(y—2)+7(z+1)=0
2 -1 0
X+6y+7z-8=0
Hallamos el valor de m paraque S(m,2,1)0m:3m+12+7-8=0= m :_Tll

Xx=1+3A
b) (1) Obtenemos la recta, r, que pasa por A y es perpendiculara 1T r:<y =-1+6A

Zz=1+7A

14 (2) Buscamos el punto, B, de interseccionde r y T
: 31+3N)+6(-1+6A)+7(L+7N\)-8=0
L 4 _ 2 B(53 -35 61]

94rN=4 - A=—=— — —, =
: 94 47 47 47 47
$B (3) Si A'(x,y, z) eselsimétricode A respectode A’, B es el punto
n medio de AA: [XF1y-1z+1l) (53 ~35 61
2 2 2 47 47 47
; x+1_53 59
oA ——=— 5 X=—
2 47 47
y-1_-35 y_—23 Al 59 -23 75
2 47 47 47' 47 ' 47
z+1_61 _75
2 47 47

EJERCICIO 30 : Halla la ecuacion de la perpendicular comun a las rectas:

X ==1+A
x+1 _y-2_z-3
r: = = Siqy =-2+A
1 2 -1 y y
z=3+A
Solucién:

e Un punto genérico de r es R~(-1 +H, 2+ 21, 3-1).
* Unpuntogenéricode s es S(1+A,-2+A, 3+A).

Un vector genérico de origen en r y extremoen s es: %(A “LA-2u—-4, A+ p)
Este vector debe ser perpendiculara r ya s:

RS -d, =RS -(1,2,-1)=0 - 2\-6u-8=0 7
RS -d, =RS-(1,11)=0 - 3\-2u-4=0 n="8
7
Asi: R ‘15,‘_212]; g(23 710 25
777 777
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X = __15 —+ 3}\
7
Por tanto, las ecuaciones de la perpendicular comin son:P:<y =_72 -2\
z= 29 _ A
7
EJERCICIO 31 : Averigua las coordenadas del punto simétrico de P(3, 4, -1) respecto de la recta
3x+y -z=3
r: y calcula la distancia de P ar.
X -2y +z=0
Solucién:
(1) Hallamos la ecuacion del plano que pasa por P y es perpendicular ar:
i ]k
n=v, =83 1 -1=(-1-4-7)|(14,7) =>x+4y+72+D=0=3+16-7+D=0=>D=-12
1 -2 1

Tm:X+4y+7z2-12=0

(2) Resolvemos el sistema entre la recta y el plano (Para ello pasamos la recta a
" paramétricas:

6+a
X =
z=q 7
1 -2 110 1 -2 1|0 3+4a 3+4a
= =Y = =y =
3 1 -1|3 0 7 -4|3 7 7
6 + 8a 6+a z=a
X = -0 =
7 7
Y
6;0(+12+160(+70(—12:O:6+cx+12+16cx+49cx-84:O:>0(:66/66:1
Q(1,1,1)
(3) Sillamamos P ' (x,y, z) al simétrico de P, entonces Q es el punto medio de PP "
X+3
:1 — X:_l
2
y;4:1 - y=-2 P'(—l—2,3)

Z__lzj_ L 7z=3
2

» Ladistanciade P a r esigual ala distanciade P a Q:

dist (P, r):dist(P,Q):‘P_d‘:H—Z, -3, 2)|:\/4+9+4 =J17 =412

EJERCICIO 32 :
X=-1_y+2

Halla la ecuacion del plano que contiene ala recta r: 1

z .
=I y es perpendicular al plano

m2x+y+z-2=0.
b) Calcula el angulo que formanlarecta r yelplano m

Solucién:
a) Necesitamos un punto y dos vectores: P,(1,-2,0), v((3,-1,1), n{(2,1,1)
x-1 y+2 z

3 -1 =0=-2(x-1)—-(y+2)+5z2=0=-2x-y+5z=0

2 1
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b) sen (a) Vr - (3-11).(211) 6-1+1 _ 6

“Jvil Tin]  Ve+Le1ar11v1 6 V6B

o a=47°36' 29"

EJERCICIO 33 : Determina la posicion relativa de las rectas r y s, ycalcula la minima distancia

X =242\
X-6 +2 z+1
entreellas: r:qy=3 : =Y =
1 0 3
z=-1+6A
Solucioén:
a) Posicion relativa: Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema:
X=2+2A Xx=6+a 2 -1 4
r:dy=3 Siqy=-2 =|0 0 |-5| = Sistema Incompatible (Paralelas o se cruzan)
z=-1+6\ z=-1+30 \6 “310

- -

Hallamos los vectores directores: V (2,0,6) , V 4(1,0,3) = Proporcionales = Son paralelas.
|PrPsxvg|

b) Como son paralelas d(r,s) = d(P,,s) = el
S

P«(2,3,-1), P4(6,-2,-1), V (1,0,3) = P,Ps = (4,-5,0)

—_—

PrPs x VS‘ [(4-50)x (10, 3)| _|(-15-12,5)| _ 394

d(r,s) = = =6,28
09Ty 1L 0, 3)] J10 J10
EJERCICIO 34 : Elplano 1 2x +y +4z + 8 =0 corta a los ejes coordenados en tres puntos; A, By

C. Halla el area del tridangulo con vértices en esos tres puntos.

Solucion:

Obtenemos los puntos de corte del plano 1t con los ejes coordenados:
-Coneleje X: y=z=0 = x=-4 = Punto A(-4,0,0)
-Coneleje Y: x=z=0 = y=-8 = Punto B(0,-8,0)
-Coneleje Z: x=y=0 = z=-2 = Punto C(0,0,-2)
AB(4,-8,0); AC(4,0,-2)

Area:%‘ﬁ xﬁ‘:%me, 8, 32)|:%\/162 +87 +32? :% 1344 =~1833 U’

EJERCICIO 35 :
a) Escribe la ecuacion del plano, T que pasa por los puntos P (2,1,-1),Q(1,0,3) y R(-3,1,1).
b) Calcula el area del triAngulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano Tt con los ejes
coordenados.
Solucioén:
a) Necesitamos un punto P(2,1,-1) y dos vectores PQ(-1,-1,4), PR(-5,0,2)
Xx-2 y-1 z+
-1 -1 4 |=0=>-2(x-2)-18(y-1)-5(z+1)=0=-2x-18y-5z+17=0
-5 0 2
b) Hallamos los puntos de corte de [ con los ejes coordenados:

-Coneleje X - y=z=0 - x:% - Punto A(%,0,0]
y =1
18

-Coneleje Z - x=y=0 - z:% -~ Punto C(0,0,%j

AB(-12 17 o) ac[-LL o 17
218 2’5

—-Coneleje Y - x=z=0 - - Punto B(O,%,Oj
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— —‘ 1‘[289 289 289
2

Areazl‘ B x AC 289 ~15,08 U>

2 90 ' 10 ' 36

x=-2_y+3_z-1
-2 1

EJERCICIO 36lalla el punto simétrico de P (2, 15 )respecto alarecta r:

Solucién:

[1] Hallamos la ecuacion del plano, 1, que pasa por P y es perpendicularar :
X—2y+z+D=0 =-2-2+5+D=0=>D=-1=2x-2y+z-1=0

[2] Hallamos el punto, Q, de intersecciébnde r y Tt

X=2+A (2+2)-2(-3-2A)+(1+2)-1=0
2 -1 -1
r:iy=-3-2\ 2+A+6+4N+1+A-1=0 = Q|- & =
33" 3
z=1+A\ 6A+8=0 - A=—S="%
6 3

[3] El punto Q es el punto medio de PP', siendo P' el simétrico de P respectoa r:Si P'(x,Y, 2):

x-2_2 10

— —_=— 4, X==

2 3 3

yrtt_-1 -5 [ pfi0 25 717
2 3 3 3'3" 3
z+5 _-1 Lo 17

2 3 3

EJERCICIO 37 : Determina la posicion relativa de las rectas:

X=2-A
X+2 -1 _z-1 . . ,
r:qy=3+2\A y s: 3 =y1 = ; 'y halla la ecuacién de la perpendicular comun.
z==1+A
Solucién:
- Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema:
X=2-A x=-2+3a (-1 -3|-4) (-1 -3|-4) (-1 -3]| -4
r:<y=3+2\ y s:jy=l+a =|2 -1(-2|=|0 -7|-10|=|0 -7|-10
=14 z =1+ 20 1 -212) (0 -5/-2) (0 036

Rango A = 2 # Rango A’ =3 = Sistema incompatible = Se cruzan o son paralelas

- -

Hallamos los vectores directores: V,(-1,2,1)  V ¢(3,1,2) = No son proporcionales = SE CRUZAN
- Perpendicular comun:

Un punto genéricode r es P(2-A, 3+ 2\,-1 +A).

Un punto genéricode s es Ps (-2 +3a,1+a, 1+ 2aq)

El vector P,Ps= (-4 +3a + A, -2+ a - 2\, 2 + 20 - A) es perpendiculara v,y a v :

RS-d =0 - -6A+u+2=0

38 _62
83 83

RS-d, =0 - -A+14u-10=0

Asi: P &’ 325’ -45 . Ps 2, 145’ 207 - ?PS» —108, —180’ 252 I (3’ 5, _7)
83 83 83 83 83 83 83 83 83
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x=128 ;3\

83

. . . . 325
Por tanto, las ecuaciones de la perpendicular comin son:p:{y a3 +5\
2="2_7)

83

EJERCICIO 38 : Obtén el punto simétricode P (2, -1, 3) respectoalplano 1 3x+2y+z-5=0.

Solucién:
" [1] Hallamos la ecuacion de la recta, r, que pasa por P yes
' X=2+3\
perpendicular a Tt r:Jy =-1+2A
iQ z=3+A
[2] Obtenemos el punto, Q, de intersecciénde r y 1T
“ : 3@2+3N)+2(-1+N\)+(B+A)-5=0=>
: 6+OA-2+4A+3+4A-520 _ 14\ +2=0 - )\:—%:
ot 9 20
70717
[3] Sillamamos P ' al simétrico de P respecto de 1, Q es el punto medio de PP':P'(x,VY, 2)
x+2 11 8
- L X=—
2 7 7
y__lz—g N y:—E P’ §,—E'E
2 7 7 7 7 7
z+3_20 19
2 7 7

EJERCICIO 39 : Dados el punto P (3,1, -1) yelplano 1 3x-y-z=2, calcula:
a) La ecuacion de la recta que pasa por P yes perpendiculara Tt

b) El punto simétrico de P respectoa T

c¢) Ecuacion del plano que pasapor P yesparaleloa m

Solucion:
X =3+3\
a) r:qy =1-A
z=-1-A
b)

" [1] Apartado a)

[2] Hallamos el punto, Q, de interseccibnde r y 1T
. 3E+3N)-A-N-(-1-M)=2=9+9-1+A+1+A=2=
$0 1M=-7 - r=-l— Q(EE:‘]
] 11 11 11 11

[3]1Si P'(x,y, z) eselsimétricode P respectoa 1, Q es el punto
medio de PP"

o P
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y+1 18 25 P,[—g 25 3)

2 11 11 11' 1111
z-1_-4 —
2 11 11

¢) Un plano paraleloa 1 es delaforma 3x—-y—-z+D=0
ComopasaporP(3,1,-1) =9-1+1+D=0=D=-9=3x-y-2z-9=0

X-—az=2 -
EJERCICIO 40 : Dadas las rectas: r : y s: x-1_y+1_z
y-z=-3 2 b 1

calcula a y b para que sean ortogonales y coplanarias.

Solucion:
x=2+ak P (2, -3, 0); dv(a 1 1)

Escribimos la recta r en paramétricas:r:qy =-3+A
Ps (1 -1 0); dvs(2 b, 1)

zZ=A
- Para que sean ortogonales, hade ser: vy -vg=0 - 2a+b+1=0
-1 20
- Para que sean coplanarias: [?Pé, vr, Vs} =0 - |a 1 1|=-2a+b+3=0
2 b1
_1
Uniendo las dos condiciones anteriores, tenemos que: CaNgyL=0 } | 2
-2a+b+3=0 b=-2
EJERCICIO 41 : Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta
X=1+A
r:<y= -2\ 1y otro sobre s :X—_2 =y_+1 =z Calcula el area del cuadrado.
S =3 2 -4 =2
Solucion:

Vi :(l -2 —1) II'vs :(2, -4, —2). Por tanto las dos rectas son paralelas.

El lado del cuadrado es la distancia entre r y s.
. ‘ PPs x dvs‘ _|(-10,-4,-2)| 120 _ = _ladodel

| vs| Jar16+4 24 cuadrado
Por tanto, Area = (\/E)2 =542

dist (r, s): dist (Pr, s)

15

EJERCICIO 42 : Halla la ecuacion de larecta s que pasa por P(2, 0, 1) y corta perpendicularmente a

X—
larecta r:——=2——-==,
2

Solucién:

[1] Hallamos el plano, Tt perpendicular ar que pasapor P:2x—-y+2z2+D=0=4+2+D=0=D=-6

2Xx—-y+2z-6=0

[2] Hallamos el punto Q de interseccién entre ry 1t 2(2a + 2) — (-a+1) + 2(20) -6=0=>90-3=0=>

- 2,,.1,,2)_(822
a_1/3:>Q([3+2‘ 3”‘3] [3’3’3]
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Punto: P(2,0,1)

3] La recta pedida pasa por P
3] P P P ye= Vector:v:PQ:(g—z,g—o,g—lJ:[E,E,—EJH(Z,Z,—D
3 3 3 33 3
X=2+2\
Asiis:dy= +2A
z=1 -A

EJERCICIO 43 : Determina la ecuacion de un plano 1 paralelo al plano de ecuaciéon 2 x-y+z+4=0
y que dista 10 unidades del punto  P(2, 0, 1).

Solucion:
Un plano paraleloa 2x-y+z+4=0 esdelaforma:t2x-y+z+D=0
_|2-2+1+D]| 10

Tenemos que hallar D para que la distanciaa P sea 10 u: dist (P, n)
Vva+1+1

5+D=10J6 - D=10V6-5
|5+D|=10V6

-5-D=10J6 - D=-5-10/6
Hay dos planos:
2x -y +z+10/6 -5=0

2x -y +2-10/6 -5=0

EJERCICIO 44 :Halla la ecuacion de la proyeccion ortogonal, r', dela recta r : X

sobreelplano T Xx-y+z+2=0.

Solucién:

[1] Hallamos el puntode corte de larectaryelplanot (20 +1) - (-a) + (0 -2)+2=0=4a+1=0
o =-1/4 = P4(1/2, 1/4, -9/4)

[2] Hallamos otro punto cualquiera de r: a = 0 P,(1,0,-2)

X=1+A
[3] Calculamos la recta perpendicular a Tt que pase por r: s{y =-A
zZ=-2+A

[4] Hallamos el punto P, de interseccion entre la recta s y el plano 1t
@A+AN)-=(AN)+(-2+AN)+2=0=3A+1=0= A =-1/3 = P,(2/3,1/3,-7/3)

1
X=—=+2A
Punto : Pl(%,%,—%j 2
[5] La recta pedida es la que pasa por P,y P, =11 : =14y =1
Vector : PyP; N [l (21-1) 4
e 1) ,=-9_,
4





