SOLUCIONARIO

11 Integracion

1.

2.

4.

5a8.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Ejercicio resuelto.

Calcula el area de las regiones sombreadas.

a)

Y| f(x) = 3- 3x2 b) Y g(x) = senx
TN

i T~ X

0| 1 2

a) Lafuncion F(x)=3x-x> verifica F'(x)=f(x), por tanto, el area pedida es F(1)— F(-1)=2—(-2) =4 u?,

b) La funcién G(x)=—cosx verifica G'(x) = g(x), por tanto, el area pedida es G(r)—G(0)=1-(-1)=2 u?.

1
Halla el area del recinto limitado por el eje de abscisas, la curva y = — y las rectas verticales x =1, x=3
X

Y

'y

F(x)=Inx verifica F'(x) =l , por tanto, el area pedida es F(3)-F(1)=In3-In1=In3 u?.
X

X

Y

o O

X

Calcula el area de la zona limitada por la grafica de y = 4x°, el eje Xy las rectas x =0 y x =2.

F(x) = x* verifica F'(x) = 4x®, por tanto, el area pedida es F(2)—F(0)=16-0=16 u>.

Ejercicios resueltos.
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9. Halla las primitivas de las funciones siguientes.

a) f(x)=2x%-3x%+2x-1 c) f(x)=1—1+i—£ e) f(x)=3"—i g) f(x)=Yx —cosx
4 x  x? Jx
2 1 1 4 3cos x
b) f(x)=3x>+=x—— d) f(x)=-3¢* f(x)=5senx— h) f(x)= -
) f(x) 355 ) f(x) f) f(x) e ) f(x) T 2 5

x® 3x*

a) I(2x5—3x3+2x—1)dx=———+x -x+C
3 4
2
b) j(3x2+£x—1)dx=x3+x__i+c
3 2 3 2

c

~

2 -1 2
I(1—1+3—%jdx=I(1—1+3x’1—2x’2]dx=X——x+3ln|x|—2X—+C=X——x+3ln|x|+£+C
4 X X 4 8 -1 8 X

d) J' _3e"dx=-3e*+C

e

~

1
4 3 x? 3%
3"——d:I3"42d— 4Xc-2_ _gJx:cC
(Lo ( xe CE PR ST

X 1
2

f) I(Ssenx— 12]dx=—5cosx—arcsenx+c
1-x

4
1 3
9) I(i’/;—cosx)dx=‘[(x3 —cosx]dx=X——senx+C=%%/x74—senx+C

h) I( 4 Z—SCOSXde=4arctgx—3se
1+ x 5 5

10. Calcula las siguientes integrales indefinidas.

3
a) I(2x4—3x2+1)dx c) dex e) I(cosx—2X+x2)dx

b) J.(x3—%+«/;de d) ji‘/ﬁdx f) J-[\/:7—2$Xde

4 2 2x° 3
a) 2x" -3x“+1)dx =—-x"+x+C
5

1 N 4 3
b) J.(Xs—iz+x/;)dx=J‘[x3 —x‘2+x2jdx=X——X—+X—+C= LS 2\/3)(_ +C
X

" 4 13 4
2

s A

) J'\/; X +2deZI X 2 —x+2x7" dX:X__X_+2|n|x|+C:—L—X—+2|n|X|+C
2 12 o2
2
= 6
x 6 6 x"
bdx=>_+C=

d) J\/ dx = Ix b= qg+C= =5 +C

6

e) I(cosx—Z" +x2)dx =senx—1—
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11. Halla las primitivas de la funcién f(x)=5+tg? x +2cos x .

I(5+tgzx+2003x)dx=I(4+1+tgzx+2003x)dx=4x+tgx+23enx+C

12. Ejercicio resuelto.

13. Calcula las siguientes integrales indefinidas.

a) _[ t+1 c) _[(x2+1)2°5xdx e) I ¢ 4
V2 +2t+3 1+
Int)
b d j%dt I
RIS T RN
(¢ 2t
t+1 1 1(t°+2t+3 3
a) j I ot43)2. 2+t =~ T Lo rot+3+C
\/t2+2t+ (¢ ) 2 %
2s
b) 2e ds=lln(1+e23)+C
1+e 2 1+e 2

2 21
o) [ +1P8xax =3[0 e ipP2xax =2 ¢

=i(x2 +1?'+C
21 42

d) IcOSilnt) dt = Icos(lnt)'%dt =sen(Int)+C

e’ e’
e) I 5 ds:j 5ds =arctge® +C
1+e 1+(es)

f) I 2x dx=I 2X__ dx —arcsenx?+C
Vi-xt \/1_(,(2)2

14. Halla las primitivas de las funciones siguientes.

COS X

a) f(x)=senxcos*x b) f(x )_ c) f(x)=tg(3x+2) d) f(x)=cotgx
4 cos® x
a) Isenxcos xdx:—T+C
-2
b) ICOSX jsen xcosxdx =0 X, c-_ 12 +C
sen® -2 2sen” x
2 - 2
c) jtg(3x+2)dx=‘[m = I Ssen(Sx+ dx=—1ln|cos(3x+2)|+C
cos(3x +2) - 3J) cos( 3x+2 3

COos X

d) Icotgxdx:j-
senx

dx =In|senx|+C

15. Ejercicio interactivo.

16. Ejercicio resuelto.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Calcula las siguientes integrales definidas.

a) f1x(x2—1)dx b) J.;cosxdx c) J.03(2x4—3x+\/;)dx

0 [ sl a= [ (2 xjox=[ 5] (3-2)-(1-3)-0

;
b) .[cosxdx:[senx]:):sen1—sen0:sen1
0

5 2 3 5 2 3

d) f1(4ex ~X)dx

3
3 5 2 3
o | (2X4_3X+&)dx_[2i_~1+24x ] _[4_86_£+2_J27]_0_%+2@
0
0

1 27 2
d) J.(4ex—x)dx= 4 - X :(4e—1J—[4e’1—1J:4e—i:u
-1 2, 2 2 e e

Calcula el area encerrada por el eje X, la grafica de f(x) = x(x2 - 1) y las rectas verticales x=-1y x=1.

Al dibujar el recinto se observa que un trozo esté por debajo del eje X'y otro por encima. Y

Como la funcién es simétrica respecto del origen, ya que f(—x)=—f(x), el area pedida es:

0 0 4 27
2j x(x2—1)dx=2J. (X -x)ax=2| XX | _2. 0—(1—1j e
1 1 4 2], 4 2 2

Ejercicio interactivo.
Ejercicio resuelto.
Calcula el area encerrada entre las curvas f(x)= x> -4 y g(x)=2x-1.

Se calculan los puntos de corte de las funciones:
f(x)=g(x)=>x*-4=2x-1=x*-2x-3=0=>x=-1,x=3

En el intervalo [-1, 3] tenemos g(x) > f(x), por tanto, el area pedida es:

3
A= J.j(Q(X)—f(X))dX = js(—xz +2x+3)dx = {—%3+x2 +3x}1 = 9_(_2] _32

-1

-

S

Calcula el area de la region limitada por el eje Y, larectay =e ylacurva y =e*.

Y
Como la curva y =e* y larecta y =e se cortan si x=1, el recinto es el mostrado en la /
figura. Como en dicho recinto la recta esta por encima de la curva, el area pedida es:
! X X 1 2 1
A:jo(efe )dx:[exfe J0:07(71):1u -
. . 0
Calcula el area sombreada en la figura.
Y y=senx E| 2 A : dx = %_\/E 1u?
, Y =look x areaes _IO (cos x —senx)dx =[senx+cos x| =v2-1u
0 & X
4
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24. Calcula el area encerrada entre las curvas f(x)= x(x-1)(x-2)y g(x)=x(x-1).

Se calculan los puntos de corte de las funciones:

f(x)=g(x)= x(x-1)(x-2)=x(x-1) = x(x-1)(x-3)=0=>x=0,x=1x=3 Y

En el intervalo [0, 1]se cumple que f(x) > g(x), mientras que en [1, 3] g(x) > f(x), por tanto: \

A- I;(f(x)—g(x))dx+ f(g(x)—f(x))dx _ j(:(xs _ax?+ 3x)dx+J.3(_x3 +4x2~3x)dx =

1

—T
T —

x* 4x® 3x21 x* 4x® 3x? ’ 5 8 37 , 1 X
=t +| = :—+§—12 .

4 3 2 4 3 2 12

25. En cada caso, calcula el espacio neto recorrido por el mévil cuya velocidad se proporciona, en el intervalo
de tiempo considerado.

a) v(t)=t>-5t+6 (ms')en te[1, 3] (s)
b) v(t)=19,6-9,8t (ms')en te[0, 3] (s)

c) v(t)=2cost (ms')en te[0, 2n] (s)

El espacio neto es igual al &rea encerrada entre la funcién velocidad y el eje X en el intervalo considerado.

a) La funcién corta al eje X si v(t)=0=1>*-5t+6=0=1t=2,t=3, y ambos valores Y
pertenecen al intervalo [1, 3]. Como v({)>0 si 1<t<2 y v(t)<0 si 2<t<3, el
espacio neto recorrido es: 1 \
) 3 3 2 2 3 5 3 0 1 X
e:J' (t2—5t+6)dt—J' (2-5t+6)at=| = gr| | L 5L g =§—(—1]=1 m
1 2 3 2 , L3 2 , 6 6
b) La funcion corta al eje X si v({)=0=19,6-9,8t=0=1t=2, que pertenece al
intervalo [0, 3]. Como v(t)>0 si 0<t<2 y v(t)<0 si 2<t<3, el espacio neto
recorrido es:
2 3 272 PR 5
e:I (19,6—9,8t)dt—j (19.6-9,8t)dt =| 19,6t~ 221" | _| 19,6t 28| _ o %
0 2 2 0 2 )
=19,6-(-4,9)=24,5m.
c) La funcién corta al eje X si v(t)=0= cost =0, cuyas soluciones en el intervalo [0, 27:] son Y]
t=" yt= 3—” El espacio neto recorrido es 4 veces el area encerrada por la funcién y el eje X |/*
2 2 0 T X
en el intervalo {0, g} es decir: e=4|22costdt = 4[23ent]; =8m.
0

26 a 33. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS
Area bajo una curva. Teorema fundamental del calculo

34.

35.

36.

Calcula el area de las siguientes regiones.

a) | b) Y j‘ ! c) Yl
/ -
Jy=¢* . 1+ x° y=x(1-x)
4 L ~——
L— 0 1 X 0 1 X
0| 1 X

a) La funcién F(x)=e* verifica F'(x)=f(x), por tanto, el area pedida es F(1)-F(0)=e -1 u.

2

b) La funcién F(x)=arctgx verifica F'(x)=f(x), por tanto, el area pedida es F(O)—F(—1)=O—(—§j= u-.

T
4

2 3
c) La funcion F(x) :X?—X? verifica F'(x)=f(x), por tanto, el area pedida es F(1)—F(0) = [%7%}0 :% u.

Calcula el area de la region limitada por el eje de abscisas, el eje de ordenadas, la curva y=4x*+1 y la

recta x =1. v
La funcion F(x)=x*+x verifica F'(x)=f(x), por tanto, el 4&rea pedida es /
F(1)-F(0)=2-0=2 u”. EEEN.

/ 0 1X

Obtén la funcion F(x):[0,5] > R, tal que F(x) mida el area de la regién limitada por la grafica de

f(x)={_2x+4 s'i OSXSZ,
xX-2 si 2<x<5

distinguir entre 0 <x <2 y 2 <x< 5. Calcula también la derivada de la funcion F(x).

el eje horizontal y la vertical que pasa por el punto de abscisax. Debes

Y

Si0 < x <2, laforma mas comoda de calcular el valor F(x) es restar areas de triangulos:

4
1

F(x)= 47%(27x)(72x+4) =4-(2-x)?

0| 1 X

Si2 < x <5, se obtiene F(x) sumando areas de triangulos: F(x) = 4 +%(x72)(x72) =4 +%(x72)2

2(2-x) si 0<x<2

X—-2 si 2<x<5

4-(2-xy si 0<x<2
{ , ademas F'(27)=F'(2")=0,

De este modo: F(x)= (x—2)? = F'(x)=
4+—2 si 2<x<5

— i <x< — i <x<
por tanto: F'(x) = 22-x) S! 0<x=<2 = 2x+4 S,I O<x=<2 =f(x)como afirma el teorema fundamental del
x-2 si 2<x<5 [x-2 si 2<x<5

calculo.

Primitiva. Integral indefinida

37.

Halla la funcién cuya derivada es la constante k =5, y corta al eje de ordenadas en el punto y =3.

La funciéon buscada, F(x), es una primitiva de f(x)=5, es decir, F(x):J-de =5x+C. Como, ademéds, debe

cortar al eje de ordenadas en y =3, obtenemos C=3 = F(x)=5x+3.
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38.

39.

40.

41.

Halla la funcion cuadratica tal que su derivada es la recta y= 4x+ 5 y pasa por el punto (-1, 3).

La funcién buscada, F(x), es una primitiva de f(x)=4x+5, es decir, F(x)= J‘(4x+5)dx =2x%?+5x+C. Como,

ademas, ha de pasar por el punto (-1, 3), obtenemos: F(-1)=3=2-5+C=3=C =6 = F(x)=2x*>+5x+6.

Calcula una funcién f que pase por el origen y cuya derivada sea f'(x) = Ix +2xVx .

1 3 2 3 4 5
La funcién fes una primitiva de f'(x), es decir, f(x) = J(x/;+2x\/;)dx = J{x"’ +2x2de = §x2 +§XZ +C=
:g\/XT+%\/X>5+C . Como, debe pasar por el origen: f(0)=0= C =0 = f(x) :gx/x>3+%\/x>5

La derivada del producto dice que si F(x)=f(x)g(x)entonces F'(x)=f'(x)g(x)+f(x)g’'(x). Basandose en
esto, se puede calcular la siguiente integral:

J‘(Zxcosx—xzsenx) dx = x>cosx+C

ya que, en este caso, f(x) = x?y g(x) =cos xy la integral es el producto F(x) = f(x)g(x).

Siguiendo el resultado anterior, identifica las funciones f(x) y g(x) en los siguientes casos y calcula estas
integrales:

a) I(erx + xze") dx c) J‘[%In X+ gj dx e) I(e"senx +e*cos x) dx
X
b) J‘(1 +Inx) dx d) J-[Se; X +(Inx)cos xj ax f) J‘(e"senxfexc 0s x) dx

a) f(x)=x’yg(x)=e*= J(2xex + xzex) dx = J‘(xzex)’ dx = x*¢* +C.

b) J.(1+Inx) dx:J.[x-%H-ln xj dx:I(f'(x)g(x)Jrf(x)g’(x)) dx con f(x)=xy g(x)=Inx, por tanto, tenemos

.[(1+Inx) dx=xInx+C.

c) f(x)—\/;yg(x)—lnx:J‘(zj/;lnx+g] dx:.[(&lnx)’dx:x/;lnx+c

sen x
X

d) f(x)=Inx yg(x):senx:J-( +(Inx)cosxj dx:J.(Inx-senx)' dx=Inx-senx+C

e) f(x)=e*yg(x)=senx= I(exsenx +e*cos x) dx = J-(exsenx)' dx = e*senx+C

f) I(exsenx—excos x) dx = J(—e"cosx+ e*sen x) dx = J-(f’(x)g(x)+f(x)g'(x)) dx con f(x)=e*yg(x)=-cosx,
por tanto, tenemos I(e"senx—excos x) dx =-e*cosx+C.

Calcula la funcion que tiene por derivada f'(x) = x +1 y corta a la bisectriz del primer cuadrante en el punto
de abscisa -2.

2 2
f(x):%+x+C, ademas f(-2)=-2, portanto:2—2+C=—2:>C:—2:f(x)=f(x):%+x—2.

Unidad 11] Integracion S



SOLUCIONARIO

42.

Halla dos funciones que tengan por derivada f'(x)=3x%+4x+2 de tal forma que cada una de ellas pase

por una de las intersecciones de la curva y = x?+1 con larecta y = x + 3.

Las funciones buscadas son primitivas de f'(x), es decir, son de la forma f(x)= x> +2x? +2x+C .

Los puntos de interseccién de y = x> +1 con y=x+3sonx’+1=x+3=>x=-1x=2= P(-1,2)y R(2 5)

Las funciones son: f,(-1)=2=C =3 = f(x)= x> +2x* +2x+3 y £,(2)=5=C=-15=f,(x) = x* + 2x* + 2x -15

Primitivas inmediatas

43.

Identifica cada una de las primitivas siguientes con una de la tabla de primitivas inmediatas y a

continuacion, resuélvelas.

. 6x
a 3x3—2x% + x—1) dx e Jx6+4x2+4x 6x%+3)dx i I—dx
) I( ) ) ( )( ) ) 9x* +12x% +5
2
b) '[ X——5x+— dx f) J- X - dx i Ix34x5 dx
3 1+ x

c) J.(%+2de g) J. -5x° +3 k) J.\/%dx
+Xx
d) j(sx—S)zdx h) J'X +2x° - 1) J'x(x2—1+3/ﬁ)dx

4 3 2
a) Tipo 1: I(3x3—2x2+x—1)dx:3i—zi+x—_x+c
4 3 2
2 3 2
b) Tipo 1: _[ X gyl gy X 5X 2x o
3 5 9 2 5

c) Tipos 1y 2: j(l+2j dx =In|x|+2x+C
X

(3x-5)° e (3x-5)°

l = +C
3 3 9

d) Tipo 1: J'3x 5)2 :—I33x 5) dx =

e) Tipo 1: I(xs +4x? +4x)(6x2 +3) dx = I(GXB +3x% +24x* +24x3 +12x% + 12x) dx =

9 7 5
_2X X 2 ekt 14X 6x24C
3 7 5

f) Tipog:j X4 dx=j.
1+ x

» 3
g) Tipos 1y 2: dex:I(x2—5x+§j dx:X——%+3ln|x|+C
X

1 2,[ :%arctg( ) +C
+

3
3 2 E 1
4 2 _ 2 2 1
h) Tipo 1: IX +2x 1 :—Ix2 dx+J-x2 dx——J.x 2 ax =>4 2x —X2+C=l\/X79+E\/X75—\/;+C
f 9 5 9 5
i) Tipo9: I dx:j 6x 2dx:arctg(3x2+2)+C
9x* +12x2+5 1+(3x2+2)
17 / 54
i) Tlpo1J.3‘\1/7dx J-x“dx—21x4 o4 4X21 +C
1
k) Tipo1:J.\/7 J-(1+x ) 2xdx——J. 1+x 22xdx (1+x )2 +C=V1+x*>+C
1+ x2
4 2 1
1) Tipo 1: jx(XZ—1+V3x2—1)dx:I(x3—x+xV3x2—1)dx:%—%+%j2x(x2—1)3dx:
4 2 4 4 2 a3f,2 a4
:XT_X_+3(X2_1)3+C:XT_X_+%+C
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44. Para cada una de las primitivas siguientes, identificalas con una de la tabla de primitivas inmediatas y

resuélvelas.
a) Isen2x dx e) Jcos3 xsenx dx i) I tg°x
cos? x
sen2x
b) I(senx+ 2 jdx f) J‘x25"3‘1 dx i I
1+ x2 1+sen? x
c) Itg(3x) dx ) j./sen(a+2n) cosa do k) I e {le?* +
CoSs X COoS X
d) J‘xe"2 dx h) j 1) I
1+sen? x 3sen* x

a) Tipo 5: Isen2x dx = %J'ZsenZX dx = —%cost+C

b) Suma de primitivas de tipo 5y 9: J(senx+ 5 ) dx =—cosx +2arctgx+C

1+ x

sen(3x) .~ 1 -3sen(3x)

=—— lIn|cos(3x)| +C
cos(3x) 3 cos(3x) 3

c) Tipo 2: Itg(3x) dx:I

d) Tipo 3: Ixe"z dx=%j2xe"2 dx =%e"2 o

4
e) Tipo 1: J.cos3xsenx dx=—jcos3x(—senx) dx=—cof1r Xic
3 1 3 5X371
f) Tipo 4: IXZSX - dx:—J3x25" Tdx = +C
3 3In5

3
1 2 Jsen®
g) Tipo 1: I./sen(u+2n)cosa da=jsen2a-cosa do = 288N o 2VsenTa g

3 3

h) Tipo 9 J—dx=arctg(senx)+C

1+ sen’x

tg*x

dx = +C

3
i) Tipo1:j‘ tgzx dx:Itgsx- 12
cos? x cos? x

sen2x = J' 2sen X cos X

2

dx = In|1 +sen2x| +C
1+sen“x

j) Tipo 2: J.—
UL 1+ sen’x

| o

1 7(e® +1)7
k) Tipo 1: J' RS (RE 1dx=lj'(e2x+1)7262x dx=u+C=L7(ezx+1)8+C=
2 16 16
. cos x 1 ) senx 1
)] Tlp01ij ] dx=—Isen XCcosXx dx =— +C=- 3 +C
3sen”x 3 9 9sen°x
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Integral definida. Regla de Barrow

45. Determina la funcion definida en todo R por f(x) = ax? + bx + ¢ , sabiendo que presenta un minimo relativo

46.

47.

0
en el punto (2, -4) y queI f(x)dx =45 .
-3

ax®  bx?

0
0
Sesabeque:f(2):—4:4a+2b+c:—4,f'(2):034a+b:0yI f(x)dx—45:{7+7+cx} =45=>
-3
-3

:>—(—9a+%—3cj=45:>6a—3b+20=30.

Se resuelve el sistema:

4a+2bro=-4 19 76 24 19 , 76 24
4a+b=0 Dazﬁ, =—H,C:H:f(x)=ﬁxz—ﬁx+ﬁ
6a—3b+2c = 30

T
¢Cuanto debe valer el parametro a en la funcion f(x) = x —asen x si se sabe queI f(x)dx=0.
0

. 2 n 2 2 2 2
Jf(x)dx:{%+acosx} =[n——aj—a=%—23,portanto,tenemos: %—Za:O:a:%.

Calcula las siguientes integrales definidas.

3 — 3n 1
a) J. 31 i c) J cos 2 db e) .[x(1+x2)20 dx
1 Jx 0 2 0
2 z 2
b) J.e””' du d) I:secttgtdt f) J.(1+x2)x/;dx
0 - 0
6

a) J.13 31(/;_1 dx=f[3x;—x_21] dx=[2¢x7—2&]j =(6\/§—2\/§)—(2_2):4\/§

b) J.:eu+3 du :|:eu+3j|§ :e5_93

3n 3n 3n
c) I cosédb:2j lcosedb:Z[senR} :2[sen3—nfsen0j:—2
0 2 0o 2 2 2 2

0

T

d) J-Esecttgtdtsz‘ffsentcothdt:
A s cost ]z cosg cosg V3 V3 3

{ 1 F‘ 1 1, 2 2B3-2 6-283

|
1 1 2)?! 21

e) Jx(1+x2)20 dx:lJ- 2x(14 x2)° dx:l (1+x%) _2 1
0 2Jo 2 21

0

R R e

3 7 21

7
48. Si f' es continuay f(1) =2, ¢cual es el valor de f(7) sabiendo que I f'(x)dx=3?
1

rf'(x)dx =f(7)-f(1)=f(7)-2, por tanto: f(7)-2=3=f(7)=5
1
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2
49. Si f(x)= x+[1-x|, halla el valor de:j f(x)dx
-2

, por tanto, se tiene:

ﬂﬂ:{

X+1-x si x<1_ 1 si x<1
x—=1+x si x>1 |2x-1 si x>1

2
1

Iiﬂxﬂx:I;uk+I (2x-t)ax =[x], + [ ~x] =[1-(-2]+[(4-2)-(1-1)] =5

50. Calcula:

a) rn|sen x| dx b) I(x“ +4x? +4x)(4x2 +5)dx

2n n
a) I |sen x| dx:3I senxdx =3[-cosx]; =3(1-(-1)) =6
- 0

7 5 3
b) j(x“ +4x2 +4x)(4x2 +5)dx = I(4x6 +21x* +16x% +20x2 +20x)dx = 4%+ 215X 1axt+ 29X okt c
51. Sila grafica de f(x) es la de la figura:
Y
~T
o[ 1 X

6
¢ Cual de los siguientes nimeros es la mejor aproximacion paraj f(x)dx ?
1

a) —24 b) 9 c) 26 d) 38

La integral coincide con el area de la figura sombreada.

Y

° N
0| 1 X

Como cada cugdrito de la cuadricula 2representa 20 y hay 10 cuadritos entezros y 5 trozos no enteros,el area
supera las 20 u” pero es inferior a 30 u®, por lo que la respuesta correcta es 26 u”.
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Aplicaciones de la integral

52.

*Calcula el area limitada por cada grupo de curvas.

a)

b)

a)

b)

c)

d)

e)

y=5x—-x2 c) y=—x2+2x+1 e) y=senx

y=x Y- y = x(x-x)(x-2x)
y=|x| d) y=Vx y:% f) y=x+3 y=-3x
y=2-x2 y=0 x=2 y=x2-2x-1

Puntos de corte: 5x—x>=x=x*-4x=0=>x=0, x=4

4 4 3
A:I (5x—x2—x)dx:f (4x—x2)dx: 22 X | _g3p 8432 2
0 0 3] 3 3

Por simetria, podemos calcular el &rea del recinto con x >0 y multiplicarla por 2.

-

1 X
Puntos de corte: Si x>0 = x=2-x>=>x>+x-2=0=x=1 M
/
1 3 27 c
A:ZI (2-x% -x)dx =2 2x- XX :2(2—1—1J:1 u? '
0 3 2 0 3 2) 3 \
0 1 X
Puntos de corte: —x?> +2x+1=-2= -x?>+2x+3=0=>x=-1 x=3 Y
4
3 3 s ? 32 '
A:I —x?+2x+1-(-2 dx:I X2 42x+3)dx=| X1 x?13x| =22 2 X
K (2))ox=[| o | et v3x] -5 o
Puntos de corte en el intervalo [0, 2]: Jx = 1 =x=1 Y
X ., _—
1 2 1
Azj.x/;dx+'[ ldx:[gx/x?} +[In|x|]2=3+ln2 u?, Y
0 1 X 3 o "B
\
Las curvas se cortansi x=0, x =n 0 x =2n, delimitando dos recintos de igual area. Y
n 4 T 4 -
A:ZI (x3—3nx2+2n2x—senx)dx:2 X e icosx| = —4 2 -
0 4 A 2 X
Como se observa en la figura, las curvas delimitan varios recintos, pero solo uno de ellos \/
esta limitado por las graficas de las tres curvas, el triangulo mixtilineo ABC, que se divide a
su vez en dos recintos, el triangulo ABD y el triangulo mixtilineo BCD.
Las abscisas de estos puntos son:
A: x+3:73x:4x:73:x:7§B: Bx=x2-2x-1=x>+x-1=0= x = ~1++5 y
4 2 C,
C: x+3=x*-2x-1=x*>-3x-4=0=>x=4 /
15 4 I'I) /
A :I 32 (x+3-(-3x)) dx+'|‘71+£(x+3_(x2 _2x—1)) dx = |
4 2 \
145 . 15 3 ) 4 \\
-[,% (4x+3)d 2 3x+4) dx =[2x% +3x] ;2 X3 = k X
_,[j ( X+ ) x+J‘_1+£(—x +3x+ ) x_[ X<+ x]_i + —?+T+ X,H@_ .
2 4 2 B
(345 [ 9)) (56 11+11/5)_489-10V5 ,
o2 8 3 12 24
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53. Calcula el area de las regiones numeradas de 1 a 6 en el siguiente dibujo.

Y /
/
y=8-x
\ /
\ /
3 _1.,
2 / 712
\ Ny
\\ //
N 5 // 4
L | L~
0
y=sxt1
1 J7-1 M2 37 2 3 V71
Regién1:j(x+1—lx2)dx+j (3 x—x szx Xoox X gl XX =
0 2 1 2 | 2 6 |, 2 6

3 3

(g@[Ml]@ P =184 2

1 1
Regién 2: I [3—X—(X+1):|dX=J. (2—2x)dx:[2x—x2:|:J =1-0=10
0 0

1

71 13 G [x2 3
Region 3: I |:x+1—(3—x)]dx+I (x+1—lx ]dx [x —2x:|\/7 XX
1 71 2

u? =0,81u?
3

3V3+4 20-5V7) 3J3+5V7-16
(11 N (1)) ( J 8

3

Region 4: I —x dx+'[ﬁ_1(3—x)orx={’gr_1 +[3X_X72L-1 =[@—o]+@—(4ﬁ _7)j=

_47- (134f 166 2

2 370

0
Regién 5: {x+1—lx2]dx= Xox-X| -o- ( f) ﬁ——u ~0,4 U2
1—«/5 2 2 6 1_\/5 3

0

Region 6: I1;ﬁ(x+1)dx+f1oﬁ%x2 dx = {%2+ XT_JE J{%Sl_@ = (—2«/§+3—[—%D+[0—(§—\/§D =

=%—\/§ u?=0,1u?
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54. Halla el numero a para el que la recta x=a divida en dos partes de igual area la region limitada por el eje X, la

1
curva y = = y las rectas x=1y x=4.

a1 4 1 V \ i
Se quiere calcular a para que J. —zdx=I —dx, con lo que: [ !
1 X a X 1 i
a 1 “ 1 17 717 1 1.1 _2 5 8 7/ .
ITdX:j —SdX=|-=| =|——| D——+l=——t+—=> —=—Da=— 0 ; X
1 X a X X X, a 4 a a 4 5 L T A

55. Halla el nUmero b para el que la recta y =b divida en dos partes de igual area a la regién del problema
anterior.

4 4
El area en cuestion es J. izdx = [—l] = —%+1 =% u®, por tanto, hay queencontrar btal
1 X X |

que larecta y = b divida la regién en dos subregiones de area % u?.

-

(s

Subregiéon superior: El area de esta subregion se puede calcular restandole a 5
1 1

1 .
J.Jzizdx = [—l}ﬁ =—Vb +1 el area de un rectangulo de base L—‘I y altura b.
10X X

1 D

==l
I

1 - 1 b:§:>2x/3=b+§:>4b:b2+£b+2—5:>b2—ﬂb+2—5:0, de donde se obtienen dos
Jb 8 8 4" 64 4" 64
soluciones, de las que solo tiene sentido b = m =0,15.
Sintesis

56. Considera las tres graficas de la figura. Si la grafica A es la de cierta funcion f, ;cual de las otras dos es la
grafica de una primitiva de f ?

Y| A
B
o\ 1 X
/ C

La grafica de la primitiva de f es C, porque cuando esta funcion crece, f es positiva y cuando decrece, f es
negativa.

57. Las graficas |, Il y lll corresponden, no necesariamente por este orden a las de una funcién f derivable, su
funcion derivada f'y una primitiva F de f. Identifica cada grafica justificando tu eleccion.

| Y| [} Y ] Y|

j1 - /\ 11 | /‘\

t ' 0 X
A& / o x \_//
Cuando la Ill crece la Il es positiva y cuando Ill decrece, la Il es negativa. Cuando la Il crece la | es positiva y
cuando Il decrece, la | es negativa.Es decir, Feslalll, feslally f' eslal.
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58. De una funcién f:[-1,1] > R se sabe que para cada x de dicho intervalo se cumple que |f(x)| <1+ x%. De

1
los nimeros -3; -2; -1; 2,5; 2,75, ¢ cuales pueden ser el valor de la integralj f(x)dx ?
-

Del enunciado, —(1+x2) < f(x)s’l+x2 si —1< x <1, es decir, la grafica de f presenta una ‘\ Y I
situacion como la de la figura. BR |
\ 1
1 3T 4 [ 4) 8 1 8 |
Como J- 1+ x% ) dx = x+x— =——(——]=— J- —(1+x?)dx=-=, el valor de la
1) {313 3)73 v )X 3 | X
1
integral j f(x)dx debe estar entre estos nimeros, asi, el valor de la integral puede ser-2; /
-1
-102,5.
a 1
59. Calcula el valor de a para que se cumpla: I 3x% dx = ZI 3x% dx
0 a
a2 T2 372 37 3 3 3 2
J. 3x dx:2] 3x dx:>[x J =2[x J =a =2(1—a ):Sa =2=a=3—
0 a 0 a 3
60. Calcula el area encerrada por las curvas de la figura.
Y /
7~ Las curvas se cortan si:
[N /
/ 2 \)(/ / 2x—-1=x>-2x?>-3x+5= x> -2x?> -5x+6=0=>x=-2, x=1, x=3.
[ o1~ X' El area pedida es:
//
y=2x-1 ! 3 _oy2 A _ ® N —(x3-2x% — =
y=xi-2¢-3x+5 J:Z[(x 2x 3x+5) (2x 1)} dx+J.1 [(2x 1) (x 2x 3x+5)] dx =

1 8 x* 2x® 5Bx? 1 x* 2x® 5x? ¥
=I (x3—2x2—5x+6)dx+j —(x3—2x2—5x+6)dx= L 22 Y7 i6x| | -2 46x| =

P 1 4 3 2 L L4 3 2
_(37,38) (9 _37)_253 o,

12 3 4 12 12

1 2 4
61. Supodn que fes una funcién continua y quej f(x)dx =2, I f(x)dx =1y I f(x)dx=T7.
0 0 2

1

a) Calcula J.4f(x)dx, jzf(x) dx y rf(x) dax .
0 1 1

b) Explica por qué f debe ser negativa en algun punto del intervalo [0, 2].

c) Explica por qué f(x)> 3,5 para al menos un valor del intervalo [2, 4].

a) .[04 F(x) dx = J': £(x) dx+L4 f(x)dx =8 _[12 F(x) dx = I: F(x) dx—ﬂ F(x) dx = 1

.[14 F(x) dx = I: £(x) dx—.[: F(x) dx = 6

b) Se prueba que f debe ser negativa en algun punto del intervalo [1, 2], de donde, en particular, se deduce lo que

2
pide el enunciado. Si fuera f(x)>0 en[1, 2], J. f(x) dx >0, en contradiccién con el apartado anterior.
1

4
c) Sifuera f(x)< 3,5 para todos los puntos del intervalo [2, 4]: j f(x)dx <2-3,5=7, en contradiccion con el
2

enunciado.
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62.

63.

La figura siguiente representa la grafica de una funcién f:[0,7] > R.

Y|
X
Sea F:[0,7] > R la funcién definida por F(x) =I f(t) dt.
0
f
a) Calcula F(4)y F(7). 1
b) Dibuja la gréafica de F(x) explicando como lo haces. 0 1 X

a) Como F es positiva entre 0 y 4, F(4) es el &rea comprendida entre la funcion fy el eje X, desde x =0 hasta
x =4 . Como esta region es un rectangulo de 4 u? de area, F(4)=4.

Para calcular F(7) hay que tener en cuenta que entre 0 y 7 la funcién f tiene tramos negativos, determinando
con el eje X regiones cuyas areas habra que restar. En concreto, F(7) sera el area de un rectangulo de base 4
y altura 1, mas el area de un triangulo de base 1 y altura 1, menos el area de un triangulo de base 1y altura 1,

menos el area de un cuadrado de lado 1, es decir, F(7)=4 +%—%—1 =3.

1 si 0<x<4
b) Comof(x)=45-x si 4<x<6, para calcular F(x) se integraf a medida que x va recorriendo el intervalo [0,
-1 si 6<x<7

7] teniendo en cuenta los cambios que sedanen x=4y x=6.
X X

Sio<x<4, F(x):J‘ 10t =[]} = x
0

4 x £2 X X2 X2
Si4<x<6, F(x):j 1dt+J' (5-t)dt=4+|5t-2 | —a15x-% _12- X 558
0 4 2], 2 2

4 6 X
Si6<x£7,F(x):J. 1dt+J. (5—t)dt+J' At =4+ 0[] =4-x+6=-x+10
0 4 6

Y
X si 0<x<4
X2
Asi, F(x)= —7+5x—8 si 4<x<6 .
1
-x+10 si 6<x<7 ol 1 X

Sic=ra y d=rb, ¢qué area es mayor, A o B?

b
A= ldx:[lnx]: =Inb—|na=|n(£]
a X a

Y A v e

Las areas son iguales.

CUESTIONES

64.

Un estudiante, aunque no sabe obtener la derivada del cociente, dice que las funciones f(x)=

2x+2 . . . . .
g(x)= 2):”_1 son primitivas de la misma funcion. Si el profesor dice que esta en lo correcto, cémo ha

razonado el alumno?

2x +1 y

2x+2  2x+1 N 1
2x+1  2x+1 2x+1
efectivamente, fy g son primitivas de la misma funcién.

El estudiante ha observado que g(x)= =1+f(x), por lo que, f'(x)=g'(x), es decir,
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b
65. Justifica que sif(a) > 0y fes creciente en [a, b], entoncesI f(x)dx > f(a)(b—a).
a

Como f(a) es positiva y f es crecienteen [a, b], se deduce que f es positiva en todo el intervalo | Y

b
[a, b], por lo que J. f(x)dx es el area de la figura bajo dicha curva.
a

Por otra parte, f(a)(b—a) es el area del rectangulo marcado en la figura, cuya area es

claramente menor, o igual si la funcion fuera constante en [a, b], que la integral definida, 5] X
yaque la funcion f es creciente.

66. Razona si es cierto o no que si f es una funcion continua no negativa en [1, 5] yf(3)>0,

5
entoncesI f(x)dx >0.
1

5
Obviamente, al ser f no negativa en [1, 5] se tiene J. f(x)dx >0.
1

Para ver que la desigualdad es estricta observemos que, al ser f(3)>0 y fcontinua, existe un intervalo

5 3+r
[3-r,3+r] en el que fes positiva, por ello, tenemos j f(x)dx > J. f(x)dx>0.
1 3-r

3
67. Sea funa funcién continua en el intervalo [-1, 3] y g(x) =f(x)+1. Sij f(t) dt =7, ¢cual ha de ser el valor
-1

3
deI g(u)du ?
-1

3 3 3 3
J'g(u)du:J' (f(u)+1)du:J' f(u)du+J. 1du=T7+4=11
- -

-1 -1

1 2
68. Si I f(x)dx =2 yj f(x)dx =1, entonces ¢habra algin punto en el intervalo [1, 2] en el que f deba ser
0 0

negativa?

En efecto, debe haber algun punto en el intervalo [1, 2] en el que f es negativa, ya que en caso contrario seria

2 2 2 1
j f(x)dx >0, en contradicciéon con que.[ f(x)dx =j f(x)dx—.[ f(x)dx=-1.
1 1 0 0

b c b
69. Si I f(x)dx >0 y c es un nimero de [a, b], ¢sera entoncesj f(x)dx <I f(x)dx ?
a a a

No es obligatoriamente cierto. Basta considerar funciones que sean positivas en un tramo y negativas en el
siguiente, como la funcién seno:

3n 3
™ — P
J. senxdx = [—cosx]g =2y, en cambio, I 2 senxdx = [-cosx]2 =1.
0 0

1 1
70. ¢Sera cierto que sijf(x)dx =Ig(x)dx , entoncesj f(x)dx :I g(x)dx ?
0 0

Si jf(x)dx = Ig(x)dx, el conjunto de primitivas de f coincide con el conjunto de primitivas de g, por tanto, si F es

1 1
una primitiva de f, también lo es de g, con lo que, efectivamente, .[ f(x)dx =j g(x)dx =F(1)-F(0).
0 0
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71. Si f y g son funciones que admiten derivada segunda y f(x)< g(x)para todo x, ;cual o cuales de las
siguientes afirmaciones tiene que ser verdadera?

72.

)}

Las afirmaciones | y Il son falsas como muestran las gréaficas de las funciones fy g, que
cumplen que f(x)<g(x), pero, en cambio, f'(a)>g'(b) y f"(a)>0yg"(b)<0, con lo
quef’(a)>g"(b).

La afirmacién Ill es verdadera pues f(x)<g(x)= f(x)—g(x)<0 para todo x, con lo que

1 1 1
J' (f—g)(x)dx <0 = j F(x)dx < I g(x)dx .
0 0 0

f'(x) < g'(x) para todo x ) f'(x)<g"(x) paratodo x 1)} J‘1f(x)dx Srg(x)dx
0 0

¢Son verdaderas o falsas estas afirmaciones?

a)

b)

c)

d)

e)

a)

b)

d)

e)

a a
Si f es continua y par, entonces: I f(x)dx =2 I f(x)dx
-a 0
7
Si f’ es continua, entonces:j f'(x) dx =f(7)—f(0)
0

4
I xsenx dx =2x
0

1 ) . T,
L(ax +bx+c)dx72 J.O(ax +c)dx

El area de la region encerrada por la curva f(x) = x(x—-1)(x—-3) y el eje horizontal se mide con:

rx(x-n(x-s)dx

0

El 4rea encerrada por la curva f(x)=x*—1, el eje de abscisas y las rectas x=0 y x =3 es 6.

0 a a 0 a a
Si f es par, entonces I f(x)dx:J. f(x)dx, por lo que J. f(x) dx:J‘ f(x)dx+j f(x)dx:ZI f(x)dx y la
_a 0 -a -a 0 0

afirmacion es verdadera.

0 a a
Observemos que si f es impar, tenemos J‘ f(x)dx = —j f(x)dx , de donde deducimos que j f(x)dx=0.
-a 0 -a

7
Al ser f' continua, aplicando la regla de Barrow tenemos j f'(x) dx =f(7)-f(0), la afirmacion es verdadera.
0

T

Falsa, pues J xsenxdx es un nimero.
0

.[11(ax2+bx+c) dx:j

11(ax2 + c) dx+.[11bx dx. Al ser f(x)=ax*+c par yg(x)=bx impar, usando las
propiedades demostradas en el apartado a se concluye que J.1 (ax2 +c) dx = 2»'-1(ax2 +c) dx y J.1 bxdx=0,
con lo que la afirmacién es cierta. : i :

Falso, ya que la funcion f(x) = x (x —1)(x —3) cambia de signo en [0, 3].

3

Falso, I (x> —1)dx = 6 , pero el area pedida no es esta integral, pues la funcion f(x)= x> -1 cambia de signo
0

en [0, 3].

; , s s 1
En concreto, el area pedida es j —(x? 71)dx+J‘ (x2 =1)dx = {x%} J{—x} ST
0 1
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202

PROBLEMAS B
v
La velocidad de un automdvil ha variado de acuerdo a lo

recogido en la siguiente grafica.
a) Calcula la aceleracion del automoévil en cada uno de los tres I

tramos del recorrido. /
b) Calcula el espacio total recorrido por dicho automovil. |
c) Calcula la velocidad que llevara el automévil en los instantes de 5 /

tiempo t=0,5s,t=35s,t=65 sy =85 s.

0| 1 t

73. Dadas las siguientes integrales, ¢ cual no es ceroy por qué ?

b 3n b3
a) J. sen’x dx c) J. sen x dx e) J. cos? x dx
n n 1
b) I cos X dx d) j x%sen x dx f) .[ tg x dx
0 - -1
Las integrales de los apartados a), d) y f) son nulas, ya que las funciones integradas son impares.
Las integrales de los apartados b) y ¢) también son nulas:

T 3n
.[ cos x dx =[senx]; =senn—sen0 =0 j senx dx =[~cos x|"" = —cos3n +cosm = —(~1)~1=0
0 T

T

La integral del apartado ) no es cero pues la funcién f(x)=cos? x > 0 para todo x, por lo que J. cos? xdx mide el

-7

area de la regién encerrada por dicha curva y el eje horizontal entre —n y = .

2

74. La grafica de la funcion f(x) =l esta siempre por encima del eje horizontal. Si se pide calcular el area de
X

la regidon limitada por dicha grafica, el eje horizontal y las verticales x=—1 y x= 3, se puede proceder asi:
-1
F(x) = — es una primitiva de f(x), ya que F'(x)= lz , por tanto el area sera:
X b's

(1)

Area=F(3)-F(-1) _?—(__1]_ 3

que, al ser negativo, es un numero que no puede medir un area. ;Qué hay de erroneo en este
razonamiento?

La funcién f(x) no es continua en el intervalo [-1, 3], por lo que no se puede aplicar la regla de Barrow.

a) Como la aceleracién es la derivada de la velocidad, su valor en
cada punto es el valor de la pendiente de la grafica en dicho punto. Asi, en el primer tramo, de 0 a 1 s, la

L, 20 .,
aceleracién es a = ER =20 ; en el segundo tramo, de 1 a 6 s, la aceleracion es a =0 y en el tercer tramo, de 6

a 10 s, la aceleracién es a = % =-5.

b) Como la velocidad es la derivada de la funcién de posicién, el espacio total recorrido es el area del recinto

10 . .
limitado por la funcion velocidad: e = .[ v(t)dt = %4‘ 5.20 +% =150.
0

20x si 0<x<1
c) v(t)=:20 si 1<x<6 = v(0,5)=10, v(3,5)=20,v(6,5)=17,5y v(8,5)=7,5.
-5x+50 si 6<x<10
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76. La velocidad de crecimiento de una poblacion de bacterias es la representada en la grafica, donde la
velocidad se expresa en bacterias por dia y el tiempo en dias.

v(t) /

v(t)=3-In2 -2/

0
0|

t (dias)

a) ¢Qué cantidad de bacterias habra pasados 5 dias?
b) ¢Y pasados 15 dias?

c) ¢Cual es la ecuacion que determina el nUmero de bacterias que habra en un tiempo {?

La cantidad de bacterias tras t dias viene dada por el area bajo la grafica entre 0 y ¢, por tanto:

3 J.os v(ydt = [3 ' Zﬂz = 3(25 - 20) =93 bacterias
b) .l.(:sv(t)dt - [3 -2 ];5 = 3(215 _20) =98301 bacterias

) n(t)= J.Olv(x)dx - [3-2*]; -3(2-1)

77. La intensidad de la lluvia caida en un observatorio, en litros por minuto, registrada por un pluviégrafo,
durante una tormenta se puede representar mediante la funcién:

f(t)=4(1-e*")  0<t<60 min

Calcula la cantidad de agua recogida por metro cuadrado en dicho observatorio en la hora que duré la
tormenta.

Nota: Integra f(t) en el intervalo de tiempo pedido.

Cantidad de agua = I:O4(1 —e")dt =4[t +1 Oe’o'“JEO = 4[(60 +1067°)-(0+ 10)] =4 .(50 +1e_2] = 200 +2—2 L/m?,

es decir, se han recogido aproximadamente 200 L/m?.

78. Al pisar el freno ante un semaforo, la velocidad de un coche (en ms‘1) esta dada por v(t) =30-6¢t. Calcula
los segundos que tarda en parar y el espacio recorrido.

El coche se detiene cuando v(t) =0, es decir, tarda en detenerse t = % =5 segundos.

5 5
Durante ese tiempo, el espacio recorrido ha sido J. v(t)dt =J (30-6t)dt = [301‘ —3t2] =75 metros.

5
0 0 0
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PARA PROFUNDIZAR

79. Dos hermanos heredan una parcela que tiene la forma de la regién limitada por la parabola y = x%y la
rectay =1. Deciden dividirla en dos regiones de igual area. Si la division la llevan a cabo mediante la recta
horizontal y = a. Calcula el valor dea.

La situacion es la indicada en la figura y, puesto que el area de la parcela es Y /
1 1 3!
I (1—x2)dx = ZI (1—x2)dx = 2|:X—X?:| :% u®, hay que calcular el valor de a para 4 y=1
1 0 '
v 0 a N 7
a 2 2 . J‘ a 2 1 i i
ue a—x°)dx =—, es decir, para que a—-x“)dx=—. i i
aue [ (a=x)ax=3 paraque | - (a-x)dx =3 S j
Asi pues: -a 0 \a1X
Ja ) BT 1 2a/a 1 1 .1 1 1 3
J (a—x)dx:—:> ax—— === =——DaJa=—=a8 =—=a=3—= . “u
0 3, 3 3 3 4 4 3o 2

b

80. Encuentra el intervalo [a, b] para el que la integral definidaj‘ (x - xz) dx alcanza el maximo valor.
a

Como f(x)=x-x* es negativa si x e (oo, 0)U(1, +o0) y positiva si x € (0, 1), el intervalo buscado es [0, 1].

T
81. Cuatro estudiantes no se ponen de acuerdo sobre el valor dej sen® x dx . Alberto dice que vale = ; Beatriz
0

que es igual a%g; Carolina que vale 2—3—1 ; y David dice que vale g Uno de los cuatro esta en lo cierto,
iquién?
Esbozando la grafica de f(x)=sen® xen [0, = ]se puede decidir quién tiene razén.

Y

14

B

84
X

n
2

T
La integral J. sen® x dx mide el area de la zona bajo la curva, que, obviamente, es menor que el area del
0

rectangulo OABD, es decir, es menor que =, por lo que Alberto no tiene razon.
De igual manera, aunque los segmentos OC y AC“comen” un poco de la region, claramente dejan la mayor parte

de ella en el interior del triangulo OAC, de area % por lo que la integral también es menor que g y David no

tiene razoén.

. . . 3n .
Carolina esta claramente equivocada, ya que su valor, %—1 , €s negativo.

Asi pues, es Beatriz la que acierta, el valor de la integral es :132_;
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82. Calcula las siguientes primitivas.

arctgx 2x
a) I d) I1 Ve dx
+
sen x
b) sz dx e) I = dx
cos” x
\5/3+tgx J' d
X
.[ cos? x g 1+ 4x?
arctg x

dx =e¥ 9% 1 C

a) Tipo 3 con f(x)=arctgx, por tanto, I1 5
+ X

X

b) Tipo 4, J2"dx: 2 ¢
In2

1 2 5 6
¢) Tipo 1, J'\/3+tgx dx = I(3+tgx)€- 1 dX:5(3+tgx) +C:5\/(3+tgx) +C

cos? x cos? x 6 6
x x x arctg(2*
d) Tipo Q,I 2 gx=[-—2 Sdx = 112 In22 Y = g( )+
144 1422 n2J 14(2%) In2
-2
e) Tipo 1, J‘senx dx:_Jcos‘3x.(_senx)dx:_cos Xic- 12 e
cos® x -2 2cos”“ x

1 10 2 1
Tipo 9, J.—dx=—.|'—dx=—arct 2x)+C
0 Tipod. |z =3 ) oy & 721020

83. a) Halla dos nimeros A y B tales que:

1 __A B
(x-D(x-2) x-1 x-2

b) Utilizando el resultado anterior, calcula:
[—
X“-3x+2

1 A B _Ax-2)+B(x-1)

D=2 xA x-2 (x-1(x-2) = A(x-2)+B(x—-1) =1

a)

Tomando en esta Ultima igualdad x =1se obtiene -A=1= A=-1, tomando x =2 se obtiene:B=1.

I
" (x-D(x-2) x-1 x-2

Por tanto

3 -3 3
= +

b) Como x*-3x+2=(x-1)(x~-2), segun el apartado anterior se tiene > =
x“-3x+2 x-1 x-2

Por tanto,

I ——3j—dx+3j
X2 —3x+2

dx=—3|n|x—1|+3|n|x—2|+C
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84. Sea la funcion cuya grafica es la de la figura, que consiste en segmentos y cuartos de circunferencia.

Y
™
170N
0 1 X
\ e
N
Calcula:
13 13 8
a) I f(x) dx b) F(x) dx c) If(x)dx
1 5 2
13 2 5 8 13
a) | f(x)dx:L f(x)dx+L f(x)dx+J‘5 ) ds [ f(x)dx:%+il—%—%:—6
13 8 13 9 15 -30-9n
b) L (x) dx L (x) “L (Xdx==7"3 4
c) Isf(x)dx=J'sf(x)dx+rf(x)dx=ﬁ—9—“=o
2 2 5 4 4

85. a) Encuentra tres nimeros A, By C tales que:

2x*+1_A Bx+C

f(x)= =
(x) Xrx  x  x2+1

b) Esboza la grafica de f para x> 0.
c) Encuentra el area de la region limitada por la gréafica de f, el eje horizontal y las rectas x =1y x=e.
2x% +1 _A Bx+C _ A(x? +1)+(Bx +C)x

a) =
X+rx X xX+1 X2+ x

= A(x? +1)+(Bx+C)x = 2x* +1

Tomando en esta Ultima igualdad x = 0 se obtiene A=1, tomando x=-1y x =1se obtiene

X

1
= -0.P f(x)= -—
2A+B—C=3:> = B=1,C=0.Por tanto, f(x) 3 X+

B-C=1 X° +x

{2A+B+C=3 {B+C=1 2x2% +1
x> +1°

b) En (O, +oo)f es continua y positiva, tiene una asintota horizontal de ecuacién Y

y =0, una asintota vertical de ecuacion x=0 y es decreciente, ya

T

3 (92 2 o4 2
quef'(x)= Ax(x”+X) §2x 21)(3)( ual) = 2X3 X 5 1<0 para todo x,con estos \
(x° + x) (x° +x) 41 S
datos se puede esbozar la grafica de fpara x >0 . o T =
e e e 2
c) Areazj f(x)dx:j (1+ 2X jdx:[lnx+lln(x2+1)] =1+lln(ez+1)—lln2=1+ln e+l 2.
1 11X x“+1 2 1 2 2
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ENTORNO MATEMATICO

El agrimensor

El padre de Julia y Julian es agrimensor, es decir, se dedica a medir la superficie de los terrenos y realizar los
planos correspondientes a los mismos o, como sus hijos dicen, se dedica a medir tierras.

Un dia, ambos entraron en el despacho de su padre mientras trabajaba. Encima de su mesa se encontraba la
fotografia aérea de un bosque limitado por un rio y una carretera y, dibujados sobre ella, unos ejes de

coordenadas.
— Hola chicos, estoy intentando medir la superficie de este bosque, Y
iqueréis ayudarme? — les dijo el padre. y=—(x—-4,9) +26,01

Los chicos se acercaron a la mesa con curiosidad.

— Fijaos — continu6 el padre — al colocar de manera adecuada los ejes
se puede observar que el rio tiene forma de parabola. N

— He colocado este papel cebolla — y no, no huele — encima del mapa, ol s
y he dibujado de forma aproximada una linea sobre el rio y otra sobre
la carretera que delimitan el bosque. He afiadido ademas unos ejes
en los que la unidad es 5 km, segiin me ha indicado la escala del
mapa y, finalmente, al igual que hubierais hecho vosotros sin
dificultad, he hallado las ecuaciones de la recta y la curva. Con esto
ya puedo calcular la superficie del bosque.

y=-0,2x+2

¢ Cual es la superficie del bosque que estan midiendo Julia, Julian y su padre?

Puntos de corte: —0,2x+2 = —(—x—4,9)2 +26,01= x>-10x=0=x=0, x =10

El area del bosque es, por tanto:

10 10 3 10
(x—4,97+26,01—(-0,2x+2) |dx = [ (=x®+10x)dx =| - +5x2| =20 _ 166,67 km?
[-(x-4,9) . 3
0 0

Aburrido en el atasco

Como cada fin de semana Carlos y su familia han ido al pueblo a descansar. El inconveniente que tiene tan
relajante costumbre es que, como en la mayoria de las grandes ciudades, el domingo por la tarde se forman
grandes atascos de entrada a la misma.

Carlos quiere ver el partido de liga que retransmiten esa tarde a las 19:30, por lo que han salido del pueblo con
tiempo y a las 19:00 se encuentran a sélo 28 km de su casa y metidos en el atasco habitual.

Aburrido, o tal vez preocupado, Carlos empieza a hacer calculos con el propésito de hacer mas corta la espera
y ya de paso intentar predecir si podra ver el partido o no.

Recuerda haber visto en algun sitio, aunque no esta seguro de si en un articulo de una revista de divulgacién
cientifica o en las noticias, que en las horas criticas, es decir, aquellas en las que el atasco es mayor, y que
comprenden la franja que va desde las 19:00 hasta las 21:00, la velocidad que llevan los coches puede medirse

con la ecuacion v(t) = 10+% donde t se mide en minutos y v(t) es la velocidad en km/h en el instante t.
+

a) ¢A qué velocidad iba el coche a las 7 de la tarde? ¢ Y alas 7:30?

b) ¢Llegara a tiempo para ver el partido?

a) Alas 19:00 la velocidad es v(0)=55 km/h, a las 19:30 es v(30) =12 km/h.

T 30
b) El espacio, en km, que recorren en T minutos es I %dt, por tanto, basta comprobarsi j %dt > 28, es decir,
0 0

30
1125 In(1 8t+25)} =300+62,5In565-62,5In25 = 494,87, Carlos

0

30 30
sij v(t)dt >1680 . Como J‘ v(t)dt:[10t+
0 0

no llega a tiempo para ver el partido.

Integracion | Unidad 11 207



SOLUCIONARIO

AUTOEVALUACION
Comprueba qué has aprendido

1. Calcula la primitiva de la funcion que se anula parax =1.

x+x
x2

3 1
Las primitivas son de la forma F(x) = J.XJ”/— dx = I(l+x2]dx =In|x|-2x 2+C = In|x|—i+C .
X

Ix

Como F(1)=0 tenemos 0-2+C =0= C =2, con lo que la primitiva buscada es F(x)=In|x| —i+2 .

Jx

2. Calcula las siguientes integrales inmediatas.

a) Ixz(x—B)dx b) I—sen(3x)dx

4
a) Ixz(x—3)dx = I(x"' —3x2)dx=XT—x3 +C

b) J.—sen(3x)dx = —%J.3sen(3x)dx = %cos(Sx)+C

3. Halla las integrales indefinidas siguientes.

a) J.(1—l2+e2"jdx )J. T
X X2 +6x— 3
2x
a) 1(1—%+e2")dx=I1dx—jx‘2dx+lIZezx=x+l+e +C
X 2 x 2
b) I x+3 I 2x+6 =—In|x +6x— 3|+C
x2+6x— 3 ) x2+6x-3

4. Dadas las funciones f(x)=x?y g(x)=x®, determina el area encerrada por las graficas de ambas
funciones ylarecta x=2.

Y
Las funciones se cortansi x=0 o x=1.
Como f(x)>g(x) si 0<x<1y g(x)>f(x) si 1< x<2, el &rea pedida es: / /
1 2 3 a7 4 37 /
I(xz—x3)dx+j (xa—xz)dx= X XXX =[i_oj+(i+l)=§ u?
. . 3 4 |4 3 \12 3 12) 2 /
0 1 X

. e . 1
5. Calcula a > 0 tal que el area encerrada por la graficade f(x)=senx,elejey=0,ylarectax=a,sea —.

z T Y
Como Izsenxdx: [-cosx]2 =1, debe ser a <g , por tanto:
0 4
1 1 \
l—J.asenxdx—[—cosx]a——cosa+1:>cosa—1:a—l A
2 Jo 0 2 3 12 X
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6. La curva y=2x? divide al cuadrado de vérticesV, =(0,0), V,=(0,1),V;=(1, 1)y V,=(1,0) en dos
recintos. Dibujalos y halla el area del recinto mayor.

El punto de corte de y = 2x2 con la recta y=1lesA= [% 1] , por tanto, el area del recinto }/ v, A/ V,
1
/
V2 s T2
- 2
superior es I 2 (1—2x2)dx= x—2i =£=0,47 u? y el area del recinto inferior es /
0 3 3
0 Vi / v,
0 1X
1—% =0,53 u?, con lo que el recinto mayor es el inferior.
7. Calcula el area encerrada entre f(x) = fx 1 y el eje de abscisas parax €[2, 5].
x° +
Y
La funcién es positiva si x > 0, asi, el area del recinto es: ~
5 6x 5 2x 9 5 5 :
dx=3 dx=3|In(x*+1)| =3(In26-In5)=4,95u
.[2 x? +1 2 X2 +1 [ ( )L ( ) 7 1 X

8. Dibuja la superficie limitada por la parabola y = x2—4x+5 y la rectay = x+1. Calcula el area de dicha
superficie.

Puntos de corte: x° —4x+5=x+1=x*>-5x+4=0=>x=1 x=4.

Si 1< x <4 la recta esta por encima de la parabola, por tanto, el area del recinto es: \ /
4 4 3 2 4
J [(x+1)—(x2—4x+5)de:J- (—x2+5x—4)dx: XX ax :é—[—ﬂj:g u? .
1 1 3 2 ’ 3 6 2 )
0| 1 X

9. Dibuja la grafica de f(x) = Ix? - 4| en el intervalo [-3, 3] y calcula su integral.

x>—4 si x<-2

F(x)=Ix2-4l=la-x2 si —2<x<2, portanto, el area del recinto es:

x>-4 si x>2

3 3 2 5 8, 5 T [ ° 46
Lf(x)dx:zL f(x)dx:2“0 (4-x )dx+L(x 4)dxj:2 {4x?}0+{?4x} =S

a—1
10. Calcular el valor positivo de a para que se verifique:j (x+1Dadx =%
0

a-1 2 a1 712 2 _
2:I (x+Ddx=| X+ x :(a ) +a-1=-2 1:a2:10:>a:x/10
2 0 2 0 2 2
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Relaciona y contesta

Elige la unica respuesta correcta en cada caso

2n
1. Si f(x)=|sen x |, entonces el valor de I f(x)dx es:
0

A. 0O C. 1

B. 4 D. No se puede calcular al ser fdiscontinua en [0, 21:] .

2n n
J. f(x)dx = ZI sen xdx = 2[-cos x]; =2-2 =4, respuesta B.
0 0

2
2. Sifes la primitiva de la funcion g(x) :w en (— T

2 —,Ej que toma el valor —i enx=0, f(ij vale:
cos” x 2 2 2 4
A. 0 C. 1
B. *
T4 6

2 2 3
La funciéon f(x) es de la forma: J‘1+tg de:j L dx+j 9 2X dX=t9X+—tg3X+C

cos? x cos? x cos? x
3
Como f(0)= —% tenemos C = —%, asi, f(x)=tgx+ tg3x —% y, por tanto, f(%] :1+%—% = —%, respuesta D.

3. ¢Cual de las siguientes integrales no es igual a cero?

A. J. sen®x dx C. J- x%senx dx

B. I cos® xdx D. I cos? x dx

La integral del apartado D no es cero ya que la funcion f(x)=cos? x no es nunca negativa, asi que dicha integral
mide un area y no puede ser cero.

El resto de las integrales son nulas, ya que todas son integrales en [—n, n] de funciones impares.

Senala, en cada caso, las respuestas correctas

1 1
4. Si M:I x?senxdx y N:I x sen’x dx , entonces:
0 0

A. M>0 C. N<M
B. M<N D. M2>1

Sean f(x)=x?senx y g(x)=xsen?x.

1 1 1
Como 0<f(x)<1en(0,1), 0 =J 0 dx <j f(x) dx <J. 1dx =1, es decir, A es correcta, y D, no.
0 0 0

1
Como f(x)—g(x)=xsenx(x—-senx)>0 en (0, 1), I (f(x)-g(x))dx =M —N >0, es decir, B es falsa y C correcta.
0
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Sil = Iisen 2t dt , entonces:
0

kg

A Izzj-asentcostdt C. I:[coszt]E
0 0

B. /=1 D. />~
2

| = J.Esen 2tdt = %J.EZSen 2tdt = %[—cosZt]; = %(1 +1) =1, es decir, B es cierta, y D, no.
0 0

Jgsen 2tdt = FZsen tcostdt = 2J§sen tcostdt , es decir, A es cierta.
0 0 0

[cos2 t}g =0-1=-1, es decir, C es falsa.

Elige la relacién correcta entre las dos afirmaciones dadas

6.

Sea funa funcion continua en [a, b]. Considera las dos afirmaciones siguientes:

b

1. J f(x)dx <0 2. f(x)<0en todo el intervalo.
a

A. 1= 2 pero 2 =1 C. 12

B. 2= 1pero1=2 D. 1y 2 se excluyen entre si.

b
Claramente 2= 1,pero1 =2, ya que .[ f(x)dx puede ser negativa sin que f(x) sea negativa en todo el
a

intervalo, por ejemplo, basta considera f(x)=x—1 en el intervalo [O, %}

Por tanto, la relacion correcta es B.

Seiiala el dato innecesario para contestar

7.

Seaf(x)=asenx +be* +cVx , de la que se sabe que en el punto de abscisa x = d la grafica de f presenta

d
tangente horizontal. Para calcular I f"(x)dx se tienen los siguientes valores:
1

1. El valor de a 2. Elvalorde b 3. Elvalordec 4. Elvalorde d

A. Puede eliminarse el dato 1. C. Puede eliminarse el dato 3.

B. Puede eliminarse el dato 2. D. Puede eliminarse el dato 4.

(o

Sabemos que f(d)=0, ademas, como f'(x)=acosx+be*+—= es una primitiva de f"(x)

2Jx

d
J ") dx =f'(d)-f'(1) = —[acos1+ be+%] , por lo que podemos eliminar el valor de d, respuesta D.
1

tenemos

Integracion | Unidad 11

211





