1.- CONCEPTO DE PRIMITIVA DE UNA FUNCION:

Como hemos visto hasta ahora, la derivacion es una técnica a partir de la cual dada
una funcion cualquiera f(x) podemos calcular su derivada f'(x). Pues bien, ahora vamos a
trabajar el proceso contrario, en el que conocida la derivada de una funcidn f'(x), fratamos de
encontrar la funcion de la que proviene, primitiva, f(x).

Funcién Derivacidn Derivada

v

Flx)=x%+2 f'(x)=2x
Integracion

A

Sean f y F dos funciones definidas en un mismo intervalo de definicién I, decimos
que F(x) es la primitiva de f(x) en el intervalo I si ocurre que: F'(x)=F(x).

F(x) es la funcién primitiva de f(x) < F'(x)=7(x)

57 una funcion tiene una primitiva, entonces tiene infinitas, que se diferencian entre si en una constante.

X' +7
Ejemplo: La funcién f(x) = 2x tiene por primitivas F(x)=1{x? engeneral x%+K
x? -4

Se llama integral indefinida de una funcion f(x) al conjunto formado por todas sus primitivas,
y se representa por:

[F(xyax = Fx)+¢

Se lee integral de f(x) diferencial de x, y donde C es un nlmero real cualquiera llamado
constante de integracion.

2.- PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES INDEFINIDAS:

e Laintegral de la suma (diferencia) de dos funciones es igual a la suma (diferencia) de
las integrales de dichas funciones.

JTFC0 £ g0 o = [ £ = [ gl

e La integral del producto de una funcién por una constante 4, es igual a la constante
por la integral de la funcidn.

[k F(x)ax = k[ F(x)ax

(un factor constante puede sacarse fuera de la integral)
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Arco Tangente

1
Il 7 dx = arctg(x)

1 1 X
J.az v dx = ;arcf_q[;]

J'lf—fza’x = arctg(f)

r _1 4
jﬁdx - arcfg(aj

Neperiano - Arco fangente

J' Mx +N
ax®+bx +c

/x = neperiano + arco tangente M =0, ax® + bx +¢ irreducible

4.-TECNICAS DE INTEGRACION:

4.1 .- El método de Sustitucion (@ Cambio de Variable)

Se basa en la utilizacién de la regla de la cadena. Consiste en expresar la funcién a
integrar en funcion de otra variable, normalmente t, de modo que la integral resultante sea
inmediata, o por lo menos mds sencilla.

Para hallar una primitiva de If(x)a’x, haremos el siguiente cambio de variable: x = g(t),

después diferenciamos en ambas partes: dx = g'(#)-dt y sustituimos en la primitiva, de forma




que la primitiva quedard:
[F(x)ax = [F] g1 ]g'(+)d?

Tras hallar el miembro de la derecha en funcién de 7, se deshace el cambio de variable y asi
obtenemos la integral buscada; es decir traducimos el resultado en términos de x.

Ejemplo 1: Caleular [(x +3)"dx .

Hacemos: (x+3)=v,deaqui, x=u-3 & dx=du , sustituyendo:

[(x+3)ax = [u"du :—u +K = —(x +3)"+K

Este método se suele utilizar en funciones que tienen raices (Radicalarias).

Ejemplo 2: Calcular I xV1-xdx .

Hacemos: (1-x)=v,deaqui, x=1-v = dx =-du , sustituyendo:

1 1 5 1 5 3 5
[xV1=xdx = [(1-v)v(~dv) = ~[v? - v2du = ~[ vPdu + [uPdu = —%uz + %uz +K =(1-x)W1- x-[%(l —x)- g] _
e [ =i 4) K

4.2.- Integracion por simple inspeccion:

Dos sencillas formulas nos capacitan para hallar primitivas de forma casi inmediata. La
primera es:

[T o =g +K | conr 21

. . (Inx)?
Ejemplo 3: Calcular ITdX

. , 4 (Inx) 1 . 1 .
Utilizando la férmula anterior: J.idx = j—(lnx) dx==(Inx) +K
X X 3

La segunda férmula de integracién rdpida es: I g )a’X =In|g(x)|+ K

2
X
——dx
x° -5
Utilizando la férmula anterior:

Ejemplo 4: Calcular j

I%dx: I*a’x——ln‘x -5+

4._3.- Integracion por Descomposicion:

Consiste en descomponer una funcion f(x) de la forma: fi(x)+fo(x)+........ +fa(x), de
forma que descomponemos una integral en muchas que se resuelven mds fdcilmente.

j £(x)dx = j £(x)dx + jfz(x)dx I + j £ (x)dx




Ejemplo 5: Calcular _[ (senx + cos x)2dx

[(senx + cos xYdx = [(sen’x + cos® x + 2senx cos x)dx = [(sen’x + cos® x)dx +

Utilizando este método: 1
+J. 2senx cos xax = J.lo’x + J'sen2x~a’x =X - Ecos 2x +K

4.4.- Integracion por Partes:

Este método se suele utilizar cuando tenemos producto de funciones, y lo que hacemos
es separar la integral en dos partes, mediante la formula de integracion por partes:

Iu-dv =uv-— J v-au

La mecdnica que se sigue para integrar con este método es la siguiente: Si tenemos que
calcularj.f(x)-g(x)dx, hacemos wv=F(x) y dv=g(x)dx; calculamos du=F'(x) vy

v= jg(x)-a’x , Y después sustituimos cada una de ellas en la férmula de integracién por
partes. ju-dv =uv- J‘v-a’u
Para recordar la férmula de la integracidn por partes, existe una regla nemotécnica: “un dia vi una vaca vestida de uniforme "

e Alahorade elegir v y dv, hemos de tener en cuenta dos cosas:

v" La parte escogida como dv ha de ser fdcil de integrar.
v J.v-a’u no debe ser mds complicada de integrar que J-u-dv

A = Funciones Arco (Arcsen, Arccos, Arctg.) | Para facilitar las cosas a la hora de elegir v,

L= Funciones logaritmicas. (log, log, In) utilizaremos la r‘egla ALPES.
P = Funciones polinémicas.

E = Funciones exponenciales (a*, e*) . . . .,
S = Funciones trigonométricas (Sen, Cos, t9..) | El orden de preferencia al elegir quien es la funcién
u es de izquierda a derecha:

A>L>P>E>S

Ejemplo 6: Calcular J'X”-Inxdx

Hacemos uv=Inx av=x"
n+1
au = 2 ,
X n+1
Aplicamos la regla de integracién por partes:
Xﬂ+1 Xn+1 1 Xn+1 1 Xm»l 1 Xn+1 Xn+1 1
X' Inxdx =—Inx - | =——dx = Inx ——— | x"dx = Inx-——— = Inx - +K
J. n+1 J./I+1X n+1 n+1I n+1 n+ln+l n+l n+1

A veces serd nhecesario repetir este método varias veces. ¢Cudndo?, Si tenemos:

e Producto de un polinomio por una exponencial. (x"e*)

e Producto de un polinomio por seno o coseno. (x"cosx, x"senx)
e Producto de un polinomio por In. (x™Inx)

e Producto de una exponencial por sen 6 cos (e*senx, e*cosx)
e Las funciones circulares inversas.



4.5.- Integracion de funciones Racionales.

Para el cdlculo de integrales de la forma I—)dx donde P(x) y Q(x) son polinomios enteros

Q(x)
en x con coeficientes reales, lo que haremos es descomponer el polinomio Q(x) en suma de
fracciones simples de la forma (ax + b).

e Sigrado P(x) > grado Q(x), antes de descomponer, efectuamos la divisién euclidea:

P(x) _ Clx)+ R(x)
Qlx) Q(x)

e Sigrado P(x) < grado Q(x), no es necesario hacer divisién euclidea y directamente
pasamos a factorizar el polinomio Q(x).

Factorizamos el polinomio Q(x), y una vez descompuesto Q(x) en sus raices, se pueden
presentar varios casos:

4.5.1.- Caso I: Factores lineales distintos.

A cada factor lineal ax+b que aparezca una sola vez en el denominador de una funcién racional

propia le corresponde una sola fraccién de la forma: , donde A es una constante que

ax +
habrad que determinar.

ax
x2-4

Factorizamos el denominador x? -4 = (x +2)(x -2)

Ejemplo 7: Calcular J.

Descomponemos:
1 A . B
Xid k2 x 2

= Calculamos las constantes Ay B:

1=A(x-2)+B(x+2) @)
1=(A+B)x+(2A-28B) )

a) Por comparacién: A+B=0 y 2A-2B-1
De donde:
1 -1
A= Z Y B= T

b) O directamente sustituyendo x=2 y x=-2 en la ecuacion (1).
1=44 1 -1
> A== B——
1--48 4 Y 4

Por cualquiera de los dos métodos, tenemos:
1 1/4 1/4
X2 4 x 2 x:?

Entonces:

x-2
4

X +2

ax d 1 :
Ix -4 4 X — 2 "4 X-):Z_Zln‘x_z‘—zln‘X+2‘+K=zln




4.5.2.- Caso II: Factores lineales Repetidos.

A cada factor ax+b que aparezca n veces en el denominador de una funcién racional
propia le corresponde una suma de n fracciones simples de la forma:

A A A 4,

ax b (@i by (@ by

Donde A, son constantes que habrd que determinar.

4 3
Ejemplo 8: Calcular I %d\/

Como el grado de arriba es mayor que el de abajo, primero dividimos:

xX*-xP-x-1__  x+1  x+1
x:—x? x* - x° x%(x-1)
Descomponemos:
ama B - & + i = Calculamos las constantes A,By C:

Xx-1) x x* x-1
x+1=Ax(x -1)+B(x -1)+cx?
Sustituyendo x=0 obtenemos:
1=-B = B=-1
Sustituyendo x=1, obtenemos:
2=C
Y sustituyendo x=2, (elegimos el 2 al azar), obtenemos:
3=2A+B+4C > A=-2.

De modo que nos queda:

X
x—

foxiox-1 d a’ a 1 1 1 1
j%d/v:jxldx+2_[7x+jx—ff X—)_(I:EXZ+2In‘x‘f;72ln‘xfl‘+,(’:5x27;+2ln 1+

4.5.3.- Caso llI: Factores cuadraticos distintos:

A cada factor cuadrdtico irreducible ax?+bx+c que aparezca una sola vez en el
denominador de una funcidn racional le corresponde una sola fraccién simple de la forma:
Ax + B
ax’+bx+c
Donde Ay B son constantes a determinar.

. xtxiixtl
Ejemplo 9: Calcular J ma’x
Factorizamos x* +3x% +2 = (x% +1)(x* +2)
Descomponemos:
X+xP+x+1 Ax+B Cx+D
x*43x7+2  x*+1 x?+2
X +3x2+2=(Ax + B)(x? +2) +(Cx + D)(x? +1)

= Calculamos las constantes AB,Cy D:

De donde A+C=1; B+D=1, 2A+C=1y 2B+D=2, que resolviendo nos da: A=0, B=1, C=1y D=0.
Entonces:

J~X3+X2+X+1d :J- ax J- xadx

1
=arctgx +=In|x? +2|+ K
X +3x%+2 1 %72 g +5Injx* +2




4.5.4.- Factores cuadraticos repetidos.

A cada factor cuadrdtico irreducible ax®+bx+c que aparezca n veces en el

denominador de una funcién racional propia le corresponde una suma de n fracciones simples
de la forma:

Ax+8B . Ax+8B Ax + B
ax® +bx +c (ax2 +b)(+c)2 (a)(2 +bx+c)3
Donde A; y B; son constantes a determinar:

® X' t4x 4x° 8¢ 4

. . X

Ejemplo 10: Calcular | T2y dx

Descomponemos:

X°—x"+4x° - 4x* +8x-4 Ax+B Cx+D Ex+F .
1) S 1) i+ 1) = Calculamos las constantes AB,C,DEy F:

X x*+4X° —AxP 4 Bx -4 =(Ax + B)Y(x* + 2 +(Cx + D) x* +2)+ Ex + F =
Ax® + Bx* + (AA+C)x* + (4B +D)X* +(AA+2C + E)x —(4B+ 2D+ F)

De donde A=1; B=-1, C=0y D=0, E=4 y F=0.
Entonces:
X —x*+4x - 4x* +8x -4 x-1 xdx 1 . \2 X 1
= — = 2) Y& =
J 12 ax IX2+2¢Y+4I(XZ+2)3 2In()( +2) > a/"(:f_q\/5 (X2+2)2+K

5.- Teorema fundamental del Calculo:

Si f es una funcién continua en el intervalo cerrado [ab], entonces su funcién integral

F(x)= If(f)a’f cona< x ¢ b es continua en [a,b] y derivable en (a,b), y su derivada F'(x)=f(x).

f continua en [a,b]
FO0:] F(pyar | X =)
5.1.- Derivada de integrales:
. %If(f)a’f _ F(x)
Ejemplo 11: Hallar la derivada de: I\/ma’r > O%I\/F—Jrla’f —Vxt el

5.2.- Derivada de integrales cuando el limite superior es una funcion:

g9(x)
L] Fryar = FLox)}g ()

72 72
Ejemplo 12: Hallar la derivada de: IcostdX > %Icos x%dx =2t cost*
[0] 0




5.3.- Derivada de integrales cuando los dos limites son funciones:

9(x)
;’/_x [ £t =F[ g(x) ] g (x)- A g(x) A’ (x)
h(x)

Ejemplo 13: Hallar la derivada de: IIm‘a’f

% I Intdt =Inx®3x% —Inx?2x =9x%Inx —4xInx = (9x° — 4x)Inx

Podemos encontrarnos con ejercicios como este en el que al aplicar la regla de L'Hépital, la
integral desaparece.

]'zsen\/;df

Ejemplo 14: Hallar Iino\'oT

sen\tdt . .
. ;[ 04" . senx2x’ . 2x° 2
lime——=— = lim - =||m—=g

x50" % 0 x50 3x x-0" 3x°2

* Donde hemos utilizado la aproximacién senx = x cuando x— O

6.- Integral Definida

b
La integral definida de una funcién en el intervalo [a,b] se simboliza por jf(x)dx

donde b es el limite superior de integraciény a el limite inferior de integracién.
6.1 .- Significado Geomeétrico de la integral:

Con la integral definida se pretende calcular el drea de una regién del plano limitada
por una curva.

Sea el plano afin real euclideo y (0,;1,;2) un sistema de referencia ortonormal de ejes OX'y
oY.

e Sila funcion 7 :[a,b] > R, es positiva e integrable, la integral definida de la
funcidn f sobre dicho intervalo representa el drea de la regidn limitada por la curva,
el eje OXy las perpendiculares por los puntos ay b, y la integral es positiva.

— b ’
y = f(z) » jf(x)a’x = Area bajo la curva >0

+




e Sila funcién 7 :[a,b] >R, es negativa e integrable, la integral definida de la

funcidon f sobre dicho intervalo representa el
drea de la regién limitada por la curva, el eje OX
y las perpendiculares por los puntos ay b, pero
con signo negativo.

[ — ]

y=1 (w)\“‘”’/

'\““““ =

b
—jf(x)o’x = Area bajo la curva

e Sila funcion 7 :[a,b] > R, toma valores positivos y negativos sobre el intervalo
cerrado [a,b], entonces, la integral definida de la funcién f sobre dicho intervalo
representa la suma de las dreas de las regiones comprendidas entre la funcidn, el
eje de las x, y las perpendiculares por a y b, pero asigndndole a cada una de ellas

el signo + o - segln que esté por encima o por debajo del eje x. Para ello es
necesario conocer los puntos de corte de la curva con el eje OX.

y=fix)

b X

Area = +]" F(x)ax —T F(x)dx + T F(x)dx — T F(x)dx + ff F(x)ax

a @ ] 2

Ejemplo 15: Calcular el drea encerrada por el eje OX, las rectas x =0 y x=ry lacurva y =cosx .

Vamos a ver si la funcién y =cosx, cambia de signo en el intervalo [0,7], para ello la igualamos a cero y
calculamos sus raices:

V4 . . . T oy
cosx—-0co x — t5+ kz , dentro del intervalo a estudiar solo estd > Sabemos que el coseno es positivo en el

primer cuadrante O < o Sg , Y negativo en el segundo % <a <7, por tanto:

Area = _zfcos xadx — Icos xdx = I:SEHX:E —[senx ], =1-(-1)=2
0 i 2

2

6.2.- Propiedades de la Integral Definida:
e Silos limites de integracion son iguales, la integral es nula: '[f(x)dx =0

b c b
e Sicesunpunto interior al intervalo [a,b], se verifica: '[f(x)a’x = If(x)dx+jf(x)dx

Esta propiedad es generalizable al fomar mds puntos interiores en el intervalo [a,b].

e Al intercambiar los limites de integracién, la integral definida cambia de signo:

Jé F(x)dx = —_T f(x)dx



e Laintegral definida de la suma es la suma de las integrales definidas:

b b b
[[F() £ g(x) ]ax = [F(x)dx + [ g(x)ax
b b
e Sikes unndmero real, se verifica: Ik-f(x)dx = kj f(x)dx

b b
e Si f(x)<g(x) vx<[ab], entonces se verifica: If(x)dx < If(x)a’x

6.3.- Regla de Barrow:

Sea f(x) una funciény g(x) una primitiva suya, [g'(x)=f(x)], se cumple que:

[0 = gla)- gb) =[ 9]

Observaciones:

e La importancia de esta regla es fundamental, ya que pone en relacién las
integrales con las derivadas. Sin embargo hay que advertir que solamente es
aplicable a funciones continuas definidas en intervalos cerrados.

e Para hallar la integral definida de una funcién continua en un intervalo cerrado
seguiremos el siguiente proceso:

— Se hdlla una primitiva cualquiera de la funcién, sin tener en cuenta la
constante (la mds sencilla).

— Se sustituyen en esta primitiva los limites de integracion (el superior y el
inferior) y se restan los resultados.

Ejemplo 16: Calcular el valor del drea que estd debajo de la funcién f(x)=senx.

Area = [ Senxdx =[~Cosx || = —cos+cos0=—(-1)+1=2
0

T
[¢]

6.4.- Area limitada por dos graficas:

Para hallar el drea limitada por las grdficas de dos funciones f(x) y g(x) seguiremos
este esquema:

Ve . a) Definimos una nueva funcion h(x) = f(x) - g(x)

b) Igualamos a cero para hallar los puntos de corte
entre ambas: h(x)=0 < f(x)=g(x)

¢) Una vez que obtengamos los puntos de corte, ay
: . b, integramos la funcion h(x) entre esos limites
a b % de integracién.

Area = [ h(x)dx
b



Ejemplo 17 : Calcular el drea comprendida entre f(x)=x*5x>-7x*2x-1 y  g(x)=x*-4x3-8x?+4x-1

Escribimos la funcién h(x) como la diferencia entre f(x)y g(x).  A(x)=x*+x* -2x
x=0
Calculamos sus raices igualando a cero: A(x)=x*+x*-2x=0& {x=-2
x=1
xt X :
X X el
el

0 1 X4 X3 o
Area = .[(Xa+X2—2X)dX+I(X3+X2—2X)dX= [T+?—x1 .
2 0 2

8.5 _37
3 12 12

6.5.- Volumen de un solido de revolucion:

Sea f una funcién continua definida en el intervalo [a,b].

Recibe el nombre de sd/ido de revolucion, al sélido generado al girar alrededor del eje x, la

region limitada por la grdfica de y = 7(x), el eje x, y las grdficasde x=a y x=b.

El eje x

es un eje de simetria de dicho sélido y una seccién recta perpendicular al eje x es un circulo

de radio |f(X)|.

El drea de la seccidn circular serd: A(x)= 7Z"|:f(X):' , Y un elemento de volumen de revolucién

serd un pequefio cilindro de radio |f(X)| y altura dx.

Por tanto, el volumen del cuerpo de revolucion vendra dado por la expresion:

Vol = [ f(x ) dx
b

Este procedimiento recibe el nombre de integracion por discos.

Ejemplo 18: Calcular el volumen engendrado al girar la pardbola y = \/; alrededor del eje X, entre O y 4.

4
; V= ﬂi(\/;)zo’x = ﬁiX'dX = 7{):1 =8r

0




Si al trozo de curva y =7(x)se le hace girar alrededor del eje VY, el volumen del

cuerpo de revolucién vendrd dado por esta otra expresién:  |Vo/ = jﬁ'(é(y)z dy
b

Se hace exactamente igual que al girar en torno al eje X, con la salvedad de que hay que
escribir x en funcion de y, e integrar eny.

Ejemplo 19: Calcular el volumen engendrado por la curva y = Jx al girar alrededor del eje Y, entre y=0 e y=2.

2 2 572
Volumen = ﬂ;[(yz)za’y = nly"dy = |:7r};:| %ﬂ

7 .- Ejercicios:

1.- Calcular las siguien‘res integrales:

) I 1)2 J.In X J'ln—XalX d) JseﬂZX-COS3XdX e) Ifgxdx
i d
f) IX2—+90’X 9) [ sen’xdx h)jﬁdx i IX:( 9dX N Ie +Xe

e
* 41

2.- Hallar la funcién F(x) tal que F(0)=2 y que sea primitiva de la funcién 7(x) =
e

3.- Determinar f(x) sabiendo que f"(x)=24x; f"(0)=2, f'(0)=1y f(0)=0.

4. - Calcular las siguientes integrales:

)I X3 :/;1 °) J.X:(j;r,\l/?/f;?3dx )'[ 3X 3;:\/ Zd
5.- Calcular las siguientes integrales: a) Ix-arcfgxa’x b) .[e’X cos xax
c) J'xz cos xdx d) [xe*dx e) [x’e e f) jsen(lnx)o’x
6.- Calcular: a) j‘|x|dx b) jsenxcosta’x c) ]T.(I+X2)COSXO’X
1 0 0
d) IX—de e) jﬁdx

V1= x?

7.- Siendo I = J'fz e’'dt, demostrar que lim I(x)=2

X >+

8.- Calcular el drea encerrada por la curva 7(x) = x° —4x ylarecta g(x)=2x-5



9.- Hallar el drea de la regién limitada por las grdficas de las funciones 7(x) :1+§ y
1

9(x) =(x+1)

10.- Determinar el drea encerrada entre las grdficas de las funciones de ecuaciones:

F(xX)=bx-x*y g(x)=x°-2x.

11.- Calcular el drea encerrada por la grdfica de f(X):% el eje de abscisas y las
+

x%'

rectas: x =23 y x=2

12.- Calcular el drea del recinto limitado por la curva de la ecuacién £(x)=x*+x y la recta
perpendicular a su tangente en el punto (0,0).

13.- Se considera la funcién 7(x) = xe®™ , donde a es una constante no nula. Calcula el valor de

a, sabiendo que el drea limitada por la curva 7(x)=xe® y las rectas x=0y x=1 es igual a iz
a

14 - Calcula la primitiva de la funcién £(x) = [Inx}2 que seanuleen x =e
15.- Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a) I(ZX2 —4x+ 5)0’)(

h) j[m de

A) | [2@ —%}dx

b) J'{)M:/M}dx I (1+x) 4 0) I(2x2+3)2~5xdx

91 i 9 i
2x +x cos2x

d) jmdx k) J.(IT)O'X 9) J.21)( SZjZXdX

e) j'cos[ de ) [3x3dx

f) [, & m ) [

9) | mdx n) [sen’2x-cos2x-dx 1) IIXII::



8.- Apendice:

FORMULAS TRIGONOMETRICAS

8.- Soluciones

1.- Calcular las siguientes integrales:

('ﬂ‘ ) i i
senx =b = cos [— — x Cosec x = — = —
L 2 b senx
P(a,b)
( ™ ) 1 1
Cosx =a = sen|— — x SeC X = — =
2 a cos X
1 X
b
X b senx
A I tg W=E—= =
ol a p X a cosx _a  cos X
§ dgx=—=—=
(w b tgx senx
L e :-(J
2
2 p—
cos’ X + sen’ x = 1 1 419" x = sec’ x
AT de-Fitagaras) 1 + cotg® x = cosec” x
Angulo Seno Coseno Tangente
sen(x + y) = cos(x + y) = . tgx +tgy
Suma = SeNn X COS Y + COS X Seny | = COS X COS y — sen X sen y tg(xfy)=1_tgx'tg—y
: : sen(x — y) = cos(x — y) = _ tgx—tgy
Diferencia = senxcosy — cosxseny | = cosxcosy + sen xseny| 19—y == tg x tg y
cos 2x = cos’ X — sen’ X 2y
Doble sen 2x = 2 sen x cos X =1-2sen’x= tg2x-—1_tgzx
=2 cos*x — 1
1 — cos 2x 1 + cos 2x 1 — cos 2x
i 2 = — 2 e 2 = —_—
Mitad sen’ x > Lo 2 WimyT cos 2x
sen X cos y = sen x sen y = COS X COs y =
Producto _sen(x — y) + sen(x + ) _ cos(x — y) — cos(x +y) _ cos{x — y) + cos{x + y)
2 2 | B 2
TRIANGULOS RECTANGULOS TRIANGULOS OBLICUANGULOS
A Equivalencia de
- f:h radianes y grados
B
& c Rad Grad
1. C =90° A+ B = 90° 1. A+ B+ C=180° 2% & 360°
T & 180°
a b a b C
2.senA—cosB—?,senB-cosAfT 2'senA_senB_senC_2R 2 & o
tg B = b tg A== (T. del seno) A = 45
a’ b
3. =a+b? 3.8 =a’+b* - 2abcos C 2n/3 & 120°
(T. de Pitagoras) a’ = b’ + ¢ - Zbccos A w3 & 60
b? = a’ + ¢ — 2ac cos B w6 &  30°
(T. del coseno) 3n/2 & 270°




°)I(x ¥ x-1 1+C

b) j'“ X dx :_[—Inzxa’X:%ln3x+C

c) J-Inx _ZIInX —2J%|nXdX=|n:X+C

jsenzx-cos 3xdx =I[#}cos 3xdx = j[cos;x —%cos 2x-cos 3dex =

d) _Ic053x Z[COS( x)+cos(5x)}/ jCOS?’Xd ICOS( ~X) 0 ICOS5X

2 2
_ sen(3x) N sen(5x) N sen(-x) _ sen(3x) N sen(5x) sen(x) c
6 20 4 6 20 4
senx -senx
fgxdx = | ——dx =— | ——dx =-I <
e) ng X Jco X _[ osx n|cosx|+
1 X
= dx = =arctg| = |+ C
f) IX +9 J.)( 243 o 3ar’c_q(3)+
3
sen*xdx = | senx(1-cos® x)dx = | senxdx — | senx-cos® xdx = —cosx + s X .,.c
9) |

dx = j a/"csen(x )+C

h)J‘ X X J~
v1i-x* w/l—(xz)2 27 1- (X )2

: X X 1 2x 1 'S
dx = ae=21 2 e Laperg| X i c
bt e el zj(x2)2+9x 2"”"9[3]+

. ax ax 2e* 1
_ _ _ _ / :—I 2x 1 c
J.e"+e”‘ IX 1 -[ J-ZX I +1X Zn(e +)+
e’ +— -
e e
2.- Hallar la funcion F(x) tal que F(0)=2 y que sea primitiva de la funcion f(x)= Xe I
+
Calculamos la integral de dex - ej—a’x =
e’ +1 e’ +1
e“dx = dt
Hacemos un cambio de variable | e* =+ y dt dt |.por tanto la integral queda:
e

1= At +1)+ Bt
j dr+j—df_ sit=051=4 —jldr—jidf:|n|r|—ln|f+1|=|n
1 t+1

Iz
Q! sit=-151=_8

o
t+1

Deshacemos el cambio:

In , Yy multiplicamos por e, de forma que:
€ x—e[ 1 dx=In i
e” +1 e* +1 e” +1
Como F(0)=2;

elnl+6'=2z6':2—eln1
2 2



De forma que:

e

1
2-eln=
+2-eln3

X

e

X

e
— dx =In
e* +1

e’ +1

3. - Determinar f(x) sabiendo gque f"(x)=24x. f'(0)=2, f(0)-1 y f(0)-0.

F''(x)= j24xa’x =12x*+C Como f"(0)=2, entonces C=2 2> ''(x)=12x%+2

Fx)= (12x° +2)dx = 4x° +2x +C", Como f'(0)=1, entonces C=1 > F'(x) = 4x° +2x +1
Y por dltimo:
f(x)= j(4X3 +2x +1)dx =x* + x* + x+C"", Como f(0)=0,d> C'=0 y |[F(x)=x*+x*+x

4. - Calcular las siguientes integrales:

2 a—
a) J-x : x+1 »

x° +x
Como grado del polinomio de arriba es menor que el de abajo no es necesario dividir.
x*-x+1 A B

==+
X*+x  x x*+1

Six=0 2 1=A
Six=1> 1=2A+B & B=-1

> X —x+1=Ax*+1)+B(x)

Por tanto:

2 1 1 1
j%dx = j;a’x—sz +1dX =In|x|-arctg(x)+c

x2+10x +5
b dx
) '[X3+3X2—X—3

Como grado del polinomio de arriba es menor que el de abajo no es necesario hacer la divisién

euclidea.
t 3 -1 -3
1| 1 4 3
Sacamos las raices de x* +3x% —x -3 =0 Hacemos Ruffini: |1 4 3|0
- 3] -3 -3
1 1]0

Por tanto: x® +3x% —x -3 =(x+1)(x+3)(x-1)

Descomponemos:
x*+10x +5 A B c
= + +
x*+3x2-x-3 x-1 x+1 x+3
=X +10x+5=A(x +1)(x +3)+ B(x -1):(x +3)+ C(x -1)(x +1)

Six=1=> 16=8A 2> A=2
Six=-1=» -4=-4B = B=1
Si x=-3 2 -16=8C & C=-2



Por tanto:

2410x+5 2
jxs)(Jr;erf; 3 —j—a’x+ +1 X+jx+3a’x:2In|x—1|+ln|x+1|—|n|x+3|+6‘
)J- 3X -3x- 20,

—-2x

En este caso, tenemos que el grado del numerador (arriba) es mayor que el grado del
denominador (abajo), por tanto es necesario hacer la division euclidea.

-3x°-3x-2 5 7x+2
R

x® - x?-2x

Por tanto:

4_3x%-3x-2 7 2
IX " _XXZ _;X dx = j(X—Z)dX—I—X3 _);:_ 7 dx

Vamos a calcular primero:

J. 37X:—2 dx
X —-x°-2x

Descomponemos el denominador en raices:
0
xX}-x?-2x=0cx(x*-x-2)=0 x(x-2)(x+1)=0= x =42
-1
Por tanto:
Tx+2 A B c
=—+

= + >7x+2=Ax-2)(x+1)+Bx(x +1)+Cx(x -2)
xX}-x?-2x x x-2 x+1

Sustituyendo los valores de las raices obtenemos:

Six=02>2=-2A 2 A=-1
Six=2 > 16 = 6B > B=8/3
Six=-1-5=3C= C=-5/3

Entonces:

J‘ Tx+2 dX=IﬁdX+J B C/X+I c dx = J‘C/X+§ ax _E ax _
x3-x?-2x X x-2 x+1 x 3'x-2 3'x+1

= —In|x| +%In|x—2| —gln|x+1|

Por tanto:

[ o et e - S S



5. - Calcular las siguientes integrales:

IX'arCfgxa’x = u=arctx o= 1+ x° > = x* Arctg(x) —1_[ X ax
a) dv—x s - x_z 2 271+ x?
2
x?Arctg(x) 1 1 x?Arctg(x) 1
5 ZI 1+x2dX 5 X+ retg(x) +

vu=e”* du=-e¥dx
dv=cosx v=senx
{ v=e”* du=-e¥dx
dv=senx v=-cosx

I e ¥ cosxdx = { } =e “senx + .[e’xsenxa’x =e “senx +
b)

} -e " cosx - Je’* cos xax
Tenemos una integral que en la que volvemos a la original (ciclica). Por tanto:

e *senx —e ¥ cosx A
2

I=e*senx-e“cosx-I=1I= c

u=x* du=2xdx
dv=cosx v=senx
0 _[ u=x du = dx

dv=senx v=-cosx

sz cos xdx = { } = x%senx -2 I xsenxdx = x°senx —

}+Xcosx+.[cosxa’x =

= x°senx +2xcos x —2senx =2xcos x +(x* —-2)senx + €

uUu=x au = dx 4x

1 Xe4x e4x
d) | xe**dx = Xl (eax = - c
)'[ © v=e* v:%e‘” 4 4-[8 4 16
e)
. u= X2 au =2xdx 2 _x , X267X2 eixz eiXZ
Jx3e’x dx = , 1 L= +jxe’x dx =— - =- (x*+1)+C
dv=xe™ v= ?e‘x 2 2

1
Iseﬂ(lnx)dx _|u= sen(inx) du= Cos(|nx).;

dv =dx V=x

= xsen(Inx) - jcos(ln x)dx = xsen(Inx)—

f)

1
|u=cos(inx) du= —sen(lnx)-; _ _xcos(Inx) - jsen(lnx)o’x

av =dx v=x
Volvemos a tener una integral ciclica:

xsen(Inx)— xcos(Inx) ic

I =xsen(lnx)-xcos(lhx)-I = I = 5

6. - Calcular:

a) j|x|dx = J?de - {’ﬂ - %(9—1) -4



b)

B 2 B B - . 1
jsenx-cos 2xdx =Isenx-(2 cos® x — 1) =2 f senx-cos? xdx — j senxdx =2 [—56/73)(]; + [cos x]é --3
0 0 0 0

c) j(l +x%)cos xdx = jcos xax + sz cos xdx = -2z
0 0 0

d)

e n u=x* du = 2xdx 1 1
j—dx:jx3(1—x2)2dx: . 1 :—xz(l—xz)z+.[2x(1—x2)2dx:
1-x?° a’v:x(l—xz)z 1/:—(1—)(2)2
3
— 27
= —x?J1-x? —2(1 3X )2 =- I;XZ (X2+2)+C'
; t 1o x? 1 x? 3
J; 1—X2dX=‘!‘ - a’X=_[ - dX—I - dx=ArcsenX—_[ Tr dx =
e) 2
- du=d
Arcsenx—[ = 1 e ]=Arcsenx+)(\/1—x2—j\/l—xza’x
dv=x(1-x?)2 v=-1-x?

Esta es ciclica, por tanto:

N—d -[Aregens] [, -2

6 8

1 dX M . . .
f) I— = Calcularemos primero la primitiva:

ve” +1

=t e‘dx=drt
ax _|° dt A B
- 3 =|—dt+|=dt=1=Ar+B(++1

Ie*+1 dX%} (t +1)t J;‘+1 +I7‘ - +B(r+1)
Sit=0=> 1=B
Sit=-1=> 1=-A

1 1
I(r+1)r ——jf+1df+j?df:—ln|7‘+1|+ln|7‘|

Si deshacemos el cambio:

j e\ [-In(e* +1) +In(e” )]; —_1-In(e+1)-In(2)

ve” +1

7. - Siendo I = jfz e’dt, demostrar gue |im I(x)=2

X —>+0

Vamos a calcular la Integral:

= 2 = = 2 = 2
jfze”df _| ysr dv=2rdr) e+ ZIfe”df —etriy| Y 7; du Cf =
v=e’ v=-e’ dv=e’ v=-e

—e 't -2te’ + 2_[6”0’7‘ =—e’t? -2te’ -2e" =—e " (t* +2t+2)



Por tanto:

I-= Ifze”dr = [—e” (1’2 +2F + 2)]: = {—%+ﬂ
0

Por tanto: lim

X —>+0

X +2X+2 2
—*1 =2 como queriamos demostrar.

eX
8. - Calcular el drea encerrada por la curva f(x)=x°-4x y la recta g(x)=2x-5

Definimos la funcién A(x)=7(x)- g(x)=x*-6x+5
Tgualamos a cero, para calcular sus puntos de corte.
h(x)=F(x)- g(x)=x*-6x+5=0<(x-1)(x-5)=0

Por tanto sus raices son 1y 5.

Im‘egr‘amos hentrelyb
I(X -bx+ 5)0’)( = E
1

Como un drea no puede ser negativa, A= ‘ﬁ _32

3

_5[()(2 —6X+5)dx =
1

9.- Hallar el drea de la region limitada por las grdficas de las funciones f(x) :1+§ y

1

g(x) = (x + 1)E

Al igual que en el ejercicio anterior, definimos la funcién h(x):
h(x) = F(x) - g(x) :1+§_ x+1

Igualamos a cero para encontrar sus puntos de corte:
h(x)=F(X)=g(x) =1+ —x+1=0 x=3x=0

Por tanto ya tenemos los limites de integracion.

(R

Como las dreas no son nunca negativas: Area =

3
I (1 +=-
0
10.- Determinar el drea encerrada entre las grdficas de las funciones de ecuaciones

f(x)=6bx-x*y g(x)=x*-2x.

Como siempre, definimos la funcién h(x) como la diferencia entre f y g:
A(x) = F(x) - g(x)=8x —2x?
Igualamos a cero para obtener los extremos de los intervalos de integracién:
Alx)=8x-2x*=0<x=0;x=4

t 64
Por tanto: Area = I(SX —2x? )dx -3
0



11.

12.

13.

- Calcular el drea encerrada por la grdfica de f(x)= 2 ! el eje de abscisas y las
+

x%’

rectas x =23 y x=2

La funcidn f(x) es siempre positiva, por tanto la integral es positiva:

2B 1 X 2ls 1 1 T T
Tenemos lcular: “| Zaretg| X1 2|2 ArctgB -~ Arctgt) |= Z-Z - T
enemos que calcular £4+X2 {2 f‘cg(zﬂz [2 rctg > retg( )j 6 8 24

- Calcular el drea del recinto limitado por la curva de la ecuacion f(x)=x*+x y la
recta perpendicular a su tangente en el punto (O,0).

Lo primero es calcular la recta tangente en el punto (0,0)

La ecuacion de la recta tangente es: y = mx + b, donde m es la pendiente f'(a) y b es la
ordenada en el origen b = f(a).

En este caso: f'(x)=2x + 1; f(0)=1; f(0)=0; por tanto la recta tangente enel (0,0) esy = x
La recta perpendicular a esta es: y = -x.
Asi que tenemos que calcular el drea entre la grafica f(x)= x? + x y g(x) = - x

Definimos la funcién h(x):
A(x) = F(x)- g(x) = x* + x —(—x) = x* + 2x

Igualamos a cero para encontrar las soluciones:
Ax)=x*+2x=0=x=0,x=-2

Integramos la funcion h entre esos dos valores:

0

4

J-(XZ + ZX)dX =——

% 3
Como el drea ho puede ser negativa:

3

.T(xz +2x)dx

Area = =
3

‘i‘ 4

- Se considera la funcion f(x)=xe” , donde a es una constante no nula. Calcula el valor
de a, sabiendo que el drea limitada por la curva f(x)=xe”™ y las rectas x=0 y x=1 es

. 1
igual a — .
a

1
1 .
Tenemos que j xe™dx =— . Vamos a resolver la integral:
a
0

1 u=x v=ax X 1 X e‘”1 e’ e 1
ax _ _ ax ax _ ax _ _

jxe ax = ="e —aje a’x—{—e —} =t

0 [0]

v=e v=—e¥” a a a



Y segun el enunciado:

a a a

1:>l:i<::>a -a=0<a=0,a=1

Por tanto a=1, porque no puede ser igual a cero.

14. - Calcula la primitiva de la funcion f(x)= [In X]Z que se anule en x =e

Calculamos la integral indefinida de f(x)

J.[Inx}zdx _| ¢=lnx

au =

1

dv=Inx v= X(Inx—l)

—x(Inx-1)+x = )([In)(}2 —2xInx+2x+K

Como tiene que ocurrir que 7(e) =0, entonces:

Por tanto la primitiva pedida es es: x[lnx}2 -2xInx+2x-e

15. - Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a) [(2x*-4x+5)dx

2 x}-2x*+5x+C

b) j{x“ ‘3’;&”}«

%4—2/\/\/;+2ln‘x‘+6‘

)'[X +5

%ln(z\/2 +5) +C

D™
%\/3X2+1+C'
e) jcos[%}dx
2sen(5)+C
) I4er;x2 H
T (7
14/&'{:7’_(7[ > ]
3
D

3Arcsen(5)+C

h) j[3x + ]a’x

iy JEe )
D e
k) J'(“T\/—)dx
) [3x3<ax
m) [ 2 e

%4+X2+|n‘)(‘+6'

Zln‘x2 + 4)(‘ +C

2(1+&)3

3

+C

x2+1

+C
2In3

%Arcsenx“ +C

n) [sen’2x-cos2x-dx

sen*2x
8

+C

x =Xlnx(lnx—l)—j(lnx—l)dx=Xlnx(lnx—1)—

e-2e+2e+k=0< k=-=¢

i j[zd?—%}/x

gx(‘/F—mnM +C

0) j(?.xz + 3)2-5X~dx

p) [4x*N1-x3dx

1-cos2x
q) J.2)( sen2x o

s) J‘QX

N4 - x*

) Il |nX

xlnx






