REGLA DE L'HOPITAL PARA EL CALCULO DE LIMITES

Observacion: La mayoria de los problemas resueltos a continuacion se han propuesto en
los exdmenes de Selectividad.

1. Dada la funcién;

x> —x8

f(x) =
a) (1 punto) Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar razonadamente si alguna
de las discontinuidades es evitable.
b) (1 puntos) Estudiar si f tiene alguna asintota vertical.

Solucién:
a) La funcion es discontinua cuando 1-x°* =0 = x=-lox=1.

La discontinuidad puede evitarse si existe limite.

En x = -1 la discontinuidad no puede evitarse pues la funcion no tiene limite en ese punto:
5 8
X=X -2
lim—=|—|=w

x>-1 1 —x° 0
(L'H)
5 8 4 7
Enx=1, como Iim% = [9} = lim oX %X E 35 ¢ = 1, la discontinuidad puede
x>l 1—X 0 x>l —6X -6 2
. - 1
evitarse, definiendo f (1) = >
. . > x> =X
b) La recta x = —1 es asintota vertical de la funcion pues I|m1 T oo . Ademas, puede
X—>—. — X
observarse que six — -1, f(x) > + 0]y si x —» -1**, f(x) > — .

c)

2. Calcular los siguientes limites:
a) (1,5 puntos) lim (\/x2 +x X2 - x)
X—>00

b) (1,5 puntos) Iim x[arctg (ex)—%}

Solucidn:

) Iim(\/xz+x—\/x2—x)=[oo—oo]= lim (x/xz+X—\/x2_x1\/x2+x+\/x2_x)

X0 X VX2 4 x +x% = x
2 2
. X+ X=X +X . 2X -
= lim = lim = (dividiendo por x) =1
o0 32 i x4+ =x P XE £ X+ X% =X




b) lim x[arctg (e)—ﬂ = [0 (/2 = 1/2)] = [0 - 0] =

X—>00

[arctg(ex)—ﬂ eXZX

. 0 . . 1+e
= lim =|—|=(L'H)=Ilim=—T——=— =
X—>00 1 [0:‘ ( ) X—0 _i
X X2

2 X X 2 X
—X‘e 0 —2xe” —x‘e e
lim =|—|=(L"H)= lim—————— = (dividiendo por e*) =
x—>oo1+ezx [oo} ( ) X—>00 Zezx ( P )

2
Iim_zx—_xz[f}:(L'H): Iim —2-2x z[f}:(L'H): ”m—_Z =0
o0

x—o X x—wo e 0 x—wo 2@

2

3. Calcular: lim 2= 08X+ X°
x—0 2)(2
Solucion:
2
im 1-cosx+x* _ [9} - (por L"Hapital) = lim Sen X + 2x :[9} _ i SOS X+ 2_3
x—0 2x?2 0 x—0 4x 0 x—0 4 4

4. Sea la funcion
4X +sen2x

f(x)=
sen3x
Determinar el dominio de f (1 punto) e indicar si f tiene limite finito en algiin punto que no
sea de su dominio. (1,5 puntos)
Solucion:
La funcion no esta definida cuando sen 3x =0 = 3x=kn = X =kn/3.

Por tanto, Dom(f) = R — {kn/3, k € Z}

Es posible que tenga limite finito en x = 0, Gnico punto donde también se anula el numerador.
VVeamos:

Iim
x—>0  Sen3x

0

4X + sen2x :[0} _ (M) = lim 4+2c0s2x _6 _,
x>0 3c0s3x 3

En el punto x = 0 la funcién tiene limite finito, y vale 2.



5. Calculese lim M.

x>t @

Solucién:
Lo haremos aplicando la regla de L"Hopital.

lim M:[f}:(L’H): lim wz[f}z(m): lim “—Xz[g}zo

x—+o % 00 X—>+00 e 00 x—>+0 @X 00

6. Calcllese el valor de lim M
x—>r/2 g (GX)
Solucion:
Lo calcularemos aplicando la regla de L"Hopital.
2
m tg(2x) _ [9} _(UH) = lim (1+tgz(2x)) 2_2_1

x—>r121g(6X) 0 x>7/2(1+tg°(6x))6 6 3

7. Calcula el Iimite: lim —>o
x>01—C0S X

Solucién:
El siguiente limite lo haremos aplicando la regla de L"Hopital.
. Xsenx 0 , . senx+xcosx |0
lim == |[=(LH)=lim————=| < |=
x>01—cosx |0 x>0 senx 0
= ('H) = lim COS X + COS X — XSenx :gz 5
x—0 COS X 1

8. Calculese el valor de Iingm :
X—> X
Solucién:
Lo haremos aplicando la regla de L"Hopital.
—2sen(2x)
"mw = [0} =(L'H) = lim _ Cos(2x) = lim

2 0 X—>+00 2X X—>+00 2X

— 2tag(2x) _[9} B
— =57

x—>0 X

= ('H) = lim -2(1+tag’(2x))2 _ -4
X—>+0 2 2

=2




sen(xz)
9. Calculense los valores de A = 0 para los cuales lim —————— =
x>0 c0s% (AX) — 1

Solucidn:

Lo calcularemos aplicando la regla de L"Hépital.

. sen(x?) _ [0} (LUH) = 2x cos(x?) _[ }—(L’H)—
0082 (AX) -1 N XaO—ZiCOS(lX)(Sean) 0] -
_ 2 cos(x?) — 4xsen(x?) 2

x>0 — 2 1,(—Asen? (Ax) + A cos? (X)) ey

Como el limite debe valer —1 se tendré:

2 5 =-1= A=#1
—21

10. Halla los puntos de discontinuidad de la funcion y =

tg(x)
X
Nota: x esta expresado en radianes.

Solucidn:

La funcion es discontinua los puntos en los que no esté definida, que son: x=0y x = % + k7.

En x = 0 la discontinuidad es evitable, pues I|rr(1) t9(x) =1.
X—> X
2
En efecto: lim =2 t9(x) [O}Z(L’H): lim 1+ (X) 1
x=>0 X 0 X0 1

En x = % +kz, k e Z, porque la tg(x) no esta definida. En todos esos puntos la

discontinuidad no puede evitarse.

11. Calcular el limite: lim L—i
x>\ x—=1 Inx)

Solucién:

( X 1 ] (xlnx—x+1) [0}
lim{ 2= — = | = [oo - o] = lim| XX X2 12
x>l x=1 Inx -1 (x=1)Inx 0

Aplicando L"Hdpital, se tiene:

[ xInx—x+1 . In x 0 . X 1
Ilm - .:Ilm =, — :Ilm L= —
x> (x=1)Inx x>l Inx+(x=-1)/x 0| x» 14_ 1 2




12. Calcular Iim 1 —l .
-0 In(1+x) X

Solucién:
”m( 1 _l] = [OO — OO] = ”m(wj — [9}
-0 In(L+Xx) X x>0 xIn(1+ x) 0

Aplicando L"Hdpital, se tiene:

1 1

1- = ey
lim| X=1NA+X) :[9}: lim 1+X :[g}ﬂim L+ x)
-0 xIn(1+ x) 0 X 0 x>0l 1 +1+x—x

e+ .
1+x 1+x  (1+Xx)

N |

13. Calcula Iimiln X

X—1 X —

Solucidn:

lim—21n x= [0 - 0] = lim " X1 :[%} —(LH) = tim X 21

x=>1 X —1 x>l X — x—1

14. Calcular lim(1+2x)"*.

x—0
Solucioén:

Aplicaremos logaritmos y la regla de L"Hopital (L"H).

lim(1+2x)" = ]

x—0

In(lim (1+ 2x)*"*) = lim In(1+ 2x)*"* = lim fln(1+ 2x)=

x—0 x—0 x—0 X
8
= jm AN+ 29 _ H = (UH) =lim 12X _g
x—0 X 0 x=0 1
De donde,

lim(1+2x)"* = ¢®
x—0



15. Se considera la funcion f (x) = xIn|x| six = 0.

a) ¢Qué valor hay que asignar a 0 para que la funcion sea continua?
b) ¢La funcién obtenida es derivable en x = 0?

Solucion:
a) Seré continua cuando f (0) = lim xIn|x|
x—0

Este limite indeterminado se resuelve por L"Hopital.

f@):ﬁmmeF{Ow]:HmJEE:IM1—EQL—:Hm(—M=O
x—0 x—=0" 1/ X x—w*(_llxz) x—0°

xIn|x|, si x#0

La funcion continua es: f(x) = .
0, si x=0

b) La funcién puede definirse a trozos asi:

xIn(-x) x<0 In(-x)+1 x<0
f(x)= 0 x=0 = f(x) = ? x=0
xInx x>0 Inx+1 x>0

Cuando x — 0 la funcion derivada, tanto por la izquierda como por la derecha, tiende a —o.
En consecuencia, no es derivable en ese punto.

Por tanto, la funcion derivada es f'(x) =In|x|+1 si x = 0

1/sen®x

16. Calcula el limite: lim(cosx)
x—0

Solucién:

lim(cos x)Y/*"™ = [1°° ]

x—0

Aplicaremos logaritmos y la regla de L"Hopital.

, 2 , 2 ,
In(llm(cosx)“Sen X) = Ilm(ln(cos x)1/sen X): lim
x—0

lim lim —In(cos x) = [00]
sen~x

La Gltima indeterminacidn se transforma en.

— senx
. In(cos x 0 . . . . -1 -1
|Im(—2): —| = (aplicando L'H) — lim—C0X__ _ |jm —=—
x—>0 sen<x x—0 2SeNX COSX  x—0 2C0S” X 2

Ve - - Ve 2 —
El limite pedido vale: lim(cosx)Y/*"* =e7/2
x—0



17. Calcular: lim(cosx + senx)*’*
x—0

Solucion:
Es una forma indeterminada: lim(cosx + senx)"’*=[1%]
x—0

Aplicando logaritmos se tiene:

. . 1
In(hm(cosx+senx)“xj = lim In((cosx+senx)“x): lim =In(cos x + senx) =
x—0

x—0 x>0 X
— Senx + coS X
- In(cosx+senx) |0 : A I ——
= im 1N ) _| 92 (aplicando L"Hépital) = lim —COSX £ SENX_ _ 4
x—0 X X0 1
Por tanto,
lim(cosx +senx)*’* =¢e' =e
x—0

18. Determina, si es posible, los valores del parametro k € R para que la funcion definida por
X+1-ge*

FO)=12x+1-e
(2x-k)? si x>0

si x<0 . A
, Sea continua en x = 0.

Solucién:
Para que la funcién sea continua en x = 0 es necesario que los limites laterales en ese punto
coincidan con f (0), cuyo valor es k2.

Por la derecha, lim f(x) = lim(2x—k)? = (-k)? =k?
x—0* x—0*

Por la izquierda se tiene un limite indeterminado que hay que resolver con ayuda de la regla
de L"Hopital.
X+1-e* 0 1-¢” 0
lim f(x)=lim————=|—|=(L'H) = lim————=|—| =(L'H) =
it = Jim 2x +1-e* [0} (LH) 0" 2 — 2 [0} (LH)
. -e* 1

x>0 —4e?* 4

Por tanto, debe cumplirse que k* =

N
=
Il
I+
N |~



19. a). Continuidad lateral de una funcion en un punto.
b) Analice la continuidad, en el punto x = 0, de la funcién dada por

2" —

six<0

f(x)= X
%O x>0

X +1

Solucion:
a) Una funcion f(x) es continuaenelpuntox =a < lim f(x) = f(a)
X—a

Las continuidades laterales se definen asi:
« f(x) es continua en el punto x = a por la izquierda < lim f(x)=f(a")

X—a

« f(x) es continua en el punto x = a por la derecha < I|m f(x)=f(a")

x—a"

Para que una funcidn sea continua en x = a es necesario que los limites laterales existan y
sean iguales.

b) Por la izquierda:

lim f(x)= I|m [ } = (aplicando la regla de L"Hopital) =
x—0" x—0"
X
= im 22
x—0"
Por la derecha:

lim £(x)= tim 80 _1 4
x—0* Xx—0~ X2 +1 1

Como esos limites no coinciden, la funcién no es continua en x = 0.



20. Calcula:

a) lim & —X—°98X b) Iim(1+gj
x—0 sen‘x X—>+00 X
Solucion:
. €% —X—-C0SX . A . e*—=1+sen .
a) I|m—2S = [9} = (aplicando L"Hépital) = lim &= >¢M™ - L (L'H) =
x>0 sen‘x x>0 2Senx cos X 0
— lim e" +CosX —3:1

x>0 2 COS X COS X — 2senxsenx 2

X (x/2)-2
b) lim (1+3] = [°°] = (Transformamos) = lim (1+—] =e?
X x/2

X—>+00 X—>+00

También se puede hacer aplicando logaritmos y la regla de L"Hbpital. Asi:

. o\ 5 In(1+2] 0
In| lim{1+2| |=timn|1+2] = tim xIn[1+ 2 |= lim —— X | 2| =
X—>+00 X X—>+00 X X—>-+0 X X0 1/x 0

- (L'H) = Iim-2X =2,
X—+0 X 4 2

X—>+00 X

Por tanto: lim (1+3] = e?



(x+1)*

X

21. Buscad los extremos relativos de la funcién f(x) = (4 puntos). Calculad

lim f(x) y lim f(x) (2 puntos). Haced una gréafica aproximada de esta funcién (4 puntos).

Solucidn:
La derivada es:

_ 2(x+1)e" —(x +1)%e* _ e*(1-x%)

f (X) er er

La derivada se anula en x = £1.

e Six<-1, f'(x)<0 = f(x) decrece.

e Si-1<x<1, f'(xX)>0 = f(x) crece. Por tanto en x = -1 hay un minimo relativo.
e Six>1, f'(X) <0 = f(x) decrece. Por tanto, en x = 1 hay un maximo relativo.

lim M:[f} = +00

x——0  @X

2
lim (x+1) _

X—>+00 e

horizontal de la curva.

[f} =(L'H) = lim Z(le) :[f} = lim %:0+ = y =0 es una asintota

o0 X—>+00 e o0 X—>+0 @

Algunos valores de la curva son: (=2, €%); (-1, 0); (0, 1): (1, 4/e); (2, 9/€?); (3, 16/€°);

Su gréfica aproximada es:

| S WA B N W |

—I2 —Il [, 2 3 4 5




22. Calcula, si existen, los siguientes limites:

lim (sen())*”,  1im SN jimYX=Ya (cona > 0)
x—0" x—0 |X| X—a X—a

Solucion:
En los tres casos se trata de formas indeterminadas.
e Para hacer lim(sen(x))*" = [0°] aplicamos limites
x—0"
Inklim (sen(x))tg‘x)): lim In(sen(x))*® = lim 1 tgx In(sen(x)) = [0-0] =
—0* x—0"

= lim M = [f} = (aplicando L Hépital) =
o0

x—0* COSX
senx
COS X COS X
= lim X = Iim M = |im (~ cos xsenx) = 0
x—>0" — Sen?x — cos x>0 —1 x—0"
sen?x sen?x
Por tanto, lim (sen(x))°** =¢® =1
x—0"
sen(x)
- <0
., sen(x VN
e Lafuncion f(x) _sen() _ senz(x)
L GGV RN
X
Los limites laterales valen:
L . sen(x sen(x 0 €osXx
Por la izquierda: lim () _ = lim ( ) =(L'H) = lim
Xx—0~ |x| x>00  — X 0 x>0~ —1
. sen(x sen(x 0 CosX _
Por la derecha: lim (X) = lim ( ) =(L'H) = lim
x—0" |x| x>0 X 0 x—0~

=-1.

Como los limites laterales no coinciden no existe el limite cuando x — 0.

'“’“M:H:nm Jx-+/a
lin——w=

o) T —a - a)

(ﬁw) 2a



23. Halla los siguientes limites:
] ( X% +2 ]Z/X i V2x? +x+5-2

lim im
2 —2senx -l 1-42x-1

x—0

Solucidn:

x—0{ 2 — 25enx

x> +2 ) x2+2 )V 2 [ x2+2
| lim -2 | |=iimin| -2 | —limSin| -2 | =[0-0]=
x—0{ 2 — 2senx x—0 2 — 2senx x=0 X 2 — 2senx

2
2|n X7+2
2 —2senx [0

2 2/x
. X +2 " . ., . .
. Ilm(—] :[1 ] Para resolver esta indeterminacion aplicamos logaritmos.

= Iirg = 6} = (ahora, aplicando la regla de L"Hoépital) =
X—> X
” 2X  —2c0sX
L x?+2 2-2senx
= lim =2.
x—0 1

2 2/x
Por tanto, lim X +2 =e?
x—0{ 2 — 2senx

. 2x? +x+5-2

= [%} = (aplicando la regla de L"Hépital) =

ol 1-42x-1
4x +1
=
R +x+5f 15 5
= lim = =——
x—1 2 2 12

C2y2x-1 2





