Geometria afin del espacio MATEMATICAS II

SISTEMA DE REFERENCIA. ESPACIO AFiN

Para localizar un punto o un objeto en el espacio necesitamos un sistema de referencia.
Definicion:

Un dstema de referencia en el espadd es una cuatern{sO,T, i IZ} formada por:

* Un punto fijo O que se llama origen del sistema.
* Una base de vector({:i,f, IZ} de modulo 1 (unitarios) y perpendiculares entre si (ortogonales).

Los tres vectores de la base determinan con el origen unos ejes de coordeaday y OZ.
Ademas determinan tres planos OXY, OXZ, OYZ, que se denominan planos cartefghstema.

A cada punto P del espacio le asociamos el vearorllamado vector de posicicite P respecto del punto
fijo O.

Todo punto deR® tiene asociada tres coordenadas en Z Plano OYZ
el sistema de referencia:

P(x,y, 2) SIOP = x-i + y.]'+ 7.k Plane 0OXZ

Las coordenadas del punto P coinciden con las
coordenadas del vect@P respecto a la bas{é,], IZ} .

Plano OXY

Definicion:
Se llama spacio afinasociado al espacio vectoriad & espacio de puntos;,Elotado de una aplicacion f
F-EExE - V3
(A,B) - AB
que tiene las siguientes propiedades:
1. Dado un vecton OV, y un punto O de £existe un Gnico punto P dg @&l que f(O,P) =u
Es decir,OP =u
2. f(A, B) =0 siy solo si A =B.
Es decir,AB=0 -~ A=B
3. Siendo A, By C tres puntos cualesquiera gas&verifica: f(A, B) = f(A,C) + f(C,B).
Es decir,AB = AC +CB

En este tema estudiaremos las propiedades relativas a problemas de incidencia, paralelismo e interseccion.
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1.1. Coordenadas de un vector dado dos puntos.

Dados los punto#\(x,,y,,z,) y B(x,,Y,.Z,),
las coordenadas o componentes del ves®ison:

AB=0B-0A =(X, - X,Y, ~ Y12, —Z,)

1.2. Coordenadas del punto medio de un segmento.

Dados los punto#\(x,,y,,z,) y B(X,,Y,.Z,) .

Sea M el punto medio de un segmento AB.
Se verifica:

OM = OA +%E:O—A +%(cﬁ—ﬁ):%(@+ﬁ)

Las coordenadas del punto medio de un segmento son |
semisuma de las coordenadas de los extremos.

_XtX y ity 7 4Ltz

M2 o M M

1.3. Punto simétrico de un punto respecto de otro dado.

El punto simétricade un punto P respecto de otro punto M es el punto P” que verifica que M es el punto
medio del segmento PP".
Sean los puntoB(x,y,z) y M(my , m,, m,).

Consideremos el punto P (x", y', ") el simétrico de P
respecto de M.

Se verifica:OP =0OP +2-PM

Xy, )=y, 2)+2(n—x, M-y, m-—2)
Igualando componentes se obtiene:

X =2m+x;y =2m+y ;z=2m+z

Ejemplo:
Calcular el punto simétrico de P(2,-1,3) respecto del punto M(-1,-2,4)
Sea P’(x,y,z) el punto simétrico de P. Se verifica:

X=-2=-6 - Xx=-4
PPP=2.PM - (x—=2,y+1,z-3)=2(-3,-1,1) - {y+1=-2 . y=-3 - P'(-4,-3,5)
z-3=2-2z=5
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ECUACIONES DE LA RECTA

Al igual que ocurre en el plano, una recta en el espacio queda determinada conociendo un punto P y un
vector no nulau que se llama vector directade la recta.

Estudiamos a continuacion las diferentes formas que puede adoptar la ecuacion de una recta.
1) Ecuacion vectorial

Una recta r queda determinada por:
= Un punto B (Xo,Yo0,Z0) de la recta.

= Un vectoru(uy, W,Us) cuya direccion es la recta.

Consideremos un punto cualquiera de la rectayP£x r

/h
Para que dicho punto pertenezca a la recta r, el viegRor K Y
tiene que tener la misma direccién que el vegtoes i O o

decir, debe ser proporcionalia

P,P =t-u, siendo & R

ComoP,P=OP-0OP, - OP=0P, +P,P =0P, +t-U

ECUACION VECTORIAL: OP = OPR, +t-u con te R, cuya expresién en coordenadas es:

(XY, 2) = (%YoZo) +1- (U, Up,Us)

2) Ecuaciones paramétricas

Partiendo de la ecuacion vectorial de la recta:

(XY, 2) = (%,YoZ0) + 1+ (U, U, Us)
Igualando coordenadas, obtenemos:
X=X, +1-u
y=y,+t-u, contlR
Z=Z,+t- U,

3) Ecuacion en forma continua

Considerando las ecuaciones paramétricas, despejamos t en cada una de ellas e igualando, obtenemos las
ecuaciones de la recta que no dependen de ningln parametro

X=X _ Y=Y _277%
U U, Us

4) Ecuaciones implicitas

Operando dos a dos en la forma continua obtenemos las ecuaciones implicitas (interseccion de dos planos):
X=X, _¥Y=Yo Y=Y _2-2, X=Xy _2-2,
ul u2 u2 u3 ul u3
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La tercera ecuacidn es combinacién lineal de la otras dos, suprimiéndola y operando obtenemos:

m:m N U2(X_Xo)=u1(Y—yo) - uzx—u1y+(u1y0—u2X0)=0
u, u,

Y=Y _272, | U (Y=Yo)=U,(z-2,) - uyy-u,z+(u,z, —u,y,) =0
u, U,

gue se pueden reescribir de la forma:

Ax+By+Cz+D =0
Ax+B'y+C'z+D'=0

4) Incidencia punto y recta

Un punto R (x1,y1,z1) pertenece a la recta< B, +t-u> siy, solo si, el sistema de ecuaciones:

X, =X, +to U
Y1 =Y+t U,
Z,=7,+t- U,

es compatible. Es decir, el rango de la matriz:

X; =X - Z,—Z
rango| *© Yi™Y¥o 21720 |4
U u; Us

5) Condicion para que tres puntos estén alineados

Dados tres puntos A{ga, a),B(by, b, bs) y C(G, 6, G) estan alineados si y s6lo si los vectoi@sy AC

son linealmente dependientes. Es decir:

A, By C alineados- rango(

Ejemplo

a,—b, a,-b, a;-b,
a,-C, a,~-C, a3 —C4

|2

1) Determinar las ecuaciones paramétricas e implicitas de cada uno de los ejes de coordenados.

Vectorial:
P -

EjeOX: x=t-i ; EjeOY:y=t-]; EjeOzZ:z=t-k

Paramétricas:

X=X, ta-t x=0
Eje OX: <y =0 ; EjeOY:Jy=y,+at ; EjeOZ:
z=0 z=0
Continua:
Eeox: 2=Y=2. gieovy: X=Y=2 . Eeoz: X=Y:=2
1 0O 0 1 0 0 0 1
Implicitas:
- y= . X = =0
Eje OX: ,=0 Eje OY : __, EeOz: B
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Ejemplos

2) Expresar en todas sus formas posibles, la ecuaciéon de la recta que pasa por el punto P(1,2,3) y tiene
como vector director u= (2,1,-3)

e Ecuacion vectorial: (x,y, z) =(1,2,3) +t- (2,1,-3)

e Ecuaciones paramétricas:

x=1+2t
y=2+t
z=3-3t

e Ecuacion continua:
x-1_y-2_z-2
2 1 -3

e Ecuaciones implicitas:

x-1_y-2_2z-3 2 x-2y+3=0
2 1 -3 o 4o
Y=2_273 | _3y46=2-3 . 3y+z-9=0

X—_1=y—12qx—1=2y—4_>x—2y+3=0 {

3y+z-9=0

2x+y+z=3
3) Halla las ecuaciones en forma paramétricas y continua de la recta r:
Xx-y-2z=1

Para obtener la forma paramétricas resolvemos el sistema que es compatible indeterminado
{2x+y+z=3 {2x+y=3—z

Xx-y-2z=1 X-y=1+2z

E1l + E2: Sumando ambas ecuaciones: 3x=4+z - z=3x—-4

Sustituyendoen E1: 2x +y=3-zZ - y=3-2z2—-2x=3-3x+4—-2x =7 —5X

X=t
Ecuaciones paramétricas: {y = 7 -5t
z=-4+3t

De aqui obtengo un punto P(0,7,-4) y un vector director u= (1,-5, 3)

- +
Forma continua: % = y_7 = 2_4

4) Comprobar si los siguientes puntos estan alineados: A(0,1,1), B(-1,-1,4) y C(3,7,-8)

AB=(-1,-2,3) ; AC=(3,6,-9)

-1 -2 3 L
rg =1 - A, By C estan alineados.
3 6 -9

X _y-1 z-1
La recta que pasa por los tres puntos es: 1 :T :—3



Geometria afin del espacio MATEMATICAS II n

ECUACIONES DEL PLANO

Para determinar un plano del espacio se necesita conocer un gpwumnto [Par de vectores que formen una
base, es decir, que sean linealmente independientes.

Consideramos:
= Un punto B (X, Yo, Z) del plano.

= Dos vectores directoreg(uy, W,Us); v (Vi, V2,V3)

Sea P(¥y, z) un punto cualquiera del plano.

Se verifica:

*« PP=tu+sv +s,siendot, g R

1) Ecuacion vectorial:
OP=0P, +P,P=OP, +t-u+sv cont,scR
Expresada en coordenadas es:

(XY, 2) = (oYoZo) +t- (U, W) +S - (\, V2,V3)

2) Ecuaciones paramétricas:

Partiendo de la ecuacién vectorial e igualando coordenadas, obtenemos:
X=X, tt-u+s-y
y=y,+t-u,+s-v, con tslR

Z=Zy+t U+ SV,
3) Ecuacion general o implicita:

X=Xy= t-u+s-v
Y=Yo= t-u,+s-V,

Z-Z,=t-U;+5S -V,
Como se verifica qu@O—P =t-u+sv — los tres vectores son linealmente dependientes, por tanto,
X=X, U Vv, X=X, U Vv
rango|y-y, u, Vv, |[=2 - [y-y, U, Vv,/=0

Z-2, U; V, Z-2, U; V,

Al desarrollar este determinante obtenemos una expresion de la forma: Ax+ By +Cz+ D=0
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4) Ecuacion normal del plano.

Sea el planat: Ax+By+Cz+D =0 y sean P(x Vi, z2) Y Q(%, Y2, 2) dos puntos del plarm.

El vectorPQ ( x, — %, V> — V1, Z — z) pertenece al plana.
Como P y Q son dos puntos del plano verifica su ecuacién. Por tanto, se tiene:

Ax,+By,+Cz,+D=0

Ax2+By2+sz+D:O} = A(x, =x;)+B(y, -y;)+C(2z, -2,) = 0

Es decir, (A, B, C) PQ =0 - El vector (A, B, C) es ortogonal a cualquier vector del ptano

A este vector se le llama vector nornadiplano. De esta forma, se puede caracterizar un plano con solo
un punto y un vector ortogonal a él. Es decir:

Dado el vectou (A, B, C) y B (Xo, Yo, Zo) un punto del plano el plarmperpendicular al vectar y que
pasa por P es

. AX+By+Cz+D =0

Donde D se determina imponiendo que el punto P debe verificar la ecuacion del plano.

5) Ecuacion del plano que contiene tres puntos

El plano que contiene los puntos &x,20), B(X1, Y1, z1) Y C(%, Y2, Z) viene determinado por un punto y
dos vectores de direccion.

Determinamos el plano que pasa por el punto A y tiene como vectores de diEEQOAC , que deben ser
linealmente independientes.

Los vectores de direccion s&B ( X1 — Xo, Vi — Yo, Z— %) Y AC (X2 — X0, Yo — Yor 22 — %)

6) Condicién para que cuatro puntos sean coplanarios

Dados los puntos Ag¥o,2), B(X1, Y1, z1), C(%, Y2, ) Y D(Xs, Y3, Z), la condicién necesaria y suficiente
para que sean coplanarios es:

X; =Xy Xg =Xo X3~ X
AB,ACyAD sonld. =y, -y, Y,-Y, Ys-Yo|=0

Z,-2y Z,~2y 2312,
6) Casos particulares.

a) Plano que pasa por el origen: Ax+By+Cz=0
b) Plano paralelos a los ejes: Eje OX By+Cz+D=0
Eje OY Ax+Cz+D=0
Eje OZ Ax+By+D=0
c¢) Plano paralelos a los planos coordenados: Plano XYz =k
Plano XZ y =k
Plano ¥Z x =k
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Ejemplos

1. Hallar las ecuaciones paramétricas e implicita del plano determinado por el punto A(, -2, 1) y los
vectores de direccién u (3, 2, 5)y v (1, -1, 3).

Los dos vectores son linealmente independientes ya que no son proporcionales:% Z El ¢§
¢ Ecuaciones paramétricas:
X=1+3t+s
y=-2+2t-s
z=1+5t+3s
¢ Ecuacion implicita:
x-1 3 1
y+2 2 -1=0 - 11(x-1)-4(y+2)-5(z-1)=0 - 11x—-4y-5z-14=0
z-1 5 3

2. Hallar la ecuacion del plano determinado por los puntos A(1, 0, 3), B(-2, 1, 3) y C(-1, 2, 1)

 Calculamos los dos vectores de direccién: AB (-3, 1, 0) ; AC (-2, 2,-2)

* Son linealmente independientes: _—3 z % £ %
¢ Ecuacion implicita:
x-1 -3 1
y 1 -1=0 - x-1+3y+2(z-3)=0 - x+3y+2z-7=0
z-3 0 1

x=1+t+s
3. Comprobar si el punto P(4, -3, 1) pertenece al plano de ecuacion 1.y =2-t-2s
z=-3+2t+s

El plano viene determinado por el punto A(1, 2, -3) y los vectores u 1,-1,2)y v(1,-2,1)
Para que el punto P pertenezca al plano se tiene que cumplir que los vectores AP, u y v sean Ld.

Es decir, POT det(ﬁ,ﬁﬁ) =0

3 1 1
5 -1 —2[=3.3-3+(-6)=0
4 2 1

4. Comprobar que los puntos A(1, 2, 3), B(0, 1, 1), C(1, 0, 1) y D(1, 1, 0) son coplanarios.
Si son coplanarios los vectores AB, AC y AD son linealmente independientes.
AB(-1,-1,-2); AC (0, -2,-2) y AD (0,-1,-3) son L.d. si [ AB, AC,AD]=0

-1 -1 -2
0 -2 -2/=-4#0 - AB,ACYAD sonli. -~ A, B, CyD no son coplanarios.
0 -1 -3
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Ejemplos
X =4t
5. Calcular la ecuacion del plano que pasa por el punto P(0,1, 3) y contiene alarecta r:<y=5-2t
z=2t
 Todo plano queda determinado por un punto y dos vectores de direccion.
« Vector de direccién de r: u (4, -2, 2)
« Un punto de r: Q(0, 5, 0)
« Otro vector de direccion del plano es PQ: (0, 4, -3)
 El plano que buscamos viene determinado por el punto P y los vectores u y PQ:
X =4t
Ty =1-2t+4s
z=3+2t-3s
- . . o X=1_'y z+2
6. Calcular la ecuacion del plano 1T, que siendo perpendicular a la rectar: B Wiy pasa por el

punto P(-1, -2, 3)
La recta tiene de vector director u(2, -1, -1).
Dicho vector es un vector normal al plano. Por tanto, la ecuacion del plano es: 2x —y -z + D = 0.
Determinamos D imponiendo que el plano pasa por el punto P: 2(-1) - (-2)-3+D=0 - D=3

Elplanoes: m:2x—-y—-z+3=0.

7.- Calcular las ecuaciones de los planos paralelos a los planos coordenados que pasan por el punto
P(1,2,3).
* Paralelo al plano OXY:z=0
Como pasa por el punto P, se verifica que z =3
* Paralelo al plano OXZ:y =0
Como pasa por el punto P, se verifica que y = 2
* Paralelo al plano OYZ: x =0

Como pasa por el punto P, se verifica que x =1

8. Hallar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(0, 6, 2) y es paralela a las rectas r y s, siendo

x=0 X =1+t
r:qy=1-t ; s:qy=0
z2=2+2t z=1-t

Se reduce a calcular la ecuacion que pasa por P y tiene como vectores de direccion los dery s:
u,0,-1,2) ; u (10,1
X y-6 z-2
Plano: [0 -1 2 |=0 - x+2(y—-6)+z-2=0->-x+2y+z-14=0
1 0 1
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POSICIONES RELATIVAS DE DOS RECTAS

4.1. Ecuaciones en forma implicita

iy Ax+ By +C;z+D, =0 s Ax+B,y+C,z+D, =0
"|A,x+B,y+C,z+D, =0 "|A,x+B,y+C,z+D, =0

Hacemos uso del teorema de Rouché -Frobenius:

A C

0

i

O

i

1 1 1 1

iy

2

B
A, B
A, B
A, B

N

2

N
N

2 A* =

3

A=

w

3

> > > >
T W W w

C
Cc
Cc

O 00

N

O O O

4 4 4 4 4 4

Rango (A) = rango (A*) =2 -S.C.l. -»ry s tienen infinitos puntos en comdnr-y s coincidentes

Rango (A) = 2 ; rango (A*) =3 -8.l. -~ ry s no tienen puntos en comun y son coplanariay s
paralelas

Rango (A) = rango (A*) =3 -S.C.D. -ry stienen un punto en comlnr-y s secantes

Rango (A) = 3; rango (A*) =4 -S.l. -~ ry s no tienen puntos en comunry s se cruzan

4.2. Ecuaciones en forma paramétricas o continua
r:x=a+au, siendoa: vector de posicion del punto A(y;,z)d ry u: vector de direccion de r
s:x=b+Av, siendob : vector de posicion del punto B(¥,z)0 sy v: vector de direccion de s

Si existe un punto comun a las dos rectas, existiria algun valoy dejae serian soluciones de los
sistemas:

X, +0u; =X, +Av, ou, —Av, =X, =X,

y,+0uU, =y, +Av, - q0U, —AV, =Yy, -V,

z,+au, =z, +Av, ou; —Av, =2,-2,
u v, u, vy X, =X
Consideramos las matrices=|u, v, |y A*=|u, v, Y,-Y,
Us Vs Uy Vs Z,-24

* Sirango A* =rango A = L. r y s son coincidentes
Los vectores u, v, PQ son l.d.
* Sirango A*=2,rango A=1 +y s son paralelas s
S.1., no hay punto en comun y como rgA = 1, los vectores son paralelos
* Sirango A*=2,rango A =2 %y s son secantes
Sistema C.D. -tienen una solucion unica
* Sirango A* =3, rango A=2 Yy s se cruzan

Los vectores u,v y AB son Li. no tienen ningln punto en comun y los tres tied&aceiones,
las rectas seruzan en el espacio
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Ejemplos

1) Estudiar la posicién relativa de las siguientes rectas:

X =1+3t X = 6s
r:qy =2+t S:qy=-1+2s
z=-1+t z=1+2s

Sean ur(3, 1,1) direccion de r ; us(6, 2, 2) direccion de s
Ambos vectores son proporcionales, por tanto, ambas rectas tienen la misma direccion.
Comprobamos que el punto A(1, 2, -1)0r no pertenece a larecta s:
1=6s
$:42=-1+2s > s =% - Alr - Las rectas son paralelas

-1=1+2s - s=1

22 forma:

A1, 2, -1)0r ; B(0,-1,1) Os — AB(-1, -3, 2)

36 -1 36
Son paralelas porquerg|1 2 -3|=2;rg|1 2|=1
12 2 12

2) Estudiar la posicion relativa de las siguientes rectas:

X =1+t x=3-3s
r:qy=2-t S:3y=5-2s
zZ=4+2t Z=2s

Sean u:(L-12)direccién de r; us(=3, -2, 2) direccion de s
Ambos vectores son linealmente independientes - las rectas tienen distinta direccion

Sea A(1, 2,4)0r yB(3,50) Os, el vector AB (2, 3, -4)

Estudiamos el rango de la matriz:

1 -3 2 1 -3 2
A*=|1-1 -2 3| 5|0 -5 5| - rgA*=2 - Ambas rectas se cortan en un punto
2 2 -4 0 8 -8

Para determinar las coordenadas del punto, resolvemos el sistema:

2=3s+t =35+t
=3S
3=2s-t —>{ —»Szl,tz'l
3=2s-t
-4 =-2s5+2t

Llevando uno de estos valores a la ecuacion de la recta correspondiente obtenemos las coordenadas
del punto de interseccioén:

Sit = -1, sustituyendo en la ecuacién de r obtenemos el punto Q (0,3,2)

Por tanto, r y s se cortan en el punto Q(0,3,2)
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Ejemplos

3) Estudiar la posicion relativa de las siguientes rectas:

. 2x+y=-5 . 2y-z=-7
"l4x-z=-10 "|2x-3y =8
Estudiamos el rango de las matrices:
2 1 0 2 1 0 -5
4 0 -1 4 0 -1 -10
A= A* =
0 2 -1 0 2 -1 -7
2 -3 0 2 -3 0 8
2 1 0 -5 2 1 0 -5 2 1 0 -5 21 0 -5
4 0 -1 -10 0-2-10 0-2-10 0-2-10
OB O PP sgugieR
0 2 -1 -7 RS 0 2 -1 -7 HHLED- 0 0 -2 -7 0 0 -2 -7
2 -3 0 8 0 4 0 13 0 0 2 13 0 0 0 6

Luego, rg A* =4

Por tanto, las dos rectas se cruzan

4) Calcular la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(0, 3, 2) y corta a las rectas r y s de ecuacién:
. X-y+z=0 s X—-2y+z=0
“|2x+y =3 |x-2y-z=4

Si las rectas r y s se cortan en un punto, el problema se reduce a determinar la ecuacién de la recta
que pasa por dos puntos.

Si ambas rectas son paralelas y definen un plano, las rectas que pasan por P son infinitas si el punto
esta en dicho plano.

Determinamos la posicion de r y s, para ello estudiamos el rango de las matrices:

1 -11 1-110
2 1 0 2 1 0 3
A= A* =
1 -2 1 1210
1 -2 -1 1 -2-14
1-110 1-110 1-110 1-110
2 1 0 3 0 3 -23 0-100 0-100
- - - - IrgA=rgA*=3
1210 0-100 0 3 -23 0 0 -23
1-2-14 0 -1-24 0 -1-24 0 0 -24

Luego ambas rectas se cortan en un punto. Para determinar sus coordenadas resolvemos el sistema:

1-110
0-10 0 X-y+z=0 X=-z=2
y=0 - 3y=0 - Punto de interseccién: Q(2, 0, -2)
0 0 -23
-2z=4 z=-2
0 0 -214

Ecuacion de la recta que pasa por P(0, 3, 2) y Q(2, 0, -2) :PQ (2,-3,-4)
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POSICIONES RELATIVAS DE DOS PLANOS

5.1. Ecuaciones en forma implicita
Seanm, y i, dos planos del espacio:
m:Ax+ By +Cz+D, =0 m:A,Xx+B,y+C,z+D, =0

Consideramos las matrices:

A - Al Bl Cl A* = Al Bl Cl Dl
A2 BZ CZ A2 BZ CZ DZ

* Sirango A =2 =rango A* —, y T, Se cortan en una recta.

Sir(A) = 2 - Sistema con infinitas soluciones, las ecuaciones son independientes y, por tanto, los
planos se cortan en una recta.

Para hallar su ecuacién, basta resolver el sistema formado por las dos ecuaciones.
* Sirango A=1;rango A* =2 gt y 1, son paralelos.

El sistema es incompatible y los planos no tienen puntos comunes.
i:& + Dl

Esta condicion es equivalente—g‘:—l =
A2 BZ CZ D2

e Sirango A =1 =rango A* — y 1, son coincidentes.
El sistema es compatible indeterminado. Sus dos ecuaciones son equivalentes.
Bl — Cl — Dl

.., . A
Esta condicion es equivalenteat = t=—*1=—L
A2 BZ C2 D2

5.2. Haz de planos

Se llamahaz de planosal conjunto de todos los planos que pasan por una cierta recta denominada arista del
haz.

Supongamos que los planasy 1, se cortan en una recta r:
m:Ax+ By +Cz+D, =0 ,:AXx+B,y+C,z+D, =0

Formamos una combinacion lineal de las ecuaciones de ambos:

o (Ax+ By +Cz+D,)+B(A,x+B,y+C,z+D,)=0

Demostracion

Para cada valor dey 3, obtenemos la ecuacion de un plano que contiene a la rectarr.

Reciprocamente, si un plano contiene a la recta r, su ecuacion es combinacién lineal de las ecuaciones de
myTy,.

Luego, la expresion anterior esdeuacion del haz de de planos que contiene a la recta r.



Geometria afin del espacio MATEMATICAS II

Ejemplos

1) Estudiar la posicién relativa de los siguientes planos:

. Xx-y+z=0 Tt:x-y=0

1-11
A=
L3

Rango (A) =2 - ambos planos tienen distinta direccion - se cortan en una recta.

Consideramos la matriz:

X-y+z=0

La ecuaciéon de larectaes r:
x-y=0

2) Estudiar la posicion relativa de los siguientes planos en funcién de los valores del pardmetro m:

mmx+y-z=1 T:2X -y +mz =3m
Consideramos las matrices:
m 1 - m 1 -1 1
A= A* =
2 -1 m 2 -1 m 3m

Rg A = 2 porque si 5 ]‘ £0 - m?+2#0 Om - Los dos planos tienen distinta direccion —
m

Se cortan para cualquier valor de m

3) Estudiar la posicion relativa de los siguientes planos:

T:3x-2y+z=-1 . -6x+4y-2z=4
Consideramos las matrices:

3 21 3 21 -1
A= A* =
-6 4 -2 -6 4 -2 4
Rango (A) =1 —» Ambos planos tienen la misma direccion

Rango(A*) =2 ya que

]‘ =2#0 - elsistema es incompatible - Los planos no tienen punto en

comun

Por tanto, los dos planos son paralelos.

4) Determinar la ecuacion del plano que pasa por el punto P(1, 2, -3) y es paralelo al plano 1, cuya
ecuacion es
TTX-y+z-1=0
Buscamos un plano paralelo a 1, por tanto, sus vectores normales son proporcionales.

Sea v vector normal a 1t v (1,-13,1)
Todo plano paralelo ames de laforma: x—y+z+k =0

Determinamos k, imponiendo que el plano pasaporP:1-2-3+k=0 - k=4

Por tanto, el plano buscadoes: x—-y+z+4 =0
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Il POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA Y UN PLANO

Una recta y un plano pueden adoptar las siguientes posiciones: se cortan en un punto, son paralelas o la recta
esta contenida en el plano.

6.1. Recta en paramétricas y plano en implicita
Consideremos la rectary el plano
. m:Ax+ By +Cz+D=0 - Vector normal : ﬁ(A, B, C)

X =X, +1u,
e r:{y=y,+tu, - Vectorde direccion:u(u,,u,,u,) y un punto P(X,Y,.Z,)
z=z,+tu,

Podemos obtener los puntos de interseccion de ambos sustituyendo X, y , z en la ecuacion del plano,
resultando una ecuacién con la incognita t:

A(x, +tu,) +B(y, +tu,) +C(z, +tu,) +D =0
1) Sila ecuacion tiene solucién: la recta y el plano se cortan en un punto.
2) Sino tiene solucidn: la recta y el plano son paralelos.
3) Sitiene infinitas soluciones: la recta esta contenida en el plano

22 forma:
1) SiuOnyPOmn - larecta esta contenida en el plano
2) SiubnyPOn - larectay el plano son paralelos

3) Siudn - larectay el plano se cortan en un punto.

6.2. Recta y plano en forma implicita

Consideremos la rectary el plano

Ax+ By +Cz+D, =0
r:{ ' Y TR T Ax+B,y+C,z+D, =0

A,x+B,y+C,z+D, =0

Hacemos uso del teorema de Rouché -Frobenius:

Al Bl Cl Al Bl Cl Dl
A=|A, B, C, A*=|A, B, C, D,
A3 BS C3 A3 B3 C3 D3

* Rango(A) = 2 =rango(A*)» La recta esta contenida en el plano

El sistema es compatible indeterminado. Los tres planos tienen una recta en comun

* Rango(A) = 2, rango(A*) =3 -Larectay el plano son paralelos.

El sistema es incompatible. Los tres planos no tienen puntos en comun.

* Rango(A) = rango(A*) =3 -Larectay el plano son secantes.

El sistema es compatible determinado. Los tres planos tienen un punto en comdn.
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Ejemplos

1) Estudiar la posicion relativa de larecta r :g = yT—3 =z+3 yelplano Tt 3x+2y—-z=0

Vector de direccion de la recta: G(Z, 2,1)
Vector normal : n (3,2,-1)

n-u=6+4-1=9 - uZn - larectay el plano se cortan en un punto
Determinamos el punto de corte:

X =2t
Consideramos las ecuaciones paramétricas de la rectar:{y =3 + 2t

z=-3+t

Sustituyendo en la ecuacion del plano: 6t + 2(3+2t) - (t—-3)=0 - 6t+6+4t—-t+3=0 - t=-1
El punto de corte es P(-2, 1, -4)

2x-y+z=2

2) Estudiar la posicion relativa de larecta r: yelplano Tt 2x+3y—-z=1
4x+2y =1

Hacemos uso del teorema de Rouché -Frobenius:

2 -1 1 2 11 2
A=14 2 0 A*=14 2 0 1
2 3 -1 2 3 -11
Rango A=2ya que F2—-F1=F3
2 -112 2 -112
Rango A*=3yaque A*={4 2 0 108004 2 01
2 3 -11 0 002

El sistema es incompatible -~ No hay puntos en comdn

Por tanto, la recta y el plano son paralelos

X-y+z=0

3) Estudiar la posicion relativa de larecta r: { yelplano Tt x—y+mz=0
XxX+my-z=1

Sean las matrices:

1-11 1-110
A=|1m -1 A*=11m -11
1-1m 1-1m2OoO
Al=m?-1=0 - m=1,m=-1
1-110
e m=1- A*=|1 1 -1 1| - rgA*=2 - Larecta esta contenida en el plano.
1-110
1-110 1-110
e m=-1- A*=|1 -1 -1 1|OFfFH |0 0 2 1| - Sistemaincompatible - ry Ttparalelos
1-1-10 0 00-1

m#+1 - Larectay el plano se cortan en un punto
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POSICIONES RELATIVAS DE TRES PLANOS

Para estudiar la posicion relativa de tres planos consideramos la forma implicita:
A X+ By +C,z+D, =0
1, :AX+B,y+C,z+D, =0
T, Ax+B,y+C,z+D, =0

Hacemos uso del teorema de Rouché —Frobenius, para ello tomamos la matriz A de los coeficientes y la
matriz ampliada, A*:

Al Bl Cl Al Bl Cl Dl
A=|A, B, C, A*=|A, B, C, D,
A, B, C A, B, C, D

w
w

3 3 3 3

Los casos que se pueden dar son:

1) rg(A) = 3 =rg (A*) - Los planos se cortan en un punto.

El sistema de ecuaciones es compatible determinado, y tiene una Unica solucién. Los planos tienen sélo
un anico punto comun.

2)rg(A)=2 ; rg(A%) =3

El sistema de ecuaciones es incompatible, no tiene solucion. Los tres planos no tienen ningdn punto en
comun. Se pueden presentar dos casos:

2.1) Todas las submatrices de A de orden 2 x 3 tienen rango 2. Los planos se cortan dos a dos, entre los
planos considerados no hay dos que sean paralelos. Por tanto, cada dos planos se cortan segun una
recta.

2.2) Una de las submatrices de A de orden 2 x 3 tiene rango 1. Dos planos son paralelos vy el tercero
corta a los otros dos en rectas paralelas.

3)rg(A)=2=rg (A*) =2

El sistema de ecuaciones es compatible indeterminado, y tiene infinitas soluciones. Los planos se cortan
en una recta. Pueden presentarse en este caso dos situaciones distintas:

3.1.) Todas las submatrices de A* de orden 2 x 4 tienen rango 2. Los planos son distintos. Por tanto, se
cortan los planos en una recta.

3.2) Una de las submatrices de A* de orden 2 x 4 tiene rango 1. Dos planos son coincidentes vy el
tercero corta a los otros dos en una recta.

4)rg(A)=1; rg (A%) =2
El sistema de ecuaciones es incompatible, no tiene solucién comun. Se pueden presentar dos casos:
4.1.) Todas las submatrices de A* de orden 2 x 4 tienen rango 2. Los tres planos son paralelos.

4.2) Una de las submatrices de A* de orden 2 x 4 tiene rango 1. Dos planos son coincidentes vy el
tercero es paralelo a los otros dos.

5) Si rg(A) =1 = rg(A*)

El sistema de ecuaciones es compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones. Los tres planos
coinciden.
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Concurrentes en un punto

Cortan 2 a 2 en una recta

2 paralelas y una secante

Secantes en una recta

T
my

B

e

1 corta en unarectaa 2
coincidentes

2 coincidentes y 1paralelo

Planos paralelos

Planos coincidentes

s
/1/12 =T

/

.
g

A Mg =Ta= M s

1) Estudia la posicion relativa de los tres planos:

X+2y-3z=1
2x+y-4z=3
X+5y-5z=1

Hacemos uso del teorema de Rouché —Frobenius, para ello tomamos la matriz A de los coeficientes y la

matriz ampliada, A*:

2 31
A*

5 -51

>
1l
BN e
a N
I

1 2 31

0 3 -20

No hay puntos comunes a los tres planos.

Rango A = 2 ; Rango A'=3

A_12—3
221 -4

13

(12 -3 A -
15 -5, %

12 -31
A*=|2 1 -4 3
15 51

1 2 31

0 0 01

21 -4
15 -5

1
2 1-430FEFHE./0-3 2 1|0dHBE|0 -3 2 1| - Elsistema es incompatible
1

Las tres submatrices 2 x 3 de A tienen rango 2 — Los planos tienen distintas direcciones 2 a 2

Por tanto los planos se cortan 2 a 2 segln tres rectas.
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Ejemplos

2) Estudia la posicion relativa de los tres planos:

5x+z=7
x-2y-z=1
3x-3y-2z=2
Consideramos las matrices:
50 1 50 17
A=|1 -2 -1 A*=|1 -2 -1 1
3 -3 -2 3 3-22
50 17 1 -2 -11 1-2-11 1-2-11
A*=|1 -2 -1 1|-|5 0 1 7|0fF{EOE.|010 6 2 |0BFOGETT.|0 -8 0 8
3 3-22 3 -3-22 0 3 1 -1 0 3 1 -1

|Al=8#0 - rg(A) = rg(A*) = 3 — Sistema compatible determinado
Luego, los tres planos se cortan en un punto.

Para determinar las coordenadas de dicho punto resolvemos el sistema:
x-2y-z=1 y=-1
-8y =8 »+<-3+z=-1-z=2 - Las coordenadas del punto son (1,-1,2)
y+z=-1 X+2-2=1-x=1

3) Discutir la posicién relativa de los siguientes planos segun los distintos valores de “a”:

ax+y+z=1
Xx+ay+z=1
Xx+y+az=1
Sean las matrices:
all allli1l
A=l1lal A*=|1 a 11
11a 11al

DetA=a’-3a+2=0- (a-1)*a+2)=0-a=1a=-2

e Sia#la#-2- rg(A*) =rg(A) = 3 - Los tres planos se cortan en un punto.

1111
e Sia=1- A*=|1 11 1| - Los tres planos son coincidentes
1111
-2 1 11 0 3 33 0 0 0 3
i S'a:'2—> A*_ 1 _2 1 1 - O _3 3 0 - O _3 3 0 —»rg(A*):3
1 1 21 11 -21 11 -21

No hay puntos comunes a los tres planos
Se comprueba facilmente que las tres submatrices de orden 2 x 3 de A son de rango 2.

Por tanto, los tres planos se cortan 2 a 2 en una recta.





