FUNCIONES Y GRAFICAS

Concepto de funcién

Una funcién entre dos conjuntos X e Y es una relacion definida de tal manera que a cada
elemento X le corresponde exactamente otro elemento (uno y sélo uno) de Y.

Cuando X e Y son el conjunto de los reales, R, la funcién se llama de variable real.

En una funcién intervienen dos variables, una independiente y otra dependiente. La
independiente suele designarse por x; suele llamarse y. Si el par (x, y) pertenece a la funcidn f, se
dice que y = f(x). Esquemdticamente se indican asi: f: R — R, estoes: x = y= f(x)

Dominio de £, Dom(f). Es el conjunto de los x para los cuales existe el valor de f(x).
La imagen o recorrido de una funcién f; Im(f), es el conjunto de valores que toma f (x) cuando x
pertenece al dominio; es, por tanto, el conjunto de resultados.

« Las funciones reales suelen darse mediante una férmula o expresion algebraica. Por
ejemplo: f(x) = x* —3x; g(x) =+/3—x. También se escribe: y = x* —=3x; y =+/3—x

: . fi(x), six<a a4 ) .
Funciones definidas a trozos: f(x) = . . Se indica asfi que la funcién que
fr(x), sixza

actda para los valores de x < a es fi(x), y para los valores de x > a es f>(x).

Idea grifica de una funcién. Las funciones de variable real suelen representarse por una linea.
Todos los puntos de esa linea corresponden a pares de nimeros relacionados entre si por la

funcién; para cada punto (xo, yo) de la grafica, yo es la imagen de xo; esto es, y, = f(x,) .

Si una funcién viene dada por la expresion y = f(x), para determinar la imagen de un nimero
x; basta con hallar el valor de f{x;). Los sucesivos puntos (x;, f(x;)) generan la grafica de f.

Consideraciones sobre la grafica de una funcién

Al representar o interpretar la una funcion, aparte de considerar las variables que se relacionan y
las escalas de los ejes, conviene sefialar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, sus
valores maximos y minimos, la continuidad, y las posibles simetrias y periodicidades.

Estos conceptos pueden definirse asi:

o f(x)escrecienteenunpuntox =a < f(a—h)< f(a)< f(a+h)

e f(x) esdecrecienteenunpuntox =a < f(a—h)= f(a)= f(a+h)

e f(x) tiene un miximoenunpuntox =a & f(a—h)< f(a)= f(a+h)

e f(x) tiene un minimoenunpuntox =a & f(a—h)= f(a)< f(a+h)
 Continuidad. Una funcién es continua cuando a una variacion pequefia de x le corresponde
una variacion pequefia de f(x): una funcidn f'es continua cuando puede dibujarse sin

levantar el 14piz del papel.
» Funciones pares: son simétricas respecto del eje OY ; cumplen que f(—x) = f(x).

« Funciones impares: simétricas respecto del origen; cumplen: f(—x) = —f(x)
» Funciones periddicas: una funcién de periodo k cumple que f(x+k) = f(x), para todo x.

fb)-f(a)
b—a

« Tasa de variacién media: TVM [a,b] = . Esta expresion da el aumento o

disminucién medio (unitario) de la funcién f(x)cuando la x para de valer a a valer b.

« Tendencias: asintotas. Las asintotas de una funcion son rectas hacia las cuales tiende a
pegarse la grafica de esa funcion. Pueden ser verticales, horizontales y oblicuas.




Composicion de funciones
Cuando sobre f(x) actiia otra funcién g se puede hablar de composicién de funciones. Es

frecuente la notacioén (g o f)(x), cuyo significado es g(f(x)); se lee f compuesta con g.
Esquematicamente es:
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Andlogamente, (f o g)(x) = f(g(x)).
La composicién de funciones no es conmutativa; esto, en general g(f(x)) # f(g(x))

Funciones inversas
Dos funciones f'y g son inversas cuando se cumple que: g(f(x))=xy f(g(x))=x.

La funcién inversa de f se designa por f~ ! (También se dice que f'y g son reciprocas.)

Imagen inversa de un nimero

Para todo y, del recorrido de la funcién f, su imagen inversa, f'( Yo), s el conjunto de los
ndmeros x, del dominio, que se transforman en yy. Esto es, f I Yo) = {x € R| fx)= yo}.

« Para hallar f7'( ¥o) se resuelve la ecuacion f(x) =y, .

« En particular, f~'(0) da los puntos de corte de la funcién con el eje de abscisas.

Griéficamente, para determinar f ' ( ¥o) se traza la recta horizontal y = yy; las abscisas

correspondientes a los puntos de corte de esa recta con la grifica de f(x) forman la imagen
inversa de yo.

Transformaciones de una funcién
A partir de la funcién f(x) pueden deducirse el comportamiento de:

- f(x), f () k+f):  kfo); fx+k)y;  flkx)

k es un numero real.

» La funcién — f(x) cambia de signo todos los resultados de f(x).

Las gréficas de f(x) y de — f(x) son simétricas respecto del eje OX.

« La funcién | f (x)| cambia de signo todos los resultados negativos de f(x) ; los resultados
positivos los deja iguales. Su grafica no puede aparecer por debajo del eje OX.
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« La funcién k + f(x) suma el nimero k a los resultados de f(x). Esto significa que si k es

positivo, la grafica de f(x) se desplaza k unidades hacia arriba; si k es negativo, se

desplaza hacia abajo.

« La funcién k- f(x) multiplica por k todos los resultados de f(x).

« Lafuncién f(x+k) eslamismaque f(x) pero trasladada k unidades a la izquierda si k
es positivo, y k unidades a la derecha, si k es negativo.

o Lafuncién f(k-x) contrae o dilata la funcién f(x);sik> 1, se contrae; si0O<k <1, se
dilata.

También puede definirse a trozos. Asi:






