REPRESENTACION GRAFICA
DE FUNCIONES

Esta Unidad pretende ser una aplicacion practica de todo lo aprendido
hasta ahora en el bloque de Analisis. En ella nos centraremos en las
funciones polindmicas y racionales. Asimismo, usaremos el calculo de
limites como instrumento para conocer las posibles asintotas de una
funcién, asi como su continuidad. Incluiremos también el estudio de
la derivada para obtener los extremos relativos y la monotonia de una
funcién. A partir de la sequnda derivada obtendremos los puntos de
inflexion y estudiaremos su curvatura.

Por esta razon la representacion grafica de funciones se considera
una de las aplicaciones del calculo de limites y de las derivadas mas
utilizada en las ciencias sociales y, en correspondencia, es uno de los
temas de ejercicios mas frecuentes en las PAU.
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Importante

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Para calcular el dominio de una
funcion racional, no se simplifica
la fraccion racional que la define.

B 8.1 Informacion extraida de la funcion

A. Dominio

El dominio de una funcion real de variable real dom f, es el conjunto de valo-
res de la variable independiente x para los que esta definida la funcién.

dom f={xeR/ f(x)eR}

Funcion
Polinémica
dom f=R
Racional
flxy =22

a(x)
= domf=R- {xeR/q(x)=0}

Exponencial
fx)=a* a>0, a=1
= dom f=R.

Logaritmica

f(x)=1log,(g9(x)) a>0,a=1
= dom f ={xeR/g(x)>0}.

Irracional

Fx) =4g9(x)
— Sin es par:
dom f= {xeR/g(x)>0}
— Sin es impar:
dom f=R

A continuacién analizaremos el dominio de algunos tipos de funciones:

Ejemplos

El dominio de f(x) = %xz +3x—+/5 esR.

Si f(x)= _x*1 los valores que anulan el denominador
2
X" —5x+6

son las soluciones de la ecuacion:

X’ —5x+6=0

es decir:

X=2yx=3=

= dom f=R—{2,3}=(-»,2) U (2 3)U(3 x)

S0 = x(xx+ 5)

= dom f =R—{-5, 0} = (-0, —5) U (-5, 0) U (0, )

=

Si f(x)=e”" = domf=R

Si f(x) = In(4 — x°)
= dom f =(-2,2)
que son las soluciones de 4 - x* > 0.

Si f(x)=~2-x

= dom f = (-, 2]

que son las soluciones de la inecuacién 2—x>0.
Si f(x)=Rx+2

= dom f=R.

1
X+2

Si f(x)=

= dom f= (-2, )
pues son las soluciones de x + 2 > 0.
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B. Simetria

Las graficas de las funciones pueden presentar varios tipos de simetrias, aunque solo estudia-
remos dos:

1) Una funcién f es simétrica respecto del eje de ordenadas o eje Y si para cualquier punto x
de su dominio se cumple que f(-x) = f(x). A las funciones cuya grafica presenta esta simetria
se les llama funciones pares.

2) Una funcion f es simétrica respecto del origen de coordenadas si para cualquier punto x
de su dominio se cumple que f(-x) = —f(x). A las funciones cuya grafica presenta esta sime-
tria se les llama funciones impares.

Si sabemos que una funcidn presenta cualquiera de estos dos tipos de simetria basta con
construir su grafica en los puntos en que x > 0. Por simetria, podemos dibujar el resto de la
grafica.

EJEMPLO 1 ==

2
1. La grafica de la funcion f(x) :42)(—+27 es si- Y
X" =3x"+5

métrica respecto del eje ¥, ya que la funcion f(x)
es par. Veamoslo:

2-x¥+7 2 +7
(=x)* =3(=xy¥ +5  x*—3x"+5

f(=x)= =fx) X

2. La grafica de la funcién g(x) = x> — x es simétrica respecto al origen de coordenadas, ya
que dicha funcién es impar, pues

g(=x)=(=x) = (=x) ==X’ + x = ~(x’ = X) = —g(x)

Y

3 2

3. La gréfica de la funcion h(x) = X *X

i1 no presenta simetria alguna, ya que no es ni par ni
X +

impar, pues
(—x)’ +(-x)"  —x’+x°
2(—x)+1 —2x+1

h(-x) =

= h(—x) # h(x) y h(—x) = —h(x)

C. Continuidad

Las funciones que vamos a representar son, por regla general, continuas en su dominio de
definicién. Mencion especial merecen las definidas a trozos, que pueden ser, o no, discontinuas
en aquellos puntos en los que cambian de definicion, razon por la que debemos estudiar la
continuidad en esos puntos.
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Recuerda
’ 1 ~

e Una funcién puede no cortar al
eje X, o tener un Gnico o varios
e incluso infinitos puntos de
corte con él.

e Una funcién no tiene por qué
cortar al eje ¥; pero, si lo corta,
lo hace en un dnico punto

(0, f(0)).

Vocabulario

A los «intervalos de signo cons-
tante» también se les denomina
«regiones de signo constante de
la funciény.

D. Puntos de corte con los ejes

Son los puntos de la grafica de la funcion en los que esta corta al eje de abs-
cisas (eje X) o de ordenadas (eje Y).

Calculo de los puntos de corte con el eje X

Para calcular los puntos de corte con el eje X, se resuelve la ecuacion f(x) = 0, ya que los pun-
tos del eje X tienen su ordenada nula. Las soluciones de la ecuacién anterior (si existen) seran
la abscisa de cada uno de dichos puntos de corte.

Calculo de los puntos de corte con el eje Y

Para calcular la ordenada del punto de corte con el eje Y (siempre que el punto x = 0 perte-
nezca al dominio de la funcién) se calcula f(0), ya que los puntos del eje Y tienen su abscisa
nula.

E. Intervalos de signo constante

Una funcién f es positiva en un intervalo si f(x) > 0 para cualquier valor x
de ese intervalo.

Analogamente, la funcién f es negativa en un intervalo si f(x) < 0 en cual-
quier valor x de ese intervalo.

En los intervalos en los que la funcidn es positiva, su grafica se encuentra por encima del eje
X'y, por el contrario, la grafica esta por debajo del eje X en aquellos intervalos donde f es
negativa. Para calcular dichos intervalos se estudia:

a) El signo de la funcion en intervalos cuyos extremos son los puntos en los que no esté defi-
nida la funcion.

b) Los puntos de corte con el eje X.

5 EJEMPLO 2 (PAU)

ni perdi6?

Solucion

afos 2003 y 2005.

Los beneficios de cierta empresa entre los afios 2000 y 2007, en millones de euros, siguen la funcion B(t) = t* — 8t + 15,
donde t representa el nimero de afios transcurridos desde el afio 2000. Indica los periodos en los que la empresa obtuvo ga-
nancias (beneficios positivos) y aquellos en los que hubo pérdidas (beneficios negativos). ¢En qué afios la empresa ni gané

La empresa ni gan6 ni perdi6 en aquellos afios en los que los beneficios fueron nulos, es decir, debemos encontrar los puntos
de corte con el eje X. Para ello resolvemos la ecuacion

Bt)=0=t" -8t+15=0=>t =

Por tanto, la empresa ni gan6 ni perdi6 en los afios 2003 y 2005.

Como se puede observar en la figura, la empresa obtuvo ganancias entre los afios
2000 y 2003 y entre 2005 y 2007, mientras que generd pérdidas entre los

=t=3yt=5.

_ 8+/64-60
2

B(t) + - +
2000 2003 2005 2007 X
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EJEMPLO 3 (PAU) @

Calcula los puntos de corte con los ejes y los intervalos de signo constante de la funcién
x* —6x+8
fln=2"222
x—-1
Solucion

e Como x = 0 pertenece al dominio de f, podemos calcular el punto de corte con el eje ¥:
f(0) =-8 = f corta al eje Y en el punto (0, -8).
e Puntos de corte con el eje X (y = 0):
Resolvemos la ecuacion
2 —
ijs=0 = X' —6x+8=0 =>x=2yx=4
X —

Por tanto, f corta al eje X en los puntos (2, 0) y (4, 0).

1 2 4
Con todo ello, dividimos la recta real en intervalos cuyos extremos son los dos puntos de
corte con el eje X que acabamos de calcular y el punto x = 1 donde la funcién no existe.

Si sustituimos en la funcion cualquier punto del interior de cada uno de los intervalos
en los que hemos dividido el dominio de la funcién, el signo de f es el que aparece en
el esquema correspondiente a la figura. Obtenemos de esta manera que la funcién f es
positiva en (1, 2) U (4, +0) y negativa en (-, 1) U (2, 4).

- + - +

O—0O

1 2

~ 0

Una vez calculados los puntos de corte con los ejes y los intervalos de signo constante, puedes
sombrear las regiones del plano en las que sabes que no hay que representar la funcion. Esto
te dara una idea inicial de su grafica.

Asi, la funcién correspondiente al Ejemplo 3 tendra su grafica en las regiones que no hemos
sombreado.

Y
La grdfica de la funcién | | Pdntos de X
f(x) estard situada en las cdrte eje X
regiones no sombreadas. R
Punto de
corteejeY |
L
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F. Asintotas

Ya tratamos el concepto de asintota en la Unidad 6. Aqui nos interesa destacar que cabe dis-
tinguir tres tipos de asintotas: verticales, horizontales y oblicuas.

Asintotas verticales

La recta x = ¢ es una asintota vertical de la funcion f(x) si se cumple que
lim f(x) =100 y/o lm f(x)=too.
X—c X—c

La recta x = ¢ sera, como norma general, una asintota vertical de una funcién racional si x = ¢
es un punto donde el denominador se anula (siempre y cuando no lo haga simultaneamente
el numerador).

Para conocer el comportamiento de la gréfica a la izquierda y a la derecha de la asintota ver-
tical, calcularemos los limites laterales.

ﬁ EJEMPLO 4

.. 1 . .
La funcién f(x) = ————— presenta dos asintotas verticales:
(x+1)(x—-1)

lasrectasx=-1yx=1,

ya que en estos puntos se anula el denominador de la funcion sin hacerlo el nume-
rador.

Si calculamos los limites laterales de f(x) en esos puntos, obtenemos la tendencia de
la funcién cuando se va acercando a ellos.

e Como lim f(x)=-w y lim f(x)=+o, la grafica de f(x) en los puntos cercanos
x—-1" x—>-1"
a x = -1 se comporta tal y como puede observarse en la figura.
e Como lim f(x)= lim f(x) =+, entonces la grafica de la funcién toma valores
x—1" x—1"

cada vez mayores a medida que la variable independiente se va acercando a x = 1.
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|| Asintotas horizontales

La recta y = k es una asintota horizontal de la funcion f(x) si se cumple que
lim f(x)=k y/o Um f(x)=k.

En el caso de una funcion racional, esta tendra como asintota horizontal la recta y = k (k # 0)
cuando el grado del polinomio numerador y denominador coincidan.

El eje X (recta y = 0) sera asintota horizontal de una funcién racional cuando el grado del

numerador sea menor que el grado del denominador.
EJEMPLO 5 @

2X

. . .. 2 .
La recta y = 2 es asintota horizontal de la funcion f(x) = _Xl' ya que lim =2, tal

X — x—>t0 ¥ — 1

y como se puede observar en la figura.

EJEMPLO 6 @

El eje X (recta y = 0) es asintota horizontal de la funcion g(x)= ZX 1 ya que
x°+

lim —

=0. Observa la figura.
x—>to ¥ 4]
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Asintotas oblicuas

La recta y = mx + n es una asintota oblicua de la funcién f(x) si
tim (y - £(x)) =0,
es decir,
lim (mx —n— f(x))=0.

X—>0

Como consecuencia de lo anterior, el calculo de la pendiente m y la ordenada en el origen n
de la asintota oblicua sera:

m= limM y n=xl1n;(f(x)—mx)

X—>x0 X

En el caso de una funcién racional, esta tendra una asintota oblicua si el grado del numerador
supera en uno al grado del denominador. En este caso, la ecuacién de la asintota sera el co-
ciente de dividir el polinomio numerador entre el polinomio denominador.

En una funcion racional, las asintotas horizontales y oblicuas son incompatibles, pues los
grados del numerador y denominador determinan el tipo de asintota.

5 EJEMPLO 7

La funcion f(x) =

3

1 tiene una asintota oblicua, pues es racional y el grado del
X+

numerador excede en uno al del denominador. Por tanto, no posee asintotas horizon-
tales. Calculamos entonces la ecuacion de la asintota oblicua.

3 3
. X . X . X
hm&:hm > = lim— =1l=o>m=1
x>0 x X—>00 X(X + ]_) x> X2 4 x

< P L X=X =X . —X
n=lim(f(x)-1x)= lim——-x = lim 5 =lim——=0=n=0
X0 x>0 x° 41 X0 x“+1 x>0 x° 41

Luego la recta y = x es una asintota de la funcion f(x). Observa la figura.
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Posicién de la grafica de la funcion respecto a una asintota p Observa
Para calcular la posicion de la grafica de una funcién con respecto a una asintota horizontal u En una funcién racional se cumple:
oblicua seguiremos el mismo proceso que en el Ejemplo 7, que consiste en calcular:
(px) . . 1(x)
lim ( f(x) — asintota lim {—— asmtotaj = lim —
x—)ioo(f (x) ) s | g(x) x50 g(X)
Evidentemente, por la propia definicion de asintota, este limite debe dar cero. Pero pueden donde 7(x) es el resto de p(x)/q(x).
ocurrir tres casos:

] ~—. ~,
7

//L/;-\

a) Si esos valores que tienden  b) Si por el contrario son nega-  c) También puede ocurrir que, cuando x — -, la grafica esté por
a cero son ndmeros positi- tivos, la curva estara situada encima de la asintota y, cuando x — +e ,esté por debajo o

vos, entonces la grafica de por debajo de la recta. viceversa.
la funcién estara por encima
de la asintota.

EJEMPLO 8 ==

2 —_—
Calcula las asintotas de la funcién f(x) = LX;S
X —
Solucién

® Asintotas verticales: hacemos cero el denominador: x - 1 = 0; por tanto, la asintota vertical es la rectax =1,
ya que:

2 —
I‘imm =400
x—1 x—-1
Si calculamos los limites laterales, conoceremos el comportamiento de la funcion a la izquierda y a la derecha
dex=1, asi:
. xX*-6x+8 8 . xX*—-6x+8 8
im—————=—=-0 y lim——=—=
x—1" x—-1 0 x—1" x—=1 0"

e Asintotas horizontales: el grado del numerador excede en uno al del denominador; por tanto, esta funcion
tiene una asintota oblicua y, como consecuencia de esto, no tiene asintota horizontal.

® Asintotas oblicuas: para calcularlas hemos de dividir el numerador entre el deno-

minador.
Y

Asintota irertical

Al dividir x* —6x + 8 entre x — 1, obtenemos como cociente el polinomio x - 5y
de resto 3.

Para ver la posicion de la grafica con respecto a la asintota, calculamos:

Luego la recta y = x - 5 es una asintota de la funcion f(x). fpy <X =6x+8

lim =0" y lim =0
Por consiguiente, la grafica de la funcién se encuentra por encima de la asintota
cuando x — e y por debajo cuando x — —oo.

Observa graficamente en la figura los resultados obtenidos.

x>0 x —1 x>—n x —1 m,,/'./isintota oblicua
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NP Recuerda

REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

~
‘1

f() >0, Vx e (a, b) = fes cre-
ciente en (a, b).

f(x) <0, Vx € (a, b) = f es de-
creciente en (a, b).

f(a) = 0 = (a, fla)) posible ex-
tremo.

Errores tipicos

Calcular la ordenada de los extre-
mos en la funcion derivada. Lo co-
rrecto es calcular en la funcion.

Recuerda
’ 1 ~

f(x) >0, Vx € (a, b) = fes con-
cava en (a, b).

f(x) <0, Vx € (a, b) = fes con-
vexa en (a, b).

f"(a) =0 = (a, f(a)) posible punto
de inflexién.

Vocabulario

Recuerda de las Unidades 5 y 7
que concava hacia arriba es sind-
nimo de céncava y concava hacia
abajo lo es de convexa.

Bl 8.2 Informacion extraida de la funcion
derivada

Extremos relativos. Monotonia

El estudio de la primera derivada nos proporciona los posibles extremos de la funcion, asi como
los intervalos de crecimiento y de decrecimiento (monotonia). Para ello procederemos de la
siguiente forma:

1. Resolvemos la ecuacién f(x) = 0. Sus soluciones y los puntos donde la funcién no es deri-
vable son los posibles maximos y minimos relativos de la funcion.

2. Realizamos un esquema para estudiar el signo de la derivada en los intervalos que definen
los siguientes tres tipos de puntos:

— Los que anulan la primera derivada.
— Aquellos en los que la funcion no es derivable.
— Aquellos en los que no esta definida la funcion.

3. A partir de ahi podemos definir los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién,
asi como los extremos relativos.

4. De forma habitual no sera necesario calcular la segunda derivada para la determinacion de
los extremos; bastara comprobar que en la funcion derivada se produce un cambio de signo
en cada uno de ellos.

Debemos tener en cuenta que la ordenada de cada extremo relativo la calcularemos sustituyen-
do en la funcidn el correspondiente valor de la abscisa obtenida.

H 8.3 Informacion extraida de la funcion
segunda derivada

Puntos de inflexion. Curvatura

Para confirmar los extremos relativos calculados a partir de la resolucién de la ecuacion f(x) =0,
podemos utilizar el llamado criterio de la segunda derivada. Si en x = ¢ hay un extremo de
la funcién f(x), entonces en x = ¢ existe:

e Un maximo si f(c) < 0.
e Un minimo si f“(c) > 0.

Por otra parte, el estudio de la segunda derivada nos proporciona los posibles puntos de in-
flexion de la funcién, asi como los intervalos de concavidad hacia arriba y hacia abajo (curva-
tura). Para ello procedemos del siguiente modo:

1. Resolvemos la ecuacion f”(x) = 0. Sus soluciones son los posibles puntos de inflexién (pun-
tos donde la funcion cambia de curvatura).

2. Realizamos un esquema para estudiar el signo de la sequnda derivada en los intervalos que
definen los puntos que anulan la segunda derivada y aquellos puntos en los que no esta
definida la funcion.

3. A partir de ahi podemos determinar los intervalos de concavidad y convexidad de la funcién,
asi como los puntos de inflexion.

4. En general, no es necesario calcular la tercera derivada para confirmar la existencia de un
punto de inflexion, pues basta comprobar que la segunda derivada cambia de signo en éL.

Debemos tener en cuenta que calculamos la ordenada de cada punto de inflexién sustituyendo
en la funcion el correspondiente valor de la abscisa obtenida.
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EJEMPLO 9 (PAU) @

Representa graficamente la funcion f(x)=—x* +8x* —7.

Solucion

Como toda funcion polinémica, f(x) esta definida, es continua y derivable en todos los
nmeros reales y no presenta asintotas.

Al ser una funcién polinémica de grado 4 con su coeficiente principal negativo, sabemos
que lim f(x)=-o0.
Ademas:

F=x)==(—x)* +8(—x)’ =7=—x" +8x* -7 = f(x)
Entonces, la funcion es pary, por tanto, simétrica con respecto al eje Y.
Estudiamos la primera y segunda derivada para calcular los extremos relativos y los puntos
de inflexion, los cuales, al tratarse de una funcién polinémica, determinaran practicamente
la grafica de la funcion.

f'(x)=—4x> +16x

x=0

f’(x)=0:>—4x3+16x:0:>4x(—x2+4):0:>{2 ieo
X — =

Luego los posibles extremos de la funcion tienen como abscisas x =0, x=-2y x= 2.
Calculamos la 2.2 derivada para confirmar los extremos relativos: f"(x) =-12x* +16.

e Como f"(0) = 16 > 0 = EL punto (0, f(0)) = (0, -7) es un minimo relativo de la funcion. Claves y consejos

e Como f(-2) = f"(2) =-32 < 0 = Los puntos (2, f(2)) =(2,9) y (-2, f(-2)) = (-2, 9) son
maximos relativos de f(x).

En las funciones polindémicas es
A partir de la segunda derivada también podemos calcular los puntos de inflexion: bastante facil calcular las deri-
vadas sucesivas (no como en las
2 racionales). Por tanto, se puede
ﬁ comprobar que los extremos son

maximos o minimos calculando el
) signo de la segunda derivada en

. ., 2 2 1 ;
Por tanto, los puntos de inflexion son: | ——, f| —— | |=| - — 17 vez de obtener los intervalos de
NE) NE) 9 crecimiento y decrecimiento.

3 4
y, por simetria i ﬂ yaque f"(x)=-24x= f'"(+ 2 ) £0
r ’ \/§ ’ 9 ’ —//5 .

” _ 2 _ 2_4 _
f'(x)=-12x"+16=0= x —A:x—i

Por dltimo, representamos la funcion: ,
Claves y consejos
Y
10 En funciones de estas caracteris-
/\ /\ ticas, puedes sustituir el célculo
5
de los puntos de corte con los
ejes y los puntos de inflexion por
¥ / X una tabla de valores facilmente
calculables.
-10 Es facil calcular el punto de corte
-15 con el eje ¥, pero ten en cuenta
que para calcular los puntos de
-20 corte con el eje X debes resolver
una ecuacion de grado 4.
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PRUEBA 1

El ayuntamiento esta realizando un estudio sobre ¢l nivel de contami-
nacion acustica en la ciudad. Un primer plan de choque afectara a aque-
llos lugares donde se llegue a superar los 65 decibelios en horario diurno.
En un barrio de la ciudad se han realizado mediciones de ruido en la
franja horaria mas conflictiva, modelandose el nivel de ruido mediante
la siguiente funcion (R indica el ruido en decibelios y x el tiempo entre las
9y las 14 horas de un dia laborable):

R(x)=2943 - 780x + 69x* -2x> 9<x<14
a) Indica cuando crece el nivel de ruido y cuando decrece.

b) Dibuja la grafica de la funcion. ;Se deberia iniciar un plan de choque en
ese barrio?

c¢) Puesto que para x = 11,5 la segunda derivada de R vale 0, ;qué le suce-
de ala graficaen x=11,5?

\ Principado de Asturias

B Antes de responder

1. Lee atentamente y fijate

Debemos estudiar la monotonia de una funcién polindmica de grado 3 cuyo dominio esta res-
tringido al intervalo [9, 14]. Posteriormente hay que representar la funcion en el marco de un
problema contextualizado a las ciencias sociales.

2. Recuerda

® La representacion grafica de funciones polinémicas (recuerda que las funciones polindmicas
son continuas y derivables en todo su dominio).

e La informacion que se extrae al estudiar la primera y segunda derivada de una funcién.

e Concepto de punto de inflexion.

3. ;Como responder a la pregunta?

No olvides que esta funcién relaciona la magnitud «tiempo» medido en horas desde las 9 hasta
las 14 horas del dia con el nivel de ruido medido en decibelios.

En el primer apartado estudia la monotonia a partir de la derivada de la funcién. Aprovecha
lo obtenido en el Apartado a) para calcular los extremos relativos que, junto con los puntos
de comienzo y final de la grafica, te proporcionaran la informacién necesaria para represen-
tar la funcién. Interpreta el valor de la abscisa del maximo relativo para compararlo con el
valor limite establecido en el enunciado del problema y responder a la pregunta relativa al
plan de choque. Ten en cuenta el concepto de punto de inflexién para poder responder al Apar-
tado c).



M Respuesta

a) Para obtener los posibles extremos, calculamos R'(x)=-780+ 138x —6x°, igualamos a
cero, simplificamos y cambiamos de signo la ecuacion (para facilitar su resolucion):

23++/529-520 23+.9 23+3
2

x*—23x+130=0; x=
2 2

=x = 13 y x = 10. Estos

son los posibles extremos.

Estudiamos el signo de la derivada para averiguar el crecimiento.

RO - v -

oO—0

9 10 13 14 X

Por tanto, la funcion R(x) es creciente en (10, 13) y decreciente en (9, 10) U (13, 14). Luego
el nivel de ruido crece desde la 10 a las 13 horas y decrece entre las 9 y las 10 horas y entre
las 13 y las 14 horas.

b) Como consecuencia de lo obtenido en el apartado anterior, R(x) tiene un minimo relativo en
el punto (10, R(10)) = (10, 43) y un maximo relativo en el punto (13, R(13)) = (13, 70).

Calculamos también el valor de la funcion en los extremos del dominio, obteniéndose que la
grafica comienza en el punto (9, 54) y finaliza en el (14, 59).

Con todos estos datos, la representacion grafica es:

Decibelios

59 +
547

431

Horas

9 10 13 14

El ayuntamiento debe iniciar un plan de choque, pues a las 13 horas se alcanzan los 70
decibelios, por encima de los 65 decibelios establecidos como limite de ruido para el horario
diurno.

¢) Como la segunda derivada en x = 11,5 se anula, esto implica que la gréafica de la funcion
tiene un posible punto de inflexion en el punto (11,5, R(11, 5)), es decir (11,5, 56,5). Para
verificarlo, procedemos a estudiar el signo de la segunda derivada a la izquierda y a la de-
recha del punto x = 11,5.

© ¢
-
-
[&]
—_
N
>

Por tanto, la funcion R(x) pasa de ser cdncava hacia arriba a concava hacia abajo en el cita-
do punto, como se puede apreciar graficamente en la figura. Con lo cual el punto (11,5; 56,5)
es un punto de inflexion.
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ERROR FRECUENTE

Representar la funcién en toda
la recta real sin restringirse a su
dominio, en este caso el intervalo
[9, 14].

SIGUE PRACTICANDO

1> La grafica de la fun-
cion f(x) = ax® + bx® + ¢ sa-
tisface las siguientes con-
diciones:

e Pasa por el punto (0, 0).
e Tiene un maximo local
en el punto (1, 2).

Se pide: obtener el valor de
los coeficientes a, by c.

Comunidad de Madrid
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g PRUEBA 2

Se considera la funciéon f(x)= Lz
x f—

a) Calcula las asintotas y el dominio de definicion de la funcidn.

b) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) Representa graficamente la funcion f{(x).

d) Obtén la expresion de la recta tangente a dicha funcién en x = 3.

‘\\ Castilla y Leén

B Antes de responder

1. Lee atentamente y fijate

Hay que calcular los datos que nos piden de una determinada funcion y, después, representarla
graficamente. El grado del numerador coincide con el del denominador; por tanto, f presenta
una asintota horizontal.

2. Recuerda
® |a representacion grafica de funciones racionales. Al tratarse de una funcion racional, debes
tener cuidado con el valor que anula el denominador.

e El calculo de la recta tangente a la grafica de una funcién un punto.

3. ;Como responder a la pregunta?

Comienza calculando el dominio y las asintotas. Para representar la funcion coloca las asinto-
tas. No olvides marcar las flechas de las tendencias que te indiquen la posicion de la grafica
con respecto a ellas.

M Respuesta

a) Para calcular el dominio hay que resolver la ecuacion «denominador = O», pues sus solucio-
nes van a ser los puntos donde no exista:

dom f=R - {2}, ya que x = 2 es la solucion de la ecuacibn x -2 =10

Para confirmar la existencia de asintota y la posicién de la funcién con respecto a esta,
calculamos los limites laterales en cada uno de los puntos:

=+ => La recta x = 2 es una asintota vertical

lim =—00, lim
x>2 X —2 x>t X —2

Para obtener la asintota horizontal, calculamos el limite de la funcién cuando x — Foo.



. X . .
lim ——=1 = Larectay = 1 es una asintota horizontal

D
lim (f(x) — asintota) = lim [ —1)= lim =0
X—>—0 x>0\ x —2 x>-0 X — 2

Con lo cual la gréfica, cuando x — —oo, esta por debajo de la asintota.

lim (f(x) — asintota) = lim (

X+ X—>+0

x-2

Con lo cual la grafica, cuando x — +co, esta por encima de la asintota.

-2
(x-2y
La derivada, para cualquier valor de x, es negativa, ya que el numerador es negativo y el

denominador positivo. Por tanto, f(x) es siempre decreciente. Para asegurarnos, dividimos
la recta real y estudiamos el signo de la derivada en cada intervalo.

b) Calculamos la primera derivada para estudiar la monotonia de la funcion: f'(x)=

Por tanto, f es decreciente ()
en todo su dominio, es de-
cir en (=e0, 2) U (2, o).

¢) Como consecuencia del y
apartado anterior, la deri-
vada nunca se anula y, por
tanto, la funcién no tiene
extremos relativos.

Calculamos los puntos de
corte con los ejes para pre- ,
cisar un poco mas la grafi- — —=sssssssemsmoooecccirrorooooooeeee 1
ca. Tanto si lo intentamos I
con el eje X como con el eje ;
¥, obtenemos que f pasa por
el punto (0, 0). Por tanto,
la grafica de f(x) es la que
aparece a la derecha.

d) Como la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) en el punto x = 3 es:

, yay__ T2 -3 _
v -f(3) =f(3)-(x - 3), calculamos f(?»)—(3_2)2 2y f(3) - 3.

Sustituyendo: y - 3 =2 (x - 3).
Operando, la ecuacién en forma explicita es: y = 2x - 3.

CLAVES Y CONSEJOS

Aunque el problema no te lo pide
expresamente, es conveniente que
estudies la posicion de la grafica
con respecto a la asintota. Te orien-
tara a la hora de representarla.

Puedes calcular algin punto por el
que pase la grafica de la funcién,
que te servira de ayuda para la
representacion grafica. Por ejemplo,
el punto de corte con los ejes.

Utilizando la derivada ya calculada
en el Apartado c), valora en x = 3,
para obtener la pendiente de la rec-
ta tangente, y sustituye este valor,
junto con el punto de tangencia,
en la ecuacién de dicha recta tan-
gente.

TEN CUIDADO

Al ser una funcion racional y tener
una asintota horizontal, no tiene
asintotas oblicuas.

SIGUE PRACTICANDO

2> Dada la funcién f(x)= al , se pide:
x+1

cimiento.

a) Calcular su dominio y asintotas.

b) Determinar los intervalos de crecimiento y decre-

c) Hacer su representacion grafica aproximada.

Region de Murcia
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g PRUEBA 3

3

Dada la funcion f(x) =

Zx [ se pide:

a) Calcular su dominio.
b) Calcular sus asintotas.
c¢) Estudiar su monotonia y los extremos.

d) Hacer su representacion grafica aproximada.

\ Region de Murcia

B Antes de responder

1. Lee atentamente y fijate

Se trata de representar graficamente una funcion racional a partir de unos datos calculados
previamente. El grado del numerador excede en uno al del denominador; por tanto, f(x) pre-
senta una asintota oblicua y ninguna horizontal.

2. Recuerda

La representacion gréfica de las funciones racionales. Como en la Prueba 2 de esta Unidad, al tra-
tarse de una funcion racional, has de tener cuidado con el valor que anula el denominador.

3. ;Como responder a la pregunta?

Comienza calculando los datos que te piden. Para representar la funcién coloca maximos, mini-
mos y las asintotas. No olvides marcar las flechas de las tendencias que te indiquen la posicion
de la grafica con respecto a ellas, procurando ser especialmente ordenado.

M Respuesta

a) Como esta es una funcion racional, su dominio seran todos los niimeros reales excepto aque-
llos en los que se anule el denominador. Es decir, todos los nimeros reales menos las raices
de x* - 1, que son 1y -1, Por tanto: dom f=R - {-1, 1}.

b) Los posibles puntos donde se encuentran las asintotas verticales son aquellos en los que
la funciéon no existe. Calculamos los limites laterales en cada uno de esos puntos para
confirmar la existencia de asintota y la posicion de la funcién con respecto a esta: como

3 3
. X . . .
lim =-o0, lim — =+o0 = la recta x = -1 es una asintota vertical.
x—>-1" X — ]_ x—>-1" x° —
3 3
lim =-o0, lim =+00 = la recta x = 1 es una asintota vertical.



La funcién no presenta asintotas horizontales debido a que el grado del numerador exce-
de en uno al del denominador. Por eso tiene una asintota oblicua. Para calcularla dividimos
x* entre x* - 1. Como el cociente es x = la recta y = x es una asintota oblicua de la fun-

cion f(x).

c) Estudiamos la primera derivada para averiguar los posibles extremos relativos y la monoto-
nia de la funcién:

x4 —3x°

(x* =1y

Estudiamos el signo de la derivada para determinar el crecimiento.

f(x)= .Luego x4 - 3% =0= x=0, x=+3

PRy + - - -+

-3 -101 43 X

Por tanto, f es decreciente en (—/3, —1) U U (1,+/3)
y creciente en (—oo, —~/3) U (+/3, ).

En el punto (—\/g, f(—\/g)) [ -3, —iJ la funcién tiene un maximo relativo y en

(\/5, f(\/g)) = (\/5 #J existe un minimo relativo.

d) Como no hay que identificar los puntos de inflexién, no debemos calcular la segunda deri-
vada ni utilizarla para descubrir si un extremo relativo es maximo o minimo. Usamos en su
lugar el signo de la derivada antes y después de cada punto singular.

Para que la representacion grafica sea mas precisa calculamos los puntos de corte con los
ejes de coordenadas; en este caso, el (0, 0).

vA
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IMPORTANTE

Calcula la asintota oblicua por el
método que te resulte mas cémodo,
indicando por qué no tiene asinto-
ta horizontal.

Otra forma de calcular la asintota
oblicua es:

2
= lim ==~ f( ) _ llmx—:l

X—yto0 X—>to0 x -1

n= Um(f(x)-mx) =

X—>Fo0
3
. X
= hm( 5 —x]
x—>to| x° —1
. X
= lim =0

x>+ XZ -1

La recta y = x es una asintota obli-
cua de la funcién f(x).

CLAVES Y CONSEJOS

Si quieres ser mas riguroso a la
hora de representar graficamente la
funcién, debes crear una pequefia
tabla de valores en la que incluyas,
entre otros, los puntos de corte
con los ejes de coordenadas. Como
toda funcién racional es continua
en su dominio, une los puntos mas
significativos.

SIGUE PRACTICANDO

. e existen.
a) Dominio de definicion.
b) Asintotas, si existen.

2 _6x+5 . c) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la
ea f(x)=———. Determinar: I : 2o e :
3> S Det f
3 uncion, asi como sus maximos y minimos, si es que

Cantabria
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OBSERVA

En una funcion racional, los puntos
donde posiblemente haya asintotas
verticales son aquellos en los que
se anule el denominador.

TEN CUIDADO

Al ser una funcién racional y tener
una asintota horizontal, no tiene
asintotas oblicuas.

g PRUEBA 4

Sea la funcién f(x)={1+lj :
X

a) Determina sus asintotas, maximos, minimos y puntos de inflexion.
b) Halla la ecuacion de la recta tangente en el punto de abscisa x = 2.

c) Represéntala graficamente.

\ La Rina

M Antes de responder

1. Lee atentamente y fijate

La expresion algebraica de la funcién es un binomio (o un cociente) elevado al cuadrado. Esto
nos asegura que la funcién siempre va a ser positiva, es decir, su grafica siempre se encontrara
situada por encima del eje X.

2. Recuerda

® La representacion grafica de funciones racionales. Como en todas las funciones racionales,
debes tener cuidado con el valor que anula el denominador.

e El calculo de la ecuacion de la recta tangente a una curva en un punto.

3. ;Como responder a la pregunta?

Antes de empezar a responder a la pregunta, te aconsejamos que realices la suma situada en el
paréntesis de la expresion algebraica de la funcién. De ese modo te resultara mas facil operar
con ella.

M Respuesta

a) Como el Gnico valor de x que anula el denominador es el 0, posiblemente tenga ahi una
asintota vertical. Calculamos, pues, los limites laterales en ese punto para confirmar la
existencia de asintota y la posicién de la funcién con respecto a esta:

1Y (x+1Y. . (x+1Y . (x+1Y .
f(x)={1+=]| = ; lim = lim = = larectax=0 (eleje¥)es

X X x—0" X x—0" X

una asintota vertical.

Si comparamos los grados del numerador y del denominador, deducimos que posee asintota
horizontal y, por tanto, no posee oblicua:

2
lim (X * 1] =1 = Larecta y = 1 es una asintota horizontal

X—>Ho0 X



Estudiamos la primera derivada para averiguar los posibles extremos relativos de la funcion:

fl(x)=2 (X;rlj(lej——Z (X+1) f=0=>x+1=0=>x=-1.

Luego en x = 1 la funcién presenta un posible extremo relativo.
) X +3x°(x+1
f1(x) =2 [%

Como f"(~1)=2- [2((‘_1%

Calculamos los puntos de inflexion de la funcién f(x), para ello:

=0 (2x+3

] 0=>2x+3= 0:>x——§

En (—% %) hay un punto de inflexion, conclusién a la que hemos llegado a partir del

estudio de la curvatura de la funcion.

!x) - +
-3/2

b) La ecuacion de la recta tangente a la funcion en el punto x =2 es: y - f(2) = f(2) - (x - 2).

Calculamos: f'(2) =

22+1 v @)= (2+1) _

_9
4
9 3
Sustituyendo: y——=——(x-2
y Y=y 4( )

Operando, la ecuacién en forma implicita es: 3x + 4y - 15=10

c) La gréfica de f(x) es:

): 2 >0 = En (-1, 0), f(x) presenta un minimo relativo.

IMPORTANTE

Utiliza el criterio de la segunda
derivada para clasificar el o los
extremos relativos, ya que es nece-
sario su célculo para la obtencién
de los puntos de inflexién que te
pide el ejercicio. No es necesario
que calcules los intervalos de creci-
miento y decrecimiento.

CLAVES Y CONSEJOS

Utilizando la derivada ya calculada
en el apartado anterior, valora en
X = 2 para obtener la pendiente
de la recta tangente y sustituye
este valor junto con el punto de
tangencia en la ecuaciéon de dicha
recta tangente.

CLAVES Y CONSEJOS

Para representar graficamente la
funcién propuesta, ademas de ba-
sarte en los datos obtenidos en el
Apartado a) del ejercicio, podrias
calcular algunos puntos por los que
pasa la grafica. Asi, si damos valo-
res a la x, obtendremos que pasa

9
1, 4), el |2,=|..
por ( )e( 4]

SIGUE PRACTICANDO

4> Se considera la curva de ecuacion y = . Se pide:
X

a) Hallar la ecuacion de la recta tangente a dicha curva
en el punto de abscisa x = 1.

b) Hallar las asintotas de la curva.

Comunidad de Madrid
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REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES

Actividades propuestas

1>

—
PAU

PAU

3>

PAU

4>

PAU

5>

PAU

PAU

7>

PAU

8>

PAU

a) Derive las siguientes funciones:
6—x°

f(x)=2Jx —lnx, g(x)= —— h(x) = e®

b) Razone a qué es igual el dominio y calcule los valores
de x, si existen, para los que f(x) alcanza maximo o
minimo relativo.

ln x ;

¢Cual es el dominio de la funcion f(x)=— 4
X u—

Dada la funcién y = x> - 9x2 + 24x + 3. Calcula los maxi-
mos y minimos locales y justifica que lo son.

Dada la funcién y = x* + x* - 5x + 3, se pide:

a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coorde-
nados.

b) Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

) Maximos y minimos locales.

d) Representacion grafica a partir de la informacion de
los apartados anteriores.

Dada la funcion g(x) = x2 - x*

a) Obtén la ecuacion de la recta tangente en el punto
(1, 0).

b) Calcula sus extremos (maximos y minimos), puntos
de inflexién e intervalos de crecimiento y decre-
cimiento.

c) Represéntala graficamente.

Para la funcion f(x) = x> - 2x* + x, hallar: cortes con los
ejes, maximos, minimos y puntos de inflexion, crecimien-
to y decrecimiento, concavidad y convexidad y grafica.

Un dirigente de cierto partido politico afirma que dimi-

tira si el porcentaje de votantes al partido no alcanza

el 20 %. Se estima que el porcentaje de participacion

en la consulta sera al menos el 40 % y que el porcen-

taje de votantes al partido dependera del porcentaje de

participacion segln esta funcién (P indica el porcen-

taje de votantes y x el de participacion):

P(x) = - 0,00025x% + 0,045x2 - 2,4x + 50

(40 < x < 100)

a) Indica cuando crece el porcentaje de votantes al
partido y cuando decrece. Segln la funcién, ;es po-

sible que el dirigente no tenga que dimitir?
b) Dibuja la grafica de la funcion.

Construye una funcién que verifique simultdneamente:

e Esdiscontinuaenx=3yx=5.
e No es derivableenx=1, x=3yx=5.

PAU

10>

PAU

11>

PAU

12>

PAU

13>

PAU

14>

¢ Tiene una asintota vertical en x = 3.
¢ Tiene una asintota horizontal en y = 1.

El indice de popularidad de cierto gobernante era
de 2,5 puntos cuando inici6 su mandato. A los 50
dias alcanzé el méaximo indice de popularidad con
7,2 puntos. Sabiendo que durante los primeros
100 dias de su mandato dicho indice fue cambian-
do de acuerdo con la expresion: I(t) = At? + Bt + C,
0 £t <100, se pide:

a) Determinar las constantes A, By C. Justificar la res-
puesta.
b) Representar la funcion obtenida.

2 _ 4
Dada la funcién f(x)= o =X

, se pide:

a) Calcular su dominio.

b) Determinar las asintotas y los cortes con los ejes.

c) Determinar méximos, minimos e intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento.

d) Hacer su representacion grafica aproximada.

Se considera la funcion

33X +24
x+1

f(x)

a) Calcula los maximos y minimos de f(x).
b) Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion
en el intervalo (0,5).

_ 2
Dada la funcidén definida por f(x) :u:
X+3

a) Determinar las asintotas de la funcién.
b) Calcular sus maximos y minimos y determinar sus
intervalos de crecimiento.

Dada la funcién f(x) = x? —3:
X

a) Determina los intervalos de crecimiento y decre-
cimiento, asi como los maximos y minimos.

b) Calcula su dominio, asintotas y puntos de inflexion.

c) Represéntala graficamente.

_xXP=2x+2

Dada la funcion f(x) = , se pide:

a) Calcular su dominio, asintotas, cortes con los ejes y
el signo de la funcion.

b) Determinar los extremos relativos indicando los in-
tervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) Hacer su representacion grafica aproximada.
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15>

=
PAU

16>

PAU

17>

PAU

18>

PAU

19>

PAU

20>

PAU

21>

PAU

10x
X244

Dada la funcion f(x) =

a) Determina sus asintotas, maximos, minimos y puntos
de inflexion.

b) Halla sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c) Represéntala graficamente.

Dada la funcion f(x) = , se pide:

xt+1

a) Dominio y puntos de corte con los ejes coordenados.

b) Ecuacién de sus asintotas.

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Maximos y minimos relativos.

e) Utiliza toda la informacion anterior para represen-
tarla graficamente.

Se considera la funcion real de variable real:
X2
fx)=

x* -9
a) Hallar sus asintotas.
b) Calcular sus maximos y sus minimos relativos, si
existen.

Dada la funcion f(x) =

X .
, se pide:
1 p

X2

a) Hallar el dominio y las asintotas.
b) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Hacer una representacion grafica aproximada.

Dada la funcion real de variable real definida por
X2 —x

0= 57

a) Especificar su dominio de definicion.
b) Estudiar su continuidad.
c) Calcular sus asintotas, si las hubiera.

1

Dada f(x)= 7 ar

3’ calcule, cuando existan:
a) Las asintotas verticales y las horizontales.

b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
c) Los maximos relativos y los minimos relativos.

, se pide:

Dada la funcion f(x)= ;H- !

a) Calcular su dominio.

b) Calcular sus asintotas.

c) Determinar los maximos, minimos, intervalos de cre-
cimiento y decrecimiento.

d) Hacer su representacion grafica adecuada.

22>

3
PAU

23>

PAU

24>

25>

PAU

26>

PAU

27>

2

Dada la funcién f(x) = % se pide:

a) Su dominio y puntos de corte con los ejes coorde-
nados.

b) Ecuacion de sus asintotas verticales y horizontales.

c) Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

d) Maximos y minimos locales.

e) Representacion grafica a partir de los apartados an-
teriores.

x3 =27

Sea la funcién f(x)= . Determine:

x2 -9

1. EL dominio de definicion.

2. Las asintotas si existen.

3. El o los intervalos de crecimiento y de decrecimiento
de la funcion, asi como sus maximos y minimos.

2

Representa f(x)=

(x—1y
vio en el que se trate, al menos, el dominio, los puntos
de corte con los ejes, la monotonia, los extremos rela-
tivos, la curvatura y las asintotas.

realizando un estudio pre-

2
Se considera f(x)=

, ay b parametros reales.

a) Determine los valores de a y b para los que f(2) = -4
y la recta tangente a la grafica de f(x) en x =6 es
horizontal.

b)Paraa=1yb=-1:

b1) Razone cual es el dominio de f(x) y la existencia
de asintotas verticales.

b2) Determinar los intervalos de concavidad y con-
vexidad y los puntos de inflexion de f(x).

En una regién, un rio tiene la forma de la curva
1, : )
y _ZX —x“ + x y es cortada por un camino seg(n el

eje OX.

Hacer un esquema de la posicion del rio y del camino,
calculando para la curva el corte con los ejes coordena-
dos, extremos relativos e intervalos de crecimiento.

Dada la curva y = 2x , calcular:

x+1
a) Los puntos de corte con los ejes coordenados.
b) Las asintotas.
c) Hacer una representacion grafica de la misma.
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En esta Unidad...

Has practicado contenidos
anteriores

En esta Unidad culminas el estudio de
funciones iniciado en el primer tema
de este bloque de Analisis. Ademas se
tratan y amplian bastantes conceptos
estudiados a lo.largo del curso pasado.
Entre los contenidos tratados anterior-
mente, cabe 'destacar los siguientes:

e Representacion “grafica de una fun-
cion polinémica, racional, definida a
trozos...

® Limites, continuidad y derivabilidad
de‘funciones!:

e Reglas de derivacién-y.derivacion su-
cesiva de funciones.

e Recta‘tangente-a la grafica de una
funcién en.un punto:

e (aracteristicas y-propiedades de una
funcion:

e Estudio de la-monotonia y curvatura
restringido’ @ la primera y. segunda
derivada, respectivamente.

Has aprendido nuevos
conceptos y métodos

Esta Unidad ha servido de recopilacion
de conceptos anteriormente estudia-
dos. La representacion grafica de fun-
ciones es una de las aplicaciones mas
importantes de la derivada.

Hemos aportado un método que te sir-
va para representar cualquier tipo de
funcién, utilizando en cada caso los
apartados mas adecuados.

Este tema ha sido tratado de forma
eminentemente practica. Por todo ello,
hemos tratado pocos conceptos nuevos,
pero hemos aplicado los conocidos a
funciones, incidiendo-en.las polindmi-
cas y las racionales.

Entre lo novedoso de esta Unidad se
encuentra el calculo de asintotas obli-
cuas, una vez estudiadas las verticales
y horizontales.

Has adquirido estrategias
para el futuro

e Procedimientos para la representa-
cion grafica de cualquier funcién. En
algunos casos seran la base para el
calculo de areas.

Descartes

René Descartes, aunque conocido en su época por su nombre en latin Renatus
Cartesius, naci6 en un pueblo de Francia llamado La Haye en 1596.

Debido a la latinizacién de su nombre, tanto el sistema filos6fico que
elabor6 como el método mas corriente mediante el cual se trazan
curvas que representan ecuaciones (descubierto por él) se llaman

cartesianos.

De naturaleza enfermiza, se trasladé a Estocolmo, ciudad en la
que falleceria en 1650: enfermé debido al frio himedo reinante
en la capital de Suecia, surcada por canales, y al horario en que
impartia clases a la reina Cristina de Dinamarca (;las 5 de la
mafana!), algo que rompié su costumbre de permanecer en la

cama hasta después de las 10.




