1.1

1.1

1.1.

1.2.

1.3.

ACTIVIDADES INICIALES

Indica a qué conjuntos numéricos pertenecen los nimeros siguientes.

2 1
a) -5 c) 254 9)7 9 — Z
w2 5
b) - d) V23 f) 1 h) ——
2 3
a) Z c) Q e) Q g Q
b) R d) R f) N h) Q
Realiza las siguientes operaciones.
a)-2-3-2:-6)—-(10-3)-(6—2-3)
2 3 1 3 5 1
b)€‘<“z>‘§+z-5‘§
0) 22 - 3.2
20+ 2" + 22
a) —2:-(3-2:6)—(10-3)-(5-2:3)=—-2-(83—-12)—-7-(5—-6)= 9)—-7-(-1)=18+7=25

2 7 2-(—
1.2 1.1, 3 2 1 .3 1_924 5 18 20 17
5 5 3

2 3 1 3 5 1
b) 5~ (‘7) 37427375 43103 5 12770 3 60 60 60 60 60
g 2-3-2 8-3-4 8-12 4

2042 422 1+2+4 7 7

EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcula las expresiones decimales de las siguientes fracciones.

23 22
a) 2—5 b) E

23 =
a) 55 = 092 b) 1,83

Calcula las expresiones fraccionarias de los siguientes numeros.

a) 45 c) 455
b) 45,5 d) 45,15
= 22 _ 455 _ 91
a) 45 = — 0) 455 = <" =
b) N = 455 10N = 455,555... d) 45,15 100N = 4515,555...
N = 45555.. 10N = 451555...
B 410 B 4064 _ 2032
IN = 410 - N = —5= 90N = 410 - N = —55= = ===

Se ha realizado un estudio estadistico sobre la duracion de la jornada laboral en dos localidades, obteniéndose
los siguientes datos: en la primera localidad, de cada 27 personas entrevistadas 21 trabajan mas de cinco horas;
y en la segunda, de cada 45 lo hacen 34.
Compara los resultados de ambas localidades utilizando para ello numeros decimales.

21 7 -

Primera localidad: 57 =9~ 0,777.. = 0,7

Segunda localidad: 4 = 0,755.. = 0,75

Los numeros que expresan la parte de la poblacion que trabaja mas de cinco horas son semejantes, aunque es
algo mayor en la primera localidad.

m
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1.4. Indica cudles de los siguientes numeros son racionales y cuales irracionales.

a) 1,23444... c) 2 — V49 e) -3

b) 1,232323... d) 1+ 12 f) =\V2 + V4
Racionales: a, b, c, e y f

Irracional: d

1.5. Desarrolla la expresion 2x + 1 + |2x — 6| y calcula su valor en los casos x = =2, x = 0y x = 4.

Hay que diferenciar dos zonas: 2x — 6 <0 y 2x — 6 = 0:

_ _2x+ 1 - (2x—6) si 2x—-6<0 _ 7 si x<38
2+ 1] 2x 6|*{2x+1—2x—6 si 2x—6>o*{4x i

Six=-22x+1+2|x—6|=2(-2)+1+]2(-2) —6]=-4+1+10=7
Six=0,2x+1+2/x—-6|=2-0+1+]2-0-6|=1+6=7

Six=42x+1+2|x—-6|=2-4+1+]2-4-6|=9+2=11

Il
+

1.6. (PAU) Calcula los dos valores de x que cumplen la siguiente condiciéon: 3x — i

2—4|x—3|=5
1 . 25 .
X ———4-[-x—=-3)] si x—3<0 X — & si x<3
1 2 2
3 — 7 —4lx =3 = 1 - 23
3x—§—4(x—3) si x—3=0 —x+7 si x=3
25 _ U35 5 e e 2 L2313
7x—7—5=>x—14—2,SOIUC|onval|da x+2 —5:x—2 5—2,so|u0|onval|da
1.7. Representa en la recta real los siguientes niumeros.
3 3
4 -4 = -=
a)4 vy b)= vy -3
a) ., o D) )
5 4 3 2 10 1 2 3 4 5 //
RN N T 2
7 7

1.8. (TIC) Escribe los nimeros 13 y 18 como suma de dos cuadrados y representa \/13 y \/18 en la recta real.

a)183=4+9=2"+ 3= \13 =\/2° + 3 b)18 =9 + 9 =3+ 3 = /18 = \/& + 3

. REEES

2 3 4 6
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cifras decimales.

b) V1 + V2

015

12
a —
) 7
Aprox. defecto Aprox. exceso Redondeo
a) 1,71 1,72 1,71
1,714 1,715 1,714
1,7142 1,7143 1,7143
b) 1,55 1,56 1,55
1,553 1,554 1,554
1,5537 1,5538 1,5538
c) 1,61 1,62 1,62
1,618 1,619 1,618
1,6180 1,6181 1,6180

1.11. Acota el error relativo cometido al utilizar 1,73 como valor de \/5

1.10. Da las aproximaciones por defecto y por exceso y redondea los siguientes nUmeros con dos, tres y cuatro

Como la aproximacion que se toma es por defecto, para obtener una cota del error se toma la aproximacion por

exceso con el mismo numero de decimales y se divide por la menor de las dos:
- 1,74 — 1,73
1.73] _ | |

&

1.12. Calcula los errores absoluto y relativo cometidos al tomar como valor de —10 la aproximacion 10,91

E = V3

1,73

= 0,006

1

1

£ [120 ooy | _[120 _ 1091 | _ 12000 _ 12001 | _|_ _
11 ' 11~ 7100 1100 ~ 1100 1100 | ~ 1100
-1 120 _ 1
£ = 9700 * 11 ~ 2000 ~ 000008

En términos de porcentaje se comete un error del 0,008%.

1.13. En una poblacién de 145340 habitantes hay 42310 menores de 18 afios.
¢Qué errores absoluto y relativo se cometen si se toma como porcentaje de menores de edad el 29%?

El porcentaje de menores de 18 afios es

42310

145340

100 = 29,111%.

E=129111 — 291 = 0,111

~ 0,004

1.14. A continuacion se ofrecen aproximaciones por defecto y por exceso de dos numeros reales a y b. Calcula

aproximaciones de tres cifras por exceso y por defecto de 2a + 3b — 5.
2,023 < a < 2,024 -0,251 < b < —0,250
-1,707

—1,702

Aproximacion por defecto: 2 - 2,023 + 3 - (—0,251) — 5

Aproximacion por exceso: 2 - 2,024 + 3 - (—0,250) — 5
Por tanto, —1,707 < 2a + 3b — 5 < —1,702
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1.15. (TIC) Con la calculadora, halla aproximaciones, por defecto y por exceso y con tres y cuatro cifras decimales,
para los numeros 3\/5 y1+ 2\/5, asi como para su suma, diferencia, producto y cociente.

Calculadora Aprox. defecto Aprox. exceso
3V/2 2,059767144 2,059 20597 | 2,060 20598
1+2V3 4,464101615 4,464 44641 4,465 4,4642
(V3V2) + (1 +2V3)| 6523868759 6523 65238 | 6524 65239
(V3V2) = (1 4+ 2V3) | —2404334471 | —2,405 —2,4044 | —2,404 —2,4043
(V3V2) - (1 +2/3) 9,195009834 9195 91950 | 9,196 9,1951
(Vav2) /(1 +2V3) 0,4614268678 0461 04614 | 0462 04615
1.16. Realiza las siguientes operaciones.
a) 224+ (-2 — 22+ (—2)° - 2°
b) 16+ + 275 — 257
2 3 1 2
o (=) - (=] -5
(8- 3)
4
d) (37)
11 43
2 _0\3 _ n-2 _0)3 _ 00 _ _Q _ anny O — 2
a) 22 + (—2)* — 272 + (-2) =4-8-5 51 3

b) 16¢ + 277 — 257 = \/16 + V/27 — /26 =2 + 3 — 5 = 0

o2 (1.5 -8 1 1_8&8 1 _ 7
5 5 125 25 5 125 125 125

1.17. Calcula 5V2 con tres decimales mediante aproximaciones sucesivas.

Aprox. de \/2 Aprox. de 52

1,4<\2<15 54 < 5V2 < 5'S 95<5V2< 112
1,41 <\/2 <142 541 < 5V2 < 5142 9,67 < 5v2< 983
1,414 <\/2 <1415 51414 < 5V2 < 51415 9,735 < 5V2 < 9,751

1.18. Simplifica el valor de la siguiente expresion.

1215 . 187
16° - 9°°

125 - 187° (22 . 3)15 . (2 : 32)78 2% .3%-27°-8" 30 - 8 - 20 15-16+12 _ n2 i
16° - 9° = (24)5 . (32)—5 = 2% . 312 =2 -3 =2-3

m



52378

1.19.

1.20.

1.21.

Efectia las siguientes operaciones.
a) Ve - VE o) Va - /392 o (3 V8): Va
b) /512 : V/200 d) /2187 : \/108 f) (V12 : V/32) - V2

a) V8 -\V27 =123 =2-3/2-3=6\6
e o _ |2 |2 4 Vs
b)\/512.\/zoo—3ﬂ—35——%_45

C) V4 - V392 = V22 - /20 - 72 = 210 - /20 . 78 = )20 . 70 = 2424 - 70

4
d) /2187 : /108 = /37 : \/27 - 3 = /37 : \/2¢ . 3° = 4/243%736 = 4/% = \f

e>( %‘\75):W=<\E-W):W=%:W=W:W=£=W:V?

0 (ViZ:V32) - §2 = VT3V 2= T s\mv&/%@\@ -

Opera y simplifica:

) VVVB b)YV o) VaVaVave V3 ¥ &) (Vava/ 0 [V2V2f|

2\/2 /8
) VAR = {3 = {2 gV Ya_ P Eyr o yE -y
b) (VV64) = (V2°f = 22 = 4 e) (V3V3) = (V37 3) = 3 = 81
VaVoVove _ Vz222 _ [o°

0 -7 0 [VEVEIT = [T BT = WS = 20

2\/2 V22 - 2 V 2

Extrae de la raiz todos los factores que sea posible.

6 , Q12 8 . 45
a)1/28_35.57 b) 525—203 C) 3/65'b12'07 d)42834

a)\/28-3°.-5=24.3.543-5
26_312 232

b) m— = "% V2 - 3

c)\s/a5-b‘2~c7=a~b“-cg\3/a2~c

8 . 45 8 . n10
d)\A/z 4 :\%2 2° _ 5 = 23

8° 2°
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1.22. Introduce los factores dentro de la raiz y simplifica.
3, Q4 1",
a) 2° - 3 - \/2 b)3 -7 -V3- 7 0)253-353102 d)ab /b“
23,35.@2\/28,310'27:\/213,310

37 NB T =B T3 P = 3T

03 . 34 511 . 9 29 . 312.511.9 010 . 312 . gl 5
s '\3/3“’ =\3/ 5 - 3° =\3/ 5.0 v ¥E

ab® a® a? - p-a
d) c? bp3c? = \/C4 B '_C3 = as-p®-c

1.23. Realiza las siguientes sumas y diferencias de radicales.

o VB - VE- 6B+ VB b Ve~ s (72 ) VEa — \Bog + 20"

a) V24 —\2-6V3+132 = V2° - 3—-V2-6V3+1V2° = 2v3-V2-6V3+21/2 = —4V/3+3\/2

6 47

0) VB0 - /Jﬁ\ﬁ_? N R R G A G R R A

c) \V/6a? — \/80a? + \/20a* = \/5a2 — \/2* - 5 - a® + \/2? - 5 - a* = a\/5 — 4a\/5 + 2a*\/5 = a(2a — 3)\/5

1.24. Opera y simplifica:

a) 21/180 + E\/125 +15 c) 2z '645 e) V2 + %\/— - %\/18
85
\f Vo " L
d 3\V27 f) 21872 32

a) 2 180+%\/125+\/5:2 22~32~5+%\/§+\/€:12 5+ 35 + 15 = 16\/5

Vs Ve _ W\T 55 JF 1
53

°) \/125 5
2 43 25.2% 1,4_18 53 1 1 1 1 027 027
P R Bl Pl Pl R iy
2 -2 1 \/E
d)( 3\/?) =(\4/§) = @:W

IVE+ VB - IVB =2+ VE - T = vEavE - Sv2= 1243

f) 21877 + 37 = 37 + 37 = \/37 + \/3° = 33/3 + 3V/3 = 30\/3

m
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1.25.

1.26.

1.27.

1.28.

1.29.

1.30.

Calcula A U B y A N B siendo:
a)A=(-1,4) y B=]0 5]
b)) A=(2 +») vy B=(—x, 3]

a)AUB=(-1,5] AN B=][04)
b)AUB = (—» +2) ANB=(2 3]

Expresa mediante un entorno los siguientes conjuntos.

a) (-2, 10) b) —3<=x=<7 o) B 3] d) (~a, a)
10 — 2 )
a) Centro: 7 =4 Radio: 10 — 4 =6 E(4, 6)
7—3 )
b) Centro: 5 = 2 Radio: 7 — 2 =5 E[2, 5]
3+
2 _7 3 _ L _5 75
c) Centro: 5 =7 Radio: 3 ) E[4, 4]
d) Centro:a —a =0 Radio:a — 0 = a E(O, a)

Realiza las siguientes operaciones dando el resultado en notacién cientifica.
a) 0,00025 - 0,0032

b) 0,0025 : 12500000

c) 24 - 10* + 33,2 - 10%

a) 0,00025 - 0,0032 = 2,5 - 10“-32-10°=8- 10"
b) 0,0025 : 12500000 = 2,5 - 10°* : 1,25 - 10" = 2 - 10°"°
c) 24 - 10" + 332 - 107 = 24 - 10°' + 332 - 10°" = 334,4 - 10”" = 3,344 - 10*

Realiza las siguientes operaciones dando el resultado con la precision adecuada.
a) 25,35 + 7723,1 + 2,035 — 222,256

b) 122,35 - 0,0025
c) 2,25 - 1,237 — 230,40 - 0,024 + 15,01 - 23,11

a) 25,35 + 7723,1 + 2,035 — 222,256 = 7528,229 =~ 7528,2
b) 122,35 - 0,0025 = 0,305875 = 0,31
c) 2,25 - 1,237 — 230,40 - 0,024 + 1501 - 23,11 = 2,78 — 55 + 346,9 = 344,18 =~ 344,22

(PAU) La longitud media de un paramecio es de 2 - 10~* m. Un cultivo de 250 cm® contiene 6000 paramecios
por cm?®,

¢Qué longitud en km se alcanzaria si se pudieran poner todos los paramecios en linea recta?

En el cultivo hay 250 - 6000 = 1,5 - 10° paramecios.
Puestos en linea recta, los paramecios alcanzarian una longitud de 1,5 - 10° - 2 - 107 = 3 - 10°m = 0,3 km.

Se quiere medir el total del area de dos parcelas, una rectangular de dimensiones 123,2 y 98 metros, y otra
circular de radio 44,6 metros.

Estima dicha area con la precisién que consideres adecuada.

Superficie: 123,2 - 98 4+ & - 1989,16 =~ 12000 + 6249,13 = 18249 m?

m
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EJERCICIOS

NuUmeros racionales e irracionales

1.31. Di si los siguientes numeros son naturales, enteros, racionales y reales.

1.32. Calcula las expresiones decimales de los siguientes numeros racionales.
13 125 5 4
25 9 18 7
13 125 .2  _ ~ 53 4 _ = =
25 = 0,52 35 = 13,8 8 = 0,27 7 = 0,5671428
1.33. Ordena de menor a mayor los siguientes niumeros racionales.
4 19 10 7
5 24 11 8
Realiza el ejercicio de dos formas diferentes:
a) Calculando las expresiones decimales de los numeros racionales y comparandolas.
b) Calculando expresiones fraccionarias equivalentes a las dadas con igual denominador y comparandolas.
4 _ 19 _ 57918 10 _ v 7_ 19 _4_17_10
a)g 08 2470,7916 1170,90 870’875:24<5<8<11
4 1056 19 _ 1045 10 _ 1200 7 _ 1155 19 4 7 _ 10
b) 5 = 1320 24 ~ 1320 11~ 1320 8 1320 ~ 24 5 °8 ~ 11
. . . . 21 22
1.34. Halla un numero fraccionario comprendido entre 37 Y 3T
21 22
31 31 43
2 T 62
1.85. Halla tres numeros fraccionarios comprendidos entre % YT
7 8 7 15 7 29
IR TR EEIR P R
2 22 2 T 44 2 ~ 88

28
a) T

b) —12

28
3)7—
b) —12
_1

25

4

c)

1
2—5 e) 19

1+Ve 1

V35 Ky

c) —

d)

Natural y, por tanto, entero, racional y real.
Entero vy, por tanto, racional y real. No es natural.

Racional y, por tanto, real. No es ni natural ni entero.

Racional y, por tanto, real. No es ni natural ni entero.

Natural y, por tanto, entero, racional y real.

Real. No es ni natural, ni entero ni racional.
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1.36. Calcula las expresiones fraccionarias de los siguientes numeros racionales.

a) 21,333... b) 10,101010... c) 21,125 d) 58125125125...

a) N =213 W} o) N = 21,125 = 2120 _ 159
N = 192%/\/:%:%—4

oy =toi0 1N | gsei 0N P
99N = 1000 — N = 102% 9990N = 410 — N = 2200

1.37. Clasifica los siguientes numeros en racionales e irracionales. Para los racionales, indica su expresion
mediante una fraccion irreducible.

a) 12,12131415... c) 12,0121212. .. e) 1,123123123...
b) 12,121212. . d) 1,010010001... f) 0,001 002003 004...
a) 12,12131415 Irracional
b) 12,121212... = 1212 Racional N = 12,12 100N = 1212,1212...
N= 121212.
1200 _ 400

99N:1200%N:W 33

¢) 120121212, = 12012  Racional N = 12,012 000N = 12012,1212.. }

10N = 120,1212..
B 11892 1982
990N = 11892 - N = 990~ 165
d) 1,0100100001... Irracional
= [ = 1000N = 1123,123123...
e) 1,123123123... = 1,123 Racional N = 1,123 N = 1,123123...}
_ 1122 374
999N = 1122 - N = 999 = 333
f) 0,001002003004... Irracional

1.38. Calcula de forma exacta el resultado de: O,ﬁ -2 (O,? - 0,055) + 0,0§

Para obtener el resultado de forma exacta se calculan las expresiones fraccionarias de los nimeros racionales que
intervienen.

N =012 100N = 12,1212.. N =01 10N = 1,111..
N = 0,1212.. N = 0,111..
_ _12 _ 4 _ _ 1
9N =12 5 N = g5 = 22 IN=1->N=g
N = 0020 100N = 20,2020... N =003 100N = 3,333..
10N = 0,2020.. 10N = 0,333..
_ _20_2 _ _3 _ 1
9N =20 5 N =55 =73 90N =3 N=g5= 35
Py n 0 S_ 4 5, (r_2y, 1 _ 4 2 1 _64_ =2
012 = 2 (01 — 0,020) + 0,03 = 7z — 2 (9 9) 35 =35 "5 " 35 = 95 = 064

m



52378

Valor absoluto

1.39. Calcula el valor de las siguientes expresiones en los puntos que se indican.
a)2 4+ |[2x -3 —|x— 1]

enx = 2

b) 2x — 2 — |2x — 5] en x = —3
2x — 3|3x — 1| + |2x — 3|

c) 21x] = 3lx — 4] enx = —1

a)2 + |2x — 3| =[x — 1]

enx=2=2+1-1=2
b) 2x — 2 — |2x — 5|

enx=-83=-6-2-11=-19
y2x -8 -t +x-8] o -2-12+5_ -9 _ 9
2|x| — 3|x — 4] 2 — 15 -13 13

1.40. Desarrolla el valor de las siguientes expresiones omitiendo los valores absolutos.
a)|2x — 4] + x b) x + | 2x| c)|lx—1]+ x

d) (x =2 = |x = 2|

si o x=2

_2x =4 + x si 2x—4=0 3x — 4
a)|2x—4|+x—{ {—x+4 siox<2

X+ 4+x si 2x—4<0

Cx =1 +x si x—1=0_[2x—1 si x=1
b)lx_1|+x_{—x+1+x Si x—1<0_{

1 sioox <1

3x si x=0
C)X+|2X|:{—x si x<0

2 __ — i —
d)(x—2)2—|x—2|={x X+ 4-—x+2 si ox g

X2 —4x+ 44+ x—2 si x-—

1.41. (TIC) Calcula los valores de x que satisfacen las siguientes igualdades.

a)|2x -1 —-x=2

1 1
b)X—§‘+2X—§
. 1
N XxX=8 si x=-—+
A)|2x— 1] —x=2o (X1 -x=2 sl =120, 2
-2+ 1 —-—x=2 si 2x—1<0 x=—l N X<1_
1 3 2
Soluciones: x = 3 x=z
1 _1 1 1 1
xf§+2x—2 si X 220 x=7 s x=7
1 1
7X+§+2x—§ si X §<0 x=0 si x<§
Unica solucion: x = 0

Representaciones de numeros reales

1.42. Representa los siguientes numeros reales.
12

g BVE  o-% dVI eV NB

1
'
[l
'
' ,
'
'
'
&

SsvoTie 3
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1.43. (TIC) Representa en la recta real el numero de oro ¢ =

Representamos primero 1 + \/E y, a continuacion, dividimos
el segmento de longitud 1 + \/5 en dos partes iguales.

Aproximaciones y errores

1.44. Da la expresion aproximada que se indica en cada uno de los siguientes casos.

a) % aproximando por exceso con dos cifras decimales.

b) \/123 aproximando por defecto con tres cifras decimales.

c) @ + =” redondeando con tres cifras decimales.

a) .=~ 1,19

13
1

b) V123 = 11,090

c)m+ mw = 13,011

1.45. Escribe aproximaciones por exceso y por defecto con tres cifras decimales de los siguientes numeros.

a) V2

a) 22,3

a) tres

b) V212

o) V21/2v/2 d) V2\V2V2v2

Exceso 1,415 1,682 1,835 1,916
Defecto 1,414 1,681 1,834 1,915
1.46. Indica el numero de cifras significativas en cada caso.
b) 0,045 c) 1,002 d) 230,025
b) dos ¢) cuatro d) seis

1.47. Redondea con las cifras significativas que se indican.

a) % con dos cifras significativas

b) % con tres cifras significativas

17

b)

21

11

1.48. Halla los siguientes redondeos.

a)

b)

a)

1,91

% con dos cifras significativas

f—G con tres cifras significativas

105

23

4,6

b)

3

46

0,0652

3\2

c) 5 con cuatro cifras significativas

d) \/5 + \/5 con tres cifras significativas

— = 2,121

c)3\2/E d) V2 + /3 =~ 315

c) V17 con cuatro cifras significativas

d) \/5 + 2\/§ con cuatro cifras significativas

c) V17 =~ 4,123

d) V2 + 21/3 ~ 4,878

m
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1.49. Calcula y da el resultado de acuerdo con las cifras significativas de las cantidades que intervienen.

a) 123 + 0,34 — 1425
b) 0,453 - 32,42

a) 123 + 0,34 — 1425~= —1,6
b) 0,453 - 32,42 = 14,7

. 23
Calcula los errores absoluto y relativo que se cometen al tomar 3,29 como valor de

c) 0,00346 - 0,000045
d) 10,5 - 23,33 — 12 - 4,05 — 5,003 - 10,15

c) 0,00346 - 0,000045 =~ 0,00000016
d) 10,5 - 23,33 — 12 - 4,05 — 5003 - 10,15 = 145

1.50. =
23 |23 329 | 3 ]_ 3
5_7—3,29‘_‘7 100“‘ 700“700
_ .3 .28 _ .3 _
£ =700 7 ~ 2300 ~ 00013

1.51. Calcula los errores absoluto y relativo que

redondeado a tres cifras significativas.

s |15 132 | _
E“114 0'132“‘114 1000“
A 15 2

E=2375 " 114 ~ B25 ~ 00032

1.52.

_ V5 — 2,236 _ 2237 — 2236

\/g 2,236

E

1.53.

_ V15 — 3872| _ 3873 — 3872

V15 3,873

E

15
se cometen al tomar como valor de T4

24 | _ 1| 1
57000 | | 2375| 2375

Acota el error relativo que se comete al tomar como valor de \/5 la aproximacion 2,236.

=~ 0,0004

Acota el error relativo que se comete al tomar \/15 con tres cifras significativas.

~ 0,00026

Potencias y radicales

1.54. Calcula el valor de las siguientes expresiones. - s
3 4
- 2.3 432 (5> (§>
. (2 . 3722 £ 9 TOo & A A
a) 4 (2 3 ) C) 3—2 + 6—1 e) 2—4 . 3—3
1 - 2 - 6% 0 1 8
bz —2|3 d) (2°) f) (=2)° + (=2)' + .. + (-2)
A)4-(2-37)2=4-27.3=2 '481 = 81
1\~ 2\7? ., 9 9 1
b>(§) *”(5) R R
. Q2 .02
C)2 ?2—1—3712:184_12:&_108
3’4+ 6 1 1 5
, 98 18
d) (2°f = 2° =8
(i)” . (i)’s 4. 27
2 3 9 64 4.27-16-27
e) - - = = = 81
274 . 379 1 9 - 64
16 - 27

A+ (-2P=1-2+4-8+16 - 32 + 64 — 128 + 256 = 171

m
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1.55. Calcula 2V con tres decimales mediante aproximaciones sucesivas.

Aprox. de \/3 Aprox. de 2V3

17<\3<18 217 < 2Va< 218 32 <23 <34
1,73 <\/3 <174 2173 < QVe < Q174 331 <2< 334
1,782 <1/3 < 1,733 21732 < V3 < Q1T 3,321 <28 < 3324

1.56. Halla las siguientes multiplicaciones y divisiones con radicales.

a)V2- V4.8 b) Vx - Vx - Vx® c) T d) o
a) V2 - V4 - \/8 =202t 28 = /28478 = {20 = o2t = 2V/2% = 2V/4

b) Vx - Vx - Vx® = Vxox'x® = = VX7
\/_\/_ /3¢ - (3 3 _ 1 _ Va
V(3 _1\2/;_%_ 3
d) X\[X / = Vx®

1.57. Halla las siguientes sumas y restas de radicales.

a) V2 + V8 + V32

b) V/81a® + 2a\/24

c) V3 + 2V27 - V12

0 22 - 131 + VTS

a) V2 + V8 + 182 = V2 + 2V2 + 42 = 7V2

b) V/81a® + 2aV/24 = 3aV/3 + 4a\/3 = 7aV/3

) V3 +2V27 - V12 =3 +2-3/3-2/3=53

Q) SV24 - 5VBT + V375 = 5V2 3 - 5V + V35 = 5V3 - V8 + 573 = 245

1.58. Simplifica el valor de las siguientes expresiones:
a) \V/3\/3\/3 o) (a - (a)f e) V/390625 - a°b™ g) 23 - 21/2)
2
b) VV2 - V4 d)\/§+\é f) 167 + 92 h)(%— 2—%)
a) \/3V3\/3 = V/3%3%3 = /3
o) VW2 - VA =Y/ V2F - {7

m
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e) V/390625 - a°b'™® = \/5°%°b'"® = 5%ab*\/a = 25ab*\/a
f) 167 + 97 = \/16 + /3 = 4 + 27 = 31
)2(3 — 2v2) = 209 — 122 + 8) = 34 — 24\/2

2
o= oo - e 3-i- B

1.59*. Simplifica las siguientes expresiones.
a) (1 + V2l - (1 - Vaf
b) 2 (2 - 3V2) + (2 - 3y2) (2 + 3V2)
o) SV/80 - LV/a0s - 5

at+v2  —(1-v2) =1+3-1-vV2+3-1-2+(\2  —1+3-1-vV2-3-1-2+(2) =
=3V2 + 22 + 3V2 + 2/2 = 10V/2

2-(2-38V2) +(2-3V2)(2 +3V2) =24 — 122 + 18) + 4 — 18 = 30 — 24\/2
o) 1980 - 108 - (B =L 205 - 1 aVE - B = 1

1.60. Racionaliza los denominadores de las siguientes expresiones.

o 5 o 2\/6 o) Vo

2\/5 V3 -2 1+1V2
0 Y g Xt 5 6\6

2V/y? 2\/x + 1 2\/3 + 3\/2
5 _8Y5 V5

2\/5 10 2
0y Y A

2\/_ 2y 2

nNe 2V/6- (V3 +1/2) _2\/@+2\/E:6\/§+4\/§

TNEVET Ve NEevE | 8l

g X1 o OVx 1 Vx

a1 k)2

g V2 \2-(1-V2)  _Va-2
TN v rove e Y

0 . 6V6 - (213 — 3V2) _ 12V18-18V12 _ 36V2 - 36\/__6\/5_6\/—

2V3 +3V2  (21/3 + 3v2) - (23 - 3V2) 12— 18

m
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Intervalos y entornos

1.61. Dados los intervalos A = (-2, 4) y B = [—1, 6), calcula:
a)AUB b) AN B

a) AU B = (-2, 6) b)ANB =[-14)

1.62. Dados los conjuntos A = (=2, +=), B = (-2, 0] y C = [0, 4), calcula:
a)AuBUC b)AnBNC

a)AUBUC = (-2, +) b) An BN C = {0}

1.63. Dados los conjuntos A = [—1, +®), B = (—»,0) y C = [—1, 1], calcula:

a) AU B c)ANBNC

b) AUBUC d)AU (BN C)

a) AU B = (—x, +) c)ANBNC=][-10)
b) AU B U C = (—o, +) d)AU (BN C)=[—1, +)

1.64. Expresa en forma de intervalo y en forma de entorno los siguientes conjuntos de numeros reales.

a)|x —3| <5 C)x+%‘<%
2
b) [x + 3] <025 d)|x+2|<§
— (8 _ 13 1.3\ _ (.51
a)(3—-53+5)=(8-218) c)(2 7 2+4>—(44)
o — (_aoB. _ o2 _,,.2\_(_8_4
b) (-3 — 0,25; =3 + 0,25) = (—3,25; —2, 75) d) ( 2 3 2 + 3) = ( 3 3>
Notacion cientifica
1.65. Escribe en notacién cientifica los siguientes numeros.
a) 12345678 c) 0,000 000 000 331 e) 0,0097 - 10%®
b) Sesenta billones d) 967 - 107% f) -0,000 000 001 23
a) 12345678 = 1,2345678 - 10’ d) 967 - 107® = 9,67 - 107%
b) sesenta millones : 6 - 107 e) 0,0097 - 10*® = 9,7 - 10%
c¢) 0,000000000331 = 3,31 - 10°° g) —0,00000000123 = —1,23 - 10°°

1.66. Halla los siguientes productos y cocientes dando el resultado en notacion cientifica.
0,00016 - (25 - 10°* + 2000)

. . 5
a) 250000 - 55 - 10 c) 0,0025
10%® - 56 - 1072
b) 0,0000015 : 0,000003 d) 35107 + 43 - 107

a) 250000 - 55 - 10° = 2,5 - 10° - 55 - 10° = 13,75 - 10" = 1,375 - 10"
b) 0,0000015 : 0,000003 = 1,5-10°:3-10°=05-10°=5-10"

0,00016 - (25 - 10° + 2000) 16 -10*-2,7 - 10*

— — 3
c) 3.0025 = TRRTE 1,72810
102 - 56 - 102 56 - 10" _ 56 o o o
9 35102 + 43 - 102 (35 + 43) - 102 393 1077 = 0142 - 1077 = 1,42 - 10

m
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1.67.

1.68.

1.69.

1.70.

Halla las siguientes sumas y restas dando el resultado en notacion cientifica.
a) 0,32 - 10" + 7,128 - 10" c) 488 - 107" + 7,921 - 107"
b) 3,1109 - 10* — 2244 - 10 d) 36,79 - 107%® — 2244 - 107®

a) 0,32 - 10" + 7,128 - 10" = 32 - 10" + 7,128 - 10" = 39,128 - 10" = 3,9128 - 10"

b) 3,1109 - 10* — 2244 - 10 = 311090 - 10* — 2244 - 10* = 308846 - 10 = 3,08846 - 10*°
c) 488 107" + 7921 - 107" = 4,88 - 107" + 792,1 - 107" = 796,98 - 107" = 7,9698 - 107"
d) 36,79 - 107® — 2244 - 1072 = 36,79 - 107® —2,244 - 107% = 34,546 - 107% = 3,4546 - 10°*

PROBLEMAS

Una habitacion, con forma de ortoedro de base cuadrada y altura la mitad del lado de la base, se pinto6 en
tres dias. Se pintaron las cuatro paredes y el techo. En el primer dia se pintd la tercera parte de la super-
ficie; en el segundo, la mitad de lo que quedaba, y en el tercero se pintaron los 15 m? que faltaban para
acabar el trabajo.

a) Calcula la superficie total de la habitacion y la superficie que se hizo cada dia.
b) Calcula las medidas de cada una de las paredes y el volumen con la precision que consideres adecuada.

! : a) Observando el dibujo, todos los dias se realiza el mismo trabajo,
' ' 15 m2
Segundo dia En total, se pintan 45 m?
Primer dia ) .
----------- l----------doooo--o-| D) Si 2a es el lado de la base y a la altura, se pintaron:
: 4-2a-a+2a-2a=8a+4a =12 =45=a =194 m
! V=2a-2a-a=4a"=29m’

(PAU) La corporacion municipal de un Ayuntamiento, cuyo municipio cuenta con 600 habitantes de edades
comprendidas entre 16 y 20 afios, ha realizado una encuesta sobre las actividades culturales que interesan
a dicho segmento de poblacion. Sabiendo que el 81,818181..% contestd que le interesaba el cine y que el
14,583333..% contestd que no le interesaban las conferencias de divulgacién cientifica, calcula el numero
de personas que contestaron la encuesta.

_ 818181.. _ 100N = 81,8181.. _ _81_9
N="F00 =08 N = 08181.. } 9N =81 ->N=3g9 =1

_ 1558333.. 100000N = 14583,33... _ 13125 7
N="F00 ~ 01958333 oooon = 145833.. } 90000N = 13125 = N = 55600 ~ 28

9 . . 7 . . . .
A 11 partes de los encuestados no les interesa el cine y a 18 no les interesan las conferencias de divulgacion

cientifica; por tanto, el nimero de encuestados debe ser multiplo de 11 y 48. Como debe ser menor de 600, 528
es el numero de personas que contestaron la encuesta.

El area de un cuadrado mide 10,25 m?2.
Calcula, aproximando a los decimetros:
a) La diagonal del cuadrado

b) El area del circulo inscrito /\

c) El area del circulo circunscrito.

a)D=1V2/1>=142-1025=45m /
| 32 N~ 7

-
S=1025=1>= [ =1/1025~32 m K g
/

b)r:E:T:1,6m%80,:¢r-r2z8m2
D 20,5 20,5
OR=% =5 z2,25m_>scc=~n~T'~v1,61m2

m
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1.71.

1.72.

1.78.

1.74.

(PAU) Se quiere vallar el perimetro de un campo rectangular del que se sabe que uno de sus lados mide el
triple que el otro y que su diagonal es de 50 metros.

Calcula el precio que hay que pagar si cada metro de valla cuesta 15 euros. Expresa el resultado en
forma de radical y después aproxima a los céntimos de euro.

9x? + x? = 10x? = 2500 = x = /250 = 1581 m

50 X Perimetro: 8x = 8 - 1581 =~ 126,5 m

3x Coste: 15 - 126,5 = 1900 euros

(PAU) Una empresa elabora latas de conserva con forma cilindrica de dimensiones 5 cm de radio de la base
y 10 cm de altura. Tras un estudio de mercado, decide cambiar la forma de las latas: seran ortoedros de
base cuadrada y de altura el doble que el lado de la base.

¢Cudles seran las dimensiones de la nueva forma si la capacidad debe ser la misma? Establece la solucion
con la aproximacion que consideres adecuada.

V=m- 510 = 7854 cm®

2 V= 2x*= 7854 = x = 7,33 cm

Socooooooood

El radio de una circunferencia se ha medido con un error menor de 0,1 cm, obteniéndose 10,2 cm.

a) Calcula los valores maximo y minimo de la longitud de dicha circunferencia asi como del area del circulo
limitado por la misma.

b) Calcula los valores maximo y minimo de la longitud que se recorrera al dar exactamente 5000 vueltas.
Utiliza la aproximacion de w que consideres adecuada de acuerdo con los datos del problema.

a) De los datos del enunciado se deduce que 10,1 < r < 10,3; por tanto, considerando 3,14 como aproximacion
de mr, se tiene que:

27 - 10,1 < 27r < 27 - 10,3 = 63,43 cm < longitud < 64,68 cm

w1012 < @r? < w - 10,32 = 320,31 cm? < area < 333,12 cm?

b) 63,43 cm < longitud de una vuelta < 64,68 cm
317150 cm < longitud de 5000 vueltas < 323400 cm

3171 m < recorrido < 3234 m.

Una empresa cobra por el alquiler de una furgoneta 80 euros diarios. Otra empresa cobra por el mismo
alquiler 60 euros al dia, pero a esta cantidad se le debe afadir 200 euros independientemente del tiempo
que se contrate.

¢A partir de cuantos dias es mas econdémica la segunda empresa? Escribe la solucién en forma de
desigualdad y en forma de intervalo.

{80 x n° de dias 200

60 x n° de dias + 200 — 80 — 60 _ 10 dias

Para 10 dias, el precio es el mismo en las dos empresas. Para menos de 10 dias es mejor la primera, y para mas
de 10 dias es mejor la segunda.

Solucién: x > 10 = (10, +)

m
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1.75.

1.76.

1.77.

1.78.

(TIC) Una entidad bancaria cambia euros por dolares cobrando, ademas del valor correspondiente a dichos
ddlares, una comision que depende de la cantidad que se quiere cambiar segun la tabla siguiente.

Cantidad de délares Comision

que se compran en euros
Menos o igual que 200 10
Entre 200 y 500 12
Entre 500 y 1000 14
Mas o igual que 1000 15

Se sabe que por comprar 300 délares se han debido pagar 224,54 euros.

a) Calcula, con cuatro cifras decimales significativas, el precio del délar en euros y el precio del euro en
dolares sin tener en cuenta la comision.

b) Calcula los ddlares que se han conseguido si se han pagado 750 euros.
c) Calcula los euros que se deberian pagar por 150 délares.

d) Calcula los euros que se deberian pagar por 1400 dolares. {Y si se compraran en siete paquetes de
200 dolares?

a) Sin tener en cuenta la comision, 300 dolares equivalen a 224,54 — 12 = 212,54 euros. Por tanto, también sin
212,54
300
b) (750 — 14) - 1,4115 = 1038,86 dodlares

)
c) 150 - 0,7085 + 10 = 116,28 euros

d) 1400 - 0,7085 + 15 = 1006,90 euros

En siete grupos de 200 ddlares: 7 - (200 - 0,7085 + 10) = 1061,90 euros

comision, un dolar equivale a 0,7085 euros, y un euro equivale a 1,412 dolares.

Al medir la altura de una persona de 180 cm se ha obtenido 178. Al medir la altura de un edificio de 39 m
se ha obtenido 40 m. Calcula los errores absoluto y relativo de cada medida e indica razonadamente cual
de las dos es mas precisa.

Errores en la medicion de la persona: E = 180 — 178 = 2 cm E = % = 0,011
Errores en la medicion del edificio: E =40 — 39 =1 m E = 31—9 = 0,026

Como el error relativo es menor en la medicion de la persona, es mas precisa dicha medicion.

La diagonal de un cubo mide exactamente 1,252 cm. Halla la superficie del cubo aproximando su diagonal
por 1,25 cm. Calcula el error relativo cometido.

d=VI17+17=1/2/cm = 141/ cm

I 1,25 cm [ D=t s D =8 s = % =1/0,42 = 0,65 cm
>
: o , 125 3
-------- Superficie del cubo: 6/* = 6 - 3 = 2,5 cm
d _ 2,504 — 2,5]
d="2I = |'7' =
E, 2,504 0,0016

Calcula la medida de la diagonal de un paralelepipedo cuyos lados miden \/ﬁ \/g y \/5 cm,
respectivamente. {Qué tipo de numero es el resultado?

Aproxima el resultado redondeando a dos decimales y calcula los errores absoluto y relativo cometidos.

d=1/5+ 10 = \/15 = 387 cm.

é /8 cm
' D
P D =1/8 + 15 = \/23 = 4,7958.. ~ 4,80 cm
) - =~
N o E =480 — 47958| = 0,0042
D
Ve om _ 147988 — 4801 _ 1000
, 47958 '

d=15+10="15cm
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1.79.

1.80.

1.81.

1.82.

1.883.

1.84.

Un parque cuadrado tiene 50 m de lado. Dos personas pasean a la misma velocidad, uno por el perimetro
del cuadrado y la otra recorriendo una diagonal. Si parten simultdneamente de la misma esquina del
parque, évolveran a encontrarse?

Las dos personas parten del punto A. De encontrarse, serd en B. Veamos si el espacio recorrido por ambas es el
mismo.

El espacio recorrido por la persona que avanza por el perimetro es 100 m.
El espacio recorrido por la persona que va por la diagonal es \/E -50 =141-50 =705 m.
No se encuentran.

Un determinado tipo de protozoo tiene un didmetro de 2 - 107° m. Calcula cuantos protozoos habria que
situar, uno a continuacion de otro, para alcanzar una longitud de 1 cm.

0,01 : (2 - 107®) = 500 protozoos

Sabiendo que la velocidad de la luz es de 300000 km/s, calcula el tiempo que tardaria en llegar a la
Tierra la luz emitida por una hipotética estrella que se encontrara a 12000000000 km de distancia.

Expresa el resultado con la precisién que consideres adecuada.

. 1010
{ = % =04 - 10° = 4 - 10* segundos

Se llama unidad astrondmica (UA) a la distancia media que separa a la Tierra del Sol y que equivale a
1,49598 - 10® km.

a) Sabiendo que el 1 de enero la distancia que separa a la Tierra del Sol es de 1,471 - 10® km, exprésala
en unidades astronomicas.

b) Sabiendo que la distancia media entre Jupiter y el Sol es de 5,2 UA, exprésala en km.

a) 1,471 - 10°
1,49598 - 10°

b) 52 - 1,49598 - 10° = 7,779 - 10° km

= 0,983 UA

El diametro de una molécula de agua mide aproximadamente 3 - 107° m.

a) Calcula el volumen de una molécula de agua suponiendo que su forma es aproximadamente esférica.
Expresa el resultado en notacioén cientifica.

b) Calcula el numero de moléculas de agua que hay en una gota de 3 mm de diametro, expresando el
resultado en notacion cientifica.

a)V:%-w-%-m*‘o =2 -m-107"°=628-107""m°
b) Via = % coT e % =628 mm* = % = 10" moléculas hay en la gota.

Se quiere hallar el area y el perimetro de un terreno con forma de trapecio rectangulo. Para ello se miden
las bases, y se obtiene como resultado 85,2 y 112,3 m, respectivamente. La longitud del lado perpendicular
a las bases se conoce previamente y con una precision mayor: es de 48,76 m. Calcula, con la precisién
adecuada, las medidas deseadas.

85,2 m L =1/48762 + 27,12 = \/3111,95 =~ 54,8 m
c c P = 48,76 + 852 + 54,18 + 112,3 ~ 301,1 m
© el N\ 112,3 + 852) - 48,76
-] gfg s=( ' 2') —— =~ 48151 m?
112,3 m 27,1 m

m
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PROFUNDIZACION

1.85. (TIC) Desarrolla el valor de la expresion |x + 1| + |x — 3| omitiendo los valores absolutos. Para ello, realiza

los siguientes pasos:

1.° Calcula los valores reales x que anulan los valores absolutos que intervienen en la expresion; es decir,
|Ix + 1]y ]| x— 3]

2.° Representa en la recta real las soluciones obtenidas en el apartado anterior. La recta queda dividida en
tres intervalos o zonas.

3.° Para cada uno de los intervalos anteriores y con la ayuda de valores representantes, estudia el signo del
interior de los dos valores absolutos y obtén la expresién solicitada en cada caso.

1.° Puntos donde los valores absolutos se anulan: x + 1 =0 =x= -1 y x—3=0=x = 3.
9o 1 0 . . 3
: " " " " R
3.° x<-1 -1<x<3
X + 1| Negativo Positivo Positivo
X — 3 | Negativo Negativo Negativo

—(x+1)—(x—3) si x<—1 —2x+ 2 si x< —1
[x+1]+]|x=3|=7 x+1—-(x—3) si —1<x<3 = 4 si—1<x<3
X+1+x—8 six=3 2x—2 si x=3

1.86. (TIC) Siguiendo el procedimiento explicado en el ejercicio anterior, desarrolla el valor de las siguientes
expresiones omitiendo los valores absolutos.

a)|2x — 4] + x b) | x| + | 2x] c)lx—1]+ |x+ 1] d) x + |x| + |x — 2]
a)l2x—4|+x={_2X+4+X s? x<2 {4—x Si. x<2
2x — 4 + x si x=2 3 —4 si x=2

—(x—=1) = (x + 1) si x< —1 —2x si x < —1
P) |[x — 1]+ |x+1]=9-Kx—-1) +x + 1 si -1 <x<1 = 2 si -1 <x<A
Xx—1+x+1 Si X =1 2x  si x> 1

—X — 2X Si

)<<O:> —-3x si x<O0
X + 2x si

C)|X|+|2X|:{ Xx=0 3 si x=0

X—X—X+ 2
dx+ x|+ |x—2]=3x+x—-—x+2 si
X+ Xx+x—2 si

O0<x<2=49x+2 si 0<x<2

si x<0 {—x+2 si x<0
XxX=2 3x — 2 Si xX=2

1.87. Simplifica la expresion \/59 + 30\/5. Para ello, intenta expresar el radicando como el cuadrado perfecto de
un binomio.

V59 + 302 = V9 +50 +2-3-5/2="Y3+5/2] =3+5/2

1.88. Demuestra que \/6 + 4\/§+ \/6— 4\/5 es un numero entero. Para ello, calcula su cuadrado y observa el resul-
tado.

(Ve + 4av2+Ve6 — 4v2] =(V6 + 4v2] + (V6 — av2] +2-(V6 + 4v2)-(\/6 - 2v2)=
=12+2/36-32=16

Como la expresion es un valor positivo y su cuadrado vale 16, su resultado sera 4.

m
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1.89.

1.90.

1.91.

1.92.

a) Demuestra que 09 =1.
b) Calcula el valor de 0,9 + 0,09 + 0,009.

a) N

N = 0,999..

b) N = 0,099... 100N = 9,999...} N=2 =1 o4

10N = 0,999.. % 10
N = 0,0099... 1000N = 9,999.. | N = % - 11% - 001
100N = 0,999..
09 + 009 + 0,009 = 1,11
Dado el numero de oro ¢ = % comprueba que:
1 + 1
a) ¢* = ¢ + 1 b)dp — 1 =— ) pt=2"1
) & = & ) & 5 ) = 5
, _(1+VsY _1+5+2V5 6+2V5 _3+Vs o 1+\V5
a) ¢* = = = = =1 +——"=1+¢
2 7 4 2 2
? 14+ ¢ 1 1
Dd?=1+db=>"—-=—sdp=F+1=¢—1=-—
) & ¢ P b ¢ S ¢ S
1 + 1
O =4 b= (144 o= b 2T

o= |+

En un libro aparece la expresion 2%,

a) Calcula su valor hallando primero 2° y elevando el resultado a la cuarta potencia.

b) Calculalo de otra forma diferente, hallando 3* y elevando al cuadrado el resultado obtenido.
c) ¢Qué observas?

d) {Crees que es adecuada la notacién a**? ¢Como podrias arreglarlo?

a) (29" = 8% = 4096

(2
29 = 2% = 2,4 - 10”

O

c) La potenciacion no es asociativa.

)
)
)
)

d) No es adecuada. Se debe especificar el orden de las operaciones con la ayuda de paréntesis.

a) Calcula la diferencia de los radios de dos circunferencias sabiendo que sus longitudes son de 100 y 101 m,
respectivamente.

b) Calcula la diferencia de los radios de dos circunferencias sabiendo que la diferencia de sus longitudes es
de 1 m. ¢{Depende dicha diferencia del tamafo de las circunferencias iniciales?

c) Cierto planeta posee un anillo cuya longitud es superior a la del ecuador del planeta en 10 000 kildbmetros.
Calcula la distancia entre el anillo y el planeta.

a) D = L _ L, _ 101 —100 _ 1 ~016 m
2 - 21 2-m 2 -

b) No depende del tamafio de las circunferencias iniciales. La diferencia es, aproximadamente, de 0,16 metros.

op=_L - L _L =1L _ 10000 _ 595 km

2T 2 -1 2 -1 2 -

m
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1.93. (TIC) Dada la expresion n* + n + 41:

a) Sustituye n por los valores naturales 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10, y comprueba que en todos los casos se
obtiene un numero primo.

b) Halla un nimero natural n tal que el valor de la expresién no sea un numero primo.

b) n = 41 = 412 + 41 + 41 = 41(41 + 1 + 1) = 41 - 43 = 1763, que obviamente no es primo

representacion, en la que r es la mediatriz del segmento de extremos A y B.

1.94. Indica los numeros reales que corresponden a los puntos A, By C de la recta real en la siguiente

A=\VTT T =3
1

B=V22+12=1\4+1=15

': c-V2+1\5
‘- 2
2 B




2 Matematicas financieras

ACTIVIDADES INICIALES

2. Indica el término general de las siguientes sucesiones y halla el valor del término que ocupa el décimo lugar.

a) 2, 4,6,8... e)1,4,7,10...
b) 2, 4, 8, 16... f) 2,6, 18, 54...
13 9 27
c)1,1,1,1... 9% 7 70 28"
d)3579.. h) 1, =1,1, =1...
a) a, = 2n a,=2-10 =20 e)a,=1+3n—-1) a,=1+3-9=28
b) a, = 2" a,, = 2" = 1024 fla,=2- 3" a, = 2 -3 = 39366
c)a, =1 a, = 1 )a:Li1 2, = 12053
n 10 9 a =T e = 19684
d)a,=2n+ 1 a,=2-10+ 1 =21 h)a, = (—=1)"" a,, = —1
2.1l. Completa la tabla siguiente.
Fracciones Tantos por uno Porcentajes
2 5 3
59 2 04.. 05 0,75 40% 55,6% 75%
1 3 4
7% % 0,25 0,6 0,8 25% 60% 80%
3 6 19
20 25 0 0,15 0,24 0,95 15% 24% 95%

EJERCICIOS PROPUESTOS

2.1. Halla el valor de los siguientes logaritmos.

a) Iogz\a/i c) log,,, 10° e) In \3/5
b) log\/10 d) logs \/8 f) logs 257

a)log, V2 = x= 20 = V2 = 25 = x = =
b) logV/10 = x = 10" = 10? = x = —
€) 10gpp; 10° = x = 0,01 = 10° = 10 = 10° = —2x = 6 = x = —3
d) log; V/8

1
e)inVe=xs>e=Vese =e =x=

x=><—> =\4/§=2%=>4’X=2%=>2’2X=2%=>—2x=%ﬁx:—%

1
3

fllogs 256 =x=5"=25°=5 =5°%= x= -6

m
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Halla el valor de x en las siguientes expresiones.

a) log,x = 3 b) IogX% = -3 c) Iog%x =3 d) log,7 = 3

a) log,x =3 = 7= x= x = 343

3
b)loglx:3:>x:<l) =

7 7
a1 1

l—_ ~ e l 3 _ _ 3
c)IogX7— 3 =X = " 7:>x—7:>x—\/7

d)logx7=3:>x3=7:>x=\3/7

n logA
Comprueba la igualdad: Iog\/— = %
n 1 log A
log VA = Iog(A;) = % - logA = —oi
. . 2x% - y?
Toma logaritmos en la expresion: T = 2
z

2 2, 3
T= % = log T = log (2x’y®) — log(z?) = log2 + 2 logx + 3 logy — 2 log z
Quita los logaritmos en:
a) logS = 2 logx — 4 logy
b) logR = 5 logx + 2

’ X2

a) logS = 2 logx — 4 logy = logS = logx? — logy* = Iog%: S = /

b) logR = 5 logx + 2 = logR = logx® + log100 = log100x® = R = 100x®

Sabiendo que log2 = 0,301 y que log3 = 0,477, calcula:
a) log12 b) log 15

a) log12 = log(2®> - 3) = 2 log2 + log3 = 2 - 0,301 + 0,477 = 1,079
0

1

b) log15 = |og<3 ) = log3 + log10 — log2 = 0,477 + 1 — 0,301 = 1,176

2

Halla con la calculadora los siguientes logaritmos y exprésalos redondeando a las milésimas.
a) log;21 b) 10goe; 12 c) log,;19

log12
log0,01

log 21
a) log,21 = |0993 = 2,771 b) l0gy 12 =

= —0,54 c) log,519 =

A la cantidad 264 se le aplican sucesivamente un aumento del 12%, una disminucion del 4% y un aumento
del 6%. Calcula el resultado final con dos cifras decimales.

264 - 1,12 - 0,96 - 1,06 = 300,88

¢Qué porcentaje representan los 42 hombres asistentes a un congreso si el total de asistentes es de 967
¢Cuantos hombres mas tendrian que asistir para igualar los porcentajes de ambos sexos?

42
oz = 0
% 100 = 43,75%

Hay 96 — 42 = 54 mujeres. Deberian acudir 54 — 42 = 12 hombres mas.

m
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2.10.

2.11.

212.

2.13.

2.14.

2.15.

Se funde un lingote de 500 g con el 75% de oro con otro de 650 g con el 80% de oro. ({Qué porcentaje de
oro tendra el nuevo lingote que se obtiene?

0,75 - 500 + 0,8 - 650 895
, , o 895 i
500 + 650 100 = 775 - 100 = 77.83%

(PAU) El precio de la vivienda subié durante el afio pasado un 7%, y durante este ha bajado un 2,5%. {Cuanto
cuesta hoy una casa que hace dos afios costaba 210000 euros? {Cuanto costaba hace dos afios una casa
que hoy cuesta 208650 euros?

210000 - 1,07 - 0,975 = 219082,50 euros

208650

m = 200000 euros

a) Escribe, redondeando con dos cifras decimales, los cuatro primeros términos de una progresion geométrica
en la que el quinto término es 15953,52, y la razon, 1,05.

b) Escribe el término general de la progresion.
c) Calcula la suma de los 10 primeros términos.

a)a, = 1519383 a, = 14470,31 a, = 1378125 g, = 13125

o
=
D
B

Il

13125 - (1,05)"

P . 10 _
ST R 13125 1,885 13125 _ |opoaa84

(TIC) Calcula la razon, el séptimo término y la suma de los 10 primeros términos de las siguientes progresiones
geométricas.

1 11 2
a) 2, —1, > T g b) 20, 20(1 + r), 20(1 + r)>...
1\"° 1
2~(~> R L
wre d e [AY_2_ 1 o _ ’ _ 512 1028
2 @ 2) T64 “ 32 Vv 1 1 256
2 2
20-(1 + " —-20
b)razon =1 +r a, =20-(1 +r)° Sio = { 2

Escribe cuatro nimeros entre 2 y —64 de forma que los seis formen progresion geométrica.

Del enunciado se deduce que a, = 2 y a; = 64. Por tanto:
a=a "= -64=2-r"=r"=-32=r=-2= —2,4, -8, 16, —32, 64
Los numeros buscados son 4, —8, 16 y —32.

Calcula los intereses que generaran 4500 euros depositados a un interés simple del 6% durante:
a) Un afo
b) Dos afios

c) Tres anos

4500 -6 -1
a)l—i100 = 270 euros

4500 -6 -2
b)/——100 = 540 euros

4500 - 6 -3
0)1,7100 = 810 euros
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2.16.

217.

2.18

2.19.

2.20.

2.21.

222,

Un capital de 6500 euros se quiere aumentar en un 20%. Para ello se coloca a interés simple del 4% anual.
¢Cuanto tiempo debe permanecer depositado este capital?

C, = 6500 € r=4 Cr =12 - 6500 = 7800 € | = 7800 — 6500 = 1300 €

_ G-t 1300 - 100 _ 130000 _ , .
I= =g = 1800 = t = =5 = g5og . 4 ~ 5 afios

Un capital colocado al 4,25% anual de interés compuesto se ha convertido en seis afios en 6418,39 euros.
¢De qué capital se trata?

Cr = 6418,39 € r = 0,0425 t = 6 afios
_ 641839
641839 = C, = 10425 5000 euros

Se depositan 2500 euros a un interés compuesto del 3,75% anual durante 2 afios. Calcula el capital final si
el periodo de capitalizacion es cada seis meses.

C,= 2500 euros r = 0,0375 t = 2 anos Periodo de capitalizacion: semestral

0,0375\"
2

2-t
C.=¢C- (1 + i) = 2500 - (1 + = 2692,84 euros

2

Calcula el capital con el que se contara al final de una operacién financiera que consiste en ingresar
300 euros al principio de cada afo, durante 16 afios y a un tipo de interés del 6,25%.

a = 300 euros r = 0,0625 t = 16 anos

a4+t =1 4+r)] 300 -[106257 — 1,0625]
C = . = 0.0625 = 8353,44 euros

¢Durante cuantos afos se deberan ingresar 3500 euros para que, a un interés del 8%, se consiga juntar el
12% del precio de una vivienda que se estima sera de 265000 euros?

a = 3500 euros r = 0,08 C = 0,12 - 265000 = 31800 euros
a1+t = (1 + )] ~ 3500 - [1,08' "' — 1,08] .+:_ 31800 - 0,08 B
C= r = 31800 = 0,08 =1,08 —W+1,08—1,8069
Tomando logaritmos decimales a ambos lados de la Ultima expresion:
log1,8069 .
log1,08'* ' = 10g1,8069 = (t + 1) - log1,08 = log1,8069 = t = Olgogw — 1 = 6,69 afos

Se solicita un préstamo hipotecario de 195000 euros a devolver en 20 afios a un interés anual del 5%.
¢Qué anualidad debera pagarse?

C = 195000 r = 0,05 t = 20 afos

C-r-(1+r" 195000 - 0,05 - 1,05%
= = ) ' = 15647,31
1+ -1 106" — 1 5647.31 euros

Nuestro banco nos presta el dinero al 7% para un crédito a 10 afos pagadero trimestralmente. {Cual es
la cantidad maxima que podemos pedir si no queremos pagar mas de 600 euros mensuales?

a = 600 euros r = 0,07 t = 10 afios Periodo de capitalizacion: trimestral
40
oS 1+947) m
B ~ C-0,0175-1,0175* 0035-C . 600-1,0016
600 = To7\® = 101750 — 1 = ~10016 C= 0035 = 17170,29
(o2

La cantidad maxima que podemos pedir es de 17170,29 euros.

m
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2.23. Se solicita un préstamo hipotecario de 210000 euros a devolver en 25 anos a un interés anual del 4,75%.
¢Qué mensualidad debera pagarse?

C = 210000 euros r = 0,475 t = 25 anos
r r\*" 0,0475 0,0475\”" %
C'ﬁ'<1+ﬁ> 210000- 12 -(1+ 12 )
a= p— = P = 1197,25 euros
r ’ 0,0475\°%
<1 +ﬁ> —1 (1 + 12 ) 1

2.24. Una entidad bancaria nos ofrece dos posibilidades de préstamo de 6000 euros. La modalidad A es un
préstamo a 5 afios con cuotas semestrales y a un interés del 8%. La modalidad B consiste en pagar una
cuota fija de 1300 euros durante los 5 afos. {Cual de las dos es mejor?

Modalidad A
C = 6000 euros r= 0,08 t = 5 afios Periodo de cuotas: semestral
2-5
6000+ 202 ~<1 + O'§8>
. . 10
A= _ 6000 0,04101,04 — 739,75
0.08\%° (14+0,04)°—1
(1 +T) —1

Con la modalidad A se abona a la entidad un total de 739,75 - 10 = 7397,50 euros.

Modalidad B

Con la modalidad B se abona a la entidad un total de 1300 - 5 = 6500 euros.

Es més ventajosa la modalidad B.

2.25. Calcula la TAE correspondiente a un 4% anual con capitalizacion:

a) Mensual b) Bimestral c) Trimestral d) Semestral
12 4

a) TAE = [(1 + %) - 1} - 100 = 4,0742% c) TAE = [(1 + %) - 1] - 100 = 4,0406%
6 2

b) TAE = {(1 + %) - ‘I} - 100 = 4,0673% d) TAE = {(1 + M) - 1} - 100 = 4,04%

2.26. Calcula el IDH de un pais si los valores asignados para los indicadores son:
L = 0,898 E = 0,970 R = 0,910

0,898 + 0,970 + 0,910
3

IDH = = 0,926

2.27. Completa la siguiente tabla, calculando los nimeros indice correspondientes a la renta per cépita en Espana,
tomando como base 1970 y 2000.

Aho Renta per capita (€) 1970 2000
1970 6319 100 40,45
1980 92,03 145,64 58,91
1990 12 055 190,77 7717
2000 15 622 247,22 100

m
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2.28. Aplicando directamente la definicidn, calcula el valor de los siguientes logaritmos.

EJERCICIOS

Logaritmos

1
a) logs 5 c) log 10000 e) log 0,001 g) log,; (2V/2)
1 1 1
b) Iog%g d) log 1000 f) Iog% \27 h) log,5 (8_1)
1 ; 1 3
a)logsf=x:>3 =57 =3"=x=-3
1 Tyt gty gy = _2
b)log;ﬁ79 —x:<27> = 9=>3 =3?= 3= -2=x= 3
c) log10000 = x = 10" = 10* = x = 4
1 — X — -3 —_
d) Iog1000 =x=>10"=10""=x= -3
e) 10g0,001 = x = 10 = 10°* = x = -3
f) log; \/27 = x = (%) = 277 = 3% = 3 = —2x = %:m = —%

9)'09V§(2\/§):X=>\/§:2\/§:>2%:2%:>%:%:>x:1
h) Iogvg<81—1)=X:> 3=81"28=3"57=4=x=-8
i) Iog\,,/§(3\/§)2:x:> SX:(S\/§)Q:>3%:33:>%:3:>)<:6
J')|ﬂ(e'\3/5):)<:>e*=e-e%:e%:x:%

2.29. Calcula el valor de x en cada una de las siguientes expresiones.

a) log, 8 = -3
b) log, x = —1
c) Iogvi,5 x = -3

d) log: a®> = x

a)logx8:—3:>x’3:8:23:<

\

A

U

@
I

>

U
I
|

b) log;x =

c)log+ x——3:>x—<L)3_\/§_\/§

V3

d)IoglaZ=x:><%> =ad=Da'=a=x= -2

m

i) long (3\/5)2
) infe-Ve)
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2.30.

2.31.

2.32.

2.33.

Indica en cada caso la razén por la que las siguientes expresiones no tienen sentido.
a) log,2 = x

b) log, —81 = x

c)log;x =9

d) log,\/2 = 0

a
b
c
d

La base de un logaritmo tiene que ser estrictamente positiva y diferente de 1.
No existen los logaritmos de los nimeros negativos.
La base debe ser estrictamente positiva.

= = = =

Si el resultado de un logaritmo, en cualquier base, es cero, dicho numero vale 1.

Toma logaritmos decimales en las siguientes igualdades.

2 2 2, 5 1 + 3
a) P = 10x%z° b) Q = 10X )R =g XL d) § = — %
X+y 3z° xy?’z™®

a) logP = log10 + 3 logx + logy + 3logz =1 + 3 logx + logy + 3 logz
b) logQ = log100 + 2 logx — logx — logy = 2 + logx — logy

log2 + 2 logx + 5logy — log3 — 3 logz

c) logR = 3

d)2-1logS =3log(1 +x) —logx — 2logy + 3 logz

Escribe el valor de E en cada uno de los siguientes casos. En las expresiones obtenidas no deben aparecer
logaritmos.

a) log E =3log2 — 4 logx + 3logy — 2 logz
b) log E = log(x — 2y) + log(x + 2y)

2x + 20
c) log E =3 log(x + 10) — Iog(3—) + Iog%
3 8y3
a) logE = log8 — logx* + logy® — logz? = log i E = oy

b) logE = log(x — 2y)(x + 2y) = log (x* — 4y?) = E = x*> — 4y?

(x+10)3-% ( .
B .9 (x+10 9 )
c)log;;E—Iog;;—QX_ir20 —|09272X+20:>E—4(x+10)
3

Sabiendo que el logaritmo decimal de 2 es 0,301 y que el logaritmo decimal de 3 es 0,477, calcula, sin
utilizar las teclas de funciones logaritmicas de la calculadora, los siguientes logaritmos.

a) log 250 b) log 5,4 c) log\/18 d) log 270 e) log45 f) log . \/%

a) log 250 = log 10400 = 1log1000 — log4 = 3 — log2? =3 — 21log2 =3 — 2 - 0,301 = 2,398
b) log5,4 = Iog%: log54 — log10 = log3*2 — 1 =3 log3 + log2 — 1 =3-0477 + 0,301 — 1 = 0,732
— log(2 - 3 log2 + 2 log3 .
¢) log\/18 — Iogﬁ _ og ( ) _ log og3 _ 0301 + 2 -0477 _ 0,628
2 2 2 2
d) log270 = log27 - 10 = log27 + log10 = log3® + log10 = 3 log3 + 1 =3 - 0477 + 1 = 2,431
e) log 45 = I0992—O = 10g90 —log2 =1og9-10—1log2=2log3 +1log10 —log2=2-0,477+1—0,301 = 1,653

f) log . \/%= Iog%=% Iog%= (log1—log6) = —% log2-3= —%(Iog2 +log 3) = —%(0,301 +0,477)=—-0,129

m
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2.34.

2.35.

2.36.

237.

2.38.

2.39.

Sabiendo que log,2 = 0,631 y que log,5 = 1,465, halla, sin utilizar la calculadora, el valor de log; 150.

log; 150 = log,(2 - 3 - 52 = log,2 + log,3 + 2 logs5 = 0,631 + 1 + 2 - 1,465 = 4,561

Con la ayuda de la calculadora, obtén aproximaciones decimales hasta las milésimas de los siguientes

logaritmos:
7
a) log, 20 b) log,; 3 c) Iog% 5 d) log,; \/§
Iogl
_ log20 7 _ 5 _
a) log,20 = 093 2,727 c) Iog% 5 = —1 = —0,243
Iogz
b) log,;3 = 293 _ 347 d) log,;V/3 = og V3 _ 1,585
Iog\/E Iog\/§

Con la ayuda de los logaritmos, calcula el valor de t en los siguientes casos:
a) 1,025' = 2,45
b) 2500 = 2000 - 1,03'
c) 1,025' = 2 0,03\

log 2,45
a) 1,025' = 2,45 = log 1,025"' = log 2,45 = tlog1,025 = 10g2,45 =t = ————~—~- = 36,29

log 1,025

log 1,25
b) 2500 = 2000 - 1,03' = 1,25 = 1,03' = log 1,03' = log 1,25 = tlog 1,03 = log1,25 = t = l0q 103 — 7,55
c) 1.025' = 2 log 1,025" = log 2 tlog 1,025 = log2 t—loi—QSO?
. = Z=log1, =1l0gZ = gt, _g:>_log1,025_’
d) 120 = 100 - 1+%m 1,2 = 1,0025™ 12t log 1,0025 = log 1,2 I—L—GO%
- ) =e=h = 1etiogh =9 e = = 45 0g1,0025 © >

Porcentajes

Calcula el valor de los siguientes porcentajes:
a) 24% de 4500

b) 2% de 124

c) 0,5% de 2300

d) 0,025% de 4650
e) 200% de 45
f) 123% de 4590

a
b
c
d
e
f

24% de 4500 = 4500 - 0,24 = 1080

2% de 124 = 124 - 0,02 = 2,48

0,5% de 2300 = 2300 - 0,005 = 11,5
0,025% de 4650 = 0,00025 - 4650 = 1,1625
200% de 45 = 2 - 45 = 90

123% de 4590 = 1,23 - 4950 = 6088,5

=l = D O

El 22% de una cantidad es 275. {Cudl es esa cantidad?

275

002 1250

¢Qué porcentaje representan 26 unidades de un total de 48? ¢Y 90 unidades de un total de 48?

26 90

= 0
18 100 = 54,17% 18

100 = 187,5%

m
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2.40. Aumenta las siguientes cantidades en los porcentajes que se indican.

a) 1350 en un 13% d) 3500 en un 122%

b) 2460 en un 2% e) 450 en un 200%

c) 1250 en un 2,25% f) 12000 en un 35%

a) 1350 - 1,13 = 15255 d) 3500 - 2,22 = 7770

b) 2460 - 1,02 = 2509,2 e) 450 - 3 = 1350

c) 1250 - 1,0225 = 1278,125 f) 12000 - 1,35 = 16200

2.41. Disminuye las siguientes cantidades en los porcentajes que se indican.

a) 2650 en un 13% d) 475 en un 20%
b) 3100 en un 2% e) 300 en un 30%
c) 1025 en un 2,25% f) 215 en un 15%
a) 2650 - 0,87 = 2305,5 d) 475 - 0,8 = 380
b) 3100 - 0,98 = 3038 e) 300 - 0,7 = 210
c) 1025 - 0,9775 = 1001,9375 f) 215 - 0,85 = 182,75

242 Una cantidad aumentada en un 21% vale 1694. {Cual es dicha cantidad?

2.43. Una cantidad disminuida en un 12% vale 22. {Cuél es dicha cantidad?

22
0,88

=25

Progresiones geométricas

2.44. Indica cuales de las siguientes sucesiones son progresiones geométricas y, en caso afirmativo, indica el
valor de la razon.

a) 5, 10, 20, 30, 40... d) E, Z, E’ g, %
10 10 10
b) 3, 15, 75, 375, 1875... e) 30, 10, 39 o7
c) 2 -2 2 -2, 2... f) 1, 5, 26, 127, 626
10 20 _ 30 _ . .
a) 5 - 2 0~ 2 50 — 1,5 = No es progresion geomeétrica.

16 _ 756 _ 375 _ 1875 _ . - e
b) 3 T 95 75 T 375 5 = Si es una progresién geométrica: r = 5.
c) 2.2 _=2_2 _ 4 Siesun progresién geométrica: r = —1

2 -2 2 -2 ' '

1 1

4 6
d — =025 — =067 = No es progresidon geométrica.

1 1

2 4

0 10 10

10 3 9 27 1 1
e) 5~ = T~ = — = — = — = Si es una progresion geométrica: r = .

30 10 10 10 3 3

3 9

5 26 . .

f) 7= 5 5 = 52 = No es progresion geomeétrica.

m
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2.45. Calcula el término undécimo de una progresion geométrica cuyo primer término es igual a 1 y cuya razén
es 2.

a, =1 r=2 a; = 2" = 1024

2.46. Escribe cinco niumeros entre 7 y 5103 de modo que los siete formen una progresién geométrica.
Del enunciado se deduce que a, = 7 y a, = 5103. Por tanto:

A, =a -r*=5103=7-r*=r*=729=r=3= 7, 21, 63, 189, 567, 1701, 5103

Los numeros buscados son 21, 63, 189, 567 y 1701.

2.47. Halla la suma de los diez primeros términos de la progresion cuyo término general es —

2"
R
ool ol g _Emer-a_ 2 2
! 2 2 10 r—1 1 1024
- =1
2

2.48. Para cada una de las siguientes progresiones geomeétricas, calcula su término general, su décimo término y
la suma de los diez primeros términos.

a) 5, 15, 45, 135, 405...
b) —3, 3, =3, 3, -3...

c) 1,04; 1,042 1,04% 1,04% 1,04°...
0,8 08\ 08\’ 08\
o (1+ 92 1+ 08, (1 + %8 (1.4 2]

a) 5, 15, 45, 135, 405...

{a . a, =53 = 98415
' =a=a-r'=5-3"= a,'r—a _ 98415-3 -5
Sip= Tt = - = 147620

r=3

b) 3,3 —3, 3, —3...

ap = -3 (=10 =
agr—a _ 3-(-1)+3
r-1 -1

r=—

{a‘ =3 =a =a " '= —3-(—1)”‘:{

S = 0

c) 1,04; 1,04% 1,04% 1,04% 1,04°...

a,, = 1,04 = 1,4802

aj I — a

{a1 = 1,04
L = 12,4852
r—1

r= 1,04

=a,=a -r"""'"=104-104""" =
Sy =

o a, = 12 = 6,1917
{31* ' ﬁaﬂ=a1-f””=1,2'1,2”'1=1,2”ﬁ a, " r— a

10 =

L = 31,1502
r—1
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Interés simple y compuesto

2.49. Calcula el capital final obtenido al depositar las siguientes cantidades a interés simple anual y durante el
tiempo indicado en cada apartado:

a) 100 euros al 5% durante 2 afos.
b) 100000 euros al 4% durante 7 anos.
c) 1 euro al 6% durante 5 afos.

100 -5 -2

a) C =100 + 100~ 110 euros

b) C = 100000 + % = 128000 euros
_ 1-6-5

c)C=1+ T 1,30 euros

2.50. Calcula a qué interés simple anual se ha depositado un capital de 5000 euros sabiendo que en 10 afos se
ha convertido en 7000 euros.
100 - | 100 - 2000

= = A = = = - = 49
C, = 5000 euros t= 10 anos C, = 7000 euros [ = 2000 euros r C 1 5000 - 10 4%

2.51. Se coloca un capital de 100000 euros a un interés compuesto anual del 6% durante 10 afos. Calcula el
capital final que se obtendra en el caso de que el periodo de capitalizacion sea:

a) Un afo b) Un semestre c) Un trimestre d) Un mes

a) C, = 100000 - = 179084,77 euros

06)"
6 2-10
b) C. = 100000 - {1 +—) = 100000 - 1,08*° = 180611,12 euros

(1+

(1%
100000 - (1+i)41

1+

O
-~
(@)
-
Il

100000 - 1,015° = 181 401,84 euros

0
12 - 10
d) C. = 100000 - (1 + ) = 100000 - 1,005™ = 181939,67 euros

2.52. {Cuéanto tiempo debe estar depositado un capital a un interés compuesto del 8% para triplicarse si la
capitalizacion es mensual?

C: = 3C, r= 0,08 Periodo de capitalizacion: mensual
0,08\ _ ot _ _ log 3 _
SC, C, (1 +T) = 3 = 1,0067""= log3 = 12t log 1,0067 = t = m = 13,7

El capital debe estar depositado 13 afios y ocho meses.

2.53. Completa la siguiente tabla con los datos que faltan. En todos los casos se trata de interés compuesto.

C. (€) C; (€) r t (afos) capitalizacion
1353,68 2000 5 8 anual
6000 7145,66 3,5 5 mensual
3000 5000 51 10 trimestral
500 800 6 8 semestral
Primera fila Tercera fila
2000 (.5 _
C = (14005 1353,68 euros r= (4{/; 1) 4 = 0,051
Segunda fila Cuarta fila
_ 0,035\* _ log16
C, = 6000 - (1 + 0 > = 7145,66 euros t= 2 log 1,08 7,95
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2.54. ({Qué capital inicial sera necesario ingresar en una cuenta para que después de estar colocado durante
3 afios a un interés compuesto del 3,5% se convierta en 2400 euros? ¢Y si el periodo de capitalizacion es
el mes y no el afo?

Cr = 2400 euros r = 0,035 t = 3 afos Periodo de capitalizacién: anual
2400 = C(1 + 0,035)* C = 123223 = 2164,66 euros

Si el periodo de capitalizacion es mensual:

12 C - 1,11054 = C, = —~= = 2161,11 euros

_ 0,035\* 2400
24oo—c,~<1+ ) 711054

Anualidades de amortizaciéon

2.55. (TIC) Calcula el capital final del que se dispondra dentro de 5 afos si se depositan 300 euros al comienzo
de cada afo a un interés compuesto anual del 6%.

a = 300 euros t = 5 afos r = 0,06
T4 —(1+ - (1,066 — 1
c- aAli*n . (t+0l _ 300 ( ggg 98) _ 1792,60 euros

2.56. (TIC) ¢Qué anualidad debe ingresarse al principio de cada afio al 6% para reunir un capital de 70000 euros
en 10 afos?

Cr = 70000 euros r= 0,06 t = 10 afos
a(1,06" — 1,06) 70000 - 0,06
70000 = 006 2T 708 — 106 5010,15 euros

2.57. (TIC) {Durante cuantos afios se deben entregar 450 € para que colocados al 5,75% de interés compuesto
se obtenga un capital final de 12500 €?

450 - (1,0675'" ' — 1,0575) 12500 - 0,0575

_ t+1 , t+1 —
12500 = 00575 = 1,0575 = 750 + 1,0575 = 1,0575 2,6547
_ log2,6547 _ _ .
t+ 1 —W=>I+ 1=1746 = t = 16,46 anos

2.58. (TIC) Un préstamo de 120000 euros al 5% se devuelve en 20 afios en pagos mensuales. Halla la mensualidad
de amortizacion.

C = 120000 euros r= 0,05 t = 20 afos Periodo de pago: mensual

12 -t 240
c-%~(1 +%> 120000 - & (1 + %) »
oo _ _ 120000 - 00042 - 10042"° _ Lo\ oo o

12
12t 1,0042%° — 1
(1 +%) —1 <1 %) —1

1

2.59. (TIC) ¢Qué deuda se habra amortizado mediante el pago de 6 anualidades de 5000 euros al 7% anual?

A = 5000 euros t = 6 afios r = 0,07

_Core(t+n o _a-l(t+n) —1] _ 5000 (107’ — 1)
1+n-1 r-(1 +r 0,07 - 1,07°

= 28832,70 euros

m
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2.60. (TIC) ¢(Cuanto tiempo se tardara en devolver una hipoteca de 300000 euros al 4% si la cuota mensual es
fija e igual a 2200 euros?

C = 300000 euros r = 0,04 a = 2200 euros mensuales
12t 12t
a= = 2200 = =2200 =———7715— = 1,0033"* = 1,83
r\ 0,04\ 1,0033™" — 1
<1+ﬁ> —1 <1+T) —1
B log 1,83 B .
t= 12 - 10g 1,0033 15,28 anos

2.61. Calcula a cuantos afios se debe solicitar un préstamo de 4500 € al 6% anual para que la anualidad que
resulte sea de 915 €.

C = 4500 euros r = 0,06 a = 915 euros
_Cr(+tr _ 4500-0,06 - 1,06 . _log142 .
T Aot VT T e —r o M0 T A2 = TR g0 T 002 an0s

Parametros econdmicos y sociales
2.62. Calcula la TAE correspondiente al 6% anual con periodo de capitalizacion:

a) Semestral b) Trimestral c) Mensual

a) <1 + ﬂ) - 1] 100 = (1,03” — 1) - 100 = 6,09

»

2
2
- e
b) (1 + —) - 1] 100 = (1,015 — 1) - 100 = 6,14

o
»

4
r 12
c) (1 + %) - 1] - 100 = (1,015 — 1) - 100 = 6,17

2.63. Calcula los numeros indice de las siguientes series de datos tomando como base el primero.
a) 1200 1500 1600 1750
b) 15 14 10 6

a) 100 125 133,3 145,83
b) 100 93,33 66,67 40

2.64. En la tabla aparecen los precios en 2007 y 2008 de los cuatro grupos de productos de la cesta de la
compra tipo en un pais y sus ponderaciones.

Grupo 2007 2008 Ponderaciones
1 100 101 30%
2 106 105 25%
3 106 108 20%
4 120 130 25%

Calcula el IPC del afio 2008 tomando como base el afio 2006.

IPC — 101 - 03 + 105 -0,25 + 108 - 0,2 + 130 - 0,25 _ 1908 _ 10217
~ 100 - 0,3 + 106 - 0,25 + 106 - 02 + 120 - 0,25 =~ 186,75

En el pais considerado, el aumento de los precios en el afio 2008 fue del 2,17%.

m
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2.65.

2.66.

2.67.

2.68.

2.69.

2.70.

Calcula el IDH de cada uno de los siguientes paises y ordénalos segun el grado de desarrollo.

Pais L E R

A 0,954 0,946 0,959

B 0,792 0,837 0,703

C 0,890 0,993 0,994
IDH, = 0,954 + 0,246 + 0,959 — 0,953 IDH, = 0,792 + O,%37 + 0,792 - 0,777
IUD, = 0,890 + 0,993 + 0,994 — 0959 C>A>B

3

PROBLEMAS

(PAU) Eva ha pagado 18,75 euros por una falda, 22,25 por un pantalon, 19,50 por una camisa y, por ultimo,
29,15 por una chaqueta. El duefio del comercio consiente en rebajarle el precio de forma que le perdona
los céntimos que marca cada una de las prendas.

¢Qué porcentaje de rebaja ha supuesto?

0,76 + 025 + 0,5 + 0,15
18,75 + 22,25 + 19,5 + 29,15

= 0,018. Por tanto, le rebaja el 1,8%.

(PAU) Pablo trabaja repartiendo pizzas y cobra 20 euros cada dia que trabaja mas un 6% del precio de las
pizzas que ha repartido. Durante el mes pasado trabajo 14 dias y cobrd un total de 394 euros.

Calcula cuantas pizzas repartié en ese periodo sabiendo que cada una de ellas vale 9,50 euros.

Pablo gana 0,06 - 9,5 = 0,57 euros por cada pizza que reparte.
El dinero que cobrd Pablo correspondiente a las pizzas repartidas es 394 — 20 - 14 = 114 €.
Por tanto, repartio 114 : 0,57 = 200 pizzas.

(PAU) EI precio de la gasolina ha variado en las ultimas tres quincenas. En la primera subié un 3%, en la
segunda bajo un 2% y en la tercera volvié a subir un 4%. Después de las tres quincenas, el precio del litro
es de 125 céntimos.

a) ¢Cudl era el precio antes de las tres variaciones?
b) ¢Cuadl es el porcentaje de variacion global del precio en las tres quincenas?

125
1,03 - 0,98 - 1,04

a) P = = 119,07 euros b) 1,03 - 0,98 - 1,04 = 1,0498. Ha subido un 4,98%.

Una cooperativa recibe un deposito de 2000 euros de cada uno de sus socios y se compromete a devolverlo
al cabo de tres afios y cuatro meses, junto con un interés simple del 5% anual. {Qué cantidad devolvera a
cada socio?

/= C1’ OrO t_ 2000 '15063‘333 = 333,33 euros. La cooperativa devolvera a cada socio 2000 + 333,33 = 2333,33 euros.

(PAU) Una persona quiere depositar unos ahorros de 10 000 euros durante 10 afios al 4% anual.

a) Calcula los intereses que recibira si el tipo de interés es simple y si el tipo es compuesto con capitali-
zacioén anual.

b) Compara los dos resultados mediante el calculo del porcentaje en que se verian aumentados los intereses
al pasar de tipo simple a compuesto.

a) . simple: W = 4000 euros l. compuesto: 10000 1,04 — 10000 = 4802,44 euros
b) % = 1,2 = Los intereses son un 20% mas altos si se coloca a interés compuesto

m
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2.71.

2.72.

2.73.

2.74.

2.75.

Se ingresan 1050 euros en una cuenta remunerada al 3,25% de interés compuesto durante dos anos.
Calcula los intereses producidos si:

a) El periodo de capitalizacion es el afio.

b) El periodo de capitalizacion es el mes.

a)l = 1050 - (1 +0,0325)> — 1050 = 1050 - 1,0325> — 1050 = 1119,36 — 1050 = 69,36 euros

1+ 0,0325

b)/=1050'( >

24
) — 1050 = 1050 - 1,00271** — 1050 = 1120,46 — 1050 = 70,46 euros

Se colocan 6000 euros al 4% anual de interés compuesto durante cinco afios. La entidad carga 1 céntimo
de euro cada vez que tiene que calcular los intereses generados y acumularlos al capital.

a) Calcula el capital final si el periodo de capitalizacion es de un afo, un trimestre, un mes y un dia.
b) ¢Cudl de los periodos de capitalizacion indicados favorece mas al cliente?

a) Periodo de capitalizacién anual

5
Cr = 6000 - (1 +O1ﬂ> — 0,01 -5 =729992 - 0,056 = 7299,87 euros

Periodo de capitalizacion trimestral

0,04\
C, = 6000 - (1 +T - 0,01 - 20 = 7321,14 — 0,2 = 7320,94 euros
Periodo de capitalizacion mensual

60

Cr = 6000 - (1 +%) — 0,01 - 60 = 732598 — 0,6 = 7325,38 euros
Periodo de capitalizacion diario

004 1825
C; = 6000 - (1 +ﬁ) — 0,01 - 1825 = 732834 — 0,01 - 1825 = 7310,09

b) El mejor periodo de capitalizacion en estas condiciones es el mensual.

El numero de habitantes de una ciudad crece en un periodo de tres afios de acuerdo a una ley igual a la
del interés compuesto. Si inicialmente la ciudad tenia 75000 habitantes y el ritmo de crecimiento fue del
0,5% mensual, écual sera la poblacion al final de los tres afios?

P, = 75000 habitantes Ritmo de crecimiento = 0,5% t = 3 afios

0,005
12

36
P = 7500(1 + ) = 7500 - 1,0042* =~ 87215 habitantes

El crecimiento de una poblacion de bacterias sigue el mismo modelo que el crecimiento de un capital
colocado a interés compuesto.

Calcula el nimero de bacterias de un cultivo después de 84 dias si se sabe que el numero inicial era de
24000 y que cada semana aumenta la poblaciéon en un 5%.

P, = 24000 bacterias Ritmo de crecimiento = 5% t = 7 semanas

P, = 24000 - (1 + 0,05)"” = 24000 - 1,005" = 43100 bacterias

Cuando Luis cumplié 13 afios, su abuela le abrié una cuenta en la que le depositd 2000 euros. Calcula el
tipo de interés al que fue colocado el dinero si cuando Luis alcanzé la mayoria de edad y acudié al banco
se encontré con que tenia 2503,59 euros en la cuenta. Los intereses se acumulaban al capital mensualmente.

C, = 2000 euros Cr, = 25083,59 euros t = 5 afos
r\"* _ r\% r\* 250359
C: = C,(1 +§) = 2503,59 = 2000 - (1 +§> = (1 +E> = 2000 1,2518

r= (V12518 — 1) - 12 = 0,045 = Estuvo colocado al 4,5% anual.

m
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2.76. Ana contraté un plan de pensiones a los 30 afios en el que ha depositado 400 euros anuales, a un tipo del
6,5% anual.

a) Si ahora tiene 45 afos, ¢qué cantidad recibiria si decidiera cancelar el plan?
b) {Con qué cantidad se encontrara cuando se jubile a los 65 afios?

a) a = 400 euros t=45—-30 = 15 r = 0,065
. + t+1 + . 16 _
c— a- [(1 r (1 n] _ 400 - (1,065 1,065) — 10301,60 euros
r 0,065
b) a = 400 euros t=65—-30 =35 r = 0,065

a-[(1+1*" — (1 +n] _ 400 - (1065° — 1,065)

C= r - 0,065

= 52838,78 euros

2.77. ¢{Qué cantidad debera entregar Pedro como anualidad a su plan de jubilacion para que al cabo de 15 afios
haya conseguido un capital de 20000 euros? El tipo de interés es del 5,25%.

C = 20000 euros t = 15 anos r = 0,0525

. + ot — + . 16 _ .
o a-[(1+7r (1 + 1] _a (1,0525 1,0525) 200002 4= 20000 - 0,0525

r 0,0525 1,0525" — 1,0525

= 864,17 euros

2.78. Calcula la anualidad que se debe pagar para saldar una deuda de 12000 euros al 5,5% anual si:
a) El plazo es de 5 afios.
b) El plazo es de 10 anos.

¢Por qué no se paga justo la mitad cuando el plazo para devolver la deuda es el doble?

a) C = 12000 euros t = 5 afos r = 0,055
_C-r-(1+n" _ 12000-0,055-1,055°
a= T+ -1 1055°— 1 = 2810,12 euros
b) C = 12000 euros t = 10 afios r = 0,055
_C-r-(1+n" _ 12000-0,055-1,055"
a= T+ -1 10550 — 1 = 15692,01 euros

Al haber contraido una deuda con un plazo doble de largo se pagan mas del doble de intereses.

2.79. Una persona ha realizado los calculos de lo que puede pagar anualmente para sufragar la compra de un
piso. Decide que puede dedicar a este concepto 8500 euros. En el banco le ofrecen un tipo de interés del
4,25% fijo a 20 afios de plazo.

¢Qué cantidad podra solicitar?

a = 8500 euros t = 20 afos r = 0,0425
C-r-(1+n" _ C-0,0425 - 1,0425%° 1,0425%° — 1
= = : : = 8500 = C = : - 8500 = 113002,11
A +n—1 10425% — 1 - 00425 - 1,0425% euros

2.80. Ana acaba de cumplir 40 afios y se piensa jubilar cuando cumpla 65. Le han hablado de un plan de
capitalizacion al 8%.

¢Cuanto debera pagar el dia de su cumpleafos, cada afo, para obtener, junto con sus intereses, 250 000
euros el dia que se jubile?

C = 250000 euros r = 0,08 t =65 — 40 = 25 afios
_a-[0+n'=(+n] _ a-(108°—108) _ ~ 250000 - 0,08
C= r = 0.08 = 250000 = a = m = 3166,38 euros
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2.81.

2.82.

2.83

2.84.

2.85.

Los pisos de una inmobiliaria cuestan 100000 euros. La forma de pago es la siguiente: 20000 euros a la
entrega de llaves, y el resto, a pagar en 20 afios con un interés del 5,5%. Si los pagos se realizan al final de
cada afio:

a) ¢Cuanto se debera pagar anualmente?

b) ¢Cuanto se habra pagado en total por el piso cuando hayan transcurrido los 20 afos?

C = 100000 — 20000 = 80000 euros t = 20 afios r = 0,055
_C-r-(1+n" _ 8000000551055 _
a)a= a+n=1 1 055% 1 = 6694,35 euros

b) 20000 + 6694,35 - 20 = 153887 euros

Para adquirir un coche que cuesta 21000 euros, una persona entrega su coche anterior, valorado en 5000,
y para el resto pide un préstamo a una financiera, a pagar en 3 afios y a un interés del 8,5%.

¢Cuanto debe pagar anualmente?

C = 21000 — 5000 = 16000 euros t = 3 afos r = 0,085

C-r-(1+r _ 16000 - 0,085 - 1,085°
- _ : 985 _ 264,62
T A - 1 1,085° — 1 euros

En un folleto de propaganda de un banco se anuncia que un euro en 10 afios se convierte en 1,5162.
a) Calcula el rédito que ofrece el banco.

b) Calcula la anualidad que se debera pagar si se solicita un préstamo de 10000 euros a pagar en 10 afos
y al mismo tipo de interés que ofrece el banco en la propaganda.

a)C =1 Cr = 1,56162 t = 10 afos

C-=C +1N=15162=1-(1+0N"=r=115162 — 1 = 0,0425 = r = 4,25%

b) C = 10000 euros t = 10 afnos r = 0,0425
C-r-(1+n°" _ 10000 - 0,0425 - 1,0425"
= = ‘ ! = 1248,30
Y C R TR 1,0425° — 1 euros

Calcula la TAE correspondiente a cada una de las siguientes operaciones.
a) Depdsito de 1000 euros a un interés anual nominal del 5% durante 10 afios y con capitalizacion mensual.

b) Deposito de 2000 euros a un interés anual nominal del 5% durante 15 afios y con capitalizacion mensual.

c) Deposito de 3000 euros a un interés anual nominal del 5% durante 20 afios y con capitalizacion mensual.

Los tres casos dan el mismo resultado.

k 12
TAE = [(1 +£> - 1] 100 = [(1 + 01205> —~ 1} - 100 = 5,116

Un posible cliente solicita informacién en un banco sobre el tipo de interés que ofrecen en los depositos
a un afo. Le indican que la TAE es del 4,33%. Si el periodo de capitalizacion es el mes, écual es el tipo de
interés nominal anual?

k 12 12
TAE=K1+£>—1]100=[(1+%) —1]~1oo=4,33:><1+%> =1,0433=r=12-(\/1,0433 — 1) = 0,0425.

El interés nominal anual es del 4,25%.
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2.86. En la tabla aparece el PIB (producto interior bruto) de un pais en millones de euros y para los afios que se
indican.

Calcula la tabla de numeros indice tomando como base el afio 2000.

afio PIB afio PIB

2000 14080 2000 100

2001 14220 2001 100,99
2002 14500 2002 102,98
2003 14850 2003 105,47
2004 14120 2004 107,39
2005 14990 2005 106,46
2006 14850 2006 105,47
2007 14200 2007 107,95

2.87. En la tabla aparecen los productos que componen una cesta de la compra tipo en un pais clasificados en
grupos, su precio en los afios 2007 y 2008, y su ponderacién. Calcula el IPC de ese pais en 2008 tomando
como base el afo 2007.

Grupo 2006 2007 Ponderacion
Alimentos 118,2 119,0 28
Vestido 1154 116,0 12
Vivienda 132,5 130,5 13
Medicina 123,0 122,3 4
Educacion 122,0 123,1 8
Otros 130,1 131,2 35

IPC = 119,0-28+116,0-12+130,56-13+1223-4+123,1-8+131,2-35 _ 124865 _ 10039
©1182-28+1154-12+132,5-13+ 1230-4+1220-8+130,1-35 =~ 124384

PROFUNDIZACION

2.88. Mediante dos anualidades de capitalizacion de 2000 euros se forma un capital de 4212,40 euros.
Calcula el tipo de interés de la operacion.

a = 2000 euros t = 2 afos C = 4212,40 euros

C= a- [+ =0+ 42124 = 2000 [(1 + N — (1 + 1)
r 1+r—1

= haciendo 1 + r = x

4212,4x — 4212,4 = 2000x°* — 2000x = 2000x°® — 6212,4x + 4212,4 = 0= (x — 1) - (2000x? + 2000x — 4212,4) = 0

La solucion x = 1 = r = 0 no tiene sentido. Por tanto:

~ —2000 = 6140 X = 1,035 = r = 0,035
N 4000 x = —2,035 no vélida

El interés de la operaciéon es del 3,5%.
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2.89. (TIC) Se pide un crédito personal de 20 000 euros para comprar un coche. Se piensa devolver en 5 afios y
el tipo de interés es del 6,25%.

a) Ordena en una tabla de evolucion del préstamo los datos siguientes para cada anualidad.
¢ Anualidad
e Deuda antes del pago
e Intereses generados por la deuda en ese afio
e Capital amortizado
¢ Deuda después del pago
b) ¢Qué porcentaje de la primera anualidad se dedico al pago de intereses?
c) ¢Qué porcentaje de la Ultima anualidad se dedicé al pago de intereses?
d) ¢Qué porcentaje de la tercera anualidad se dedico a la amortizacion de la deuda?
e) ¢Cuantos intereses se pagaron en total?

a) C = 20000 euros t = 5 afios r = 0,0625
C-r-(1+n" 20000 - 0,0625 - 1,0625°

= = : : = 4780,2

@ A+ -1 1,0625° — 1 80,26

Afo Anualidad Deuda antes del pago Intereses Capital amortizado Deuda después del pago

1 4780,26 20 000 1250 3530,26 16 469,74
2 4780,26 16 469,74 1029,36 3750,90 1271884
3 4780,26 12 718,84 794,93 3985,33 8733,51
4 4780,26 8733,51 545,84 4234,42 4499,09
5 4780,26 4499,09 281,19 4499,07 0,02

Queda una deuda de 0,02 euros, debido a los errores cometidos en el redondeo.

b) En la primera anualidad, los intereses supusieron el _1250 100 = 26,15% del total.
4780,26
c¢) En la ultima anualidad, los intereses supusieron el 28119 100 = 5,88% del total
' 4780,26 ' '
3985,33

d) En la tercera anualidad, la amortizacion de capital supuso el - 100 = 883,37% del total.

4780,26

e) En total se pagaron 3901,32 euros de intereses.

2.90. Se colocan 6000 y 5000 euros durante cuatro afios en dos bancos diferentes que ofrecen el r,% y el r,%
de interés compuesto. La cantidad de 6000 se coloca en el banco con menor tipo y se obtiene un total de
intereses por las dos cantidades de 2096,70 euros. Si se hubieran colocado a la inversa, se habrian obtenido
unos intereses de 2141,30 euros. (¢Cuanto valen r1 y r2?

Consideramos los bancos B, y B,, siendo sus intereses r,% y r,%, respectivamente. Supongamos que r; < r,.

Primer caso:
B;: C, = 6000 euros t = 4 afos r=rnr%
B,: Cl = 5000 euros = 4 afios r=r%
6000(1 + r,)* + 5000 (1 + r,)* = 13096,70 (1)
Segundo caso:
B;: C, = 5000 euros t = 4 afos r=rnr%
B,: C, = 6000 euros t = 4 afios r=r%
5000(1 + r)* + 6000(1 + r,)* = 13141,30 (2)
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Llamando (1 + r)* = xy (1 + r,)* = y y sustituyendo en las ecuaciones (1) y (2) se obtiene el siguiente sistema:

6000x + 5000y = 13096,70
5000x + 6000y = 13141,30
Resolvemos el sistema:
(1) - (2): 1000x — 1000y = —4,46 = x —y = —0,0446 = x =y — 0,0446

Sustituyendo y simplificando en (1)

6y — 0,2676 + by = 13,09670 = y = 1,2149, x = 1,2149 — 0,0446 = 1,1703

(1 + )" = 1,1703 r,=1/11703 — 1 = 0,04
(1 + 1) = 12149 r,=\12149 — 1 = 0,05

El banco B, ofrece un interés del 4%, y el banco B,, del 5%.

2.91. (TIC) Un crédito hipotecario tiene las siguientes condiciones.

e Capital prestado: 210000 euros
* Plazo: 15 afios
e Pagos: 180 (12 meses al afio)
¢ Interés nominal: 4,5% anual

a) Calcula la mensualidad a pagar.

b) Para los cinco primeros pagos, completa una tabla que incluya:
* Anualidad
e Deuda anterior
* Intereses
* Amortizacién
e Deuda posterior

c) Calcula el total de intereses que se han pagado.

d) Sabiendo que la deuda anterior al vigésimo pago es de 193902,76 euros, calcula los intereses, la
amortizacién y la deuda posterior.

a) C = 210000 euros t = 5 afos r = 0,045 Periodo de capitalizacion: mensual
0,045 0,045\"° ™
C'f'(1 +r)r 210000'1—2<1+ ,12 )
a= - = = 1606,49 euros
(1t +n -1 0,045\ "
(1+0008)" " _
)] Afio Mensualidad Deuda antes del pago Intereses Capital amortizado Deuda después del pago
1 1606,49 210 000 787,50 818,99 209 181,01
2 1606,49 209 181,01 784,43 822,06 208 358,96
3 1606,49 208 358,96 781,35 825,14 207 533,82
4 1606,49 207 533,82 778,25 828,23 206 705,58
5 1606,49 206 705,58 775,15 831,34 205 874,24

c) Total de intereses pagados: 1606,49 x 180 — 210000 = 79 168,2 euros

0,045
12

Amortizacion: 1606,49 — 727,14 = 879,35 euros
Deuda pendiente: 193902,76 — 879,35 = 193023,41 euros

m

d) Intereses: 193902,76 - = 727,14 euros
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292.

2.98.

2.94.

En el recibo correspondiente a una mensualidad de un crédito hipotecario que el banco envia al interesado
aparecen los siguientes datos.

e Importe inicial: 72 121,45 euros
¢ Deuda pendiente: 48 633,01 euros
¢ Tipo de interés: 4,564% anual
¢ Periodos pendientes: 85
* Mensualidad: 670,69 euros
a) Comprueba que la mensualidad es correcta.
b) Calcula qué parte de la mensualidad corresponde a los intereses y qué parte a la amortizacion de capital.

c) Calcula la deuda pendiente después de pagar la mensualidad.

85
4863301 - 204564 (4, 004564

C-r-(1+nt D) b
Ve B = 670,69 euros

(1 i f)l o 85

4 004564\
12

b) Intereses: 48 633,01 - % — 184.97 euros

Amortizacion: 670,69 — 184,97

485,72 euros

c) Deuda pendiente: 48 633,01 — 485,72 = 48 147,29 euros

Al pagar la siguiente cuota del crédito del problema anterior, el interesado ingresa los 670,69 euros de la
misma mas 6000 euros en concepto de adelanto de capital. El interesado opta por reducir la cuota mante-
niendo el numero de pagos pendientes.

¢Cuales seran las nuevas condiciones del crédito para la nueva cuota?

Deuda pendiente: 48 147,29 euros
0,04564

Parte correspondiente a los intereses: 48 147,29 - 12

= 183,12 euros

Amortizacion: 670,69 — 183,12 = 487,57 euros
Nueva deuda: 48 147,29 — 487,57 — 6000 = 41659,72 euros

Pagos pendientes: 83

0,04564 0,04564 \*
Cor-(1+r 4165972 ==7 -(1 T )
Nueva cuota: a = A+ =1 = = 586,25 euros
(1 N O,O4564>83 _ g
12

En las mismas condiciones del problema anterior, el interesado opta por mantener la cuota y reducir el
numero de pagos pendientes. Comprueba que si fija en 71 el numero de periodos pendientes, la cuota se
aproxima a la anterior.

Nueva deuda: 48 147,29 — 487,57 — 6000 = 41659,72 euros

0,04564 0,04564\"
Cor- (14 4169972770 '(H 12 )
a= 0+ =1 = = 670,65 euros
0,04564\"
1 +T -1

m
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2.95. En la tabla se recoge el precio medio en euros por metro cuadrado de la vivienda.

Calcula los numeros indice para las referencias de enero, por una parte, y de comienzo de trimestre, por
otra.

Enero 205400
Febrero 206600

Marzo 206900
Abril 207700
Mayo 211000
Junio 211200
Julio 212400
Agosto 212500
Septiembre 212800
Octubre 213500
Noviembre 214000

Diciembre 214600

Referencia de enero Referencia de comienzo de trimestre

Enero 205400 100 Enero 205400 100
Febrero 206 600 100,58 Febrero 206 600 100,58

Marzo 206900 100,73 Marzo 206900 100,73

Abril 207700 101,12 Abril 207700 100

Mayo 211000 102,73 Mayo 211000 101,59

Junio 211200 102,82 Junio 211200 101,69

Julio 212400 103,41 Julio 212400 100

Agosto 212500 103,46 Agosto 212500 100,05

Septiembre 212800 103,60 Septiembre 212800 100,19

Octubre 213500 103,94 Octubre 213500 100

Noviembre 214000 104,19 Noviembre 214000 100,23

Diciembre 214600 104,48 Diciembre 214600 100,52
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Polinomios y fracciones algebriicas

3.l

3.

3.1.

3.2.

33.

ACTIVIDADES INICIALES

Para cada uno de los siguientes monomios, indica las variables, el grado y el coeficiente, y calcula el valor
numérico de los mismos para los valores indicados de las variables.

a) A(x) = —%XQ para x = —%
b) B(x, y) = —3x’ para x = —%, y = -2
a) Es un monomio con una Unica indeterminada (x). El grado es 2, y el coeficiente, —%
_ 2 . 3(2V_ 3 4_ 2
Para x = 3 el valor numérico de A es 5 ( 3) =5°'93°- &
b) Es un monomio con dos indeterminadas (x e y). El grado es 3, y el coeficiente, —3.
R . oAV, ., _8:-2 3
Para x = oy = 2, el valor numérico de B es —3 ( 2) (-2) = 4 =7

Analiza la expresion algebraica que da el valor del perimetro de la figura en funcién de r.

P =45r +15r + 25r + 2ur + 1,5r + \/2? + 1,5%r + 1,5r = (14 + 2m)r
Se trata de un monomio de una indeterminada (r), de primer grado 2 y de coeficiente 14 + 2.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Para cada polinomio, indica su grado y sus coeficientes, calcula su valor numérico en x = —3 e intenta
encontrar por tanteo alguna raiz.

a) P(x) = —2x* + 32
b) Q(x) = x* + x + 30

a) Cuarto grado. Coeficiente de grado 4: —2; término independiente: 32. P(=3) = —130 y P(—2) = 0, luego —2
es una raiz.

b) Tercer grado. Coeficiente de primer y tercer grado: 1; término independiente: 30. Q(—3) = 0, luego —3 es una raiz.
Q(—2) = 20. No hay mas raices reales.

Comprueba si los valores x=—2, x=2, x=—1 y x=1 son raices del polinomio P(x) = x®+ 2x?>—x— 2.
P(=2) = -8 + 8 + 2 — 2 =0, luego x = —2 es raiz.

P(2) =84+ 8 —2 — 2 =12, luego x = 2 no es raiz.

P(-1) = —-14+2+1 -2 =0, luego x

P(

—1 es raiz.

1)=14+2—-1-2=0,luego x = 1 es raiz.

Halla las raices del polinomio Q(x) = 2x*> + 5x — 3.

Q(0,5) = 0 = Q(—3), luego ésas son las raices.

m
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3.4. Dados los polinomios P(x) = —x®* + x> — 3x — 1, Q(x) = —3x®* — 6x + 3y R(x) = x® + 2x? realiza las
siguientes operaciones.
a) P(x) — Q(x) + 2R(x) c) 2[P(x) — 3Q((x)] + %R(x)
3P(x) — 2R
b) —P(x) — 2Q(x) + 4R(x) d) M + Q)
3 2 33 3 2
a) 4x* + 5x* + 3x — 4 C)TX + 3x? + 30x — 20
47 _ e X 8% 12
b) 11x® + 7x®> + 16x — 5 d) —4x 5 5t g

3.5. Los ingresos y costes de una determinada operacion comercial vienen dados por los siguientes polinomios,
en los que x es el numero de unidades producidas.

I(x) = —%xz + 6x + 50 C(x) = —11—0x2 + 2x + 20

a) Calcula la expresion que determina los beneficios.
b) Calcula los beneficios en el caso de que los costes se reduzcan a la mitad.

_ _ __1. N B B _ _3

a) B(x) = I(x) — C(x) = 7 + 6x + 50 ( 0% +2x+20>— 20 X + 4x + 30
_ cx) 1, 1, - .

b) B(x) = I(x) 5 = X + 6x + 50 50 X +x+ 10 = 5 X + 5x + 40

3.6. Realiza los siguientes productos de polinomios.
a) (2x> = 3x + 5) - (-3x + 2) b) (—x® — x> + 2) - (—3x* — 4)

a) —6x® + 4x> + 9x* — 6x — 15x + 10 = —6x° + 13x> — 21x + 10
b) 3x° + 4x® —3x* — 4x* + 6x> + 8 = 3x> — 3x* + 4x° + 2x* + 8

3.7. Escribe el desarrollo del cubo de una resta (a — b)*.
(@a—b)-(@a—b?=(a—0>b)-(a> — 2ab + b? = a®> — 3a’b + 3b%a — b?

3.8. Simplifica las siguientes expresiones.
a)2x —3x - (x> —=5) + (2 —x) - (—3x* + 6)
b)2-@Bx—-12>+5-Bx—1):-Bx+ 1) —4x - (3x + 2)*

a) 2x — 3x* + 15x — 6x2 + 12 + 3x* — 6x = —6x* + 11x + 12
b) 18x> + 2 — 12x + 45x> — 5 — 36x® — 16x — 48x*> = —36x° + 15x> — 28x — 3

3.9. Extrae dos veces factor comun en la expresion: 2xa — 4xb — 3ya + 6yb.
2x(a — 2b) — 3y(a — 2b) = (a — 2b)(2x — 3y)

3.10. Realiza las siguientes divisiones de monomios.

19x* b —54x%y*z° 18x°y°2 d 8a’d”

a —_— C) 5 —_—
) —3x2 ) 18x2y?z° ) 6x%y°z° ) 2b%c?d®
4y 18 X ¥ . Z _ 40
a) —4x c) 5 ¥ V¥ 7 = 3x°z
54 X Y2 _4a
b) 18 X2 yz 78 - 3y d) bicid
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3.11. Realiza las siguientes divisiones de polinomios.

a) (8x* + 2x> + x — 5) : (3x* + 2) c)<x6+%x4+x2+4):(2x3+x—4)
b) Bx* — 2x* — x + 4) : (x + 2) d) (4x® + 2x* — 3x + 5) : (2x* — 3x + 2)
a) Cociente: x + 2 Resto: —x — 19

3 3
b) Cociente: 3x* — 6x*> + 10x — 21 Resto: 46

X3

c) Cociente: > + 1 Resto: x? — x + 8
d) Cociente: 2x + 4 Resto: 5x — 3

3.12. Aplica la regla de Ruffini para calcular el cociente y el resto de las siguientes divisiones.
a) (2x* = x®*+2x — 1) : (x — 3)

b)(x5—x+2):(x+%)

a) Cociente: 2x* + 6x* + 17x®> + 51x + 155 Resto: 464

. X3 X2 X 255 2303
o4 2 N A evYY Pl
b) Cociente: x ) + 15 6d 555 Resto: 1004

3.13. Calcula el cociente y el resto de la siguiente division: (8x®* + 2x® + 3x — 6) : (3x + 2)
a) Utilizando el algoritmo de la division.
b) Dividiendo previamente dividendo y divisor entre 3 y utilizando la regla de Ruffini.

a) Cociente: x> + 1. Resto: —8
2

3¢ + 2x 4 Bx — 6 x3+—3x2+x—2

x* + 2x° + 3x — 6 _ N o

b) ) = N . Cociente: x* + 1. Resto: —8
X

3
3.14. Con ayuda de la regla de Ruffini, calcula el valor numérico del siguiente polinomio para x = 2,05.

P(x) = 1,26x® — 0,75x® + 0,5x — 1

P(2,05) = 7,642

3.15. Calcula el valor de k para que el polinomio P(x) = x* + x> — 2x + k sea divisible por x — 2.

El resto de dividir P(x) = x* + x> — 2x + k por x — 2 es kK + 8. Por tanto: K + 8 = 0y kK = —8.

3.16. Halla el valor de m para que sea exacta la siguiente division: (2x* + 8x® — 20x? — 24x + 16m) : (x — 2)

Aplicando la regla de Ruffini a la division indicada, se obtiene de resto: R = 16m — 32.
Como este resto debe ser nulo, m = 2.

3.17. Calcula el valor de k para que al dividir x> + kx® — 2 entre (x + 3) se obtenga de resto —272.

10 K 0 0 —2
-3 -3 9 -3k-—27 9k+81 —27k— 243
| 1 -3 k+9 -3k-—27 9k+ 81 -27k— 245

Entonces, —27k — 245 = —272, por lo que k = 1.

m
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3.18. (TIC) Factoriza los siguientes polinomios e indica cudles son sus raices.

a) x* — 4x® + 2x> + 4x — 3 e) 6x° + 11x* + 6x + 1

b) 9x® + 12x* + 4x f) 2x® + 5x*> — x — 6

c) x® — 16x? g) x* — 3x*+ 3x — 3x + 2
dx*—4x>+x+ 6 h) x® — 9x*

a) (x—1)%(x+ 1)(x—3) x=1(doble), x=—1, x=3 e) (x+ 1)2x+1)Bx+1) x=—-1,x=

b) x(8x + 2)> x =0, x = —= (doble) f) (x—1)(x+ 2)(2x+ 3)

c) x(x—2)(x+ 2)(x*+4) x=0(doble), x=2, x=-2 g) x—1)x—2)(x*+ 1)

d) (x—2)(x+ 1)(x=3)  x=1,x=-2, X:%

h) x“(x — 3)(x + 3)

X=-2, xX=-—

x=1, x=2

x=0 (cuarta), x=3, x=—3

3.19. (TIC) Calcula el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de los siguientes polinomios.

a)P(x) =x"+3x* —2x* —6x>+ x+ 3, Qx) =x*+3x>* —x -3
b) P(x) = x, Q(x) = x> — x, R(x) = x* — 2x*> + x
c)Px) =x*—=1,Qx) =x>+2x+ 1, R(x) =x — 3

a) P(x) = (x—1)2(x+ 1)*(x—3)
m.c.d.{P(x), Qx)} = (x = 1)(
b) P(x) = x, Q(x) = x(x—1), R(x) = x(x—1)?
m.c.d{P(x), Q(x), RX)} = x. m.c.m{P(x), Q(x), RX)} = x(x—1)?
c) P(x) = (x—1)(x+1), Qx) = x+1)% R(X) = x—3

,Q(x) = (x+ 1)(x—1)(x+ 3)

m.c.d{P(x), Q(x), Rx)} = 1. mcmfP(Xx), Q), RX)} = (x+ 1)*(x—3)(x— 1)

3.20. Comprueba si las siguientes fracciones algebraicas son equivalentes.

x+1)(x—3). mcm{P(Xx), QX)} = (x—1)*(x+ 1)’(x— 3)

X2+ 2 X+ x*+ 2x+ 2

A(x) = B(x) =

(x + DH(x® + 2)
(x + 1)(x* + 5x — 3)

Factorizando B(x) =

x>+ 5x—3 x>+ x>+ 5x*+5x —3x — 3

y multiplicando en cruz se ve que son equivalentes.

3.21* Simplifica las siguientes fracciones algebraicas y halla su valor numérico para x = 2.

2x* + x® — 11x2 + 11x — 3 x3 — 2x> — 9x + 18

A T et —8x+ 3 b)

(x+3)(x—1)2x—1)
(x—Dx+3)(2x—1)

(x—=2)(x+ 3)(x—3) X

= x — 1. Para x = 2 el valor numérico es 1

+ 3 - . .
= . Para x = 2 el valor numérico es indeterminado.

(x—3)(x—2)? X =2

3.22. Calcula y simplifica el resultado.

X% — 7x*> + 16x — 12

a’ L a-b’_ cmyy s (Led)
a)a-b+ e a c) (x y?) x+y

6 4 16 a+x X — a
b)2+x 2—x+x2—4 d)xz—az X+ a

_xyx=yx+y)

a’b® + a’b?—a’b* a’b*(b+1—Db? _ ab+a—ab? c) (x—yx+y)

2) ab* - ab’ S xty T xty
Xy
o) BX=12+4x+8 416 _ 10x+ 12 ylatk=a
(x —a)(x +a? «x+ta

(x+2)(x—2) x2—4

m

g x=
8 -
E, x=1
=Xy =x°
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3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

(PAU) Simplifica las siguientes fracciones algebraicas y a continuacién multiplicalas.

A(X)=1++1 B(x) = 1+ X
1+ " 14X
1 +— 1 +—
X X
= ! = 1 PR B T X+1  3x+2
A(X)_1+1+ 1 _1+1+ 1 —1+1+ R S AT T I T
X+ 1 X+1
1+l X + 1
X X
2 2
B =1 +—>—— =1+ —~ S S S XX 21+ X
14X 14X 14X X+1+x X+1+x X+1+x
X+ 1 X + 1
1+l X+ 1
X X

6x° + 10x2 + 7x + 2
2x% 4+ 3x% + 3x + 1

Ax) - B(x) =

Con una cartulina rectangular de 50 x 40 cm se quiere construir una caja sin tapa recortando cuatro
cuadrados iguales en cada una de las esquinas. Escribe las expresiones algebraicas de la superficie y el
volumen de la caja en funcion del lado del cuadrado.

40 40 - 2 x

i ‘ 20-2x

50 -2 x

50

V(x) = (50 — 2x)(40 — 2x)x = 4x* — 180x* + 2000x, S(x) = 40 - 50 — 4x®> = 2000 — 4x?

Un investigador social propone como indicador del bienestar de un pais la media ponderada de tres
porcentajes: el de afiliacion a la seguridad social (x), el de poblacién con renta superior a la linea de
pobreza (y) y el de poblacion activa con trabajo (z). Los pesos asignados a dichos porcentajes son 1 : 2 : 2.
Escribe la expresion algebraica del indicador y calcula su valor para x = 65%, y = 80% y z = 92%.

+ oy 42
I, y, 2) = Xijs’z; 1(65, 80, 92) = 81,8%

El negocio de una empresa que fabrica memorias para ordenador tiene las siguientes caracteristicas:
¢ Costes fijos: 2200 euros

e Costes por unidad: 7 euros

¢ Precio de venta por unidad: 12 euros

Escribe las expresiones algebraicas que permiten calcular los beneficios en funcidn del numero de unidades
producidas, y aplicalas para el caso concreto de que se fabriquen 650 memorias en cada uno de los
siguientes casos.

a) Se consigue vender toda la produccion.
b) Queda sin vender el 12% de las memorias fabricadas.

Costes C(x) Ingresos I(x) Beneficios B(x) B(650)
a) 2200 + 7x 12x 5x — 2200 1050
b) 2200 + 7x 10,56x 3,56x — 2200 114

m
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EJERCICIOS

Polinomios

3.27. Identifica el numero de variables, el grado, los coeficientes y el término independiente de los siguientes

polinomios.
a) 2x® + 3x2 —4x + 5 c)2y?+ 3y + 4
b) 3xy?z® — 2x%y°z* d) 4ab — 3cd®> + 2d + 7

a) Una variable, x. Tercer grado: coeficiente de mayor grado 2, de segundo grado 3, de primer grado —4 y término
independiente 5.

b) Tres variables, x, y y z. Séptimo grado. Coeficiente de mayor grado —2, coeficiente de sexto grado 3.
c) Una variable, y. Segundo grado: coeficiente de mayor grado 2, de primer grado 3 y término independiente 4.

d) Cuatro variables, a, b, ¢ y d. Tercer grado: coeficiente de mayor grado —3, de segundo grado 4, de primer
grado 2 y término independiente 7.

3.28. Calcula el valor numérico en x = 2 y x = —0,15 de los siguientes polinomios.
1 2 3
— y4 2 _ = —y3 Zx?2 - oy —
a) P(x) = x* + 2x 3 b) Q(x) 3X +5x 7 X 2
23
a) P(2) = 21, P(—0,15) = —2,95 b) Q(2) = Q(-0,15) = —1,9975

= 30’

3.29. Halla los coeficientes de un polinomio de segundo grado P(x) tal que P(1) = 6, P(2) = 13y P(3) = 24.

P(x) =ax* + bx+ c talquea+ b+ c=64a+ 2b+ c=13y9a + 3b + c = 24.
Resolviendo el sistema, se tiene que P(x) = 2x*> + x + 3.

Operaciones con polinomios

3.30. Simplifica los siguientes polinomios.

a) 8 — 2(2 — 3x)? c) 4(2 — 5x)* — 16(1 — 5x)
b) (x — 2)(x + 3)(x — 1) d —2(x + 1)(x + 2)?
a) —18x? + 24x c) 100x2
b) x* — 7x + 6 d) —2x®* — 10x> — 16x — 8
3.31. Dados los polinomios P(x) = 2x® — 3x> — x + 3, Q(x) = —x®* — x> + 2y R(x) = —3x? + 2x — 5, calcula:
a) P(x) + Q(x) + R(x) b) —2P(x) — 3Q(x) — 3R(x)
a) x> — 7x + x b) —x® + 18x* — 4x + 3

3.32. Simplifica las siguientes expresiones polinémicas.

a) 2(8x—2)>—3(38x+ 2)*— 2(3x — 2)(3x + 2) d) (2x2=3x+ 2)(—3x2+ x+ 1) + (6x — 10)x®
b) (3x + 2)° + 2(2x — 3)? — (2x — 5)(x — 5) e) (%x - %) (%xz + %) + %

c) (2x? —2x — 1)(8x? — 2x) — 3x

a) —27x?> — 60x + 4 d)x® —7x> —x + 2

b) 15x* + 3x — 3 e)x3—%x2+%x

c) 6x* — 10x® + x* — x
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3.33. Desarrolla estas potencias empleando las identidades notables.

a) (2x + 3)? c) (2z + 3xy)(8xy — 22)

b) (xyz® — x%)? d) (3x + 2xy)*

a) 4x* + 12x + 9 c) Ox’y? — 4z°

b) x?y?z® — 2x%y°z% + x*y? d) 16x*y* + 96x°y® + 216x%'y? + 216x'y + 81x*

3.34. Emplea las identidades notables para escribir estas expresiones en forma de producto.

a) X2 + 4x + 4 c) 9x* — 12xy + 4y*
b) 4x2 — 25 d)x* -5

a) (x + 2)? c) (8x — 2y)?

b) (2x — 5)(2x + 5) d) (x = V5)x + \/5)

3.35. Realiza las siguientes divisiones de polinomios.
a) (8x® — 4x? — 2x + 3) : (x* — 2x + 3)
b) (6x* + 11x® — 17x®> + 11x — 3) : (2x* + 5x — 3)
c) (6x* + 7x® — 5x2 — 6x — 6) : (x> + 2x + 1)

11 11 19 3

4 LRS- B L) v >~ . 2 —
d)<2x+2x 4x+4x+4).(x + 3x — 1)
a) Cociente: 3x + 2 Resto: —7x — 3
b) Cociente: 3x* — 2x + 1 Resto: 0
c) Cociente: 2x*> + x — 3 Resto: —x — 3

oo 2 — 1y 4 3 o s 3
d) Cociente: 2x 5 X + ) Resto: 2x + 5

3.36. Utiliza la regla de Ruffini para hacer las siguientes divisiones.

a) (x” — 36x) : (x — 2) b) (2x* — 2) : (x + 1)
a) 1 0 00 0 0O -3 O
2 2 4 8 16 32 84 56
2 4 8 16 32 28 56

‘ 1

Cociente: x® + 2x° + 4x* + 8x® + 16x% + 32x + 28 Resto: 56

b) 2 0 0 0 -2

—1 -2 2 -2 2

| 2 -2 2 -2 0
Cociente: 2x°® — 2x? + 2x — 2 Resto: 0

3.37. Realiza las siguientes divisiones por Ruffini.

a) (2x* = x*—x+4): (x —3) c)(—3x3+2x2+x—3):(x+%>
b) (—2x* — 3x* + 5x + 3) : (x + 2) d) (2x* + 2x* + 2x> — 2) : (—x + 3)
a) Cociente: 2x® + 5x* + 15x + 44 Resto: 136
b) Cociente: —2x° + 4x? — 11x + 27 Resto: —51

ot g2 o L, 3 21
c) Cociente: —3x* + oX g Resto: 8
d) Cociente: —2x® — 8x? — 26x — 78 Resto: 232
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3.38. Aplicando la regla de Ruffini, halla el cociente y el resto de la siguiente division.

x®— a® : (x — a)

Cociente: x” + ax® + a%® + a%* + a'x® + a%% + &% + a’ Resto: 0

Teoremas del resto y del factor

3.39. Sin realizar las divisiones, calcula su resto.
a)(x"+x*—2x+ 1) : (x — 3)
b) (x? — x* —x+12) : (x + 1)

a)R=23 +3 -6+ 1= 2209
b) R = (=1)? = (1) = (-1) + 12 = 15

3.40. Sin realizar la division, comprueba que el binomio x — 3 es un factor del polinomio P(x) = 2x® — 8x* + 8x — 6.

El valor numérico del polinomio P(x) para x= 23 es 0, por lo que deducimos que x — 3 es un factor del polinomio.

3.41. Calcula el valor de k para que el siguiente polinomio sea divisible por x — 3. P(x) = 6x® — 44x® — 88x — k.

Dado que P(x) es divisible por x — 3, se debe verificar que el valor numérico de P(x) para x = 3 sea igual a 0.
P(3) = 1458 — 1188 — 264 — k = 0, por lo que k = 6.

3.42. Halla el valor de k para el que el siguiente polinomio sea divisible por x + 2. P(x) = 3x® — kx®> + 6k — 2.

Dado que P(x) es divisible por x + 2, se debe verificar que el valor numérico de P(x) para x = —2 sea igual a 0.
P(—=2) = —24 — 4k + 6k — 2 = 0, por lo que k = 13.

3.43. Escribe un polinomio de segundo grado que verifique las tres condiciones siguientes.
¢ Es divisible por x — 3.
* Es divisible por x + 4.

e El valor numérico en el punto x = —1 es 12.

Segun el teorema del factor, el polinomio debe tener como factores x — 3 y x + 4. Por tanto, la expresion del
polinomio serd de la forma P(x) = k(x + 4)(x — 3), y como P(—1) = 12, tenemos que kK = —1, luego
P(x) = —x* — x + 12,

3.44. Halla un polinomio de segundo grado que verifique las tres condiciones siguientes.
e El coeficiente del término cuadratico es la unidad.
¢ Es divisible por x — 1.

* Toma el valor 24 para x = —3.

Ya que el coeficiente de x*> es 1y que el polinomio es de segundo grado y divisible por x — 1, tendra la forma:
P(x) = (x — 1)(x + a).

Para que quede totalmente determinado, sélo es necesario calcular a.

Dado que P(—3) = 24, obtenemos que a = —3, luego P(x) = (x — 1)(x — 3).

3.45. La division de x® + mx + 2 entre x — 2 da de resto 6. {Cuanto vale m? ¢Cual es el cociente?

2 +2m + 2 = 6, por lo que m = —4, y el cociente es x? + 2x.

m
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3.46. Halla un polinomio de segundo grado P(x) sabiendo que una de sus raices es x = 1 y que P(3) = 10.

Para que x = 1 sea una raiz, debe ser P(x) = (ax+ b)(x— 1), y como P(3) = 10, entonces (3a+ b)(3 —1) =10,
luego 3a + b = 5. Por ejemplo, a = 1, b = 2.

PX)=x+2)x—1)=x>+x—2
3.47. Halla la expresion de todos los polinomios de segundo grado que tienen por raices —1 y 3. Determina aquel

cuyo valor numérico para x = 5 es 24.

P(x) = a(x + 1)(x — 3)
P(5) =a-6-2 =24, porloquea=2
P(x) = 2(x + 1)(x — 3) = 2x> — 4x — 6

3.48. Halla el numero que hay que sumar al polinomio x* + 2x?> — 5x para que sea divisible por x — 3.

Se trata de hallar a para que 3* — 2 -3 —5-3 + a = 0.

Resolviendo, se tiene que a = 6.

3.49. Determina los coeficientes a y b para que el polinomio x° + ax® + b sea divisible por x? — 1.
Como x> — 1 = (x — 1)(x + 1), el polinomio debe ser divisible por x — 1y por x + 1, es decir:
1+a-1*+b=0y(-1)P°+a-(-1°+b=0 a+b:_1}:a=f1,b=0

—a+b=1

Factorizacion de polinomios

3.50. Encuentra las raices del siguiente polinomio, teniendo en cuenta que todas ellas son numeros enteros.

P(x) = x®* — 3x> — 10x + 24

3.51. Escribe un polinomio P (x) cuyas raices sean x = —2, x = 5, x = 3y x = —1. (Hay mas de uno?

Por ejemplo: P(x) = (x + 2)(x — 5)(x — 3)(x + 1)

Si hay mas de uno, pues se puede multiplicar con constantes y cambiar las multiplicidades de los factores sin
que varien las raices.

3.52. Factoriza los siguientes polinomios utilizando la regla de Ruffini.

a) P(x) =x*—-5x>—-x+5 c) R(x) = x> — 3x* — bx® + 27x*> — 32x + 12
b) Q(x) = x®* — 3x + 2 d) S(x) = x* + 4x% + 6x2 + 4x + 1

a) P(x) = (x — 1)(x + 1)(x — 5) c) R(x) = (x — 1)*(x + 3)(x — 2)?

b) Q(x) = (x — 1)%(x + 2) d) S(x) = (x + 1)*

3.53. Descompon en factores el siguiente polinomio:

P(x) = —2x® + 10x®> — 14x + 6.

—2(x — 3)(x — 1)?

m
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3.54. Escribe un polinomio de cuarto grado que tenga por raices:
a)1, —2,3y —4 b) 1,2 y —2 (doble) c) —1 y 1 (las dos dobles)

a) (x — Dx + 2)(x — 3)(x + 4) = x* + 2x° — 13x> — 14x + 24
b) (x — )(x — 2)(x + 2)2 = x* + x* — 6x> — 4x + 8
c) (x — 1)2(x + 1)2 =x* — 2x> + 1

3.55. Factoriza el polinomio P(x) = x® + bx? — 3x, sabiendo que x = 1 es una de sus raices.

Como x = 1 es una raiz, entonces 1°* + b - 1> — 3 -1 =0, de donde b = 2y Px) = x* + 2x*> — 3x, cuya
factorizacion es P(x) = x(x — 1)(x + 3).

3.56. Factoriza los siguientes polinomios utilizando las identidades notables.

a) 4x2 — 12x = 9 c) 25x% + 20xy + 4y?
b) 18 — 2x? d) —4y? + 25x°

a) (2x — 3)? c) (5x + 2y)?

b) 2(3 — X)(3 + x) d) (5x® — 2y)(5x* + 2y)

3.57. Factoriza los siguientes polinomios.

a) 9x2 — 12x + 4 c) 4x* — 16x% + 16y? e) a> — (b + ¢)?

b) 4x? + 12xy + 9y? d) 12 — 3x? f) 4x® — 9y*x

a) (8x — 2)? c) (2x — 4y)? e)la—b—c)a+ b+ 0
b) (2x + 3y)? d) 3(2 — x)(2 + x) f) (2x — 3y?)(2x + 3y?)

3.58. Factoriza los siguientes polinomios.

a) x* — 2x> — 5x + 6 d) x* — 4x?

b) x* + x> — 5x + 3 e)%.;%ﬁ.;%

c) 2x* — x®* —5x* + x + 3 f) x® — 4x* — x> + 4

a) (x — 1)x + 2)(x — 3) d) x3(x — 2)(x + 2)

b) (x — 1)°(x + 3) o) (X?%)

c) (x + 1)%(2x — 3)(x — 1) f)(x — Dx + 1)x — 2)(x + 2)(x> + 1)

3.59. Calcula el m.c.d. y el m.c.m. de los siguientes polinomios.
a)Px) =x*+x—2,Q(x) =x*+2x -3
b) P(x) = 2x* — 2, Q(x) = 4x — 4
c)Px) =x—1,Q(x) =2x+ 2y R(x) = 3x* - 3
d) P(x) = x*(x — 2), Q(x) = x(x* — 4) y R(x) = x® — 2x?
e) Px) =x>+5x+6,Q(x) =x>—4yRKx)=x+2

a)mcd. = x — 1 mecm. = (x — 1)(x + 2)(x + 3)
b) mcd. = 2x — 2 m.cm. = 4(x — 1)(x + 1)
c) mcd. = 1 m.cm. = 6(x — 1)(x + 1)
d) mcd. = x(x — 2) m.cm. = x3(x — 2)(x + 2)
e) mcd. = 1 m.cm. = (x — 3)(x + 2)(x — 2)

m



52378

3.60. Dado el polinomio: P(x) = 2x* + 9x® + 9x? — 8x + a:
a) Calcula el valor de a para que P(—1) = —2.

b) Para el valor de a hallado, descompon el polinomio como producto de factores de primer grado.
c) Calcula las raices enteras de P(x).

a)P(-1)=2-9+9+8+a=—-2luegoa=—-12
b) P=(x — 1)(x + 2)*(2x + 3)

)x=1,x=-2yx= f% (que no es entera).
Fracciones algebraicas

3.61. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.

) 7x? o) 3x% — x
14x> — 21x x4+ 2x
12 — 3x 3x? — 12
b) —— P F2
) 7X2 _ X C) X(3X - 1) _ 3x — 1
7x(2x — 3) 2x — 3 x(x*> + 2) x>+ 2
—3(x — 4) 3x — 2)(x + 2)
o) = —% =3 D=7z -2
3.62. (PAU) Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.
)x2+x—2 d) —2x* + 5x® — bx + 2
ax2+2x—3 2x* 4+ 7x® + 3x* — 8 — 4
b)xa—)(2—8x+12 ) x* =1
x>+ x—6 T + 2x% —2x + 1
0 x® — 5x* + 8x — 4 f x* + 10x® + 21x* — 40x — 100
x3 — x*—8x + 12 x* + 3x — 10
2) X=NDx+2) x+2
x—1)x+3 x+3
(x + 3)x — 2 B
b) (x+3)(x—2)_x 2
0 (x — 1)(x — 2)? _x—1
x+3)x—22 x+3
d) —“+ D - Dx —2)2x - 1) x4+ Dx - 2)(@2x - 1)
(x — 1)(x + 272(2x + 1) B (x + 2)%(2x + 1)
e) x =D+ DX+ 1)  x+ 1

(x — 1)%(x*> + 1) X

I
—

¢ (x + 2)(x — 2)(x + 5)* _ (x — 2)(x + 5)?
) (x + 2)(x* — 2¢x> + 4x — 5)  (x* — 2x* + 4x — 5)

3.63. Halla, simplificando el resultado:

1 2x? — 1

a) X + 1+ -—— b) 2x = = ——
X2 4x + 1
a)X_~| b)2+X
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3.64. Halla en cada caso el polinomio P(x) para que las fracciones sean equivalentes.
X+ 2 _x+t 3
2x — 5 P(x)

P(x) _x

X2+ 2x + 1 x + 1

a)

a) P(x) = (x + f)i2);f 5)

fraccion algebraica.

, que como no se puede simplificar, P(x) no puede ser un polinomio, sino que es una

(x2 + 2x + 1 2(x + 1)
b)P(x)=X(X(X+);) )=X(;+1) =x*(x+ 1) = x* + x?

3.65. Realiza las siguientes sumas y restas de fracciones algebraicas y simplifica todo lo posible los resultados.

a) X2+ 1 X2 o) 2x% — x 2x + 12x
X2+ 2x + 1 x + 1 x+ 3 x—3 9 — x?
3x 5x 9 17x t? 1

b -2 tE "6 Dt =TT T

2) x4+ 1 N X X+ 1 +x+x2 x4 2%+ 1
x+ 1?2 x+1 (x + 1) (x + 1)?

b) 24x — 20x + 18x — 17x _ 5x

16 16
0 (2x2—x)(x—3)+2x(x+3)—12x:2x3—6x2—x2+3x+2x2+6x—12x:
(x + 3)(x — 3) (x + 3)(x — 3)
o2 - 5x* =3 _ x(x = 3)(2x+ 1) 2x* + x
(x = 3)(x + 3) (x = 3)(x + 3) X+ 3
3 __ _ $3 __ 2 _ _$2 _ 2
d)t t t t° +t 1: t 1:T+1

(t— N+ 1) t? — 1 2 — 1

3.66. Realiza los siguientes productos y cocientes de fracciones algebraicas y simplifica todo lo posible los

resultados. 1
2 2 2 1+ —
a)x—1_x—4_x—9 ) X
X+ 3 x =1 X+ 2 1
X

1-x x-1

X —x 4x+4 1+x x+1
b) o T -6 i )
1—-x  x
(x = Dx + Nx — 2)(x + 2)(x — 3)(x + 3) s
a) X+ 3K - Nix + 2) =(x+ Dx—-2)(x —3) =x 4x> + x + 6
oy M= D0 1) B = 2) 3= 1) _ 3¢ =3
20x — 2) - 4(x + 1) a 8 B 8
X + 1
X B (x + 1) x? X
©) X2—1 x(x—=1Tx+1)  x—-1
XQ
d)(x—1)3(x-4-1):()<—1)3:)<373)<2+3X71
x(x + 1)° x(x + 1)? x4+ 2x% + x

m
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3.67.

3.68.

3.69.

3.70.

Simplifica las siguientes fracciones algebraicas.

Xz_yz
a) ——
X+y
4 _ 4
b) ——~_
(x =)
c)x“—16
(x + 2)?
1_1
2 2
) a—
1_1
X y
xX=—yNx+y _
a) X+ =x—-y
b) X =N+ N+ ) N+ YY) XXy xyt e
x =y X—y X—y
0 (x—2)(x+2)(x2+4)=(x—2)(x2+4)=x3—2x2+4x—8
(x + 2y X+ 2 X+ 2
yQ_X2
a) Xy? oy =Xyt oyt x 11
_ - 20,20, _ - -
y — X X2y’ y — x) Xy X y

Simplifica las siguientes expresiones.

(2x — 1)(x + 3)*> = 3(x* — x)(x + 3)

a)

(x + 3)°
b) (4x> = 2x°) 6x
xX3(x — 2)
) —x° + BX + 21x = 9 _ —(x + 3)(x* — 8x + 3) _ _x*—-8&+3
(x + 3)? (x + 3)° (x + 3)
—2X°(x — 2) 6x _
b) —X2(X — ) = —12x

PROBLEMAS

Escribe expresiones algebraicas para las siguientes situaciones.
a) El perimetro de un cuadrado cuya diagonal mide x.

b) La suma de los cuadrados de tres nimeros impares consecutivos, siendo n el primero de ellos.

a) Sea a la medida del lado del cuadrado.

x> = a’ + a’ y despejando la a, a = X22, luego P = 4a = 2\/§x.

b) Sean n, n + 2 y n + 4 los nUmeros consecutivos.
S=n*+n+2*+(n+4)?*=3n*+ 12n + 20

Se consideran todos los triangulos rectangulos tales que las medidas de sus catetos son dos numeros
que se diferencian en dos unidades. Escribe una expresion que permita calcular el perimetro de dichos
triangulos si b es el cateto mayor.

Sean by b — 2 las medidas de los catetos.
La hipotenusa se calcula utilizando el teorema de Pitagoras: h = \/b? + (b — 2)%

P=b+b-2+\Vb>+(b—27=2b-2+\2b"—4b + 4

m
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3.71. Si x e y son dos numeros, expresa algebraicamente:

a) El primero mas el cuadrado del segundo.

b) El primero por el cuadrado del segundo.

c) El producto del primero por el inverso del segundo.

d) Sabiendo que x + y = 5, expresa las relaciones anteriores dependiendo solo del numero x.
x>+ y? = (x + y)?

e) Sabiendo que xy = 10, halla el valor de

5
a) x + y?
b) xy?
c)x-l=£
y y

d) Como x + y = 5, entonces y = 5 — x, y sustituyendo en las tres expresiones se tiene:
xX+y =x+B-xP=x>—-9%+ 25
xy? = x(5 — x)? = x* — 10x* + 25x

e) Como xy = 10, entonces y = %x, y sustituyendo en las tres expresiones se tiene:

2 3
X+y2:X+£ :X_i_m:ﬂ
X X2 X2
w2 — o 10) _ 100x _ 100
y X x? X
X _ o x _Xx
y 10 10
X

3.72. Halla las expresiones algebraicas que dan el producto de:
a) Tres numeros naturales consecutivos.
b) Tres nimeros pares consecutivos.

c) Tres multiplos de cinco consecutivos.

a) n(n + 1)(n + 2)
b) 2n(2n + 2)(2n + 4)
c) 5n(5n + 5)(5n + 10)

3.73. Se considera un rectangulo de 20 metros de base y 12 de altura.

a) Escribe la expresion algebraica que determina el area de un nuevo rectangulo que se obtiene al
incrementar la medida de la base en x metros y disminuir su altura en y metros.

b) Calcula el area del rectangulo obtenido al aumentar la base en 2 m y disminuir la altura en 4 m.

12

oty

20 X

a) Las medidas del nuevo rectangulo son 20 + xy 12 — y. Por tanto, su area se puede escribir como:
S =(20+ x(12 — y)

b) Para los valores indicados:
S=(20+ 2)(12 — 4) =176 m?

m
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3.74.

3.75.

3.76.

(PAU) En un cuadrado de lado 5 unidades de longitud se marcan cuatro
puntos, uno en cada lado, de forma que su distancia al vértice mas proximo 5
es de x unidades. Estos cuatro puntos forman un nuevo cuadrado tal y como X
muestra la figura.

a) Escribe una expresion algebraica que determine el perimetro del nuevo
cuadrado.

b) Escribe una expresién algebraica que determine el area del nuevo
cuadrado.

Lado del nuevo cuadrado:
L=vVx2+ (5 —x?="Vx>+25+x2— 10x = \/2x? — 10x + 25

a) P(x) = 4V2x*> — 10x + 25

2 =2x* — 10x + 25

(PAU) En la siguiente tabla aparece el nimero de CD que esta dispuesto a comprar un cliente en funcion

del precio de cada uno.
Precio en céntimos Numero de unidades

24 50
22 60
20 70
18 80

a) Establece una expresién algebraica que determine el precio de cada CD si se adquieren x unidades.

b) Establece una expresion algebraica que determine el precio total a pagar al comprar n CD (n comprendido
entre 50 y 80).

a) Si se compran x CD, el precio que se paga por cada uno es:

x — 50 _ _x—50 _ X _ X
0 - %4 5 —24-pt10=384-7

p(x) = 24 — 2 -

b)P(n)=n(34—%)=34n_”_2

(PAU) EI coste de producir x chips de memoria para ordenador (x entre 0 y 5) viene dado por el polinomio
Cx) = —%xz + 8x unidades monetarias. El precio por unidad al que se pueden vender las x unidades
producidas es de P(x) = —%xz + 20 unidades monetarias.

a) Indica los ingresos que se obtienen al producir y vender 2 unidades.

b) Escribe el polinomio que determina el beneficio segln las x unidades producidas y vendidas.

c) Indica el beneficio si se han producido y vendido 3 unidades.

d) Indica el beneficio si se han producido y vendido 5 unidades.

e) Interpreta los resultados.

a) 1(3) = (—% -3+ 20) 3 = 46,5 unidades monetarias

b) B(x) = Ingreso — Coste = (—%x2 + 20))( - (—%x2 + 8x> = —%xs + 20x + %XQ —8x= —%xa + %x2 +12x

c) B(3) = —% - 27 + % -9 + 12 - 3 = 29,7 unidades monetarias
d) B(5) = —% - 125 + % - 25 4+ 12 - 5 = 17,5 unidades monetarias

e) Se obtienen mayores beneficios si se producen 3 unidades de memoria que si se producen 5.

m
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3.77. (PAU) Los costes, en euros, de fabricar x pares de zapatillas deportivas vienen dados por la expresion:

__4
C(x) = 25x + 70x + 600

a) Calcula el coste total que supone fabricar 50 pares de zapatillas.

b) Indica cuéles son los costes fijos.

c) Indica cuales son los costes variables.

d) Indica cuales son los costes totales para cada par de zapatillas cuando se fabrican x pares.
e) Indica cudles son los costes variables para cada par de zapatillas cuando se fabrican x pares.

f) Indica cudles son los costes totales por cada par de zapatillas cuando se fabrican 75 pares.

4

a) C(50) = —7¢

- 2500 + 70 - 50 + 600 = 3700 €

b) Los costes fijos son los que no dependen de la produccion. Por tanto, vienen dados por el término
independiente de la expresion, es decir, C, = 600 €.

c) Los costes totales son el total de costes menos los costes fijos, por tanto: C, = —%XQ + 70x.
4
——=Xx* + 70x + 600
Clo _ 25 4 600
d) P X = %X + 70 + —X
4
——=Xx + 70x
y G _ 25 T
o = X - 5%
~ A 750470 - 75 + 600
C(75) 25

=75 = 75 =66 €

3.78. Expresa algebraicamente el producto de un numero por el cubo de otro si entre ambos suman 24.

Como entre los dos numeros suman 24, si uno es x, el otro es 24 — x, por lo que su producto es
x(24 — X) = —x* + 24x.

3.79. La altura en metros de un cohete viene dada por la expresion h(t) = 60t — 5t en la que t mide el tiempo
en segundos.

a) ¢Qué altura alcanza el cohete al cabo de 1, 3, 6 y 8 segundos? ¢Y al cabo de 12?
b) Interpreta los resultados.

a) h(1) =60 — 5 =55m; h(3) = 180 — 45 = 135 m; h(6) = 360 — 180 = 180 m; h(8) = 160 m
b) El cohete asciende durante los 6 primeros segundos, momento en el que comienza a caer.

PROFUNDIZACION

3.80. Sea un numero real x > 1, ordena de menor a mayor el valor de las siguientes expresiones.

1 1 1 le 1
2x+ 1 2x — 1" 1 = 2x 77 2x" —2x

a)

b) X2 — x, x%, 2x%, x* + 1, x> = 1, x> + x

c) ¢Podrias intercalar en la secuencia anterior el valor de 2x?

1 1 1 1 1
T ox S “ox S+ 1 S 2x S ox — 1
Py x? = x < x? —1<xX2<x*4+1<x2+x<2x?

c) No, ya que para algunos valores de x se tendria x> — 1 < 2x (por ejemplo, para x = 2) y para otros se
tendria x> — 1 > 2x (por ejemplo, para x = 3).

a) < 2x

m
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3.81. Halla (2x® + 3x — 2) : (2x — 1) utilizando el algoritmo de la division. Comprueba el resultado aplicando la
regla de Ruffini.

2x° + 3x — 2 2x — 1

_ny3 ) 2 i 1
2x° + —x X° + 5 + 7
x> + 3x
2 4 X
xX* + 5
7X
5 - 2
7x 7
"2 "7
_1
4
Se dividen el dividendo y el divisor previamente por 2.
3
1 0 > —1
1 1 7
2 2 4 8
17 1
2 4 8

Que es el mismo cociente, y el resto esta dividido entre 2.

3.82. Aplicando la regla de Ruffini, realiza la siguiente division. (4x* + 2x® + x> — 5) : (3x + 1)

Se divide el dividendo y el divisor entre 3 y queda:

. 4x* . 2x? 7X 7 . 398
Cociente: 3 + 9 + 57 81 Resto: 243
. 4x° 2x? 7X 7 398
Por tanto, el cociente es 3 + ) + 27 T 81 y el resto, T

3.83. (TIC) Simplifica todo lo que puedas las siguientes fracciones algebraicas con dos variables.
xy — 3y +x—3
xy — 3y

a)

Xs_ys
b) =—— 1
X +xy+y

2) yx =3)+x-3 _+1Hx=3) y+1
yix = 3) yix = 3) y

x=—y - (xX*+xy+y)

b) X2 4+ xy + y?

=X—-Yy

3.84. Realiza las siguientes operaciones con fracciones algebraicas con dos variables.

2 3x2 2,2
Xy xz @ yz X—=y 6xyx +y)
—_ 2

b) 1 : 1 d)a+b_a b a
X—y x>+ y*—-2xy a—»>b a+b a’> — b?
a)z+ay+an 0 Yx —yYx+y) _ x

xyz x—yexyix +y) 2y
b)x2+y2—2xy_(x—y)2_x_ d) (@a+ b’—(a—bP+a 4ab + a?

X—y X—Vy y (a = b)a + b) (a — b)a + b)

gm
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x —9
3+ —
3.85. Calcula el valor de k para que al simplificar la fraccion algebraica )’((; 1 resulte un polinomio de
primer grado. Escribe la expresion de dicho polinomio. k — =1
3+x—9 3x -3+ x—9
x—1 _ x—1 _ (4x —12) - (x = 1) _ 4x — 12
P kx — k — x — 1 [k =x =(k+ D] -Kx=1) (k=1)x—(k+1)

x — 1 x —1
El denominador debe ser constante.

Por tanto: k = 1, y el polinomio sera: 4X%212 = —2x + 6.

3.86. Un rectangulo se encuentra inscrito en un triangulo rectangulo de catetos 8 y 20 cm tal y como muestra la
figura.

B A

a) Escribe la expresion algebraica que determina el area del rectangulo suponiendo que la distancia entre
los puntos Ay B es de x metros.

b) Calcula los valores numéricos de la expresion anterior para x = 2, x = 5y x = 10.

a) Los triangulos ABF y ACE son semejantes, por lo que, verifican el teorema de E

X _ 20 _ X
Tales.ﬁ—m:DC— 5 F
D 2
El &rea del rectangulo sera: S = (20 — x) % = M
X
_ _ _ (o B A
b) S(2) = 1205 12 _ 216 S(5) = 3005 7% _ 45 S(10) = 6005300 — 60
3.87. (TIC) Descompon en factores los siguientes polinomios.
a) x> + y* + 2xy — z* c) 4 — 9x* — 25y* + 30xy
b) 4x? — 9y? — 4z% + 12yz d) x® + y®

aA)x+yy —z22=xx+y—-2)x+y+ 2

b) (2x)> — (3y — 22)> = (2x + 3y — 27)(2x — 3y + 22)
c) 2> — (3x — by’ = (2 — 3x + 5y)(2 + 3x — b5y)
)

d) Aplicando la regla de Ruffini: x* + y* = (x + y)(x* — xy + y?)

3.88. Calcula la expresion del polinomio de segundo grado P(x) sabiendo que P(x + 2) = 2x® + 5x + 7.

Px+2)=2(x+2?—8—-8x+5(x+2)—10+7=2(x+20—-8—-8(x+2)+16+5(x+2)—10+7=
=2(x+22-3(x +2)+5
Por tanto: P(x) = 2x> — 3x + 5

3.89. Calcula los valores de a y de b para que el polinomio 4x°® + 4x?> + ax + b sea divisible por 2x?> — x — 1.
Escribe el cociente de la division.

Utilizando el algoritmo habitual de la division de polinomios, se obtiene:
Cociente: 2x + 3

Resto: (a + 5)x + (b + 3) =0

Por tanto,a + 5 =0y b + 3 =0,esdecira= -5yb= -3

m
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3.90. (TIC) Dadas las expresiones algebraicas:

3.91.

3.92.

1 1 1 1
A1= A2=— A3= RN A4=
1+ x PN 1+ 1_1 1+ 1
T T 1+ x T : 1
T 1+ x
a) Simplificalas expresando el resultado como cociente de dos polinomios de primer grado.
b) Sumalas.
_ 1 _ 1 1+ x
a) A = 1 2+x  2+x
1+
1+ x 1+ x
A, = 1 - 1 _ 1 _2+x
P 1 1+ x 2+ x+1+x 3+2x
+ 1+
14 1 2 +x 2 +x
1+ x
A = 1 _ 1 _ 1 _ 3+ 2
) {4 2+ 3+ 2X+2+x 5 + 3x
1+ 1 3 + 2x 3 + 2x
1
T 1+ x

b) 1 X+ 1 x+2 2x+3 _ 13x*+81x° + 192x* + 205x + 83

X+ 1 X+2 2x+ 3 3x+5 6x* + 37x% 4+ 84x* + 83x + 30

Encuentra formulas para calcular (x + y)* y (x — y)*, y aplicalas para realizar los siguientes calculos.

a) (1 +12)
4
b) (1 — V2)
o) (1 + V2] + (1 - v2f
Los desarrollos de (x + y)* y de (x — y)* se calculan utilizando identidades notables:
x+y=(x+ y)Q)2 = (X2 + y2 + 2x)(x* + y? + 2xy) = x* + 4x°y + 6x%% + 4xy® + y*

x—=y'=(x+ y)2)2 = (X2 + y? — 2 (x> + y? — 2xy) = x* — 4x°y + 6x%% — 4xy° + y*

=
Il

a) (1 + 1+ 42 +12+8V2+4=17+12\/2
1 =42 +12 - 8\2 + 4 =17 — 12\/2

F+(1=V2) =17 +12v2 + 17 — 12v/2 = 34

S)

|
5% 5

=

Il

En la figura aparece un cilindro inscrito en un cono de 3 cm de radio
de la base y de 5 cm de altura. Halla el volumen del cilindro utilizando

como Unica variable el radio de su base, r. A

h Aplicando el teorema de Tales: + = g —-r=h-= %(3 - =

Volumen del cilindro: V = wr? - h = @r

m



52378

3.93.

3.94.

3.95.

Halla la expresion algebraica que da la superficie de un triangulo isésceles de perimetro 8 cm en funcion
de la base, x. {Cuéanto vale su area si x = 2 cm?

Como el perimetro es 8 y la base es x, los lados iguales miden 4 — % y aplicando el teorema de Pitagoras se

2 2
obtiene que la altura es (4 - g) — <§) = \/16 — 4x, por lo que la superficie es:

\/ﬂcm2
V16 — 8 = \/8 cm?

S(x) =
S(2) =

NN N

Se quiere construir el marco de una ventana rectangular de 4 m* de superficie. El metro lineal de tramo
horizontal cuesta 16 euros, y el de tramo vertical, 25. Expresa el coste del marco en funcion de la longitud,
X, del tramo horizontal.

Como el area es 4 y la longitud del tramo horizontal es x, la longitud del tramo vertical es %

2
EIcosteesC(x)=16-x+25-%=16x+%=w

La pista de un polideportivo cubierto tiene la forma de la
figura. Si su perimetro es de 200 m, halla la superficie que
encierra en funciéon de la longitud del radio x de la curva.

Lccoocoocopmoooooooo)

Como el perimetro es 200 y la longitud de la circunferencia es 2mx, el lado horizontal del rectangulo central
es 100 — mx.

El area total es A(x) = wx? + (100 — mx) 2x = 200x — wx>2



1

Ecuaciones y sistemas

ACTIVIDADES INICIALES

4.]. Comprueba si las siguientes ecuaciones tienen como soluciones x = =2, x = % X = —%.
, . —4 + 20x — x? — _5
a)12x——x+1 b) V2 x+x—4
12 - (—2)? = 48
a)y =4 +20-(-2) = (=2 -4 —40 -4 = x = —2 es solucion.
-2+ 1 —1 =48
( 2
2\ _ 4 _ 16
12 (5) 12 9= 3
2 ’ 40 4 = x = 2 es solucion
-4+ 20 (5| - |= - - = = i
3) (3)_‘”3 9 _ 13 °
2 B 5 3
.
1V 13
12 (‘Z) 1296 =%
—4 + 20 - <_l> _ (_l>2 4 _5_ 1 = X = —% no es solucion.
4 4 _ 16 145
1 3 1
L 7 + 1 7
b) V2 — (-2) + (-2) = \/Zr -2 = 09&% = x = —2 no es solucion.
2\, (2\. [4,2,.5_ _2 ”
27(§)+<§>— 3 + 3 #* 7 =X = 3 no es solucion.
2 - SR I ) g—l:g—l:§:>x:ésies;solucic’m
4 4 4 4 2 4 4 4 '
4.11. Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado.
a)5)(—2_7x—3_)(—1
4 8 2
b)x+10 2(x —2) _5x—15
2 5 -3
a)10x — 4 —7x +3=4x—-4 5 x=3
b) 15x + 150 + 12x — 24 = 50x — 150 — x = 12
EJERCICIOS PROPUESTOS
4.1. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado.

a)x>* -8 +15=0 b) x>+ 9% + 14 =0 c) —-2x* —5x+3 =0 d) 7x
8+V64—60 [x=5 5+\05+404 [¥XT 72
a) x=——7——=1_ ) x=—-"-"—"—= 1
2 x=3 —4 X =—
2
b) x=—2= V281_56:{§::§ d)30x2 — 7x — 2 = 0 = x = L= V494240 V‘é%”“o -

m

+

2 = 30x?

24 _2

60 5
10



52378

4.2. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado incompletas.
a) 3x2+ 18x =0 c) 16x> — 25 = 0
b) 4x* = 9 d) -5x2+ 7x =0

X =
a) x(3 + 19) = 0 = {3x+18—0:>x——§——6

3
, 9 B 9 _ 3. _ 3
b)x——4:>x—i TOX=oX= "5
, 25 _ 25 _5_ _ 5
c)x——1 = Xx=* 6= X=1%X= 71

X:
d>X(5X+7):O:{-5X+7—O:}X—%

. . . 3
4.3. Escribe una ecuacion de segundo grado tal que la suma de sus soluciones sea o y el producto, —1.
¢Cuales son dichas soluciones?

x2+%x— 1 :O:>2x2+3x—2:O,cuyassolucionessonx:%yx:—2.

4.4, Indica el numero de soluciones de las siguientes ecuaciones de segundo grado.
a)x>+x+4=0 b) x> — 18x + 80 = 0 c)4x*+4x+1=0 d)36x2 —12x + 1 =0

a) A = —15 Ninguna b) A = 4 Dos c¢) A = 0 Una d) A =0 Una

4.5. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a) 3(x — 3)? — 2x = 5(3 — x)
b) (x —1)*+ 2(x — 2)*=x — 1
c)3(x + 12 —2(x + 3)*=4(x + 4) — 10
a)3(x*>+9 —6x) —2x=15 —b6x; x> = bx+ 4 =0;x=1,x=4
b)x2+1—2x+2(x2+4—4x):x—1;3x2+10—11X:O;x:2,x:%
c)3x+ 3 —-2(x*+ 9 —6x) = 4x + 16 — 10; —2x> — 13x — 21 =O;x=73,x=f%

4.6. Calcula dos numeros naturales consecutivos tales que la suma de sus cuadrados sea 545.

Dos numeros naturales consecutivos: n, n + 1
n*+ (n+1)Y=545=n>+n—-272 =0 — n = 16 (solucién: 16 y 17), n = —17 (no vélida)

4.7. Opera y resuelve las ecuaciones bicuadradas obtenidas.
a)2x + 1) —8x*—-8(x+3)+8=0

24
b) —7 =3¢ - 6

4 2 _ _ 4 2 _ _ 2 _
a) 2x* + 12x 14 =0 — x* + 6x 7=0->x 5 N = 7

—6+V36+28 _ {x? =1

Por lo que las soluciones son x = —1, x = 1. (x> = —7 no tiene solucién real.)

b) 3x* —6x> =24 =0—>x* -2 -8=0— x> =

2+V4+32  [(x* =4
2 Tl = -2

Por lo que las soluciones son x = —2, x = 2. (x> = —2 no tiene solucién real.)

m



52378

4.8. Resuelve las siguientes ecuaciones por factorizacion.
a)x*—6x2+9%x —4=0
b) 6x* + 13x® — 8?2 — 17x + 6 = 0

a) (x — 1)%(x — 4) = 0, x = 1 (doble) y x = 4
b) (x — )x + 2)(2x + 3)(Bx — 1) =0;x=1, x= -2 x=—§yx=%
4.9. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.
2 4 4
+==- -
a) x X 3 C)x+2 X 3
11x + 11 12 1 1 1 7
b) —g— =% -5~ D+t tx¥~s
aAx*+2=-3%x—-x>+3+2=0—-x=-2 x=—1
b)(11x+11)(2—x)=18x(2—x)—108—63(2—x)—>7x2—88x+256=O—>x=8,x=¥
c)4x+4(x+2)=3x(x+2)e—3x2+2x+8%x=2,x=—%
d)8x? +8x+8=7x>7x-8x>-8-8=0->x—-2)(7xX*+6x+4) =0->x=2

(7x*> + 6x + 4 = 0 no tiene soluciones reales.)

4.10. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.
g+2x+3_ 11 2 3 _ x

e Ml Ot -1 T X+

2x 3x 6x? x® -8 24x + 16
b)x—2+x+2_x2—4 d)x—1_ X+ 2
a)2x(x — 1) +32x+3) =11 5 x>+2x—1=0->x= -1+ 12, x:—1—\/§
b) 2x(x + 2) + 3x(2x — 2) = 6x> - —x*> — 2x = 0 —- x = 0, x = —2 (solucién no valida)
)2+ 3x(x+1)=x(x—1) - 2x* +4x+ 2 =2 = — x = —1 (doble) (solucién no valida)
)

d (x* — 8)(x + 2) = (24x + 16)(x — 1) = x* (x> + 2x — 24) = 0 — x = 0 (doble), x = 4, x = —6.

4.11. Resuelve las siguientes ecuaciones con radicales.

aVx+2-x+4=0 ) Vx — 7+ Vox =Vx + 1
b) x + V10 + x* =5 dVx+4+\Vx—-1=5

a)\/x+2=x—4:>( x+2)2=(x—4)2:>x+2=x2+16—8x%x2—9x+14=0
x = 7 (Si es solucion), x = 2 (No es solucion)

b) (V10 + x2) = (5 — x)? = 10 + x> = x* + 25 — 10x — 10x = 15

X = % (Si es solucion)

OWX =7+ V) =(Vx+ 1) = x—7+2x+22¢ — 14x=x+ 1= 2V2x2 — 14x = 8 — 2x =
S V2 ax = 4 — x= (V2O = 14x) = (4 — X = x* — 6x— 16 = 0
x = 8 (No es solucién), x = —2 (No es solucién). La ecuacion no tiene solucion.
DVx+da=5-Vx-1=WVxtda)=B-Vx-—1=x+4=25+x-1-10\x — 1=
= 10yx —1=20=>\Vx—-1=2=x—1=4; x =5 (Si es solucion)

m
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4.12. Resuelve las siguientes ecuaciones irracionales.

5 X
=x-7 c)—=x—2

\Vx
b) \V3-116 — x =\2x - 5 dVax+7-Vx=2

X 4

o 2 2 2 _
a)(x 1)=<x—%>:>x¢=x2—5x+§:>—x3+6x2—%+1=O
2 - V3 2+ V3

x=4 x= 5 (Si son soluciones), x = 5 (No es solucion)
0) (V3 V16 —x) = (V2x =5/ =3-V16—x=2x—5=(3-V16 —x) = (2x — 57 =
9(16 — x) = 4x® — 20x + 25 = 4x> — 11x — 119 = x = —% (no vélida), x = 7 (Si es solucion)

2
c)(i) :(\/;<—2)2:>X72:x2+4—4x:>x2—5x+4:O;x:4(Siesso|ucién),
x = 1 (No es solucién)
AWV + 7 =(Vx+2f s 2x+7=x+4+a/x=(x+3°=[4/x =x -—10x+9=0

x =9, x = 1 (Si son soluciones)

4.13. Clasifica los siguientes sistemas en lineales y no lineales, e identifica las incégnitas, los coeficientes y los
términos independientes.

2x + xy =3 x+y=1
a)ix + 3y =4 b)ly + z=2

2x+5y=6 XxX+2z2=0
a) No lineal.

Incognitas: x, y.

Coeficientes de la primera ecuacion: 2 (en x) y 1 (en xy); término independiente: 3. Coeficientes de la segunda
ecuacion: 1 (en x) y 3 (en y); término independiente: 4. Coeficientes de la tercera ecuacion: 2 (en x) y
5 (en y); término independiente: 6.

b) Lineal.
Incognitas: x, y, z.

Coeficientes de la primera ecuacién: 1,1 y 0; término independiente: 1. Coeficientes de la segunda ecuacion:
0, 1 y 1; término independiente: 2. Coeficientes de la tercera ecuacion: 1, 0 y 2; término independiente: 0.

9x + 10y = 13

4.14. Indica si los pares de valores dados son soluciones del siguiente sistema de ecuaciones { X+ dy = -4

a)x=-3,y= b)x=2,y=—%

—27 + 40 = 13

116 =194 -4 = No es solucion del sistema.

@

9-2+10-<—%)=18—5=13
= Si es solucion del sistema.

m
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4.15. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por algun método algebraico y por el método

grafico.
a)2x+2y=6 ){x+y=2 ){2X—3(4—y)=6
x — 3y = —1 5x + 5y = 2 3(2x — 9) — by = —1
b) [3x — 5y = —10 d){sx—5y=7 f){3(2x—1)—5(y+2)=3
2x+y=2 —6x + 10y = —14 2(x + 3y) + 3(y — 4x) = —10
2x+ 2y =6 _ _ 6x — 10y = 14 . .
a) _ox + 6y = 2 y=1, x=2 d) —6x + 10y = —14 Infinitas soluciones.
Y Y
11 i1
ol1 \ X oLy X

3x — by = =10 - _ 2x — 12 + 3y =6 2x + 3y = 18 _ _
){10x+5y:10 x=0 y=2 ©) {6x — 27 — By = —1 {6x—5y:26 x=6 y=2
Y Y
AN i1,
Ot 4 X 01 X

No tiene solucion.

5x + by = 2

)5x+5y=10
2x + 6y + 3y — 12x = —10 2’

f){SX—3—5y—10=3 47

Y ¥

ol% X 5
oA'5 X

4.16. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones de segundo grado.

2x +y =8 2x + 5y = -8 X2 — 2y? =1
2) lox + 3y = 22 C){xy—3x=—5 e){xy=6
b) 2x% + 3y? = 32 ) py = -3 f (x—yP—-xy=86
—3x* — 4y* = —48 x> + 2y? =19 2x —y =1
a) |V =8~ = = 2x + 192 + 12X — 96x = 22 — 12x% — 94x + 170 = 0 —
2% + 3(8 — 2x)2 = 22
_ P VRV A §
X=5 y= 2,)(—6,y—3
3E, 6x? + 9y2 = 96 ,
y=0 x=4, y=0 x= —4
-8 — 2x
Yy =75
c) 8 _ ox = —8x — 2x* — 16x = =25 — 2x* + 23x — 25 = 0 —
x-( )—3——5
5
_ . - 26 7
x=1,y=-2; x R 5
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3
X = —
y
d =2y - 192 +9=0->
)[ygz+2y219 g
y=3 x=-1, y=3, x=1; y=¥, x=—3\/§; y=—g, x=3\/§

X2 — 2y? =1 36 y? =4
ey . _ 6 :>7—2y2=1:>—2y4—y2+36=0—> y? = 9=
y
y 4

, ¥y=2 x=8;, y=-2 x=-3,y*= —% (no tiene solucién).

2 2 _ —
f) {X : 9 3 6:> X +4xP +1 —4x —6x2+3x=6= —x>—x— 5 =0 — No tiene solucion real.

4.17. Estudia y resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

X+ 2y —2z=2 4 +y —5z=5 2Xx+y—-—z=0
a)B8x —3y +z=—-14 d)i6x —y —z =13 Pix+y+z=1
5x —y — 2z = —15 4x — 2y — 3z = 14 2X+y+z=2
2x+y—z=11 5x + 2y —2z=0 X —-—y+z=2
b)i2x — 2y —z =18 e)18x—y+3z=0 h)i2x + 5y — 2z =0
+y—-—z=7 8 +y+z=-1 X+y+z=1
2x+ 4y —z=0 2x—y+z=5
c) 8x — 3y — 2z = —1 flx—y+2z=3
3x -3y +2z=5 +2y—-7z=0

E _ a3 X+ 2y —2z=2 X+ 2y —2z=2
a)E2—5E1:> 9y +7z=-20 OF, - ME={-9y+7z=-20=>2z=1 y=3 x= -2
3 ! —11y + 8z = —-25 -5z = -5

2Xx+y—z=1
b) E, E‘:>|

9, - E, —C’iy=:—3:>y=1,z=—2,x=4
y—2z=3

2x + 4y —z =0 1 25

2E, — 3F, N . X _3 _ 1 29
c) E —E :>{4Z1Eiy6 z=-2 2z=3, y=35 X= 3

4x +y—5z=5 4x + y—5z=5

4E, — 5E
d) EZ_E‘=> -9y + 21z = 27 3E3E2=>{9y+21z=27=>z=o, y=-3 x=2
8 4 -3y +2z=9 —152 =0
5E. — 3F 5x + 2y — 2z=0
e) "= {11y +21z=0 Sistema incompatible. No tiene solucion.

5E, — 8F, —11y + 21z = -5

2X—y+z=5

f)2E— =49-y +3z=1 E3+5E2:>{—y+32=1:>z:t,y:3t—1,x=t+2
° ! 5y — 156z = =5 0=0
2x+y—z=0
2E, — E
g) EQ EW S\ +3z=2=z=1, y=-1, x=1
o 2z =2
X —-—y+z=2 3X—y+z=2
h)252_251:> 17y — 8z = —4 17E3—4E2:>{17y—82=—4 Sz=0 y=0 x=7
8 ! 4y + 25z = 1 66z = 33

m
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4.18.

4.19.

4.20.

4.21.

Resuelve el siguiente sistema aplicando los cambios de incégnita % = a, % = b, % = ¢, para transformar
1,2_3__,
X y z
2,8 _5__.,
las ecuaciones en ecuaciones lineales. § x y z
244 _1_4s
X y z
a+2b—-3c=-7 E oF a+2b—3c= -7 a+2b—-3c= -7
2a + 3b — 5¢c = —12 E2_4E‘:>—b+c: E, —4E,={-b+c=2 =
4a + 4b — c =15 ¢ ! —4b + 11c = 43 7c = 35

:>c=5,b=3,a=2.Portanto:x=% y=% z=11

Calcula las edades de tres hermanos a partir de los siguientes datos:

e Las edades de los tres suman 44 afos.

¢ La edad del hermano mediano es superior en medio afo a la media aritmética de las edades de los otros
dos hermanos.

e La suma de las edades de los dos hermanos menores supera en 10 afios a la edad del mayor.

Mayor, x afios; mediano, y afios; menor, z afios.

X+y+z=44
_x+z 1
y="3 2 =S -2y+z=-1 2
y+z=x+10 X—y—z=-10 3

-3y = —45 x=17 y=15 z =12

X+y+z=44 al % {x+y+z—44
=
2x = 34

La oferta y la demanda del mercado de un modelo de pantalones vaqueros en cierto momento vienen
dadas por las expresiones:

Xo = 0,5p? — 40p, + 1000, 40 < p, < 60
X, = 10p, + 750

Calcula el punto de equilibrio de este mercado.

Igualando ambas expresiones, 0,5p2 — 40p, + 1000 = —10p, + 750, cuyas soluciones son p, = 10 (no valida)
y p, = 50. El punto de equilibrio se alcanza con un precio de 50 €. La oferta y demanda en este caso es de
250 unidades.

Se han comprado 35 L de aceite de oliva virgen extra de 4 euros el litro para mezclar con aceite puro de
oliva de 3,25 euros el litro.

a) ¢Cuantos litros de aceite de la segunda clase se tienen que utilizar para que la mezcla salga a 3,50 euros
el litro si no se quiere obtener beneficio?

b) Si se quiere obtener un beneficio del 10%, {a cuanto debera venderse el litro de la mezcla?

a) Sea x los litros de aceite de segunda clase.
35-4+ 325 -x=350(35+ x) =025x=175—-x=70L
b) 1,1 (35-44+70-325) =35+ 70)x = 1,1-3675 =105 -x = x = 385 €

m
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EJERCICIOS

Ecuaciones de primero y segundo grado

4.22. Halla mentalmente las soluciones, si existen, de las siguientes ecuaciones.

a) 3x + 1 — 2x = 6x c)3x+2—-x=2x-5
b) x>+ x+1=8—x+ x? d)%x+3,5=2,6—x
a)x=% ¢) Sin solucion

b) x = 1 dx= —-06

4.23. Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado.

a)2x — 2(8x — 1) + 4(2x — 5) — 10 = 8x

3x — 1 1
b) 2x — 3 —x+§
7
2x — —
3x — 1 4
c) 7 —2X—T—(3X—1)
x + 10 2(x —2) _5x—-15
R N
a) 2x — 6x + 2 + 8x — 20 — 10 = 8x, luego x = —7
b) 6x — 3x + 1 = 3x + 1, luego 0 = 0. Todos los numeros reales son solucion.
c)Sx—1—8x=4x—1f12x+4=>3x=§=>x=l

2 2 2
d) 15x + 150 + 12x — 24 = 50x — 150, luego x = 12

4.24. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado.

a)4x? —7x —2=0 d x(2x — 1) = 3x(x + 1) =0

b) —7x2 + 12x = 5 = 0 e)(x—1)2+%=x

c) x+ 7)x +1) =-5 f)(x — 1)+ 2x =10

a)x = 2, X=_T1 d)2x2 —x -3 -3=0= x> —4x=0->x=0x= —4
_ _5 > _ _ -5 _4

b)x—1,x—7 e) 9x* + 9 18)<+11—9xe)<—3,)<—3

)X +8x+12=0—-x=-2 x=-6 HxX+1-2+2x=10=x>=9>x=3,x= -3

4.25. Resuelve las siguientes ecuaciones.
a)(x -2+ (x+4)x—-2=2—-3Kx+ 1)
b) —2(x — 2>+ 3x+8=0

x(x — 1) (x — 6)? (x +2)  (3x — 2)(38x — 4)
5 tT 5 T3 ° 15

c)

)X — 44X+ 4+ X+ 4Xx—-2x-8-2+3%+3=0=2>2"+x—-3=0->x
b)—2x2+8x—8+3x+8=0:>—2x2+11x=0—>x=0yx=%

c) x> —x+ 3(x>+ 36 —12x) + 5(x* + 4 + 4x) = 9x®> — 12x — 6x + 8 > x = —120

m
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4.26. Resuelve las siguientes ecuaciones incompletas.

a) x>+ 18x =0 c) —x*+2x=0

b) 2x* = 9x = 0 d)2x2 -8=0

a)x=0x=—18 c)x=0x=2
9

b)x:O,x:E dx=2x=-2

4.27. Indica el nUmero de soluciones reales de las siguientes ecuaciones sin resolverlas.

a)x? —3x+ 12 =0 c) -3x*—-x+4=0
4x 1 3 4x 5
—_ 2 _——_-— = = x? —_——_—— =
b) —4x® + 3 5 0 d) 5 X + 3 5 0
a) A = —39 Ninguna solucion real. c) A = 49 Dos soluciones reales.
b) A = 0 Una solucién real doble. d A = % Dos soluciones reales.

4.28. Escribe en cada caso una ecuacion de segundo grado que tenga las soluciones indicadas.
a)x=2x= -3 b) x = 4 (doble)

A (x—2)x+3)=0—-x>+x—-6=0 b) (x —4)?=0—->x>+16 —8x =0

4.29. Calcula la suma y el producto de las soluciones de las siguientes ecuaciones, sin resolverlas.

X 1
2+ 3 =1 Pt ==
a) 3x 3x 8 c) x 6 3
b) x? —2x+2=0 dax?*+ax—-1=0
1 1
a) Suma: ~3 _ 1 producto: —12 = 6 c) Suma: LA | roducto: AN |
"3 , P : 3 ; 1 6’ P ' 1 3
b) Suma: 2, producto: 2 d) Suma: 72 = —1, producto: f%

4.30. Escribe una ecuacién de segundo grado tal que sus soluciones sumen % y el producto de las mismas sea 2.

xz—%x+2=0

Ecuaciones de grado superior a dos

4.31. Resuelve las siguientes ecuaciones bicuadradas.

a) x* — 50x* + 49 =0 dx*+6x2+8=0
b) x* — 125x2 + 484 = 0 e)x* —5x2+4=0
c)x* —34x*—-72=0 f)dx* + 7x* =2 =0
a)x=1,x=-1,x=7,x= -7 d) Sin soluciones reales
b)x=2x=-2,x= 11, x= —11 e)x=2 x=-2, x=1, x = —1
c)x=26x=—6 f)x:i%
. - o, 10x?
4.32. Opera y encuentra las soluciones de la siguiente ecuacion. x* = 7 + 3 + 3
x* = 3x? = 10x? + 3x> + 9 —» x* — 10x? — 9 = 0, cuyas soluciones son x = 3, x = =3, x =1yx = —1.

m
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4.33. Resuelve la ecuacion (x* — 2)* = 8 aplicando el cambio de incognita z = x® — 2.

Z4=8_>Z:\4/§%X3=\4/§+2%x=\3/m

4.34. Resuelve las siguientes ecuaciones estudiando los valores que anulan cada factor.
a)(x —4)(x+5) =0
b) x(x? —x—1) =0
c)(2x + 1)@Bx+ 1)(x*+1) =0
d x> —a)x*+2x—-3) =0

a)x=4, x= -5
0) x = 0 X_1+\/§ X:1—\/§
' 2 ' 2
c)x——lx:—l
2’ 3
d x==*Vasia=0 x=1, x= -3

4.35. Escribe en cada caso una ecuacién cuyas soluciones sean las indicadas.

a)1y5b
b) =2, —=7,2y 7

1 3
)5 2y

(o]
d)a b 2yO0

a)x—1)x—-5)=0=>x>-6x+5=0

b) (x + 2)(x + 7)(x — 2)(x — 7) = 0 = x* — 53x*> + 196 = 0

_l _i— 3 g?_ﬂ g_
c)(x 2>(x+2)(x 4>—O:>x + X 8x+4—0

_ _ _ Ly = 4 _ Ll,s ac  be > _ abc
d) (x — a)(x b)(x 4))( 0= x (a+b+4>x +<4 + +ab>x 7 X

4.36. Resuelve las siguientes ecuaciones polindmicas por factorizacion.

a)x*—x*-5x>-x-6=0 d) x® + x* = 2x° + 2x°
b) 6x° — 7x*> — 14x + 15 =0 e)x*—-x>—-x+1=0
c)x4—%x3+%x2+%x=2 f) x*(x + 1) = x(x + 1)

a)(x+2)x—3)x*+1)=0=>x= -2, x=3
_3
>
c) (Bx + 2)(x — 3)(x — 1)>=0=x =1 (doble), x =3, x = —=

b) (x — 1)(6x> = x —15) =0=>x=1, x = x=%

d) x}(x — 2)(x* + 1) = 0 = x = 0 (triple), x = 2
e) (x — 1)*(x + 1) = 0= x =1 (doble), x = —1

Hx+Ixx—1)=0=>x=0 x=—-1, x =1

m
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Ecuaciones racionales

4.37*. Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

4.38.

4.39.

h

a)x+3=—3
X
12 11x + 11
b) 2 = o+ 7+ ——
X F9 _BHx _ 120412
X X+ 2 X2+ 2x
d)x+2_x+1 _9
x+1 x+27 20
e)x+1 _x* =1
2X x =1
4 4
f)7-'-x+2_3
)x+1 _4x + 12
=17 3 +3
1 1 1
h)x—a+x+a_x2—<':12
aAx*+3x+2=0—-x=—-1,x= -2
b)36x—18x2—108=126—63x+22x+22—11x2—11x—>7x2—88x+256=0—>x=8,x=¥
c)x* + 11x+ 18 = b6x — x2=12x+ 12 > x =1
d)20x2+80+80x720x2720740x=9x2+27x+18—>9x2f13x742=Oex=3,x=7194
e X —1=2x-1>xX -1 -2x)=0->x=1, x= —1, x=%
flax + 8 + 4x =3x* + 6x > 3x* —2x — 8 =0 > x = 2, x=—%
g) 3> +3x+3x+3=4x>+12x —4x — 12 5 x> + 2x — 15 =0—>x=3, x = —5
)

x+a+x—a=1—>x=%

Resuelve la siguiente ecuacion aplicando el cambio de variable z = x? — 3x.

x> =3 -1 _ x*=3x—-2
(x* = 3x)2 — 1 (x* — 3x)?

z — 1 z—2:> 1 _z=-2
77 =1 z? z+1 z?

=222=z+1)(z-2)222 -2+ 2 +7z=0-5z=-2-3x=2,x=1

Ecuaciones con radicales

Halla mentalmente la solucidén de las siguientes ecuaciones con radicales.

a)Vx+1=4 c)V3x+1=7
mJ%:g d) Vx*=9

2 s ST
a)( X + 1) =4>= x+ 1 =16 - x = 15 (solucién vélida)
x\ X
b) ( 4> =9 = i 81 — x = 324 (solucion valida)
C)( 3x + 1)2 =7"=3x+ 1 =49 — x = 16 (solucion valida)

d) x> = 9 = x = *+3 (soluciones validas)

m
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4.40. Resuelve las siguientes ecuaciones con radicales.

a)2 — 3\/x = 2x Vx+1+Vx+3=5
b)3x + V2x — 2 = 2\2x — 2 + 23 d) 3\/3x — 1 = 2/3 3x = 1)

a) (3\/)?)2 =2 -2X?= 9 =4+ 4x> — 8x = 4x* — 17x + 4 = 0 = x = 4 (no vélida), x = 1 (valida)

4
b) (3x — 23)* = (V/2x — 2) = 9x* — 140x + 531 = 0 — x = 9 (vélida), x = % (no valida)

OWx+1) =6 -Vax+3 =x+1=25+2x+3—10\2x + 3= (10V/2x + 3) = (x + 27)° =

= x? — 146x + 429 = 0 — x = 3 (vélida), x = 143 (no valida)

d) (3Vax — 1) = (2V3 - (2x — 1)) = 27x — 9 = 24x — 12 > x = —1 (no vélida)

4.41. Resuelve las siguientes ecuaciones: \/—
2x — 1 3
a) V2 +Vx—4=12 —x b) =

a)(\/2+\/x—4)2=(\/12—x)2:>2+\/X—4=12—x:>(\/x—4)2=(10—x)2:>

= x> — 21x + 104 = 0 — x = 8 (vdlida), x = 13 (no vélida)

b) Multiplicando en cruz, 2x — 1 = 12 - x = % (valida)

4.42. Resuelve la ecuacién \/)_( = \4/36 + 5x.

(\/)—<)4 = (\4/36 + 5)()4 = X =36 + 5x - x = —9, con lo que no tiene solucion.

Sistemas de ecuaciones

4.43. Comprueba en cada caso si los valores indicados forman una solucién de los sistemas dados.

oy = 4 X—2y —6z=2
a){X+ Y_—1 x=2 y=1 b)ix+y+z=0 x=2 y=3 z=1
X=—y=- -2x+y+3=-4
a) No, porque no verifica la segunda ecuacion. b) No, porque no verifica la primera ecuacion.

4.44. Resuelve los siguientes sistemas lineales.

y=X*t1 .3 2% + 3(2x + y) = —1
a) 2 c) 4,
y=2x + 10 §+3y=14
1 S _ _4
b) 2(2x + y) — 3(8x — 2y) = -34 9 x y+1_
X_Y_o, 2 1 3
2 3 <t =5
X y +1 2
a)X;1+3=2x+10=>x+1+6=4x+20—>x:—%y:%

b){4x+2y—9x+6y=—34:{—5x+8y=—34 {—5x+8y = -3

4
X=14 5x=2 y= -3
3x — 2y = 12 3x — 2y = 12 1ox -8y =48 % Txme

c) {8X+3y:_1—>x=—2 y=5
X + 6y = 28

1 1 {a—3b= 1
X y+1 7 loa+b

Il
N w |
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4.45. Resuelve los siguientes sistemas de segundo grado.

X — 6y =-6
) \2x® + y2 = 76
b) 3xy — 2x* = —26

4x + 5y = =7

3x+%=15
c)

2,3 _ .

\X y

x* — 2(x — y)? = 36
d)

X4 ¥Y_5

2 3

X =6y —6 2 A _ ey =2, _ _450
a){2(6y—6)2+yz=76:>73y 144y 4—Oey—2,x—6,y—73,x— 73

3 L g = 26 o5 s

_ 2 _ — = — 1. _ —— = ——

b) 744 — —22x 21x + 130 =0 > x =2,y 3; X 5 VY = &5

B 5

6x + y = 30 y = 30 — 6x 2 _ _ _ _15
¢ 6x°—39% +60=0—->x=4y=6x=7F7,y =15
){2y+3x=xy {60712x+3x=30x76x2=> - y 2V
2 02 _ x? — 2y? + 4xy = 36 2 _ _ a2
y[=x =2y 4y =36 B _, 900+4y" =120y _, . 120y = 8 _ 44
3x + 2y = 30 y =30 -2 9 3

3
_ . 102 162
y=8x=6y="53 X=%3

4.46*. Encuentra todas las soluciones del siguiente sistema.

x>+ z22=10

{y2+22=13

x>+ 2y — 6z = —13
X2+ z2 =10 y2 + 22 = 13 y? + z2=13
y2+22:13 {Qy_62_22:_23:> __23+6Z+22 =
X’ 4+ 2y — 6z = —13 - 2

z4 + 1272° — 102> — 276z + 529
= +

2 7°=13 = z*+122*— 62> - 2762+ 477=0

Factorizando el polinomio obtenemos (z — 3)(z® + 15z° + 39z — 159) = 0, cuya solucion entera es z = 3.

Las demas soluciones las encontramos sustituyendo este valor de z en la primera y la segunda ecuacion:
x>+ 9 =10 > x=10x = —1 (ambas validas)
y> 4+ 9 =13 — y = 2 (vélida en la tercera ecuacion) e y = —2 (no vdlida en la tercera ecuacion)
Resumiendo, las soluciones son:
x=1y=2,2z=3
x=-1,y=22z=3
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4.47. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales indicando si son compatibles o incompatibles, y
todas sus soluciones.

X +3y —2z=6 X + 2y —2z =4 X+ 3y —2z=-6
a) 2x + 3y — 2z =8 c) 42x + 5y — 2z = 10 e)i12x — 3y + 5z = 6
dx + 2y — 6z =6 4x + 9y — 6z = 18 5x — 3y + 8z =6
X +2y—32=3 X +2y —z=-5 2x +y—2z2=8
b){3x — 2y +z=7 d)5x —y + 2z =11 f)2x — 4y + 3z = -2
5« + 2y — 5z = 1 6x+y+z=5 dx — y + 6z = —4
£ _ oF X+3y—22=6 X+3y—-2z=6
a)E2—4E1 = -3y + 27 = —4 E,—E,=>3-3y+2z=-4 =y=27z=1x= 2 SCD.
¢ ! —10y + 2z = —18 —7y = —14
_ X+ 2y —2z=4
o) £~ 20 :{y+22—2 =Sl
¢ ! y+2z=2

E — oF X+ 2y —2z=14 X+ 2y —2z=4
c) 2 ' =iy +22=2 Es—E, =3y +2z=2 =>z=ty=2-—2tx=2 SCl
£, — 45 y + 2z =2

E - E X+ 2y —2z= -5
df _ge =i 1ly+7z=36 =S5l
¢ ! —11y + 7z = 35
E — 2F X+ 3y—2z= -6 X+ 3y—2z= -6
& f _gf | W +9z=18 E-25=i-9y+97=18 =z=ty=1t-2x=—tSCl
¢ ! —18y + 18z = 36 0=0
E — E 2X+y—2z=28 2x+y—2z=28
N _gf ={-by+52=-10 5E —38E={=5y+52=-10 =z=-2y=0x=2 SCD.
¢ ! -3y + 10z = =20 35z = —70

PROBLEMAS

4.48. La suma de los cuadrados de dos numeros naturales impares consecutivos es 1570. Calcula el valor del
siguiente impar.

Numeros impares desconocidos: 2x + 1, 2x + 3. El siguiente impar es 2x + 5.
(2x + 1) + (2x + 3)? = 1570 — x = 13, x = —15 (solucion no valida)

El siguiente impares 2 - 13 + 5 = 31.

4.49. Al dividir dos numeros que suman 147 se obtiene 5 de cociente y 9 de resto. ¢Cudles son esos numeros?

Los numeros son x e .

{X+y=147

By + 9 = x cuyas soluciones son x = 124,y = 23

4.50. Dos capitales iguales se colocan al 3% y al 4%, respectivamente, durante un afio. El segundo capital
produce 12,50 euros mas de intereses que el primero. ¢A cuanto ascendian los capitales iniciales iguales?

Sea C el capital: 0,04C — 0,03C = 125 - C = 1250 €

m
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4.51.

4.52.

4.53.

4.54.

4.55.

4.56.

Un padre tiene cuatro veces la edad de su hija. Dentro de cinco afios so6lo tendra tres veces la edad de ella.
¢Cuales son las edades actuales del padre y la hija?

Edad actual: padre, 4x; hija, x. Dentro de cinco afos: padre: 4x + 5, hija: x + 5

4x + 5 = 3(x + 5) — x = 10. Edades actuales: padre, 40 afos; hija, 10

Hace tres afos, las edades de dos personas estaban en la proporcion 6 : 1, y dentro de seis afios estaran
en la proporcion 3 : 1. ¢Cudles son las edades actuales de ambas personas?

Edades Hace tres afos Actual Dentro de seis ainos
Persona A 6x 6x + 3 6x + 9
Persona B X X+ 3 X+ 9

6x + 9 =3x+9) ->3x =18 > x =6
Actualmente, las edades son de 39 y 9 anos, respectivamente.

Se han pagado 400 euros con 32 billetes, unos de 20 euros y otros de 5. (Cuantos billetes de cada cantidad
se entregaron?

x = billetes de 20, y = billetes de 5

{x+y=29

20x + By = 400 cuyas soluciones son x = 17 e y = 12.

La relacion entre la temperatura en grados centigrados y la temperatura en grados Fahrenheit es: 0° centigrados
equivalen a 32° Fahrenheit, y 100° centigrados se corresponden con 212° Fahrenheit.

a) Escribe la expresion analitica que relaciona los grados Fahrenheit con los grados centigrados.

b) Se observa que la temperatura es de 32°C. ¢(Cudl seria esta misma temperatura medida en grados
Fahrenheit?

_ 32=a-0+b _ _ _
a)F—aC+b:>{212:1OOa+b:>a—1,8 b=32=F=18C+ 32

b) F=18-32 + 32 = 89,6 °F

Halla una fraccion tal que si al numerador y al denominador se les suma una unidad, la fraccion equivale a

%, y si se les restan 3 unidades, equivale a %

Sea x el numerador e y el denominador.
Xx+1 1

y+1 3 [3x+3=y+1 3 —y = -2 B _ - 7
x-3 1 {5)(715:)/73 5X*y:12—>x—7ey—23.LafraCC|oneS23.
5

y —3

Un ciclista realiza un trayecto a la velocidad de 12 km/h. En cierto momento se le pincha una rueda, por lo
que debe regresar andando a una velocidad de 4 km/h. Calcula a qué distancia del punto de partida se le
pincho la rueda, sabiendo que el tiempo total que invirtid entre la ida y la vuelta fue de dos horas y media.

Sea x la distancia en kildbmetros desde el punto de salida hasta el lugar donde pinché.

Tiempo invertido en la ida: X

12
Tiempo invertido en la vuelta: %
X X ax _
ﬁ+z—2,5=> 19 —2,5:>x—7,5km
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4.57.

4.58.

4.59.

4.60.

4.61.

Una fabrica de perfumes dispone de 600 L de un producto A y de 400 L de un producto B. Mezclando
ambos productos se obtienen esencias diferentes.

Se quieren preparar dos clases de perfume, la primera debe llevar tres partes de A y una de B, y se
vendera a 50 euros el litro, y la segunda clase debe llevar los productos A y B al 50% y se vendera a
60 euros el litro.

a) ¢Cuantos litros de cada clase de perfume se podran preparar?

b) ¢Qué ingresos totales se obtendran por la venta de la totalidad de los productos fabricados?

a) x = litros que se prepararan de la primera clase, y = litros que se prepararan de la segunda.

3x y

N 2 o 400 600
- X = VY=

X Y _

7 + 5 400

b) Se obtendra un ingreso total de 400 - 50 + 600 - 60 = 56 000 euros.

Se quiere construir un marco rectangular para adornar una fotografia. Para ello se dispone de un liston de
madera de 50 cm de longitud.

a) Escribe la expresion algebraica que relaciona el area encerrada por el marco con la longitud de uno de
sus lados.

b) Determina las dimensiones del marco si se quiere que el area sea de 156 cm?

a) Sean ay 25 — a las medidas de los dos lados del rectangulo. Area: S = 25a — a2

b) 25a — a® = 156, de soluciones a = 13, a = 12. Luego las dimensiones seran 12 y 13 cm.

En un hotel turistico tienen un total de 36 habitaciones con 60 camas. Solo existen habitaciones individuales
y dobles. Calcula el nimero de habitaciones de cada tipo que hay.

Sea x el numero de habitaciones individuales e y el de dobles.
X+ y= 36 _ _
{x+2y:60 —>Xx =12,y = 24,

Un joyero compra dos anillos de oro por un total de 825 euros y los vende por 863,75. Calcula cuanto pago
por cada anillo si en la venta del primero gané un 15% y en la del segundo perdié un 5%.

Euros del primer anillo, x. Euros del segundo anillo, .
X+ y = 825 _ _
{1,15)( + 095y — 86375 X T 400y =425

En una tienda de regalos se adquiere un libro y una pulsera. La suma de los precios que marcan los dos
productos es de 35 euros, pero el dependiente informa al cliente de que a los libros se les aplica una
rebaja del 6%, y a las pulseras, una rebaja del 12%, por lo que en realidad debe pagar 31,40 euros.
¢Qué precio marcaban el libro y la pulsera? ¢Qué precio se ha pagado finalmente por cada uno de estos
dos productos?

Sea x el precio inicial del libro e y el de la pulsera.

{0,94x +088y =314 o o

X+ y=235

Los productos marcaban 10 € el libro y 25 € la pulsera. Finalmente, 9,40 € y 22 €, respectivamente.

m
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4.62.

4.63.

4.64.

4.65.

4.66.

4.67.

Un coche sale de un punto A a una velocidad de 90 km/h. En el mismo instante, otro coche sale a su
encuentro desde un punto B situado a 10 km detras de A y a una velocidad de 115 km/h. {Cuéanto tiempo
tardara en darle alcance?

El primer coche recorre x km a una velocidad de 90 km/h. El 2.° coche, x + 10 km a 115 km/h.

El tiempo que estan circulando es el mismo = % =X 1+1;O, luego x = 36 km.
El tiempo que tarda en dar alcance el segundo coche al primero es 36 _ 0,4 h = 24 min.

90

Un coche sale de A en direccion a B a una velocidad de 80 km/h. Tres minutos después, otro coche sale
de B en direccién a A a una velocidad de 100 km/h. Calcula el punto de encuentro de los dos coches si
Ay B distan 22 km.

El primer coche esta circulando durante % El segundo coche esta circulando durante 221 O_O X
El segundo sale 3 minutos después: X _ 22 X + 3 — x = 12. Se encuentran a 12 km de A

80 100 60

El area de un rectangulo es de 35 unidades cuadradas. Si se aumenta un lado en 2 unidades y se
disminuye el otro en 3 unidades, el area disminuye en 17 unidades cuadradas. Halla las dimensiones del
rectangulo inicial.

Dimensiones iniciales: x, y
xy = 35 xy =35 —11 +3X): 2 70 — — 7 y—E.
{(x+2)(y—3)=35—17 i{—3x+2y=—11 =X —102 35=3*—11x—70=0—->x=7,y=5;

X=-—3= que no es valida.

Un técnico informatico espera obtener 360 euros por la reparacion de varios equipos. El técnico se da cuenta
de que cuatro ordenadores no tienen posible reparacion y, para obtener el mismo beneficio, aumenta
en 4,50 euros el precio que va a cobrar por un equipo reparado. ¢Cuantos ordenadores tenia al principio?
¢A qué precio cobrara finalmente cada reparacion?

En principio, debe reparar x ordenadores. Por cada uno cobrara @ €.

(@ + 4,5)()( — 4) =360 =360 — 14;10

+4,5x—18=360=4,5x>—18x—1440=0=x = 20, x = —16

(sin sentido). En principio, tenia 20 ordenadores para reparar.

(PAU) Julia, Clara y Miguel reparten hojas de propaganda. Clara reparte siempre el 20% del total, Miguel
reparte 100 hojas mas que Julia. Entre Clara y Julia reparten 850 hojas.

Plantea un sistema de ecuaciones que permita saber cuantas hojas reparte cada uno. Sabiendo que la em-
presa paga 1 céntimo por cada hoja repartida, calcula el dinero que ha recibido cada uno de los tres.

Sea x el numero de panfletos repartidos por Julia; y, los repartidos por Clara, y z, por Miguel.
{y =020(x +y + 2)

X + y = 850 — x = 550, y = 300, z = 650
z = 100x
Julia recibe 550 - 0,01 = 5,50 €; Clara, 3 €, y Miguel, 6,50 €.

(PAU) A primera hora de la mafana, en un cajero automatico se desea que haya 800 billetes (de 10, 20 y
50 euros) con un valor total de 16000 euros. Sabiendo que por cada 3 billetes de 50 euros son necesarios
4 de 20, plantea un sistema de ecuaciones lineales para averiguar cuantos billetes de cada cantidad ha de
haber y resuélvelo por el método de Gauss.

Sea x el numero de billetes de 10 €, y el de 20 € y z el de 50 €.

z+y+z=800 X+ y+2z=2800 X+ y+2z=800 X+ y+z=2800
10x+ 20y +50z=16000 = {3y—4z=0 = 43y—4z=0 = 493y—4z=0
4z =3y 10x + 20y + 50z = 16 000 10y + 40z = 8000 80z = 24000

z = 300, y = 400, x = 100

m
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4.68. (PAU) Un comercio tiene un total de 270 unidades de productos de tres tipos: A, By C. Del tipo A tiene
30 unidades menos que de la totalidad de B mas C, y del tipo C tiene el 35% de la suma de A mas B.
¢Cuantos productos de cada tipo hay en el comercio?

A=B+ C— 30 , cuya solucion es A = 120, B =80y C = 70.

{A+B+C—27O
C = 035(A + B)

PROFUNDIZACION

4.69. Un globo que posee un pequefio motor realiza un viaje desde el punto A hasta el punto B, ida y vuelta.
Gracias al motor, el globo adquiere una velocidad de 38 km/h. Supongamos, sin embargo, que el viento
sopla de forma constante, y siempre en la direccion de A hacia B, y que, por tanto, la velocidad se modifica.
La distancia que separa los puntos es de 50 km.

a) Calcula la duracion total del viaje en funcién de la velocidad con la que sopla el viento en la direccidén
dada.

b) Calcula la velocidad del viento sabiendo que la duracion total del viaje ha sido de 195 minutos.
Sea x la velocidad del viento en km/h.

a) Tiempo invertido en la ida:

_espacio 50 | ta: 1 = espacio 50
= Velocidad _ 38 + x' Y SN @ VUEIA L = Ugocidad T 38 — x
,__50 50 _ _ 3800
38 + x 38 — x 1444 — x?
b) 3,25:%:”: 1444—%z16,6 km/h
50 50 N .
=38+ x 38+ 166 292N =55 min

50 _ 50
38— x 38- 166

U

t, = =234 h 140 min

4.70. Compara las soluciones de la ecuacién de segundo grado 3x?> — 4x — 4 = 0 con las de la ecuacion
—4x%> — 4x + 3 = 0.

a) Demuestra que las soluciones de la ecuacién x> + bx + 2 = 0 son inversas de las de la ecuacién
2x> + bx + 1 = 0.

b) Demuestra que las soluciones de la ecuacion ax®> + bx + ¢ = 0 son inversas de las de la ecuacion
cx> + bx + a = 0.

Las soluciones de la primera son x = 2y x = _TQ y las de la segunda, x = % y X = _73 Las soluciones de
una ecuacion son inversas de las de la otra.
. ' _ —b*xVb -8 _ —bxVb -8
a) Las soluciones de la primera son x = T E— y las de la segunda, x = - que
son
: -b+Vp? -8 —-b-Vpr-8 (-bP—-("-8 p-p+8 8
inversas porgue 5 . 7 = 8 = ) =5 = 1.

~b-Vp*-8 —b+Vb -8 _(-b?-(®-8 _p-b+8_38

De la misma forma: 5 : 7 = 8 = ) i 1.
— \/h2 — —h—-\/R2 _ _b2_ b2_4
b) En efecto, son inversas porque b+ 22 4ac  —b 2?: dac _ (=5) 4(ac ac) = % =1

Y de la misma forma con la otra pareja de soluciones.

m
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4.71. Se sabe que el polinomio P(x) = 4x* — 8x®* + 16x* — 12x + 9 es un cuadrado perfecto.
a) ¢De qué grado debera ser el polinomio \/P(x)?

b) Calcula \/P(x) sabiendo que sus términos independiente y principal son ambos positivos.

a) VP(x) = ax> + bx + ¢ (2.° grado, para que al elevar al cuadrado resulte de 4.° grado).

b) (ax®> + bx + ¢)*> = 4x* — 8x®* + 16x*> — 12x + 9, luego desarrollando e igualando términos de grados
iguales:a =2, b= -2, ¢ =3 = \VP(x) = 2x*> — 2x + 3.

4.72. Dada la ecuacion de segundo grado ax* + bx + ¢ = 0, cuyas soluciones son x, y X,, calcula, en funcién de
a, b y c, el valor de la suma de las inversas de sus raices.

1
_J’__:i:—
X X3 Xyt Xy

b
1 X, + X a b
<
a
4.73. (PAU) Dos ciclistas corren por un velodromo a velocidades constantes. Cuando corren en sentido opuesto

se encuentran cada 10 segundos, mientras que cuando van en el mismo sentido, un ciclista alcanza a otro
cada 170 segundos.

Sabiendo que la pista tiene una longitud de 170 metros, écudl es la velocidad de cada ciclista?

10(x + y) = 170

=9m/sey=8mls.
1700 — y) = 170 ¥ y

Sea x la velocidad del primer ciclista e y la del 2.°: {

4.74. Las funciones de demanda y de oferta correspondientes al mercado del ultimo juego de estrategia, en
cierto momento, son:

1
Xp = — ==

20
Siendo A un parametro desconocido y 40 < p, < 100 euros.

pf+%px+ 180 xo=%p3— 12p, + A

Calcula el valor de A para que el equilibrio del mercado se alcance para 100 unidades demandadas. En este
caso, halla la cantidad ofertada y el precio.

Xy = f;—opf + %px + 180 = 100 = 721—0;75 + %px + 80 = 0, de solucion vélida p, = 45,31, que es el pre-

cio del producto.

13 13

— 2 _ — _ - . 2 . =
Xo 700 P 12p, + A= A = 100 120 45,317 + 12 - 45,31 421,31

4.75. La tabla muestra la oferta y la demanda del mercado de teléfonos

moviles de cierto modelo para algunos valores del precio. Px e Ll
. . ofertadas demandadas
a) Calcula las expresiones de las funciones de oferta y demanda
sabiendo que son polinomios de segundo grado con la indeter- 150 725 1400
minada p, variando entre 150 y 200 euros. 175 800 1100
b) Calcula el punto de equilibrio del mercado. 200 1200 550
a) Funcion de oferta: x, = ap? + bp, + ¢
150°a + 150b + ¢ = 725
{1752a + 175b + ¢ =800 = a = %b = —%c = 7100 = x, = %pﬁ - %px + 7100
200%a + 200b + ¢ = 1200
Funcién de demanda: x, = ap? + bp, + ¢
150%a + 150b + ¢ = 1400 3 3
175%a + 175b + ¢ = 1100 =a= 5 b=27 ¢c=50=x,= —2—5p§+27px+50
200°a + 200b + ¢ = 650
13 163
=—=p; — —F Pt
I o = 5g Px 2 P 7100 p, = 100 solucion no vélida
b) Punto de equilibrio: 3 B o
XD=*ng+27px+50 p, = 186 Xx, = X, = 929

m
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4.76. Calcula el valor de k para que el siguiente sistema de ecuaciones tenga infinitas soluciones. Para ese valor,
escribe dichas soluciones. X +2 —27=4
2x + 5y — 2z = 10
dx + 9y — 6z = k

y+2z=2 y+2z=2

X+2y—2z=4 X+2y—2z2=4
=
y+ 2z=k— 16 0z =k — 18

Para k = 18, se obtiene la ecuacion 0 - z = 0, que se verifica para cualquier valor de z.

X=4+ 2N —2(2 - 2\) = 6\
Las infinitas soluciones del sistema vienen dadas por las formulas |y =2 -2\
Z=N\

4.77. Calcula los valores de k para que el siguiente sistema sea incompatible.

X +2y—3z2=3
X -2y +z=7
5x + 2y — 5z =k

-8y + 10z = -2 -8y + 10z = -2

X+ 2y—3z2=3 X+ 2y=8z2=3
=
-8y + 10z = k — 15 0z=k— 13

Cuando k # 13, la ultima ecuacion no tiene sentido vy, por tanto, el sistema no tiene solucion.

4.78. Aplicando el método de Gauss, estudia y resuelve el siguiente sistema.

X+ 3y —2z+ 2w = 12
2x — 2y —z+w=5
3 +y—2z—-4w = 16
3 — 3z — 3w =15

X+3y—2z+2w=12 X+3y—2z+2w=12 X+3y—2z+2w=12

—8y+3z—-3w=-19 —8y+3z—3w=—-19 —8y+3z—3w=-19 . . - .
=0,z=—-1,y=2,x=4

—8y+4z—10w=-20 _)|z—7w=—1 Zlz—7w=—1 —w=n y=ax

—9y+3z—-9w=—-21 —3z—45w = 3 —66w =0

x+ay+z=1
4.79. (PAU) Dado el sistema lineal de ecuaciones dependientes del parametro real a: {2y +az =2

) . L xX+y+z=1
a) Discute el sistema para los distintos valores de a.

b) Resuelve el sistema paraa = 3y a = 1.

x+y+z=1 X+y+z=1
a) 2y + az =2 =12y +az =2
x+ay+z=1 @—M1Ny=20
Si a = 1, la tercera ecuacion es 0 = 0, luego es un sistema compatible indeterminado con infinitas soluciones
que dependen de un parametro. Si a # 1, el sistema es compatible determinado con una Unica solucion.
oy _2,_1
b)a=3y=0 2= 3 X=73
a=1ly=Nz2=2-2,x=1-N—-24+2x=—-1+1\
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5.1

5.1.

5.2.

53.

ACTIVIDADES INICIALES

Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros.
11 68 14 27 5 1

3

V2w VT 0012 50 25 ¥ 012

g1l _ 275 68 _ 272 14 280 27 270 27 _68 _11 _ 14
4 100 ' 25 100 100 Y 10 100 10 = 25 4 5
5_11_8 .,_3 _ 5 _3 Mg

b) 0,12 = 90 ~ 450 ;0,12 = 55 = 450 = 012 = o5 < 90 ~ 0,12

Sean a y b dos numeros reales positivos tales que a < b. Demuestra que el inverso de a es mayor o igual

que el inverso de b.

a<b:>a-l<b~l:>1s£:>1
a a a

A
b <

1 1
S2a b0 "

b 1
a a

EJERCICIOS PROPUESTOS

Comprueba en cada caso si el valor indicado forma parte de la solucion de la inecuacion.

a) x = —2 de la inecuacion x® + x> + x < 6
b) x = —%de la inecuacion 2(x — 2) + X; LIS
a) (-2 + (-2 + (-2) = -8+ 4 —-2= -6 <6 = Sipertenece a la solucion.
1
e

2(_l_2)+2—:_5_l:_£ 11 3

b) 2 3 2 2 > ——~ < —% = No pertenece a la solucion.
1 __3
2T = 3

Resuelve las inecuaciones lineales siguientes.

x -3 X =2 X
a) <

=

2 8 2

X 3x + 1
b)2x—3—§>x+ 6

x + 38

c)x+2x+ 1) +3x+2) < >

X — 3 X — 2 X

a) 5 "8 s§:4x—12—x+2s4x=>—x210=>x>—10=>Solucic')n:
X 3x + 1 .
b)2x—3—§>x+ 6 12x — 18 — 3x > 6x + 3x + 1 = 0x > 19 = Solucién: J
X + 38

c) x+2(x+1)+3(x+2)< 5

Resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado.

a)x?+2=0 c)—x*—-1-0

b)4 —x*<0 d) 3x? — x = x? — bx
a) R c) [

b) (=, =2) U (2, +) d) (=, =2 ] U [0, +=)

m

e) %xz + 4x < 2x

f) =x2 — 2x — 1

e) (23, 0)
f) &

[—10, +x)

= 2X+4x+4+6x+12<x+38 = 11x<22 = x<2 = Solucién: (—, 2)

-0
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5.4. Representa graficamente las soluciones de las siguientes inecuaciones.

) x> ox -1
a) 3x(1 + x) — 2(x* — 1) >3 c)?+ 3 =3
3 x2 3 5 X
2 _ 2y < 2 _ 2 22 4 £
b) x 2x<1 d) 5 4x<4x 5
-V13 — 3 V13 — 3 <0 FO———t >
a) | —= 5 U 5 T V13 -3 0 Vi3-3
2 2
—1 ° ®
o) [T’Q} 40 2
2
-Ve1 — 1 Vel — 1, += it e
C) —®, 3 U 3 —V6T.—1 0 \/a—l
3 3
d 5 < O O >
—%0, —= U (0, +x) ? 0

5.5. Resuelve las siguientes inecuaciones polinomicas y representa graficamente las soluciones.

a) x> — 6x2 + 7x + 15 = x? d) x(x* + 3x) >6x + 8
b) x* — 3x2 <1 — 3x e) x* + 6x2 + bx = 12
c) x* — 17x* < 16 f) 2(x + 1)* — 8x®* > 8(x + 3) — 8
a) [—1, 3] U [5, +») jz—é—*—+—§—'—g—>
b) (=, 1) < o

.
9 L4 1 0.4 P I S
d) (=4, —1) U (2, +=) —_Z — S -
o) (U (8 M T S
f) (=, =7) U (1, +=) < : 2—»
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5.6. Representa en la recta real las soluciones de las siguientes inecuaciones racionales:
4x — 5

—_— <
a)4)(2—x—5 0
X+ 4x + 4
—_— <
b) e 0
X2 —x =2
_ ~ — =
C)xz—x—z 0
2x
>—
d) 1 X2+ 1
4x — 5 4x — 5
— <0 — <0 <0 < O -
V0 —x=5 O =+ 0T X+ = o
X+ 1<0=2x< —1=(—» —1)
2 + 2)? O + O
s S Ry BN ) RS Y B 4 o 1
x: =1 x: =1 x> =1
X -1<0=2xXX<1=-1<x<1=(-11)
X2 — X — 2 x+ Dx-2)
c)———=0 — =0
)x2+x—2 :>(x—1)(x+2)
Factores —® -2 -1 1 2 +o0
X+ 1 - - + + +
xX—2 - - - - +
x—1 - - — + +
X+2 - + + + +
xX2—x =2
X*+x -2 * i * B *
(=, =2) U [-1, 1] U [2, +=) 2-1 0 1 2
2x 5 2
d) 1> —; 5x+1>2%=Kx—-1°>0=R — {1} —0
x>+ 1 0 1

5.7. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones lineales.

a){2X+1<X+2 C){Sx—1<2x—(1+x)

3x — 1 < 4x 3(x + 2) = 2(x — 4)

by [3X — 4> x d){S—x>2(x—4)
x=2x — 1 5x + 3> —(x — 1)
X+ 1 <x+2 x <A1 _

) 13x — 1 < 4x 2{x>—1:>[1'1)

b) 3x — 4 >x - {2’( > 4 = {i z ? No tiene solucion

Xx=2x — 1 x=1
3x—1<x-—-1 x<0 _
9 ax + 6= 2x - 8 {x<714:"(14'0)

g [-¥>-5_ (111
6x > —2 33
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5.8. Representa las soluciones de los siguientes sistemas de inecuaciones.

r X 1 X 1
__> - — —_—— —_——
2x 5 X 7 3x 5>3x 5
X+ 1 x -1 2x + 1 X+ 2
a < b =
N2 +73 ! ) 3 T 2
2x — 3 < 3x — 2 2x — 3 < 3x — 2
4 X 1
2X — = > X — — 1
2 4 8x — 2x > 4x — 1 2% > —1 X= -5 ]
a){ X+ 1 x=1 4 Six+2+x-1<4 =213x<3 ={x=<1 :(—5,1]
2 4 2x — 3x < 1 —-x <1 x> —1
2x — 3 < 3x — 2
\
(3x — X 53¢ - & =X, =1
5 2 B T2 g
by { x+1  x+2 = {5x _4 :(—1,—]
3 + 6 < 2 ?gg 5
\2x—3<3x—2 —x < 1

5.9. Representa los semiplanos formados por las soluciones de las siguientes inecuaciones.

a)x —2y <1 C)x+ 3y<2x+ 4 — 3y
b)3x +y =2 d)5x + 3y + 10 < 2x + 2
a) b) c) d)

1 /

<
ol
"

/1 o . * aE: i e .

5.10. Escribe en cada apartado una inecuacion de la que sea solucién el semiplano representado.

a) b)
Y Y
4 1
1 X o1 X
a) x <3 b)y < x — 1

5.11. Expresa mediante un sistema de inecuaciones los siguientes subconjuntos del plano.
a) Puntos pertenecientes al segundo cuadrante.

b) Puntos con ordenada positiva que estan por encima de la bisectriz del primer cuadrante.

x<O0 y >0
a){y>0 b){y>x

m
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5.12. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones.

x—y=0 y=s=2
y<-2x+ 4 6x — 5y < 30 y—2=<0 xX+y=<3
a){yzx b){4x+3yso Nox+y=10 Pix=0
y=0 y=0
a) Vértices:
4
y=—2x+ 4 4 4
A{y=x :>A(3‘3
i
Ol4 X
b) Vértices:
6x — 5y =30 _ (45 60 ¥
4x + 3y <0 19' 19
11
of1 X
A
c) Veértices:
y=x ¥
Aly— o =AR2)
+ =
B}2/x:2y 9 84,2 v
1-1 y Wal
y=20 Y K
Ciox +y=10 = C(50)
0(0, 0)
d) Vértices: ¥
Axig = A(0, 2)
y = AGE
8;1223:8(1,2) é'iec -
cij}?:s:c«s,m
0(0, 0)

5.13. En la poblaciéon de un territorio se han producido, en un periodo de tiempo determinado, las siguientes
variaciones medidas sobre la poblacion inicial:

e 25% de nacimientos ¢ 0,5% de emigrantes
e 2,25% de defunciones ¢ 0,75% de inmigrantes

¢Entre qué valores estara la poblacion final si la inicial estaba entre 45000 y 46 000 habitantes?

Sea x la poblacion inicial: entonces 45000 < x < 46 000. Nos piden entre qué valores estara.
P = x + 0,025x — 0,0225x — 0,005x + 0,0075x = 1,005x
Entonces tendremos que 45000 - 1,005 < P < 46000 - 1,005, es decir, 45225 < P < 46 230.

m
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5.14. En la fabricacion de un hectdmetro de cable del tipo A se utilizan 16 kg de plastico y 4 kg de cobre, y en
la de un hectémetro de cable de tipo B, 6 kg de plastico y 12 de cobre. Representa graficamente las
posibilidades de produccién si se debe fabricar mas cable de tipo A que de tipo B y se cuenta con 252 kg
de plastico y 168 de cobre.

. Material Plastico Cobre |
x: hm de cable de tipo A Tipo A 16 4
y: hm de cable de tipo B Tipo B 6 12
16x + By < 252 8x + 3y < 126
4x+12yS168=> X + 3y < 42
x>y x>y
x=0 y=0 x=0y=0
Veértices:
_y=x . - . A\
A={x+3y=42 = A(10,5; 10,5) ~ ]
8x + 3 126 L \TTT
— X T oY= i
B_{x+3y=42 = B(12, 10) o 7
\
C= {8)‘ + 3y =126 _ 0(1575: 0)
y=20
0(0, 0)
5.15. Representa la region del plano determinada por el sistema de inecuaciones: {:fx_+y}|/|<<43

~

EJERCICIOS

Inecuaciones lineales

5.16. Escribe en cada apartado una inecuacién que tenga por solucién el intervalo o semirrecta dado.

S A T O
b) ———t } " " " d) «— ——o >
-2 o 1 -1 0 1
a) x > 1 c) -1 <x<A1
X< —1
b) 2 s x <1 d){x>1
. . i 3 3 3 . . ., 8
5.17. Indica si los numeros —10, —2,—1, iy 0, 5 1 y 5 son soluciones de la inecuacion EX +2=0.

Basta sustituir cada numero en la expresién y comprobar si se verifica la desigualdad.

No son solucién: —10, —2 y —1. Si lo son el resto.

m
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5.18. Resuelve las siguientes inecuaciones lineales, expresa las soluciones en forma de intervalo y represéntalas
sobre la recta real.

8 9x X
a)§X+2>O d)2X—T<§
b)2x—\/§s0 e)%—%<x+1
c)—x+1>—E f);>2

7 1 -2
_ b >
o[+ i
Vo ) o vz
b) (‘“” T} 2
17 ) 0 a7
c) —oo,ﬁ 10
d) (==, 0) h 0
_10
10 11 -~
(-3 A "
2-2V2 -
f) (2 — 21/2, +) ° 5 >

5.19. Expresa mediante intervalos las soluciones de las siguientes inecuaciones.

a) 3(2x — 5) — 4(x — 2) = 2 — 4x X1 _x+2 x-3__8

3 4 18 9
X x =1 2x — 5 2x — 1 5x — 1 26
by - T3 D=5 —*"%5 3

a)3(2x—5)—4(x—2)s2—4x:>3x+6x—15—4x+8s2—x:>6xs9:>xs%:><—oo,%]

X X — 1 2x — 5 5 5
b)f_ 5 >1-=5 :>3x—x+1>6—6x+15:>8x>20:>x>§:><§,+oc)
c)XJ:g1 —XZQ+X1_83>—g:12><+12—9X—18+2X—6>—32:>5x>—20:>[—4,+DC)
g2t o1 26 6@ 1)  Bx=1) 626 50 q) 4 3(sx— 1) <52

3 2 3 3 2 3

=4x -2+ 16x — 3 <52=19%x — 5 <52 =19x < 57 = x < 3 = (—x, 3)

m



52378

Inecuaciones de segundo grado

5.20. Halla y representa graficamente las soluciones de las siguientes inecuaciones de segundo grado.

a)x>’+x—-12=0 e) —2x> — 10x — 8>0

b) —2x2 + 3x > 0 fl2x>+x+1<0

c)4x*—1<0 g6 -—-x*<0

deéex?+x—-1<0 h) 8x — 1)(5x + 2) = 0

a) x> + x — 12 = 0, entonces (x + 4)(x — 3) = 0 +——+—+—+—+—+—+o—>
-4 0 3

Solucion: (—w, —4] U [3, +©)

b) —2x* + 3x > 0, entonces x(—2x + 3) > 0 0 ' é 5
L 3 2
Solucion: (O, —)
2
c) 4x* — 1 < 0, entonces x* < % 1 i 0 i 1
y 11 2 2
Solucion: [—5, 5}
, 1 1 : o —o
d) 6x +x—1<O,entonce36x—§x+§ <0 1 -1 0o 1 1
(11 2 3
Solumon.( > 3)
e) —2x> — 10x — 8 > 0, entonces —2(x + 4)(x + 1) > 0 —Z f f ° S
Solucion: (—4, —1)
fy2x> + x + 1 < 0. Como 2x* + x + 1 = 0, no tiene
soluciones reales; entonces, solucion: .
g) —x*> < —4, es decir, x> > 4. < O : o, 2>
-2 0 2
Solucién: (=, —=2) U (2, +»)
. ) 2 1 <t O —0 —
h) Las soluciones son: (—, 5| U lgz =) 1 2 0 1 1
5 3
5.21. Simplifica y resuelve las siguientes inecuaciones de segundo grado.
a) (x — 22 + 5 < 2x d)3x2+%x—2x<2x2+%+%

3x — 6 4x — 2x?
5 10

3x2 — 1 f)x2—2_3x—1
2 2 5

a)(x — 2 +5=2%=2x>-6x+9=<0=Kx—-3°<0=x=3= {3}

b) 6x — 12 < 4x — 2x* = (=3, 2)

c)10x*+2=3x*-1=R

)

b)

e)(x — 2+ (x + 4)(x — 2) + 3x = —1

c)5x2+ 1= + x> 2

2_ 5, .2 _1
X x+3<0:> 3,2

e)(x72)2+(x+4)(x72)+3x>71:>2X2+4x7320:><7m,7258 U [0,58, +x)

2 __ _ —
pr—2 3 1+x>2=>5x2+4x—28>0=>5(x—2)(x+ﬁ>>0=>(—oo,%>u(2,+oo)

2 5 5
m
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5.22. Dados dos numeros reales a y b tales que a < b, completa la tabla de signos y resuelve las inecuaciones.

a) 4(x — a)(x — b) >0 —® a b +o
b) —2(x — a)(x — b) < O x+a
c)(x —a)x—-b)<O0 x—b
d(x-a3?=0 (x — a)(x — b)
a) — a b +x c) — a b +w
xX—a - + + Xx—a - + +
x—b - - + x—Db - - +
4(x — a)(x — b) + - + (x —a) (x — b) + - +
(=, a) v (b, +o) (a, b)
b) — a b +x d) — a + 0
X—a - + + Xx—a - +
x—b - - + (x —a)* + +
—2(x — a)(x — b) - + - (—o0, +00)

(=, a] U (b, +=)

5.23. Resuelve las inecuaciones dadas observando la grafica de
la funcion polindmica f(x) = 2x*> + 8x + 6.
a)x*+4x+3<0
b) —x* —4x —-3>0

| +—
——

L
—
[N

f(x) = 2x2+8x+6

Inecuaciones polindmicas

5.24. Representa graficamente las soluciones de las siguientes inecuaciones polindmicas.

a) x> —4x>0 c)x*—1=0 e) x* — bx* = 36
b) x* - 3x —2<0 dx*-7x+6<0 f)xs—%x2+x—%s0
—o0 O o &
a) x> — 4x > 0, entonces x(x —2)(x+2) > 0 5 0 >
Solucién: (=2, 0) U (2, +x)
b) x> — 38x — 2 < 0, entonces (x—2)(x+ 1)> <0 < 0 i_%
Solucion: (=<, 1) U (1, 2)
c) x* — 1 =0, entonces (x*—1)(x*+1) =0 < 1 0 1 g
Solucién: (=, —1) U (1, +x)
< O —O0—0—
d) x* — 7x + 6 < 0, entonces (x—2)(x—1)(x+3) <0 3 0o 1 2
Solucién: (=, —3) U (1, 2]
———t+—+—+—+—+—o——»
e) x* — bx? = 36, entonces (x*+ 4)(x—3)(x+3) = 0 _3 0 3

Solucion: (=, —=3] U [3, +)

A

f) xs—%x2+x—%<0, entonces <x—%)(x2+1)s0 0

]

INJEY )
[EN

N —

Solucién: (—oo,

m
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5.25.

5.26.

5.27.

5.28.

Resuelve las siguientes inecuaciones.

a) 2x* — 8x® > 2x* + 12

b) x° — 8x* + 23x® > 12 — 28x

c) x*(x> + 1) + 2x® — 5x > x(x® — 4x + 1)

a) 2(x* — 4x®* — x? + 6) > 0. Solucion: (—«; 1,17) U (4,14; +x)
b) x° — 8x* + 23x°® + 28x — 12 > 0. Solucién: (0,39; +=)

c) x(2x* + 5x — 6) > 0. Solucion: (# O) U (# +oo)

Escribe un polinomio de grado cuatro que sea positivo en (==, —4) U (=2, 1) U (3, + =) y negativo en el
resto de la recta real.

(x + 4)(x + 2)(x — 1)(x — 3)

Dado P(x) = (x — a)(x — b)(x — c), donde a, b y ¢ son numeros reales tales que a < b < c, halla los
intervalos de x para los que el valor numérico del polinomio es:

a) Estrictamente positivo.

b) Negativo o nulo.

il a b [

X—a - + + +
x—Db - - + +
xX—c - - - +
(x=a)(x = b)(x —c) - + - +

a) (a, b) U (¢, +»)
b) (=, a U [b, c]

Inecuaciones racionales

Expresa graficamente las soluciones de las siguientes inecuaciones racionales.

5x — 2 X2 —5x + 4

= —_— >
Q) ¥ 1 % —sx+6 °
x2 -1 x>+ x> —5Bx + 3

< <
b)X+2<0 d)x3+5x2+3x—9 0
a)5x—2>
2x +1 7

o (oo =1 2 1 -1 o0 2 1
Solucion: ( o0, 5 ) U [5, —|—oo> . 2
x2 — 1 (x=1Kx+1)
)x+2$02> X+ 2 =0

Solucion: (=, =2) U [—1, 1] 2-1 0 1
X2 — 5x + 4 (x—4)x—1)
RANSEEEE <A NI —_— >

©) x? — bx + 6 OZ}()&S)(X*Z) 0

Solucién: (=, 1) U (2, 3) U (4, +)

x4+ x?—5x+3 (x+3)(x—1) x+3
Dot a-9 =07 nyrap ~ 0T x—1 =0
.7 _o T T ' o_
Solucion: (=3, 1) -3 0 1

m
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5.29. Resuelve las siguientes inecuaciones.

)x—2 _
%+ 1

x =1
X+ 3
2
X -2
2 _
X 3<
x+ 3

b) -1>0

c) <2

d)

b) Solucion:

) Solucioén: ( o, %) U [0, +)
(-
c¢) Solucion: (—
(-

d) Solucion:

5.30. Dados los numeros reales a < b < ¢ < d, completa la siguiente tabla de signos.

—® a b c +»
X—a
x—b
X—=cC
(x —a)(x — b)
X—=cC
(x=b)
(x —c)lx - a)
— a b c +
xX—a - + + +
xX—b - - + +
x—c - - - +
(x — a)(x — b) _ + - +
X—2cC
__x=h _
(x —c)(x —a) * * *
. . X2 — kx — 2k? . .
5.31. Halla las soluciones de la inecuacion ————————— = 0 en funcion del parametro k.

(x + K)(x*> — K?)

(x — 2K)(x + K)

=0 lucion (—k, k 2k +
RN ) , de solucion (—k, k) U [ )

Sistemas de inecuaciones con una incognita

5.32. Escribe un sistema de inecuaciones cuya solucién sea el siguiente conjunto de numeros reales.

-5 0 2 4
X+5=0
X< 2
X—4>0
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5.33. Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones con una incégnita.

){2x+3(x—1)<7 ){—3<2x+5
3x+2<x+6 3>2x+5
-2 <o
X+ 3x—1)>x+2 X >1
—3(x — 3) —2x < -3 o <x<4
2x — 3 < x+ 3
VNx<s5 fli-3<sx=<2
x=0 -4 =x=<1

a) 2x+3x - 1) <7 2x + 3x =3 <7 Sx <10 _ Ix<2 = (o, 2)
3X+2<x+6 3X —x<6—2 2x < 4 x <2 '
X <i
)2X—5<2 {4x—x<4 X=73 (5 4)
= = = |- =
2X+3(X71)>X+2 2X+ 3x — 3 >x+ 2 X>£ 4 3
4
12
—3(x = 3) — 2x =< -3 -3x+9 —2x=< -3 —5x < —12 X=—
ol -8 <x+3 X <6 X< 6 x <%
XxX<5 = x<5 = xX<5 = xX<5
x=0 x=0 x=0 x=0

-8 < 2x —4 < x
dig>ox =Ja>x =44

—2s=x<s4
X = -2
f) —3$X$2:>{< = [—2, 1]
X <1
-4 <x=<1
Sistemas de inecuaciones con dos incognitas
X+y=s2
. L . y < —=2x
5.34. Comprueba si el par de valores x = —2, y = 3 es una solucion del sistema: X+ 5
<y
3

AN A

1 2
Sustituyendo x por —2 e y por 3, queda {3 4 , con lo que si es solucion.
1 3

m
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Solucionario

5.35. (TIC) Resuelve graficamente los siguientes sistemas de inecuaciones con dos incognitas.

X+y<6 x=4=0 3x+4y=12 X tys<2 x=2
—-1=<x=<2 x—6<0 x=y—-2
a)i2y<x b) c) d) {—=3x+4y<4e) f) qy=1
=0 O<y<3 3=y X—4=0 x=0 X+y<6
- y<5 y=0
a) Vertices: (0, 0) y (4, 2)
b) Vértices: (=1, 0), (=1, 3), (2, 0) y (2, 3) ]
)}
c) Vértices: (4, 3), (4, 5), (6, 3) y (6, 5) 1
D
_— 4 [
d) Vértices: (4, 0), (4, 4) y <§, 2) ;
)
e) Vértices: (0, 0), (1, 0) y (O, 2)
D

f) Vértices: (2, 1), (5, 1) y (2, 4)
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5.36. (PAU) Considera el siguiente sistema de inecuaciones:

5.37.

5.38.

xX+y=5

x+2ys8}
x—5y=<20

a) Resuélvelo graficamente.

b) Encuentra todas sus soluciones enteras.

25 5 40 8
a) Los vértices son (2, 3), ( ) y ( )

6'6)°\7'7

ERa3a

b) (4, 2), (4, 1), (5, 1), (3, 2) y (2, 3).

X +y=<12
x—2y= -3
(PAU) (TIC) a) Halla los vértices de la region determinada por las siguientes inecuaciones: X _,
2
2x + 3y = 1

b) ¢En qué vértices de esa region la funcion f(x, y) = 3x — 2y alcanza los valores maximo y minimo?
Determina esos valores.

a) A(4, 0), B(3, 3), C(2, —1) y D(—1, 1)
b) f(A) = 12, f(B) = 3, (C) = 8 y f(D) = —5. Por lo que el maximo es A y el minimo es D.

Escribe en cada apartado un sistema de inecuaciones tal que la representacion grafica de su solucion sea
la indicada.

a) El cuarto cuadrante del plano.

b) Un cuadrado de centro el punto (2, 1) y lado 3.

c) La region del primer cuadrante situada por debajo de la bisectriz.

d) Un rectangulo de base 2 y altura 8 simétrico respecto de los ejes de coordenadas.
e) Un paralelogramo centrado en el origen de coordenadas cuyas diagonales miden 4.

x>0
x>0
a){y<o c){y>0
y <X
b) 05 < x<35 d) -1 <x<1
-05<y<25 -4 <y<A4

e) Si un paralelogramo tiene las diagonales iguales, entonces en un rectangulo, y como las diagonales miden
4, los lados seran 2a 'y 2b con (2a)* + (2b)2 = 4% es decir, &® + b* = 4.

—a<x<a
Por tanto, 1 —b < x < b
a’+ b> =4
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5.39. Expresa mediante sistemas de inecuaciones las regiones sombreadas en las siguientes figuras.

a) c) e) Q)
Y Y 14 1%
1 e U
- 1 X 1 X 1 X
1 X
b) d) f) h)
Y Y Y Y
1 o 1
- 1 X 1. X 1 X
O 1 X ]
y$X+2 'yng'i‘g yg__QXJ,_l
1<x=<4 y=x-—2 5 5 5 5
a){zsyss c) y<-—-x+2 e){y=-x-3 9 \x= -2
y=-x—2 <2 _ -3 _4
= ox 3 y=5X" 5
(yT2EN, 3
2 2 —2=x=<2
x=0 —2<x<2 y=-—-x—1 P
= -2 y=x-1 ~
0) 1V =0, R S f) 53 nly<2x+5
y<s —7x+2 V= ysox+ 5 ) 7
2 y=x ys—x+ <
3<y<?2 3 3
\
PROBLEMAS

5.40. Averigua qué numeros naturales verifican que al sumarles los dos siguientes se obtiene un niumero superior
a 75.

X+ x+ 1+ x+ 2>75 entonces 3x + 3 > 75, luego x > 24,

Todos los numeros naturales superiores a 24 verifican la propiedad.

5.41. (Entre qué medidas se debe aumentar el lado de un cuadrado que tiene por area 36 cm? si se quiere que
la nueva superficie esté comprendida entre cuatro y nueve veces la inicial?

El lado del cuadrado inicial mide: | = \/36 = 6 cm.
Sea x la medida que se anade al lado del cuadrado, entonces:
4-36<s6+x<9 -36=2144<06B+x<324=212<6+x<=18=>6=<x=< 12

Debe afiadirse entre 6 y 12 cm.

5.42. Se consideran los rectangulos cuya base mide el doble que la altura. ¢{Cuales verifican que su area esta
comprendida entre 8 y 72 cm??

Supongamos que las medidas son 2x de base y x de altura.
Eldareasera: S=2x - x=2x)=28< 2’ <72 =24 <x*<36=22<x<6

La medida de la altura ha de ser un numero comprendido entre 2 y 6 cm.

m
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5.43.

5.44.

5.45.

5.46.

547.

5.48.

La nota de una asignatura es la media aritmética de las calificaciones de tres examenes. Si un alumno ha
obtenido un 6 en el primer examen y un 3 en el segundo, {cudl es la nota minima que debe obtener en el
tercer examen para aprobar la asignatura?

X+3+6

Sea x la nota del tercer examen. Debe ocurrir que 3

= b, cuya solucion es x = 6.

Se quiere construir una plaza circular cuya superficie debe estar comprendida entre 5000 y 6000 m>
¢Entre qué dos valores se encuentra el radio de la plaza? ¢Y su perimetro?

Sea x el radio de la plaza. Debe ocurrir que 5000 < mx? < 6000 = 1591,55 < x*> < 1909,86 = 39,89 < x < 43,7
metros, y su perimetro estara, por tanto, entre 250,51 < 2mx < 274,58 metros.

Un terreno rectangular mide el doble de largo que de ancho y esta dividido en cuatro parcelas con las
siguientes caracteristicas:

e Sus dimensiones son numeros enteros.

e La mas grande tiene un area de 450 m?%

e La mas pequefa tiene un area comprendida entre 30 y 40 m?2
* Las otras dos parcelas tienen la misma superficie.

¢Cual es el area total del terreno?

. . N . . 30 < x < 40

Sea x el area de la parcela méas pequena e y el area de una de las parcelas medianas. Tenemos que
x <y < 450
y que 450 + 2y + x es el doble de un cuadrado perfecto 2k? por lo que x debe ser par, x = 2x’, y queda

15 < x' < 20

’r 2
225 + y+ X' =K ,con{QX,<y<450
Entonces, 225 + 30 + 15 < k? < 225 + 450 + 20 = 270 < k? < 695 = 17 < Kk < 26.

Por tanto, el area total 2k? puede ser 578, 648, 722, 800, 882, 968, 1058, 1152, 1250, 1352 mZ

Un montafiero puede caminar a una velocidad comprendida entre 4 y 6 km/h dependiendo de la mayor o
menor dificultad del terreno. Averigua entre qué valores oscila el tiempo que tardara en recorrer una senda
de 25 km.

25 25
e 25 4<—=t<—=2625=06h15min
4=v=6=4=—<=6=4<"<6= - t 245
—s6=>t>—6 =4h 10 min

Debera caminar entre 4 h 10 min'y 6 h 15 min.

En un territorio, el crecimiento de la poblacion se ajusta a un modelo exponencial:

r t
P,=P(1+——]|.
! ( 100)
Si actualmente la poblacion es de 25000 personas, écudl debe ser la tasa minima de crecimiento para que
en cinco afos pase a ser de 30000?

5
P,= 25000, y queremos que ocurra que 30000 < 25000 (1 + ﬁ) =r =371

Al comprar 8 boligrafos se pagd con un billete de 5 euros, pero no se recuerda a cuanto ascendia la
vuelta. Otro cliente fue a comprar 12 boligrafos de la misma clase, pero tuvo que volver a casa, ya que los
6 euros y 50 céntimos que llevaba para pagar no eran suficientes. {Qué se puede decir del precio de un
boligrafo?

12x > 600 X > 54,16

Precio de cada boligrafo = x céntimos de euro. Entonces: {SX < 500 {X < 625

Por tanto, el precio de cada boligrafo esta entre 55 y 62 céntimos de euro.

m
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5.49.

5.50.

5.51.

5.52.

5.58.

Una empresa de alquiler de coches ofrece dos posibles modelos de contrato. El modelo A consiste en
pagar una cantidad fija de 50 euros ademas de 8 céntimos de euro por cada kilometro recorrido. El
modelo B consiste en pagar 80 euros sin limitacién de kilometraje.

¢A partir de cuantos kilémetros interesa el alquiler segun el modelo B?

X = numero de km a recorrer. 50 + 0,08x > 80 = x > % = 375 = A partir de 375 km.

La funcion de demanda, x,, correspondiente al mercado de alquiler de ciertas herramientas de bricolaje es

para un precio, p,, comprendido entre 15 y 19 euros:

Xp = —ipf - %px + 123

Calcula los precios para los que la demanda es inferior a 6 unidades.

65
Xo < 6= —3p ~ 119p, ~ 1170 > 0= 18 < p, < —

Como ademaés 15 < p, < 19, entonces para 18 < p, < 19, la demanda es inferior a 6 unidades.

El nivel de alcohol, N, en sangre de una persona que ha bebido hace 30 minutos tres cuartos de litro de

. . 400
cerveza en funcion de su peso, x, en kilogramos es: N = —

La ley de trafico establece fuertes multas para aquellas personas que conduzcan con un nivel superior a 0,5.
Indica qué personas podrian conducir a los 30 minutos de haber bebido tres cuartos de litro de cerveza.

400 400
N = = < 05 = 400 < 35x = x > 35 = 114,3. Las que superen los 114,3 kg de peso.

Una empresa precisa repartidores de pizzas y ofrece las siguientes opciones de contrato:

e Se cobrara una cantidad mensual fija de 350 euros mas 3 euros por cada pizza repartida.
¢ Sueldo fijo de 600 euros, independiente del nimero de pizzas repartidas.
Calcula el numero minimo de pizzas que se han de repartir para que convenga escoger la primera opcion.

Sea x = numero de pizzas. Entonces: 350 + 3x > 600 = x > 83,3. A partir de 84 pizzas.

Se quieren confeccionar camisetas deportivas de dos calidades, que se diferencian en la proporcion de
algoddn y de fibra sintética que se utiliza.

La tabla siguiente da la composicion de cada tipo de camiseta:

Unidades de algodon Unidades de fibra sintética

Calidad extra

Calidad media

Para confeccionar todas las camisetas se dispone de un total de 260 unidades de algodon y de 190 unidades
de fibra sintética.

a) Determina, de forma gréfica, las diferentes posibilidades que hay de producir las camisetas.

b) ¢Es posible confeccionar 50 camisetas de calidad extra y 40 de calidad media?

a) x = camisetas tipo A, y = camisetas tipo B

{4x + 2y < 260

Vértices A(0; 63,3), B(40, 50) y C(65, 0)
b) No es posible.
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5.54.

5.55.

5.56.

Un alimento tiene las siguientes caracteristicas en su composicion:

e Tiene el triple de masa de grasa que de hidratos de carbono.

e La masa de las proteinas es 16 veces la masa de los hidratos de carbono.

e En 100 g del alimento hay entre 20 y 30 g de hidratos de carbono, proteinas y grasas en total.
a) Determina las diferentes posibilidades de la composicion de 100 g de ese alimento.

b) ¢Puede ocurrir que haya 0,5 g de hidratos de carbono, 8 g de proteinas y 1,5 g de grasas?

c) ¢Puede ocurrir que haya 1,25 g de hidratos de carbono, 20 g de proteinas y 3,75 g de grasas?

a) En 100 gramos de alimento: x g de hidratos de carbono, 3x g de grasa y 16x g de proteinas.
Portanto: 20 = x + 3x + 16x <30 => 20 < 20x <30 =1 =<=x=<15
Entre 1 y 1,5 g de hidratos de carbono, entre 3 y 4,5 g de grasa y entre 16 y 24 g de proteinas.
b) No es posible, ya que no se verifican todas las condiciones.

c) Si es posible.

El tratamiento de una enfermedad requiere la administracion de dos sustancias curativas, C y D. Cada
semana es preciso consumir por lo menos 30 mg de C y 42 mg de D. Estas sustancias estan incluidas en
dos tipos de comprimidos diferentes, G y P, de la forma siguiente:

e En un comprimido G hay 3 mg de Cy 5 mg de D.
e En un comprimido P hay 1 mg de Cy 1 de D.
a) Representa graficamente las posibles formas en que pueden administrarse al paciente las dosis necesarias.
b) Indica si las condiciones se verifican al tomar:
¢ 1 comprimido G cada dia de la semana
e 1 comprimido P de lunes a viernes
e 2 comprimidos P los sabados y domingos

Y
a) x = comprimidos G, y = comprimidos P !
3x + y = 30
BX + y = 42
x=0y=0
Vértices A(0, 42), B(6, 12) y C(10, 0) 41,
01410 X

b) 7 comprimidos G y 9P si las verifican.

En unos almacenes de ropa deportiva cuentan con 200 balones y 300 camisetas. Tras un estudio de
mercado deciden poner las existencias a la venta en dos tipos de lotes.

El numero total de lotes no debe superar los 110 y, en particular, el nUumero maximo de lotes del primer tipo
no debe superar los 60.

a) Representa las posibles formas de elaborar los lotes.

b) Indica si cada una de las siguientes posibilidades verifica las condiciones:
® 40 del primer tipo y 80 del segundo.
* 40 del primer tipo y 70 del segundo.
e 70 del primer tipo y ninguno del segundo.

Y i

a) x = lotes tipo 1, y = lotes tipo 2 :
X + 2y < 200 A B

3x + 2y < 300 5
X+ y=<110 :
60=x=0y=0 |
107, E

Vértices A0, 100), B(20, 90), C(60, 50) y D(60, 0) 0ho DTN X

b) No, si y no, respectivamente.

m
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5.57.

5.58.

5.50.

PROFUNDIZACION

Utilizando el desarrollo del cuadrado de una diferencia, demuestra que la media aritmética de dos numeros
reales positivos es superior o igual a su media geométrica.

Aplicando el desarrollo del cuadrado de una diferencia:
(Va-Vbf=0=Va+ VB2 - 2/avb =0
Simplificando y despejando en la Ultima expresion:

a+b—-—2Va-b=0=a+b=2 ab:>aJ2rb>\/ab

Sea a un numero positivo y diferente de la unidad, demuestra que la suma de a con su inverso es superior
a 2. Utiliza el desarrollo del cuadrado de la diferencia entre la raiz cuadrada de un numero y su inversa

Sea a cualquier numero estrictamente positivo y diferente de la unidad.

El cuadrado de \/5 - es estrictamente positivo:
a

(\[—¢>2=(\/5)2+<¢>2_2\/5'¢28+%_2>02>a+%>2

La figura muestra la solucion del sistema de inecuaciones:

Y
ax + by <c A
dx +ey<f
y=20 B
Osx=<g
Encuentra valores posibles para a, b, ¢, d, e, fy g.
1 C
La ecuacion de la recta que pasa por A0, 4) y B(2, 3) es: o 1 D X
4b = ¢
+ = = + =
ax + by C:>{2a+3b:c = 4b =2a+ 3b=b = 2a

La ecuacion de la recta que pasa por B(2, 3) y C(3, 1) es:

_ 2d + 3e = f _ _
df+ey—fz{3d+e:f =2d +3e=3d+e=d=2e

COD=x=3=9g=3

Por tanto,

Q Q0 O T
Il

2a
8a
2e , con ay e valores cualesquiera.
7e
3

Algunos posibles valores son:a =1, b=2,c=8d=2,e=1,f=7yg= 3.

) . X +
El sistema quedaria: =0
< X
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5.60. Escribe todas las posibles soluciones de los siguientes sistemas de inecuaciones lineales siendo los valores
de las incoégnitas obligatoriamente numeros enteros.

X —2y= -4 X — 2y = —6
x + 3y = 11 b 3 +2y<6
) xX<5 ) x+2=0
x=0y=0 y=0
a) Posibles soluciones: (0, 0), (1, 0), (2, 0), (3, 0), (4, 0), (5, 0), r
(0, 1), (1, 1), (2, 1), (3, 1), (4, 1), (5, 1), (0, 2), (1, 2), (2, 2), g
(3, 2), (4, 2), (5, 2), (2, 3) A c
1
0} ¢ D X
b) Posibles soluciones: (—2, 0), (=1, 0), (0, 0), (1, 0), (2, 0), 2
(=2, 1), (=1, 1), (0, 1), (1, 1), (=2, 2), (=1, 2), (0, 2), (0, 3) o
B
1.
A0l 4D X

5.61. La distancia en la recta real entre los puntos que representan a los nUmeros a y b se puede calcular
mediante la expresion d(a, b) = |a — b]|.

' la - bl

\4

a) Calcula la distancia entre los numeros reales —2 y —6.
b) Calcula el conjunto de nimeros reales x que verifican que |x — 2| < 4.

c) Calcula el conjunto de numeros reales x que verifican que |x + 2| = 4.

a)d(—-2, —6)=|-2—-(-6)|=|-2+6]|=4
b) Son los numeros reales x tales que su distancia a 2 sea menor que 4; por tanto, el conjunto buscado es
el (=2, 6).

c) Son los numeros reales x tales que su distancia a —2 sea mayor que 4; por tanto, el conjunto buscado es
el (=, —6) U (2, +x).

5.62. Calcula el conjunto de numeros reales tales que: |x — 2| < |x — 6]. Para ello:

a) Halla el punto que equidista de 2 y de 6.
b) Razona cudles son los puntos que estan mas cerca de 2 que de 6.

a) El punto x = 4 equidista de 2 y de 6.
b) La inecuacion expresa el conjunto de numeros reales que estan mas cerca de 2 que de 6. Por tanto, seran los
mas pequefios que 4: (—w, 4].

Y

5.63. Escribe un sistema de inecuaciones que caracterice la region de
interseccion de las circunferencias de la figura.

N

(x — 5) + y? < 25
¥ + y? < 25 Iy
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6.1

6.Il.

6.11.

6.IV.

6.1.

ACTIVIDADES INICIALES

Representa la recta de ecuacion y = —2x + 7 y determina si los siguientes puntos pertenecen o no a ella.
a) A3, 1) b) B(—2, 11) c) C(0, —2) d) D(4, —1)
a) Si X
b) Si
c) No
d) Si 1
0] 1 X

Estudia si los siguientes puntos pertenecen o no a la parabola de ecuacion y = x> — 3x + 5 y represéntala.

a) A(3, 5) b) B(—2, 15) c) C(0, —2) d) D(4, —1)
a) Si Y
b) Si
c) No
d) No
N
i T
CHHHHHA

Halla las expresiones de las funciones representadas en las siguientes graficas.

a) Y b) Y
X o] 1 X
/ \

a)y=—-2x+ 1 b)y:—%x2+2

Resuelve las siguientes inecuaciones y da el resultado como unién de intervalos.

X -2

a)2x — 4 >5x + 3
x +1

b) *(x + 1) = 2x

c) =0 d) ¥+ 3 = 2x

b) [—2, 0] U [1, +) c) (=, —1) U [2, +») d R

EJERCICIOS PROPUESTOS

Obtén el dominio de las funciones:
X =1 Vx + 2 xX— 2 , V1 — 3x
a) f(x) = 3 b) g(x) = e c) h(x) = R — d) i(x) = —
a) D(f) = R b) D(g) = [-2. +%) ) D) =R — (=3, 1)  d) D(i) = (—w, %] -0

ﬂ E Solucionario
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6.2. Dibuja una posible grafica para la funcién y = f(x) con las siguientes restricciones en su dominio y recorrido.

a) D(f) = [0, 1] U [5, 7] y R(f) = [0, 2]
b) D(f) = R — {—=2, 2} y R(f) = R

a) Y b)

e

=3

6.3. Obtén el dominio y el recorrido de estas funciones:

a) Y b) Y

a) D() =R y R(f) = [-3, +=) b) D(g) =R y R(g) = [1, 3]

6.4. Dadas las siguientes funciones: f(x) = i I ; glx) = 2x2+—\{1)—(’ h(x) = Vx — 1

Calcula el domino y la expresion de las funciones:

o
-

a)f+g

()
-

b)g — h

—h
=

c)(f+h)-g

Q> Q@ =|=

D() = R = {~3), Dlg) = [0, 2) U (2, +=) y D(h) = [1, +=)
a) D + ) = [0,2) U (2, +2) y ( + 9)) = 21 + QXJ_\{X

9 Dlg = 1) = [1,2) U (2, +) y (g — i) = 22— \y =
D+ 1) @) = [1.2) U@+ y (( + ) - ) = (S + VX 1) 2 + Vx

d) Como f(1) = 0, D(lf> =R - {-3 1}y (lf)(X) = if ?

>(X) 2+ Vx
( — 4\/x — 1

e) Como h(1) = 0.0(&) = (1.2) U (2, +) y (£

X — 4)\Vx — 1

f) Como g(x) # O en todo su dominio, D(%) =[1,2) U (2 +x)y <§>(X) _ 2+ i

Solucionarioi | 5
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6.5. Dadas las funciones f(x) = x — 1y g(x) = X - 1, éa cual de las siguientes funciones corresponde la grafica

de la ilustracion?

y a)ys=f+g
b)p=»f-g
1
/. ) q =+
1 X ) q g
dd=f-g
a) s(x) = x — 1 -i—Xi1 =x—1-i—1—l=x—l
X X
o x—1  (x—-1)
b) px) = (x — 1) - = = ¥
o) ql) = X=1 = x
X — 1
X
X — 1 1
d)dx) =x—1 - =x—-1-1+—-=x-2+—
X X
A la ¢, puesto que es la recta y = x.

6.6. Dadas las siguientes funciones:
f(x)=i;1;g(x)=x—4;t(x)=\/x—3;k(x)=x2+1
Determina el dominio y la expresion de las funciones:
a)feg dygeot
b)geof e) kot
c)teg f) fok

D(f) = R = {=2}, D(g) = R, D(t) = [3, +=) y D(k) = R

a) Como g(2) = =2, D(feg) = R — {2}y (fe g)(x) = f(x — 4) = §:2

D) Dlg= 0 = R~ (-2)y (9000 = o35 5) = ~ %)

c)Comogx) =x —4=3six=7D(tog) =[7, +)y(teg)x) = V(x —4) —3=Vx—-7
d)D(get) =[3 +=)y(get)x) = Vx -3 -4
e)Dkot) =[3 +0)y (ke )(X) = (Vx =3 + 1 =x—2

2 _ 2
f) Como k(x) = x¥* + 1, nunca vale —2, D(fe k) = Ry (fo K)(x) = (€ + 1) - 1 X

K+ 1)+ 2 ¥+ 3

6.7. Dadas las funciones f(x) = 2x> — 3x + 5y g(x) = x + h, donde h es cualquier nimero real, calcula f - g.
é¢Para qué valores de h tiene la funcion g compuesta con f una raiz en x = 0?

(feg)x) =f(x+ h) =2(x+ h?—3x+h) +5=2x+ 4xh + 2h* — 3x — 3h + 5

(fo 9)(0) = 2h* — 3h + 5. Para ningun valor de h.

6 | ﬂ] Solucionario
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6.8. (TIC) Halla la inversa de f(x) = 2x;— 1 y dibuja su gréafica y la de f.
= 2+ 1 ontonces x = Y1
y 3 2
Asi pues, f'(x) = 3X2_ L

6.9. (TIC) La funcién f(x) = x* + x + 1 admite inversa f~'. Utiliza la calculadora para aproximar f~'(10).

Buscamos un valor de x para el que f(x) = x¥* — x + 1 = 10.

X 1 2 1,4 1,6 15
X-x+1 3 35 7,778 | 13,086 | 10,094

f1(10) =~ 1,5

6.10. Obtén la expresion y el dominio de la funcién inversa de f(x) = \/2x — 3.
¢Cuanto vale f~'(3)? ¢Existe f~'(—3)?

Como R(f) = [0, +=), D(f"") = [0, +=)

y=\/2x73—>y2=2x73—>x=VZ;FS.Asipues,f“(x)= 5 conx =0

f(3) = 6y f'(—3) no existe.

6.11. Dadas las graficas de las funciones de la derecha, indica:

a) Si son continuas o, en caso contrario, en qué puntos presentan discontinuidades.
b) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y si tienen maximos y minimos relativos.
c) La tendencia en +% y en —x,

) [y M) Y
|
/ ~
/ 1 \ 1
ON\1 X o 1 X
[]] \ \
[ ]| |
a) Continua en R — {—1, 1}. a) Continua en R — {0}.
b) Crece en (—c, —1) U (-1, 0). b) Crece en (1, g)
Decrece en (0, 1) U (1, +). Decrece en (=, 0) U (0, 1) U (% +oo>.
Maximo en (0, 0). Maximos en (0, 1) y (% 2).
No tiene minimos. Minimos en (1, 0).
c) Iirpx flx) = 1, lim f(x) = 1. c) Iirpx f(x) = —oo, lim f(x) = +co,

Solucionario E W
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x six< -1
6.12. Dada la funcion: g(x) = {x* si —1 < x <1
x si x>1
a) Represéntala graficamente.

b) Calcula g(-2), g(—1), g(0), g(1), 9(2).
c) Estudia su continuidad.

a) Y, b) 9(=2) = =2, g(=1) = 1, 9(0) = 0, g(1) = 1, g(2)
c) La funcion es continua en R — {—1}.

(5

— x<20
6.13. Dada la funcion: f(x) = )’(‘ o
Pa— x>0

a) Calcula si es posible f(—2), f(—1), f(0), f(1) y f(2).
b) ¢Cuél es el dominio de f?
c) ¢Es f continua en x = 0? ¢Y en x = 17

a) f(—2) = —%, f(=1) = —1, f(0) = —1, f(1) no existe y f(2) = 3.

b) D(f) = R — {1}

c) fes continua en x = 0y f(O) = —1, pero no lo es en x = 1.

6.14. A partir de la grafica de f esboza las graficas de las y
siguientes funciones. I
a) gix) = f(x) + 4 h(x) = f(x) — 1 /l f
b) g(x) = f(x + 4) h(x) = f(x — 1) [t

1 [10] 1 X
c) g(x) = 3f(x) h(x) = Ef(X) [
X
9) o) = f(3x) ) = (4] |
a) % c) %
\l {/]
NESEEREN/A N/ INEEEEEE 1\ [
[ ¢ |
[0)A] X
0 X =
1
i
b) Y[ ] d) Y ]
f/h
/
N 1/
T T T 11 T T 1T 1 1 11 T T T T T 1 g T T 1
1 0 X o[ 7 X
£ I 4
|
I 11l

ﬂ E Solucionario
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EJERCICIOS
Concepto de funcion. Dominio y recorrido

6.15. Obtén el dominio de las siguientes funciones.

A 100 = 5t D ) = s
b) f(x) = ’)(: * 1‘ e) f(x) = %
a) D(f) = R d) D(f) = R — {=3, 1}
b) D(f) = R — {1} e)D(f) =R - {-2, 2}
o) D(f):R—{%} ) DM =R - {2)

6.16. Halla el dominio de las siguientes funciones.

a) f(x) = V(x — 1)(2x + 3) d) f(x) = log (5 — x)

b) f(x) = 1 + 2 X e) f(x) = In (¢ + 2)

o) fin) = |8 = f);“ 2 f) fx) = In (¢ — 1)

3 D) = (= ~3) U [1, + 4) Dif) = (~=, 5)

b) D(f) = (—o0, 3] U (5, +0) e) D(f) = R

c) D(fy = R — {5} f) D(f) = (=, =1) U (1, +)

6.17. Dadas las siguientes graficas de funciones, indica su dominio y su recorrido.

a) 1% c) Y
/’1 ™ 1 —
/ \ Q1 X
-1 0 1 X
b) v \ d) | 1y
\ |
, \
€L ] \ ——
— ol 1 X ol 1 X
\ —
\
|

a) D(f) = [—1, 1]; R(f) = [0, 1] c) D(f) = R; R(f) = [-1,0) U (1, 2)
b) D(f) = (=%, —1) U (2, +=); R(f) = R — {0} d) D(f) = R; R(f) = [-2, +x)

Solucionarios | 9
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Operaciones con funciones

6.18. Dadas las funciones f(x) = x> — x — 2, g(x) = \/2x — 4, h(x) =
funciones y determina sus dominios.

) (1 — (0 ) (f - )
o
o) (£) 9 (%)

d) (h - )(x) h) (9 - 9)(x)

t(x) = 1 — x* calcula las siguientes

b) (h + t)(x) f)

~ | =

~«I:‘

D(f) = R, D(g) = [2, +=), D(h) = R — {—=2, 2} y D() = R

a) D(f —t) =R (f—tx) =2¢ —-—x—3
b) D(h + ) = R — {~2, 2) (h+ g0 = X522 =3

¢) Como h nunca se anula, D(%) =R - {-2 2} (—f)(x) = —x—2) — 4)

h
_ 1 =X
d)Dh-t) =R - {-2, 2} (h- ) = —
&) D ) =R~ (~2,2) (- ) = S22
f f X =x—-2
0 off) R = =10 (o - 5252
h h 1
DG)‘R‘ A (3o = w2
h) D(g - g) = [2, +) (99 = (Vox — 4y

6.19. Dadas las funciones logaritmicas:
f(x) = log (x — 1), g(x) = log (x* + 1) y h(x) = log (x* — 1)
a) Calcula sus dominios.
b) Utilizando el resultado del apartado anterior, calcula el dominio de las siguientes funciones:
F(x) = (f + g)(x) G(x) = (f — h)(x) H(x) = (f + g — h)(x)

c) Utiliza las propiedades de logaritmos para dar una expresion reducida de las funciones anteriores.
a) D(f) = (1, +=), D(g) = Ry D(h) = (==, =1) U (1, +=)

b) D(F) = (1, +%), D(G) = (1, +%) y D(H) = (1, +=)
c) Fix) = (f+ g)(x) =log (x — 1) +log (¥* + 1) =log (x — 1) + 1) =log (X* — x¥* + x — 1)

GXx) = (f=h)(x) =log (x = 1) — log (x* — 1) = log ()):2__11>=|og (Xl 1)= —log (x + 1) (con x > 1)
H(x) = (f + g — h)(x) = log (%W) = log (f::) (con x > 1)

10 I“ Solucionario
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Composicion de funciones

1

6.20. Considera las funciones f(x) = 1 — x% g(x) = V4 — 2x y h(x) = pop—

halla sus dominios.
a) (f > f)(x)
b) (h > g)(x)
c) (g ° fx)

Comencemos calculando los dominios de las funciones dadas:
D(f) = R, D(g) = (==, 2]y D(h) = R = {2, 2}
a) D(fef) = R
(fex) =1 =1 = Xx) = =x" + 2%
b) D(h ° g) = (==, 0) U (0, 2)
(ho o)) = —o
c)D(gef) =R

(g =N = Vax +2

Calcula las funciones siguientes y

6.21. Un fabricante estima que el nimero de unidades producidas a lo largo de una jornada es q(t) = 30t,
donde t se mide en horas. Ademas, el coste de produccion de g unidades viene dado por la funcion
C(q) = ¢* + g + 500 euros.

a) ¢Cuantas unidades de producto se han producido tras 2 horas de trabajo y cual es el coste de pro-
duccién?

b) Expresa el coste de produccién en funcién del tiempo.

c¢) ¢Cuando el coste de produccion es de 1430 euros? ¢Cudl es el coste de produccién de una jornada de
8 horas?

a) q(2) = 60y C(60) = 4160
Por tanto, se producen 60 unidades y el coste es de 4160 euros.
b) C(t) = (30t)*> + 30t + 500 = 900# + 30t + 500

c) 900 + 30t + 500 = 1430 sit = 1
El coste es de 1430 euros al cabo de una hora.
C(8) = 900 - 8 + 30 - 8 + 500 = 58 340.
El coste de produccion de 8 horas es de 58 340 euros.

Funcion inversa

6.22. Dada f(x) = 2x — 1, calcula f~'(x). Calcula (f o f™")(x) y (f"'  f)(x) y analiza los resultados.

Despejando: y = 2x — 1 — x = y; 1; por tanto, f'(x) = X ; 1.
(fo F)x) = 2()‘; 1) 1 =x
(e = B =Ty

Componiendo f con f'y f' con f se obtiene la funcion identidad i(x) = x, por lo que, efectivamente, la funcion
f~" obtenida es la funcion inversa de f.

Solucionario I“ 1
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6.23. Calcula, cuando sea posible, las funciones inversas y los dominios de:

2x — 3
a) f(X) = SXT C) g(x) = X =1
b) h(x) = log x d) tx) = ——
X+ 2
1
000 - - -]
Despejando: y = :23§ ; ? - X = 2y:L I?y’ por lo que f'(x) = QXj(?x

b) D(h) = (0, +)
Despejando: y = log x — x = €, por lo que h™'(x) = e~
c) D(g) = [-1, 1]
Despejando: y = V¥ — 1 — x = V)2 + 1, por lo que g~'(x) = V% + 1.

d) D(t) = R — {—2}

Despejando: y = L x=1 _y32y3, por lo que t1(x) = 2% _XSQXS.
Vx + 2
- X+ 2 . . 3
6.24. Calcula el valor de la funcién f(x) = para x = 1y para x = —2. (Tiene f inversa? Justifica tu res-

puesta.

3
=2 g

1
(=2r+2

f(—2) = -3

-2
Asi pues, la funcion no tiene inversa, pues la grafica de f corta a la recta horizontal y = 3 mas de una vez.

Si existiera f~', se tendria, por un lado, que f'(3) = 1, y por otro, que f'(3) = —2, lo cual es, evidentemente,
imposible.

6.25. Dibuja la grafica de la funcion inversa de las funciones:

o 1 X
/
Il J 1/
| ol 1 X
Y|
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Propiedades globales de las funciones

6.26. Estudia la continuidad de las siguientes funciones. Da sus intervalos de crecimiento y decrecimiento, y las
coordenadas de sus maximos y minimos relativos. Estudia su tendencia diciendo cual es el comportamiento
de la funcién cuando x tiende a mas infinito y a menos infinito.

a) Y c) Y
ST !
, ARk
/ £
T o 1 X Ji o 1 X
/
b) y d) Y
N
. /Y
L R
O\1 // o1 _—X
/

a) Continua en R — {1}.

1

Crece en (—2, ) U (1, +«). Decrece en (=, —2) U (5’ 1).

1

2
. 1 5 .

Maximo en > %) Minimo en (=2, —2).

lim f(x) = +co. lim f(x) = 0.

X+ X——0

b) Continua en R — {0, 3}.
Crece en (—«, —2) U (0, 3). Decrece en (=2, 0) U (3, +x).
Maximos en (—2; 3,2), (3, 4). Minimos no tiene.

lim f(x) = 3. Iirpx f(x) = —co,

X+

¢) Continua en R.
Crece en (—«, —1) U (1, +o). Decrece en (—1, 1).
Méaximo en (—1, 1). Minimos en (1, —1).

lim f(x) = 0. Xlirpm f(x) = 0.

x>+

d) Continua en R — {0}.

Crece en (—00, —%) U (0, +). Decrece en <—% O).
Maximo en (—% 3). Minimos en (0, —3).

lim f(x) = 0. lim f(x) = —oo.

X—>+% X

Solucionario TTI 13
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6.27*.(TIC) Con la ayuda de la calculadora, completa las siguientes tablas de valores y representa los puntos en
unos ejes de coordenadas. Traza una curva suave que una los puntos para obtener una grafica aproximada
de las funciones.

Estudia el dominio y el recorrido, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, y la tendencia de las fun-
ciones obtenidas.

Y
| L
o X
VY
\
\
X
Y
1
X
1

X 0,001 0,1 10 100 1000 10000
y = log x -3 -1 1 2 3 4

D(f) = (0, +); R(f) = R

Crece en todo su dominio.

lim f(x) = +o

X+
-3 -2 -1 0 1 2 10 100
8 4 2 1 0,5 0,24 | 0,0009 | 8-107%

D(f) = R; R(f) = (0, +=)

Decrece en todo su dominio.

lim f(x) = 0; lim f(x) = +o

X—>+%e X—>—x
-10 -2 -1 0 1 2 10 100
1.1 1,5 2 o0 0 0,5 0,9 0,99

D(f) = R — {0} R(f) = R
Crece en todo su dominio.
lim f(x) = 1; Iirp f(x) = 1

Funciones definidas a trozos

6.28. El franqueo de las cartas varia segun su peso, como se indica en la tabla siguiente.

<20g

<50g¢g

<100g <200g <3509

<1000 g

<2000 g

0,34 €

038 €

0,54 € 084 € 1,50 €

295 €

3,60 €

a) ¢Cuanto costaria franquear una carta de 145 g?

b) Representa la grafica de la funcion que nos indica el precio del franqueo segun el peso de la carta. Eli-
ge adecuadamente la escala de los ejes para que toda la informacién se plasme razonablemente.

c) ¢Es continua dicha funcién? ¢Como se llama a este tipo de funciones?

)

|

a) 0,84 €
b) €
1

—o

1]
0

c) No es continua. Es una funcion definida a trozos o escalonada.

100 200 300 400

1000 1100 2000 £

ﬂ E Solucionario
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2x + 3 x <A1
6.29. (TIC) Representa la grafica de la funcién f(x) = 1 X* +2x + 2 1 <x <2
-3 x> 2
Y[ ]
/
/
5 X

6.30. Encuentra las expresiones analiticas de las funciones cuyas graficas son las siguientes.

Y Y
/]
1 X 1
o) 1 X
( 3
3 X$—§
2x + 2 x<O0 —2x _§<X<O
y = x 0=x=2 J = 2
2 2<x=<3 o 0<x<L
-Xx+4 x>3 2
1
1 X>§
\

Traslaciones y dilataciones

6.31. (TIC) A partir de la grafica de f(x) = x* dibuja, utilizando traslaciones y dilataciones, las graficas de las si-

guientes funciones.

a)akx) =x*— 4
b) b(x) = x* + 2x

c) c(x) = 4x*

d)d(x) = 3x* + 6x — 4

e)ex) =x*—4x+ 4= (x —2)7?
f) fx) =x¥ +2x—-3=(x+1)?2-4

\ Y \ [y Y
a) C) \ \ / e) \ \ i |
7 | Ja c \ \ If /
A\ / \ /
EREE N
\ /
\ 9. / 1
N\ / N\ /
| 0 X 0
b) ‘\ Y] ,’ d) Y| f)
\ |
\ / f‘ \
\ bf 1/ \ A / \ \11 /
\ / 5 o
[0) X y
1
N\ / I X I
N\ 4
\_/
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PROBLEMAS

6.32. Esteban tiene dos teléfonos, uno fijo y uno moévil. Las curvas de la figura representan el gasto mensual en

euros de cada uno de los dos teléfonos.

a) Explica en qué meses es mas elevado el gasto en el teléfono mévil que en el fijo. (Por qué es asi?
b) Dibuja la grafica del gasto total mensual en teléfono de Esteban.

100 - Fijo
@ 80 -
S 60- ===
@ Movil
G 40-
20 -

EFMAMJ J A S ON D
Mes

a) El gasto de mdvil es mas elevado entre junio y septiembre. Es posible que en los meses de verano Esteban
esté menos tiempo en casa o haga algun viaje.

b) Como las dos gréficas son simétricas respecto a la recta y = 75, al sumar ambas funciones se obtendra la
funciéon constante y = 150, ya que si el gasto en movil en determinado momento x es m(x) y en fijo es f(x),
gue sean simétricas respecto a y = 75 significa que f(x) — 75 = 75 — m(x), por lo que m(x) + f(x) = 75 +
+ 75 = 150.

Fijo

Movil

EFMAMIJ J ASOND
Mes

6.33. Una empresa produce ratones inalambricos para ordenadores portatiles. Atendiendo a los gastos de puesta

en marcha de la maquinaria, al salario de sus trabajadores y a otros factores, se ha llegado a la conclusién
de que producir p ratones tiene un coste total, en euros, de C(p) = 10p + 100 000.

a) Encuentra la expresion de la funcion C,, que nos da el precio unitario medio de un raton al fabricar p uni-
dades.

b) Calcula C,(10) y C,(1000). (A qué es debido que haya tanta diferencia entre un coste y otro?

a) El coste unitario medio es el coste total entre el nimero de ratones fabricados.

C 10p + 100000
Culp) = <Ak - 100 21

b) C,(10) = 10 010 € y C,(1000) = 110 €
El gasto mayor es debido a la puesta en funcionamiento de la maquinaria. Si se fabrican pocas unidades, el

gasto de la puesta en funcionamiento se reparte entre pocos ratones, y a medida que se producen mas uni-
dades, dicho gasto se va repartiendo entre los ratones fabricados, lo cual abarata el coste unitario.

16 I“ Solucionario
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6.34. La grafica representa la temperatura en el exterior de una nave industrial a lo largo de un dia. Se ha observado

que, debido al aislamiento, las temperaturas exteriores se suavizan en un 25% y las variaciones de la

temperatura en el exterior son percibidas en el interior una hora después. Representa la grafica de las
temperaturas en el interior de la nave.

Temperatura (°C)

1 I 1
0 3 6 9 12 15 18 21 23
t(horas)

Que las temperaturas se suavicen un 25% significa que la curva se contrae verticalmente al 75%, es decir, que
para una misma abscisa, la ordenada es el 75% de la ordenada de la temperatura exterior.

Que las temperaturas se perciban una hora después significa que la grafica se desplaza una unidad a la dere-
cha, es decir, que la misma ordenada (temperatura) tiene la abscisa incrementada en una unidad.

La gréfica, por tanto, es la siguiente.

§19
73’15
3 11
©
5 7
g 3
-1 //

0O 3 6 9 12 15 18 21 24
t (horas)
6.35. Se ha hecho un estudio de mercado en el que las curvas de oferta y Y

demanda de un determinado producto vienen dadas por las funciones
de la ilustracion.

a) Identifica cual corresponde a la funcién de la oferta y cuél a la de la
demanda.

b) Si el punto de corte de ambas curvas es el punto de equilibrio al que
se aproxima el mercado, hallalo.

[N

a) La funcién de la oferta siempre es creciente, y la de la demanda, decreciente, por lo que la recta de pendiente
positiva se corresponde con la funcion de la oferta, y la de pendiente negativa, con la de la demanda.
b) (4, 8)

Solucionario ﬂ] 17
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6.36. Las funciones de oferta y demanda de un tipo de ordenador portatil vienen dadas, respectivamente, por
g(p) = 0,50p — 30y q'(p) = 600 — 0,25p ; p en euros.

a) ¢Cudles son las cantidades ofertadas y demandadas si el precio es de 500, 700 6 900 euros?
b) Represéntalas y halla el precio de equilibrio.

a) q(500) = 220; g'(500) = 475 8. o
q(700) = 320; q'(700) = 425 3
c
q(900) = 420; ¢'(900) = 375 g400
©300
b) 0,50p — 30 = 600 — 0,25p e
p = 2471 € 2200
100

0 200 400 600 800 1000€

6.37. (PAU) El precio de un articulo que ha estado los ultimos 6 afos en el mercado, en funcion del tiempo t (en
anos), ha seguido la siguiente funcion:

3 +4 si0Ost
P(t)_{—2t+20 si2<t

A

2
6
a) Representa la funcién precio en los ultimos 6 afios.

b) Estudia cuando ha sido creciente y cuando decreciente el precio del articulo.
c) ¢Cual fue el precio maximo que alcanzo el articulo? ¢Cudl es el precio actual?

a) @16
14
12

10

N B O 00

0O 1 2 3 4 5 o6
t (anos)

b) Creciente los 2 primeros afios y decreciente el resto.

c) El precio maximo es P(2) = 16 €. El precio actual es P(6) = 8 €.

6.38. Se designa por x la temperatura expresada en grados Fahrenheit y por f(x) la misma temperatura expresa-

da en grados Celsius. Sabiendo que f es una funcioén lineal de x y que f(40) = 49 y f(50) = 10, contesta a

9
las siguientes preguntas:

a) ¢Cudl es la temperatura Celsius correspondiente a 35 grados Fahrenheit?
b) ¢A qué temperatura expresada en grados Fahrenheit hierve el agua?
c) ¢A qué temperatura expresada en grados Fahrenheit se congela el agua?

La funcion es f(x) = w

a) £(35) = % =167 °C

b) f(x) = 100, entonces x = f~'(100) = 212 °F
c) f(x) = 0, entonces x = f(0) = 32 °F

18 I“ Solucionario
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6.39. Las graficas que ves muestran los datos del saldo vegetativo (nimero de nacimientos menos numero de
defunciones por 1000 habitantes) en Espafia y en la UE desde 1975 hasta 2005 publicados por el INE.

12 -

10- Saldo vegetativo en Espana

0
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
Ano

Saldo vegetativo en la UE

0,5~

0
1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
Ano
a) Indica los intervalos de crecimiento y decrecimiento del saldo vegetativo en Espana.
b) Indica el minimo absoluto en ambas gréficas.

c) Describe como ha sido la evolucion del saldo vegetativo en Espafia en comparacion con la UE. Para ello
ten en cuenta que las escalas de los ejes en las graficas no son las mismas.

d) Indica en cada caso en qué periodos el descenso del saldo vegetativo es mas brusco. Describe qué con-
secuencias puede tener un saldo vegetativo nulo a la larga en un pais.

e) ¢Cudl fue la diferencia entre el saldo vegetativo espafiol y el europeo en 1975? ¢Y en 1980? ¢Cudl ha
sido el saldo vegetativo en los ultimos afnos? ¢Qué se puede predecir de las diferencias demograficas es-
pafnolas con respecto a las europeas para los proximos afnos?

f) éTienen estas funciones inversa? Justifica tu respuesta.

a) El saldo vegetativo es decreciente desde 1975 hasta 1998 y creciente a partir de 1998. (Tiene dos pequenos
intervalos de crecimiento en 1992 y 1997 que se pueden despreciar por su pequefio tamaro.)

b) El minimo absoluto en Espafia se alcanza en 1998 y es de 0,1 aproximadamente.
En Europa, el minimo absoluto se alcanza en 1995 y es de 0,6.

c) El saldo vegetativo en Espafia ha evolucionado de manera similar al de la Unién Europea, es decir, decrecien-

do hasta la segunda mitad de los afios noventa y, a partir de entonces, creciente, debido principalmente a la
llegada de inmigrantes.

En cambio, en términos absolutos, el saldo vegetativo en Espafa ha sido muy superior al de la UE, pero pau-
latinamente se han ido acercando ambos saldos, sobre todo, a partir de los afios noventa.

d) Tanto en Espafia como en la UE, el descenso es mas brusco entre 1981 y 1982.

Un saldo vegetativo nulo es sintoma inequivoco de que la poblacién no crece, provocando, a la larga, un en-
vejecimiento de la misma.

e) En 1975, la diferencia es de 7 puntos; en 1980, de 5,2; en 2005, de 1 punto. Observando la tendencia de am-
bas graficas, es previsible que en los proximos afios se igualen los saldos vegetativos de Espafia y la UE.

f) No, pues ambas cortan mas de una vez a algunas rectas horizontales.
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6.40. En una gran reserva natural hay una poblacién de antilopes pertenecientes a una especie en peligro de ex-

6.41.

6.42.

tincion. Se piensa que el numero de estos animales durante el periodo 1990-2005 ha evolucionado aproxi-
madamente segun la funcion f(x) = —2300x + 54 000, donde x representa el tiempo en anos, de forma que
x = 0 corresponde a 1990 y f(x) denota el nimero de antilopes a final de afo.

a) Calcula el nimero de antilopes a mediados de los noventa.
b) ¢Cudl es el saldo vegetativo anual?

c) Si la poblacion continua evolucionando de este modo, éen qué afio se extinguira?

a) Como x = 0 se corresponde con el afio 1990, para considerar el afio 1995 debe ser x = 5, y, por tanto,
f(5) = 42500 antilopes.

b) El saldo vegetativo anual es 2300.

c) Se trata de calcular x para que f(x) = 0, es decir, resolver la ecuacion —2300x + 54 000 = 0. La solucién es
x = 23,48, es decir, se extinguird a mediados del afio 2013.

El coste de la energia eléctrica se obtiene mediante una cantidad fija sumada a una variable proporcional a
la cantidad de energia consumida. En dos meses distintos, Blanca ha pagado 71,40 euros por 340 kWh y
62,28 euros por 283 kWh. {Cuadl es la cantidad fija que paga Blanca independientemente de su consumo
mensual?

El coste C(x) depende del consumo x, siendo C(x) = mx + n; m, la constante de proporcionalidad citada, y n, la
cantidad fija que hay que calcular.

Resolviendo el sistema, extraemos que n = 17 € fijos cada mes.

Un parque natural ha tenido durante el verano pasado mas visitantes de los esperados, por lo que el servi-
cio de limpieza ordinario no ha podido retirar toda la suciedad que la masiva afluencia de publico ha gene-
rado. Llegado el otofio, los encargados del parque se plantean hacer una inversion extraordinaria para eli-
minar la suciedad acumulada. El coste de eliminar el p% de esos restos expresado en miles de euros es:

___16p
CP) =15 -5

a) Sin hacer ningun calculo, indica si esta funcion es creciente o decreciente.
b) Calcula cuanto costaria no eliminar ningln residuo, eliminar el 50% de los residuos y eliminarlos todos.

c) ¢Para qué puntos del dominio de C interesa en la practica estudiar esta funciéon? ¢Qué valores toma C
en esa parte de su dominio?

d) Dibuja la gréafica de la funcién C.

e) ¢Qué proporcion de la suciedad acumulada se podra retirar si se aprueba una partida presupuestaria es-
pecial de 100 000 euros destinada a tal fin?

a) Creciente porgue a mas porcentaje, mas costo.

b) Ningun residuo: p = 0, luego C(0) = O euros.
50% de los residuos: p = 50, luego C(50) = 13,33 miles de euros.
100% de los residuos: p = 100, luego C(100) = 160 mil euros.

c) Solo interesa para valores comprendidos entre 0 y 100. Para estos valores, el coste varia entre 0 y 160 000
euros.

d) @ 400 :
’Ej 350
2300 ;
§zso :

200 ;
150 :
100 :

50

0 20 40 60 80 100 120
p (%)

16p

_— = = 0
e) 170 — p 100, entonces p = 94,83%.
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6.43.

6.44.

6.45.

6.46.

PROFUNDIZACION

Se dispone de una cartulina de 100 X 40 centimetros y se quiere construir una caja con tapadera cortando
un cuadrado de dos esquinas y dos rectangulos en las otras dos. Halla la expresion del volumen en funcién
del lado x del cuadrado.

La caja resultante tendria una altura de x centimetros y una base rectangular de lados 40 — 2x y 50 — x.

V = (40 — 2x)(50 — x)x

Considera las funciones f(x) = ax + by g(x) = cx + d.
a) ¢Cuando se verifica que fo g = g o f?
b) ¢Cuando se verifica que fo g = f?
c) ¢En qué casos fo g = g?
a)alcx +d) + b=clax+ b) + dsiad + b =cb + d

Por ejemplo, f(x) = x + 7y gx) = x — 20 f(x) = 2x — 1y g(x) = —x + 2 lo verifican.
b)feg=fsialcx + d) + b=ax+ b — acx + ad = ax

Esto ocurre: si @ = 0, es decir, si f(x) = b, se verifica para cualquier g o

sid=0yc =1, es decir, si g(x) = x se verifica para cualquier f.

c)feg=gsialcx+d +b=cx+d-—sacx+ad+b=cx+d

ac=c—a=106c=0

Debeser{ader:d

Asi pues, si a = 1, debe ser b = 0, luego debera ser f(x) = x.

b

Sia#1,entonces c =0y d = Fa—

FE— asi pues, serd f(x) = ax + by g(x) =

Sean dos funciones f y g tales que pueden definirse fo gy go f.

a) Si f es creciente, ésera f o g creciente? Justifica tu respuesta.

b) Si g es decreciente y f es creciente, ése puede afirmar que g o f sea decreciente? Justifica tu respuesta.
a) No, por ejemplo, f(x) = xy g(x) = sen x.

b) Si. Sea x, < x,. Entonces f(x,) < f(x,) y g(f(x,)) = g(f(x,)).

Da un ejemplo de una funcién definida a trozos en el intervalo [0, 4] cuya grafica esté formada por seg-
mentos y tal que la ecuacion f(x) = c verifique simultaneamente las cinco condiciones siguientes:

a) f(x) = c no tiene solucién si ¢ > 1.
b) f(x) = ¢ no tiene solucion si ¢ < 0.

1.
d) f(x) = c tiene tres soluciones si ¢ = 0.

c) f(x) = c tiene dos soluciones si ¢

e) f(x) = c tiene cuatro soluciones si 0 < ¢ < 1.
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6.47*.0Observa la figura adjunta que muestra la grafica de la funcion y = f(x) y responde a las siguientes cues-
tiones.

a) ¢Cual es el dominio de f? ¢Y el recorrido?

b) ¢En qué intervalos es f creciente? ¢Y decreciente?

c) ¢Tiene f inversa en (—o, —3)? Si es asi, escribe el dominio y el recorrido de su inversa.

d) Responde a las mismas preguntas del apartado c para los intervalos (—<, 0), (=3, +%) y (0, +).

a) D(f) = R = {=3}, R(f) = (=, —=5) U [0, +=)

b) Es creciente en (=, —3) U (0, +=) y decreciente en (=3, 0).

c) Si tiene inversa en ese intervalo. D(f™") = (3, +%) y R(f™") = (—«, —3).

d) En (=, 0) no tiene inversa, ya que, por ejemplo, la funciéon corta la recta y = 3 dos veces.

En (=3, +) si tiene inversa y D(f') = (=, =5) U [0, +) y R(f ") = (=3, +x).
En (0, +=) si tiene inversa 'y D(f™") = (=, =5) y R(f™") = (0, +x).

6.48. Supdn que fy g son dos funciones definidas sobre un mismo interva-

©
lo [a, b] tales que para todo numero x de [a, b] se cumple que f(x) + )
+ g(x) = 8. a(:;
Muestra que las graficas de f y g son simétricas respecto de la recta o
de ecuacion y = 4. e
Aplicacién: Un coche se desplaza desde la ciudad A a la B. Represen- ®
tamos por d(t) la distancia que en cada instante t le separa de la ciu-
dad A y por r(t) la distancia que en cada instante t le falta para llegar 1
a B. Si la grafica de la funcion d = d(t) es la de la figura, dibuja la gra-
fica de r = r(t). 0 1 i
Y Tﬁ} [ Como f(x) + g(x) = 8, entonces g(x) — 4 = 4 — f(x), luego son simétricas
‘{r#‘l respecto a la recta y = 4.
- Jﬁ N Como d(t) + r(t) es siempre igual a la distancia que separa las ciudades A
Lr% y B, las funciones son simétricas con respecto a la recta que marca la mi-
_____ I+1 tad del camino.
TIhl r(t)
O} 1 X

6.49. Si la funcion f verifica la propiedad f(ax) = f(x) para cualesquiera numeros reales x y a, entonces f es una
funcion constante. Justifica esta afirmacion.

Si cualquier dilatacion horizontal no afecta a la grafica de la funcién, esta funcién debe ser una recta horizontal vy,
por tanto, una funcién constante.
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6.50. Dadas dos funciones distintas, f y g, éexiste siempre una funcién h tal que f o h = g? Justifica tu respuesta.

Si consideramos h = f~' o g, entonces se cumple la afirmacion vy, por tanto, la existencia de dicha funcion h de-
pende Unicamente de que f tenga inversa y el dominio de ' contenga al recorrido de g.

6.51. Argumenta por qué las parabolas no tienen inversa.

Las parabolas cortan dos veces a muchas rectas horizontales y, por tanto, no pueden tener inversa.

6.52. Argumenta por qué la funcion f(x) = |x|no tiene inversa.

Porque su gréfica corta dos veces a cada recta horizontal y = k, con k > 0.
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7.1.

ACTIVIDADES INICIALES

Determina las ecuaciones de las siguientes rectas, sus puntos de corte con los ejes y represéntalas:

a) Pasa por A(—3, 3), con pendiente —2.
b) Pasa por los puntos B(3, 0) y C(—2, —1).

—1 1

- = oy _ - _1 I N
a)y—3=-2x+3)=y=-2x—-3 b)m—_2_3—5=>y—5 (x = 3)

El punto de corte con el eje Y es (0, —3),

y el de corte con el eje X es <_T3 O).

El punto de corte con el eje Y es (O, _Ts>

y el de corte con el gje X es (3, 0).

Y

Y

5N

|55y

<
\O|
<

Para las siguientes parabolas, calcula su vértice y sus puntos de corte con los ejes y dibujalas:

a)y=x>—-4

b)y=x"—-4x+3

a) V(0, —4). El punto de corte con el eje Y es (0, —4),y
los puntos de corte con el eje X son (2, 0) y (-2, 0).

2 + x + 1
x>+ 8x + 15

c)y
d) y

Y| Y]
\ |
\ | \ |
RS EEs \[
|
l‘ \ |
\ | |
I I N N - 71, I S N S -
\() / X 1\ /
0 X
-1 7 . d) V(—4, —1). El punto de corte con el eje Y es (0, 15
©) V( 4 8) El punto de corte con el eje Y es (0, 1), y los puntos de corte con el eje X son (=3, 0)
y no tiene con el eje X. (=5, 0).
Y[ 1] Y
.
\ \ |
\ S
\
i
\ \
\
\ \ /1
0 X 0 X

ﬂ E Solucionario

b) V(2, —1). El punto de corte con el gje Y es (0, 3), y
los puntos de corte con el eje X son (3, 0) y (1, 0).

).
y



52378

7.1l. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones.

2x — 4y = 3 4x +y=2
a){3x+y=0 b){5x+y=—1

a) Por el método de sustitucién, despejando la y de la segunda ecuacion y sustituyéndola en la primera, obtene-

mos que x = > ey = —2
9 14 Y = 94
b) Por el método de igualacion, igualando las expresiones de y obtenemos que x = =3 e y = 14.

7.IV. Resuelve por el método de Gauss los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

x —4y + 3z = 18 2x — 5y +z =1
a)13x+y—z=-2 b){ —3x + 2z = 13
—-X+y+3z=6 X +3y—z=-2

X — 4y + 3z = 18 X =4y + 3z = 18 X — 4y + 3z =18
a)y3x+y—z=-2 - 418y — 10z = —-56 —» {13y — 10z = —56

-Xx+y+3z2=6 -3y + 6z = 24 48z = 144
Entonces, z = % = 3. Sustituyendo en la segunda ecuacion obtenemos y = —2, y sustituyendo en la pri-
mera, x = 1.
Las soluciones son x = 1,y = =2y z = 3.

2x — by + z =1 2x — by +z=1 2x — by +z =1
b){ —3x + 2z = 13 — 415y +7z2=29 — {—-1by + 7z = 29
X +38y—z=-2 y—2z=-3 -8z = -16
Entonces, z = __—186 = 2. Sustituyendo en la segunda ecuacion obtenemos y = —1, y sustituyendo en la pri-
mera, X = —3.
Las soluciones son x = =3,y = =1y z = 2.

EJERCICIOS PROPUESTOS

7.1. Se tienen los siguientes datos sobre la evolucion del indice de precios al consumo (IPC) en los ultimos afios.
2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005 | 2006 | 2007
2,7 4,0 2,6 3,2 3,7 2,7 4,2

Representa graficamente los datos y determina el maximo intervalo para el que la grafica se aproxima a una
recta.

2,5 2

01 02 03 04 05 06 07
Ano

El maximo intervalo donde la grafica se aproxima a una recta va de 2003 a 2005.
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7.2. La siguiente tabla expone la ayuda municipal que recibe una familia en funcion del numero de hijos. Repre-
senta los datos y determina el maximo intervalo para el que la grafica se aproxima a una recta.

N. de hijos [IE 2 3 4 5 6
Ayuda (€) 20 | 50 | 100 | 120 | 140 | 160
¥ 160 .

8140 e
2120 .
100t .
60
40
20 3

0 1 2 3 4 5 6
N.° de hijos

Observando los puntos de la grafica, se ve que el maximo intervalo donde la grafica se aproxima a una recta va
del 3 al 6.

7.3. En la grafica de la derecha se ha representado el numero de internautas, en millones, de un determinado pais
en los ultimos afos. Interpolando y extrapolando graficamente, calcula cuantos habia en 2003 y cuantos ha-

bra en 2009.

N.° internautas

(millones)
w
o
|

20
2000 2002 2004A 2006 2008
(o]

Interpolando graficamente, se puede comprobar que el numero de internautas en millones, en 2003, asciende a
unos 34 millones aproximadamente.

De manera similar, si se prolonga el Ultimo segmento, lo cual equivale a extrapolar graficamente, se puede com-
probar que el numero de internautas en millones, en 2009, ascendera a unos 50 millones aproximadamente.

7.4. La poblacién de cierto municipio en el afio 2002 fue de 179 000 habitantes, y en el 2005 el censo era de
250 000.
a) Calcula mediante interpolacion lineal la poblacion que hubo en dicho municipio en el afio 2004.
b) Calcula por extrapolacion lineal la poblacion que hubo en dicho municipio en el afio 2007.

a) Como los niimeros que intervienen son muy grandes, llamaremos afio 1 al afio 2002, y escribiremos el nimero
de habitantes en miles. Denotando con x a los afios y con y al nimero de habitantes, debemos hallar la recta
de interpolacién y = ax + b que pasa por los puntos A(1, 179) y B(4, 250).

Dicha recta es y = 23,67x + 155,383.
La poblacion en 2004 (afio 3) sera: y = 226,34; es decir, una poblacion de 226 340 habitantes.

b) La poblaciéon en 2007 (afio 6) sera: y = 297,35; es decir, una poblacion de 297 350 habitantes.
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7.5.

7.6.

7.7.

Paqui esta preocupada por el gasto eléctrico y ha decidido ahorrar. En el mes de enero gastd 56 euros, la
factura de febrero la perdi6. En marzo gasté 36 euros, y en abril, 34,50.

a) Calcula por interpolacion lineal su gasto en febrero.

b) Calcula mediante extrapolacion lineal el gasto previsto para mayo.

c) ¢{Crees que con estos datos la prediccion para diciembre es fiable?

a) Para interpolar la factura de febrero nos ayudaremos de los dos meses mas cercanos a él, enero y marzo. Lla-
mando mes 1 al mes de enero y denotando con x a los meses y con y al gasto eléctrico, debemos hallar la
recta de interpolacion y = ax + b que pasa por los puntos A(1, 56) y B(3, 36). Dicha recta es y = —10x + 66.

El gasto en febrero (mes 2) serd: y = 46 euros.

b) Para extrapolar la factura de mayo nos ayudaremos de los datos mas cercanos, marzo y abril. La recta de extra-
polacion y = ax + b pasa por los puntos B(3, 36) y C(4; 34,5).
Dicha recta es y = —1,5x + 40,5.
El gasto previsto para mayo (mes 5) sera: y = 33 euros.

c¢) Valiéndonos de esta Ultima recta, la prevision para diciembre (mes 12) seria: y = 22,50 euros. Dato que no es

fiable ya que, légicamente, el gasto eléctrico en diciembre debe ser mayor que el de mayo. El error se debe a
que los datos que hemos tomado para estimar el gasto de diciembre estdn muy alejados de éste.

Se tienen tres datos sobre los beneficios de una empresa en tres meses distintos:

Meses 1.° 4r° 5.°
Beneficios (miles de euros) 0 3 0

a) Encuentra la funcion cuadratica que se ajusta a estos tres datos.
b) ¢Qué beneficios o pérdidas se estiman para el 6.° mes?

c) ¢En qué mes se obtiene el beneficio maximo?

a) Llamando x a los meses e y a los beneficios, debemos encontrar la parabola f(x) = ax* + bx + ¢ que pasa por
los puntos A(1, 0), B(4, 3) y C(5, 0).

Dicha paréabola es f(x) = —x* + 6x — 5.
b) El balance estimado del 6.° mes es f(6) = —5. Es decir, pérdidas de 5000 euros.
c) Como la pardbola interpoladora, f(x) = —x? + 6x — 5, estd abierta hacia abajo, el beneficio maximo estara en

su vértice. El vértice de la parabola es V(3, 4); por tanto, el beneficio maximo serda de 4000 euros y se conse-
guird en el tercer mes.

La figura muestra el volumen de ventas de una gran superficie comercial a lo largo de tres meses consecu-
tivos. Encuentra la funcidon cuadratica que se ajusta a esos tres datos. ¢Qué ventas se esperan para el si-
guiente mes?

°
[e]
7
i
v A
A\
N
OO
c
oA
=‘f
=2
Z\J
o)
<
1
4L
0 1 Z 3 Mes

Llamando x a los meses e y a las ventas, debemos encontrar la parabola f(x) = ax* + bx + ¢ que pasa por los
puntos A(1, 8), B(2, 7) y C(3, 5). Dicha parabola es f(x) = —%XQ + %x + 8. Para el mes 4 se esperan, por tanto,

2 millones de euros en ventas.
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7.8. Indica qué tipo de interpolacidon es el mas adecuado en cada situacion. Determina en cada caso su funcién
de interpolacion.

a) El numero de personas que estaban en el paro en una ciudad en febrero conociendo los siguientes datos.

Mes Enero | Marzo Abril
N.° de personas 2500 2420 2380

b) Los beneficios de una empresa en el mes de febrero conociendo los siguientes datos.

Mes Enero Marzo Abril
LGRS E | 230000 | 255000 | 220700

c) El coste en pintura para decorar un cuadrado de 10 m de lado con los siguientes datos.
Lado (en metros) 5 15 25
Coste (en euros) 200 | 400 | 900

a) Como el nimero de parados es siempre decreciente en los meses indicados, parece razonable emplear la in-
terpolacion lineal.

Para interpolar la factura de febrero nos ayudaremos de los dos meses mas cercanos a €l, enero y marzo. Lla-
mando mes 1 al mes de enero y denotando con x a los meses y con y al nimero de parados, debemos hallar
la recta de interpolacion y = ax + b que pasa por los puntos A(1, 2500) y B(3, 2420). Resolviendo el sistema
{2500 =a+b

2420 = 3a + b obtenemos que la funcion de interpolacion es y = —40x + 2540

b) Como los beneficios crecen primero y decrecen después, emplearemos la interpolacion cuadratica. Llamando
mes 1 al mes de enero y denotando con x a los meses y con y a los beneficios en miles de euros, debemos
hallar la parabola f(x) = ax* + bx + ¢ que pasa por los puntos A(1, 230), B(3, 255) y C(4; 220,7). Resolviendo

230 =a+ b+ c

el sistema 1255 = 9a + 3b + ¢ obtenemos que la funcién es y = —15600x* + 74 900x + 170 700.
220,7 = 16a + 4b + ¢

¢) Como en la situacion del problema intervienen areas (la variable dependiente esta estrechamente relacionada

con el cuadrado de la variable independiente), emplearemos la interpolacion cuadratica. Denotando con x al lado

del cuadrado en metros y con y al coste en cientos de euros, debemos hallar la parabola f(x) = ax* + bx + ¢
200 = 25a + 5b + ¢

que pasa por los puntos A(5, 200), B(15, 400) y C(25, 900). Resolviendo el sistema { 400 = 225a + 25b + ¢
900 = 625a + 25b + ¢

obtenemos que la funcion de interpolacion es y = 1,5x* — 10x + 212,5.

EJERCICIOS

Funciones definidas por tablas

7.9. El numero de nulidades, separaciones y divorcios en Espafa durante los ultimos afios se recogen en la si-
guiente tabla.

1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006
92875 94 346 99474 105534 | 115374 | 122166 | 132789 | 137044 | 145919
(Datos del INE.)

Representa graficamente los datos anteriores, eligiendo esca- §150 000
las convenientes para su mejor comprension. 8140000
3130000 )

120000 '

110000

100000

90000%

98 99 00 01 02 03 04 05 06

Ano
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7.10. Representa graficamente los datos de la siguiente tabla.

7.11.

x -3 -1 0 1 4 10
y 4 -2 -2 0 18 108

¢Qué tipo de curva se ajusta a estos datos? ¢Sabrias encontrar su ecuacion?

=
19
4

N

Descartamos una recta, ya que hay crecimiento y decrecimiento. Asi pues, nos decantamos por una parabola.
Elegimos los puntos mas manejables y buscamos la parabola f(x) = ax* + bx + ¢ que pasa por los puntos
A(—1, —2), B(0, —2) y C(1, 0). Dicha parabola es f(x) = x* + x — 2.

En un supermercado hay una oferta de yogures 3 x 2.

a) Completa la siguiente tabla:

N.° de yogures 1 3 4 6
Precio (€) 0,60 4,20

b) Representa los datos graficamente.
c) ¢Qué tipo de funcion ajusta estos datos?

d) Suponiendo que no hubiera oferta, encuentra una expresion matematica para la funcion que da el precio
de los yogures en funcion de los que se compran.

a) N.° de yogures que se lleva 1 3 4 6 10
Precio (€) 0,60 1,2 1,8 2,4 4,20

Acogiéndonos a la oferta s6lo podemos llevarnos un numero de yogures que sea multiplo de 3 o multiplo de
3 mas uno. Si fuera multiplo de 3 mas 2, con esos 2 nos darian uno mas gratis.

Cuatro yogures se consiguen con una oferta y un yogur suelto, lo que hace un total de 1,80 euros. Y 4,20 eu-
ros son 10 yogures que se consiguen con 3 ofertas y un yogur suelto.

b) @42
2.4

& 1,8
1,2

0,6

0123456 78 910
N.° de yogures que se lleva

c) Los puntos estan practicamente alineados, por lo que el conjunto de puntos se ajusta aproximadamente a una
funcion lineal.

d) Como cada yogur cuesta 0,60 €, la funcion es y = 0,6x, donde x representa el nimero de yogures, e y, el pre-
cio total de la venta.
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7.12.

7.13.

7.14.

La grafica de la figura representa la evolucion del numero de teléfonos fijos y moviles en un pais determinado.

’(7;’){'\
[OEAY)
8 T — -
E- 5 ——~ | |Fij E —
310 T
ok
©
2 Moviles
:) J
o 1985 1990 1995 2000 2005 2006
Ano

a) ¢Qué tendencia muestran los teléfonos fijos? ¢Y los moviles?

b) Si se mantienen dichas tendencias, éen qué afno se prevé que el nimero de teléfonos moéviles supere el
de fijos?

a) El nimero de fijos estd descendiendo, mientras que el de moviles aumenta.

b) En el afio 2006, los moviles superan a los fijos.

Se ha medido la temperatura de un liquido segun se calentaba. La siguiente tabla recoge la temperatura del
liquido en funcion del tiempo de calentamiento.

Tiempo (minutos)  Temperatura (°C)

0 20
24
28
32
36
40

a|lh|lw(N]|=

Si el liquido hierve a los 60 °C, ¢cuanto tiempo tendremos que calentarlo, suponiendo que su comporta-
miento no varie?

Por cada minuto aumenta 4 °C; por tanto, los 60 °C los alcanzara a los 10 minutos.

La siguiente grafica muestra el desplazamiento de un movil en el eje de abscisas en funcion del tiempo.

s(m)

SIS

N DO OON

ol OODDODO

a) ¢Qué magnitud fisica representa la pendiente de la recta entre 0 y 30 segundos?
b) ¢Qué hace el movil mas alla de los 30 segundos?

a) La velocidad, pues la pendiente representa el cociente entre el incremento en las ordenadas y el incremento
en las abscisas, es decir, el incremento de espacio entre el incremento de tiempo.

b) Permanece inmdvil, pues el espacio no varia con el tiempo.
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7.15.

7.16.

717.

Interpolacién lineal

A Jorge se le ha roto la calculadora y necesita calcular el seno de un angulo de 27,4° para resolver un pro-
blema. Su abuelo le muestra un libro de matematicas en el que hay una tabla de valores del seno. En ella,
Jorge encuentra los dos datos siguientes: sen 27° = 0,454 y sen 28° = 0,469. Ayuda a Jorge a calcular, por
interpolacion, una estimacion del seno de 27,4°.

Llamando x al angulo en grados e y al seno de dicho angulo, la recta interpoladora, y = ax + b, es la que pasa
por los puntos A(27; 0,454) y B(28; 0,469).

0,454 = 27a + b a = 0015
0,469 = 28a + b b = 0,049

La recta de interpolacion es, pues, y = 0,015x + 0,049.
Por tanto, sen 27,4° = 0,015 - 27,4 + 0,049 = 0,46

Se puede comprobar que el valor real de sen 27,4° es 0,4602, por lo que el error cometido es minimo.

Se ha observado que la vida media, en minutos, de una bacteria varia en funcién de la temperatura del
medio en el que vive segun la siguiente grafica.

Temperatura (°C) 6 9 12 15 16
VCERGERER ()| 104,2 | 1404 | 181,7 | 220,2 | 257,6

¢Qué vida media estimas para un cultivo de bacterias en un medio a 10 °C? ¢Y a 13 °C?

Para los 10 °C, calculemos la recta de interpolacion que pasa por los puntos (9; 140,4) y (12; 181,7).

1404 = 9m + n
181,7 = 12m + n

polacion es y = 13,77x + 16,5.

Resolvemos el sistema { y obtenemos: m = 13,77 y n = 16,5, por lo que la recta de inter-

Por tanto, la vida media que se espera es 13,77 - 10 + 16,5 = 154,2.
Para los 13 °C, calculemos la recta que pasa por los puntos (12; 181,7) y (15; 220,2).

181,7 = 12m + n
2202 = 15m + n

la recta de interpolacion es y = 12,83x + 27,7.

En este caso, el sistema es { , que resolviéndolo se obtiene: m = 12,83 y n = 27,7, por lo que

Por tanto, la vida media que se espera es 12,83 - 13 + 27,7 = 194,5.

De una funcion lineal f(x) se conocen los pares de valores (1,2; 5,72) y (4; 11,6). ¢Cual sera la ecuaciéon de
la recta de interpolacion? ¢éQué valor tomara f(x) para x = 2,1?

572 =12m + n

Se resuelve el sistema {11,6 — 4m + n

, obteniendo las soluciones m = 2,1 y n = 3,2.

La recta de interpolacién es, por tanto, y = 2,1x + 3,2.

El valor buscado es y = 2,1 - 2,1 + 3,2 = 7,61.
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7.18. Calcula los coeficientes de la funcion f(x) = ax + b si se conocen los valores f(0) = 3 y f(1) = 4. Repre-
senta la funcién y calcula f(0,5).

a=1yb =3 porloque f(x) = x + 3. 253000 :
o

f(0,5) = 35

522000
221000
820000
$19000
518000

e |

0'60 80 100 120 140
Precio (€)

7.19. Calcula dos funciones lineales, una que pase por los puntos Ay B, y la otra, por D y C. ¢En qué punto se
cortan ambas funciones? ¢(Corresponde a un valor interpolado o extrapolado de las rectas?

Como A(2, 6) y B(8, 3), la primera recta interpoladora se obtiene resolviendo {6

La recta que une C(4, 3) y D(2, 2) se obtiene resolviendo {

Y

[BEN

=2m +n

_ -1
3:8m+n,yqueday— X+ 7.

2

3=4m + n

_1
50— om+n yesy=—=x+ 1.

2

Su punto de corte es (6, 4), que es un valor interpolado de la recta que une Ay By extrapolado de la recta que
une Cy D.

7.20. Sabiendo que f(x) es una funcion lineal, y conocidos los datos de la siguiente tabla, {qué valor toma f(0)?

ey £(3)?
1 6
5 4
. 6=m+n . _ 1 _ 13
Se resuelve el sistema {4 —5m 4 obteniendo m = Syn=-—o.
. -1 13
La recta interpoladora es, por tanto, y = TX + 5
1 13 _ 13
)=-50+%5=7
1 13
f@=-5-83+5 =5
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Interpolacién cuadratica

7.21. Encuentra una parabola que pase por los puntos: A(0, —1), B(1, 2) y C(2, 3)

-1=c
Se resuelve el sistema {2 =a+ b+ Cc vyseobtenea=—-1,b=4yc=—1.
3=4a+ 2b+c

La pardbola es y = —x* + 4x — 1.

7.22. Encuentra una funcion polinémica de segundo grado que pase por los puntos A(0, 3), B(3, 1) y C(1, 2).

3=c¢
Se resuelve el sistema 11 =9a + 3b + Ccy se obtienea:%,b: —%yc:&
2=a+b+c

La parabola es: y = %XZ — %x + 3

7.23. De una funcion f(x) se conocen los valores f(1) = 4, f(2) = 7 y f(4) = 31.

a) Calcula la funcién cuadratica que toma dichos valores.
b) Calcula el valor de la funcién para x = 3.

at+b+c=4
a) Se resuelve el sistema {4a + 2b + ¢ =7 | cuyas soluciones sona =3, b = —6,¢c = 7.
16a + 4b + ¢ = 31
Entonces, f(x) = 3x* — 6x + 7

b)f(3) =3-32—6-3+7=16

7.24. En un negocio de decoracion solo venden alfombras cuyo largo es doble que su ancho. Los precios,
dependiendo del largo, se muestran en esta tabla.

Largo (m) 1 2 5
) | 120 | 124 | 148

a) Calcula por interpolacion cuadratica el precio de una alfombra de 3 m de largo.

b) Calcula por extrapolacion cuadratica el precio de una alfombra de 8 m de largo.

Llamando x a los metros del largo e y al precio en euros, debemos encontrar la parabola f(x) = ax* + bx + ¢
que pasa por los puntos A(1, 120), B(2, 124) y C(5, 148). Dicha parabola es f(x) = x* + x + 118.

a) El precio de una alfombra de 3 m de largo sera de f(3) = 130 euros.

b) El precio de una alfombra de 8 m de largo sera de f(8) = 190 euros.
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7.25. Cierta empresa ha observado que los ingresos por ventas estan estrechamente relacionados con el gasto

7.26.

asignado a publicidad y ha recogido algunos datos de afios anteriores en una tabla.

Aios 2006 2007
Gasto en publicidad (x 1000 €) 3 5
Ingresos (x 1000 €) 26 64

a) Observa las variaciones que se producen en los gastos y en los ingresos y decide qué tipo de interpola-
cién es la mas conveniente para reflejar la situacion.

b) Calcula, mediante interpolacion, qué ingresos se esperan con un gasto en publicidad de 9000 euros.
c) Si se quieren obtener unos ingresos de 100 000 euros, ¢équé gasto en publicidad hay que realizar?

a) La variacion en los gastos de publicidad es lineal, aumenta 2000 € cada afio. En cambio, los ingresos no si-
guen esta ley lineal: primero aumentan 22 000 €, y después, 38 000 €. Por ello debemos emplear la interpo-
lacion cuadratica.

Si se representan los datos sobre unos ejes, se aprecia claramente que no se ajustan a una recta.

Llamando x a los gastos en publicidad en miles de euros e y a los ingresos derivados en miles de euros, de-
bemos encontrar la parabola f(x) = ax’* + bx + ¢ que pasa por los puntos A(1, 4), B(3, 26) y C(5, 64). Dicha
parabola es f(x) = 2x* + 3x — 1.

b) Con 9000 € destinados a publicidad, se estima que se alcanzaran unos ingresos de f(9) = 188, es decir,
188 000 €.

c) Si se desean unos ingresos de 100 000 €, entonces, para estimar el gasto en publicidad necesario, debere-
mos resolver la ecuacién: 100 = 2x* + 3x — 1, cuya solucién positiva es x = 6,4, es decir, 6400 €.

Calcula dos funciones cuadraticas, una que pase por los puntos A, By C, y la otra, por D, E'y F. ¢En qué
punto se cortan ambas funciones? ¢Corresponde a un valor interpolado o extrapolado de las parabolas?

Y

Para hallar la funcién cuadratica que pasa por A(1, 4), B(2, 8) y C(5, 1) hay que resolver el sistema

{a+b+c:4

2 4 XY
2 Xt X

4a + 2b + ¢ = 8 |y se obtiene la pardbola y =

~19 3 19
252 + 5b + ¢ = 1 6

36a + 6b +c=7
8la + 9 +c =3

Para hallar la funcion cuadratica que pasa por D(3, 4), E(6, 7) y F(9, 3) se resuelve el sistema

y se obtiene la pardbola y = %xz + %x — 6.

{9a+3b+c—4

Sus puntos de corte son (—0,57; —8,71) y (4,13; 5,95).

El primero es un valor extrapolado de ambas parabolas, y el segundo es interpolado de ambas.
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7.27.

7.28.

Aplicaciones de la interpolacion

Un agricultor ha comprado una hectarea de terreno y quiere plantar almendros. Sabe que si planta almendros
en exceso no podra regarlos convenientemente y la produccion no sera abundante. Para decidir cuantos
almendros plantar, ha hecho un estudio en los campos vecinos del rendimiento obtenido y ha elaborado la

siguiente tabla.
N.° de almendros 40 60 90
Kilos de almendras 20000 | 24000 | 22500
a) Un amigo le aconsejé que plantara 50 almendros. ¢Cuantos kilos de almendras esperaria obtener en ese
caso?

b) Y si planta solo 20 almendros, écudl sera su produccion?

c) ¢Para qué numero de almendros se consigue la maxima produccién?

Como los kilos de almendras crecen primero y decrecen después, esta claro que la interpolacion lineal no es ade-
cuada. Ademas, como intervienen areas, nos decidimos por trabajar con la interpolacién cuadratica.

Llamando x al numero (en decenas) de almendros e y a los miles de kilos de almendras producidos, debemos
encontrar la parabola f(x) = ax* + bx + ¢ que pasa por los puntos A(4, 20), B(6, 24) y C(9; 22,5).

Dicha parédbola es f(x) = —0,5x* + 7x.
a) Con 50 almendros se espera una produccion de almendras de f(5) = 22,5, es decir, 22 500 kg.
b) Con 20 almendros se espera una produccion de almendras de f(2) = 12, es decir, 12 000 kg.

c) Como la pardbola esta abierta hacia abajo, el maximo se alcanzard en su vértice, que es el punto V(7; 24,5).
Es decir, plantando 70 almendros se espera conseguir la méaxima produccién, que asciende a 24 500 kg de al-
mendras.

Un estudio de los residuos urbanos recogidos en Espafna ofrece los siguientes datos.

Aios 1995 | 1997 | 1999 | 2001
Residuos urbanos (kg per capita) 510 561 615 658

a) Estima cuantos kilogramos per capita de residuos se recogieron en 1998 en Espana.

b) Estima cuantos kilogramos per capita de residuos se recogieron en 2004 en Espana.

c) Estudios posteriores revelaron que en 2004 se recogieron 662 kg de residuos per capita en Espafa. ¢Se
ajusta el dato real al obtenido en la estimacion anterior? (A qué crees que es debido?

Emplearemos la interpolacion lineal, ya que los datos varian de manera lineal, sin grandes saltos y siempre cre-
ciendo.

a) Llamaremos afio 1 al afio 1997 y denotaremos con x a los afios y con y al numero de kg de residuos per ca-
pita. Tenemos que hallar la recta de interpolacién y = ax + b que pasa por los puntos A(1, 561) y B(3, 615).
Dicha recta es y = 27x + 534.

Asi pues, en 1998 (afio 2) puede aventurarse que se recogieron y = 27 - 2 + 534 = 588 kg de residuos per
capita.

b) Llamaremos afio 1 al afio 1999 y denotaremos con x a los afios y con y al numero de kg de residuos per ca-
pita. Tenemos que hallar la recta de interpolacién y = ax + b que pasa por los puntos A(1, 615) y B(3, 658).

Dicha recta es y = 21,5x + 593,5. Asi pues, en 2004 (afio 6) se estima una recogida de y = 722,5 kg de re-
siduos per céapita.

c) No se ajusta el dato real a la estimacion obtenida. La poblacion estd mas concienciada y se producen menos
basuras.
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7.29. Las ventas de un determinado producto han variado en funcion de su precio de acuerdo a los datos de la

Precio (€) Unidades vendidas

tabla.

95 23000
100 21500
110 20000
130 18500

a) Halla la funcion de interpolacion que se ajuste a los datos dados y calcula las ventas esperadas para un

precio de 150 euros.

b) Representa graficamente los datos y la curva de interpolacién en esa zona de valores.

a) La funcién de interpolacion para los dos ultimos valores serd y = —75x + 28 250, y las ventas esperadas para

150 euros seran 17 000 euros.

(%]

£20000
319000
518000

e |

0'60 80 100 120 140
Precio (€)

7.30. La DGT ha hecho un estudio sobre la distancia media que un vehiculo recorre al detenerse en funcion de

Velocidad (km/h) 30
Distancia de frenado (m) 12

a) Representa estos datos y decide qué tipo de interpolacion es la adecuada para este problema.

la velocidad que lleva.

PROBLEMAS

50

90

24

57,6

b) Estima la distancia de frenado para un vehiculo que circula a 80 km/h.

c) Calcula la distancia de frenado para un coche que lleva una velocidad de 150 km/h.

a) Utilizaremos la interpolacion cuadratica, ya que se trata de un fendmeno fisico de movimiento en el que el tiem-

po esta elevado al cuadrado.

Llamando x a la velocidad de frenado en (km/h) - 10 e y a la distancia de frenado en metros, debemos en-
contrar la pardbola f(x) = ax* + bx + ¢ que pasa por los puntos A(3, 12), B(5, 24) y C(9; 57,6). Dicha para-

bola es f(x) = 0,4x* + 2,8x.

b) La distancia de frenado para una velocidad de 80 km/h serd de f(8) = 48 metros.

c) La distancia de frenado para una velocidad de 150 km/h sera de f(15) = 132 metros.

o O

[}

Distancia
de frenado (m)

PN WS o
o O o

0
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7.31. Sabiendo que log 1 = 0, log 10 = 1 y log 100 = 2:

7.32.

a) Encuentra una parabola que se ajuste a la funcion logaritmo decimal en los tres puntos indicados.

b) Ayudandote de la parabola interpoladora hallada en el apartado anterior, estima el valor de log 8, log 70
y log 300.

c) Haciendo uso de la calculadora, encuentra el error cometido en las estimaciones anteriores y comenta
los resultados.

a) Llamando x al nimero e y a su logaritmo decimal, debemos encontrar la parabola f(x) = ax* + bx + ¢ que
pasa por los puntos A(1, 0), B(10, 1) y C(100, 2). Dicha parabola es:

1 11 4
™= "556" " 90"~ 33
b) log 8 ~ £(8) = —9% % - % = 07919
log 70 = f(70) = —% % = % = 34849
log 300 = f(300) = — 9%880 + % — % = —54,3636 (Notese que es absurdo.)

c) Con la calculadora: log 8 = 0,9031; log 70 = 1,8451 y log 8 = 0,9031. Los resultados de nuestra estimacién
son tan desastrosos porque los valores que hemos elegido (1, 10 y 100) estdn muy separados. Para estimar

con garantias log 8, deberiamos haber tomado valores en torno a 8, y para estimar log 300 deberiamos haber
tomado valores cercanos a 300.

La tabla siguiente muestra las temperaturas tomadas cada cuatro horas en una ciudad a lo largo de un dia.

Tiempo (horas)
Temperaturas (°C)

a) Representa los datos graficamente.

0
6

12 16

14

20
11

24
7

b) Une los puntos obtenidos con segmentos y estima grafica y analiticamente la temperatura a las 2 horas
y a las 15 horas.

c) Senala los momentos del dia en que la temperatura fue de 13° aproximadamente.

) Su ZEaas o) g4

212 o HH 212
E ! 210
glo T3 H—L £ .
g8 JSREREERENL . 2
€ 6 1+‘l g 6
S [ =

4 A4 7‘&* +j_7‘> 4

2 ‘J‘:‘ + 2

2
| | ]
0 4 8 12 16 20 24 0 4 8 12 16 20 24
Tiempo (h) Tiempo (h)

Para estimar la temperatura a las 2 horas, recurriremos a las horas mas cercanas: llamando x a las horas e y

a la temperatura en grados, calculemos la recta, y = ax + b, sabiendo que pasa por los puntos A(0O, 6)
y B(4, 4). La recta de interpolacion es y = —0,5x + 6.

A las 2 horas se estima una temperatura de y = —0,5x + 6 = 5°

Para estimar la temperatura a las 15 horas recurriremos a las horas mas cercanas: llamando x a las horas e y

a la temperatura en grados, calculemos la recta, y = ax + b, sabiendo que pasa por los puntos A(12, 9)
y B(16, 14). La recta de interpolacion es y = 1,25x — 6.

A las 15 horas se estima una temperatura de y = 1,25 - 15 — 6 = 12,75°C.

c) A partir de la gréfica se observa que en torno a las 16 horas hubo una temperatura de 13 °C.
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7.38. Furbi, una cria de chimpancé, gana peso semana tras semana seguin muestra la siguiente tabla.

Nacimiento Semana 1 Semana 2 Semana 3 Semana 4

1,5 kg 2,1 kg 2,5 kg 3,3 kg

Por fallo de la bascula, su peso en la tercera semana no pudo determinarse. Calculalo por interpolacion
lineal.

Calculemos la recta de interpolacién con los datos de la segunda y cuarta semanas, resultando la funcion
y =04x + 1,7.

Por tanto, para la tercera semana obtendremos un peso de 2,9 kg.
7.34* La entrenadora de un delfinario ha tomado algunos datos sobre los saltos que realiza Flipper, su delfin fa-

vorito.
Tiempo (décimas de segundo) 1 2 3 5 6 8 9
Altura (metros) 0,9 1,8 2,5 3,75 4,2 4.8 4,95

a) Razona qué tipo de interpolacion usarias para calcular la altura que alcanza el delfin en determinados ins-
tantes.

b) Estima la altura que alcanza Flipper a los 1,5 segundos de iniciar su salto.
c) ¢Cuando crees que consigue su altura maxima?
d) {Cuando cae al agua?

a) Utilizaremos la interpolacion cuadrética, ya que se trata de un fendmeno fisico de movimiento en el que el tiem-
po esta elevado al cuadrado.

b) Llamando x al tiempo en décimas de segundo e y a la altura en metros del salto, debemos encontrar la pa-
rabola f(x) = ax’* + bx + ¢ que pasa por los puntos (6; 4,2), (8; 4,8) y (9; 4,95).
Dicha pardbola es f(x) = —0,05x* + x.

Un segundo y medio (15 décimas de segundo) después de iniciar el salto, Flipper se encontrara a una altura
de f(15) = 3,75 metros.

Esta descendiendo.

c) La maxima altura debemos buscarla en el vértice de la parabola f(x) = —0,05x* + x, que es el punto V(10, 5).
Por tanto, Flipper alcanzard su maxima altura a las 10 décimas de segundo (1 segundo) de iniciar el salto y
esta altura maxima es de 5 metros.

d) Caera de nuevo al agua cuando la altura de su salto sea cero. —0,05x* + x = 0, es decir, x = 0 0 x = 20.
Flipper cae al agua a los dos segundos de iniciar su salto.
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PROFUNDIZACION

7.35. La siguiente grafica es la de la funcion y = 2\/)_(.

Y

\

[EN

a) Completa la siguiente tabla:

x 0 1 169 | 4 |529| 9
y=2Vx [ 2,6

b) Traza la linea poligonal que une los puntos de la tabla.

c) Utilizando interpolacion lineal, calcula 21/0,5 y 2\/7.

d) Obtén los valores del apartado anterior con la calculadora y comparalos.

a) X 0 1 | 169 | 4 | 529
y=2Vx [ 2 2,6 4 4,6

b)

o<

E

N0
N

123 56 78 S}X
\

c¢) Para estimar 2\/% recurriremos a los valores mas cercanos a 0,5. Calculemos la recta y = ax + b sabiendo
que pasa por los puntos A(0, 0) y B(1, 2). La recta de interpolacion es y = 2x.
Asi pues, 2W~ 2-05 = 1.
Para estimar 2\/7 recurriremos a los valores méas cercanos a 7. Calculemos la recta y = ax + b sabiendo que
pasa por los puntos A(5,29; 4,6) y B(9, 6). Dicha recta es y = 0,38x + 2,6.
Asi pues, 2\/7 =~ 0,38 -7 + 2,60 = 5,26.

d) Con la calculadora: 2\/@ =141y 2\/7 = 5,29. La estimacion de 2\/7 es notablemente mejor que la de

21/0,5, ya que la recta poligonal dibujada se pega mucho més a la curva y = 2\/;( a medida que la x va au-
mentando.
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7.36. En la siguiente grafica estan representados los beneficios de una empresa en los ultimos afios.

<

iles/ €

(

Beneficio

BNWRAODN®O©
loNoNoNoNoNoNoNeNo)
[oNoNoNoNoNoNoNo NG

(@]
N

N
SN

6 8 10 12| Adnos X

a) Calcula los beneficios a los 3 afios por interpolacion lineal y cuadratica. Compara los resultados obteni-
dos. ¢Hay mucha diferencia? éPor qué?

b) Calcula los beneficios a los 8 afos por interpolacion lineal y cuadratica. Compara los resultados obteni-
dos. ¢Hay mucha diferencia? éPor qué?

Llamaremos x a los afos e y a los beneficios expresados en miles de euros. Nos valdremos en cada caso de los
valores mas cercanos para realizar las estimaciones.

a) Interpolacion lineal.
Buscamos la recta, y = ax + b, sabiendo que pasa por los puntos A(2, 100) y B(5, 775).
La recta de interpolacion es y = 225x — 350.
Asi pues, los beneficios a los tres afios se estiman en 225 - 3 — 350 = 325, es decir, 325000 €.

Interpolacion cuadratica.

Debemos encontrar la parabola f(x) = ax* + bx + ¢ que pasa por los puntos A(2, 100), B(5, 775) y C(9, 975).
Dicha pardbola es f(x) = —25x*> + 400x — 600.

Asi pues, los beneficios a los tres afios se estiman en f(3) = 375, es decir, 375000 €.
No hay demasiada diferencia.

b) Interpolacioén lineal.
Buscamos la recta, y = ax + b, sabiendo que pasa por los puntos B(5, 775) y C(9, 975).
La recta de interpolacion es y = 50x + 525.
Asi pues, los beneficios a los ocho afios se estiman en 925, es decir, 925 000 €.

Interpolacion cuadratica.

Debemos encontrar la pardbola f(x) = ax’* + bx + ¢ que pasa por los puntos B(5, 775), C(9, 975) y
D(12, 400). Dicha parabola es f(x) = —34,52x* + 533,28x — 1028,4.

Asi pues, los beneficios a los ocho afios se estiman en f(8) = 1028,56, es decir, 1028 560 €.
No hay mucha diferencia.
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7.37.

7.38.

7.39.

Encuentra un polinomio de tercer grado, y = ax®* + bx* + cx + d, que pase por estos cuatro puntos:
A(-1, —=10), B(0, —4), C(1, =2) y D(2, 2)

Como pasa por el punto B(0, —4), sabemos que d = —4 y ya solo resta resolver el sistema formado por estas
tres ecuaciones:

Pasa por (—1, —10): f(-1) = =10 - a- (-1)*+ b - (1)’ +c-(-1)—-4=-10—->-a+b—-c= -6
Pasa por (1, =2): f(1) = -2 s a-1*+b-1*+c-1—-4=-2s3a+b+c=2
Pasa por (2,2):f(2) =2 sa-2°+b-2°+c-2—-—4=2->8a+4b+2c=6

El polinomio buscado es y = x* — 2x* + 3x — 4.

(TIC) Aproxima la funcion f(x) = 2* mediante una recta en el intervalo cerrado [1, 2]. A continuacién, ayu-
dandote de la calculadora, halla el error que has cometido al estimar el valor de 2'® con la recta interpola-
dora encontrada anteriormente.

Buscamos la recta, y = ax + b, sabiendo que pasa por los puntos A(1, 2) y B(2, 4), ya que 2' = 2y 2% = 4,
La recta de interpolacion es y = 2x. Asi pues, estimamos que 2"*=2 - 16 = 3,2.

Con la calculadora se obtiene que 2'® = 3,03.

Hemos cometido un error de 17 centésimas.

;
Las siguientes tabla y grafica corresponden a puntos de la funcién y = x°

1 1,728 | 2,744 Y

1 1,2 1,4

[EN

0 1 X

1
a) Calcula, mediante interpolacion lineal, 2°. Utiliza los puntos (1,728; 1,2) y (2,744; 1,4).

1
b) Calcula, mediante extrapolacion lineal, 2°. Utiliza los puntos (1, 1) y (1,728; 1,2).

;
c¢) Calcula, mediante interpolacion cuadratica, 23, y compara el resultado con los obtenidos en los aparta-
dos anteriores.

a) La recta de interpolacion lineal es y = 0,197x + 0,86 y el valor requerido para x = 2 es 1,254.
b) La recta de extrapolacion lineal es y = 0,275x + 0,725 y el valor requerido para x = 2 es 1,275.

c) La pardbola de interpolacién es y = —0,045x* + 0,397x + 0,648 y el valor requerido para x = 2 es 1,262,

Es un resultado intermedio a los anteriores. Teniendo en cuenta que el valor real redondeado a las milésimas
es 1,26, la interpolacion cuadratica es la mas apropiada.
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8.l

8.l

8.1.

Simplifica las expresiones siguientes.

ACTIVIDADES INICIALES

a))(2—7x+12
X -9
-8
b)x2—4
a))<2—7x-4-12_(x—8)(x—4)_x—4
X =9 T x—3)x+3)  x+3
b)x3—8_ X=—2)0+2x+4) X +2x+ 4
X — 4 (x — 2)(x + 2) N X+ 2
o) X — X _oxx+ Dx = 1) _ xx + 1)
X —6x+ 5 (x = 1)(x — 5) x—5

) x = 2)x + 3)(2x = 1) _

(x — 2)(x + 3)(2x — 1)

o) X —x

X —6x+5

(x = 2)(x + 3)(2x — 1)
d) X2_4

_ x+3)2x - 1)

X — 4 (x + 2)(x — 2) X+ 2
Racionaliza y simplifica:
a)x—1 b)4x(x—1) 0) X+ 2
Vx — 1 VX2 — x VX + 2x + 4 — x
x=1 _ x—=1 Vx+1_ x-10)x+1) _ 1
al)\/}71 V=1 Vx+1 x =1 Vi
) S 1) _ A m 1) Ve o x B IVE =X

Ve — x - Ve — x Ve -

X+ 2 VX + 2x + 4 + x

X

X(x —

1)

X +2x+ 4 +x

c)
VX2 +2x+4 —x VX +2x+ 4+ x

Factoriza los siguientes polinomios.

a)Px) =x + 2x* — x — 2
b) Q(x) = x* — 58 + 3x* + 9x

a) Px) = (x — 1)(x + 1)(x + 2)
b) Q(x) = x(x + 1)(x — 3)?

Calcula, operando en las expresiones originales y formando una tabla de valores, los siguientes limites.

X +5¢% + x o oox =1
a) lim — c) lim
x—0 X x—1 X_1
X+ 1
lim V/x = 1 l
b lim Vx DI+
a) 1 c) 2
b) 2 d) 1

2

e) Iirr21 (x + 1)2

EJERCICIOS PROPUESTOS

f) lim

e) 1
f) 1

ﬂ 5 Solucionario
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8.2. Calcula, si existen, los siguientes limites.

|x]

a) IX'_rQ f(x) para f(x) = -

. X +1 six=2
b) lim f(x) para f(x) = {3x —1six>2

. _[¥+2 six<0
c) leirgf(x) para f(x)—{?’x_1

six>0
a) No existe Iirrol f(x). Aungue si los limites laterales Iirp flx) = -1y Iirp flx) = 1
b) Iirr21 flx) =5
c) No existe Iirrg f(x). Aunque si los limites laterales y Iirg] fx) =2y Iirg flx) = —1
8.3. Sabiendo que limf(x) = =3 y limg(x) = 0, calcula los siguientes limites cuando x — a de las siguientes fun-
ciones. e e
a) 2f — 3g d) (f - 9)° g) f°
b) (3f)? e) (f+ g)° h) (1 + g)f
g f N it
oF 0 oo ) g
a) —6 do g) 1
b) 81 e)9 h) 1
c) 0 f) -3 i) O
8.4. Se sabe que las funciones fy g tienen limite en el punto x = a. Ademas lim (f(x)g(x)) = —1. Di si las siguientes

afirmaciones son ciertas o falsas.

a) legg fx) =0

b) Si leir; gx) = -2 = Ixim(f(x))g‘*’ = 4.
f(x)

g(x)

c) lim

x—a

es un cuadrado perfecto.

a) Falsa, seria imposible que el producto valiera —1.

b) Verdadera, porque entonces el limite de f valdria %

c) Verdadera, porgue como lim f(x) = , siempre al sustituir obtenemos el cuadrado del limite de una funcion.

x—a lim Q(X)

x—a

8.5. Calcula, haciendo una tabla, los siguientes limites.

a) lim —4x + 4 C)”mx2+4x+3
ot X — 1 =3 x—3
b) lim X201 @ im 2L
a) —4 o) No existe, pues fim 23 4 jm X223
b) O d)%
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8.6*. Calcula, operando en las expresiones originales:

a) lim 2x° — 3x* ¢) lim x> — 5x + 6
o 2+ x x5 X2 — 7x + 12
X+ X ) 1 4x*> — x® — 3x
b) lim 7 d)'J£?<x—1 x2—3x+2>
2% — 3¢ o X(2x = 3)
a) M =+ = lim x(x + 1) 0
s o x(x + 1) _ 1
o) im e =M = hx+ 1)~ 2
X —-bx+6 . (x—-2)x-38 1
M e 72 " MG —ax=—a =71
d) lim 1 _ 40X -8 X - H A — 2 1 emos, por tanto, los limites laterales
1 \x — 1 X —3x+ 2 ot (X = Dx = 2) 0 ' P ' ’
im _A =X =3\
ot AX — 1 X2 - 3x + 2 n
fim (—— — =X =8
xott A X — 1 X2 — 3+ 2
8.7. Halla el valor de los limites siguientes.
X—+w X3 _— 3 x—2 2 - X
\/; -1 X+ 3
b) lim —— d) lim ————
-1 X =1 x—>=3 m - 3
1,1 %0
o) fim X EX=90 0 X X X L 0+0-0_,
X+ X3 - 3 X+ 1 A g X+ 1 - O
PS

V=1 _ Ve =1 Vx+d

. X — 1 1
= lim =

1 X — 1 -1 X — 1 \/)7(_;’_1 x—1 (X_1)(’\/)—(+1) 2
c) lim 22__\/)()—( . _O\/E = . Hacemos, por tanto, los limites laterales:
lim 2_7\/)_( = 4o
x—2" 2 - X
lim 2_7\/)—( = —»
x—=2" 2 — X
d) lim X+ 3 —lim X+ 3 \/X+12+3:”m (x+3)(\/x+12+3):6

x—>-3

Vx+ 12 =3

o8\ x +12 =3 Vx+ 12 + 3

x—>-3

44 ﬂ] Solucionario

X+ 3



52378

8.8.

8.9.

8.10.

8.11.

X+ 2
x —1

3+ x— 1
x* + 5x

Halla todas las asintotas de f(x) = y g(x) =

Empecemos con f(x).

Limites infinitos: asintota vertical x = 1

X+ 2 X+ 2

lim = +» lim = —
-1t X — 1 o X — 1

2

Como ); j 12 =x+1)+ % la funcién tiene una asintota oblicua
de ecuacién y = x + 1.

Continuemos con g(x).

Limites infinitos: asintota vertical x = 0y x = —5
|im3x2+xf1__ |imS)<2+)<f1=Jroc
x—0* X2 + bx x—0" X2 + Bx
IimSXQ+X_1=+oc |im3x2-i-x—1:_DO
x——5" X2 + 5x x—>-5 X2 + bBx

Limites en el infinito: asintota horizontal y = 3

o3+ x— 1 o3+ x—1
Jim 2T bx S Jm P

Como tiene asintotas horizontales, la funcion carece de asintotas oblicuas.

¢Puede tener una curva dada por un cociente de polinomios asintotas horizontales y oblicuas?

y esboza sus graficas.

| 1%
"""""" T =
| Off1 X

No, porque para que haya asintotas horizontales, el grado del numerador debe ser menor o igual que el del de-
nominador. En cambio, para que haya asintotas oblicuas, el grado del numerador debe ser mayor en una unidad

que el del denominador.

, . X+ x+1 , . L
Calcula la asintota oblicua de f(x) = g ¢Tiene asintotas verticales esta funcion?
X+ X+ 1 —x
Efectuando la division obtenemos que f(x) = i 11 X + R——

Luego la asintota oblicua tiene ecuacion y = x.

La funcién no tiene asintotas verticales, pues el denominador no se anula nunca.

2

- X
Esboza la grafica de f(X) = m
X .
Como lim ————3 = 0, x = 0 no es asintota. Yl
x—0 X(X - 1) i
X !
Como lim —————3 = +=, x = 1 es asintota vertical. !
o X(x — 1) :
. . X2 ) g , !
Horizontal JLrPx Xx — 17 le Xx — 17 0; asi pues, s
asintota horizontal de ecuacion y = 0. }
o 1 X
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8.12. {Son continuas en todo R las siguientes funciones?

_ 3 -1 . x-16

a) ) = S5 N = T x =12
X =1 2 _

) 100 = 3= PO = T

a) Si, pues el denominador no se anula.

b) No, es continua en R — {1}, porque la funcion no esta definida en el 1 aunque los limites laterales coinciden.

)
)
¢) No, es continua en R — {—4, 3} por anularse el denominador.

)

d) No, es continua en R — {1, 2}.

X+ 5

8.13. {Donde es discontinua f(x) = P

En x = 2y x =1, ya que en esos puntos se anula el denominador.

x —1
; i = 4+ - =1?
8.14. ¢Es continua f(x) o — en x = 17

No, porque f(1) no existe.

x+1 six<20
8.15. Decide si la funcién f(x) = yx — 1 si0<x =<3
2x — 4 si3 <x

es continua en x = 0. ¢Y en x = 3?
Si nos acercamos al cero por la izquierda, el valor de la funcién se aproxima a 1, que es el valor de f en 0. Si

nos aproximamos al cero por la derecha, los valores de la funcidon se aproximan a —1; asi pues, la funciéon no es
continua en x = 0.

Tanto si nos acercamos por la izquierda como por la derecha al 3, la funcién se aproxima a 2, que es el valor de
f(3), luego la funcion es continua en x = 3.

8.16. Determina cuanto debe valer a para que la siguiente funcion sea continua en todo R.

X + a x <1
x> —a 1 <x

f(x) = {

f es continua en R — {1} por tratarse de polinomios. En x = 1 debemos estudiar los limites laterales y deben
coincidir.

im (x* +a =1+aylmx*—a) =1 —a Portanto, 1 + a =1 — a, es decir, a = 0.

x—=1 x—=1"

8.17. El numero de individuos de una poblacién en un instante t viene dado por la funcion:
N(t) = 300te" si t > 0
donde r es una constante.

Estudia el comportamiento a largo plazo de la poblacién en los casos: r > 0, r <Oy r = 0.

Caso r > 0: lim 300te™ = +oo; es decir, la poblacion crece indefinidamente.

totoe

Caso r < 0: lim 300te"

oo

0; es decir, la poblacién tiende a 0.

Caso r = 0: lim 300te" = +oo; es decir, la poblacién crece indefinidamente.

>+
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8.18. El tipo impositivo del impuesto sobre la renta de un pais esta estructurado en funcion de la renta anual de
la siguiente forma:

Renta anual inferior a 20 000 euros: 10%.
Renta entre 20 000 y 40 000 euros: 20%.
Renta superior a 40 000 euros: 40%.

Representa graficamente esta funcion y estudia su continuidad.

Y 0,1x si x < 20000
2000p / f(x) = {1 0.2x si 20000 < x < 40000
16000

0,4x si 40000 < x

12000
8000 / No es continua ni en x = 20 000 ni en x = 40 000.
4000
0 20000 40000 X

EJERCICIOS
Limites de funciones

X six <2
8.19. Considera la funcién f(x) = {2x + 1 si2 <x <4
—x + 13 si4 <x

Calcula, si existen, los siguientes numeros: f(2), Iirr21 f(x), f(4), Iirr41 f(x), £(5), Iin51 f(x).

f(2) = 4, Iin; f(x) no existe; f(4) no esta definida; Iinz f(x) = 9;f(5) =8y Iing f(x) = 8.

8.20. La grafica de f(x) es la de la figura.

Yy ¢Existen lim f(x), lim f(x), y lim f(x)?

/

lim f(x) y lim f(x) si existen.

x—aq x—ag

lim f(x) no existe ya que no valen lo mismo los limites laterales.

x—ap

8.21. A partir de la grafica de f dada en la figura, cal-
cula, si existe, Iin2 f(x), Iin? f(x), Iing f(x)y Iirp2 f(x). —

Iirr41 f(x) = 2, Iirr71 f(x) = 4, Iirr91 f(x)y Iirp2 f(x) no exis-

ten, al ser distintos los limites laterales.
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8.22. Haz un esquema para ilustrar que:

“Si f(x) = g(x) = h(x) y limf(x) = b = lim h(x), entonces limg(x) = b".

W

h
b g
p==

£
/01 a \X

8.23. (TIC) Con ayuda de tu calculadora, obtén los siguientes limites:

a) Iirp (=In (x — 2))2 b) Iirg X"

a) 1 b) 1

8.24. Razona por qué no existen los limites:

2

. 2
a)lim 2 b)im =3

a) Porque el denominador vale 0 en el limite y los limites laterales del cociente dan —« por la izquierda y + por
la derecha.

b) Porque el denominador vale O en el limite y los limites laterales del cociente dan +o por la derecha y —« por
la izquierda.

8.25. Calcula, si existen:

. _|x six<O
a) IXILTE} H(x) para f(x) = —x six=0
x? six <A1

b) 'Ji? f(x) para f(x) = X+ 2 six=2

2 —x2 six<2
X+ 2 six=2

c) leig f(x) para f(x) =

a) Existe y vale 0.
b) Existe y vale 1.
c) No existe porque los limites laterales son distintos.

2x si0o<x<a
—x*+ 15 sia < x

-X + 1 six<0
8.26. Dibuja la gréafica de la funcién f(x) =

y determina para qué valores de a existe lim f(x).

Y lim f(x) = lim (2x) = 2a

lim f(x) = lim (=x* + 15) = —a*> + 15
D Por lo que —a®> + 15 = 23, es deci,a = -5 0a = 3.
O[1 X
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8.27. Si la funcioén f(x) verifica que 3x + 1 < f(x) < x* + 4x — 1 para todo numero x, haz un bosquejo de la gra-
fica f(x) en las cercanias de x = 1 y calcula Iin? f(x).

x Como 4 = Iirr] Bx + 1) < |irr11 flx) < IirQ (X* + 4x — 1) = 4, entonces IirQ flx) = 4

Propiedades de los limites

8.28. Si limf(x) = by limg(x) = ¢, calcula:

a) lim <% + 2g(x)> c) lim (f(x) + g(x))?
b) lim ((x) - Vg(x)) d) “Ln(g(xf)(%)
a) LILT; (% + 29(x)> = % + 2¢

b) lim (f(x) - Vg(x)) = b\/c. Si c =0, y no existe si ¢ < 0

x—a

c) lim (f(x) + g(x))> = (b + ¢)?

x—a

. f(X) b . _ . N S _ . -
d)lxlig(g(x)+1)_c+18'c¢ 1.Sic=—-1yb+#0,valexw ysic= —1yb =0, es una indetermi

nacion.

8.29. Si limf(x) = by limg(x) = c, ¢éhay algun valor de b o ¢ para el que no existan los siguientes limites?

a) tim () ) Im () + 900
. . f(x)

b) lim ((x) - \/g(0) o) lim| ==t

o) lim (F(0)*” 0 tim(X0=5)

a 1yb+#0,vale o, ysic=1yb =0, es una indeterminacion.

) D
o)
Il

b)Sic <O

)
)
c) Si b = ¢ = 0, es una indeterminacion.
d) Existe siempre.

)

e) Existe siempre.

f) Siempre es una indeterminacion.

8.30. Si lim (f(x) + g(x)) = b y limf(x) = ¢, calcula lim 2g(x).

Como lim g(x) = b — ¢, entonces lim 2g(x) = 2(b — ¢)
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8.31. Si limf(x) = by g(x) coincide con f(x) excepto en x = a, équé puedes decir sobre lim g(x)?

8.32.

8.33.

8.34.

Que lim g(x) = lim f(x) = b

x—a x—a

Si no existe lim f(x) ni lim g(x), éno existe necesariamente lim (f(x) + g(x))?

Puede existir. Si, por ejemplo, f(x) = X

X

-1

gx) =

X+ x+ 1
X

no existe Iirrg f(x) ni |irT01 g(x) y, sin embargo, si existe IirTO1 fix) + glx) = 2.

Calculo de limites e indeterminaciones

. entonces f(x) + g(x) =

X+ 2x

Utiliza las propiedades de los limites para determinar el valor de los siguientes:

a) lim X 3 c) lim 2xt4 e) lim 2¢ — Sx
=2 X — 1 x—=0 X2+1 x—=5 2—5
X H 2x+1 H 2
b) lim >3 d) lim (x + 3) flim =52
25 _ 7
a) 5 c) 2 e)2—_ 7
a1 1
b) 0 d)2 =5 0
Halla los siguientes limites indeterminados.
1_1
T X 2 X+ x
a) LILT;X_ C)lxlgz;'4—x2 e) lego] 3x
b) lim X 7X + 10 d)lim”5_"_\/g f) |imM
x5 2 — 25 =0 X -9 x> — 10x + 9
a) lim =20x+2) _,
X—2 X — 2
= 2)x=5) _ 3
o) im xFB)x =5 ~ 10
c) lim 2 X -
w2 2X(2 — x)(2 + x) 16
g tim V5 —x = V5 5—x+Vs _ . —x 1
x50 X 5 —x+ V5 0 x(V5 — x + \/5) 21/5
oxx+ 1) 1
elim =5 =3
f) lim (Vx-3)Vx+d x=9 - L
== D - 9V +3) =0 (x = 1)(x - 9)(Vx +3) 48
_h6 + h)
9)lim ——p— =6
h)hm\/x—xz 14 Vx Vxwe (VO = O+ x )
STV 1V Ve (Vx +0)01 = %
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=

—
o

y tenemos que



52378

X+ 7 six<2
8.35. Calcula lim f(x) con f(x) = {1 six=2
2 X+ 9 six>2

x—=2"

lim f(x) = Iirp Bx +7) =13y Iirp fx) = Iirp (x* + 9) = 13, luego Iin; f(x) = 13

8.36. Calcula los siguientes limites en el infinito.

wote X2 — 1 e \8X  2X+ 1
b) lim —— X f) fim X =3-1
ot X2 4+ X+ 1 X+ 2x — 4

X—+® 1 g X—+®
X+ X+ 5

d) lim 2 h) lim (Vx + 1 - Vx)

v X+ X + 1

a)limxz;1:l e) lim i—izo
x>+ 3X2 - 1 3 X—+o® 3X 2X + 1
. 3—-—x o Vx=3-1
b)xllrpx X+ x4+ 1 =0 f) Jim 2x — 4 =0
) X . Viax — 2
c) lim —— =1 g) lim ———= =2
xo+e X© + X X+ \/)?_;’_ 5
Vx+ 1 =Vx - (Vx+ 1+ Vx
d)limL=2 h)Iim( \/_>( \/—)=|im%=0

e X+ X+ 1 Xotoe \/m+\/)—( Hm\/m_i_\/;

X -2
8.37. Halla lim f(x) y Iirp f(x) para f(x) = %
X+ 2
c o0 Ix — 2| >+ 1 Six <2
omo f(x) = ——— =
X+ 1 X — 2
P Six > 2
. . X =2 . . —x+2
se tiene queXILrIwmf(x) —XILrILX e 1 yxllmxf(x) _Xllmxix = 1

8.38. (TIC) Utiliza la calculadora para conjeturar el valor de lim

n y comprueba posteriormente si tu
conjetura es correcta. “ \/1 + 2x —1

1 0,1 0,01 0,001

1,36603 | 1,04772 | 1,00498 | 1,0005

. X o X 1+2x+1 . x(V1 + 2x + 1)
im ——— = Ilim . = |lim—ma——"

SO+ ox =1 9V R ox =1 VT 2+ 1 0 2x

=1

Solucionario TTI 51



52378

8.39. (TIC) Utiliza la calculadora para hallar lim §

X—+%

Haciendo una tabla para algunos valores

X 10 50 100
% 0,9766 11-107° | 7,8-107%
X
vemos claramente que ||rp o = 0.
8.40*. Calcula los siguientes limites.
a) lim (L— 2x ) c) lim (L_ 2x )
e\ =1 x—1 et A\ -1 x—1
. 3 2x . X 1
b)x'lrﬂf<x2—1+x+1> d)'x'i?(ﬁ—zs_x—s)
. 2 2 N\ 2 =2&Xx+ 1) 02— 2%X — 2x _
a)x"l‘?—(xZ—1 x—1)_l'l}” P e U1
. 3 2X N\ _ o 8+ 2x(x—1) _ . 3+ 2%—-2x _
b)xﬂm’(2_1+X+1)_xﬂm’ X2—1 _xﬂm 2_1 o *
o) lim 2 2% :”m2—2x(x+1):“m2—2x2—2><:_w
x=1* X2 -1 X — 1 x=1° X2 -1 x—=1* 2 — 1
. X 1 o Xx—=(x+5 -5
d)'x'ﬂ?(xz—% x—5)_'x'f2 ¥ - 25 M55 =%
Estudiamos los limites laterales: lim ——2— = 4o, im ——2>— = —c0
" x5 X2 — 25 " x5t X2 — 25
Por tanto, no existe el limite.
Asintotas
8.41. Calcula las asintotas verticales y horizontales de la funcién f(x) = § : ; y esboza la grafica de ésta.
Y
Vertical x = 2: lim f(x) = —oo; lim f(x) = +o
X2 x—2" . e
0]

Horizontal y = 1: lim f(x) = lim f(x) = 1

X——® X+

3—x7

8.42. (Tiene asintotas verticales la funcion f(x) = T

No, pues su denominador no se anula nunca.
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8.43. Di de qué tipo son las asintotas de cada una de las funciones dadas por las siguientes graficas, y da su

8.44.

8.45.

ecuacion si ésta resulta evidente.

a) Y| 1]/ c) Y]
/
2.
~— [ |
0 1 X T~ 2 X
b) Y d) Y
W\ ,
~
T~ 0 ™1, X ) X
\ \
e
a) Asintota horizontal y = 1
b) Asintota horizontal y = 0, asintotas verticales en x = —1, x = 2
¢) Asintota horizontal y = 0
d) Asintota vertical x = 2, asintota oblicua y = x + 1
De una cierta funcion f sabemos que Iirp f(x) = +xy Iirp f(x) = —o. Escribe una posible formula para f(x).

En x = 2 y en x = 3 hay asintotas verticales, luego debe anularse el denominador. Este puede ser, por ejemplo,
(x = 2)(x = 3).

El numerador se elige para que el signo sea el adecuado.

2x — 5

*— 2 —3) comprobamos que se verifican las condiciones.

Escribiendo la funcion como f(x) =

Obtén las asintotas oblicuas de las siguientes funciones.

x>+ 1 2¢ — x + 1
D=5 0 1) = a3
2 _
b)f(x)=X2++1 d)f(x)=x+3+%

2

a) Como f(x) = ); j 11

=x+1+%,Iaasintotaesy=x+1.

2 _
b) Como f(x) = X2++1 =x-2+ % la asintota es y = x — 2.
c) Como f(x) = 20— xH+ 1 _ 5 AT aintota es y = 2x

X+ 2 X+ 2" y :

d) Como f(x) = x + 3 + % la asintota es y = x + 3.

Solucionario TTI 53



52378

8.46. Encuentra, sin operar, la asintota oblicua de cada una de las siguientes funciones.

1 1 5
a)f(x)—x+4+7 C)f(x)_3x_5_x+2
b) F(X) = X + 2 + —= A f(X) = —x + 1 — —>

\/)_( X —2

1
a)y=x+4 c)y:3x—§
b)y=x+2 dy=-x+1

8.47. Considera la funcién f(x) = a + siendo a, b y ¢ numeros reales. Calculalos sabiendo que:

X+ c
- La grafica de f presenta en —x una asintota horizontal de ecuacion y = 2.
- La grafica de f presenta en x = 1 una asintota vertical.
- El punto (6, 3) pertenece a la grafica de f.

Como lim f(x) = a, debe sera = 2.1 + ¢ = 0, luego ¢ = —1.f(6) = 2 + 6 E 7= 3, luego debe ser b = 5.
, e 5
Asi pues, la funcién es f(x) = 2 + o1
_ 2
8.48. Obtén las asintotas horizontales y verticales de la funcion f(x) = % y esboza la gréafica de f.
YiH
Asintotas verticales
x =1, pues lim f(x) = +oo; lim fx) = —» =T I HHHHHHHHHHHH-
[0) X
X = 3, pues Iir? f(x) = —oo; Iirg f(x) = +o

Horizontal y = 1, pues lim f(x) = lim f(x) = 1

Xt

S U 5 B A B S Y

. 2% — x — 1 .
8.49. Si f(x) = 137 demuestra que f(x) se puede escribir como f(x) = 2x — 5 + ~+ 3

asintota horizontal f(x)? ¢Y vertical? ¢Y oblicua?

. (Tiene alguna

Al dividir 2x* — x — 1 entre x + 2 obtenemos de cociente 2x — 5 y de resto 9, luego

. B 9
f(x) = 2x 5+x+2'
f(x) no tiene asintotas horizontales, pues lim f(x) = —o; lim f(x) = +e°.
Tiene una asintota vertical en x = —2, pues Ii[r; f(x) = —oo; Iirj} f(X) = +oo.
y = 2x — 5 es asintota oblicua, pues lim (f(x) — (2x — 5)) = lim " f 5 = 0;

lim (f(x) — (2x — 5)) = lim

= 0.
X—>+00 xote X + 2
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Continuidad

8.50. Senala los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones y di de qué tipo son.

a) Y
\
et \
L ‘Q)\\\J \\
A o 1 X
/
b) Y
~~ 1
1 | A
va
/
[ [

o
=
Il

—3 de salto finito, x = 1 evitable y x = 4 de salto infinito
—3 de salto finito y x = 3 de salto infinito

o
=
Il

8.51. Calcula, si los hay, los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones y clasificalos.

x—3 X4 Gxzo2
a) f(x) = 3 c)f(x) =1 x — 2
= 4 six=2
X -4 )
B -4
b)f(x)={x—2 six#2 d) f(x) = ~—
0 six=2 X
a) x = 1. De salto infinito c) Es continua siempre
b) x = 2. Evitable d) x = 2. Evitable

8.,52. Si fy g son funciones continuas con f(2) = 7 y Iin; (3f(x) — 2g(x)) = 1, calcula g(2).

|irT21 g(x) = 10, y como g es continua en x = 2, entonces g(2) = 10.

8.53. Explica por qué las funciones dadas son discontinuas en el punto cuya abscisa se sefala:

2
a)f(x)=X 4enx=2

-1
b) f(x) =4 x — 1 SIX;E1enx=1
0 six =1

x — 2| .
c)f(x) =9 x—2 SIX:'tzenx=2
six =2

a) Porgue no existe f(2).
b) Porque no coincide IirrJ f(x) = 3 con f(1) = 0.

¢) Porque no existe IirT21 f(x), ya que Iin21 flx) = -1y Iirp f(x) = 1.
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ax + 2 six< —1

. sea continua en todos los puntos.
ax> — 2 six > —1 P

8.54. Halla el valor de a para el que la funcién f(x) = {

Se debe verificar que el limite de f(x) cuando x tiende a —1 exista, por lo que los limites laterales deben coin-

cidir:
Iirn flx) = —a+ 2
Iirpﬁ flx) =a— 2

Por tanto, —a + 2 = a — 2. Resolviendo la ecuacién, se tiene que a = 2.

2Xx + 2 six < —1

Para a = 2, la funcién queda asi: f(x) = {QXQ 0 six> 1

Para a = 2, lim f(x) = 0, al igual que f(—1), por lo que Iirp1 f(x) = f(—=1) y la funcion es continua.

x—-1

8.55. (PAU) Representa la siguiente funcioén y estudia su continuidad en el punto x = O.

f(x) = =1 six<0
T lx=1)2six>0
Y|
No es continua en x = 0 al presentar una discontinuidad de salto
finito.
s
g X

8.56. Dibuja una posible grafica de una funcién continua f tal que f(0) = 1y f(4) = 8, y comprueba si existe al-
gun numero c entre 0 y 4 tal que f(c) = 3.

¢Crees que la ecuaciéon x° — 2x + 1 = 7 tiene alguna solucién comprendida entre 1y 2?

Y|
El problema es equivalente a preguntar si la ecuacion
X — 2x — 6 = 0 tiene alguna solucion comprendida entre 1y 2.
La respuesta es si, porque si consideramos la funcion f(x) = x* — 2x — 6
vemos que es una funcion continua y que f(1) = =7 vy f(2) = 22, luego
su grafica corta al eje de abscisas entre 1y 2.
0 1 \V/ X
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8.57.

8.58.

8.59.

8.60.

Limites en situaciones concretas

Antes de comenzar la produccién en serie, una empresa aeronautica ha fabricado 3 aparatos para vender-
los, después de calcular los gastos de fabricacion, realizar el estudio de mercado, etc., por un total de 9 mi-
llones de euros. Una vez efectuado este trabajo, comienza la produccion en serie, siendo entonces de 0,3
millones de euros el coste de fabricacion de cada avion. Se representa por x el nUumero de aviones fabrica-
dos en serie y por f(x) el precio total de un avidon para x aviones construidos.

0,3x + 9

a) Explica por qué f(x) = ———

para x = 0.

b) Calcula lim f(x) y explica en términos economicos el valor obtenido.
X—+x

a) Para fabricar x aviones en serie, primero fabricaron 3 con un coste de 3 millones cada uno, y después, x avio-
nes a 0,3 millones cada uno, luego el precio total de los x + 3 aviones ha sido de 0,3x + 3 -3 = 0,3x + 9
0,3x + 9

millones de euros. Asi pues, el precio medio por unidad construida en serie es de f(x) = T3 con x = 0.

. L 03x+ 9
b) xllglc f(X) N xllglc X+ 3

to si posteriormente se fabrica una gran cantidad de aparatos en serie.

= 0,3. El gasto inicial para la fabricacion de los tres prototipos no encarece el produc-

En un aparcamiento publico se cobran 3 euros por la primera hora o fraccién y 2 por cada hora o fraccion
siguiente, hasta llegar a un maximo de 12 euros por un dia.

a) Dibuja una grafica que refleje el precio de dejar el coche en ese aparcamiento, como funcion del tiempo
que permanece alli.

b) Estudia los puntos de discontinuidad de esta funcién y su significado para alguien que deje su coche en
ese aparcamiento.

Y|
1%

in La funcion es discontinua en los puntos de abscisa x = 1, x = 2,

in x = 3, x = 4y x = 5. Esto significa que diferencias de pocos mi-

7 nutos pueden hacerte pagar un euro mas si la estancia ha sido pro-

:‘ xima a un numero entero de horas.
1
O 1 X

Las conclusiones de un estudio demografico establecen que el numero de habitantes de una poblacion

vendra dado en los proximos afios por la funcion f(t) = 15002: : ;O 000 siendo t el numero de afos trans-

curridos.

a) ¢Cual es el tamario actual de la poblaciéon?

b) Si esta funcion fuese valida indefinidamente, ése estabilizaria el tamario de la poblaciéon?
a) f(0) = 5000 individuos.

. L 15000t + 10000
b) fim £(t) = lim 2+ 2

= 7500. Si, se estabilizaria en 7500 individuos.

El rendimiento (medido de 0 a 100) de cierto producto en funcién del tiempo de uso (x, en afnos) viene dado
por la siguiente expresion: f(x) = 8,5 + %sz x=0

Por mucho que pase el tiempo, épuede llegar a ser el rendimiento inferior al que el producto tenia cuando
era nuevo?

3x
1+ X

X—+®

No, pues Iirp f(x) = lim (8,5 + ) = 8,5, luego se mantendra al menos como a x = 0 afos.
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8.61.

8.62.

8.63.

PROBLEMAS

2
El numero de individuos, en millones, de una poblacion viene dado por la funcion f(t) = % donde t es
el tiempo medido en afios desde t = 0. Calcula la poblacién inicial y el tamafio de la poblacién a largo pla-

zo cuando el tiempo tiende a infinito.

Poblacion inicial = f(0) = 9 millones de habitantes

(18+t2

m) = 1 millén de habitantes a largo plazo

(PAU) Se ha investigado el tiempo T, en minutos, que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en fun-
cién del tiempo de entrenamiento x, en dias, obteniéndose que:

300 si0=x<30
x + 30
Tkx) = 1125
— 22 192 six>
-1 =5 T2 x93

a) Justifica que la funcion T es continua en todo su dominio.
b) {Se puede afirmar que cuanto mas se entrene un deportista, menor sera el tiempo en realizar la prueba?
¢Algun deportista tardara mas de 10 minutos en finalizar la prueba?

c) Por mucho que se entrene un deportista, ésera capaz de hacer la prueba en menos de 3 minutos? ¢Y en
menos de 2 minutos?

a) En (0, 30) la funcion es continua, pues en ese intervalo el denominador de X 10?30 no se anula.
. - 1125 ) .
Lo mismo ocurre con la funcion m + 2, pues los puntos en los que es discontinua (15 y 5) no

pertenecen al intervalo (30, +«) en los que T toma esa expresion.

Veamos qué ocurre en x = 0 y x = 30.

L 300
T0) = 10, 709 = m 2255 = 10

. g0 . o 1125 _
7(30) =5, lim T(x) = lim 5=—35 =5 lim T() U'L@Q—((x “1B)x —5) 2) 5

Asi pues, T es continua en su dominio.

b) Como en ambas expresiones los numeradores son fijos y los denominadores son cada vez mayores y la fun-
cion es continua, entonces es decreciente. Asi pues, el maximo valor lo toma en cero, que es 10.

Ningun deportista puede tardar mas de 10 minutos.

c) Como Iirp (% + 2) = 2y la funcion es decreciente, se concluye gue entrenando lo suficiente se

puede hacer en menos de 3, pero nunca en menos de 2, aunque si puede quedar muy proximo a 2 minutos
si entrena muchisimos dias.

La temperatura (en grados centigrados) de un trozo de metal sumergido en una solucién durante 9 horas
20
1+t

viene dada por T(t) = 10 + — 5t,0 < t < 9. Halla:

a) La temperatura inicial del metal.
b) ¢A cuanto asciende la temperatura del metal al final del proceso?

a) T(0) = 30 °C
b) T(9) = —33 °C
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8.64.

8.65.

8.66.

8.67.

8.68.

Las pérdidas o ganancias de una empresa, expresadas en centenares de miles de euros cuando han trans-
2t — 4
t+2°

currido t afos, vienen reflejadas por la funcién f(t) =

a) ¢Gana la empresa en los dos primeros afos?

b) {Cuanto gana el 5.° afio?

c) ¢Existe limite para las ganancias? En caso afirmativo, écual es el limite?
a) f(2) = O, luego no gana nada en los dos primeros afios.

b) f(5) = 0,86 centenares de miles de euros, es decir, 86 000 euros.

c) Si, y el limite es tlim (2tt+_24> = 2 cientos de miles de euros, es decir, 200 000 euros.

(PAU) EI precio en euros de x litros de aceite comprados en una almazara viene dado por la funcion
si0<=x=<20

p 3x
0) = {\/ax2 ¥ 2000 six > 20

a) Determina el valor de la constante a para que la funcion P(x) sea continua.
b) Si se comprasen muchisimos litros de aceite, éa cuanto saldria aproximadamente el precio de cada litro?

a) Como deben coincidir los limites laterales, 60 = \/400a + 2000, que tiene por solucion a = 4.

2
b) lim V4x i 2000

X+

= 2 euros cada litro

PROFUNDIZACION

3>+ ax+a+ 3

¢Hay algun nuamero a para el que exista lim ? Si es asi, calcula a y dicho limite.

X—>=2 X+ x -2
Como x* + x — 2 = 0 si x = —2, para que exista el limite, debe ser 3x* + ax + a + 3 = 0 si x = —2. Resol-
viendo 12 — 2a + a + 3 = 0 obtenemos a = 15.
im 3 + 15x + 18 _ im 3(x + 2)(x + 3) _ 1
X—>—2 X2 + x — 2 X—>—2 (X + 2)(X — 1)

x -3 es continua en todos los numeros reales.
1 six =3

x> — (a+ 3)x + 3a six+3
Nos dicen que la funcion f(x) =

¢Cual es el valor de a?

Debe ser Iirg[ fx) = Iirp f(x) = 1. Como x¥* — (a + 3)x + 3a = (x — 3)(x — a), tenemos que

) . (x=3)x = a)
leggf(x)—lxm X —3

=3—-—ay3—-—a=1sia=2

Si f es continua en a y f(a) > 0, ¢{es posible que en cualquier intervalo centrado en a se verifique que f
tome algun valor negativo?

No, pues si en cualquier intervalo centrado en a tomara alguna vez un valor negativo, entonces el lim f(x) no se-
’ e v . T . ’ . X—a
ria positivo y, por tanto, no podria coincidir con f(a), es decir, f no seria continua en a. -
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8.69*.a) Si f es una funcion polinomica de 3. grado, ¢{puedes asegurar que corta alguna vez al eje de abscisas?

8.70.

8.71.

8.72.

8.73.

Justifica la respuesta.

1+ X2
f(x)

verticales? ¢Y oblicuas? Justifica las respuestas.

b) Considera la funcion g(x) = donde f es una funcion polindmica de 3. grado. ¢(Tiene g asintotas

a) Si, porque al ser de grado impar, seguro que se verifica que los limites lim P(x) y lim P(x) tienen distinto sig-
X—+o X——o
no, y al ser continua, si la funcién toma valores positivos y negativos, seguro que debe cortar al menos una
vez al eje de abscisas.
b) Seguro que tiene al menos una asintota vertical, pues, como vimos en a, f(x) se anula al menos una vez y el
numerador no se anula nunca.
Carece de asintota oblicua, pues tiene asintota horizontal, ya que al tener f(x) grado mayor que 2,

fim X — i 12X
e F(X) o= F(X)

= 0.

Encuentra una funcion continua f tal que: lim f(x) = 0 y f(10"°) = 10'®
X—+w

10
) = = ; X Como f(10"°) = 10'™, entonces % = 10",
120 __ 10
de donde k = 10 — 10y f(x) = M

X

ax+b?
cx +d’

¢Es posible elegir los nimeros a, b, ¢ y d para que lim f(x) = 4+ siendo f(x) =
X+

El limite sera infinito si el grado del numerador es mayor que el del denominador, luego debe ser ¢ = 0, y para
que sea positivo, debe sera >0y d>00a<0yd<D0.

2x + 1

if(x) =1+
Si flx) X+ 7

, ¢puedes asegurar que f tiene asintotas horizontales? ¢Y oblicuas? ¢Y verticales?

Como lim f(x) = lim f(x) = 1, f tiene una asintota horizontal de ecuacién y = 1y, por tanto, no tiene asintotas

oblicuas. Como D(f) = R, f no tiene asintotas verticales.

1,2
-1 3x — 9

Calcula el dominio de la funcion f(x) = 3 — < y obtén sus asintotas.

D(f) = R — {1, 3}

Como Iirp f(X) = 4oo; Iirp f(x) = —oo y limf(x) = —oo; lim f(x) = +co, entonces x = 1 y x = 3 son las asintotas

X=3 Xx=3"

verticales de la funcion.

: 1 2 o B 2 B B ) .
Como lim (3 =1 T o 9) = lim (3 tay -9 9> = 3, y = 3 es la asintota horizontal.
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8.74. Considera la siguiente funcion a trozos:

fx) =1x* -5 si-2<x<1

{—4x+a six< -2
bx +3 sil1l=<x

a) Calcula los valores de a y b para que sea continua para todo x.
b) Haz una grafica de la funcion obtenida en el apartado anterior.

a) Para que sea continua en el —2 debe ocurrir que 8 + a = —1, es decir, que a = —9, y para que sea conti-
nua en el 1 debe ocurrir que —4 = b + 3, esto es, b = —7.

La funcién queda de la forma:

—4x -9 si x= -2
fix) =4x —5 si —2<x<1

—7x + 3 si 1 =x

b) Y

ax +b six=<1
8.75. Si la funcion f(x) = | 2bx* si 1 < x < 3 es continua en todos los numeros reales, calcula a y b.
2x + 3 six>3

Para que sea continua se debe cumplir:

fl)=a+ b = Iirn f(x) = Iirp(ax + b) = Iirn f(x) = “rﬂ(2bx2) =2y

f(38) = 18b = lim f(x) = lim (2b¢) = lim f(x) = lim (2x + 3) = 9

a+b=2b

Luego se deben cumplir simultdneamente las condiciones {18b -9

Asi pues, a = b = %
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ACTIVIDADES INICIALES

9.. Resuelve las siguientes inecuaciones.

, Xx—4 _ e X — 7x + 12
Q) 2¢ +10x + 12 <0 b)—F =0 c)x—x=0 d=—Fm—g5 >0
a) (=3, —2) b) (—1, 4] ¢) (=, =11 U [0, 1] d) (=0, =3) U (4, +)

9.l. Halla el valor en radianes de los siguientes angulos. 30°, 45°, 60° 90° 120° 180° 225° y 330°

30° = 5 45° = 7 60° = 7 90° = 7 120° = %“; 180° = m; 225° = %’; 330° = ”T“
9.lll. Calcula el valor en grados de estos angulos: % % % % , ST 4?“ y 37
g = 90°, % = 60°, % = 45°, % = 30°, m = 180°, %Tﬂ = 135° %“T = 240°y 37“ = 270°
9.IV. a) Calcula las razones trigonométricas de los angulos « y B de la figura. D
b) Con ayuda de la calculadora, halla el valor de « y B. 3
a) La hipotenusa del triangulo vale 5 unidades por Pitdgoras. Por tanto, sen o = %; ] 4 AN
senB:%;COSOL:%;COSB=%;tga=%;tgs=%

b) B = 53,13°y a = 36,87°

EJERCICIOS PROPUESTOS

9.1. Encuentra los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones y estudia su signo.

x—3)x +2)

a)f(x) =6x —5 b) f(x) = x®> + 3x — 4 c) f(x) = 1

a) Corte con el eje X: (g O). Corte con el eje Y: (0, —5)

Signo: positivo si 6x — 5 > 0, es decir, x > % Negativo si x < %

b) Corte con el eje X: (1, 0) y (—4, 0). Corte con el eje Y: (0, —4)
Signo: positivo si x> + 3x — 4 > 0, es decir, en (—«, —4) U (1, +=). Negativo en (—4, 1).

c) Corte con el eje X: (3, 0) y (—2, 0). Corte con el eje Y: (0, —6)

X — 3)x + 2
Signo: positivo si % > 0, es decir, en (=2, —1) U (3, +=). Negativo en (=, —2) U (-1, 3).
9.2. Representa mediante una tabla de valores la funcién y = \/4 — x° Y]
X 2 1 0 —1 -2 b
4 —x [ \3 2 \3 0
[0) 1 X
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9.8. Estudia si las siguientes funciones son pares o impares, 0 si no presentan ninguna de estas simetrias.

X 1
a)f(x)—x2_4 b)f(X)—W c) flx) =x° —xX* + x
2
a) f(—x) = 2 X_ 7= f(x), luego es par.
b) f(—x) = ﬁ # f(x), —f(x), luego no presenta estas simetrias.

c) f(—x) = —x* — x¥* — x = —f(x), luego es impar.

9.4. Dada la parabola f(x) = x* — 6x:

a) Halla sus puntos de corte con los ejes.
b) Calcula su vértice.
c) Represéntala graficamente y comprueba que es céncava hacia arriba.

a) Corte con el eje X: (0, 0) y (6, 0). Corte con el eje Y: (0, 0)
b) V3, —9)
c) V%

9.5. Dada la parabola f(x) = —x* + 10x:
a) ¢En qué puntos su ordenada vale 9?
b) ¢En algun punto toma el valor 30?
c) Represéntala graficamente y confirma los resultados anteriores.
a) —xX+10x=9six=10x=9
b) —x* + 10x = 30 no tiene solucion.
c) Y

9.6. Estudia si son pares o impares las siguientes funciones polinémicas.

a) f(x) = x> — 3x + 1 c) f(x) = 3x" + 5x° — x

b) f(x) = —2x* + x* + 6 d)f(x) = x*+ x° — 8x* + 12
a) f(—x) = x> + 3x + 1 # f(x), —f(x), luego no presenta estas simetrias.

b) f(—x) = —2x*+ x* + 6 = f(x), luego es par.

c) f(—=x) = =3x — 5x + x = —f(x), luego es impar.

d) f(—x) = x¥* — x* =8x*> + 12 # f(x), —f(x), luego no presenta estas simetrias.
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9.7. Esboza las graficas de las siguientes funciones polindmicas.
a)f(x) = (x — 1)(x + 1)(x — 2) c) f(x) = —2x(x* — 3x + 2)
b) f(x) = (x* — 4)(x + 1) d) f(x) = —4(x — 1)*(x — 3)?

a) Corte con Y: (0, 2). Cortes con X: (1, 0), (=1, 0), (2, 0). lim f(x) = 4o, lim f(x) = —

X——%

Si—1<x<1,fx)>0,ysi1<x<2f(x)<O0

b) Corte con Y: (0, —4). Cortes con X: (=2, 0), (2, 0), (=1, 0). lim f(x) = 4o, lim f(x) = —

Si—2<x<—-1,fx)>0,ysi —1<x<2f(x)<0
c) Corte con Y: (0, 0). Cortes con X: (0, 0), (1, 0), (2, 0). lim f(x) = —oo, lim f(x) = +e°

SIo<x<1,flx) <0, ysi1<x<2flx) >0

d) Corte con Y: (0, —36). Cortes con X: (1, 0), (3, 0). lim f(x) = —o, lim f(x) = —co

f(x) < 0 siempre. o o
a) % c)
[\ A
RE N e O\ /1 X
b) Y d) %
in
[0) X
Jata
1 X

9.8. Razona cuales de las siguientes magnitudes son directa o inversamente proporcionales.

a) x: precio en euros de ciertos articulos.
y: precio en dodlares de esos mismos articulos.

b) x: velocidad que lleva un ciclista en un recorrido.
y: tiempo que tarda en completar el recorrido.

c) x: nimero de personas que acuden a un sorteo.
y: probabilidad de que una de ellas sea agraciada.

d) Si llevo 100 euros en el bolsillo:
x: dinero que gasto.
y: dinero que me queda.

a) Si compro n articulos y pago x euros e y dolares, si 1 délar = k euros, entonces y = kx, por lo que x e y son
directamente proporcionales.
e . ) : . .
b) Como v = T siendo v la velocidad, e el espacio recorrido y t el tiempo empleado en recorrerlo, tenemos en

e e . .
nuestro caso: x = v de donde y = S Por lo que x e y son inversamente proporcionales.

c) La probabilidad de que una persona sea agraciada en un sorteo de n personas, si todas juegan lo mismo, o
. ) . - . 1 1
sea, si todas tienen igual probabilidad de ser agraciadas, es p = ey en nuestro caso: y = < por lo que x e y
son inversamente proporcionales.

d) y = 100 — x por lo que x e y no son ni directa ni inversamente proporcionales.
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9.9. Encuentra la funcion que relaciona la base y la altura de todos los rectangulos de area igual a 420 m? y di-
buja su grafica.

Y]
Si b es la base y h la altura, sabemos que bh = 420, o sea, h = %
_ 420 50
X 50 X

9.10. Estudia la siguiente tabla de valores: s > 3 0
a) Encuentra la funcion que relaciona ambas variables. 12 30 —20 | -6
b) Dibuja la gréafica de dicha funcion.
c) ¢Qué valor de y corresponde a x = 1?
60

a) Observamos que xy = —60, entonces y = - b)
c) —60

5

Ols

9.11. Realiza el estudio completo de estas funciones racionales y dibuja sus graficas.

X —4 X X+ 4
a) fx) = 7= d) f(x) = —— 9) f(0) = —
b) f(x) = x2:1 e) f(x) = X2’11 h) £(x) =%

X’ — 3x X + 4 , s
c) f) = ——= ) ) = == )t =7

a) D(f) = R — {—1}. Cortes con los ejes: eje Y: (0, —4); eje X: (4, 0)

Asintotas verticales: x = —1, Iirnr f(x) = +oo; IirR f(x) = —
Asintotas horizontales: lim f(x) = 1

b) D(f) = R — {0}. Cortes con los ejes: eje Y: no lo corta; eje X: tampoco.
Asintotas verticales: x = 0, Iiry f(x) = +oo; Iirp f(x) = —

X+ 1

Asintotas oblicuas: el cociente de es x, por lo que la recta y = x es asintota oblicua.

c) D(ff = R — {1}. Cortes con los ejes: eje Y: (0, 0); eje X: (0, 0) y (3, 0).
Asintotas verticales: x = 1, Iirp f(x) = +oo; Iirﬂ f(x) = —

x> — 3x
-1

d) D(f) = R — {1}. Cortes con los ejes: eje Y: (0, 0); eje X: (0, 0)

El cociente de division es x — 2, por lo que la recta y = x — 2 es asintota oblicua.

Asintotas verticales: x = 1, Iirn f(x) = —oo; Iin11 f(x) = 4+

Asintotas horizontales: y = 1, lim f(x) = 1

e) D(f) = R — {1, —1}. Cortes con los ejes: eje X: (0, 0); eje Y: (O, 0)

Asintotas verticales: x = 1, x = —1, lim f(x) = —oo; Iirpﬁ f(x) = +oo; lim f(x) = —oo; lim f(x) = +oo

x—>=1" x—-1" x—-1"

= 0, y = 0 es asintota horizontal.
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f) D(f) = R — {—2, 2}. Cortes con los ejes: eje Y: (0, —1); eje X: no hay corte.

Asintotas verticales: x = —2, Iir]} f(x) = +oo; Iir:r; f(xX) = —0. x = 2, Iirp f(x) = —o0; Iirp f(x) = +o

Asintotas horizontales: y = 0, lim f(x) = 0

X+

g) D(f) = R — {—3, 3}. Cortes con los ejes: eje Y: (0, —%); eje X: no hay corte.
Asintotas verticales: x = —3, Iir:rgf f(x) = +eoo; Iirg f(x) = —oo. x = 3, Iirg] f(x) = —oo; Iirp f(x) = +o

2

. . X
Asintotas horizontales: lim —;
Xt XX — 9

h) D(f) = R — {1}. Cortes con los ejes: eje Y: (0, 0); eje X: (0, 0)
Asintotas verticales: x = 1, Iirp f(x) = +o; Iim f(x) = —

= 1, y = 1 es asintota horizontal.

Asintotas horizontales: lim x_i = —2,y = —2 es asintota horizontal.

X—+0 - 1

i) D(fy = R — {—2}. Cortes con los ejes: eje Y: (0, 0); eje X: (0, 0)

Asintotas verticales: x = —2, lim f(x) = +o; lim f(x) = —©
X—-2" x—-2"
El cociente de la division 1 0 8 x> — 2x + 4, por lo que no hay asintotas oblicuas.
a) 'lv d) % g) Y
/
p4
/'
numm! 4 1 ol 1
L L
o[ 1,7~ X X =
/T
/
|
b) % e) Y] h) Y|
7
4 1
1 ANEA.
X S ONT X
LN A A
C Y f Y] i Y
) I )
\
\ /
/ \ /
/ N /
77
/ /
1 ./ 14N\
0) X T X °1 7
n d
yA |
/
p4
V4
/)

66 | E Solucionario



52378

9.12.

9.13.

9.14.

9.15.

9.16.

9.17.

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.

d

a) 3 = 27 b) 2" = 64 c) 3 =729 d) 27° = 1024
a) 3 = 3% luego x = 3
b) 2 = 2° luego x = 6
C) T = 36v luego x — 1 = 6, estoes, x =7
)

22 = 2" Juego x — 2 = 10, esto es, x = 12

Conocida la grafica de la funcion f(x) = e* explica de manera razonada cdmo se obtiene la grafica de
g(x) =3 + e

Realiza un dibujo aproximado de la misma. Y]

Es la grafica de la exponencial desplazada 1 unidad a la derecha y 3 unidades
hacia arriba.

Dibuja sobre los mismos ejes las graficas de f(x) = 2°y de g(x) = log, X, y explica qué relacion hay entre
dichas graficas.

Y 3 Como se observa, son graficas simétricas respecto de la bisectriz del primer

cuadrante al tratarse de dos funciones inversa la una de la otra.
g
) /'—
O(l X

Escribe 2 In p + % In g como un solo logaritmo.

2Inp+%|nq:lnp2+ln\3/a:In(pz\a/a)

Aparentemente, estas dos funciones parecen ser la misma:

X+ 1

f(x)=|og( >yg(x)=|og (x + 1) — log x
Sin embargo, hay una diferencia sustancial. (Cual es?

f(x) esta definida si x < —1 (x + 1 < 0y x < 0), y en cambio g(x), no.

En concreto: D(f) = {x er/Z i ! > O}. Asi pues, D(f) = (=, —1) U (0, +») y D(g) = (0, +=), ya que si

x < 0, no existe log x y, por tanto, no existe g(x).

Calcula todos los lados y angulos del siguiente triangulo rectangulo.

Sea A el angulo de 24°y B el angulo recto. Asi a = 57.

o_ 57, _ _ 57 _
sen 24° = b,b— sen 240—140,14m
57 m
C= 90° — 24° = 66°
57 57 24°
tg 24 =?;c= tg 24° = 128,02 m

Solucionario I“ 67
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9.18.

9.19.

9.20.

9.21.

9.22.

9.23.

Ayudandote de un triangulo equilatero, calcula las razones trigonométricas de los angulos
de 60° y 30°. {Qué relacién observas entre ellas?

Consideramos el triangulo de la figura.

V3 o . 1 V3
= ASIg 30" = s = T3

w

Se tiene que sen 30° = cos 60° = = %y cos 30° = sen 60° =

1 Vs
2
1

2
1

A partir del sen 30° y del cos 30° obtén las razones trigonométricas de 120° 150° 210° 240°, 300° y 330°.

sen 120° = cos 30° cos 120° = —sen 30° sen 150° = sen 30° cos 150° = —cos 30°
sen 210° = —sen 30° cos 210° = —cos 30° sen 240° = —cos 30° cos 240° = —sen 30°
sen 300° = —cos 30° cos 300° = sen 30° sen 330° = —sen 30° cos 330° = cos 30°

Ayudandote de un cuadrado y su diagonal, calcula las razones trigonométricas de un angulo de 45°.

1 \o

Tomando como unidad el lado del cuadrado, la diagonal es \/5 y sen 45° = % =5
sen 45° _
cos 45°

cos 45° = sen (90° — 45°) = sen 45° Asi tg 45° =

(TIC) Utilizando tu calculadora, representa las graficas de las funciones:
a) f(t) =2 -cost b) f(t) = tg (w — 1) c) f(x) = sen (x + =) d) f(x) = sen x — tg x

a) c) [y d)

b) K
\g\//\\i ONE ONT /\\/4 0

o\~<

(TIC) Utilizando tu calculadora, representa las graficas de las funciones:

1 1
cos t b) flx) = sen x

By Dl
A i

Escribe las siguientes funciones como funciones a trozos y dibuja su grafica.

a) f(x) = |x| = |x + 2| b) gx) = |x* — 2|

a) f(t) =

—2x — 2 si—2<x<0
-2 six=0 \
B
2 __ 1 —
X 2 s!xs \/5 o X i
b) glx) =4 —Xx + 2 si—V2 <x<\2
NN 0]

X —2 six=1\2

{2 six< —2 a) Y, b) Y

68 I“ Solucionario
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9.24. Ayudandote de una tabla de valores, representa las siguientes funciones.

a) f(x) = x = [«] b) g(x) = |x| + [x]

a) 25| -2 | -15| -1 | -05| O 0,5 1 15
0,5 0 0,5 0 05 0 0,5 0 0,5

b)
x —25| =2 | =15 =1 | -05| o 0,5 1 15
v il 05| o | -05] o | -05| O 0,5 2 2,5

a) Y b) Y| 1]

53

EJERCICIOS
Funciones polindomicas

9.25. Encuentra la funcion lineal f(x) = ax + b que pasa por los puntos (2, —3) y (5, 3).

3

[

Se resuelve { azi-t) b cuyas soluciones sona =2y b = -7 = f(x) = 2x — 7

9.26. Halla graficamente los puntos de corte de:

a) Larectay = x — 4 con la parabola y = x* — 4x.

b) Las pardbolas y = x> —4 ey = — xX*+ 6.
a) Y b) \CEv g
\ |
\ VAR
\ / n I . \ X
\"“| N\
| \
1 \
9.27. (TIC) Representa graficamente la region acotada limitada por las gréaficas V|
de las funciones:
N i
5 1 1 VAN
f(x) = sz, glx) = E(Sx + 20) y h(x) = 5(_5)( + 20) \ \V/i
\ \
\ |/
\
| X
\ \
9.28. Halla la ecuacion de la parabola que corta al eje vertical en y = 2 y cuyo vértice es el punto (1, 1).
f(x) = ax* + bx + c¢. Sabemos que f(0) =2 = cyque f(1) =1, porloquea+ b+ 2=1y _Z_ba = 1. Asi
pues,a+ b= —1, —b=2anosllevaaa=1,b= -2 ¢ =2,y lapardbola pedida es y = x¥* — 2x + 2.

Solucionario E F
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9.29. Una parabola tiene la forma f(x) = ax* + bx + 2. Se sabe que el punto (1, 3) es su vértice y que pasa por

9.30.

9.31.

9.32.

9.33.

el punto (2, 2). Calcula los valores de a y b y haz su grafica.

f(x) = ax* + bx + 2. Sabemos que f(1) = 3, estoes, 3 = a + b + 2; que f(2) = 2,

por lo que 4a + 2b + 2 = 2,y que ,27ba. Asi pues, a + b = 1, —=b = 2a nos lleva

=

i

aa=—1,b=2

La pardbola pedida es y = —x* + 2x + 2.

De una parabola sabemos que corta los ejes en los puntos (—1, 0), (5, 0) y (0, —10). {Cudl es su vértice?

¢Pasa por el punto (3, 16)?

Esboza su grafica.

5—1

Al cortar al eje de abscisas en (—1, 0) y (5, 0), su vértice tiene de abscisa 5 = 2,
por lo que la pardbola es f(x) = a(x — 2)> + k. Como f(5) = 0,es 9a + k = 0, y
como f(0) = —10, tenemos que 4a + k = —10. Restando estas dos ultimas igual-

dades llegamos a a = 2, k = —18, y la parabola es:
y=2(x—2P%—-18 = 2¢¥ — 8x — 10.

Haz un estudio completo (vértice, eje de simetria, puntos de corte con los ejes, concavidad) de la parabola

f(x) = —x* + 2x — 3.

flx) = —x*+ 2x — 3

Corte con el eje Y: (0, —3)

Cortes con el eje X: —x* + 2x — 3 = 0, que no tiene soluciones.
Vértice: (1, —2)

Eje de simetria: x = 1

Coéncava hacia abajo

Determina los puntos de corte con los ejes y el signo de las siguientes funciones.

a) f(x) = (x — 1)(x — 2) c) f(x) = 2(x + 2)(x — 1)?
b) f(x) = x* + 6x* — 7x d) f(x) = x* + 2¢* + 1

a) Corte con el eje X: (1, 0) y (2, 0).

Corte con el gje Y: (0, 2)

La funcion es positiva en (=, 1) U (2, +) y negativa en (1, 2).
b) Corte con el eje X: (=7, 0), (0, 0) y (1, 0)

Corte con el eje Y: (0, 0)

La funcion es positiva en (=7, 0) U (1, +«) y negativa en el resto.
c) Corte con el eje X: (=2, 0) y (1, 0)

Corte con el eje Y: (0, 4)

La funcion es positiva en (=2, +%) y negativa en el resto.
d) Corte con el eje X: no tiene.

Corte con el eje Y: (0, 1)

La funcién es positiva siempre.

Encuentra una funcién polinémica de grado 3 que corte el eje X en los puntos —4, 1y 3.

Pasa por (—4, 0), (1,0) y (3
ecuaciones resulta: a = 0, b = —13y c = 12.

70 I“ Solucionario
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9.34.

9.35.

9.36.

9.37.

(TIC) Realiza un estudio completo (puntos de corte con los ejes, signo, simetria y limites en el infinito) de
las siguientes funciones polinémicas y esboza sus gréficas.

a) f(x) = x(x*> + 2)(x* — 1) c) f(x) = x® — 9x* — 16x> + 144
b) f(x) = x* + 3x* — x* — 3x d) f(x) = (x + 3)*(x — 2)?

a) Cortes con los ejes: eje Y: (0, 0); eje X: (0, 0), (1, 0), (—1, 0)
f(—x) = —f(x): impar. le f(x) = +oo, X[rpw f(x) = —
Si—1<x<0,fx)>0,ysi0o<x<1,flx) <0
b) Cortes con los ejes: eje Y: (0, 0); eje X: (0, 0), (1, 0), (—1, 0), (=3, 0)
Ni par ni impar. XILrIL f(x) = +oo, Xﬁmx f(x) = 4o
Si-83<x<-100<x<1,fx)<0ysi—1<x<0,fx)>0
c) Cortes con los ejes: OY: (0, 144). OX: (=3, 0), (=2, 0), (2, 0), (3, 0)
f(—=x) = f(x): par. Xirpx f(x) = +oo, Xirl f(x) = +o
Si-83<x<-202<x<3fx<0,ysi —2<x<2fx)>0
d) Cortes con los ejes: eje Y: (0, 36); eje X: (2, 0)
Ni par ni impar. Xirpx f(x) = +oo, Xlirpx f(x) = +oo
Es siempre positiva.

a) Y, b) % c) Y d) Y

Encuentra el valor de b para que la funcién f(x) = x* + bx® corte tres veces el eje X. Justifica tu respuesta.

f(x) = x*(X* + b). Esta funcion corta el eje X en el 0 y también en las soluciones de la ecuacion x> + b = 0. Si
queremos que tenga tres cortes, esta ecuacion debera tener dos soluciones, es decir, b debe ser un nimero ne-
gativo arbitrario.

Funciones de proporcionalidad inversa

Escribe varias parejas de numeros cuyo producto sea 60 y, posteriormente, escribe una funcidon que los
relacione. Dibuja su grafica.

X y Y
1 60 50
2 30 xy=60;y=7 E
-12 | =5 oS X
5 12
4 15

Si un ciclista tarda 6 horas en recorrer 120 km, éa qué velocidad media lo hace? Escribe la funcién que da
la velocidad en funcion del tiempo.

v = 20 km/h de velocidad media. v(t) = % donde e denota el espacio recorrido.

Solucionario I“ 7
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9.38. (TIC) Apoyandote en la grafica de y = % esboza las graficas de las siguientes funciones.

1 1 1 1 3 1
=—+3 b =2 - — = = d =—-1 == fly=
ay =~ )y " c)y=3 )y =+ e)y =7 )V =77
c) Y e) Y
1
5
O 1 X 1 X
d) % f)
1%
o0l o X
9.39. Un rectangulo tiene una superficie de 200 cm?
a) Da las dimensiones de dos posibles rectangulos que cumplan esta condicion.
b) Si llamamos x a su base e y a su altura, expresa la altura en funcioén de la base.
200
a) Base = 10 cm, y altura = 20 cm. Base = 2 cm, y altura = 100 cm. b) y = ~

9.40. Una empresa ha calculado que necesita una superficie de 600 m? para almacenar sus existencias y ha de-
cidido construir una nave rectangular para tal fin. Si llamamos x e y a los lados de dicho rectangulo, en-

cuentra:

a) Los valores entre los que se mueven x e .

b) La funcion que relaciona y con x.

c) La funcion que relaciona el perimetro de la nave con el lado x.

a)x>0,y>0 b) xy = 600, y

620 c) Perimetro = 2x + 2y = 2x + 1200

Funciones racionales

9.41. Determina el dominio, la continuidad y la posible simetria de las siguientes funciones racionales.

a) f(x) =

b) f(x) =

a
b
c
d

e

f)

) D
) D
) D
) D
) D

D

(
(
(
(
(
(

f
f
f
f
f
f

X -2 X2 X+ x

X — 4x C)f(x)_s—x e)f(x)_x3—4x

2 + 3x 2x — 6 -5
VW =rrmes V0=

) = R — {0, 4}. Continua en R — {0, 4}. f(—x) # f(x), —f(x), luego no presenta simetrias.
) = R — {0}. Continua en R — {0}. f(—x) # f(x), —f(x), luego no presenta simetrias.

) = R — {8}. Continua en R — {3}. f(—x) # f(x), —f(x), luego no presenta simetrias.

) =
)
)

R. Continua en R. f(—x) # f(x), —f(x), luego no presenta simetrias.

=R — {—2, 0, 2}. Continua en R — {—2, 0, 2}. f(—x) # f(x), —f(x), luego no presenta simetrias.
= R — {2}. Continua en R — {2}. f(—x) # f(x), —f(x), luego no presenta simetrias.

72 ﬂ] Solucionario
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9.42. (TIC) Halla los puntos de corte de las funciones anteriores con los ejes de coordenadas y su signo. Indica
también, para cada una de ellas, si tiene asintotas verticales, horizontales u oblicuas y esboza sus gréficas.

a) Corte con el eje X: (2, 0). Eje Y: no corta. f es positiva en (0, 2) U (4, +«). Negativa en el resto.
Asintotas verticales en x = 0 y x = 4. Asintota horizontal en y = 0. No tiene asintotas oblicuas.

b) Corte eje X: ( 2 O). Eje Y: no corta. f positiva en (—oc, _—2> U (0, +). Negativa en el resto.

3" 3
Asintotas verticales en x = 0. Asintota horizontal en y = 3. No tiene asintotas oblicuas.

c) Corte con el eje X: (0, 0). Eje Y: (0, 0). f es positiva en (—«, 0) U (3, +«). Negativa en el resto.

Asintotas verticales en x = 3. No tiene asintota horizontal. Asintota oblicua: y = —x — 3.

d) Corte eje X: (3, 0). Corte con el eje V- (O, %6> f es positiva en (3, +«). Negativa en el resto.

No tiene asintotas verticales. Asintota horizontal en y = 0. No tiene asintotas oblicuas.
e) Corte con el eje X: (0, 0), (—1, 0). Eje Y: no corta. f positiva en (=2, —1) U (2, +=). Negativa en el resto.
Asintotas verticales en x = —2, x = 2. Asintota horizontal en y = 0. No tiene asintotas oblicuas.

f) Corte con el eje X: no corta. Eje Y: (O, _TS> f es siempre negativa.

Asintotas verticales en x = 2. Asintota horizontal en y = 0.

a) Y C)\\ Y,

(53

[®]
i

x
o

>

9.43. Calcula el dominio, los puntos de corte con los ejes y el signo de las siguientes funciones.

x(x* — 9) x — 1)(x* + 9) x(x — 5)? X2 —4x + 3

N _ _ —
AN =i nan—n DW="Fer QW= agn-n VW= T x
a) D(f) = R — {1, —1}. Corte con el eje Y: (0, 0). Cortes con el eje X: (0, 0), (3, 0), (=3, 0)
Si x < —38: negativo. Si —3 < x < —1: positivo. Si —1 < x < 0: negativo. Si 0 < x < 1: positivo.
Si 1 < x < 3: negativo. Si 3 < x: positivo.
b) D(f) = R. Cortes con los ejes: eje Y: (0, —3); eje X: (1, 0)

Six <1, f(x) <0. Six>1,f(x) >0

c) D(f) = R — {—1, 1}. Cortes con los ejes: eje Y: (0, 0); eje X: (0, 0), (5, 0)
Si x < 0: positivo. Si 0 < x < 1: negativo. Si 1 < x: positivo.

d) D(f) = R — {0}. Cortes con los ejes: eje Y: no esta en el dominio; eje X: (1, 0), (3, 0)
La funcion es positiva en (0, 1) U (3, +«) y negativa en el resto.

Solucionario S W
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9.44.

945.

9.46.

947.

Se ha comprobado empiricamente que las ganancias que obtiene un casino en la ruleta dependen del tiem-
10000t

? + 40000’

go en minutos, y G(t), las ganancias en miles de euros. Demuestra que en este juego, el casino siempre ob-

tiene ganancias.

po que se esté jugando a través de la expresion: G(t) = donde t representa el tiempo de jue-

¢Qué ganancias obtiene el casino si la ruleta estéa ocupada durante media hora?

Como x > 0, G(x) > 0. G(30) = 389 3020 880 = 34000900000 ~ 74 000 euros

Funciones exponenciales

(TIC) Ayudandote de tu calculadora, representa sobre los mismos ejes las graficas de las funciones f(x) = 2

y glx) = (%) ¢Qué observas?

Y Sus graficas son simétricas respecto del eje Y como es de esperar, pues

g(x) = (%) = 27 = f(—x)

(TIC) La gréfica de la funcion y = a* + k es idéntica a la de la funcion Y

y = a*, pero trasladada k unidades hacia arriba si k > 0, o k unidades ha-

cia abajo si k < 0. Compruébalo para las funciones y = 2,y = 2*— 3 e

y =2+ 2 y=2+42 A
y=2

O/ X

y=2"=3 A

(TIC) Con la ayuda de una calculadora, representa la funcion g(x) = 2, y sobre los mismos ejes, represen-
ta las siguientes funciones.

a) f(x) = 2° c) f(x) =22+ 3 e) f(x) = 2+
b) f(x) = 2* — 1 d) flx) = 2+ 2 f) flx) =2" -2

Indica, en cada caso, qué desplazamiento transforma la funcién g en f.

a) 3 unidades a la derecha. d) 2 unidades hacia arriba.
b) 1 unidad hacia abajo. e) 1 unidad hacia la izquierda.
¢) 2 unidades a la derecha y 3 hacia arriba. f) 1 unidad a la derecha y bajamos 2.
a) Y| c) Y| e) Y|
E M _
Of 1 X Of 1 X Of 1 X
b) Y, d) Y f) %
1 —_— O B
T X — .y
0 o1 X 01 X

ﬂ S Solucionario
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9.48.

9.49.

9.50.

9.51.

9.52.

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.

1

a)2r=8 c) 2%+ = 512 e) 3 =g
1
x=1 — X — 1-2x —
b) 2" = 32 d) 3 = 81 f) 3 T
a)2r=2°>5x=3 d)3F=3">x=14
b)2'=2° 5 x—-1=5->x=6 )3"=83? 5 —x=-2->x=2
C) 2% =2 52x+3 =9 5 x = f 3™ =3%51-2x=-3->5x=2

Una plaga de orugas esta asolando una isla de alto valor ecoldgico. Un grupo de bidlogos ha realizado
estudios de campo y ha comprobado con preocupacion que actualmente hay 136 000 ejemplares y hace
tres afios habia 17 000.

a) Encuentra la ley exponencial que proporciona el nimero de orugas en funcion del tiempo.

b) Los bidlogos han estimado que cuando la poblacion de orugas supere el medio millon de ejemplares, la
vegetacion de la isla sera irrecuperable. ({Cuando llegara este momento si no se toman las medidas opor-
tunas?

c) ¢Hace cuantos afios habia solo cien orugas?

a) f(f) = f, - & Verifica que f(0) = 136 000 y que f(—3) = 17 000.
Asi pues, 136 000 = f, - a° por lo que f,= 136000 y f(—3) = 17000 = 136 000 - a % con lo que

17 000 1 . .
b= = = = = -2
2’ = 936000 gva 2, por lo que la ley exponencial pedida es f(1) 136 000 - 2.
500 125 125 . .
= = . t = === — == &= —_—=
b) f(t) = 500000 = 136000 - 2" — 2 136 31 t = log, 34 2. Dentro de casi 2 afios.
c) 100 = 136000 - 2! — 2' = —13160 — t = —log, 1360 = —10. Hace algo méas de 10 afios.

Una persona ingresa 20 000 euros en un banco al 6% de interés compuesto anual (los intereses se acumu-
lan cada afio al capital inicial).

a) ¢Cual sera el capital acumulado al cabo de 2, 4 6 6 afos?

b) Comprueba que la funcion f(t) = 20000 - 1,06' sirve para hallar el capital acumulado al cabo de t afios.
c) Halla el capital acumulado tras 20 afios.

a) C(2) = 20000(1 + 0,06)* = 22472 €, C(4) = 20000(1 + 0,06)" = 2524954 € y
C(6) = 20000(1 + 0,06)° = 28370,38 €

b) En efecto, es valida.
c) C(20)= 20000(1 + 0,06)* = 64 142,71 €.

Un banco ofrece un tipo de interés del 4% anual para los depdsitos de nuevos clientes. Si un ahorrador
ingresa 20 000 euros:

a) ¢Cual es la funcion que da el capital acumulado al cabo de t afios?
b) Con ayuda de la funcion hallada, calcula el capital acumulado al cabo de 15 afos.

a) C) =C,- (1 + 1) b) C(15) = 20000(1 + 0,04)" = 36018,87 €

Funciones logaritmicas

Calcula los siguientes logaritmos.

al

a) logs 125 b) log, 32

c) log, 16 d) log, 27" e) logs 36 f) log, (—64)

a) 3 b) —5 c) 4 d) 30 e) 2 f) No existe, porque no forma parte del dominio.

Solucionario s W
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9.53. Resuelve las siguientes ecuaciones.

a)logx =4 b) x log 3 = 2 log 6 c)12 —log (8x) =0 d)log x* —log x = 4
1012
a) x = 10* b) x = log, 36 c) x = 3 d) x = 10*

9.54. (TIC) Usando la calculadora, representa sobre los mismos ejes las graficas de las funciones f(x) = log, x y
g(x) = log; x. éQué observas?
2

Y Observamos que dichas graficas son simétricas respecto del eje OX.
f
t
1 Si logs x = t, entonces (%) = X, es decir, 27" = x, 0 sea, —t = log, X, por lo que
o) X 2

f(x) = log, x = —log: x = —g(x)
2

9.55. Las conclusiones de un estudio establecen que el numero de individuos de una determinada poblacién de
una especie protegida vendra dado, en los préximos afos, por la siguiente funcion:

1000t + 100)

f(t) = 100 Iog< T

siendo t el nUmero de anos transcurridos.

a) ¢Cual es el tamario actual de la poblacién?
b) Si esta funcion fuese vélida indefinidamente, ése estabilizaria el tamafio de la poblacién? ¢éEn qué valor?

a) Para t = 0, f(0) = 100 log 10 = 100 individuos
b) lim f(t) = 100 log 1000 = 300 individuos, luego si tiende a estabilizarse en ese valor.

X+

.56*.Ya sabemos que la funcién que proporciona el capital acumulado en un banco a interés compuesto es
9.56*.Y: b la f I tal lad b t t
C =C,: (1 + i), donde C, es el capital inicial ingresado, i es el tanto por uno del interés, t son los afos
transcurridos y C es el capital final al cabo de esos t afios.
Encuentra la expresion de la funcidn que nos muestra el tiempo t que se necesita para que un capital C,
se convierta en C.
C

_ A C _ .. ; _
a—(1+/)—>log Co—t log (1 +1i) >t=

log C — log C,
log (1 + i)

9.57. Un inversor ingresa en un banco 900 euros al 5% de interés compuesto. {Cuando alcanzara los 1500 euros?

log 5 — log 3

= t =
1,05" > t log 1.05

1500 = 900(1 + 0,05)" — = 10,47 afos

w|o

Funciones trigonométricas

9.58. Utilizando tu calculadora en el modo radianes, halla:

a) sen 1 c)tg 1,5 e) cos (—3) g) sen (%‘T) i) tg (1,5 + =)
b) cos (%) d) sen 2 f) tg (%) h) cos (%T)
a) 0,84 c) 14,1 e) —0,99 g) 0,87 ) 14,1

b) 0,71 d) 0,91 f) 1 h) 0

9.59. Si se sabe que sen x = 0,4 y que x estd en el | cuadrante, calcula, utilizando las relaciones trigonométricas,
cos x y tg x.

0,4? + cos’ x = 1 — cos x = +0,92 por estar en el | cuadrante, tg x = senx 0,43.

cos X
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9.60.

9.61.

9.62.

9.63.

9.64.

9.65.

Calcula sen x y cos x, sabiendo que tg x = 3 y que x esta en el Ill cuadrante.

1 4+ 3% = sec® x = cos x = —0,32 (lll cuadrante); sen® x + (—0,32)> = 1 — sen x = —0,95

Halla sen x y tg x si se sabe que cos x = —0,4 y que x pertenece al Il cuadrante.

sen® x + (—0,4)> = 1 — sen x = +0,92 por estar en el Il cuadrante; tg x = —0,43.

Usa la calculadora para resolver:

a)sen x = 0,5 b) cos x = —0,65 c)tgx =4

a) 30° b) 130,54° = 130° 32’ 29" c) 75,96° = 75° 57" 49"

(TIC) Utilizando la calculadora, representa las graficas de las siguientes funciones.

a) f(x) = sen x + 2 c) f(x) = —sen x e) f(x) = sen x — 2 g) f(x) = sen (—x)
b) f(x) = sen (x + 2) d) f(x) = 2 sen x f) f(x) = sen (x — 2) h) f(x) = sen (2x)

A continuacién, indica cual es el desplazamiento u operacion que transforma la funcién g(x) = sen x en cada
una de las anteriores.

a) [y c) [ e) v g) [V
- A
AN\ e
B ¥OO N
T

b) [y d) [y f) v h) [y

FOS SN O A

7 i\ R v
a) 2 unidades hacia arriba. e) 2 unidades hacia abajo.
b) 2 unidades a la izquierda. f) 2 unidades a la derecha.
c) Simétrica respecto del eje OY. g) Simétrica x respecto del eje OX.
d) Multiplicamos las ordenadas por 2. h) Comprimir a la mitad horizontalmente.
(TIC) Estudia los dominios y los recorridos de las siguientes funciones, y después, ayudandote de la calcu-
ladora, estudia sus graficas sefialando sus puntos de corte con el eje X y sus periodos.
a) f(x) = sen (3x) b) f(x) = tg <%> c) f(x) = 5 cos x d) f(x) = 2 + 4 cos (%)

a) D(f) = R. R(f)= [—1, 1]. Cortes con el eje X: 3x = kw con k entero. x = %" Periodo = %ﬂ

b) D(f) = R = {(2k + 1)m, k € Z}. R(f) = R. Cortes con el eje X: x = 2kw con k € Z. Periodo = 2w

c) D(f) = R. R(f) = [—5, 5]. Cortes con el gje X: x = (2k + 1)1 con k entero. Periodo = 2

2
8m 16 ,
d) D(f) = R. R(f) = [—2, 6]. Cortes OX: x = 3 + 8km, x = 3 + 8km, con k € Z. Periodo = 8

Funciones valor absoluto y parte entera

(TIC) Expresa como funciones definidas a trozos y representa graficamente cada una de las siguientes
funciones.
a) f(x) = |x + 2| b)f(x) = |x+ 2| +x ¢) fx) =[x =1 +2 d)f(x) =2|x — 1|
a) f(x) = X — 2 six=< -2 0) flx) = X+ 1+2=—-—x+3six=<1
X+ 2 six>-2 Xx—1+2=x+1 six > 1

Solucionario ﬂ] 77
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9.66.

9.67.

9.68.

9.69.

X =2+ x=-2 six=s -2 d)f(x)—2(x+1):_2x+2 six =<1
X+2+x=2x+2 six> -2 Cl2x — 1) =2x + 2 si x > 1

a) Y b) Y
0l 1 X o|1 O|1

(TIC) Dada la funcién f(x) = |2x + 6| — 2 -+ |x — 1|, exprésala como una funcion definida a trozos y re-
presenta su grafica.

fx) = |2x+ 6] —2|x— 1] =2[x+ 3] —2|x—1] =2(|]x+ 3] — |x—1])

b) f(x) = {

NEEE
. . 1 \—ﬁ_L

—2(x + 3) + 2(x — 1) six < -3 -8 six < —3 L‘ | 7
) =120+ 3) + 2x— 1) si—-3<x<1t=14x+4 si -3 <x< 1 SamEn 2

2+ 3) = 2(x = 1) si1=sx 8 sil<x -
Las tarifas de estacionamiento en un aparcamiento se Horas o) [11.2 23 ]34]45)
rigen segun esta tabla: -

Precio (€) 5 7 9 11 13

Encuentra la funcion que relaciona las horas de estacionamiento con el coste del mismo.

Observando que los numeros 5, 7, 9, 11, 13 estan en progresion aritmética de diferencia 2, podemos escribir
f(ty =2n + 5sin<t<n+ 1, es decir: f(t) = 2[t] + 5.

Aplicaciones de las funciones

La evolucion de la poblacion, en miles de habitantes, de
una ciudad europea ha sido:

Afo 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000
Poblacion 150 180 | 215 | 260 | 310

a) Encuentra una funcién modelo que refleje la variacion de la poblacion con el tiempo.

b) Ayudandote de esa funcion, écual es la prevision para la poblacion en el afio 2010?

c) Si el censo no se hizo en 1940, a causa de la Il Guerra Mundial, {qué poblacion se estima que hubo en
dicho afio?

180000 _ 2150000 _ 260000 _ 310000

150 000 180 000 215000 260 000’
(t =0es elafo 1960;t = 1, 1970; t = 2, 1980, etc.)

b) Afio 2010 — P(5) = 373 248 personas c) Afo 1940 — P(—2) = 104 166 personas

a) Como es P(t) = P, - & — P() = 150000 - 1,2t

PROBLEMAS

(PAU) Cierto articulo se vende a un precio u otro segun la cantidad comprada, de acuerdo con los siguientes
datos:

ral0euroselkgsiO=sx<5 a7 euros el kg si 10 = x < 20
-a9euros el kgsib=x<10 - a5 euros el kg si 20 < x
donde x es el peso de lo comprado en kg.
a) Escribe la funcion que representa el precio del articulo.
b) Haz su representacion grafica. c) Estudia su continuidad.

10x si0=x<5 Y|
a) f(x) = 31 z: ?0$$XX<<1 80 b) // c) Continua en R — {5, 10, 20}

5x si 20 = x

20
O| 5 X

ﬂ 5 Solucionario
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9.70.

9.71.

9.72.

9.73.

9.74.

9.75.

(PAU) Una discoteca abre sus puertas a las diez de la noche sin ningun cliente y las cierra cuando se han
marchado todos. Se supone que la funcion que representa el numero de clientes (N) en funcion del nime-
ro de horas que lleva abierto, t, es: N(t) = 80t — 10t

a) Determina cual es el maximo numero de clientes y a qué hora se produce.

b) ¢A qué hora cerrara la discoteca?

a) El maximo son 160 clientes a las 4 horas (2:00). b) Cerrara a las 8 horas (6:00).

(PAU) En un hospital, el numero N de personas afectadas por cierta infeccion virica, después de t semanas,
350t

viene dado por la funcion: N(t) = Tr TS siendo t = 0.

a) Halla el valor de k si al cabo de una semana habia 50 personas afectadas.
b) El médico jefe ha afirmado que la enfermedad remitira conforme pase el tiempo. Justifica esta afirmacion.

350 _ . 350t _ .
a) 0+ k- 50 - k = -3 b) Como [me—QF “ 318 0, es cierto.

Los beneficios que obtiene un pequefio negocio familiar por la venta de su articulo estrella siguen la fun-

2
cion B(x) = 1000 (% - %) donde x representa el precio de venta al publico en euros del articulo, y B(x)

expresa los beneficios en euros. Determina el precio de venta al que deben ofrecer su articulo para que los
beneficios sean maximos. ¢Cual es este beneficio maximo?

El precio de venta debe ser de 5 € para que el beneficio maximo sea de 250 €.

(PAU) La emision de gases contaminantes, en toneladas, en una gran industria durante las 10 horas de ac-

tividad diaria viene dada por la expresion n(t) = é(20 — 2t) con 0 <t <10 el tiempo en horas.

a) ¢Cual es el nivel maximo de las emisiones? {Cuando se produce? ¢En qué intervalos aumenta o dismi-
nuye dicho nivel?

b) ¢éEn qué momentos el nivel es de cuatro toneladas?

a) El nivel maximo es de 6,25 toneladas a las 5 horas. Aumenta en (0, 5) y disminuye en (5, 10).
b) n(t) = 4 cuandot = 2yt = 8.

La poblacién de bacterias que crece en un cultivo es funcidén del tiempo t transcurrido en minutos, y esta
10°
dad N(t) = ———————
ada por: N(t) = 3= —qr o=
a) ¢Qué poblaciéon hay en el instante t = 0, momento en el que se inicia el estudio?
b) Comprueba que la poblacion es siempre positiva y demuestra que crece con t.

c) Al transcurrir el tiempo, ¢hacia qué valor tiende a estabilizarse la poblacién?
a) N(0) = 10° bacterias b) Al mantenerse constante el numerador, la fraccion sera mayor.

c) lim N(t) = 10° bacterias

o+

El numero de espectadores, en miles, que ven hasta el final un programa de television decrece en funcion
del tiempo de las pausas publicitarias, segun los datos de la tabla.

Tiempo anuncios (min) 0 1 2 3
N.° de telespectadores 200 143 102 72,9

a) Encuentra la funcion modelo que se ajusta a dicha situacion.

b) Halla el maximo tiempo de anuncios que se puede incluir en la emisién si el programa es viable siempre
que tenga un minimo de 38 000 espectadores.

1430000 _ 102000 _ 72900
200 000 143 000 102 000

b) 38000 = 200000 - 0,71t & 0,71' = 0,19 < t = 4,85 minutos

Solucionario s W
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9.76.

9.77.

9.78.

9.79.

Las escalas de temperatura en grados Celsius (C) y Fahrenheit (F) se relacionan segln esta sencilla funcion
lineal: C(F) = g(F - 32).

a) ¢{Cuantos grados Celsius son 41 °F?
b) ¢Cuantos grados Fahrenheit son —3 °C?

c¢) Halla la funcion que permite cambiar de Celsius a Fahrenheit, es decir, la funcién F(C) inversa de C(F), y
representa juntas ambas funciones, calculando sus puntos de corte con los ejes.

Y]
(F—32) - F =266 °F F(C) C(F
o o

c) Corte con el eje C: (o, f%). Corte F: (32, 0). F(C) = %c + 32, ﬁ‘}@/ K

Un joven es contratado por una compafiia telefonica como vendedor. Debe elegir entre dos tipos de retribucion:

a) C(41) = 5 °C b) —3 =

©o|o;

- A: un sueldo fijo de 420 euros mas el 14% de las ventas que consiga.
= B: un 26% de las ventas que consiga.

a) Encuentra dos funciones que aclaren al joven como se comporta cada uno de los sueldos dependiendo
de lo que venda.

b) Segun el volumen de ventas que realice, écudl de los dos sueldos es mas ventajoso?

a) Si las ventas que hace ascienden a x euros, los sueldos seran: A = 420 + 0,14xy B = 0,26x.
b) 420 + 0,14x = 0,26x — x = 3500 € — si el volumen supera los 3500 €, es mas ventajoso el B.

Las tarifas postales de una empresa de envios urgentes aparecen en la siguiente tabla:

Paquetes postales hasta 3 kg (incluido) 5€

Por cda kg de mas o fraccion 2€

Peso limite de un paquete postal 10 kg

a) ¢Cuanto costara enviar un paquete de 2,5 kg? ¢Y uno de 5,6 kg? ¢Y otro de 9,5 kg?
b) ¢Cuéanto pesa un paquete si hemos pagado 13 euros por su envio?
c) Encuentra una funcion definida a trozos que resuma estas tarifas.

a) Un paquete de 2,5 kg costard 5 € enviarlo.
Si el paquete es de 5,6 kg, al ser 56 = 3 + 2,6, su precio de envio sera de 5 + 3 - 2 = 11 €,
En el caso de 9,5 kg, como 9,56 = 3 + 6,5, su precio serd de 5 + 7 - 2 = 19 €.
b) 13 = 3 + 5 - 2, por lo que nuestro paquete tendra un peso mayor que 7 kg, pero menor o igual que 8 kg.

c) Si un paquete pesa x kg, el precio de envio sera:

5 six=3
P(x) =45 4+ 2(x — 3) si 3 < x < 10, x es entero
5+ 2([x — 3] + 1) si 3 < x=< 10, x no es entero

PARA PROFUNDIZAR

Se ha realizado un estudio de mercado de cierto producto y se ha obtenido que la curva de oferta del mis-
mo viene dada por la funcién y = 0,7x + 8, y la curva de demanda, por y = 1,3x — 4. En dichas funciones,
X representa el precio por unidad en euros, e y, los miles de unidades vendidas. El punto de equilibrio al que
tiende ese producto en el mercado es el punto de corte de ambas funciones. Calcula cual debe ser el pre-
cio unitario del producto y las unidades vendidas en el punto de equilibrio.

y=0,7x+8ey=1,3x—4,asique0=0,6x—12,por|oquex=%=20.

Asi que el precio unitario del producto es de 20 €, y el numero de unidades vendidas en el punto de equilibrio

esy=20,7-20+ 8 = 22.
80 I“ Solucionario
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9.80. Durante 31 dias consecutivos, las acciones de la compafiia A han tenido una cotizacién dada por la funcion
C.(x) = 0,1x¥* — 3x + 100, donde x es el nimero de dias transcurridos.
a) Haz un estudio completo de dicha funcion y dibuja su grafica.
b) ¢Cuales han sido las cotizaciones maxima y minima de la compaiia? ¢En qué dias se consiguieron?
c) ¢Durante qué periodo de tiempo las acciones estuvieron al alza? ¢Y a la baja? %

a) Segmento de parabola. V(15; 77,5). No corta al eje X.
b) C,(0) = C,(30) = 100, C,(15) = 77,56 — Max = 100, min = 77,5. 5
c) Al alza entre los dias 16.° y 31.°, y a la baja en la primera mitad. o|1o X

9.81. {Existe alguna funcién polindmica de grado impar que no corte al eje X? Si es asi, da un ejemplo; si no exis-
te, justifica tu respuesta.

Como el signo de lim P(x) es distinto del de lim P(x), debe tener al menos una raiz real.

9.82. {Cuanto tiene que valer ¢ para que f(x) = x* — 2x* + ¢ no corte al eje X? ¢Y para que lo corte al menos
dos veces?

Depende del discriminante: 124 — 4c < 0,¢c>1.2%4 —4c=0,c < 1.

9.83. (PAU) En un determinado modelo de coche, el consumo de gasolina, para velocidades comprendidas entre
20 y 160 km/h, viene determinado por la funcion: C(x) = 8 — 0,045x + 0,00025x

C(x) viene expresado en litros consumidos cada 100 km, recorridos a una velocidad de x km/h.

a) ¢Cuantos litros cada 100 km consume el coche si se conduce a una velocidad de 120 km/h?
b) ¢A qué velocidad consume menos y cuanto consume?
c) ¢A qué velocidades se ha de conducir para consumir 10 litros cada 100 km?

a) C(120) = 6,2 litros b) A 90 km/h consume 5,975 litros c) x = 216,8 km/h

9.84. (TIC) Expresa como funciones definidas a trozos y representa graficamente las siguientes funciones.

a) f(x) = |x* — 4| b) f(x) = |sen x| c) f(x) = |—x* + 2x| d) f(x) = 2
a) f(x) = ¥ —4 sixs-2o0x>2 c)f(x)=X2_2X six<0ox>2
X +4 si-2<x=<2 X +2x si0<x=2
_[senx  si2km < x < (2k + 1)m 2 six=0
b) f(x) = {—sen X si(2k+ Dm<x< 2k +2m D= {2X six>0
a) Y b) [ Y c) Y d) Y
o1 X 2 o1 X o1 X
. - X2 X =27
9.85. (TIC) En cada caso, estudia y esboza la grafica de: a) f(x) = m b) f(x) = 9
a) D(f) = R — {2}. Cortes: (0, 0). No simétrica. Asintotas: x = 2, y = 1.
b) D(fy = R — {3, —3}. Cortes: (0, 3). No simétrica. Asintotas: x = =3, y =
a) v b) % /
22
‘VO 2 X
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ACTIVIDADES INICIALES

10.l.  Halla la ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por los puntos A(1, 3) y B(8, 7), calculando pre-
viamente su pendiente.

m = ; : ? = 2. Por tanto, la ecuacion sera y — 3 = 2(x — 1).

5

10.l. Toma logaritmos en la expresiéon: A =

z

IogA=Iog(%y3>=Iog\/xya—Iogz=%log(xy3)—Iogz=%|ogx+%logy—Iogz

10.1ll. Escribe en forma algebraica las siguientes expresiones:

a)logA=3log2 —-3logx+2logy — 4 log z

b)IogB=%[3Iogx+Iogy]—logz

3,
a)|OgA:|Og)2(3.§:>A:X387
3 1

2 ., 2 .
b)logB=IogXZy =>B=X7”;y

EJERCICIOS PROPUESTOS

10.1. Considera la funcion f(x) = x> — 1. Calcula con ayuda de la calculadora:
a) TVM f[1, 100] c) TVM f[1, 2] e) TVM f[1; 1,1] g) TVM f[1; 1,001]
b) TVM f[1, 0] d) TVM f[1; 1,5] f) TVM f[1; 1,01] h) TVM f[1; 1,0001]
¢A qué valor se acercara TVM f[1; 1,00001]? ¢Cuadl sera el valor de TVI f(1)?

£(100) — f(1) _ 9999 — 0 _ f(11) — f(1) _ 021 — 0 _
800 —-1 ~ 99 0 e 31 -1 ~ o1 2

o 110 = f(1) _99-0 _ ., o f101) = f(1) _ 00201 =0 _

10 — 1 9 101 — 1 0,01
f2) — f1) _ 3—-0 _ £(1,001) — f(1) _ 0,002001 — 0 _
-3 ~—71 -8 9 ~Fo01 =1 0,001 = 2,001
f(1,5) — f(1) 125 -0 _ £(1,0001) — f(1) _ 0,00020001 — 0 _
d=55=7 ~ o5 ~2° N =<o001 =1 0,0001 = 2,0001

Esta claro que TVM f[1; 1,00001] se acerca a 2:

f(1,00001) — f(1) _ 0,00002 — 0O

TVM f[1; 1,00001] = 100001 — 1 = 0.00001 = 2,00001 = 2
. fa+h-f1) _. (1+h-1-0 _ . hH+2h . hh+2 . _
TV = g T = m =lmT T = im T = im + 2) =2
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10.2. La siguiente grafica muestra la evolucidén de un capital invertido en dos fon- € ]

dos de inversion diferentes y en distintos momentos.

\
%» N
~

D
]

a) ¢Cual es la TVM de cada uno de los capitales desde el inicio? ¢Y en los

NN

ultimos 4 meses? ¢Y en el ultimo mes? o —

iN

b) ¢Puedes decidir qué fondo es mas rentable?

[INNN

EFMAM A S

C

Si llamamos t a los meses transcurridos desde el comienzo del estudio, f a la funcion superior y g a la funcion

inferior, podemos contestar, observando que el mes de inicio es diferente en los fondos de inversion.

a) Desde el inicio:

f(11) — f(0) _ 1080 — 1050 g(11) — g(4) 1050 — 1010

TVM [0, 11] = = = 2,73; TVM g[4, 11] = = = 5,71

11 -0 11 11 -4 7

En los ultimos cuatro meses:

f(11) — f(7) _ 1080 — 1080 g(11) — 9(7) _ 1050 — 1030 _

TVM f[7, 11] = -7 = 7 = 0; TWM g[7, 11] = E— = 7
En el Ultimo mes:
TVMf[1O,11]=f(11)_f(10)=1080 1090 _ —10: TVM g[10, 11]_g(11)—g(1o) 1050—1040210

11— 10 1 11 - 10 1

b) Es mas rentable el fondo de la gréfica inferior.

10.3. Representa la funcién f(x) = x> + x — 2. Dibuja la tangente a la curva obtenida en el punto de abscisa x = 1.

a) ¢Cual es la pendiente de dicha recta?
b) Calcula f'(1) y compara los resultados.

Y| ) La pendiente de la recta tangente es 3.
_ 2 _ — (12 _
(1)=|imf<1+h) f(1):”m(1+h)+1+h 2 — (12 + 1 2):
h—0 h h—0 h
. h+38 . h-(h+3 . _
1 =IMTRN M —lim(h+3) =3
07 Ambos valores coinciden.

10.4. Completa la tabla para la funcion f(x) = x* en a = 1.

0,5 0,1 0,01 0,001

f(a + h) — f(a)

4,75 | 3,31 | 3,0301 | 3,003001

10.5. Aplicando la definicion de derivada, obtén la derivada de las siguientes funciones.

2) () = (x = 1)’ b) f(x) = © ©) () = Vx
o fx+h) =) . x+h—12—(x—-1? W +2mx—2h . h-(h+2x—2) _
a) () = fim h =1m h =1m h =m h
:Ihirrg(h+2x—2):2x—2
1 1 X—X—nh
v o fx+h —fx) . x+h X x(x + h) —h _ —1 _ —1
b) () = lim h = lm h =l h = lim hx(x + h) i x(x + h) X
v o fx+h) = fx) . Vx h—\/_ \/x+ —\/;( \/x+h+\/)_<
c) f'(x) = lim = lim —I
h=0 h h—0 h h \/X-‘rh-‘r\/)r(
X+ h-—x . h

h.—’o\/X+h+\/— m(\/x+h+\/})h h—’o\/X+h+\/— 2\&
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10.6.

10.7.

10.8.

Obtén las funciones derivadas de las funciones f(x) = x* y g(x) = x* + 1. Dibuja las graficas de fy g, y ob-
serva como son las tangentes en puntos de igual abscisa. ¢Confirma tu calculo anterior dicha observacién?

— 2 __ 2 2
Fx) = im &N = ) AP X2 B X R) o ) = oy
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h—0
vy e gx+h) —gx) . x+hP+1—0F+1) . 2hx+ h
g'(x) = lim h = lim h =hm=p =
Y

i

/

En el dibujo se han trazado las tangentes a las curvas en los puntos de abscisa 1. Se observa que dichas tan-
gentes son paralelas, es decir, tienen la misma pendiente. Igual ocurrira si elegimos otra abscisa para trazar las
tangentes.

El resultado es el esperado, ya que ambas funciones tienen la misma funcién derivada, que es la que nos dice
cuanto vale la pendiente de la recta tangente a la curva.

Calcula el punto de la grafica de la funcion f(x) = x> — 5 en el que la tangente es paralela a la recta
y = 4x + 3. Dibuja posteriormente la curva, la recta dada, y traza la tangente en el punto obtenido.

La pendiente de la recta tangente debe ser la misma que la de y = 4x + 3, es decir,
4. Asi pues, la derivada en dicho punto debe ser 4: f'(x) = 4

Calculemos primero la derivada de f(x) y luego la igualamos a 4:

2 _ _ 2 _ 2
(CHh? =6 = (¢ =8) _ .2tk _ . h2xth) _ 1 X
h—0 h h—-0 h

el <

F'ix) = lim h

f'(x) = 4 = 2x = 4 = x = 2. El punto buscado es P(2, —1).

a) Deduce la derivada de f(x) = ——

b) ¢Hay algun punto en la curva y = f(x) en el que la tangente sea horizontal? {Y en el que la tangente ten-
ga pendiente positiva?

1 1

i xR f) XA R =T X =Ty~ (x4 h 1) _
a) f'(x) = lim h = lim h N e e ) M

= lim —h = lim - = 1 S
o h-X+h—1)-(x—-1) mo(X+h-—1-x—-1 =1 -x-1) (x—-1)7

b) En un punto con tangente horizontal debe anularse la derivada. Pero f'(x) = ()(:711)2 nunca se anula, ya que
el numerador es distinto de cero para cualquier valor de x. Asi pues, no hay ningun punto de la curva con tan-
gente horizontal. Ademas, como el denominador es siempre positivo y el numerador es —1, tampoco hay pun-

tos cuya tangente tenga pendiente positiva.

84 ﬂ] Solucionario



52378

10.9.

10.10.

10.11.

10.12.

10.13.

10.14.

Observa la siguiente grafica. Teniendo en cuenta que las rectas trazadas son Y
tangentes a la funcion f(x), halla los valores de las siguientes derivadas. 5 = £(X)
a) f'(~2) ; /
b) '(4) J

2,5 4 2rt) *
a) f'(-2) = T = 1,25 b) f'(—4) = 3= 1,3

¢Hay algun punto en la grafica de f(x) = x', siendo t un namero impar, en el que la tangente sea una rec-
ta decreciente?

Se pregunta si hay algun valor de x para el que la derivada de la funcién sea negativa.

La derivada es f'(x) = t - x~'. Como t es impar, entonces t — 1 es par y, por tanto, X~ nunca sera negativo, ya
que su exponente es par. Asi que si t > 0, no hay ningun punto en el que la tangente a la grafica sea una rec-
ta decreciente. Y si t < 0, todos menos el O tienen la recta decreciente. (En x = 0, la tangente es horizontal.)

Calcula las derivadas de las funciones siguientes.

i

ay=x C)y=x2

b)y = x dy = (Vx°

a)y =3¢ 0y = -2°="%2
1

b) y' = 8x dy = %)@ = —3\2&

Halla la pendiente de la tangente a la curva f(x) = \3/)_( en el punto de abscisa %

La pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = % es m= f’<1§>.
1

. L, 3 - 1
Hallemos la derivada de la funcién f(x) = \/>_< = x% y calculemos su valor en x = g

2
s 1 Y f'<l> = 1 - 1 -4 es la pendiente pedida.

3V/x 8 1Y 3.l 3
33 § 4

f'(x) = %X

Calcula la pendiente de la tangente a y = e* en el punto de corte de esta con el eje de ordenadas.

El punto de corte de f(x) = e con el eje de ordenadas es P(0, €°) = P(0, 1). La pendiente de la tangente en
dicho punto es f'(0), hallémosla: f'(x) = ¢ — f(0) = &° = 1.

¢Coémo son las tangentes a las curvas y = In x en P(1, 0) e y = sen x en Q(0, 0)?

Calculemos el valor de la derivada correspondiente en sendas abscisas:
£x) = In x = F'(x) =%—>f’(1) -1y

g(x) = sen x = g’(x) = cos x = g’(0) = cos 0 = 1

Las tangentes tienen la misma pendiente y, por tanto, son paralelas.

Solucionario ﬂ] 85
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10.15. Deriva las siguientes funciones.

10.16.

a) f(x) = x* - x2

b) f(x) = \/Vx
X

Vx

d) f(x) = sen x +

c) f(x) =

COSs X

e) f(x) = (2x — 7)(5 — 3x)

a) f'(x) = 2x
o) /() = +x*+ = —
4 AVER
1
f! p—
c) f'(x) A
d) f'(x) = cos x + Lngx
cos? x

e) f'(x) = —12x + 31

f) f(x) = x - tg x

X+ 1
0) f(x) =

h) f(x) = In (x> — 1)

i) f(x) = (cos x)%

) i) = <
f) f'(x) = tg x + x(1 + tg*x)

9) /() = 2% — 1) — (X + 1)2x —4x

2X
X =1

h) f'(x) =

—3 sen xVcos x

1
i) f'(x) = £l cos? x(—sen x) = 5

2

Calcula el valor maximo y minimo de las siguientes funciones en los intervalos indicados.

a) f(x) = x¥* — 4x en [1, 5]

b) f(x) = 3x* — 6x en [3, 5]

c) f(x) = (x — 1)(x — 2) en [0, 3]

d) f(x) = % en [1, 4]

a) f'(x) = 2x — 4 = 0 — x = 2, que pertenece al intervalo [1, 5].

f(2) = —4; f(1) = =3; f(5) = 5

El valor maximo de la funcién es 5 y se alcanza para x = 5.

El valor minimo de la funcién es —4 y se alcanza para x = 2.

b) f'(x) = 6x — 6 = 0 — x = 1, que no pertenece al intervalo [3, 5].

f(3) = 9; f(5) = 45

El valor maximo de la funcién es 45 y se alcanza para x = 5.
El valor minimo de la funcién es 9 y se alcanza para x = 3.

c)f'x) =2x —3=0—>x =

3, que pertenece al intervalo [0, 3].

El valor maximo de la funcién es 2 y se alcanza en los extremos del intervalo.

. -1 3
El valor minimo es —— vy se alcanza en x = -

4

>

d) f'(x) = = 0, no tiene soluciones reales.

(1) = 1; f(4) =%

El valor maximo de la funcién es 1 y se alcanza para x

L . 1
El valor minimo de la funcién es —

4

Il
-

Il
&

y se alcanza para x
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10.17.

10.18.

10.19.

10.20.

(TIC) Halla los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones.

a) f(x) = x> —6x + 8 c)fx) =x-(x—2)

b) f(x) = xX*— 6x> + 9x — 8 d) f(x) = (x = 1)?

a) Crece en (3, +»), decrece en (—o, 3). c) Crece en (1, +»), decrece en (—o, 1).
b) Crece en (—e, 1) U (3, +<), decrece en (1, 3). d) Crece en (1, +»), decrece en (—, 1).

Halla el valor de a para que el minimo de la funcion f(x) = x* + 2x + a sea igual a 8.

Igualamos la derivada a 0O, y obtenemos 2x + 2 = 0, con lo que x = —1 es el posible minimo.
Para que valga 8, f(—1) = 1 — 2 + a = 8, luego a = 9.

La curva de ecuacion y = x* + bx + c pasa por el punto P(—2, 1) y alcanza un extremo relativo en el pun-
to de abscisa x = —3. Halla los niUmeros b y c.

Pasa por (—2, 1), entonces 1 = 4 — 2b + ¢ = —2b + ¢ = —3.

Alcanza un extremo en x = —3, entonces f'(—3) = 0. Tenemos que f'(x) = 2x + b, asi =6 + b = 0 =
=>b=6=c=9

Representa las siguientes funciones polindmicas.

a)fx) =x*+x + 1 e)flx) = x* —2x* + x — 1
b) f(x) = 2x* — 8x + 1 f) fx) = (x + 1)?
c)f(x) =1 — 4x — x* g)f(x) = x—1)x+ 1)x - 2)
d) f(x) = x* — 2%* h) f(x) = x(x* + x + 1)
a) Y e) %
O’\j._/ X
O 1 X
b) Y| f) Y
1
O\ 1 X
1
\/ e
c) Y 9) %
N \
0 X oS -
d) Y h) Y|
1
1T 1 X
VN
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10.21.

10.22.

10.23.

10.24.

10.25.

La grafica de la derecha representa la derivada de f. Propon una forma y

concreta para f compatible con esta informacion.

f debe ser de segundo grado, f(x) = ax* + bx + ¢, por ser su derivada una

recta f’(x) = 2ax + b. Como la derivada es positiva antes del 4 en el eje de (X)
abscisas, eso indica que f crece en (—, 4) y que decrece en (4, +©); por 1
tanto, en x = 4, f alcanza un maximo (f'(4) = 0) y el coeficiente de mayor o 1 X

grado, a, debe ser negativo. Asia <0y 8a+ b=0=b= —8a

Ademas observamos que f'(x) pasa por el punto (0, 3); por tanto:
f0O)=0+b=3=b=3

Asi a = —% Por tanto una posible forma de f serd f(x) = —=x* + 3x.

Un agente comercial cobra por la venta de un cierto producto una comision dada por C(x) = 10 +
2
+ % - 1())(% donde x representa la cantidad en miles de euros de la venta efectuada. Determina la can-

tidad que habra de vender para que la comisidon sea maxima.

, _ 12X . . )
C'(x) = 100 1000 — 0 & x = 5, luego tendra que vender una cantidad de 5000 €.

Halla dos numeros reales mayores o iguales que O cuya suma sea 20, de forma que la suma del cuadra-
do de uno y el cuadrado del doble del otro sea minima.

Sean x e y los numeros que se buscan.

La funcién a minimizar es: S = y* + (2x)?
X+y=20=y=20—-x= Sk = (20 — x> + (2x)> = 58 — 40x + 400 con x € [0, 20]
S(x) = 56X — 40x + 400 = 0= S'(x) = 10x —40=0=x =4

Asi pues, el minimo se alcanza para x = 4, con lo que los numeros buscados son 4 y 16.

Un agricultor dispone de 400 m de alambre con los que quiere vallar un campo rectangular aprovechando
que un rio hace ya de valla en un lado. ¢éComo debe hacerlo para cercar la maxima superficie?

Sean x e y las longitudes en metros de los lados del rectangulo, siendo el lado y el del rio.
La funcién a maximizar es A = xy.

2x + y = 400 = y = 400 — 2x = A(x) = x(400 — 2x) = —2x* + 400x, con x € [0, 200]
A'(x) = —4x + 400 = 0 = x = 100 € [0, 200].

A(0) = A(200) = 0, A(100) = 20000

El area maxima es de 20 000 m? y se obtiene vallando dos lados de 100 m y uno de 200 m.

EJERCICIOS
Tasa de variacion

Se estima que, dentro de t afios, la tirada de un periddico local sera C(t) = 50t* + 100t + 2000 ejemplares.
a) Calcula la tasa de variacion media en los préximos 3 afios.
b) Calcula la tasa de variacidon instantanea en el tercer afio.

C(0) _ 2750 — 2000

) 3 = 250

a) TVM [0, 3] = C(sg -

— . 2 . _ 2
b) VI C(3) = iim C(3 + hlz cE) _ im 50 - (3 + h)’> + 100 (hs + h) + 2000 — 2750 _ im 50h —;400h
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10.26.

10.27.

10.28.

10.29.

El area de una esfera, en funcion del radio, viene dada por la formula A(r) = 4wr®. Despeja el radio y, uti-
lizando la calculadora, estima la tasa de variacion instantanea del mismo cuando A = 1256 cm?

TVI r(1256) = lim 71256 + h) = r(1256)

h0 h

(1256 + h) — r(1256)
h

bora b - 1. (1256 + 1) — r(1256) _ [1257 _ [1266 _ (o000
1 47 4t

1256,1  [1256
41 A1
0,1

Calculemos para algunos valores pequefios de h.

11256 + 0,1) — r(1256) ‘/

Para h = 0,1: 01 = = 0,003980
TVI r (1256) = 0,003 98
Considera la grafica de la figura y contesta a las siguientes preguntas. 1%
a) ¢Entre qué pareja de puntos consecutivos es negativa la tasa de variacion 3 /
media? y="f(x //
b) éEntre qué pareja de puntos consecutivos es maxima la tasa de variacion P );
media? \\
c) ¢Entre qué pareja de puntos consecutivos esta mas préoxima a O la tasa de ., N
variacion media? -1/
Of/1abc [ dX

a) La TVM es negativa entre ay by entre by ¢, ya que f(a) > f(b) y f(b) > f(c).
b) La TVM es maxima entre ¢ y d, ya que f(c) y f(d) estan muy alejados, y ¢ y d, muy juntos.
c) La TVM es mas cercana a cero entre a 'y b, ya que f(a) y f(b) estdn muy proximos.

Derivada de una funcién en un punto

Aplicando la definicion de derivada, halla la derivada de las siguientes funciones en los puntos indicados.

a)f(x) =x*—-1enx =1

b)f(x)=x_:_1 en x

c)f(x) =2x+1enx =3

0

e fA+ R —f1) . (T +RP—1—(—1) . R+2h -

o) (1) = g 5= < ; = i = imn + 2) = 2
! 1

o . fO+h —f0) . h+1 — T B

b) (0) = lim h = lm h A i s Sl U i

o fBH R @) . 28+ h+1-7 _ 2n

¢) '(3) = lim h = lim h =M= =2

La tangente a la curva y = f(x) en el punto P(2, 3) pasa también por el punto Q(—1, 0). {Cuanto vale f'(2)?

El valor de f'(2) es la pendiente de la recta tangente a f en el punto de abscisa x = 2. Como conocemos dos
puntos de la recta tangente, podemos calcular su pendiente, recordando que es igual al incremento de la or-
denada partido entre el incremento de la abscisa:
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10.30. Las siguientes afirmaciones son falsas. Haz ver con algun dibujo que, efectivamente, lo son.
a) Si f(8) > g(3), entonces f'(3) = g'(3).
b) Si f'(0) > O, entonces f(0) = f(1).
c) Si f'(1) = 0, entonces f(0) = f(2).

a) f(3) > g(3), F'(3) < 0y g'(3) >0 b) f(0) > 0y f0) > (1) c) (1) = 0y f(0) # £(2)
Yl \ | Y Y]
\ /
f AN\
\ / - |
1 / \ |
E X 1
x - £
X
/ \ i \
| \ |
|
i \ |
[ \ |
I [| \ |

Funcion derivada

10.31. (Puede ser la funcién y = g(x) la derivada de la funcion y = f(x)?

Y Y

La funcion f(x) es decreciente en (—<, 0) y, por tanto, su derivada debe ser negativa en este mismo intervalo,
pero g(x) es positiva en (—«, 0). Asi que g(x) # f'(x).

10.32. Utiliza la grafica de f para estimar el valor de la derivada en los puntos indicados y, a continuacion, esbo-
za la grafica de la funcién y = f'(x).

a) f'(2), 1'(3) b) f'(—2), f'(0), f'(2) c) 1'(0), f'(1), f'(4)
a Y b)| Y c) |y
(X f(x)
1 1 1
ol 1 X o1 X 0|4 X
fi(x)
a) f'(2) = f'(3) = 0, por b) f'(x) = 1 en c) f'(x) = %2 en
tratarse de una constante. todos los puntos. f'(7) = 1. todos los puntos.
% Y| %

1
L

=
H

ﬂ E Solucionario
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Interpretacion geométrica

10.33. Dibuja una posible grafica para y = f(x) si tienes estos datos sobre su derivada:
* f'(x) > 0en (1, 3)
® f'(x) < Oparax <1yparax >3
e f(x)y =0parax =1yparax =3
La funcion f(x) debe ser decreciente en (—o, 1) U (3, +) y creciente en (1, 3); ade- %

mas, en x = 1y en x = 3 debe tener tangente horizontal. Con estos requisitos, una
posible gréfica para f(x) es la que se muestra a la derecha:

o 11 \X

10.34. En la grafica que ves se observa que f'(c) = 0. éPresenta f en el punto x = ¢ un maximo o un minimo
relativo?

y=17(x)

No hay un minimo relativo en c, ya que f(x) es creciente a la izquierda y a la derecha de c.

10.35. Decide las abscisas de los puntos en los que f presenta un maximo o un minimo relativo, si la grafica de
y = f'(x) es:

Los maximos y minimos relativos estan en los puntos en los que la derivada cambia de signo. Si pasa de posi-
tiva a negativa, seran maximos, y si el cambio es de negativo a positivo, seran minimos.

Asi pues, presenta un maximo en x = by minimos en x = ay en x = C.
Obsérvese que en x = d la derivada no cambia de signo.

10.36. (PAU) Dada la curva de ecuacién y = —x* + 26x, calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la mis-
ma que sean paralelas a la recta y = —x.

La pendiente de una recta tangente en el punto de abscisa x = a es m = f'(a), que a su vez debe ser igual
a la pendiente de la recta y = —x, es decir, igual a —1. Asi pues, m = f'(a) = —1.

Las abscisas de los puntos de tangencia las encontraremos derivando la funcion e igualando la derivada a —1:
f'x) = —=3x* + 26 = —1 = x = =3y x = 3. Por tanto, a, = -3y a, = 3.

Una de las rectas tangentes que buscamos pasa por el punto de tangencia P(3, f(3)) = P(3, 51). Su ecuacion
esy = —x + 54

La otra recta tangente pasa por el punto de tangencia P(—3, f(—3)) = P(—3, —51). Su ecuacién es

y = —x — 54,
Solucionario ﬂ] 91
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10.37. Dada la curva de ecuacion y = —x* + x, calcula las ecuaciones de las rectas tangentes a la misma que
sean paralelas a la recta de la figura.

Y
1
1 T
L~
T 1 X
1
La recta de la figura tiene por pendiente m = % Para calcular los puntos en los que se trazan las tangentes
paralelas a la recta del dibujo debemos resolver —2x + 1 = % que tiene por soluciéon x = % Por tanto, la tan-

. 21 2 3
gente que buscamos serd y — 00 = 5\~ 10/

10.38. Obtén la pendiente de la tangente a la curva f(x) = \S/F en el punto de abscisa 8.

2
La pendiente m buscada es f'(8). Calculemos, pues, la funcién derivada de f(x) = \W = x°.

1
f'(x) = gx 3 = La y la pendiente es m = f'(8) = 1

2 _
3 3Vx s 3

10.39. Obtén los puntos de la curva y = x* en los que su tangente es paralela a la recta y = 12x + 1.

La pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = a es m = f'(a), que a su vez debe ser igual a
la pendiente de la recta y = 12x + 1, es decir, igual a 12. Asi pues, m = f’(a) = 12.

Las abscisas de los posibles puntos de tangencia las encontraremos derivando la funcion e igualando la deri-
vadaa 12: f'(x) = 3 =12 = x = -2y x = 2.
Obtenemos, pues, dos puntos: P(—2, f(—=2)) = P(—2, —8) y P(2, f(2)) = P(2, 8).

10.40. ¢Es la recta y = x — 2 tangente a la curva y = In x?

La pendiente de la recta y = x — 2 es m = 1, que debe coincidir con el valor de la derivada de f(x) = In x
para algun x, que sera la primera coordenada del punto de tangencia. Calculémosla:

f'(x) = 17 =1 — x = 1, el punto de tangencia seria P(1, In 1) = P(1, 0).

Pero el punto P(1, 0) no pertenece a la recta y = x — 2, por lo que dicha recta no es tangente a la curva
f(x) = In x.

X2

5 + 1 que sea paralela a larectay = x + 3.

10.41. Halla la ecuacion de la recta tangente a la parabola y =

La pendiente de la recta tangente en el punto de abscisa x = a es m = f’(a), que a su vez debe ser igual a
la pendiente de la recta y = x + 3, es decir, igual a 1. Asi pues, m = f'(a) = 1. La abscisa del punto de tan-
gencia la encontraremos derivando la funcion e igualando la derivada a 1: f'(x) = x = 1, luego x = 1. Por tan-
to,a = 1.

La recta tangente que buscamos tiene pendiente 1 y pasa por el punto de tangencia, que como f(1) = % es

P<1, %) Su ecuacién es 'y = x + %
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10.42.

10.43.

¢Es tangente larectay = x + 5alacurvay = x* — 3x + 2?

La pendiente de la recta y = x + 5 es 1y, por tanto, el valor de la derivada de y = x* — 3x + 2 debe ser tam-
bién 1 en la abscisa del punto de tangencia. Es decir, f'(x) = 4x* = 3 =1 = x = 1.

Asi pues, el posible punto de tangencia es P(1, 0). Solo nos queda comprobar que el punto cuya primera co-
ordenada vale 1 es el mismo en la recta y en la curva, ya que debe pertenecer a ambas:

® En la recta: P(1, 6)
® En la curva: P(1, 0)
Concluimos entonces que la recta y la curva no son tangentes.

Derivadas de operaciones

(TIC) Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) = x* — 2x* + 4x + 1 j) fx) =€ -Inx
xX X X+ 1
b)f(x)—€—3+x—1 k) f(x) = T
=2 ,1_ 2 =X
c) f(x) = e + " 3x + 6x ) f(x) = p
_ 8o _ cos x
d) f(x) = Vx — Vx + 2x m) f(x) = <=
e)f(x) =x(nx —1) + 2 n) f(x) = sen (sen x)
f) f(x) = 3x\/x — 2x* sen x 0) f(x) = cos® (5x — 3)
g) f(x) = 2€* — cos x + x — V/x p) f(x) = tg (¢ + 4x —1)
_3* -3 J x — 1
h) f(X) _W q) f(X) = In( X )
i) f(x) = e -senx r) f(x) = In® (sen x)
a) F'(x) = 3¢ — 4x + 4 ) f’(x)=eXInx+%
1
2X-Inx — ¢+ 1) — 2 2
o o Sy X _ 2¢Inx—x —1
b) f'(x) = x* — 2 + 1 k) f'(x) = I X7 = X~ (N %)
: -4 _ 1 _ g 1re—x-e 1 -—x
c) f'(x) = o vz 3 + 12x ) f'(x) = @) =
Y L/ _ —Sen xsen x — cos xcos x _ —1
d) ') = 3V/x2 2V/x 2 m) ') = sen? x © sen® x
e)f'(x) =1-(nx—1) +x~17= In x n) f'(x) = cos (sen x) cos x
f) f'(x) = 9\2/; — 4x-sen x — 2x° cos X o) f'(x) = —10 cos (5x — 3) sen (5x — 3)
g)f'(x) =2 —cosx+ 1 — 3;7\/_2 p) f'(x) =[1 + tg®> (X + 4x — 1)](8¢ + 4)
X
x—(x—=1) 1
o —3x* 4+ 9x + 6x o X X 1
h)f(X)—W Q ') = ——5 T x—=1  xx-1)
X X
2
i) f'(x) = e sen x + € cos x N f'(x) = 2In(sen x) LOS X os x = 2 cos” x In (sen x)
sen x sen x
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x+ 1

Vx

suma de potencias de x. Observa que deben coincidir los resultados.

10.44. Halla la derivada de f(x) =

de dos formas: aplicando la derivada del cociente y escribiendo f como

1

1‘\/}—(X+1)'W)-( X — 1

1° f'(x) =

(VX 2xVx
X+1 _ x 1 oy 15 15 1 1 x—1 _x—1
20 f — — + — y2 + 2 f/ = — 2 _ 2 — — = =
W= TV TR T T e T g 2% 2Vx 2V 2V axVx

10.45. Las graficas de las funciones fy g son las que te muestra la figura, compuesta por arcos de circunferen-
cia y segmentos. Calcula:

)

[S5N
A

o 1 X

a) (f + g)'(5) b) (f- 9)'(5) c) (5)(5) d) (f9)'(5) e) (°)(5) f) (g - 1)'(5)

Trazando la recta tangente a las funciones fy g en x = 5y contando los cuadritos se puede hallar su pendiente,
es decir, su derivada: f'(5) = 1y g'(5) = —2. Ademas, f(5) = 2y g(5) = 6.

Con estos datos ya podemos calcular lo que se pide:
(f+9)'(6) =1f(5)+g(®B)=1-2=—1
b) (f-9)'(5) = f'(5) - g(6) + f(5) - g'(5) =1-6+2-(=2) =2

PV F(5)-g5) —#5)-g(5) 1-6-2-(-2 5
°) (g) 6) = (0B’ - -

10.46. (TIC) Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) f(x) = (x¥* + 1) d) f(x) = sen 2x
b) f(x) = eV e) f(x) = sen® (x¥* + 1)
) f(x) = In (¢ — 4x) f) f(x) = %
a) f'(x) = 30x(x* + 1) d) f'(x) = 2 cos 2x
) = eV . 1 ) = 2 (0 2
b) f'(x) = e Ve e) f'(x) = 6x sen” (x> + 1) cos (X + 1)
1
. —xX — (1 + In x)3x* o
c) f'(x) = isx_ 4i f) f(x) = X ~ _ 2 )(63 In x
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10.47. Observando que cos x = sen (% - x) y aplicando la regla de la cadena, deduce la derivada de la funcion

y = cos x y a continuacion la derivada de y = tg x.

’
(cos x)' = cos (% - x) . (% - x) =sen x - (—1) = —sen x
. n x COS X + COS X — sen x - (—sen X 2 x + sen’ x 1
Siflx) =tgx = senx ., f'(x) = 3 ( ) _ cos 5 € = 5
cos X cos? x cos? x cos? x

Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos

10.48. La grafica de la funcién f(x) = ax® + bx + c satisface las siguientes condiciones:
a) Pasa por (0, 0).
b) Tiene un minimo relativo (1, —1).

Calcula los coeficientes a, b y c.

a) Pasa por (0, 0), luego Oa + Ob + ¢ = 0, esto es, ¢ = 0.
b) Pasa por (1, —1), luego a + b = —1.
¢) Tiene un minimo de abscisa x = 1, por lo que f’(1) = 0, esto es, 3a + b = 0.

a+b:—1} 1 3
—a=

Entonces, 38+ b =0 7Y b = )

10.49. Deduce la abscisa del vértice de la parabola y = ax* + bx + c.

El vértice de una pardbola es su maximo o su minimo, entonces f'(x) = 2ax + b =0 — x = 22

2 _
10.50. Para cada valor de a se considera la funcion: f(x) = %. Calcula el valor de a para que f tenga un

minimo relativo en x = 2.

i = B a b A S BEZ AT g

(12 —a)-4 — (12 — 2a)
16

=0=a 18

Il
N

Para verificar que dicho extremo es un minimo, se estudia el signo de la derivada cerca de x

3% — 18x 3-(x+6):-(x—2)

0="52 2MW=""1%2

—6 < x< 2 — f'(x) <0 — fdecreciente a la izquierda de x = 2
x> 2 — f'(x) > 0 — f creciente a la derecha de x = 2

Entonces, para a = 18, la funcion dada tiene un minimo relativo en x = 2.

10.51. Razona cual de las siguientes graficas se corresponde con la derivada de una funcion que tiene un maxi-
mo en el punto x = a.

a) Y b) Y c) Y d) Y

Si tiene un méaximo, ademas de anularse en a, debe pasar de ser positiva a negativa, por pasar f de creciente
a decreciente. Por tanto, la solucién es la b.
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10.52.

10.53.

10.54.

10.55.

Razona cual de las siguientes graficas se corresponde con la derivada de una funcién creciente en el in-
tervalo [a, b].

Si f es creciente en el intervalo, en todo el intervalo la derivada debe ser positiva, luego la solucion es a.

Responde verdadero o falso.

a) Si f tiene derivada en todos los puntos y f(2) = f(7), debe haber un nimero c entre 2 'y 7 con f’(c) = O.
b) Existe una funcién f para la que f(2) = 3, f(5) = 6y f’(x) > 1 para todo x.

c) Si fy g son positivas y crecientes, entonces f - g es creciente.

a) Verdadero.

Al ser la funcién continua y verificar que f(2) = f(7), debe haber un valor ¢ comprendido entre 2 y 7 que es
la abscisa de un punto de tangente horizontal, es decir, que f'(c) = 0.

b) Falso.

Hay un valor ¢ en el intervalo (2, 5) en el que la derivada vale g : “;’ = 1.

¢) Verdadero.
En efecto, (f- g)' = f' - g + f- @', que son dos sumandos no negativos, y, por tanto, la funcién es creciente.

Razona cuadl de las siguientes graficas se corresponde con una funcién y su derivada.

f f

F

De una funcion polindmica a su derivada se baja un grado, con lo que se descartan las funciones de los apar-
tados a y d (ademas, como las pardbolas crecen y decrecen, la derivada debe tener un cambio de signo, y la
f' del apartado d no cambia de signo).

Como en c la funcién f es creciente, f' deberia ser positiva, y es negativa.
En conclusion, el apartado correcto es el b.

Razona cual de las siguientes graficas se corresponde con la derivada de la funcion f(x) = kx, siendo k un
numero real positivo.

a) Y b) Y c) Y d) Y

La derivada de una recta es una constante, luego la Unica opcién es la b.
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Representacion de funciones polindmicas

10.56. (TIC) Representa las siguientes funciones,

a) f(x) = (2 — x)° d) f(x) = —3x* + 3x*
b)f(x)=w e)f(x)=X.<X;2>
c)f(x) =1+ 2x — x* f) f(x) = (x* — 1)(x* + 1)
a) Y c) \4 e) Y
5\
1 X
1
Ol 1 X
(0] X
b) Y d) Y, f) %
1
o] 1] X
1T
Of 11 Q_y X

Problemas de optimizacién

10.57. Encuentra dos numeros no negativos que sumen 14, de forma que la suma de sus cuadrados sea:
a) Maxima b) Minima
Sean x e y dichos numeros.
La funcién que gueremos maximizar y minimizar es S = x> + )~
X+y=14s5y=14 —x= Sx) = x* + (14 — x)? = 2x* — 28x + 196 con x € [0, 14]
S'x) =4x —28=0—>x=7€ [0, 14] —» S(0) = S(14) = 196 y S(7) = 98
Entonces:

a) Parax = 0,y = 14 6 x = 14, y = 0 se obtiene la suma de cuadrados maxima: 196.

b) Para x = 7, y = 7 se obtiene la suma de cuadrados minima: 98.

10.58. Un depdsito abierto de chapa y de base cuadrada debe tener capacidad para 13500 L. ({Cuales han de
ser sus dimensiones para que precise la menor cantidad de chapa?

Sean x el lado de la base y h la altura del deposito, todo ello en decimetros. Se debe minimizar el area total
A = xX* + 4xh, sabiendo que el volumen es V = x*h = 13 500.

Despejando la h de esta ultima expresion y sustituyendo en el area, obtenemos que debemos minimizar

54 000 54 000
X

A=x+ . Por tanto, A" = 2x — 2 = 0 & x = 30 dm mide el lado de la base.

Como, en efecto, se trata de un minimo, podemos calcular que h = 15 dm.
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10.59. Los beneficios que se obtienen de la venta de x unidades de un determinado producto vienen dados por
la expresion B(x) = —2x* + 216x — 256.
a) ¢Cuantas unidades vendidas dan el mayor beneficio?

b) Determina el nimero de unidades que hay que vender para que se maximice el beneficio medio:
Blx)
X
a) B'(x) = —6x* + 216 = 0 = x = 6. La solucion negativa se descarta.
Si—6<x<6->f(x)>01ysix>6-=f(x) <0, porloque es un maximo.
P(6, B(6)) = P(6, 608). El beneficio maximo es de 608 y se obtiene con la venta de 6 unidades.

b)B;(x)=74x+2xzﬂ=Oex=4

Si0<x<4—->B(x)>0ysix>4— B/ (x) <0, por lo que es un maximo.
P(4, B,(4)) = P(4, 120). El beneficio medio maximo es de 120 y se obtiene con 4 unidades.

PROBLEMAS
10.60. (PAU) EI numero de individuos, en millones, de una poblacién viene dado por la funcion P(t) = (1t5+—+1;22
donde t se mide en afios transcurridos desde t = 0. Calcula:
a) La poblacion inicial.
b) El aflo en que se alcanzara la minima poblacion y el tamafio de esta en ese momento.
c) El tamafio de la poblaciéon a largo plazo.

a) Poblacién inicial = P(0) = 15 millones de individuos

20 - (t+ 1) - (15+8)-2-(t+1) _ 2-(t—15)

T+ 1) STy =0—t= 15 (se descarta t = —1).

b) P'(1) =

Si—1<x<15 > f(x) <0,ysix>15— f'(x) > 0, por lo que es un minimo.
A los 15 afios se alcanza la minima poblacion: P(15) = 0,9375, es decir, 937 500 individuos.

15 + F
c) lim

W = 1, es decir, tiende a estabilizarse en un millén de habitantes.
>+

10.61. Una empresa de venta por teléfono ha establecido para sus empleados un incentivo mensual, f(x) (en eu-
ros), en relacion con el valor x (en euros) de lo vendido por cada uno segun la funcion:

0,03x — 30 si0 =x= 10000
f(x) =

600x .
m si x > 10000

- Estudia la continuidad de f e indica si hay algun valor en las ventas que la empresa valore especialmente.
- ¢Es el incentivo siempre creciente en relacion con las ventas realizadas?
- ¢(Puede un empleado recibir 600 euros de incentivo? ¢Por qué? ¢Y 598 euros?

a) La funcion f(x) es continua al menos en [0, 10 000) U (10 000, +).

f(10000) = lim f(x) = 270y lim f(x) = 300 — no es continua en x = 10 000.
x—10 000~ Xx—10 000"

b) En el primer tramo la funcion es creciente, ya que es una recta de pendiente positiva.

600x , 6 000 000 .
En el segundo tramo es g(x) = ~+ 10000 ~ 9 (x) = T + 10000 = 0 — creciente.

Como el salto en x = 10000 es 30 > 0, podemos concluir que la funcién es siempre creciente.

¢) En el primer tramo, el valor maximo es f(10000) = 270, y en el segundo tramo la tendencia es lim f(x) = 600.

Es decir, un empleado nunca podra alcanzar los 600 euros de incentivo por mucho que venda. Para conse-
guir 598 euros de incentivo debera ocurrir que f(x) = 598, esto es, x = 2990 000, es decir, debera realizar

unas ventas de 2990 000 €.
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10.62.

10.63.

10.64.

10.65.

10.66.

En el afio 2000 se fund6 una asociacion ecologista. Se sabe que el nimero de sus miembros ha variado
con los afios segun la funcion N(t) = 40 (£ — 4,5t + 6t + 3), donde t mide el numero de afos desde el
inicio de la fundacion. ¢Cuantos fueron los socios fundadores? ¢En qué periodo de tiempo aumento el nu-
mero de socios?

N.° socios fundadores: N(0) = 120 — N'(t) = 40(3t — 9t + 6) = 120(t — 1)(t — 2) > 0 en (0, 1) U (2, +).
El numero de socios aumenta hasta el primer afio y a partir del segundo afio.

(PAU) Una compaiiia puede producir x cientos de neumaticos de calidad A. Ademas, por cada x cientos de
6 _
la mitad de beneficio que los de calidad A. Por problemas de almacenamiento, la compafiia no puede pro-
ducir mas de 550 neumaticos de calidad A. Halla el numero de neumaticos de cada tipo que resulte mas
rentable producir.

neumaticos de calidad A es capaz de producir 4 cientos de neumaticos de calidad B, que dejan

Si llamamos P a los beneficios que dejan 100 neumaticos de calidad A, la funcién que queremos maximizar es

_ P[40 — 12x\ _ 40 — 12x\ _ 40 — 2¢ ,
f) =P -x+3 ( - )—P (x+712_zx>—P (—12_2X>,dondeXE[O,5,5].

o —4x - (12 — 2x) — (40 — 2 - (=2)\ _ 4 — 48x + 80
= (12— 20y )= (e

x = 10 & [0; 5,5], f(2) = 4P, f(0) = 3,33P y f(55) = —20,5P = 200 neumaticos A y 400 B.

>:O,six:2yx:10

Se ha estudiado el rendimiento de los empleados de una oficina a medida que transcurre la jornada labo-
ral desde las 8 hasta las 15 horas, analizando el nUmero de instancias revisadas en una hora. La funcion
que expresa dicho rendimiento es R(t) = 30t — 105% + £, siendo t el nimero de horas transcurridas des-
de el inicio de la jornada laboral.

a) Halla la tasa de variacion media del rendimiento R(t) entre t = 2 y t = 4.

b) Determina en qué momento se produce el maximo y el minimo rendimiento entre las 9 y las 14, y en-
tre las 9 y las 12.

a) TYM R[2, 4] = R(‘Q = 2R(2) _ 16 - 2% _

b) R(f) =30 — 21t + 3 =0=>t=2yt=5
R(2) = 12,5; R(5) = 12,5; 9:00 — R(1) = 20,5; 14:00 — R(6) = 18; 12:.00 — R(4) = 16
El maximo entre las 9:00 y las 14:00 se alcanza en t = 2 (10:00), y el minimo, en t = 5 (13:00).

Entre las 9:00 y las 12:00, el maximo se alcanzara en t = 2 (10:00), y el minimo, en t = 4 (12:00).

Los beneficios de una fabrica de camisas dependen del nimero de miles de camisas que se fabrican cada
dia, segun la funcion f(x) = 2x* — 15x* + 36x —19, donde x mide el numero de camisas fabricadas al dia
en miles, y f(x), la ganancia en miles de euros al mes. Atendiendo al niumero de maquinas y personal ne-
cesarios, la fabrica puede optar por fabricar un numero diario de camisas comprendido entre 1000 y 4000.
¢Cuantas camisas debe fabricar para obtener un beneficio maximo?

f'ix) =6x —30x+ 36 =0,six=206x=3€][0,4] f1) =4, 12) =9, f(3) =8y f(4) =13
Asi pues, fabricando 4000 camisas se obtiene el beneficio méximo, que asciende a 13000 €.

(PAU) Se quiere construir el marco de una ventana rectangular de 8 m? El metro lineal de tramos hori-
zontales cuesta 2,50 euros, y el de tramos verticales, 5. Determina las dimensiones de la ventana para que
el coste del marco sea minimo y el precio de dicho marco.

Sea x la longitud en metros del tramo horizontal e y la longitud en metros del tramo vertical.
La funcién coste que queremos minimizar es: S = 2 - 25 - x + 2 -5 -y = 5x + 10y

_ _8 _ 8 80
x-y—8—>y—X—>S(x)—5x+1OX 5x+X

S'(x) =5 — i—? = 0 — x = 4. La solucion negativa se descarta. Como a la izquierda de 4 la derivada es ne-

gativa y a la derecha es positiva, el punto (4, S(4)) = (4, 40) es un minimo.
Las dimensiones son 4 m el tramo horizontal y 2 m el tramo vertical. EI coste minimo es de 40 €.
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10.67.

10.68.

10.69.

10.70.

PROFUNDIZACION

Se quiere construir una caja abierta (sin tapa) recortando cuadrados iguales en cada una de las esquinas
de una hoja rectangular de cartén de dimensiones 3 y 8 dm.

Expresa el volumen de la caja en funcién del lado del cuadrado recortado y calcula este para que dicho
volumen sea maximo.

Sea x los decimetros que mide el lado del cuadradito que recortamos en las esquinas.

Vx) = (8 — 20)(3 — 2X)x = 4% — 22 + 24x con x € [o, %]

V(X)) =12%* — 44x + 24 =0 > x =3y x = % El maximo se alcanza en x = % ya que en los extremos del

intervalo el volumen es 0 y el otro valor posible x = 3 queda fuera del dominio.

a) Las parabolas y = ax*> + bx + ¢ e y = x? tienen una recta tangente comun en el punto A(1, 1). Dedu-
ce dos relaciones entre a, b y c.

b) Si la pardbola en cuestion pasa por el punto (3, 2), deduce una tercera relaciéon entre a, by c.

c) Con las tres relaciones obtenidas, resuelve el sistema de tres ecuaciones y obtén la ecuacion de dicha
parabola.

a) A(1, 1) pertenece a ambas parabolas; por tanto, f(1) = a + b + ¢ = 1.

g’(1):2:f’(1)=2a+b—>a+b+cz1}%b=2—2ayc=a—1.Porsupuesto,a¢0.
2a + b =2

b) Como la parabola pasa por el punto (3, 2), se sigue que f(3) = 9a + 3b + ¢ = 2.

c) a+b+c=1 -3 7 7 3 7 7

= — = — = —— 5 = —= ¥ —_ —_——

2a+b_2}ea— 7 , b 5 C 4.La pardbola buscada es f(x) 25t 5 T
92+ 3b +c =2

Encuentra una funcién f si f'(x)= 3x* + x + 1y f(1) = 0.
X -5 - X 5
flx) = X + vl + x + C. Como f(1) = 0, entonces C = - La funcion es f(x) = x* + o + x — >
2(1 + In x)

(TIC) Considera la funcién f definida en (0, +~) mediante la formula f(x) = =

a) Utiliza la calculadora para resolver la ecuacion f(x) = 0, redondeando hasta las milésimas.
b) Resuelve la inecuacién f(x) > 0.
c) Obtén f'(x) y los maximos o minimos relativos de f(x).

d) Esta funcion se utiliza como modelo para analizar los beneficios mensuales en millares de euros de una
empresa de ventas, si vende x millares de objetos. Utilizando las cuestiones anteriores, responde a las
siguientes preguntas:

i) ¢Cual es el minimo numero de objetos que deben vender para que el beneficio sea positivo?
ii) ¢Cuantos objetos deben vender para obtener maximo beneficio?

2(1 + In x)
X

a)

b) Si x < 0,368 — f(x) < 0, y si x > 0,368 — f(x) > 0

=021 +Inx)=0—>1 +Inx=0—>|nx=—1—>X=e"=1g'~v0,368

1
7-x—(1+|nx)-1 o x

c) f'(x) = 2- 2 = 2 =0->Ihx=0->x=1

Six<1—f(x)>0ysix>1—= f(x) <O0. Por tanto, el punto (1, f(1)) = (1, 2) es un méaximo.

d) Para que el beneficio sea positivo, deben vender un minimo de 369 objetos. Obtendran el beneficio maximo
con 1000 objetos.
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10.71. ¢En qué casos la funcion f(x) = x¥* + ax* + bx + c tiene algin maximo o minimo relativo?

Para que la funcion f(x) presente maximos o minimos relativos, su derivada f'(x) = 3x* + 2ax + b debe cam-
biar de signo por lo menos una vez, es decir, la ecuacion 3x* + 2ax + b = 0 debe tener dos soluciones, o sea,

el discriminante 4a> — 12b > 0 — a*> > 3b.

10.72. ¢Existen funciones polindmicas f y g tales que (f- g)’ = f'g’'?

Si el grado de fes my el grado de g es n, entonces el grado de f- g es m + n. Como el grado de la
derivada de una funcién polinémica disminuye en uno, vemos que Grado (f - g)’ = m + n — 1y que
Grado (f" - g )=m—-1+4+n—-—1=m+n— 2.

Asi pues, como los grados son distintos, no pueden existir dichas funciones polinémicas.

) ) _ )

10.73*.Encuentra todas las funciones de la forma f(x) = ax + by g(x) = cx + d tales que (;(();) 70

(M)’_(a)wrb)’ alcx + d) — (ax + b)c _ ad — bc
gx))  \ex+ d (cx + d)? " (ex + d)?

f'(x) _ (ax + b)’

g'(x) (ex + d)

-2
c

(e::c)f( jr Z)CQ = %. El denominador de la primera fraccion no puede ser constante, pues ¢ # 0 al ser el denomi-
nador de la segunda. Asi que la Unica opcion que queda para que se dé la igualdad para todo x es que am-
bos numeradores sean cero, 0 sea: ad — bc = 0y a = 0, por lo que bc = 0,y como ¢ # O, debe ser b = 0.

Asi pues, f es la funciéon nula y g es cualquier funcién lineal con pendiente no nula.

10.74. Como se observa en la grafica de la funcion y = f(x), en [—2, 3] la tangente A/ ———
en el punto de abscisa —1 es horizontal, y la tangente en el punto de abscisa /
0 corta al eje horizontal en x = 2. |
a) Halla la recta tangente en el punto de abscisa 0. I \ y=rlx

N
e

b) Determina cudl de las cuatro curvas siguientes representa la funcion y = f'(x).
Justifica por qué rechazas las otras tres.

1 X
i) Y i) Y i) [\]Y iv) | Y
1 1 \ 1 \ 1
L~
o1 X O 1 X O +— X 1 X
N
T~
a) La recta tangente pasa por los puntos A(O, 10) y B(2, 0) = y = —5x + 10
b) La derivada debe cortar al eje X en el punto de abscisa x = —1, ya que la funcién tiene ahi un punto de
tangente horizontal. Por este motivo descartamos la gréfica a.
La derivada debe ser negativa a partir de x = —1, ya que la funcion es decreciente. Eliminamos, por tanto,
la gréfica b.

A medida que nos aproximamos a x = 3, la pendiente se va acercando a 0, y esto elimina la gréfica d.
La gréfica que representa la derivada de la funcion es la c.

Solucionario ﬂ] 101
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Analisis estadistico de una variable

ACTIVIDADES INICIALES

11.l. Considera la poblacién formada por los alumnos de tu clase. Para esta poblacién, da cuatro ejemplos de
caracteres estadisticos cualitativos, indicando algunas de sus modalidades.

Color del pelo: rubio, moreno, negro.

Profesion del padre: bombero, empresario.

Género de peliculas favorito: romantico, bélico, de accion.
Optativa que cursa: francés, Informatica.

11.ll. De una poblacion formada por nifios de dos afios se extrae una muestra. Enumera cuatro caracteres esta-
disticos cuantitativos, indicando algunas de sus posibles valores.

Altura: 70 cm, 65 cm.

Peso: 15 kg, 20 kg.

Perimetro craneal: 40 cm, 45 cm.
Numero de muelas: 3, 4.

EJERCICIOS PROPUESTOS

11.1. En el afio 2003, el nUumero de matrimonios de espafioles en el extranjero, en los distintos continentes,
viene dado por la siguiente tabla:

N.° de matrimonios

Europa 5265
Africa 238
América 4804
Asia y Oceania 299

Teniendo en cuenta estos datos, realiza los siguientes apartados:

a) Construye una tabla estadistica que incluya frecuencias absolutas, frecuencias relativas y porcentajes.
b) Dibuja el diagrama de barras.

c) Representa el diagrama de sectores para esta distribucion, indicando el porcentaje de cada modalidad.

a) Continente
Europa 5265 0,49642 49,64%
Africa 238 0,02244 2,24%
América 4804 0,45295 45,30%
Asia y Oceania 299 0,02819 2,82%
10606 100
b) Diagrama de barras c) Diagrama de sectores
6000 [ Europa
N 49,64 %
5000 | Asiay
Oceania
& 4000t 2,82 % [[Jeuropa
=] PO
§ 3000 F W Africa
® [] América
w2000} Asiay
1000} . Oceania
América
1 1 -
0 P - i 45,30 % Africa
Europa Africa América 0/<\:§:nyia 2,24%

ﬂ E Solucionario
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11.2. El numero de centros de salud en 20 ciudades es:

2 42554686 8
35345584514

a) Construye la tabla de distribucion de frecuencias de estos datos.
b) Representa el diagrama de barras de las frecuencias absolutas.

c) Representa el poligono de frecuencias absolutas acumuladas.

N.° de centros de salud

2 2
3 2 4 0,1 0,2
4 5 9 0,25 | 0,45
5 6 15 0,3 0,75
6 2 17 0,1 0,85
7 3 20 0,15 1
20 1
b) Diagrama de barras ¢) Poligono de frecuencias
6f —
20+
5F R
g 4r ¢ 15}
S °
3 3
2 3
8 £ 10t
w2 &
L
1 sk
o 2 3 4 5 6 8 5
N.° de centros de salud 2 3 4 5

11.8. Se ha preguntado a 500 personas por el numero de veces que van al cine durante un mes:

N.° de veces que acuden al cine Frecuencias

181
117
56
43
10

a s wON =

Representa el diagrama de barras y el poligono de frecuencias absolutas.

Diagrama de barras + poligono de frecuencias

2001
150

100

F. acumuladas

501

0 0 1 2 3 4 5
N.° de veces que acuden al cine

Solucionario i W
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11.4. Los siguientes datos representan las alturas, en cm, de 20 personas:
165 171 154 165 149 159 151 171 191 163
173 193 176 152 188 169 171 184 152 183
a) Construye una tabla de distribucion de frecuencias, agrupando los datos en intervalos de amplitud 10.
b) Representa el histograma de frecuencias absolutas.
c) Representa el poligono de frecuencias absolutas acumuladas

[145, 155) 150 5 5 0,25 | 0,25
[155, 165) 160 2 7 0,1 0,35
[165, 175) 170 7 14 | 035 | 07
[175, 185) 180 3 17 0,15 | 0,85
[185, 195) 190 3 20 0,15 1
20 1
b) Histograma frecuencias absolutas c) Poligono frecuencias absolutas acumuladas
10 20F
; 8 w 15+ ‘
g ) !
2 6r ® !
o > |
2 g 10+ i
N 8 |
T ‘ |
2} ! !
O 145 155 165 175 185 195 o 145 155 165 175 185 195
Altura (cm) Altura (cm)
11.5. El numero de centros de salud en 20 ciudades es:
2 4 2 5 5 4 6 8 6 8
3 5 3 4 5 5 8 4 5 4
a) Calcula la media aritmética.
b) Halla la moda.
a) X = ';X/fi:%=48
2 2 4 - N 20 '
3 2 6
4 5 20 b) M, = 5 centros de salud
5 6 30
6 2 12
8 3 24
20 96
11.6. Halla la mediana de las siguientes series estadisticas.
a)1,7,3,2,4,6,2,5 6
b)4,2,1,828,5 31,6, 7
a) 1,2 23][4]5 6,67 M= 4
b) 1, 1,2 3,3, 4]5 6,7, 8 La mediana es la media aritmética de los dos valores centrales, M = 3,5.

ﬂ i Solucionario
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11.7. La tabla adjunta muestra las medidas, en cm, de unos bastones de esqui.

Medida en cm [100, 1
N.° de bastones 4

a) Halla la media aritmética y la moda.

b) Calcula la mediana.

05) | [105,110)

[110, 115)

[115, 120)

[120, 125)

9

12

10

3

c) Representa el histograma de frecuencias absolutas.
d) Dibuja el diagrama de sectores.

Formamos la siguiente tabla:

o _ = _ 4270

N 38

La moda estara en el intervalo [110, 115). Como primera aproximacion de la moda se podria tomar la marca

[100, 105) 1025 | 4 0,1053 4 410
[105, 110) 1075 | 9 0,2368 13 | 9675
[110, 115) 1125 | 12 0,3158 25 | 1350
[115, 120) 1175 | 10 0,2632 35 | 11,75
[120, 125) 1225 | 3 0,0789 38 | 3675
38 1 4270

= 112,37 centimetros.

de la clase modal, es decir: M, = 112,56 centimetros.

b) Como el nimero de datos es 38, la mitad de ellos es: - = 19. A la clase [110, 115) le corresponde la
primera frecuencia absoluta mayor que 19; por tanto, la clase mediana es [110, 115). El valor aproximado de

38

la clase mediana sera la marca de la clase del intervalo [110, 115), es decir, M = 112,5 centimetros.

c) Histograma.

12 r
10

F. absolutas

N A O

0 100 105

11.8*.Con la variable edad, en afios, de una muestra de 100 personas se forma la siguiente tabla de frecuencias

absolutas.

110
Longitud (cm)

115 120

125

d) Diagrama de sectores.

31,58 %

Edad [10, 30)

F

[30, 50)

[50, 70)

[70, 90)

[90, 110)

10

30

60

84

Completa la tabla y calcula la desviacion tipica.

Para calcular las frecuencias absolutas, restamos las frecuencias absolutas acumuladas.

_ 6320
X =

— 63,202 = 581,76

———— = 63,20 afos
[10, 30) 20 10 10 200 4000 100
[30, 50) 40 20 30 800 32000
[50, 70) 60 30 60 1800 | 108000 , _ 457600
[70, 90) 80 24 84 1920 | 153600 ~ 7100
[90, 110) 100 16 100 | 1600 | 160000
100 6320 | 457600 | s = /581,76 = 24,11 afios

Solucionario i W
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11.10.

11.11.

Las calificaciones de Ana y Juan son las siguientes:

Calificaciones de Ana: 4, 5, 6, 6, 7, 8

Calificaciones de Juan: 2, 3, 4, 4, 5, 6

¢Cudl de los dos alumnos tiene sus calificaciones mas concentradas?

Hallamos las medias y las desviaciones tipicas de ambas distribuciones:

%, = 4+5+64é6+7+8 6 s2-= 16+25+36236+49+64 ~ 36 = 167 SA:W: 129
X, = 2+3+4-é—4+5+6 -4 33: 4+9+166+25+36 — 16 = 167 s, = 167 = 1,29
Los coeficientes de variacion son:

ch:%:o,ms CVJ:%:OSQS

Como el coeficiente de variacion de Ana es menor que el de Juan, se concluye que Ana tiene las notas mas
concentradas.

Dada la siguiente distribucién, calcula:

[10,15) | [15,20) | [20,25) | [25 30) | [30,35)
3 5 7 4 2

a) Los cuartiles Q, y Q..
b) El decil D,.
c) El percentil Py,

La tabla de frecuencias es:

25

a) Como 21 - 00 - 5,25, Q, pertenece a la clase [15, 20).
[10.15) ] 126 1 8 | 8 | g ! imado de Q, | de clase: Q, = 17,5
(15, 20) 175 5 8 omamos como valor aproximado de Q, la marca de clase: Q, = 17,5.
{20, 25; 225 7 15 Como 21 - % = 15,75, Q, pertenece a la clase [25, 30).
25, 30 27,5 4 19
[30, 35) 325 2 21 Tomamos como valor aproximado de Q, la marca de clase: Q, = 27,5.
b) Como 21 - % = 16,8, D, pertenece a la clase [25, 30). Tomamos como valor aproximado de Dy la marca

de clase: Dy = 27,5.

c) El percentil Py, coincide con el decil Dg; por tanto, Py, = 27,5.

EJERCICIOS

Variables cualitativas y cuantitativas

Dadas las siguientes variables estadisticas:

a) Numero de hijos de los funcionarios de un ministerio.

b) Numero de accidentes ferroviarios producidos cada mes durante un quinquenio.

c) Actividad de ocio preferida por un grupo de alumnos.

d) Pais de procedencia de un conjunto de inmigrantes.

e) Numero de multas de trafico que impone un policia al mes durante un afo.

f) Grupo de rock preferido por un conjunto de alumnos.

g) Distancia recorrida por un autobus urbano durante un afo.

Indica cuéles son variables cualitativas, cuantitativas discretas o cuantitativas continuas.

Variables cualitativas: ¢, d, f
Variables cuantitativas discretas: a, b, e
Variables cuantitativas continuas: g

8 | ﬂ] Solucionario
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11.12. Se pregunto a 40 personas por el medio de transporte utilizado para acudir al trabajo. Las posibles
respuestas eran: a pie (P), en automovil particular (A), en autobus (B), en metro (M) y otros (O).

Las respuestas obtenidas fueron:
AAAPABMOMBAPAPOBMOMA
BBMAPABMMPPAABBMOMBO

a) Realiza la tabla de frecuencias absolutas y relativas de esta variable.

b) Representa el diagrama de barras y el de sectores.

c) Explica razonadamente qué conclusiones pueden extraerse del estudio.

Transporte
Pie (P) 6 0,15
Automovil (A) 11 0,275
Autobus (B) 9 0,225
Metro (M) 9 0,225
Otros (O) 5 0,125
40 1
b) Diagrama de barras Diagrama de sectores
12}
10l il 225% 12,5%
22,5%
g st A pie
3 el [ ] Automebil
Qo
E 4l . Autobus
2t [[] Metro
. Otros
o p A B M 0

Medio transporte 27,5 % 15 %

c) Aungue mayoritariamente se utilizan los transportes publicos, ninguno de ellos es mayoritario, ya que todos
tienen una proporcién muy similar.

Medidas de centralizacion

11.13. (PAU) a) Completa los datos que faltan en la siguiente tabla estadistica, donde f, F;, y h; representan,
respectivamente, las frecuencias absoluta, absoluta acumulada y relativa:

I
N

1 4 0,08

2 4 8 08

3 8 16 0,16 24
4 7 23 0,14 28
5 5 28 0,1 25
6 10 38 0,2 60
7 7 45 0,14 49
8 5 50 0,1 40

50 1 238

b) Halla la media aritmética y la moda de esta distribucion.
c) Calcula la mediana.
4

a) Calculamos primero el nimero de observaciones realizadas. Como h, = 0,08; N = F, = 008 ~ 50.
F, =4 F, =4+ 4=28 fp=F —-F =16 -8 =28
F,=F +f =283 fo = F, — F; =38 — 28 = 10 fo=F—F =50 —-45 =15

- _ 238
b) En la tabla ya hemos afiadido la columna xf; por tanto, X = 50 4,76.

El dato que mas se repite es 6, M, = 6.

c) La mitad de los datos es 50 _ 25. El primer dato cuya frecuencia absoluta acumulada supera 25 es 5; por

tanto, M = 5. 2
Solucionarios | 9
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11.14.

11.15.

11.16.

11.17.

11.18.

(PAU) A un conjunto de datos de cinco nimeros cuya media es 7,31 se le afiaden los numeros 4,47 y 10,15.
¢Cual es la media del nuevo conjunto de datos?

Si la media de cinco datos es 7,31, la suma de los cinco datos es 5 - 7,31 = 36,55.

36,55 + 447 + 10,15
7

La media, por tanto, de los siete datos sera: X = = 7,31.

Un conjunto de cinco numeros naturales distintos tiene mediana 20 y media 17. ¢{Cual sera el mayor
numero de esta serie?
Sean los numeros ordenados de forma creciente: a, b, 20, ¢, d.

a+b+20+c+d
5

=17 => a+b+c+d=65

Para que d tome el maximo valor posible, teniendo en cuenta que los nimeros son naturales y distintos, se
tiene que a = 1y b = 2. Por tanto, ¢ + e = 62.

Como el valor central de los datos es 20, el minimo valor que puede tomar ¢ es ¢ = 21, que implica que el
maximo valor que puede tomar d sea d = 41.

La media de x, 3, 4x — 3, x + 4, —16, 9 y x — 4 es 4. {Cuél es la mediana de estos 7 numeros?

_ X+3+4x -3 +x+4—-16+9 +x— 4
X = 7 =4=x=5

Los numeros, ordenados de forma creciente, son: —16, 1, 3, 5, 9, 9, 17. La mediana es M = 5.

(PAU) Los gastos anuales de cierta familia en los apartados de vivienda, alimentacion y transportes estan
en las proporciones 9 — 6 — 5.

a) Dibuja el grafico de sectores que refleje la importancia de cada apartado en el total de gastos de los
tres conceptos anteriores.

b) En el ultimo afio, los precios de los apartados anteriores subieron un 20%, un 5% y un 6%, respectiva-
mente. ¢{Cual ha sido para esta familia el porcentaje de aumento anual del total de gastos en los tres
apartados anteriores? (Utiliza la media ponderada.)

a) Si representamos por V, Ay T los gastos en vivienda, alimentacién y transportes, respectivamente, tenemos:

=9. = = 0,
A T ve s\ 360 {v 9-18=162 {v 45%
=E= = =18

= = —6-18= =300
5-916+5 20 A=6-18=108 = {A=30%

T=5-18=090 T=25%

©ol<

Siendo 162, 108 y 90 la amplitud en grados del sector circular que repre-
senta cada gasto.

b) Hay que hallar la media aritmética ponderada, en la que los valores 45, 30 y
25 estan afectados de los pesos 0,2; 0,05 y 0,06:

A
30 %

-~ _ 45-02+30-05+25-0,06 9+15+15 12 .
_ ’ ’ ’ — ’ ’ — — 0,
X 45+ 30 £ 25 100 100 0,12 . El aumento ha sido de un 12%.

Medidas de dispersion

Se dan dos conjuntos de datos:
A:1,3,/5 /7,9 B: 1,5, 10, 15, 30
Sin necesidad de hacer ningun calculo, écual de los dos conjuntos tiene mayor dispersion?

Evidentemente, tiene mayor dispersion el conjunto de datos B, pues tratdndose de igual numero de datos,
estos se encuentran mas alejados entre ellos que el conjunto de datos A.

10 ﬂ] Solucionario
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11.19. PAU) Dada la distribucion estadistica definida por la siguiente tabla:

X [0, 5) [5,10) | [10,15) | [15,20) | [20,25) | [25, 30)
F 3 5 7 8 2 5

a) Calcula la media, la mediana y la moda.
b) Halla la varianza y la desviacion tipica

Formamos la siguiente tabla:

[0, 5) 25 3 3 75 18,75
[5, 10) 75 5 8 375 | 281,25
[10, 15) 12,5 7 15 875 | 109375
[15, 20) 17,5 8 23 140 2450
[20, 25) 225 2 25 45 1012,5
[25, 30) 275 5 30 1375 | 378125

30 455 8637,5

)X = % = 1517

La mitad de los datos es 32—0 = 15; por tanto, la clase mediana es [15, 20) y la mediana es M = 17,5.

La clase modal es [15, 20); por tanto, la moda sera M, = 17,5.

_ 86375
30

b) s - 1517 = 57,79 s = V57,79 = 7,60

11.20. Se tienen dos distribuciones cuyos datos son los siguientes:
Distribucién A: 9, 5, 3,2, 1,2,6,4,9,8 /1,3, 5,4, 2,6,3 25,6,7
Distribucién B: 1, 1, 3,2,5,6,7,2,5,4,3,1,2,1,5,/7,8,9,9,2, 1
a) Halla el rango de ambas distribuciones.
b) Halla la media aritmética y la desviacion tipica de ambas distribuciones.

c) Calcula el coeficiente de variacion para discernir cual de las dos distribuciones tiene los datos mas
concentrados.

a) Rango de A: 9 — 1 =8

Rango de B: 9 — 1 =8
b) DISTRIBUCION A DISTRIBUCION B
1 2 2 2 )?A=%=4y43 1 5 5 5 )75=8_4=4
2 4 8 16 21 2 4 8 16 4
3 3 9 27 3 2 6 18
4 2 8 32 |, 535 . 4 1 4 16 [, _ 490 _ ,, _
5 3 15 75 |Sh= 57 443° = 585 | 3 15 75 |56 = 57 42 = 733
6 3 18 108 6 1 6 36
7 1 7 49 7 2 14 98
8 1 8 64 |S,= 242 8 1 8 64 |Sg = 2,71
9 2 18 182 9 2 18 182
21 93 | 535 21 84 | 490
242
c) CV, = 443 = 0,547
cv, = 210 _ o677

La distribucién A tiene los datos mas concentrados.

Solucionario i W
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11.21.

11.22.

11.23.

(PAU) Considera los siguientes datos: 3, 8, 4, 10, 6, 2.
a) Halla la media y la varianza.
b) Si cada numero se multiplica por 3, obtén su media y varianza a partir de los resultados anteriores.

gxo 3FB8FTAF10+6+2 33 _
6 6
2 2 2 2 2 2
o 3+8 +4+61o + 6242 _(5’5)2:%_30125:7’92

b)y =3-55= 165
s2=19-792 = 7128

Medidas de posicion

(PAU) Se tiene el siguiente conjunto de datos:
10, 18, 4, 7, 8, 11, 10, 16, 18, 12, 3, 6, 9, 9, 4, 18, 20, 7, 5 10, 17, 10, 16, 14, 8, 18
a) Obtén la mediana y los cuartiles.
b) Interpreta los resultados obtenidos.
a) Ordenamos los datos de menor a mayor:
3,4,4,5/6,7,7,8,8,9 9, 10, 10, 10, 10, 11, 12, 13, 13, 14, 16, 16, 17, 18, 18, 20
Como hay 26 valores, la mediana es la media de los dos valores centrales: M = 10+ 10 _ 10.

2
= 6,5. El primer cuartil es el valor que ocupa el séptimo lugar: Q, = 7.

La cuarta parte de los datos es 26

4
El segundo cuartil coincide con la mediana; por tanto, Q, = 10.
Las tres cuartas partes de los datos son 264' . & 19,5. El tercer cuartil es el valor que ocupa el vigésimo

lugar: Q, = 14.

b) El 25% de los datos son inferiores a 7.
El 50% de los datos son inferiores a 10.
El 75% de los datos son inferiores a 14.

a) Obtén la media y el segundo cuartil de la variable X cuya distribucion de frecuencias es:

2 4 6 8 10
2 3 4 1
¢Qué otro nombre recibe el segundo cuartil?
b) Halla los cuartiles primero y tercero.
c) Halla los deciles 3y 7.
d) Halla los percentiles P,, y Pq,.
Formamos la tabla de frecuencias.
;98 _ N _ 15 _ _ M=
a)x—15—6,53 2—2—7,5:>OZ—M—6
2 2 2 4
4 3 5 12 Mediana,
6 4 9 24
8 1 10 8 N 15 3N 45
10 5 15 50 b)Z:T:3,75=>01=4 T:T:11,25=>Q3:10
15 98
SN _ 45 _ _ IN _ 105 _ _
C)W—1O—4,5:>D3—4 10—10—10,5:>D7—1O
10N _ 150 90N _ 1350 _ _
d)m——10 =15=P,=2 700 = 100 =135 = Py, = 10

12 ﬂ] Solucionario
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PROBLEMAS
11.24. (PAU) Dada la siguiente tabla de ingresos:
Ingresos mensuales Frecuencia Construye el histograma de frecuencias relativas y el poligono de
Menos de 1000 35 frecuencias relativas.
[1000, 1100) 70
[1100, 1400) 70
[1400, 1600) 90
[1600, 1900) 85
Mas de 1900 64

Calculamos las frecuencias relativas dividiendo las fre-

cuencias entre el numero total de casos, que es 414, 0,17
Como no todos los intervalos poseen la misma ampli- 0.2 7&
tud, debemos hallar la altura de cada rectangulo, te- 2015
niendo en cuenta que el area del rectangulo sea pro- % 0,22
porcional a cada una de las frecuencias absolutas. Para T 01 o7 N
ello, se divide cada frecuencia relativa entre el nimero w W_&)
de veces que es mayor el intervalo correspondiente al 0,05 0,15
menor de todos. 0,08,
0 400 800 1200 1600 2000 2400
Para la dltima clase supondremos que su limite supe- Ingresos mensuales

rior es 2400.

11.25. (PAU) Las edades de un grupo de 19 personas aparecen en la siguiente tabla:

Edad 14 15 17 18 19| 20 | 21
N.° de personas 3 1 2 3 5 3 2

a) Halla la media, la moda y la mediana.

b) Halla el rango, la varianza y la desviacion tipica.

c) ¢Cuantos anos tiene la persona de mayor edad, de entre las que se encuentran en el 40% de las
personas con menor edad?

Formamos la siguiente tabla:
342

14 3 3 42 588 Moda: M, = 19 anos
15 1 4 15 225 19
17 2 6 34 578 Mediana: La mitad de los datos es: - = 9,5;
18 3 9 54 972
19 5 14 95 1805 por tanto, M = 19 afos.
20 3 17 60 1200
21 2 19 42 882 b) Rango: 21 — 14 = 7 afos

19 342 6250

Varianza: s? = % — 18% = 4,95 afios?

Desviacion tipica: s = 2,22 afios
¢) Hay que calcular el percentil 40. Por debajo de esos afios estara el 40% de las personas mas jovenes.
“An = TAn = 1.6 P, = 18

La persona de mas edad entre las que se encuentran en el 40% de las mas jovenes tiene 18 afios.

Solucionario i W
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11.26. (PAU) Los pesos, en kg, de 20 estudiantes son:
51, 47, 55, 53, 49, 47, 48, 50, 43, 60,
45, 54, 62, 57, 46, 49, 52, 42, 38, 61.
a) Agrupa los datos en cinco clases de igual amplitud.
b) Dibuja el histograma y el poligono de frecuencias absolutas correspondientes.
c) Halla la media de los datos.
d) Calcula los cuartiles primero y tercero.

a) Agrupamos los datos y formamos la tabla. b) Histograma y poligono
8.
[37,5 - 42,5) 40 2 2 80 ”
[42,5 - 47,5) 45 5 7 225 g 6r
[47,5 - 52,5) 50 6 | 13 | 300 2
[52,5 - 57,5) 55 4 | 17 | 220 s 4f
[567,5 - 62,5) 60 3 20 180 = ol
20 1005
0| 375 42,5 47,5 52,5 57,5 625
T o w _ Kilogramos
c) X = 0 50,25
N 20 . . .
d) T -1 " 5. Por tanto, el cuartil primero esta en la segunda clase. Tomaremos como valor aproximado su
marca de clase Q, = 45.
3N 60 _ . . .
- 1 " 15. Por tanto, el cuartil tercero esta en la cuarta clase. Tomaremos como valor aproximado su

marca de clase Q, = 55.
11.27. (PAU) El siguiente diagrama de barras muestra las calificaciones obtenidas por un grupo de 50 alumnos.

20 -
18 -
16 -
14 -
12 -
10 -
8,
6,
4-
2-
0

Frecuencias absolutas

S A N Sb
Notas

Construye el histograma correspondiente a las calificaciones numéricas y calcula la calificacion media,
teniendo en cuenta el siguiente cuadro de equivalencias:

Suspenso  Aprobado Notable Sobresaliente
[0, 5) [5,7) [7,9) [9, 10)

Como no todos los intervalos poseen la misma amplitud, debemos hallar la altura de cada rectangulo, teniendo
en cuenta que el area del rectdngulo sea proporcional a cada una de las frecuencias absolutas.

Base del Altura del rectangulo sk
rectangulo (f/base) 14
2 6} 12
E}
3 20 4
2 4
w
2L

0 2 4 6 8 10
Calificaciones
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11.28. Una oficina bancaria ha tabulado las cantidades de dinero que retiran de sus cuentas 100 clientes en un
determinado dia.
Euros [0, 120)| [120, 240)| [240, 360) | [360, 480) | [480, 600)
Cliente 33 27 19 14 7
Halla:

a) La cantidad media de dinero retirado por cliente.
b) ¢Qué porcentaje de clientes retiraron fondos por encima de la mediana?
c) Halla los cuartiles Q,, Q, y Q..

Para los calculos formamos la siguiente tabla: a) X = 2?(2)80 = 222 €

b) Por definicion de mediana, el porcentaje pedido es

0,
[0-120) 60 23 33 1980 del 50%.
[120 - 240) 180 27 60 4860 N 100
[240 - 360) | 300 19 79 5700 c) 2= a4~ 25 = Q; =60
[360 - 480) | 420 17 93 5880
[480 - 600) | 540 7 100 3780 g _ 120 _ 50 = Q, = 180
100 22200
3N _ 300 _ A
T——4 —75:>OS—300

11.29. (PAU) Un especialista en pediatria obtuvo la siguiente tabla sobre los meses de edad de 50 nifios de su
consulta en el momento de andar por primera vez:

a) Dibuja el poligono de frecuencias.

S|t f12] 18] 14]15 b) Calcula la mediana, la moda y la varianza.
plinos ! 4 ° ] 8 ! c) Halla el rango y el rango intercuartilico.
a)
16}
g 12t
=
o
& 8t
©
w
4t
O 9 10 11 12 13 14 15
Meses
P_ara_ los calculos formamos la b) N _ 50 _ 25 M = 12 meses
siguiente tabla: 2 2
M, = 12 meses
_ 610
X=-=5 = 12,2;
9 1 1 81 9 81 7526
10| 4|5 | 100 40 400 § =5 — (122)" = 1,68 meses’
1 9 14 121 99 1089
12 | 16 | 30 144 192 2304
13| 11| 41 169 143 1859 c) Rango: 15 — 9 = 6 meses
14 8 49 196 112 1568
15 1 50 225 15 225
N'_ 50 _ 12,5; Q, = 11 meses
610 | 7526 4 4
% = % = 37,5; Q, = 13 meses

Rango intercuartilico: 13 — 11 = 2 meses

Solucionario i W
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11.30. (PAU) Se han lanzado dos dados 120 veces y cada vez se ha anotado su suma. Los resultados vienen

reflejados en la siguiente tabla:

Sumas 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 12
N.° de veces 3 8 9 11 20 | 19 16 | 13 11 6 4

a) Calcula la media x y la desviacion tipica s.
b) Halla el porcentaje de valores comprendidos en los siguientes intervalos: (x — s, X + s), (X — 2s,

X+ 2s)y (x — 3s, X + 3s).

Formamos la tabla:

_ 843
NI, - - - 55 - oo

2 3 6 12
S8 2| 72 ¢ =858 _ 7005 = 5924
4| 9 |36 | 144 120 ’ ‘
5 11 | 55 275
6 | 20 [120| 720 § = V5924 = 243
7 19 |133 | 931
8 16 (128 | 1024 | b) X — s = 4,595
9 13 |117 | 1053 = _
10 [ 11 [110 | 1100 | X TS = 9495
11| 6 | 66 | 726 Los valores comprendidos en (4,595; 9,455) son los correspondientes a las sumas
12| 4 |48 | 576 5, 6,7, 8y 9 que son un total de 79 valores.
120 | 843 | 6633 79 ] _ ~ ~
120 ~ 0,6583 = El 65,83% de los datos esta en el intervalo (X — s, X + )

|
I

N

)
I

= 2,165
X + 2s = 11,885

Los valores comprendidos en (2,165; 11,885) son los correspondientes a las sumas 3, 4, 5, 6, 7, 8,9, 10 y
11, que son un total de 113 valores.

—~ = 09417 = El 94,17% de los datos esta en el intervalo (x — 2s, X + 2s)

= —0,265

+ 3s = 14,315
Todos los valores estan comprendidos en (—0,265; 14,315).
El 100% de los datos esta en el intervalo (X — 3s, X + 3s).

x| x|
|
&
|

11.31. (PAU) Se ha pasado un test de 79 preguntas a 600 personas. El nUmero de respuestas correctas se refleja

en la siguiente tabla:

Respuestas = N.° de personas a) Dibuja el histograma y el poligono de frecuencias de las

frecuencias absolutas.

[0, 10) 40
g o b) Halla la media y la desviacion tipica de respuestas correctas.
[gg' ig) ;S c) Calcula la mediana y el primer cuartil. ¢Qué miden estos
{40‘ 503 105 parametros?
[50, 60) 85
[60, 70) 80
[70, 80) 65
a) Histograma + poligono 120}
100+ //-\\
12}
g 80 a - L
g 6of /./
o 40l
201
0 20 40 60 80
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11.32.

Formamos la tabla:

[0, 10) 5 40 40 200 1000
[10, 20) 15 60 100 900 13500
[20, 30) 25 75 175 | 1875 146875
[30, 40) 35 90 265 | 3150 110250
[40, 50) 45 105 | 370 | 4725 212625
[50, 60) 55 85 455 | 4675 257125
[60, 70) 65 80 535 | 5200 338000
[70, 80) 75 65 600 | 4875 365625
25600 | 1345000

_ 25600 _
b) x = %55~ = 4267
, _ 1345000 ,
= egp ~ 4267° = 420,94

s = 420,94 = 20,52

c) % = 300. El dato de orden 300 esta en el quinto intervalo. Por tanto, tomaremos como valor aproximado
de la mediana la marca de esta clase, es decir, M = 45.
600 . . . , .
4 150. La clase que contiene al primer cuartil sera la tercera y, en consecuencia, tomaremos como valor

valor aproximado del primer cuartil su marca de clase, es decir, Q, = 25.

(PAU) En una encuesta sobre trafico se ha preguntado a 1000 conductores sobre el nimero de multas
recibidas que ha sido mayor o igual a cero y menor o igual a 5. Al efectuar la tabla correspondiente,
algun numero ha desaparecido, por lo que disponemos de la siguiente informacién:

N.° de conductores — |260 | 150 | 190 [ 100 | 90
Numero de multas 0 1 2 3 4 5
Halla

a) La media.

b) La mediana.

c) La moda.

d) La desviacion tipica.

e) Los cuartiles primero y tercero.
f) El rango intercuartilico.

El dato desconocido es: 1000 — (260 + 150 + 190 + 100 + 90) = 210

_ 1980
Formamos la tabla: a)x = ~o00 = 198
b) @ = 500. M = 2
0 210 | 210 | o 0 c) M, =1
1 260 470 | 260 260 , _ 6420 ,
2 150 | 620 | 300 | 600 d) 8 = T — 198" = 24996
3 190 810 | 570 | 1710
4 100 910 400 1600 s = 1,58
5 90 1000 | 450 | 2250
o) = 1000 _ h54 @, =
1000 1980 | 6420 4 4
3N _ 3000 B
T a1 = 750.Q, =3

fHRI=Q - Q =31
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11.33. (PAU) Un dentista observa el niUmero de caries de cada uno de los 100 nifios de un colegio. La informacion
resumida aparece en la siguiente tabla:

Numero de Frecuencia Frecuencia
caries absoluta relativa
0 25 0,25
1 20 0,20
2 X z
3 15 0,15
4

y 0,05

a) Completa la tabla obteniendo los valores x, y y z.
b) Dibuja un diagrama de sectores.

c) Realiza un diagrama de barras.

d) Calcula el nimero medio de caries.

e) Calcula los cuartiles.

a) La suma de las frecuencias relativas ha de ser igual a 1:
025+02+2z+015+005=1 = 0656+z=1 = z=035

La frecuencia relativa de un dato es igual a su frecuencia absoluta dividida por la suma de las frecuencias
absolutas, que el enunciado nos dice que es 100.

X = =
m = 0,35 = X 35
v -
100 ~ 005 =y=5
b) Diagrama de sectores c) Diagrama de barras
351 n
301
I:IO Caries o o5
.1Caries g 20
2 L
|:| 2 Caries % 15}
[l 3 caries “ ol
. 4 Caries 5t H
0 0 1 2 3 4

N.° de caries

Formamos la tabla:

0 25 25 0
1 20 45 20
2 35 80 70
3 15 95 45
4 5 100 20
100 155
_ 155 )
d) x = T00 = 1,65 caries
e) % = 25. Q, = 0O caries
% = 50. Q, = 2 caries
% = 75. Q; = 2 caries
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11.34. El numero de horas que 20 trabajadores perdieron por bajas médicas el afio pasado es el siguiente:
0O 3 4 8 10 12 12 15 15 17 19 21 21 23 25 26 32 33 40 60

a) Construye la tabla de frecuencias agrupando los datos en intervalos de amplitud 10, indicando también
las frecuencias absolutas y relativas acumuladas.

b) Dibuja el histograma y el poligono de frecuencias de las frecuencias relativas.
c) Halla la media de dias no trabajados por trabajador.

d) Halla el rango intercuartilico.

e) Calcula el coeficiente de variacion.

a) En la tabla vamos a afiadir las columnas correspondientes para el célculo de la media y la desviacion tipica.

[0, 10) 5 4 4 02 | 02 20 100
[10, 20) 15 7 11 | 035 | 0,55 105 1575
[20, 30) 25 5 16 025 | 08 125 3125
[30,40) | 35 2 18 | o1 | 09 70 2450
[40, 50) 45 1 19 0,05 | 0,95 45 2025
[70, 80) 55 1 20 0,05 1 55 3025
20 1 420 12300
b) c) X = —42200 = 21
0.4 d) % = 5. El primer cuartil esté en el intervalo [10, 20); por tanto, Q, = 15
o 03[ /\\ 3N N .
c / —— = 15. El tercer cuartil esta en el intervalo [20, 30); por tanto, Q, = 25
g o2l N 4
2 \ RI=Q,—Q =25-15 =10
0.1}
: I
12 300
2 _ _ 2 _
. T e) s* = 20 21 174
10 20 30 40 50 60

N.° de horas s =\174 = 13,19

13,19

o0 07

cv=2==
X

11.35. Las sumas de los puntos obtenidos al lanzar 20 veces dos dados son:
93 6 45 8 5 6 4 11 7 8 7 8 5 7 2 9 7 10
a) Calcula las frecuencias absolutas y relativas.
b) Halla la media, la mediana y la moda.
c) Calcula la varianza y la desviacion tipica.

a) Formamos la tabla:

2 1 1 0,05 2 4
3 1 2 0,05 3 9
4 2 4 0,1 8 32
5 3 7 0,15 15 75
6 2 9 0,1 12 72
7 4 13 0,2 28 196
8 3 16 0,15 24 192
9 2 18 0,1 18 162
10 1 19 0,05 10 100
11 1 20 0,05 11 121
20 1 131 963
_ 131 N
b) X = 5~ = 655 5 =10 M=7 M, =7
c) s’ = 963 6,55° = 5,25 s = V525 =229

Solucionario TTI 19
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11.36. La tabla adjunta muestra el presupuesto dedicado a accion social de varios municipios de una determina-
da comunidad auténoma.

a) Representa graficamente la distribucidon mediante un histograma

Presupuesto Numero i ‘
(en miles de euros) de municipios y su poligono de frecuencias.
[0, 30) 8 b) Halla la mediana e interpreta este parametro.
[30, 60) 12 c) Calcula la media.
[60, 90) 19

d) ¢Cuadl es la proporcién de municipios que dedican a accion

[90, 120) 21 . . °
[120, 150) 14 social mas de 30000 euros y menos de 150 0007
[150, 180) 6
Formamos la tabla: a) Histograma + poligono
20 /\

[0, 30) 15 | 8| 8| 120 4 N

[30, 60) 45 | 12| 20 | 540 8 157 /

[60, 90) 75 19 | 39 | 1425 2 \
[90,120) | 105 [ 21 | 50 | 2205 g w01 | \
[120, 150) 135 | 14 | 64 | 1890 w .
[150,180) [ 165 | 6 | 70 | 990 5T

70 7170 0 30 60 90 120 150 180

Pesupuesto (miles de euros)

b) La mitad de los datos es 40. Como los 40 se alcanzan en la cuarta clase, tomaremos como aproximacion a
la mediana la marca de esta clase, es decir, M = 105. La mitad de los datos son inferiores a 105, y la otra
mitad, superiores.

_ 7170 _
c) X = =0 = 102,43

d) Hemos de considerar las frecuencias correspondientes a las clases 2.2, 32 42y 52 12+ 19421 + 14 =66.
66 - 100
90
dedica a accion social mas de 30000 euros y menos de 150 000.

Con una simple proporcion, x = = 73,38. Es decir, aproximadamente el 73% de los municipios

11.37. Se ha realizado un test, compuesto de 10 preguntas, a 40 alumnos de un grupo, con los siguientes resultados:

Respuestas
Alumnos

a) Representa graficamente la distribucion.

[0,2) | [2,4)]| [4,6) | [68) |8, 10)
4 9 15 7 5

b) Calcula el valor de la moda.
c) Halla la varianza y la desviacion tipica.

d) ¢A partir de qué dato se encuentra el 70% de los alumnos que han obtenido la mejor nota?
a)

Formamos la tabla:
16}

;2 /N
[0, 2) 1 [ a | a] a4 E /| \
[2, 4) 3 9 13 | 27 | 181 2 8f e -
[4, 6) 5 15 28 75 | 375 w _/ .
[6, 8) 7 7 35 49 | 343 4
[8, 10) 9 5 40 45 | 405
40 200 | 1208 ° 2 4 6 & 10
Preguntas

b) La clase modal es [4, 6). Tomaremos como aproximacion de la moda la marca de clase: M, = 5.

g = 200 _ o - 1208 oy _ — 5o =
c)x—40—5 S =" 52 =52 s =152 =228

d) Hay que calcular el percentil 30.

30N _ 1200

100 ~ 100 — 12. El percentil 30 se encuentra en la clase [2, 4). Tomamos como Py, la marca de clase; Py, = 3.
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11.38 La tabla adjunta muestra las distancias, en cm, alcanzadas por un grupo de alumnos en salto de longitud.

11.39.

a) Halla la media, la mediana y la moda.

b) Halla el rango y el rango intercuartilico, e interpreta este ul-
timo parametro.

Formamos la tabla:

_ 6335
a) X = 49 = 129,29
% = % = 24,5. La mediana se encuentra en la clase

[120, 130); por tanto, M = 125.
La clase modal es [130, 140); por tanto, M, = 135.

b) R = 160 — 100 = 60

Longitud

del salto (cm)

[100, 110)
[110, 120)
[120, 130)
[130, 140)
[140, 150)
[150, 160)

Numero

de alumnos

3
7
15
16
6
2

[100,110) [105 | 3 | 3 | 315
[110,120) [115| 7 | 10| 805
[120,130) | 125 | 15| 25 | 1875
[130,140) | 135 | 16 | 41 | 2160
[140,150) | 145 | 6 | 47 | 870
[150,160) | 155 | 2 | 49 | 310

49 6335

% = 479 =12,25, el primer cuartil se alcanza en [120, 130); por tanto, Q, = 125 cm.
% = 494' S _ 36,75, el tercer cuartil se alcanza en [130, 140); por tanto, Q; = 135 cm.
RI' = Q; —

Se ha contado el numero de oficinas municipales de informacion al consumidor abiertas al publico en 25
ciudades. Estos son los datos:

3 6 4 2 83 4 5 4 7 3 5 4 5 4 3 3 4 3 2 4 6 1 8 2 5
a) Construye la tabla de frecuencias y representa el diagrama de barras.
b) Halla la media.
c) Halla la desviacion media.
d) Calcula la varianza, la desviacion tipica y el coeficiente de variacion.
e) Calcula la mediana y el rango intercuartilico.
a)
8 L

1 1 1 0,04 | 0,04 1 3 3 1

2 3 4 12 0,16 6 2 6 12 § 6

3 6 10 0,24 | 0,40 18 1 6 54 2

4 7 | 17 | 028 | 068 | 28 0 0 112 g 4

5 4 21 0,16 | 0,84 20 2 4 100 w

6 2 23 [ 008 | 092 12 2 4 72 2r

7 1 24 | 004 [ 096 | 7 3 3 49 N 0 [

8 | 1 | 25 |o04| 1 | 8 4 4 64 o0 1 2 3 4 5 6 7 8

N.° oficinas
25 1 100 30 464

_ 100 _

b) X = o5 = 4
_ 30 _
c) Dy = o5 = 1,2
d)32=ﬂ—42=2,56 s =1256 =16 CV:S:=E=O,4
25 X 4

e) La mediana corresponde al dato numero 13 de la serie ordenada, por tanto: M = 4.

% = % = 6,25, el primer cuartil corresponde al séptimo dato de la serie ordenada; por tanto, Q, = 3.

3N 25-3 . ) )

7 - 7 = 18,75, el tercer cuartil corresponde al dato decimonoveno de la serie, por tanto, Q; = 5 cm.

RI=Q,—-—Q, =5-3=2

Q, = 135 — 125 = 10 cm. El 50% de los datos de la zona central estan en tan solo 10 cm.

Solucionario TTI 21
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11.40.

11.41.

11.42.

(PAU) Al estudiar la distribucion de la edad en una poblacién se obtuvieron los resultados siguientes:
Edad Como se ve, se ha extraviado el dato correspondiente al
(en afios) [0, 20) | [20, 40) |[40, 60) | [60, 80) intervalo [20, 40).

Ndmero de 15 ) 15 16 a) ¢Cual sera el valor de este dato si la media es de
individuos ’ 35 afnos?
b) ¢Cuadl sera el valor de este dato si la mediana es de
30 afos?
c) ¢Cual sera la desviacion tipica si el dato es 16?
a) Formamos la tabla: Sea f, la frecuencia del intervalo [20, 40) si la edad media fuera
35 afos:
(0,200 | 10 [ 15 150 35 = 2920+ 30L _ 4440 4 357, = 2020 + 30t
[20,40) | 30 f, 30f, 46 + f,
[40, 60) 50 15 750
[60,80) | 70 16 1120 f, =82
' ) 46 + f, | 2020 + 30f,
b) Formamos la tabla: La mediana es el dato central de la distribucién. Como M = 30, se
deduce que:
+
[020) | 10 | 15 15 A st =6221 =16
[20,40) | 30 f, 15+ f, 2
[40, 60) 50 15 30 + f,
[60, 80) 70 16 46 + f,
' ) 46 + f, | 2020 + 30f,

c) Formamos la tabla: X = % = 40,32
s = 131800 44590 = 5001 s = 22,36
[0, 20) 10 | 15 | 150 | 1500 62

[20,40) | 30 | 16 | 480 | 14400
[40,60) | 50 | 15 | 750 | 37500
[60,80) | 70 | 16 | 1120 | 78400

102 | 2500 | 131800

(PAU) Un centro de enseiianza tiene tres grupos de 1.° de Bachillerato. La nota media de los alumnos del
grupo A es de 5,7 puntos, la de los del grupo B es de 5,6, y la de los del grupo C es de 5,5. En el grupo
A hay 30 alumnos, y se sabe que en el grupo C hay 5 alumnos mas que en el grupo B.

Si la nota media de todos los alumnos de 1.° de Bachillerato del centro es de 5,6 puntos, écuantos
alumnos de 1.° de Bachillerato hay en el mismo?

Sea b el numero de alumnos del grupo B, b + 5 sera el numero de alumnos del grupo C.

. + . + + .
_30:57+b-56+(b+5)85 o 1985+ 111+ b 490, 119, _1985+111-bob = 25
30+b+(b+5) 35 + 2b

El nimero de alumnos de 1.° de Bachillerato en el Instituto es: 30 + 25 + 30 = 85.

5,6

PROFUNDIZACION

Eligiendo tres numeros al azar entre el 0 y el 9, se forma un numero de tres cifras.

Si la media de las tres cifras es 5, y su moda, 7, écual es el mayor nimero que se puede formar de esta
manera?

Sean las cifras elegidas a, b y c. Por ser la moda 7, la cifra 7 se repite dos o tres veces. Tres veces no se pue-
de repetir, ya que implicaria que la media seria 7.

14 + ¢

Sia=b=7 = 15 = c = 1. El mayor numero que se puede formar con las cifras 1, 7y 7 es 771.
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11.43. Demuestra que las dos expresiones siguientes de la varianza son iguales.
_ 2f(x;, = X)° _ Shx? %2
TSt St

2

(x. — X)? S — 2X x, + X? X2 , , 2 2
Xh — X _ 2 ) _ 2fx D 2 TS S 7 NS }

>f, 2, 2, >f, >f, >f, >

s’ =

11.44. En estadistica unidimensional se dice que un valor x esta alejado cuando se encuentra situado a la
derecha del tercer cuartil mas 1,5 veces el rango intercuartilico, o cuando esta situado a la izquierda del
primer cuartil menos 1,5 veces el rango intercuartilico. Es decir, x esta alejado si:

x>Q, +15(Q, — Q)obienx<Q, —15(Q, — Q)
Para los siguientes conjuntos de datos, averigua si existe un valor alejado.
a) 30, 31, 31, 33, 34, 36, 37 b) 11, 78, 79, 81, 82, 83, 160

a)Q, =31 y Q =236
Ningun valor esta alejado, ya que para los valores extremos se tiene:
31 —1,5(36 — 31) =235y 30> 235 36 + 1,5 (36 — 31) = 43,5y 36 < 435

b)Q, =78 y Q, =83
78 — 15 (83 — 78) =705y 11 < 705 83 + 1,5 (83 — 78) = 90,5y 160 > 90,5
Los valores extremos son valores alejados.

11.45. Se denomina sesgo la menor o mayor simetria de una distribucion. El coeficiente de sesgo viene dado por
X - M,
P

la expresion v =

Dada la distribucion definida por la siguiente tabla estadistica:

n 6]7]8]9l10]11]12[13
1l2]3lal7]15]13] 4
y

- S I S I
a) Halla el coeficiente de sesgo. dgr%éc%; § Insesgada izéﬁlgér(?aa ]
o T

b) Representa el poligono de frecuencias. ¢Qué
observas?

c) ¢Como sera el signo del coeficiente de sesgo - —
de las siguientes distribuciones dadas por sus 0 X
poligonos de frecuencias

Formamos la tabla:

_ 587 _ _

6 1 6 36
& < 14 98 =213 _0672=274 s=\274=166 v=-128_"11_ 4,
8 3 24 192 49 1,66
9 4 36 324 .
10 7 70 700 b) Se observa en el poligono de
11 15 165 1815 16 frecuencias una larga cola a la
12 13 156 1872 1l izquierda que corresponde a una
13 4 52 676 § distribucion sesgada a la izquierda;

49 523 5713 g 8l por e!lo, el coeficiente de sesgo es

° negativo.

49 6 7 8 9 10 11 12 13

c) Sesgo a la derecha, v > 0
Insesgada; v = 0
Sesgo a la izquierda, v < 0

Solucionario ﬂ] 23
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Distribuciones bidimensionales

12.1.

12101

12.1.

ACTIVIDADES INICIALES

Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(—2, 5) y tiene por pendiente —%. Calcula la ordenada
en el origen y represéntala.

La ecuacion de la recta es de la forma y = f%x + b. %

La recta pasa por el punto A(—2, 5); por tanto:

5= -1 (-2)+b=b=4

La recta tiene por ecuacion y = —%x + 4. o 1 X

[N

La ordenada en el origen es 4.

En cada caso, calcula la pendiente de la recta que pasa por los siguientes puntos.
a) A(3, 2) y B(1, 1)
b) A(-5, 4) y B(—1, 0)

a)m—1_2*l

"1 -3 2
__0-4 _ -4 __

b)m—_1_(_5) 7 1

EJERCICIOS PROPUESTOS

La siguiente tabla proporciona la distribucion conjunta de frecuencias absolutas de la variable X, que
representa el numero de tarjetas de crédito que posee una persona, y la variable Y, que representa el
numero de compras semanales realizadas con tarjeta de crédito.

a) Calcula las distribuciones marginales. {Cuantas personas tienen mas de tres
tarjetas?

b) ¢Cudl es el nimero mas frecuente de tarjetas de crédito?

c) ¢Cuéantas personas realizan dos o menos de dos compras semanales?

d) éCual es la media y la varianza del nimero de tarjetas que posee una persona?

e) ¢Cudl es la media y la varianza del nUumero de compras semanales realizadas
con tarjeta?

Construimos las siguientes tablas:

1 38 | 38 38 1 38 | 38 38

2 22 44 88

3 16 | 48 | 144 2 20 | 40 80

4 4 16 64 3 22 66 198
80 | 146 | 334 80 | 146 | 316

a) Cuatro personas tienen mas de tres tarjetas.
b) El numero mas frecuente de tarjetas de crédito es 1.

c) 20 + 38 = 58 personas realizan mas de dos compras semanales.

_ 146 ' , _ 334 2 _ _
d) X = B0 1,825 tarjetas Sy = 80 1,825 = 0,84 s, = 0,92
_ 144 2 _ 316 Lo —
e)y = 80 - 1,8 compras SV = 3o 1,82 = 0,71 s, = 0,84
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12.2. Las calificaciones de 39 alumnos en Filosofia e Historia han sido las siguientes:

Filosofia (x) 12456 78] 9]10
Historia (y;) 1 2| 3 5| 6 71 8 8 | 10
N.° de alumnos (f) 3 1111 7| 7 41 2 3 1

a) Representa el diagrama de dispersion.

b) A la vista del diagrama de dispersién, ése puede establecer que existe algun tipo de relaciéon entre las
calificaciones de Historia y Filosofia?

c) Calcula la nota media en Historia.

a) c) Formamos la tabla:
Y y,' f: yifi
1 3 3
- 2 1 2

o I 3 11 33
s & 5 7 35 _ 193
£ T 6 7 42 V=739 =49

obe 7 4 28

K 8 5 40
) 10 1 10

39 193

9 1 Filosofiz X

b) A mayor nota de Filosofia, mayor nota de Historia

12.3. En la siguiente tabla se recogen las edades y el grado de psicomotricidad de 44 nifios:

Representa el diagrama de dispersion.

. O Y
g
0 4 3 0 1 8 gy
0 7 0 11 § 40 . "
0 1 1 11 1 14 & 3 g
8 30.
40 2 © o .
S o1~
0 0 =
o5 7 91113 X
7 13 13 11 44 Afios

12.4. La siguiente tabla muestra las calificaciones obtenidas por cinco alumnos en Bachillerato (X) y en las
PAU (Y).

Bachillerato 54 6,8 53 7.4 43
PAU 58 4.8 59 74 4,2

A partir de ella, calcula:
a) Las medias y las varianzas de X y de Y.
b) La covarianza de (X, Y).

Formamos la tabla:

a)x = 292 _ 5gy sp = 210 _ 584 = 12424

163,89

54 | 58 | 29,16 | 3364 | 31,32
68 | 48 | 4624 | 2304 | 3264
53 59 | 2809 | 3481 | 31,27 y="—"—=562 sy = - 5,62° = 1,1936

- 292
5
28,1

74 74 | 54,76 | 54,76 | 54,76 5 5
43 4,2 18,49 | 17,64 | 18,06

b) Sy = 168,05 — 584 - 562 = 0,7892
29,2 | 28,1 |176,74 | 163,89 | 168,05 X 5 ' ' '
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12.5.

12.6.

12.7.

En un depdsito cilindrico la altura del agua que contiene varia conforme pasa el tiempo segun la siguiente
tabla:

Tiempo (h) 8 22 27 33 50 70

Altura (m) 17 14 12 11 6 1
Halla:

a) Las medias de Xy de Y.
b) Las varianzas de X y de Y.

c) La covarianza de (X, Y)

Formamos la tabla:

a) X = 210 _ 55
X Vi xi yi XY 6
8 17 64 289 | 136 _ 61
22 | 14 | 484 | 196 | 308 y = = 1017
27 12 | 729 | 144 | 324
33 11 | 1089 | 121 363 b) s2 = 9766 152 _ 40067
50 6 | 2500 | 36 300 6 :
70 1 4900 1 70
, 787 ,
210 | 61 | 9766 | 787 | 1501 Sy = — 10177 = 2774
) Sy = % - 35-10,17 = —105,78

La tabla adjunta expresa los valores de la variable bidimensional edad, en meses, y estatura, en centimetros,
de una nifa entre los 3 y los 5 anos. Representa la nube de puntos de esta variable e indica la relaciéon
existente entre la edad y la estatura.

Edad (meses) 36 48 51 54 57 60 91
Estatura (cm) 86 90 91 93 94 95 =92 :
O g
£ g
Segun se observa en el diagrama de dispersidn, existe una correlacion § 86
lineal positiva fuerte. H g

(e}
[

0 20 30 40 50 60
Edad (meses

En la siguiente tabla se recoge la evolucién del IPC (indice de precios al consumo) y el precio del barril de
petréleo (brent) durante el segundo semestre de 2007.

IPC (%) 24 22 [ 22 [ 27 36 4,1
e e ) | 71,54 | 77,01 [ 70,73 [ 7687 | 8250 | 90,16

¢Se puede asegurar que la evolucion del IPC esta directamente relacionada con el precio del petréleo?

Y
“
= 90 . L S .
E Si, existe una correlacion lineal positiva fuerte.
o o0
3 80
o 75 °le
[$3
o Z0) LX)
o IV)

0 1 2z 4 X

IPC (% )
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12.8. Los numeros 0, 0,8 y 1 son los valores absolutos del coeficiente de correlacion de las distribuciones
bidimensionales cuyas nubes de puntos se adjuntan:

Y Y o. Y .. °
14 o ° 1 . 1
1 X 0 1 X 1 X

Asigna a cada diagrama su coeficiente de correlacion, cambiando el signo cuando sea necesario.

Primero: 0,8
Segundo: —1
Tercero: 0

12.9. (PAU) Los resultados de los examenes de Inglés (X) y Matematicas (Y) de 8 alumnos han sido los siguientes:

X 8 9 8,5 7 7 75 75 6,5

Y 7 75 8 6 6,5 7 6,5 2

a) Halla el coeficiente de correlacion de las calificaciones en Inglés y Matematicas de los siete primeros
alumnos.

b) Calcula el coeficiente de correlacion de esas dos variables para los ocho alumnos.
c) Explica la diferencia entre los resultados obtenidos.

a) Formamos la tabla:

545 _ 485

x oy ox vy xy [ y=—7-=069
8 7 64 49 56 40775

9 7,5 81 | 5625 | 675 s% = - 7,792 = 0,42 sy = /0,42 = 0,65
85 8 | 7225 | 64 68

7 6 49 36 42

7 6,5 49 4225 | 455 s? = @ - 6,93? = 0,37 s, = V0,37 = 0,61
75 7 | 5625 | 49 52,5

75 | 65 | 5625 | 4225 | 4875

Sy = 38(;'25 — 7,79 - 6,93 = 0,34
545 | 485 (427,75 |33875 | 380,25
Sy 034
F=5s, ~ 065-061 0%
b) Formamos la tabla:

X; Yi x} y? Xy X = ﬁ = 7,635 V= % = 6,4125
8 7 64 49 56 8 8

o s 81 | %925 | ers s2= 210 _ 76050 = 061 s, = V0,61 = 0,78
85 8 | 7225 | 64 68 X 8 ; ; x ; ;

7 6 49 36 42

7 6,5 49 | 4225 | 455 , _ 34275 , B 3
75 | 7 |se25| 49 | 525 | VT T8 6.3125° = 3 so=V3 =173
75 | 65 | 5625 | 42,25 | 4875 493,95
65 | 2 [4225] 4 13 So =g — 762563125 = 102
61 | 505 | 470 |342,75(393,25

Sy 1,02

r =

ss, 078173 076

c) Mientras que los siete primeros alumnos tienen una nota pareja en las dos materias, el ultimo no.

Solucionario E W
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12.10.

12.11.

12.12.

(PAU) En cierto pais, el tipo de interés y el indice de la Bolsa en los seis Ultimos meses vienen dados por
la siguiente tabla.

Tipo de interés (%) 8 7,5 7.2 6 55 5

indice 120 130 | 134 142 | 150 165

Halla el indice previsto de la Bolsa en el séptimo mes, suponiendo que el tipo de interés en ese mes fue
del 4,1%, y analiza la fiabilidad de la prediccion, segun el valor del coeficiente de correlacion.

Formamos la tabla:

_ 392 _ 841
x v x yi XY, X=—g =653 y =g = 14017
8 | 120 64 14400 960 26334
75 | 130 | 56,25 16900 975 % = 6‘ - 6,53% = 1,25 Sy = V1,2491 = 1,12
72 | 134 | 51,84 17956 964,8
6 | 142 36 20164 852
55| 150 | 30,25 22500 825 Szv = —1196—1 45 - 140,172 = 209,8711 Sy = \/209,8711 = 14,48
5 | 165 25 27225 825
5401,8
39,2| 841 263,34 | 119145 | 4501,8 Sy = 6 - 6,563 - 140,17 = —15,01
- ~ —15,01
La recta de regresion de Y sobre X es: y — 140,17 = 125 (x — 6,53) = y = —12,008x + 218,58.
y = —12,008 - 4,1 + 218,58 = 169,35 es el indice de Bolsa esperado para el siguiente mes.
Sy —15,01 _ . .
Como r = Ss, 112 - 1448 ~ 0,93, el resultado obtenido es fiable.

(PAU) Como consecuencia de un estudio estadistico realizado sobre 100 universitarios se ha obtenido una
estatura media de 155 cm, con una desviacién tipica de 15,5 cm. Ademas se obtuvo la recta de regresion:
y = 80 + 1,5x (siendo X el peso, e Y, la altura).

Determina el peso medio de estos 100 universitarios.

155 — 80

Las rectas de regresiéon se cortan en el punto (X, y): 1565 = 80 + 15x = x = — 35 - 50 kilos.
(PAU) Un estudio sociolégico proporciond la siguiente tabla.

Nivel de estudios 1 2 3 4 5

Salario medio (€) 800 1000 | 1500 | 2000 | 3000

a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal entre el nivel de estudios y el salario medio, y, en funcion del
valor obtenido, explica si se puede considerar que el salario medio esta determinado por el nivel de
estudios.

1 = estudios primarios 2 = estudios secundarios 3 = formacion profesional
4 = técnicos de grado medio 5 = técnicos superiores 6 = doctores
b) Deduce el salario esperado para el nivel de estudios 6.
Formamos la tabla:
_ 15 55
a)x=—=23 §2===-32=2 Sy = 1,41
x v x y: XY 5 Y5 )
1| 800 | 1 | 640000 800 _ 8300 _ ,_ 16890000 B _
o | 1000 | 2 | 1000000 | 2000 y="—%5 = 1660 Si=——5 1660 = 622400 s, = 788,92
3 1500 9 | 2250000 4500
4 | 2000 | 16 | 4000000 | 8000 s, = 29300 _ 5 1660 = 1080
5 3000 | 25 | 9000000 | 15000 5
15 | 8300 | 55 [16890000 [ 30300 P So 1080 — 097
SySy 1,41 - 788,92 '

Se puede considerar que el salario es en funcion del nivel de estudios.

b) y — 1660 = 540(x — 3) = y = 540x + 40 = y = 540 - 6 + 40 = 3280 euros.
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12.13. Sea la variable bidimensional dada por la siguiente tabla.

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Y 5 6 8 11 1 13 14 14 17
a) Halla la recta de Tukey.

b) Halla la recta de regresion de Y sobre X.
c) Representa la nube de puntos y las dos rectas obtenidas.

a) Dividimos el conjunto de datos en los grupos:
G ={(1,5) (2, 6) (3 8)}
G, = {(4, 11) (5, 1) (6, 13)}
G, = {(7, 14) (8, 14) (9, 17)}
Mediana de las abscisas de G;: x, = 2 = P,(2, 6)
Mediana de las ordenadas de G,: y, = 6
Mediana de las abscisas de G,: x, = 5 = P,(5, 11)
Mediana de las ordenadas de G.: y, 11
Mediana de las abscisas de G;: x, = 8 = P,(8, 14)
Mediana de las ordenadas de G;: y, = 14

2+5+8 6+11+14)7< 31)
BANEEY

Baricentro del triangulo P,, P,, P.: G<

3 ’ 3
Pendiente de la recta que pasa por P, y Py m = 184__26 = % = %
L, 8t _ 4. _4 .11
Recta de Tukey: y 3 = 3(x 5) =y = 3X + .
b) Formamos la tabla:
X yi xj XY X = % =5
1 5 1 5
2 6 4 12 __ 89 _
3 8 9 24 y="g =98
4 11 16 44
5 1 25 5 2= 285 o gg7
6 13 36 78 X 9 ’
7 14 49 98
8 14 64 112 _ 5831 _ .. _
9 17 | 81 153 S0 =79 5 989 =955
45 89 285 531 La recta de regresion de Y sobre X es:
y — 989 = 9,55 (x —5)=y=143x + 2,74

6,67

2 4 6 8 1012 X

10
8
6

; y=1,43x+2,74
0
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12.14. La siguiente tabla da los datos obtenidos para una variable bidimensional.

X 1
Y 1

3

4

5 6 7 8 9

18

16

13 18 15 10 11

a) Halla la recta de regresion de Y sobre X.
b) Calcula la recta de Tukey.
c) Representa la nube de puntos y las dos rectas obtenidas.

a) Formamos la tabla:

X Yi xl2 X Yi X = ﬂ =5
1 14 1 14 9
2 4 4 8 _ 119
3 18 9 54 y="9 7= 13,22
4 16 16 64
5 | 13 | 25 | 65 §2 = % _ 5~ 667
6 18 36 108
7 15 49 105 _ 597 B
8 10 64 80 Sxy = —5—'—'5 - 13,22 = 0,23
° I 8 % La recta de regresion de Y sobre X es:
45 119 285 597 023
y = 1322 = 2= (x = 5) = y = 0034x + 13,05

b) Formamos con los datos ordenados tres grupos:
G = {(1,14) (2, 4) (3, 18)}
G, = {(4, 16) (5, 13) (6, 18)}
G, G, = {(7, 15) (8, 10) (9, 11)}

Para cada grupo G; hallamos el punto P, (x, v):
P,(2, 14) P,(5, 16) P,(8, 11)

El baricentro del triangulo de vértices P, P, P, tiene por coordenadas:

8 101214 | X

N+
NN
o+

2+5+8
xszf:5 0
_ 14416+ 11 _ 41
Yo = 3 =3
i o114 3 _ 1
La pendiente P,P; es: m = 85-5 - 6°- 3
a_ 1 1, .97
RectadeTukey.yf?_ 2(x 5) =y = 2X+6
EJERCICIOS

Nube de puntos y correlacion

12.15. Considera las siguientes nubes de puntos.
a) ¢En cual de ellas los datos se ajustaran mejor a
una recta?

b) Asigna a cada una de las nubes uno de los si-

Y A 4 B K Y . ¢ guientes coeficientes de correlacion, fijando el
. . signo en cada caso.
e r, — =0,99
T o ceeln r,= 06
g S 1 1 Tet r, = +08
o 1 X O 1 X 1 X

a) Se ajustara mejor a una recta la nube de puntos del
apartado b.

b) A:r=08 B:r=099 C:r= -06
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12.16. (PAU) En las gréaficas siguientes se muestran las rectas de regresion obtenidas en tres estudios estadisticos.

12.17.

12.18.

a) ¢En cual de las graficas el coeficiente de co-
rrelacién sera mayor?

b) Indica en qué graficas el coeficiente de co-
rrelacion seria negativo.

Justifica las respuestas.

a) El de la gréfica B, ya que los puntos estan mas

T X o 1 X o 3 X agrupados.
b) El de la gréfica C, ya que los puntos se agrupan
en torno a una recta de pendiente negativa.

(PAU) En una empresa de transportes trabajan cuatro conductores. Los afios de antigiiedad de sus permisos
de conducir y el numero de infracciones cometidas en el ultimo afo por cada uno de ellos son los
siguientes:

X: afios de antigiiedad 3 4 5 6

Y: infracciones 4 3 2 1

a) Representa graficamente los datos anteriores. Razona si muestran correlacién positiva o negativa.
b) Calcula el coeficiente de correlacion e interprétalo en términos de la situacion real.

3+4+5+6 _ 443+2+1 _ 10 _

_ 18 _
a y byx = 27970 _ 1S _ 45 —arererl o0 - o5
| ) 4 4 v 4 4
g 4T ! 9+ 16 + 25 + 36
g st : s= T S 45 = 125 s = 1,12
8 4
£ 2f :
£ i
16+ 9+ 4+ 1
N T T Y S 2 _ ¥ VYV o 2 — . =
o Lty 52 Z 25 =125 s, = 1,12
Anos de antigliedad
Relacion positiva S = w — 4525 =10 — 11,25 = —1,25;

_ Sy __—125
ss, 1,12 - 1,12 ’

Existe dependencia funcional negativa.

En una empresa trabajan cuatro obreros. La antigiiedad y el nimero de productos defectuosos elaborados
por ellos durante el Ultimo afo vienen dados en la siguiente tabla.

Antigiiedad 3 2 4 1
Productos defectuosos 4 3 3 4

a) Dibuja el diagrama de dispersion y justifica si los datos presentan correlacién positiva o negativa.

b) Calcula el coeficiente de correlacion.

3+2+4+1 10 4+3+3+4 _ 14

)y p) ¥ = ST = T2 = 25, y=21222r2 2 -5
%]
o
B 4-- 3 3
£t v 2= 2FAHTTOHT  om_ qo5 5 = 142
% Lot a
o
g 1
I EEER R s e I LY.
Antigliedad
5, = 12EBH2E4 yoa oo
s, —025

= 5s, 1d2-05 0%

Solucionario TTI 31
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12.19. La tabla siguiente muestra las notas de Matematicas, X, y de Francés, Y, de seis estudiantes.

X 2 3 5 5 6 9
1 3 8 16 8 10

a) Representa graficamente los valores de la tabla mediante una nube de puntos.
b) Halla el coeficiente de correlacion. {Crees que las variables estan fuertemente correlacionadas?

a) v b) Formamos la tabla:
8 X; Yi x} yi X Y
Tl . 2 1 4 1 2
=87 -t 3 3 9 9 9
S 61 . 5 8 25 64 40
g 41 . 5 6 25 36 30
=21, 6 8 36 64 48
5 2 jl é é 150 X 9 10 81 100 920
Notas en Matemaéticas 30 36 180 274 219
)’(=%—5 s§=% 52 =5 Sy = 2,24
)7=%=6 s€=%762=9,67 s, = 3,11
_ 219 [ 4 _ Sy 6,5 _
Sw="g —5:6=65 '=Ss, T 2243811 0 098

Las variables estan fuertemente correlacionadas y la correlacion es positiva, es decir, cuando aumenta la
variable X, aumenta también la variable Y.

12.20. Durante su primer afio de vida han pesado a Marta cada mes. En la tabla siguiente aparecen sus pesos. X
representa la edad en meses, e Y, el peso en kilogramos.

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Y 3,2 3,7 4,2 53 57 6,5 6,8 72 7,9 7,7 8 8,5
a) Representa el diagrama de dispersion.
b) Calcula el coeficiente de correlacion lineal e interprétalo.

a) v T ‘ [‘ b) Formamos la tabla:

7t -t - X Y xi yi o xy
B gt 1 32 1 1024 | 32
=510 — 2 37 4 1369 | 74
2 o O R 3 4,2 9 | 1764 [ 126
& 3l S\ N 4 53 16 | 2809 | 212
I 5 57 25 | 3249 | 285
————+—+ 6 6,5 36 42,25 39

% ) \
9 24681012 7 68 | 49 | 4624 | 476
| | | | FEdad(meses) 8 7.2 64 | 51,84 | 57,6

9 79 81 62,41 711
10 7,7 100 59,29 77

x=18 _¢5 11 8 | 121 | 64 | s
12 12 | 85 | 144 | 7225 | 102
s = % — 65 = 119 s, = 345 78 | 747 | 650 |50043 | 5552
y = 72'7 = 6,23
2= 5010513 — 6,232 = 2,89 sy =17
Sy = % - 65623 =578
r = Sxy 5,78 ~ 0,99

S¢Sy 34517
La correlacion es positiva y fuerte: al aumentar el tiempo, aumenta el peso de Marta aumenta.
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12.21. Se hizo una prueba a 10 estudiantes para ver la relacion que habia entre la expresion oral (X) y la
destreza manual (Y), obteniéndose la siguiente tabla.

X 8 7 6 5 4 3 7
\ 4 5 5 6 7 8 7 4

a) Calcula razonadamente la media y la desviacion tipica de X.

b) Calcula razonadamente la media y la desviacion tipica de Y.
c) ¢Qué distribucion estd mas dispersa? Justifica la respuesta.

d) Calcula el coeficiente de correlacion lineal e interprétalo.

Formamos la tabla:

X; Yi X7 yi X Vi
8 5 64 25 40
7 5 49 25 35
6 6 36 36 36
5 7 25 49 35
4 8 16 64 32
3 7 9 49 21
7 4 49 16 28
6 5 36 25 30
9 3 81 9 27
5 5 125 25 25
60 55 390 323 | 309

_ 60 _ ., _ 390 o, _ .

a)x——10—6 Sk= o 62 =3 sy = 1,73
_ 55 , 323 ., _ _

b)y = 35 = 55 sy =S5 — 6° =205 s, = 1,43

¢) Como la desviacion tipica de X es mayor que la desviacion tipica de Y, estd mas dispersa la distribucion de X.

309 _N Sxy _ _2|1 _
10 B S,S, 1,73 - 143 0.85

La correlacion es inversa: a mejor expresion oral, peor destreza manual.

12.22. Considera las nubes de puntos de la figura.

1 4 2

[
.
oo
9
M
% e

1 "’ L e
. o (]
ﬁ!m . 30 2042

\ 012

o[®e%g 0
S

[

L]
(]
9.6 10 10,4

a) Indica si hay relacion de dependencia entre la variable X y la variable Y. En caso de haberla, {puede
considerarse esta relacion lineal?

b) Asigna a cada grafico una de las siguientes rectas:
y =X y=1-02x y =2 + 4x.

a) Hay relaciéon entre las variables 2, 3 y 4, siendo lineal en las dos Ultimas.

b) La recta y = 2 + 4x es la mas adecuada para reflejar la relacion entre las variables X e Y de los gréficos
3 y 4. Esta recta tiene pendiente 4 y en ambas nubes de puntos se observa que el rango de y es aproxi-
madamente 4 veces mayor que el rango de X.
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Modelo de regresion lineal

12.23. Los datos siguientes corresponden a la altura sobre el nivel del mar (X) y la presién atmosférica (Y) de
siete puntos.

X 11 14 16 15 16 18 20 21 14 20 19 11
\ 4 2 3 5 6 5 3 7 10 6 10 5 6
a) Halla la recta de regresion de Y sobre X.
b) ¢Qué presidén atmosférica habria sobre Pefia Vieja (2600 metros de altitud aproximadamente)?

a) Formamos la tabla siguiente:

X, v X yi 0| 7= 2987 _ sg3gs  § = 2900 _ 74409
0 760 0 577 600 0 / /

184 | 745 33856 555025 137080 | co _ 4083899 _ 583,862 — 24252164
231 | 740 53361 547600 | 170940 7

481 | 720 | 231361 518400 | 346320 2796875

730 | 700 532900 490000 511000 | S, — 583,86 - 714,29 = —17491,79
911 685 829921 469225 624035
1550 650 2402500 422500 1007500 | Recta de regresion de la presion respecto de la altura:

4087 | 5000 390 3580350 | 2796875

7

17491,79

4250164 X~ 58380)

y — 71429 =

y = —0,07x + 755,16

b) Para saber qué presion atmosférica habra en Pefia Vieja, que se encuentra situada a 2600 m de altitud,
sustituiremos en la ecuacion anterior x = 2600.
y = —0,07 - 2600 + 755,16 = 573,16 mm de mercurio

12.24. (PAU) La informacion estadistica obtenida de una muestra de tamafo 12 sobre la relacion existente entre
la inversion realizada, X, y el rendimiento obtenido, Y, en miles de euros para explotaciones agropecuarias
se muestra en la siguiente tabla.

X 0 184 | 231 | 481 730 | 911 | 1550
' | 760 | 745 | 740 | 720 | 700 | 685 | 650

a) Halla la recta de regresion de Y sobre X.
b) Determina la prevision de inversién que se obtendra con un rendimiento de 7500 euros.

a) Formamos la tabla:

X; Yi x? y? X Y X = —— = 16,25; y=— =567
11 2 121 4 22 12 12
14 3 196 9 42 , 3297 . 9 _ _ _
16 5 056 05 80 s; = BTH 16,25 = 274,75 — 264,06 = 10,68
15 6 225 36 920 454
16 5 256 25 80 s; = —— — 567" = 3783 — 32,15 = 5,68
18| 3 |34 | o 54 12
20 7 400 49 140 11683 - . _ _ _
1 10 441 100 210 Sy = ETH 16,25 - 5,67 = 96,92 — 92,14 = 4,78
14 6 196 36 84
20 10 400 100 200 Recta de regresién de Y sobre X
19 5 361 25 95
W 6 [t |12 ] es y— 567 = 218 (« _ 1625) = y = 0.45x — 164
195 | 68 | 3207 | 454 | 1163 10,68
b) La recta de regresion de X sobre Y es:
S
x—x=svxg(y—y);x— 16,25 =%(yf 567) = x = 0,84y + 11,49

y
Para y = 7,5, sustituimos este valor en la ecuacion obtenida: x = 0,84 - 7,5 + 11,49 = 17,79.

Por tanto, para un rendimiento de 7500 euros se prevé una inversion de 17 790.
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12.25. Cinco nifias de 2, 3, 5, 7 y 8 afos de edad pesan, respectivamente, 14, 20, 32, 42 y 44 kilos.
a) Halla la ecuacion de la recta de regresion de edad sobre el peso.
b) ¢Cudl seria el peso aproximado de una nifia de 6 afios?

a) Formamos la tabla:
25

X, Vi x} y:  xy Xx=7F =°
2 14 4 196 | 28 _ 152
3 | 20 o | 400 | e0 y =5 =304
5 32 | 25 | 1024 | 160 151
7 42 | a9 | 1764 | 204 s2=121 5 _ 59
8 | 44 | e4 | 1936 | 352 5
po , 5320 ,
152 | 151 | 5320 | 804 s; =% — 304" = 139,84
Sy = % —5-304 = 26,8
Recta de regresion de X sobre Y:
268
X —5= 139.84 (y — 30,4)
x =019y — 0,78
26,8

b) Recta de regresion de Y sobre X: y — 30,4 = (x = 5); y = 515x + 4,65.

139,84
A una nifia de 6 afios le corresponde un peso de: y = 5,15 - 6 + 4,65 = 35,55 kg.

12.26. La siguiente tabla ofrece los resultados de 6 pares de observaciones, realizadas para analizar el grado de
relacion existente entre dos variables, X e Y.

X 2 2 3
Y 0 1 1

a) Encuentra la recta de regresion de Y sobre X.
b) Representa, sobre unos mismos ejes, la recta anterior y los pares de observaciones de la tabla.
c) ¢Qué grado de relacion lineal existe entre ambas variables?

a) Formamos la tabla

_ 17
X Vi b yi X Vi X=7%6 ~ 2,83
2 0 4 0 0 14
2 1 4 1 2 y=-—5 =183
3 1 9 1 3
3 | 2 9 - 6 57 =21 983 = 049
3 4 9 16 12 6
4 3 16 9 12 35
Sy = 5 2,83 - 1,83 = 0,65
17 11 51 31 35

Recta de regresion de Y sobre X:

0,65
0,49

y — 183 = (x —283); y=133— 1093

b) Y| y=1,38x-103 c) s, = V047 =07
_ 31 _
A s;= - — 183 = 182
3..
21 s, = V182 = 1,35
14 .
S N __ 065 _
o 2345 X r70,7-1,3570'69'

Existe relacion positiva.
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12.27.

12.28.

12.29.

Se sabe que entre el consumo de papel y el numero de litros de agua por metro cuadrado que se
recogen en una ciudad no existe relaciéon. Responde razonadamente a las siguientes cuestiones.

a) ¢Cual es el valor de la covarianza de estas variables?
b) ¢Cuanto vale el coeficiente de correlacién lineal?
c) ¢Qué ecuaciones tienen las dos rectas de regresion y cual es su posicion en el plano?

a)s, =0

b)r=20

c¢) Las ecuaciones de las rectas de regresion son: y = y; x = X

Por tanto, son paralelas a los ejes y, en consecuencia, perpendiculares.

En una distribucion bidimensional, la recta de regresién de Y sobre X es y = y, siendo y la media de la
distribucién Y. {Cudl es la recta de regresion de X sobre Y? (Existe dependencia lineal entre Y y X?

Razona las respuestas.

Si la recta de regresion de Y sobre X es y = ¥, la recta de regresién de X sobre Y serd x = X.
En estos casos no existe ningun tipo dependencia entre las variables X e Y; por tanto, estan incorreladas.

X 5 6,5 8 4 3

¢ | 45 7 75 5 3,5
a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal, interpretando el resultado.
b) Determina la recta de regresién de Y sobre X.

c) Determina la recta de regresion de X sobre Y.
d) Halla el punto en que se cortan las dos rectas.

Dada la distribucion bidimensional:

Formamos la tabla siguiente:

_ 265 _
X = 5 - 53
X Yi x; yi o oxy 52 = 196828 _ o5 54g
5 45 25 | 2025 | 225 5
6,5 7 4225 49 455
8 75 | 64 | 5625 | 60 S = V3,16 = 1,78
4 5 16 25 20
3 | a5 | 9 |[1225] 105 y = _225 — 55
265 | 27,5 |15625 | 162,75 | 1585 16975
§2= =2 - 55 =23
5
s, = V23 =152
S, = % —53-55 =255
2,55 - . ) ., "
a) r = 178150 0,95. Al ser positivo y proximo a la unidad, se trata de una correlacion fuerte y positiva.
b)y—5,5=ﬁ(x—5,3) y =081x+ 12
3,16
c)x—5,3=22‘%(y—5,5) x = 1,11y — 0,81

d) El punto donde se cortan las dos rectas es el (X, y), es decir: (5,3; 5,5).
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12.30. La tabla siguiente expresa el porcentaje de alcohol en sangre de 6 conductores y los segundos que
tardan en reaccionar:

% de alcohol 0,08 | 0,11 | 0,12 | 0,14 | 0,15 | 0,16
Tiempo de reaccion, en segundos 038 | 041 | 0,61 | 044 | 0,52 | 0,64

a) ¢Qué tipo de dependencia existe entre estas variables?
b) Estima cudl sera el tiempo de reaccién cuando el porcentaje de alcohol en sangre sea igual a 0,25.

a) Calculamos el coeficiente de correlacion lineal.
Formamos la tabla siguiente:

% =28 _ 0127 j=2-05
5 3 6 6
X; Yi X; yi X Y
008 | 038 | 00064 | 01444 | 00304 | s2 = 0’1206 — 0,1272 = 0,0009 s, = 1/0,0009 = 0,03
011 | 041 | 00121 | 01681 | 00451
012 | 061 | 00144 | 03721 | 00732 | , 15582 ., _ 3 3
014 | 044 | 00196 | 051936 | 00616 | 5 T~ T 6 05% = 00097 §, = V00097 = 0,098
015 | 052 | 00225 [ 02704 | 0078
’ ’ ’ ’ ) 0,3907 0,0016
016 | 064 | 00256 | 04096 | 01024 = Dol .05 = A N VV0I0
S, 5 0127 - 05 = 00016 r = =0 dee = 0,54
076 3 01006 | 15582 | 03907 Por tanto, la dependencia es positiva y débil.

0,0016
0,0009

Para x = 025 = y = 1,78 - 0,25 + 0,27 = 0,715 Luego el tiempo de reaccion en segundos es 0,715.

b) Recta de regresion de Y sobre X: y — 0,5 =

(x — 0,127) y = 1,78x + 0,27

12.31. La tabla siguiente muestra la altitud en metros y la temperatura en grados centigrados a medida que se
asciende en una montana.

Altitud (m) 1000 | 1100 1200 1300 1400 1500
Temperatura (°C) 12,5 11 10 9,8 8,5 8

a) ¢Qué tipo de dependencia existe entre estas variables?

b) Estima a qué altitud se alcanzaran los cero grados.

a) Calculamos el coeficiente de correlacion lineal.
Formamos la tabla siguiente:

X = —75600 = 1250 y = 5%'8 = 9,967
9550000
1000 | 12,5 | 1000000 | 156,25 | 12500 sv = 5 — 1250° = 29166,7

1100 [ 11 | 1210000 | 121 | 12100
1200 10 1440000 100 12000 |s, = 1/29166,7 = 170,78
1300 | 9,8 | 1690000 | 9604 | 12740
1400 | 85 | 1960000 | 72,25 | 11900 609,54

2 . MYV T 2
1500 | 8 | 2250000 | 64 12000 [Sy = ~ ¢ 9.967" = 2.25

7500 | 59,8 | 9550000 [60954 | 73240
s, = 1225 =15

s, = 73540 — 1250 - 9,967 = —252,08
_ _ —25208 _
"= 37078 -15 = 9%

Por tanto, la dependencia es negativa y fuerte.

—252,08 (
2,25

Paray = 0 = x = 2366,66. La altitud estimada es de 2366,66 metros.

b) Recta de regresion de X sobre Y: x — 1250 = y — 9,967) x = 112,04x + 2366,66

Luego el tiempo de reaccion en segundos es 0,715.
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12.32. (PAU) Se midieron los valores de concentracién de una sustancia A en suero fetal y los valores de su
concentracién en suero materno. Se obtuvieron los siguientes datos en una muestra de 6 embarazadas al
final de la gestacion.

Concentracion suero madre (X) 8 4 [12] 2
Concentracion suero feto (Y) 6 4 8 1

a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal.
b) Halla la expresion de la recta que permita estimar los valores fetales a partir de los maternos.

a) Calculamos el coeficiente de correlacion lineal.
Formamos la tabla siguiente:

X vi x? y? Xy X==%=1
8 6 64 36 48 o8
4 4 16 16 16 V=%~ 4,67
12 8 144 64 96
2 ! 4 ! 2 s7=38 _ 22~ 1067
7 4 49 16 28 6
9 5 81 25 45
s, = \/10,67 = 3,27
42 28 | 358 | 158 | 235

2 = % — 4677 = 452

s, =1/225 = 2,13

5, = % ~ 7467 = 648
6,48

T 327 - 213

6,48
10,67

r = 0,93

b) Recta de regresion de Y sobre X: y - 4,67 = x—=7) y = 0,607x + 3,41

12.33. La tabla siguiente expresa los gastos en electricidad y los ingresos mensuales de 6 familias, en euros.

Gastos en electricidad 20 30 50 20 100 190
Ingresos 400 600 800 950 |1200 | 2000

¢Qué gasto en electricidad se estima que tendra una familia que percibe unos ingresos totales de
2500 euros?

Calculamos la recta de regresion de x (gastos en electricidad) sobre y (ingresos).
Formamos la tabla siguiente:
o o_ 440

X v X yi XY, X=—5 = 7333
20 | 400 [ 400 | 160000 | 8000

—_ 5950
30 | 600 [ 900 [ 360000 | 18000 | ¥ =g = 991,67

50 | 800 | 2500 | 640000 | 40000
90 | 950 | 8100 | 902500 85500 Sz_7502500_991,672=267027‘11

100 | 1200 | 10000 | 1440000 | 120000 ’ 6
150 | 2000 | 22500 | 4000000 | 300000 571 500
5, =~ — 7333 - 991,67 = 22530,84
440 | 5950 | 44400 | 7502500 | 571500 6
_ 2253084 ,
X = 7333 = St (v — 99167)

x = 0,084y — 10,34

Para y = 2500 x = 0,084 - 2500 — 10,34 = 199,66

Para una familia con unos ingresos mensuales de 2500 euros se espera un gasto en electricidad de 199,66 euros.
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Recta de Tukey

12.34. Sea la variable bidimensional dada por la tabla siguiente:

X 1 2 3 4 5
Y 3 14 5 6 7

10 11 12

a) Representa la nube de puntos.
b) Halla la recta de Tukey.
c) Halla la recta de regresion de Y sobre X.

a)y

b) Formamos con los datos ordenados tres grupos:
G, = {(1,3), (2, 14), (3, 5)}
G, = {(4,6), (5 7), (6, 8), (7, 9)}
G, = {(8, 10), (9, 11), (10, 12)}
Para cada grupo G; hallamos el punto P.(x, y):
P,(2, 5)
Py(5,5; 7,5)
P,(9, 11)

El baricentro del triangulo de vértices P, P, P, tiene por coordenadas:

_2+55+9 _

Xo 3 55
yG=5+7,5+11 — 783
3
. o _11-5_6 _
La pendiente P,P; es: m = 9 o ~ 7" 0,857.

La recta de Tukey es: y — 7,83 = 0,857(x — 5,5) = y = 0,857x + 3,12

¢) Formamos la tabla:

= 825

- 825 =6,125

La recta de regresion de Y sobre X es:

_ 55
X Vi x} XY X =75 =55
1 3 1 3
o | 12| a4 | 28 y =85 _35
y 10 ,
3 5 9 15
4 6 16 24 385
5 7 25 | 35 sk =" — 5%
6 8 36 48
7 9 | 49 | e3 5y = 22 _ 55
8 10 64 80 10
9 11 81 99
10 | 12 | 100 | 120
55 | 85 | 385 | 515 y — 85 = %1%

Solucionario E F
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12.35. Dada la variable bidimensional cuyos datos se recogen en la siguiente tabla:
X 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Y 3 25 26 20 11 23 24 27 28 24
a) Calcula la recta de Tukey.
b) Halla la recta de regresion de Y sobre X.

a) Formamos con los datos ordenados tres grupos:
G, = {(2,23), (4,25), (6,26)} G, = {(8,20), (10,11), (12,23), (14,24)} G, = {(16,27), (18,28), (20, 24)}
Para cada grupo G; hallamos el punto P,(x, y):

P,(4, 25)
P,(11; 21,5)
P,(18, 27)
El baricentro del triangulo de vértices P, P, P, tiene por coordenadas:
Xezw:7‘67 yG:wZZLlys
3 3
. 21 —-25 2 _
La pendiente P,P; es: m = T8 —a 14 0,14.

La recta de Tukey es: y — 245 = 0,14(x — 7,67) = y = 0,14x + 23,43
b) Formamos la tabla:

2 110 231

X; Yi X XY )_(21—211 V:WZQ&'I

2 23 4 46

4 25 16 100

6 | 26 | 36 | 156 s2 = % ~ 112 = 33 S = 2?80 — 11231 =59
8 20 64 160

10 1 100 110

12 23 144 276 .y .

14 o1 196 336 La recta de regresion de Y sobre X es:

16 27 256 432

18 | 28 | 324 | 504 59

20 24 | 400 | 480 y =231 =33 (k= 11)=y=018+ 2113
110 231 1540 2600

12.36. Sea la variable bidimensional dada por la tabla siguiente:

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
\ 4 7 6 6 8 1 10 9 7 6 11
a) Halla la recta de Tukey.
b) Calcula la recta de regresion de Y sobre X.

a) Formamos con los datos ordenados tres grupos:
G ={(1,7),(26), (3 6)} G, = {4 8)(51)(6 10), (7,9} G = {8 7), (9 6), (10, 11)}
Para cada grupo G; hallamos el punto P,(x, y)):

P,(2, 6)
P,(5,5; 8)
P,(9, 7)
El baricentro del triangulo de vértices P, P, P, tiene por coordenadas:
XG=2+5'5+9=5,5
3
6 +8+7
Yo="—F— =7
) 7 —6 1
La pendiente P,P; es: m = g o -7~ 0,14.
La recta de Tukey es: y — 7 = 0,14 (x — 5,5) = y = 0,14x + 6,23
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12.37.

12.38.

b) Formamos la tabla:

X Y X X%y )‘<=%=5,5 7=%=7,1
1 7 1 7
2 6 4 12 si = % —55°=2825 54 = 411—7 - 55-71 =265
3 6 9 18
4 8 16 32 .
5 1 25 5 La recta de regresion de Y sobre X es:
6 10 36 60
7 9 49 63 y—71= 2,65 (x —55)=y=032x + 533
8 7 | 64 | 56 825
9 6 81 54
10 11 100 110
PROBLEMAS
55 71 385 | 417

Una planta envasadora de frutos secos necesita adquirir una maquina empaquetadora de bolsas de 50 gramos
lo mas precisa posible, para lo que efectia una prueba de 10 pesadas con cada una de las maquinas
X e Y, obteniendo los siguientes resultados en gramos:

X 52 54 53 47 48 49 46 48 51 52

| 51 54 41 46 49 | 49 | 48 49 51 52

a) Calcula la media y la desviacion tipica de cada una de las distribuciones X e Y. éQué maquina se debe
elegir y por qué?

b) Calcula la recta de regresion de Y sobre X. {Qué pesada se espera de la maquina Y en una nueva
prueba si se sabe que X ha dado 54 gramos?

Formamos la tabla:

X, 7 x; yi XY _ 500 _ 500
X = —— = 50; =——=050
52 51 | 2704 | 2601 | 2652 ) 10 Y= 0
54 | 54 | 2016 | 2916 | 2916 , _ 25068 ,
53 51 | 2809 | 2601 | 2703 S ="79 ~90°=68 s =V68=261
47 46 2209 2116 2162 adbac
48 49 2304 2401 2352 2 _ 2 _ _ _
s2 = — 502 =46 s, =\46 = 214
49 49 | 2401 | 2401 | 2401 Y 10 Y
46 48 | 2116 | 2304 | 2208 Las dos distribuciones tienen igual media, pero la desviacion tipica
g? g? 228‘11 ggg} izgf de la maquina Y es mas pequefia que la de la maquina X. Se debe
52 59 o704 | 2704 | 2704 elegir la maquina Y, _ya que las pesadas estan mas concentradas
alrededor de la media.
195 68 25068 | 25046 | 25051

25051
b) sy = "o

— 50 - 50 = 51

Recta de regresiéon de Y sobre X

y — 50 :%(x— 50) = y =075x + 125

Para x = 54 y =055 -54 + 12,5 = 53 gramos

(PAU) A partir de los datos recogidos sobre la estatura (E) y el peso (P) en un grupo de 50 estudiantes
se ha obtenido una estatura media de 165 cm y un peso medio de 61 kg.

Sabiendo que al aumentar la estatura aumenta también el peso, identifica, entre las siguientes, cual podria
ser la recta de regresion del peso en funcion de la estatura obtenida a través de los datos recogidos en
ese grupo de estudiantes.

a) P =226 — E b) P = —104 + E c)P=5+%E d)P=171—%E

La recta de regresion debe ser de pendiente positiva, ya que al aumentar la estatura, aumenta el peso. Por tanto,
estudiaremos si las rectas b y ¢ pasan por (165, 61).

b) P= —104 + 165 = 61. Cumple la condicion.

c)P=5+ % = 60. No cumple la condicién.

La recta pedida podria ser P = —104 + E.

Solucionario ﬂ] 4
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12.39. El numero de horas dedicadas al estudio de una prueba y las respuestas correctas obtenidas en un test
de 100 preguntas vienen en la siguiente tabla.

X: horas de estudio 20 16 34 23 27 32 18 22
Y: aciertos 65 60 85 70 90 95 75 80

a) Halla la recta de regresion de Y sobre X.
b) Calcula la calificacion estimada para una persona que hubiese estudiado 28 horas.

Formamos la siguiente tabla:
192

X, 7 x? y? XY a) X = —g— =24

20 | 65 | 400 | 4225 | 1300 620

16 | 60 | 256 | 3600 | 960 y=-g =715

34 | 85 | 1156 | 7225 | 2890

23 | 70 | 520 | 4900 | 1610 , 4902 ..,

27 | 90 | 720 | 8100 | 2430 ST 78 247 = 36,75

32 | 95 | 1024 | 9025 | 3040 15 340

18 | 75 | 324 | s625 | 1350 Sy =g — 24775 =575

22 | 80 | 484 | 6400 | 1760

192 | 620 | 4902 |49100 | 15340 y — 775 = 3567’755 (x — 24) = y = 156x + 39,95

b) Si x = 28, y = 1,56 - 28 + 39,95 = 83,63. Por tanto, si un alumno dedica al estudio 28 horas, se espera
que responda correctamente a 84 preguntas.

12.40. En la siguiente tabla se consideran las puntuaciones en dos pruebas (X, Y) de 5 alumnos.
X 1 6 9 3 2
Y 2 3 9 6 1

a) Encuentra las ecuaciones de las rectas de regresion de X sobre Y y de Y sobre X.

b) Con los resultados obtenidos en el apartado anterior, determina el coeficiente de correlacion.

Formamos la tabla:

1 2 1 4 2
6 3 36 9 18
9 9 81 81 81
3 6 9 36 18
2 1 4 1 2
21 21 131 131 121
a) X = 2?1 = 42
s = % — 4,2° = 856
s = % — 4,2° = 856
Sy = % — 427 = 6,56
- 6,56
Recta de regresion de Y sobre X: y - 42 = W(x —4,2);y =0,767x + 0,98
6,56

Recta de regresion de X sobre Y: x — 4,2 = (y — 42); x= 0,767y + 0,98

8,56
b) El coeficiente de correlacion lineal es igual a r = /0,767 - 0,767 = 0,767.
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12.41.

12.42.

(PAU) La siguiente tabla relaciona la inversion, en millones, y la rentabilidad obtenida, en tanto por ciento,
de 6 inversores.

10
4

14

Inversion
Rentabilidad (%)

a) Calcula la media y la desviacion tipica de las variables inversion y rentabilidad.

b) Halla el coeficiente de correlacion e interprétalo.
c) Si un inversionista invierte 13,5 millones, équé rentabilidad puede esperar?

d) Si un inversionista ha obtenido una rentabilidad del 5,5%, équé capital se puede esperar que haya
invertido?

Consideramos la inversién como variable X y la rentabilidad como variable Y.
Formamos la tabla:

_ 80
x oy x ¥y xy a)x = -5 = 1333
10 4 100 16 40
1086
12 4 144 16 48 sk =5 — 1333 =331
14 5 196 25 70
14 4 196 16 56 _ \JaaT _
15 5 225 25 75 S = V331 =182
15 5 225 25 75 2t _ .
80 27 | 1086 | 123 364 y 6 '
s% = 123 23 — 45% =025
s, = 1025 = 05
_ 364 ' B 068
b) s, = 5 13,33 - 45 = 0,68 r= 182 - 05 82 -05 0,74

Como el valor de r es proximo a 1, la correlacion es directa y moderadamente fuerte. Por tanto, las variables
estan en dependencia aleatoria.

0,68

3,31
Por tanto, para x = 13,5 se obtiene: y = 0,21 - 13,5 + 1,76 = 4,59. Asi pues, si un inversionista invierte 13,5
millones, se espera que obtenga una rentabilidad del 4,57%.

0,68
0,25

Por tanto, para y = 5,5 se obtiene: x = 2,72 - 55 + 1,09 = 16,05. Asi pues, si un inversionista obtiene una
rentabilidad del 5,5%, se supone que habia invertido 16,05 millones.

¢) Hallamos la recta de regresién de Y sobre X: y — 4,5 = (x —13,33) y=021x + 1,76

d) Hallamos la recta de regresion de X sobre Y: x — 13,33 = (y — 45) y=272x + 1,09

En una poblacion, la media de los pesos es de 70 kg, y la de las estaturas, de 175 cm. Las desviaciones
tipicas son 5 kg y 10 cm, respectivamente, y la covarianza de ambas variables es 40.

a) Estima el peso de una persona de esa poblacion que mide 185 cm de estatura.

b) Usando el coeficiente de correlacion lineal, explica hasta qué punto confiarias en la estimacién que se
ha hecho en el apartado a.

Si X es la variable peso e Y la variable estatura, el enunciado nos da los siguientes datos:

X=70kg sx=5kg y=175cm s, =10cm s, = 40
a) Hay que hallar la recta de regresién de X sobre Y.
_ 40 _
x — 70 = 100 (y —175) x = 04y
Para una estatura de y = 185 cm, el peso esperado es x = 0,4 - 185 = 74 kg.
- - 40
b) El coeficiente de correlacién es r = = 0,8.

5-10
Este valor de r indica que la correlacion es directa y fuerte; por tanto, existe una alta confianza en las esti-
maciones obtenidas.
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12.43. Las rectas de regresion de cuatro distribuciones bidimensionales son las siguientes:

a)y=x+2, x=4

4 5
b)y—€x+2 x—€y+2
c)y=3, x=2

dy=x x=%y+1

Indica en qué casos es significativa la correlacion lineal.

a) c)
Y Y
x=2
x=4
y=3
V=x+2
1 1
o] 1 X o 1 X
b) d)
Y
y=X
1 x:%y+1
Y %

El angulo formado por las rectas es mas pequefio en d y b. Por tanto, en esos casos es mas significativa la
correlacion.

12.44. A partir de los datos recogidos sobre facturaciéon y beneficios en un determinado afio sobre un conjunto
de 50 grandes empresas europeas se ha calculado una facturacion media de 80 millones de euros y unos
beneficios medios de 65 millones de euros.

a) Teniendo en cuenta esa informacion, determina la recta de regresion que permite obtener los beneficios
en funcién de la facturacion, sabiendo que a partir de ella se han calculado unos beneficios de
59 millones de euros para una empresa que ha facturado 75 millones de euros en 1998.

b) ¢Qué signo tendria el coeficiente de correlacién lineal entre ambas variables?

a) Consideramos X como la variable facturacion e Y como la variable beneficio.
La recta de regresion de Y sobre X es de la forma y = mx + n.
Como la recta pasa por los puntos (80, 65) y (75, 59), se tiene:
65 =80m + n
59 = 75m + n
Resolviendo el sistema, resulta: m = % yn= —31.

La recta de regresion de Y sobre X es: y = %x — 31.

b) El coeficiente de correlacion tiene el mismo signo que la pendiente de la recta de regresién; por tanto, es

positivo.
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12.45. (PAU) La recta de regresion de una variable Y respecto de la variable X es y = 0,3x + 1. Los valores que
ha tomado la variable x han sido {3, 4, 5, 6, 7}.

a) Determina el valor esperado de Y para el valor particular de x = 3,5.

b) Si los valores de la variable Y utilizados para la regresion se multiplican por 10 y se dejan los mismos
valores para la variable X, determina razonadamente la nueva recta de regresion.

a) Parax =35 = y=03-35+1=205

b) Si los valores de la variable Y se multiplican por 10, se tendra:
y' = 10y, siendo y la media inicial

10xy,
o = = Nx'y’ — X107 = 10s,
Con esto, la nueva recta seréa:
10 S 10 S S
y - 107 = =" (- %) :>sz”)<+10<;7— SX2y>‘<> = y=3x+10

12.46. (PAU) Cien alumnos prepararon un examen de Matematicas. Se representa por X el nimero de problemas
hechos por cada alumno en la preparacion, y por Y, la calificacion obtenida. Sabiendo que las medias
aritméticas de esas variables fueron X = 9,2 e y = 9,5, que el coeficiente de correlaciéon entre esas
variables fue 0,7 y que la desviacion tipica de la variable Y fue el doble que la de la variable X, calcula las
ecuaciones de las rectas de regresion.

Como la desviacion tipica de la variable Y fue el doble que la de la variable X, se tiene:

= S S S _ Sv _g7.9=
0= =505 ~ 25 07 =5 =07 -2=14

La recta de regresion de Y sobre X es:
y—95 =14 (x — 92).

Sv o So _ Se 1L,
2) s2 T (2s)?  4st 4 14 =035

La recta de regresion de X sobre Y es:
x—92 =035 (y — 9,5).

PROFUNDIZACION

12.47. (PAU) La tabla siguiente muestra los valores observados de dos variables X e Y en 5 individuos.

X 1 -1 X 2 3
Y -2 -3 2 1 0

a) Halla el valor x para que el coeficiente de correlacién sea nulo.
b) Suponiendo que x = 4, halla la recta de regresion de Y sobre X y estudia el valor de Y cuando X toma

el valor —2.
a))_(:5+x - _ _2 N S:—2+3+2x+2_5+x.—_2:12x+25
5 Y775 y 5 5 5 25
Sy _ 12x + 25 _ 25
Como r = s, 0,s, =0; o5 = 0, y, por tanto, x = 12
g9 o_ 2 _T18
b)S|x—4,x—5, V="% S =735
S2_1+1+16+4+9_ﬂ_ﬁ
T 5 25 25
. 2 73 9 .
Recta de regresion de YsobreX:y—§=ﬁ<x—g);y=O,986x—2,176. Six= -2 y=—-4148
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12.48. Se considera la siguiente tabla estadistica, donde a es una incégnita:

12.49.

X 4 a 3 5
Y 1 2 1 1 3

a) Calcula el valor de a sabiendo que la media de X es 3.

b) Mediante la correspondiente recta de regresion lineal, predice el valor que se obtiene para Y cuando
X = 4,5. Explica la fiabilidad de la prediccion anterior.

2+4+a+3+5

a) x = 5 =3 = 14+a=15 = a=1
b) Formamos la tabla:
>‘<=%=3 s§=%792=2 s = V2 = 141
X v x} yi o xy
2 ! 4 1 2 y=2-16 s2=18 _ 162 =064 s, =064 =08
4 2 16 4 8 5 5
1 1 1 1 1 29
3 1 ] 1 3 Sy =7 —38-16=1
5 3 25 9 15 1
15 | 8 55 16 | 29 r=341-08 989

y—16=05>x—-3); y=05x+01.Six=45 y=05-45=2,35

Como r es proximo a la unidad, permite obtener conclusiones muy fiables del comportamiento de Y estudiando
la variable X.

Los siguientes pares de datos corresponden a las variables X (producto interior bruto en decenas de
millones de euros) e Y (tasa de inflacion):

X
Y

a) Dibuja el diagrama de dispersion de los datos.

34
83

4,6
15

5,2
2,1

3.2
58

b) Decide razonadamente cual de las siguientes rectas es la de regresion de Y sobre X:
y = 16,26 + 2,88x y = 16,26 — 2,88x

c) Calcula el valor esperado de la tasa de inflacién que corresponde a un producto interior bruto de
4,3 decenas de millones de euros.

a) v ]
2| L‘L
i N
‘7
24 e
o 5 4 6X

b) De ser alguna de esas dos rectas, serd la de la pendiente negativa, y = 16,26 — 2,88x, pues asi lo sugiere
el diagrama de dispersion.

c) Si x = 4,3, sustituyendo en la recta dada se obtiene: y = —2,88 - 4,3 + 16,26 = 3,88.

Es decir, para un producto interior bruto de 4,3 decenas de millones de euros se espera una tasa de infla-
cion del 3,88.
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12.50. Se ha solicitado a un grupo de 50 individuos informacién sobre el nimero de horas que dedican
diariamente a dormir y a ver la television. Los resultados vienen dados por la siguiente tabla.

X: N.° de horas dormidas 6 7 8 9 10

Y: N.° de horas viendo la television 4 3 3 2 1

Frecuencias absolutas 3 16 | 20 | 10 1

a) Calcula el coeficiente de correlacion entre X e Y e interprétalo en los términos del enunciado.
b) Calcula la ecuacion de la recta de regresion de Y sobre X.
c) Si una persona duerme 8 horas y media, écuantas horas cabe esperar que vea la television?

d) Sin calcular la recta de regresion de X sobre Y, éen qué punto se cortara esta recta con la calculada
en el apartado b?

e) Si una persona ve la televisién 2 horas, écuanto tiempo cabe esperar que duerma?

Formamos la siguiente tabla:

6 4 3 36 16 18 12 108 48 72
7 3 16 49 9 112 48 784 144 336
8 3 20 64 9 160 60 1280 180 480
9 2 10 81 4 90 20 810 40 180
10 1 1 100 1 10 1 100 1 10
50 390 141 3082 413 1078
390 .
a) X = 50 = 7,8;
,_ 3082 o
s = “55= — (78 = 0,80
s, = V0,8 = 0,89
y = % = 2,82
¢ = % — (2,82 = 0,3076
sY = V0,3076 = 0,55
5, = 1908 — (78) (282) = ~0436
sxy _0,436

r= = —0,88

ss, 089 - 0,55

La correlacién lineal entre ambas variables es grande e inversa.

b)y —282=—-—"-——(x—-78 = y= —0545x + 7,071

c) Six =85 y=—-0545 -85 + 7,071 = 2,44
Si una persona duerme 8 horas y media, vera la televisién durante 2 horas 26,4 minutos.

d) La recta de regresion de Y sobre Xy la recta de regresién de X sobre Y se cortan en el centro de gravedad
de la nube de puntos, es decir, en el punto (X, y) = (7,8; 2,82).

—0,436
0,3076

e) La recta de regresion de X sobre Y es: x — 7,8 = (v —2,82); x= 11,787 — 1,417y.

Siy=2 x= 11,787 — 1,41 - 2 = 8,953 horas, es decir, que si una persona ve la televisién durante
2 horas, se espera que duerma aproximadamente 9 horas.
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12.51. Los valores de dos variables X e Y se distribuyen segun la tabla siguiente.

2|1 3
114 |2
21510

Determina el coeficiente de correlaciéon y la recta de regresion de Y sobre X.

Convertimos la tabla de doble entrada en tabla simple y efectuamos los siguientes calculos:

X; i f; x; f; xif; y:f; yif,  xyf

0 1 2 0 0 2 2 0

0 2 1 0 0 2 4 0

0 3 2 0 0 6 18 0

2 1 1 2 4 1 1 2

2 2 4 8 16 8 16 16

2 3 5 10 20 15 45 30

4 1 3 12 48 3 3 12

4 2 2 8 32 4 8 16
20 40 120 41 97 76

40 , 120

__ 40 _ _ 120, _ _ _
X =25 =2 Si= g — 2 =2 s, = V2 = 141
y=21 _ 905 2= 20 _ 9052 = 065 s, = /0,65 = 0,81
20 v~ 20 y
Sy = % ~2-.205=-03
_ =03
r=941-081 = 0%

Recta de regresion de Y sobre X:

y — 205 = —0,15 (x — 2); y = —0,15x + 2,35

12.52. El numero de bacterias por unidad de volumen presentes en un cultivo después de cierto numero de
horas viene expresado por la siguiente tabla.

X: horas 0 1 2 3 4 5
Y: bacterias 12 19 23 24 56 62

¢Cuantas bacterias habra al cabo de seis horas? Ayuda: realiza el cambio de variable Z = InY

Dibujamos el diagrama de dispersion y observamos que existe una relacion curvilinea.

2,48 <
294 o
314
353 5
4,03
4,13
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Al realizar el cambio de variable Z = InY, la nube de puntos se ajusta a una recta. Podemos calcular ahora la
recta de regresion de Z sobre X.

o _ 156 _ ) ,:20,25:

0 2,48 0 6,1504 0

1 | 204 | 1 | 86436 | 2904 s2=22 05 =092 55 =1\/292 = 1,71

2 | 314 | 4 | 98596 | 628 6

3 3,53 9 12,4609 | 10,59

4 | 403 | 16 | 162400 | 16,12 §; = % — 33787 =035 = 5, = V035 =059

5 4,13 25 | 17,0569 | 20,65 5658

15 | 2025 | 55 | 70,4123 | 56,58 Se =~ — 25-3375=109925
Como r = % = 0,98, nos indica que la relacion existente entre X e Y es de tipo exponencial.
La recta de regresion de Z sobre X es: z — 3,375 = 05825 (x — 25) = z=034x + 2,53

Como Z = InY, se cumple que: Iny = 0,34x + 2,53.
Tomando exponenciales en los dos miembros queda: y = g%+ 2%

El numero de bacterias esperado al cabo de seis horas es: y = %% 6725 = 96 54
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Calculo de probabilidades

13.1.

13.11.

13.1.

13.2.

13.3.

13.4.

ACTIVIDADES INICIALES

Una marca de coches comercializa un determinado modelo en tres versiones: cinco puertas, tres puertas y
familiar. EI motor puede ser diésel o gasolina. Esta disponible en 5 colores. ¢Cuantos tipos de coches dife-
rentes se fabrican de dicho modelo?

Aplicando el principio de multiplicacion habréa 3 - 2 - 5 = 30 coches diferentes.

En Espana, las matriculas de los coches estan formadas por cuatro cifras y tres letras escogidas entre las
27 del alfabeto castellano, incluida la W, pero no las vocales ni la N ni la Q. ¢Cuantos vehiculos se podran
matricular con este sistema?

Para formar las matriculas se utilizan las 10 cifras significativas y un total de 27 — 5 — 2 = 20 letras.

Aplicando el principio de multiplicacion, se pueden formar un total de 10 - 10 - 10 - 10 - 20 - 20 - 20 = 8 - 10’
matriculas diferentes.

EJERCICIOS PROPUESTOS

¢De cuantas maneras distintas se pueden sentar 20 alumnos en los cuatro asientos de la primera fila de la
clase? ¢Y si el primer puesto esta reservado siempre para el delegado?

En el primer caso se trata de elegir ordenadamente a cuatro alumnos entre 20:
Voo,s =20 - 19 - 18 - 17 = 116 280 formas distintas

En el segundo caso, como el delegado ocupa un lugar fijo, se trata de elegir ordenadamente a tres alumnos en-
tre 19:

Vies = 19 - 18 - 17 = 5814 formas distintas

Con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7, écuantos numeros de cuatro cifras, multiplos de cinco, se pueden formar?

Para que un numero sea multiplo de 5, su ultima cifra debe ser 0 ¢ 5; por tanto, los niumeros que hay que for-
mar deben tener como cifra de las unidades el 5; es decir, los nimeros seréan de la forma abc5. Se trata de calcu-
lar cuantos numeros de tres cifras se pueden formar con las cifras 1, 2, 3, 4, 5, 6 y 7. Como no piden que las
cifras sean distintas, se podran formar:

VR, ; = 7° = 343 multiplos de cinco.

¢Cuantas palabras se pueden formar con las letras de la palabra MEDICO, de forma que dos de ellas estén
siempre juntas?

a) Guardando siempre las dos letras el mismo orden.

b) Estando las dos letras juntas pero en cualquier orden.

a) Como las letras han de estar siempre juntas y en el mismo orden, las consideraremos una sola letra; por ello
haremos las permutaciones de cinco elementos.

Py =5'=5-4-3-2-1 = 120 palabras diferentes
b) Como las dos letras pueden estar juntas pero en cualquier orden, el nimero de palabras diferentes sera:

2P, = 2 - 5l = 2 - 120 = 240 palabras diferentes

Seis amigos organizan un torneo de padel. En la primera fase se han de enfrentar de todas las formas po-
sibles. ¢Cuantos partidos se deberan organizar?

Como no influye el orden cuando se forma una pareja para enfrentarse, entonces se trata de las combinaciones
de seis elementos tomados dos a dos.

6!  6-5-4 6-5 . .
ST = 511 =5 = 15 partidos se pueden organizar
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13.5.

13.6.

13.7.

13.8.

Con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9, écuantos productos diferentes se pueden hacer con cinco digitos no
repetidos?

Como el orden de factores no altera el producto, se trata de combinaciones de nueve elementos tomadas de cin-
co en cinco.

99 _9-8-7-6-5_9-8-7-6

Cos = By = 415 41

= 126 productos diferentes

Se hace girar la ruleta de la figura y se anota el resultado obtenido.

a) Forma el espacio muestral.
b) Forma los sucesos A = “salir multiplo de 2” y B = “salir divisor de 24”.
c) Forma los sucesos contrarios de A y de B.

a) E={1,2 3, 4}
b) A = {2, 4}
Q) A =13

={1,2,3 4 =E

B
B=0

Una urna contiene cinco bolas blancas y tres negras. Se elige una bola al azar, se anota su color, se devuelve
a la urna y se repite la operacion otras dos veces.

a) Forma el espacio muestral.
b) Escribe los elementos de los siguientes sucesos.

A = “salir exactamente una bola blanca”.
B = “salir al menos una bola blanca”.
C = “salir al menos dos bolas blancas”

c) ¢Qué relacion hay entre los sucesos By C?

a) E = {BBB, BBN, BNB, BNN, NBB, NBN, NNB, NNN}
b) A = {BNN, NBN, NNB}

B = {BBB, BBN, BNB, BNN, NBB, NBN, NNB}

C = {BBB, BBN, BNB, NBB}
c)CCB

En una bolsa hay 8 bolas numeradas del 1 al 8. Se realiza un experimento que consiste en la extraccion de
una bola, en anotar su numero y en devolverla a la bolsa, y se consideran los sucesos:

A
B = “salir multiplo de 2.
Forma los sucesos A U B, A U B, A — B.

“salir divisor de 12”.

A=1{12 3, 4, 6}

B = {2, 4,6 8}
AUB={123,4 6, 8}
AN B=1{2 4 6)
A—B=({1 3}
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13.9. Se considera el experimento de extraer dos cartas consecutivas de un mazo de 6 cartas de la baraja es-
panola que contiene solo las figuras de los palos de bastos y de espadas. Sean los sucesos:
A = “extraer dos cartas de palos distintos”.
B = “extraer los dos reyes”.
Comprueba que se cumplen las leyes de Morgan.

A = {SE SB! SE CB! SE RB! CE SB' CE CB! CE RBv RE SBv RE CB! RE RB!
Ss Se Sg Ce Sg R, G Sey Cs Cry G Rey Ry Se Rg Ce Rs R}

B = {Rc Ry, Rs Ro)

A = {S: Cs Se Re, Ce S, CeRe, Re S, Re Ce, S Ca Ss Rey Cs Sa Cs Re, Rs S Rs Ca)

B = {S: Cu St Re, St Ss, SECBSERBCESECERE,CESBCEC Ce Rs Re Se Re Co Re Sq Re Cs,
Ss Se Ss Ce Ss Res Ss Car Ss Re, Cs Se, Cs Cey Cs Rey CoSe Cs Re, Rs St Rs Ci, Rg Sa Ry Ca)

AUB=A (AUB)=A ANB=A

ANB=28 (ANB) =B AUB=B

13.10. En el experimento de lanzar dos dados cubicos se consideran los sucesos A = {salir dos pares} y B = {ob-
tener como suma un numero primo}.

Calcula las probabilidades de los sucesos:
ABABAUBYANB

A=1{(22),(2 4) (2 6) (4 2) (4 4), (4 6), (6, 2), (6, 4), (6, 6)}

B=A{(1,1)(1,2),(1,4)(1,6), (2 1), (2 3), (2 5), (3, 2), (3 4), (4, 1), (4,3), (5 2) (5 6), (6, 1), (6, 5)}
-4 =55

PAY =1 - PA) =1 -5 == PB) =1 -PB) =1 -2 =L

Ay B son incompatibles, por tanto.

9 15 _24 _ 2
PAUB =PA) +PB) =55+ 5g =35 =5 PANB) =

13.11. Una bolsa contiene 2 cubos rojos y 4 verdes, y 3 bolas rojas y 5 verdes. Si se extrae un objeto, calcula la
probabilidad de que:

a) Sea un cubo o que sea rojo.
b) Sea una bola verde.
c) Sea verde o una bola.

Organizamos los datos en una tabla:

Rojos Verdes

= _ _6 .5 2 _ 9
a) (CUR)=PC)+ PR —PICNR =<, + <7~ 37 =732
5
b)PBN V) =7
_ 3 9 8 5 12 _ 6
)PVUB) =PV +PB) ~PVNB) =7+ 7~ 57~ 74 =

ﬂ 5 Solucionario
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13.12.

13.18.

13.14.

13.15.

13.16.

Se tiene una urna con 15 bolas negras y 10 blancas, y se realizan dos extracciones sucesivas de una bola.
Halla la probabilidad de que las dos bolas sean blancas en los siguientes casos.

a) Con devolucién a la urna de la primera bola extraida.
b) Sin devolucion.

Se consideran los sucesos:
B, = “sacar bola blanca en la primera extraccion”, B, = “sacar bola blanca en la segunda extracciéon”

a) Si la extraccion es con devolucion, los sucesos B; y B, son independientes; por tanto,

10 10 4
P<B1mBz):P(Bw)'P(Bz):%’%:g

b) Si la extraccion es sin devolucion, los sucesos B, y B, son dependientes; por tanto,

10 9 3
P<B1mBz):P(Bw)'P(Bz/BO:%'ﬂ:%

(PAU) En una poblacion hay el doble de mujeres que de hombres. El 25% de las mujeres y el
10% de los hombres son rubios.

a) Si se elige al azar una persona y resulta ser rubia, écual es la probabilidad de que sea mujer?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que una persona elegida al azar sea hombre y no sea rubia?

Sea x el numero de hombres, entonces el nimero de mujeres es 2x. Teniendo en cuenta el nimero de hom-
bres y mujeres formamos la siguiente tabla de contingencia:

Hombres Mujeres

Rubios

No rubios

20 ox 90x
a) P(Mujer / Rubia) = % = % b) P(HN M) = % = %
100

Se lanza cuatro veces un dado cubico con las caras numeradas del 1 al 6.

a) Halla la probabilidad de obtener siempre nimero impar.
b) Halla la probabilidad de obtener nimero par seguido de numero impar, y asi sucesivamente.

4 4
a) P(cuatro veces numero impar) = (%) = 11—6 b) P(par — impar — par — impar) = (%) = 11—6

Una urna contiene 12 bolas rojas y 8 negras, y se extraen sucesivamente 4 bolas. Halla la probabilidad de
que las cuatro sean rojas:

a) Con devolucion.

b) Sin devolucion.

4
a) P(las cuatro bolas rojas) = (%) b) P(las cuatro bolas rojas) = % . % . % . % = %

En una pequefa empresa trabajan 10 personas: 4 de ellas son fijas y 6 tienen un contrato temporal. ¢Cual
es la probabilidad de que, seleccionados tres trabajadores al azar, tengan todos un contrato temporal?

©o|o;
[eJEN

5. 1
10 6
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13.17. Un saltador de altura sabe que la probabilidad que tiene de superar cierta marca varia dependiendo del
intento, pues influyen factores psicolégicos y de cansancio. Ha estimado que la probabilidad de superarla
en el primer intento es 0,9; si falla en el primero, la probabilidad de superarla en el segundo es 0,85, y la
de superarla en el tercero, condicionado a que ha fallado en los dos anteriores, es 0,75. Calcula la proba-
bilidad de que falle en los tres intentos.

Supera
0,9 P

0,85 Supera

0,1
Falla Supera

0,75
0,15 Falla

0.25 Falla

P(falle en tres intentos) = 0,1 - 0,15 - 0,25 = 0,00375

13.18. (PAU) En un aula de dibujo hay 40 sillas, 30 con respaldo y 10 sin él. Entre las sillas sin respaldo hay 3
nuevas, y entre las sillas con respaldo hay 7 nuevas. Elegida al azar una silla, écual es la probabilidad de
que sea nueva?

7

Con respaldo L» Nueva

Blw

7 1 8
3 "7 70

P(nueva) = % %

3

Sin respaldo L Nueva

NP

13.19. (PAU) Los tigres de cierto pais proceden de tres reservas: el 30%, de la primera; el 25%, de la segunda, y
el 45%, de la tercera. La proporcion de tigres albinos es del 0,2% en la primera reserva, del 0,5% en la se-
gunda y del 0,1% en la tercera. (Cual es la probabilidad de que un tigre de ese pais sea albino?

R, 0002 _

0,3

025 p 0,005, 4 P(albino) = 0,3 - 0,002 + 0,25 - 0,005 + 0,45 - 0,001 = 0,0023

0,45

Ry —_ 0001 _ ,

13.20. Se tiene una urna A con 3 bolas rojas y 5 azules, y una urna B con 6 bolas rojas y 4 azules. Se elige una
urna al azar y se saca una bola. Halla la probabilidad de que sea roja.

3
1 UrnaA—8>R
2
iy_1.3,1 6 _ 39
Aoja) = 55+ 535 ~ 80
6
n 10
2 Urmna B —
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13.21.

13.22.

13.23.

(PAU) Los alumnos de Bachillerato de un centro escolar proceden de 3 pueblos, A, B y C, siendo un 20%
de A, un 30% de B y el resto de C. El 80% de los alumnos de A cursa 1.°, y el resto, 2.° El 50% de los
alumnos de B cursa 1.° y el resto, 2.°. El 60% de los alumnos de C cursa 1.°, y el resto, 2.° Seleccionado
al azar un alumno de Bachillerato, écual es la probabilidad de que sea de 2.°?

0,8 1°
A <
0,2 20
0,2
0,5 1°
03 g < P(2°) =02 -02 + 03 -05-05-04 = 0,39
0,5 20
0,5
0,6 1°
c <
0,4 20

(PAU) Se toman dos barajas espafolas de 40 cartas cada una. Se extrae una carta de la primera baraja y
se introduce en la segunda baraja. Se mezclan las cartas de esta segunda baraja y se extrae al azar una
carta que resulta ser el dos de oros. ¢{Cual es la probabilidad de que la primera carta extraida fuera una
espada?

12 Baraja 22 Baraja
1
Espadas L} 2 Oros
P(espada de la 1.% baraja / salio el dos de oros en la 2.2 baraja) =
10
2 _ 1640 _ 10 _
200s —2L 5 000s 10 2 29~ a1~ 02439

1640 © 1640 ' 1640

Bl

Otra — > 2 Oros

(PAU) En un sistema de alarma, la probabilidad de que haya un incidente es de 0,1. Si este se produce,
la probabilidad de que la alarma suene es de 0,95. La probabilidad de que funcione la alarma sin que haya
incidente es de 0,03. Se sabe que ha funcionado la alarma. Halla la probabilidad de que no haya habido
incidente.

Ha habido 0,95 Suena
incidente — laalarma
> 0,027
P(sin incidente / sond la alarma) = 0095 + 0027
= 0,2213
0,9 _
No ha habido 0,03 Suena
incidente la alarma

Solucionario I“ 55
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13.24.

Un profesor decide realizar un sorteo entre sus 25 alumnos. Para ello escribe un nimero entero compren-
dido entre 1 y 25 en un papel. Los alumnos por orden, van diciendo un nimero entre 1 y 25 (un nimero
dicho no puede volver a ser elegido por otro alumno). Realiza un estudio para saber si este método es jus-
to o no. ¢éTienen todos los alumnos igual probabilidad de ganar el sorteo?

Consideramos el suceso A, = “acierta el alumno que ocupa el lugar i”

=1
25

P(A,) = pf

P(A;)

>

D pAA) = S5 =

— - = — — 24 23 1 1
P(As) = p(Ay) - p(A1A) - p(AsJA, N A,) = 55 24 23 ~ 05

En vista de los resultados obtenidos para los tres primeros alumnos, podemos concluir que todos los alumnos
tienen la misma probabilidad de acertar el nimero; por tanto, el método elegido por el profesor es justo.

EJERCICIOS

Variaciones, permutaciones y combinaciones

13.25.

13.26.

13.27.

13.28.

Un experimento consiste en la extraccion al azar de una carta de una baraja espafiola, el lanzamiento de
una moneda de 1 euro y la extraccion de una bola de una urna que contiene 12 bolas numeradas del 1
al 12. {Cuantos elementos tendra el espacio muestral producto?

El nimero de elementos muestrales del experimento extraer una carta de una baraja espafiola es 40.
El numero de elementos muestrales del experimento lanzar una moneda de 1 € es 2.

El nimero de elementos muestrales del experimento extraer una bola de una urna que contiene 12 bolas nu-
meradas del 1 al 12 es 12.

Por tanto, el numero de elementos del espacio muestral producto sera:

40 - 2 - 12 = 960 elementos

En la Loteria Primitiva hay que acertar 6 niumeros entre los 49 del boleto. ¢Cuantos boletos diferentes se
pueden rellenar?

Como no influye el orden, se trata de las combinaciones de 49 nimeros tomados de 6 en 6:

| . . . . .
Cars = e?jél _ 4948 476|46 45 - 44 _ 13983816 boletos diferentes

El pleno al 15 del Quinieldn consiste en acertar con un 1, X o 2 los 15 partidos de la Liga de Futbol Pro-
fesional que figuran en el boleto. ¢Cuantas quinielas diferentes puede haber?

Hay que distribuir en las 15 casillas de la quiniela los simbolos 1, X, 2. Como influye el orden y puede haber
repeticion, se trata de variaciones con repeticion de 3 elementos tomados de 15 en 15:

VR, ;s = 14 348907 quinielas diferentes

Unos codigos cifrados en un cierto idioma tienen que estar formados por cuatro consonantes seguidas de
dos vocales y a continuacion seis digitos. Tanto las consonantes como las vocales y los digitos se pueden
repetir. ¢Cuantos codigos distintos se podran formar teniendo en cuenta que el alfabeto de ese idioma tie-
ne 21 consonantes y 5 vocales?

Un codigo cualquiera puede ser XPMQAE123456.
Aplicando el principio de multiplicacion resulta:

214 - 5% - 10° = 4862025000 000 cddigos diferentes

ﬂ S Solucionario
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13.20.

13.30.

13.31.

13.32.

En el salén del automovil, una determinada marca tiene un espacio para exponer 7 coches diferentes ali-
neados de los 12 vehiculos que ha llevado para exponer. Si deciden variar todos los dias la exposicion, con
el fin de hacerla mas atractiva, écuantos dias necesitaran para poder efectuar todas las combinaciones po-
sibles?

Influye el orden, no intervienen todos y no se pueden repetir; por tanto, necesitaran:

Vi, =12-11-10-9 -8 -7 -6 = 3991680 dias

Los actores de una obra de teatro son 5 mujeres y 7 hombres. Al acabar la funcién salen a saludar al pu-
blico, que les dedica una fuerte ovacién. {De cuantas formas se podran ordenar en el escenario en los si-
guientes casos?

a) Salen todos en una fila.

b) Salen en dos filas: las mujeres en la delantera y los hombres en la trasera.

a) P, = 12! = 479001 600 formas diferentes
b) Las mujeres se pueden ordenar de P, = 5! = 120 formas diferentes.
Los hombres pueden colocarse de P, = 7! = 5040 formas diferentes.
En total, los actores pueden situarse de 120 - 5040 = 604 800 formas diferentes.

En un supermercado se preparan bandejas con un surtido de 6 piezas de frutas diferentes. Si en total se
dispone de 8 tipos de fruta, {cuantas bandejas diferentes se podran ofrecer a los clientes?

Como no influye el orden, se trata de combinaciones de 8 elementos tomadas de 6 en 6:

8 _8-7 _

g2l 2! 28

Css =

¢Cuantas rectas distintas determinan 7 puntos de un plano, suponiendo que no hay mas de 2 alineados?

Una recta queda determinada por dos puntos; por tanto, los siete puntos determinan:

71 7.6
Cro= g5 = 21 =24

Sucesos y operaciones con sucesos

13.33.

En el experimento que consiste en la extraccion de una carta de una baraja espafiola, consideremos los
sucesos:

A = “salir oro”.

B = “salir as”.

C = “salir rey de copas o as de espadas”.

Interpreta los siguientes sucesos.

a)AUB b) AuC c)BUC d AN B e)ANC fyBNncC

a) A U B = “salir oro 0 as”. Son las 10 cartas de los oros, el as de bastos, el as de copas y el as de espadas.

b) A U C = “salir oro o rey de copas o as de espadas”. Son las 10 cartas de oros, el rey de copas y el as de
espadas.

c) B U C = “salir as o rey de copas o as de espadas”. Son los 4 ases, el rey de copas y el as de espadas.
d) A N B = “salir oro y as” = “salir el as de oros”.

e) AN C = “salir oro y rey de copas o as de espadas” = .

f) BN C = “salir as y rey de copas o as de espadas” = “salir el as de espadas”.

Solucionario s W
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13.34. En una bolsa hay 10 bolas numeradas del 1 al 10. Se extrae una bola al azar y se anota el numero.

a) Forma los sucesos:
A
B

“salir numero primo”.

“salir nimero impar”. C
“salir nimero par”. D = “salir nUmero menor o igual a 5"

b) Enuncia los sucesos contrarios de los sucesos anteriores.

c) Describe los siguientes sucesos.
AUBAUC AUD (ANnC)uB
DNABNC BND (AUC)NnB

d) Comprueba con los sucesos A y D las leyes de Morgan.

a) A = “salir niumero impar” = {1, 3, 5, 7, 9} C = “salir nimero primo” = {2, 3, 5, 7}

B = “salir nimero par” = {2, 4, 6, 8, 10} D = “salir nUumero menor o igual a 5" = {1, 2, 3, 4, 5}
b) A = {2, 4,6, 8 10} B={1,35, 7 9) C=1{1,46 89 10} D=1{6 789 10}
c)AuB=1{1,2238456789 10} = E AUC=1{1223757 9}

AUD=({1,223 4,57 9} (ANC)UB=1{2234,58678, 10}

DN A={1,23, 5} BN C={2}

BND={2 4) (AUC)NB=1{2
dAUD={1223 457 9} AUD = (6 8, 10} AN D = {68, 10}

AND=1{1,3,5} AND=1{24,61728 9 10} AUD=1{24,6,78, 9 10}

Concepto de probabilidad

13.35. (PAU) En una urna hay 7 bolas rojas, 5 blancas y 9 azules. Se extrae una de ellas al azar. Halla la proba-
bilidad de que la bola:
a) Sea roja.
b) Sea azul.
c) No sea blanca.
d) No sea ni roja ni blanca.
e) Sea roja o blanca.
f) Sea azul o blanca.

8) PIR) = o = +

b) PlA) = - = 5

Q) PB) =1-PB) =1- =22

A PRUB) = AR + P(B) = - + 2 = 12 = 2

) PRNB)=PRUB) =1-PARUB =1-10=>=3
) PAUB) = PlA) + P(B) = o + = = 25 = 2

58 I“ Solucionario
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13.36. (PAU) En una urna hay 15 bolas numeradas del 1 al 15. Se realiza un experimento que consiste en la ex-
traccién de una bola de la urna al azar, se anota su numero y se reintegra a la urna. Halla la probabilidad
de los siguientes sucesos.

a) Que sea un numero par.

b) Que sea un nimero primo.

c) Que sea un numero menor que 100.

d) Que sea un numero mayor que 100.

e) Que sea un numero multiplo de 11.

f) Que sea un numero mayor o igual a 2 y menor que 7.

a) A = “salir par’ = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14} = P(A) = %
—p - 6 2
b) B = “salir nimero primo” = {2, 3, 5, 7, 11, 13} = P(B) = 15 =5

B

E = “salir nimero menor que 100" = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15} = P(E) = 1
d) D = “salir niumero mayor que 100" = & = P(J) = 0

F = “salir nimero multiplo de 11" = {11} = P(F) = 11—5

f) G = “salir nUumero mayor o igual a 2 y menor que 7" = {2, 3, 4, 5, 6} = P(Q) = % = %

13.37. (PAU) Se lanzan dos dados cubicos distinguibles con las caras numeradas del 1 al 6. Halla la probabilidad
de los siguientes sucesos.
a) Obtener el 6 doble.
b) Obtener al menos un 6.
c) Obtener las dos caras iguales.
d) Obtener suma 7.
e) Obtener que la suma de los puntos de las caras sea multiplo de 4.

a) A = “obtener seis doble” = {(6, 6)} = P(A) = 31_6

b) B = “obtener al menos un 6” = {(1, 6), (2, 6), (3, 6), (4, 6), (5, 6), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)} =

11
c) C = “obtener las dos caras iguales” = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (6, 6)} = P(C) = % = %
d) D = “obtener suma 7" = {(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)} = P(D) = % = %
e) F = “obtener suma mudltiplo de 4" = {(1, 3), (2, 2), (2, 6), (3, 1), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2), (6, 6)} =

9 1
> P =3 =1

Solucionario I“ 59
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13.38.

13.39.

13.40.

La probabilidad de que tenga lugar el contrario de un suceso A es de % de un suceso B es de % y de

que tengan lugar a la vez los sucesos Ay B es de % Determina la probabilidad de que no se verifique nin-
guno de los dos sucesos.

Los datos que da el problema son:

Z):% PB) = - PANB) =5

i)
w

(

Hay que calcular la probabilidad del suceso AN B, que es igual, aplicando las leyes de Morgan, al suceso
AUB.

1 1

PAAUB) =P(A) +PB) ~ PANB) = 5 + ~8r12-9 M

3_8+12-9_ 11
8 24 24
3

Portanto,P(Zﬂ§)=1—P(AUB):1__:_4

N
IS
N

(PAU) De 100 personas que fueron consultadas sobre sus preferencias respecto de tres marcas de coches,
A, By C, 50 se decantaron por A; 40, por B, y 30, por C. Ademas, 25 personas optaron por A y B; 15, por
Ay C,y 12, por By C. Por ultimo, tan solo 5 personas mostraron preferencias por las tres marcas. El res-
to no sabe o0 no contesta. Elegida una persona al azar, halla las siguientes probabilidades.

a) Que prefiera la marca A.

b) Que prefiera la marca B.

c) Que prefiera las marcas A y B.

d) Que prefiera las marcas B y C.

e) Que prefiera la marca A y no la C.

f) Que prefiera la marca B y no la C.

g) Que no prefiera ni la marca A ni la B.

8) PlA) = = = 1

b) PB) = o5 = =

0PAnE =20 -1

D PEN O = 1 = o

e)P(AﬂE)=P(A)—P(Amc):%_11ﬁ_%
_ 20 12

50 + 40 — 25 _

QPANB =PAUB) =1-PAUB)=1-PA) —PB)+P(ANB)=1- 00

(PAU) ¢Cual es la probabilidad de que en un sorteo ordinario de loteria toque un nimero capicia com-
prendido entre el 5000 y el 7000?

Nota: En los sorteos ordinarios de loteria hay 5 bombos con los numeros del O al 9.

Los numeros capictas comprendidos entre 5000 y 7000 son de la forma 5aba5 y 6cdc6; por consiguiente, son
tantos como el doble de las ordenaciones de la forma ab, es decir:
2 - VR, =2-10° = 200

P(capictia comprendido entre 5000 y 7000) = % = 0,1

ﬂ S Solucionario
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Probabilidad compuesta. Sucesos independientes

13.41. (PAU) Sean A y B dos sucesos tales que P(A) = % y P(B) = % Calcula razonadamente para qué valor de
P(A U B) los sucesos A y B son independientes.

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)
Si Ay B son independientes, P(A N B) = P(A) - P(B) y, por tanto, P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B).

Si (AU B) = > + 55 5= % los sucesos Ay B son independientes.

13.42. Sean A y B dos sucesos de un experimento aleatorio, tales que:
2 4 5
P(A) = ) P(B) = ) P(AUB) = )
a) Calcula P(A/B) y P(BIA).
b) Estudia la independencia de A y B.
c) ¢Son independientes los sucesos contrarios de A y de B?

a)P(AﬂB):%-i-%—g—% P(A/B):%:% P(B/A):W:%
b) No, ya que P(A/B) # P(A)
¢) P(A) = g PB) = % PANB)=1- PAUB) = % No, ya que P(A N B) # P(A) - P(B)

1343. La prok_ngbilidad del suceso A es de % la del suceso B es de % y la de su interseccion es de % Halla la
probabilidad de que:
a) Se verifique alguno de los dos sucesos.
b) No ocurra B.
c) No se verifique ni A ni B.
d) Ocurra A si se ha verificado B.

a)P(AuB):P(A)+P(B)—P(AmB):%JF%_%:%
b)P(§)=1—%=%
C)P(ZHE)=P(AUB)=1—P(AUB)=1_%=%
5
d) PAIB) = PV/‘%E)B) - % _%
4

13.44. (PAU) Tenemos 5 pares distintos de guantes. Entremezclamos bien los 10 guantes. Elegimos 2 de ellos al
azar. {Cual es la probabilidad de que ambos formen pareja?

Hay 10 guantes, cualquiera que sea el que cojamos primero nos sirve, pero para que el siguiente forme pareja,
1 1

solo hay una de nueve posibles; por tanto, la probabilidad pedida es P = 1 - 3T 9
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13.45.

13.46.

13.47.

13.48.

(PAU) En una urna hay 6 bolas blancas y 3 negras. Se extraen sucesivamente 3 bolas sin reemplazamien-
to. Calcula la probabilidad de que alguna de ellas sea negra.

El suceso contrario de que alguna sea negra es que las tres sean blancas.

6 5 4 5
PBBB) =g 5 7= 21

P(alguna negra) = 1 — P(BBB) = %

(PAU) El gerente de unos grandes almacenes ha comprobado que un 38% de las familias que residen en
una determinada ciudad no son clientes habituales y que un 85% de las familias de esa ciudad que habi-
tualmente son clientes pagan al contado el importe de sus compras. Determina la probabilidad de que, se-
leccionada al azar una familia en esa ciudad, sea cliente y pague al contado el importe de sus compras.
Justifica la respuesta.

No son clientes

0,38
Pagan
0,85 al contado )
0.6 P(sea cliente y pague al contado) = 0,62 - 0,85 = 0,527.
’ Son clientes
No pagan
0,15 al contado

Entre los 200 alumnos de Bachillerato de un instituto se ha realizado una encuesta cuyos resultados se
muestran en la siguiente tabla.

Tienen ordenador No tienen ordenador

Calcula la probabilidad de que un alumno seleccionado al azar:

a) Tenga ordenador.
b) Sea de 1.° de Bachillerato y tenga ordenador.
c) Tenga ordenador y sea de 2.° de Bachillerato.

a) P(tenga ordenador) = So% 75 _ 160 _ 2

240 240 3
b) P(sea de 1.° de Bachillerato y tenga ordenador) = 8 _ 17
N 240 48
c) P(tenga ordenador y sea de 2.° de Bachillerato) = g5 15
‘ 240 48

Se eligen al azar 2 tarjetas de un total de 9. Cada una lleva escrito un numero del 1 al 9. Se sabe que la
suma de los digitos de las tarjetas elegidas es par. Calcula la probabilidad de que las tarjetas elegidas lle-
ven escritos numeros impares.

20
, y _ P(impar — impar N suma par) _ P(impar — impar) _ 72 _ 5
P(impar-impar / suma par) = Plsuma par) = Plsuma par) = 32 -5
72

ﬂ E Solucionario
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Probabilidad total

13.49. (PAU) Un estudiante se presenta a un examen tipo test compuesto por 100 preguntas, cada una de las
cuales va acomparnada de cuatro respuestas (y solo una es correcta). Sesenta de las preguntas corres-
ponden a la parte del programa que el estudiante ha preparado y en las que tiene una probabilidad del
80% de contestar acertadamente. En las preguntas restantes sefalara al azar una de las cuatro respues-
tas. Si se elige al azar una de las preguntas, écual es la probabilidad de que su respuesta sea la correcta?

0,8 Respuesta
0.6 Preparado ————> (orrecta
Es una aplicacién del teorema de la probabilidad total.
P(correcta) = 0,6 - 0,8 + 0,4 - 0,25 = 0,58
0,4 0,25 Respuesta

No preparado  ————> (orrecta

13.50. (PAU) En la urna A hay una bola blanca y dos negras. En la urna B hay dos blancas y cinco negras. Se eli-
ge al azar una bola de la urna A y se pasa a la B. Se extrae a continuacion una bola de la urna B. Calcu-
la la probabilidad de que sea blanca.

3B 3
8
1 B|5N| ———» B
3 Uma B
%EJ P(blanca) = ol + ? 7 _ 0,292
8 6 24 '
Urna A 2
2 8
3 N|2B| —=—» B
6 N
Uma B

13.51. (PAU) Disponemos de dos monedas: una correcta y otra con dos caras, y de una urna con diez bolas: cua-
tro blancas y seis negras. Sacamos dos bolas de la urna; si son del mismo color, elegimos la moneda co-
rrecta y la lanzamos al aire. En otro caso, elegimos la incorrecta y la lanzamos al aire. Halla la probabili-
dad de los siguientes sucesos.

a) Que las dos bolas sean del mismo color.
b) Que se obtenga cara en el lanzamiento de la moneda.

c) Si el resultado del lanzamiento de la moneda ha sido cruz, que las dos bolas elegidas sean de distinto
color.

a)P(deImismocoIor):%-%+%-%:%+%:%:%

b) c

7 Mismo color
15 (moneda correcta)
1 X
2
_—

e

1,8 _2
15 2

*95 T 30

P(cara) =

Distinto color

(moneda trucada) 1 ¢

Gloo

c¢) P(cruz / distinto color) = 0
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13.52.

13.53.

13.54.

13.55.

(PAU) EI volumen de produccion de tres plantas diferentes de una fabrica es de 500 unidades en la pri-
mera, 1000 en la segunda y 2000 en la tercera. Sabiendo que el porcentaje de unidades defectuosas pro-
ducidas en cada planta es del 1%, 0,8% y 2%, respectivamente, calcula la probabilidad de que al selec-
cionar al azar una unidad, esta sea defectuosa.

1
100

8

2 53
1000

L2 4 83
7 7 100 ~ 3500

(PAU) De dos tiradores se sabe que uno de ellos hace dos dianas de cada tres disparos, y el otro consi-
gue tres dianas de cada cuatro disparos. Si los dos disparan simultdneamente, halla la probabilidad de que:
a) Los dos acierten.

b) Uno acierte y el otro no.

c) Ninguno de los dos acierte.

d) Alguno acierte.

i _2.3_1
a) Pllos dos acierten) = 7 - - = 3
i 2. 1,1 3_5
b) P(uno acierte y el otro no) = = - 7 + = - = = 75
¢) P(ninguno acierte) = ~ - - = 11_2
i i - 1 _ 11
d) P(alguno acierte) = 1 — P(ninguno acierte) = 1 — 5 =17

(PAU) En una bolsa hay 5 bolas con el numero 1, 4 bolas con el nimero 2 y 6 bolas con el numero 3. Se
extraen dos bolas, una a una, sin reemplazamiento. Halla la probabilidad de que:

a) La segunda bola tenga numero impar.
b) Las dos bolas tengan numeros pares.

3
4 P
4 P=_
15 I 4 11 11 10 154 11

15 14 T 7

4 4
b) P(las dos son pares) 15 12

15 1
12 2

a) P(segunda impar)

(PAU) EI 35% de los créditos de un banco son para vivienda; el 50%, para industrias, y el 15%, para con-
sumo diverso. Resultan fallidos el 20% de los créditos para vivienda, el 15% de los créditos para industrias
y el 70% de los créditos para consumo. Calcula la probabilidad de que se pague un crédito elegido al azar.

4 L» Se paga crédito
0,35
P(de que se pague el crédito) =
0.5 085 o
! > Se paga credito =035-08 + 050085+ 015-03 =075
0,15
03

C —————» Se paga crédito
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13.56. (PAU) En una determinada ciudad hay tres lugares de diversion a los que suele ir un grupo de amigos. Las
probabilidades de que vayan al primero, segundo o tercero son, respectivamente, de 0,3, 0,5 y 0,7. Halla la
probabilidad de que el grupo de amigos vaya:

a) Solamente a uno de los lugares.
b) Unicamente a dos de los lugares.
c) A los tres lugares.

0,7 Ir al 3°
Ir al 2°
03 § No ir al 3°
Iral 1°
0,7 o
0,3 058 ) , Iral 3
’ No ir al 2°
§ No ir al 3°
0,7 Iral 3°
Ir al 2°
0,7 05 § No ir al 3°
No ir al 1°

0,7 Iral 3°
0,3 No ir al 3°

)

0,5 ™~ No iral 2°

a) P[(1.°yno 2°yno 3° U (no1°y2°yno3°) U (o 1°yno2°y3°] =
=03-05-03+07-05-03+07-05"-07 =039

b) P[(1°y 2°yno 39 U (1°y 32y no 2°) U (2°y 3°y no 1.9)] =
=03-05-03+03-05-07+07:-05-07 = 0395

c) P12y 2°y3°) =03-05-07 = 0,105

Teorema de Bayes

13.57. (PAU) Las probabilidades de que cierto articulo esté fabricado por las maquinas A y B son de 0,7 y 0,3,
respectivamente. La maquina A produce articulos defectuosos con probabilidad de 0,02, y la B, con pro-
babilidad de 0,06. Se observa un articulo y resulta ser defectuoso. Halla la probabilidad de que haya sido
fabricado por la maquina A.

0,02 Defectuoso

A

0,7 0,08 No defectuoso P(fabricado por A / es defectuoso) =

_ 0,7 - 0,02 _
>3 0,06 Defectuoso = 07-002+03-008  0*7
' B
0,94 No defectuoso
13.58. (PAU) Tenemos dos bolsas, A, y A,, con la siguiente composicion.
Bolsa A;: 4 bolas blancas, 6 bolas rojas. Bolsa A,: 3 bolas blancas, 5 bolas rojas.

Se elige una bolsa al azar y se sacan 2 bolas de ella. Si de las 2 bolas extraidas ninguna es roja, halla la
probabilidad de que la bolsa escogida sea la A,.

4 3
z A —209 ,pp 1 4 3
P(bolsa A, / ninguna bola es roja) = 2 109 = 0,554
! 1 4 3 1 3 2 '
3 3.2 270 9°72°8°7
2 Ab————» BB
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13.59.

13.60.

13.61.

(PAU) Una persona cuida de su jardin, pero es bastante distraida y a veces se olvida de regarlo. La pro-
babilidad de que se olvide de regar el jardin es de % El jardin no esta en muy buenas condiciones, asi

que si se riega tiene la misma probabilidad de progresar que de estropearse, pero la probabilidad de que
progrese si no se riega es de 0,25. Si el jardin se ha estropeado, écudl es la probabilidad de que la per-
sona olvidara regarlo?

0,5 Se estropea
1 Se riega <
3 0,5 No se estropea 2 . 0.75
P(no se riega / se estropea) = 8 -3
2 0,75 __ Se est l-05+£~O75 4
3 No se riega < e estropea 30 3 U

0,25 No se estropea

(PAU) El 25% de las familias de cierta comunidad auténoma espanola no sale fuera de la misma durante
las vacaciones de verano. El 65% veranea por el resto de Espafia, y el 10% restante se va al extranjero.
De los que se quedan en su comunidad, solo un 10% no utiliza el coche en sus desplazamientos. Esta
cantidad aumenta al 30% entre los que salen por el resto de Espafia, y al 90% entre los que viajan al ex-
tranjero.

a) Halla el porcentaje de familias de esa comunidad que utiliza el coche en sus desplazamientos de vaca-
ciones de verano.

b) Una familia no usa el coche en sus vacaciones de verano. {Cual es la probabilidad de que salga de su
comunidad moviéndose por el resto de Espafa?

Coche
No salen <
No coche
0,25 S
a) P(utilizar coche) = 0,25 - 0,9 + 0,65 - 0,7 + 0,1 - 0,1 = 0,69
0,65 < coche El 69% de familias de esa comunidad utiliza el coche.
Espana
No coche
b) P(resto de Espafa / no usa coche) = ?65 0%: 0,629
0.1 Coche
Extranjero <

No coche

(PAU) En una universidad en la que no hay mas que estudiantes de ingenieria, ciencias y letras acaban la
carrera el 5% de ingenieria, el 10% de ciencias y el 20% de letras. Se sabe que el 20% estudian ingenie-
ria; el 30%, ciencias, y el 50%, letras. Elegido un estudiante al azar, se pide:

a) Probabilidad de que haya acabado la carrera y sea de ingenieria.

b) Si nos dice que ha acabado la carrera, probabilidad de que sea de ingenieria.

! &» Acaba

0,2 a) P(acabar ingenieria) = 0,2 - 0,05 = 0,01
0,3 0,1 > Acaba b) P(estudiar ingenieria / acabo) =
B 0,2 - 0,05 B
05 . = 02-005+03 01+05 02 _ 0074
0,

L —————» Acaba
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PROBLEMAS

13.62. (PAU) Un estudiante hace dos pruebas en un mismo dia. La probabilidad de que pase la primera prueba
es de 0,6; la de que pase la segunda es de 0,8, y la de que pase ambas es de 0,5. Halla las siguientes
probabilidades.

a) Que pase al menos una prueba.

b) Que no pase ninguna prueba.

c) ¢Son las pruebas sucesos independientes?

d) Que pase la segunda prueba en caso de no haber superado la primera.

Consideremos los siguientes sucesos:
A
B = “pasar la segunda prueba” = P(B) =08

A N B = “pasar las dos pruebas” = P(A N B) = 0,5

a) P(A U B) = P(A) + P(BB) — PAN B) = 0,6 + 08 — 05 = 0,9
b)PANB) =PAUB) =1-PAUB)=1-09 = 0,1

“pasar la primera prueba” = P(A) = 0,6

c) Se comparan P(A) y P(AIB); P(A) = 0,6; P(AIB) = % = % S %

Como P(A) # P(A/B), los sucesos A y B son dependientes.
d) Como B = (A N B) U (B N A), tomando probabilidades resulta:

P(B) = P(A N B) + P(B N A); 08=05+PBNA = PBNA) =03
-~ PBNA 03
P(BIA) = MA) CT-08 0,75

13.63. (PAU) En una clase en la que todos practican algun deporte, el 60% de los alumnos juega al futbol o al
baloncesto, y el 10% practica ambos deportes. Ademas hay un 60% que no juega al futbol. Halla la pro-
babilidad de que, escogido al azar un alumno de la clase:

a) Juegue solo al fatbol.

b) Juegue sdlo al baloncesto.

c) Practique uno solo de los deportes.

d) No juegue ni al futbol ni al baloncesto.

Consideramos los sucesos:

F = “juega al futbol”

B = “juega al baloncesto”

P(F) = 06 = P(F) = 04

P(FU B) =06 = PFN B) =01

PB) = P(FU B) + P(FN B) — P(F) = 06 + 0,1 — 04 = 0,3

a) P(FN B) = P(F) — P(FN B) =04 — 01 =03

by (BN F) =PB) —PFNB)=03-01=02
C)P(FNB)+PBNF =03+02=05

dPFNB) =PFUB)=1-PFUB)=1-06 =04
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13.64.

13.65.

13.66.

(PAU) Una fabrica tiene tres cadenas de produccion: A, By C. La cadena A fabrica el 50% del total de co-
ches producidos; la B, el 30%, y la C, el resto. La probabilidad de que un coche resulte defectuoso es de

% en la cadena A, de % enla By de % en la C. Halla:

a) La probabilidad de que un coche sea defectuoso y haya sido producido por la cadena A.
b) La probabilidad de que un coche sea defectuoso.
c) Si un coche no es defectuoso, écudl es la probabilidad de que haya sido producido por la cadena C?

No defectuoso

1
2 Defectuoso ’
A < a) P(defectuoso y producido por A) = 0,5 - = = 0,25
1 No defectuoso 2
2 : b) P(defectuoso) = 05 - + + 03 - + + 02 - + = 22
1 ST 2 ~g “ 6 120
0.3 4 Defectuoso ,
: B < ¢) P(producido por C / no es defectuoso) =
3 No defectuoso 5
4 02 - =
02 ) _ 6 _ 20
6 Defectuoso . é . g . l 7
C< 0,2 6+0’3 4-i—O,5 5
5
6

(PAU) EI 60% de los habitantes de una ciudad estan satisfechos con su situaciéon econémica, y el 80% de
ellos tienen vivienda propia. De los no satisfechos con su situacion econoémica, solo el 20% tienen vivien-
da propia.

a) ¢Qué tanto por ciento de habitantes tiene vivienda propia?

b) {Qué tanto por ciento de los habitantes que tienen vivienda propia estan satisfechos con su situacion
economica?

c) ¢Qué tanto por ciento de los habitantes sin vivienda propia estan satisfechos con su situacion eco-
némica?

a) P(con vivienda) = 0,6 - 0,8 + 0,4 - 0,2 = 0,56.

0,8 Con vivienda El 56% de los habitantes tiene vivienda.
Satisfechos D 06 -08
0.6 0,2 Sin vivienda b) P(satisfechos / con vivienda) = W = 0,857.
El 85,7% de los habitantes. '
0,2 Con vivienda
06 - 02
0.4 No satisfechos c) P(satisfechos / sin vivienda) = ' '

06-02 + 04 -08 —

0,8 Sin vivienda )
= 0,273. El 27,3% de los habitantes.

(PAU) En una clase de primero de Bachillerato compuesta por el 55% de chicos y el resto de chicas, prac-
tica el balonmano el 40% de los chicos y una de cada cuatro chicas. Si se elige un alumno al azar de la
clase:

a) ¢{Cual es la probabilidad de que practique balonmano?

b) ¢Cudl es la probabilidad de que practique balonmano y sea chica?

c) Si resulta que no practica balonmano, écudl es la probabilidad de que sea chica?

. 0,4
0.55 Chico ———— Balonmano a) P(balonmano) = 0,55 - 0,4 + 0,45 - 0,25 = 0,3325
' b) P(balonmano y chica) = 0,45 - 0,25 = 0,1125
. 0,1125
c) P(chica / balonmano) = = = 0,338
0,45 Chica &» Balonmano ) M ) 0,3325
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13.67. (PAU) Tenemos tres cajas, una verde, una roja y una amarilla, y en cada caja hay una moneda. La de la
caja verde esta trucada y la probabilidad de que salga cara es el doble de que salga cruz, la moneda de
la caja roja tiene dos caras y la de la caja amarilla no esta trucada. Se toma una caja al azar y se lanza
la moneda que esta en esa caja. Calcula razonadamente:

a) La probabilidad de que salga cara.
b) La probabilidad de que, sabiendo que ha salido cara, se haya lanzado la moneda de la caja roja.

2

Verd 3 C

erae
L — S22, 1,111
3 1 1 a) P(salga cara) 33 + 3 + 39 ] 0,722

E Roja —1 5c % -1
b) P(caja roja / cara) = ——— = 5 _ 0,462

1 13 13
3 Y 18

Amarilla

mu-\/\mp
>

13.68. (PAU) Un dado con las caras numeradas del 1 al 6 esta trucado de modo que la probabilidad de obtener
un numero es directamente proporcional a dicho numero.

a) Halla la probabilidad de que salga 3 si se sabe que salid impar.
b) Calcula la probabilidad de que salga par si se sabe que sali6 mayor que 3.

P(1) = x; P(2) = 2x; P(3) = 3x; P(4) = 4x; P(5) = 5x; P(6) = 6x
P(E) =1 = x + 2x + 3x + 4x + 5x + 6x; 1= 21x x=21—1
3
6 i — P(3) _ 21 _ 3 _ 1
a)P(3/saI|0|mpar)—P(LS’S)— 3 h 3 ¢ = =93
21 721 " 21
4.6
P4, 6) 21 21 _ 10 _ 2
b) P(par / mayor que 3) = P4 5.6) i+i+i =1E~3
21 21 21
PROFUNDIZACION

13.69. (PAU) Sean A, B y C tres sucesos independientes tales que P(A) = 0,2, P(B) = 0,8 y P(C) = 0,7. Halla las
probabilidades de los sucesos siguientes.

AUB AUC AuBUC

Por ser los sucesos A, By C independientes entre si, se verifica:
P(AN B) = P(A) - PB) = 02 - 08 = 0,16

PAAN C) = PA) - P(C) =02 07 = 0,14

PBN C) = PB)-PC)=108"-07 =056
PANBNC)=PA) -PB)-PC)=02-08-07 = 0,112
Las probabilidades pedidas son:

P(AU B) = P(A) + P(B) — PAN B) = 02 + 0,8 — 0,16 = 0,84
P(AU C) = P(A) + P(C) — PAN C) =02+ 0,7 — 0,14 = 0,76

PAUBUC) =PA) + PB)+PC)—PANB —PANC) —PBNC)+PANBNC) =
=02+08+07—-016 — 0,14 — 056 + 0,112 = 0,952
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13.70.

13.71.

13.72.

(PAU) Si los sucesos A y B son independientes y compatibles, écudles de las siguientes afirmaciones son
ciertas?

a) P(A U B/B) = 1
b) P(B/IA) = P(B)

P[(AU B) "Bl _ PB)

a) P(A U BIB) = =) - w5

= 1. Por tanto, la primera afirmacion es cierta.

b) Si Ay B son independientes, veamos que también son independientes A y B.
Expresamos B como B = (B N A) U (B N A).
Por ser BN Ay B N A incompatibles: P(B) = P(B N A) + P(B N A).
Por otro lado, por ser A y B independientes y por definicion de probabilidad condicionada:
P(B A) = P(B) - P(A) P(B N A) = P(A) - P(BIA)
Por tanto: P(B) = P(B N A) + P(B N A) = P(B) - P(A) + P(A) - P(BIA)
Despejando, aplicando la probabilidad del suceso contrario y operando en la expresion anterior se obtiene:
P(B) — P(B) - P(A) = P(A) - P(BIA) = P(B) [1 — P(A)] = P(A) - P(BIA) =
= P(B) - P(A) = P(A) - P(BIA) = P(B) = P(BIA)

Luego A y B son independientes. Por tanto, la segunda afirmacion es cierta.

(PAU) De dos sucesos A y B se sabe que son independientes, que la probabilidad de que ocurra A es de

%, y de que ocurra A pero no B es de % ¢Cual es la probabilidad de que ocurra B? ¢Y la de que ocurra

alguno de los dos?

En el ejercicio anterior se ha visto que si Ay B son independientes, también son independientes A y B.
1 2 = = 1 = 1

PANB)=PA)-PB) = 5 =7 PB) = PB) =5 =PB) =1-PB) =5

_ 2, 5
3 6

PAUB) = PA) + PB) — PANB) =% + .

(PAU) La ruleta de un casino consta de 40 casillas, numeradas del 1 al 40. Los nimeros acabados en 1, 2,
3, 4 6 5 son rojos, y el resto, negros.

Se consideran los sucesos siguientes:

A = “el resultado es un numero entre 1 y 10”.
B
C

a) Halla la probabilidad P(C — A).
b) Halla la probabilidad de que el numero sea de la primera decena y rojo.
c) ¢Son independientes los sucesos A y B? (Y los sucesos Ay C?

“el resultado es un numero par”.

“el resultado es un numero rojo”.

a) PC—A) =PC) - PANC) =22 - > - 10 -2

b)PANC) = = =+

c) PA N B) = % = % P(A) - P(B) = % . % = % Ay B son independientes.
PAN C) = % = % P(A) - P(C) = % . % = % Ay C son independientes.
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10.73.

13.74.

13.75.

(PAU) a) Halla la probabilidad de obtener al menos un seis doble en n tiradas de dos dados.

b) {Cuéantas partidas habra que jugar para que la probabilidad anterior sea de %?

a) Sea A el suceso “sacar 6 doble en la tirada i-ésima”.

La probabilidad pedida sera:

P(A) = PA, UA UAU...UA)=1-PA UAUAU. UA)=1-PANANAN.. NA)=

=1 — P(A) P(A) P(A) ... P(A,)

ya que los sucesos son independientes.

=1 -[PA)N =1 — (%) ya que todos los sucesos tienen la misma probabilidad.

P(al menos un 6 doble en n tiradas de dos dados) = 1 — (%)

35\" _ 1 _ (35Y - .
b) 1 — (ﬁ) =5 = 2 = (36) . Tomando logaritmos resulta:

log 2

—Iog 36 — log 35 = 25 partidas

log 2 = n (log 36 — log 35) = n =

(PAU) Sean A y B dos sucesos cualesquiera de probabilidad no nula e independientes. Justifica si son cier-
tas las siguientes afirmaciones.

a) P(A/B) = P(A)
b) P(B/IA) = P(B)
c) P(A U A) = 05

Si Ay B son independientes, también lo son Ay B, asi como Ay B. Aplicamos ahora la definicién de probabi-
lidad condicionada.

a) P(AIB) = PACB) _ = = P(A) = P(A). Y esto solo se verifica cuando P(A) = 0,5.

b) P(B/A) = P(B). Cierta, por ser A y B independientes.
c) p(A U A) = p(E) = 1# 0,5. Luego esta igualdad es falsa.

(PAU) Se deja caer una bola por el orificio de entrada del aparato de la figura. En cada bifurcacion, la bola
tiene igual probabilidad de ir a la izquierda que de ir a la derecha. Halla la probabilidad de que la bola lle-
gue a las casillas A, B, C, D, Ey F.

El nimero de caminos que llevan a A, B, C, D, E y F viene dado
por los numeros combinatorios de la quinta fila del triangulo de
Pascal.

P(llegar a A) ((5)

5
)Pun camino que lleva a A) = (g)( ) = 31—2
( 0

5\(1Y° (B\(1)
P(llegar a B) ( ) E) Plegar a C) = (2)<§) =35
A A A A A A 5 5
5\( 1 10 5\(1 5
Jal] (o) (o] fol] (e (2] miegman) = (3)(3) - 45 ressrasr=(3)(3) - &
_(8)(1y = L
P(llegar a F) = (5)<2) =35
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Distribuciones discretas. La distribucion binomial

14.1.

14.11.

14.1.

14.2.

14.3.

ACTIVIDADES INICIALES
Lanza un dado 50 veces, anotando los resultados de la cara superior, y representa los resultados obtenidos
en un diagrama de barras. Calcula la media y la varianza.
Respuesta libre.
Repite el experimento anterior, pero lanzando esta vez el dado 100 veces, y calcula la media y la varianza
de la distribucion de las frecuencias anotadas.

Respuesta libre.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Pon dos ejemplos de variables aleatorias discretas y de otras dos continuas, indicando su recorrido.

Variables discretas:

— Terminacion de los décimos de loteria comprados por los 10 primeros clientes en una administracion de loteria.
Los posibles resultados son: O, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7,8y 9.

— Numero de preguntas que se hacen en los examenes finales de junio de las distintas materias de 1.° de
Bachillerato. Los resultados posibles son: 1, 2, 3, 4, 5, 6...

Variables continuas:
— Longitud de los espéarragos de una plantacion. El recorrido de los datos puede ser de 6 cm hasta 22 cm.
— Cantidad de agua consumida mensualmente por 10 familias.

La funcion de probabilidad de una variable aleatoria discreta viene dada por la siguiente tabla.

1 2 3 4 5
0,15 0,2 Kk 0,3 0,11
a) Halla el valor de k.

b) Calcula P(X < 3) y P(1 < X=4).

a)>p = 1; 015+02+k+03+011=1=k=1-076 =024

b) X <3) = PX = 1) + P(X = 2) = 0,15 + 0,2 = 0,35
Pl <X=4)=PX=2) +PX=23)+PX=4)=02+ 024 + 03 = 0,74

Se lanza una moneda tres veces y se define la variable aleatoria X como el numero de cruces obtenido. Ha-
lla la funcidén de probabilidad y su representacion grafica.

Espacio muestral X; P

3| _ _

ccc 0 1 8

8
CXC 1 s %
XCC 8 N
CXX 5 B
XCX 2 s 3
XXC

1 0 0 1 2 3 X
XXX 3 s N.° de cruces
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14.4. Sea X una variable aleatoria discreta cuya funcion de probabilidad es:

0 1 2
0,1 0,2 0,1

04

0,1

0,1

a) Representa graficamente la funcién de probabilidad.
b) Calcula P(X < 4,5), P(X = 3) y P(3 = X < 4,5).

b) PX<45)=1—-PX=45=1—-P(X=5=1-01=09

3) + PX=4) + PX =5) =

3) + P(X = 4) = 04 + 0,1

0,5

a)

0,51

ol P(X = 3) = PX =
5 =04 +01+01=06
2 0,3t
3 P(3 = X < 45) = P(X
S 0,2t
o

3

0 0 1 2 3 4 5

Variable X

14.5. Se lanzan dos dados cubicos con las caras numeradas del 1 al 6. Se considera la variable aleatoria X, que
asigna a cada elemento del espacio muestral la diferencia positiva de las caras obtenidas.

a) Representa la funcion de probabilidad.
b) Halla la media, la varianza y la desviacion tipica.
c) Calcula P(x = 3).

a) Construimos la siguiente tabla para poder describir el recorrido de

la variable y la funcion de probabilidad.

gh gl Go geo g5

(o]
o
[N

2 3
Variable X

IN
6]

210

2
36 1,94° = 2,07

1 2 4 1516
1 0| 1 2131415
2 |1 0| 1 2|1 31| 4 8
z
3|2 1 0 1 2|3 g
o
41321 0|1 2 g
514 |32 1 0|1
6 (5|4 |32 1 0
Funcién de probabilidad
0 1 2 3 4 5
6 |10 | 8 | 6 | 4 | 2
36 36 36 36 36 36
b) Formamos la siguiente tabla:
X; Pi Xip; X’p;
6 Media: p = S x - p = 22 = 1,94
0 b— 0 0 = ' 36 '
36
10 | 10 | 10 i =S p — 2 =
1 36 36 3% Varianza: o /_; X P =
8 16 32 T
2 36 36 36 Desviacion tipica: ¢ = \/2,07 = 1,44
s | 6 | 18| 54
36 36 36
A | 4 | 18 | 84
36 36 36
s | 2 | 10 | 50
36 36 36
. 70 | 210
36 36
6 10 8 6 30
= = — — — = =YY
©)Px=3) =35+ 35 T35 "3 ~ 36
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14.6.

14.7.

14.8.

14.9.

Las caras de un dado trucado tienen las siguientes probabilidades:
P(1) = 0,2 P(2) = 0,15 P(3) = 0,15 P(4) = 0,15 P(5)

0,1 P(6) = 0,25
Halla la media y la desviacion tipica.

p=1-02+2-015+3-015+4-015+5-01+ 6 025 = 355
o>=1-02+4-015+9-015+16-0,15 + 25-0,1 + 36 - 0,25 — 3,55

125 o = 1\/3,447 = 1,856

En media, 45 personas utilizan un cajero automatico antes de las 12.00, con una desviacion tipica de 2,3, y
el nimero medio de clientes que lo utilizan por la tarde es de 64, con desviacion tipica de 1,2. Halla el
numero medio y la desviacion tipica del niumero de personas que utilizan el cajero al cabo del dia.

Si X es el numero de personas que utilizan el cajero por la mafiana e Y es el niumero de las que lo utilizan por
la tarde, se tiene por la propiedad de la suma de las medias y de las desviaciones tipicas:

Moy = Wy + By = 45 + 64 = 109 personas Opy = V2,32 + 1,22 = \/6,73 = 2,59

En una rifa organizada por una asociacion benéfica se sortea un lote de libros valorados en 100 euros. Los
numeros estan numerados desde el 0 hasta el 999. El ganador es el poseedor del nUmero que coincida con
las tres ultimas cifras del gordo de Navidad.

a) ¢Cual es el valor econdmico esperado de cada billete de la rifa?

b) ¢Qué precio deberia ponerse a cada numero para que la contribucion esperada de cada comprador a la
asociacion fuese de 1 euro?

a) Se llama X a la variable aleatoria premio ganado con el billete. Su funcion de probabilidad sera:

0 1
999 | 1 p=0-0999 + 100 - 0001 = 0,1 €
1000 | 1000

b) La contribucion C de cada comprador sera el precio p del billete menos el premio que corresponda al billete,
es decir, C es una variable aleatoria que puede escribirse como C = p — X Asi:

e =P Py =>pPp=pct+t p=1+01=11¢€

Un jugador lanza tres monedas. Gana tantos euros como caras obtenidas excepto cuando aparecen tres
cruces, que pierde 10 euros. Si X es la variable aleatoria que indica la ganancia, calcula:

a) El conjunto de valores de la variable aleatoria X.

b) La funcion de probabilidad de la variable X.

c) La media de la distribucion y su desviacion tipica.

d) ¢Es favorable el juego al jugador?

a) La variable X toma los valores —10, 1, 2, 3.

DN Eepacio muestral | x| i c) w=238-0125+2-0375 + 10375 — 10 - 0,125 = 0,25 euros

1 0?=9:0125+ 4 -0375 + 1-0375 + 100 - 0,125 — 0,25° =

cce 3 g = 15,4375

10/0) ¢ 3 o = \/154375 = 3,93

)?ég 2 8 d) Si es favorable, pues la media es 0,25 euros.

CXX 3

XCX 1 8

XXC
1

XXX -10 s
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14.10. Calcula el valor de x en los siguientes casos.
x + 1 X+ 1 11
277+ (%) <7>
11
X —
11
( >:>x+2:11 = x=9

+

X -2

7
12
9

-
N
Il
©

= x =10

)
%)
%)
)

A/ﬂx P
~N +

X - 1 ):>x—1

14.11. Escribe el desarrollo completo de:
a) (1 + 2x)* c) (3x — 2)°
b) (1 — 2x)* d) (x + 3y)°

a) (1 + 2x0° = (g) 14 4 (;‘) 1920 + (‘2‘) 12(2x) + (g) 1(20° + (j) (20" =

4! 41
1 +—3m2x+ 2|2,4 + — 1|3| —8x* + 16x* =

1 +4-2x+6-4-4x +4-8¢+ 16x =1 + 8x + 24x° + 32x° + 16X

b) (1 — 2% = (g) 14— (f) 192" + (;‘) 12(2x) — (g) 1(20° + (j) (20" =

41 41
=1 = g 2X g A - 1|3|8x3+ 16x* =

1 —4-2x+6 -4 -4 —4-8¢+ 16x* =1 — 8x + 24x° — 32x°* + 16X
¢) (3x — 2)° = (5> (3%)° — (5) (3x)°2 + (5) (3x)°22 — (5) (3%)°2° + (5) (3%)2° — (g) 95 =
5! 5! 5!

51
2077 162 + 200 108X — Sr 726 + 48 — 2° =

= 243x° — 810x* + 1080x° — 720x* + 240x — 32

= 243 —

d) (x + 3y = (5)f + (5> X3y + (5)x3(3y)2 + (g) (3 + (i) X(3y)* — (g) @3y)° =

5!
=x + 4|1|3)<“ y + 3|2|9x3y2+W27 2y3+m81xy‘+243y5:

= X + 15Xy + 90X°)° + 270X + 405xy* + 243y

14.12. {Cudl es el coeficiente de x® en el desarrollo de (1 + x?)°?

(i) 10¢)" = 15x°

14.13. El director de marketing de un equipo de baloncesto ha calculado que el porcentaje de seguidores en una
ciudad es del 35%. Se escoge al azar una muestra formada por 10 personas y se considera la variable que
expresa el numero de seguidores en la muestra.

a) Estudia si la variable sigue una distribucion binomial.
b) En caso afirmativo, sefala los parametros de la distribucion.
a) 1.° En cada prueba solo son posibles dos resultados:

A = “aficionado” y A = “no aficionado”

2.° El resultado obtenido de la pregunta “es seguidor 0 no” en cada individuo de la muestra es independiente
de los otros.

3.° La probabilidad del suceso A, p = P(A) = 0,35, es constante.

b) Los valores n = 10 y p = 0,35 son los parametros de la distribucion, que representaremos por B(10; 0,35).

Solucionario s W
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14.14.

14.15.

14.16.

14.17.

Un estudio sobre la poblacion activa de una ciudad revela que 4 de cada 15 trabajadores utiliza el metro.
Se escoge al azar una muestra formada por 30 trabajadores y se considera la variable que expresa el nu-
mero de usuarios de metro en la muestra.

a) Determina si la variable sigue una distribucion binomial.
b) En caso afirmativo, halla los parametros de la distribucion.
a) 1.° En cada prueba solo son posibles dos resultados:

A = “Uutiliza el metro” y A = “no utiliza el metro”

2.° El resultado obtenido de la pregunta “utiliza el metro o no” en cada individuo de la muestra es independiente

de los otros.
3.° La probabilidad del suceso A, p = P(A) = % es constante.
b) Los valores n = 30y p = % son los parametros de la distribucién, que representaremos por B(SO; %)

(PAU) ElI 30% de los tornillos de una gran partida son defectuosos. Si se cogen tres tornillos al azar, cal-
cula la probabilidad de que:

a) Los tres sean defectuosos.

b) Solamente dos sean defectuosos.

c) Ninguno de ellos sea defectuoso.

Sea X la variable que representa el nimero de tornillos defectuosos. Se trata de una distribucion binomial de
parametros n = 3y p = 0,3; es decir, B(3; 0,3).

a) PX = 3) = (g) .03 = 0,027
3 2
b) PX = 2) = o) 03*-0,7 = 0,189
_(3 s _
c) PX =0) = 0" 0,77 = 0,343
(PAU) En un grupo de 16 personas, 10 son varones, y 6, mujeres. Se eligen al azar 3 personas del grupo.

Calcula la probabilidad de:

a) Seleccionar exactamente dos varones.
b) Seleccionar al menos un varon.

Sea X la variable aleatoria que expresa el niumero de varones. Se trata de una distribucion binomial de pardametros
10

n=3yp= 16 = 0,625, es decir, B(3; 0,625).

a) PX = 2) = (2) (0,625)* (1 — 0,625)' = 3 - 0,390625 - 0,375 = 0,4394529 =~ 0,44

3

b)P(xz1>=1—P<x=o>=1_(o

)(0,625)0 (0,375 = 1 — 0,05627343 = 0,9472657 =~ 0,95

(PAU) La opinion que tiene la poblacion sobre la gestion de su Ayuntamiento es favorable en el 30% de
los casos, y desfavorable en el resto. Elegidas 10 personas al azar, halla la probabilidad de que:

a) Exactamente tres la consideren favorable.

b) Ninguno la considere desfavorable.

Sea X la variable aleatoria que expresa el numero de personas de la poblacion favorables a la gestion del
Ayuntamiento. Se trata de una distribucion binomial de parametros n = 10y p = 0,3; es decir, B(10; 0,3).

a) PX = 3) = (13()) 0,3%- 0,7 = 0,267
b) Si ninguno lo considera desfavorable, es que los 10 lo consideran favorable.
P(X = 10) = (18) 0,3" = 0,000006
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14.18.

14.19.

14.20.

14.21.

14.22.

(PAU) Se reparten unas invitaciones sabiendo que el 40% asistiran al acto. Se seleccionan al azar 10 invi-
tados. Calcula la probabilidad de que:

a) Solo tres acudan al acto.

b) Acudan mas de tres.

Sea X la variable aleatoria que expresa el nimero de personas que asisten al acto. Se trata de una distribucion
binomial de parametros n = 10y p = 0,4; es decir, B(10; 0,4).
a) Utilizando la tabla de la binomial se obtiene P(X = 3) = 0,1665.
b) AX>3)=1-PX=3) =1-PX=0)—-—PX=1)—-PX=2)—PX=23)=
=1 - 0,0025 — 0,0207 — 0,0763 — 0,1665 = 1 — 0,266 = 0,734

En una ciudad se sabe que la probabilidad de padecer la gripe en el mes de enero es de % Se escoge
una muestra al azar formada por 30 personas. Se pide:

a) Esperanza matematica y su interpretacion.

b) Varianza.

Sea X la variable que expresa el niumero de personas que padecen gripe. Se trata de una distribucion binomial

de parametros n = 30y p = % = 0,2; es decir, B(30; 0,2).

a) Esperanza matematica o media: . = 30 - 0,2 = 6 personas
b) Varianza: 6> = n-p-qg=30-02-08 = 48

En la especie ovina, el color de lana blanco domina sobre el negro. Por ello, al cruzar una oveja de lana
blanca con un carnero de lana negra, la probabilidad de que la descendencia sea blanca es de 0,75. Si se
realizan 8 cruzamientos de este tipo, écudl es el nimero medio de corderos blancos esperado?

Sea X la variable que expresa el nimero de descendientes de la blanca. Se trata de una distribucion binomial
de parametros n = 8 y p = 0,75; es decir, B(8; 0,75).

El niumero medio de descendientes de lana blanca es: w = 8 - 0,75 = 6.

Si se auditan 12 empresas y la probabilidad de que una de ellas esté en quiebra es de 0,15, écual es el
numero esperado de empresas en quiebra? ¢Y su desviacion tipica?

Sea X la variable que indica el nimero de empresas en quiebra. Se trata de una distribucién binomial de parametros
n =12y p = 0,15; es decir, B(12; 0,15).
El numero esperado de empresas en quiebra es: w = 12 - 0,15 = 1.8.

La desviacion tipica del numero de empresas en quiebra es: ¢ = \/12 - 0,15 - 0,85 = \/1,63 = 1,24,

Una determinada marca de CD ha detectado en su departamento de control de calidad que son defec-
tuosos el 5%. En una muestra formada por 25 CD se pide:

a) Probabilidad de que no haya ninguno defectuoso.

b) La media y la desviacion tipica de esta distribucion.

Sea X la variable que expresa el niumero de CD no defectuosos. Se trata de una variable binomial de parametros
n =25y p = 0,95, sigue una distribucion B(25; 0,95).

25

a) P(X = 25) = (25

)O,9525 = 02774

b) Media: p = 25 - 0,95 = 23,75
Varianza: o> = 25 - 0,95 - 0,05 = 1,1875 Desviacion tipica: o = \/1,1875 = 1,0897
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14.23. A 200 alumnos de 1.° de ESO se les hace una prueba de nivel de ortografia consistente en deletrear tres
palabras. Los datos obtenidos estan en la tabla derecha.

a) Ajusta razonadamente esta distribucion a una binomial.
b) Compara la distribucion de frecuencias observada con la obtenida en el ajuste.

N.° de errores N.° de alumnos

0 65
1 78
2 43
3 14

a) La prueba de un alumno puede considerarse como un experimento aleatorio compuesto por tres repeticiones
de la misma prueba: “deletrear una palabra”.

— En cada palabra solo pueden ocurrir dos sucesos: el alumno la deletrea correctamente o no.
— La respuesta de cada palabra es independiente de la anterior.

— La probabilidad de deletrear correctamente es constante en cada pregunta.

Por tanto, esta distribucion empirica se puede ajustar mediante una distribucién binomial B(3, p).
Para calcular el parametro p hay que hallar en primer lugar la media de la distribucion empirica:

o 1-78+2-43+3-14 _
X = 560 = 1,03

Comopw =n-p=23-p =103 se tiene que:

p= % = 0,343
Por tanto, la variable X que expresa el nimero de palabras deletreadas incorrectamente por un alumno es una

binomial B(3; 0,343).

b) Para hallar las frecuencias tedricas se calculan las probabilidades P(X = k) para k = 0, 1, 2, 3. Después se
multiplica por 200.

Probabilidades Frecuencias tedricas

= (8) 0,343° - 0,657° = 0,28359; 200 - 0,28359 = 57

PX =1) = (?) 0,343' - 0,657 = 0,44417; 200 - 0,44417 = 89
PX =2) = 2) 0,343% - 0,657' = 0,23189; 200 - 0,23189 = 46
P(X = 3) = (3) 0,343% - 0,657° = 0,04035; 200 - 0,04035 = 8

Para comparar las dos distribuciones, lo mas sencillo es organizar los datos en una tabla.

N.° de errores 1 2 3
N.° de alumnos 78 43 14
N.° de errores esperados 89 | 46 8
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EJERCICIOS

Distribuciones discretas

14.24. (PAU) Halla la media y la varianza de una variable X que tiene la siguiente funcion de probabilidad:

14.25.

14.26.

7

X 2
P 0,2

03

0,5

w=2-02+3-03+7-05=48 o?=4-02+9-03+49- 05— 48 = 4,96

Una variable aleatoria discreta tiene la siguiente funcién de probabilidad.

X 2 3 5 6 8
P 0,2 0,1 04 0,2 0,1
a) Representa en un diagrama la funcién de probabilidad.
b) Halla la media y la desviacion tipica
a) 0,5- X; Pi Xp; X?p; Media: p = 4,7
oal 2 02 0,4 08 Varianza: ¢? = 25,3 — 4,7 = 3,21
§ ol 3 0,1 03 0,9 Desviacion tipica: o = /3,21 = 1,79
5 7 5 0,4 2 10
o
202 6 02 | 12 72
0,1} 8 0,1 0,8 6,4
H H 4,7 25,3
O 1 2 3 4 5 6 7 8
Variable X

Sea X una variable aleatoria cuya funcion de probabilidad viene dada por la siguiente tabla.

6

8

2 3 4 5
03 0,1 0,15 | 0,05

0,2 0,1 0,1

a) Representa graficamente la distribucion de probabilidad.

b) Halla la esperanza matematica.
c) Halla la varianza y la desviacion tipica.
d) Halla las siguientes probabilidades.

P(X < 2) P(X = 2) P8 < X = 5)
e) Halla la probabilidad de que a lo sumo X tome el valor 4.
f) Halla la probabilidad de que al menos X tome el valor 6.

a) o5l X; P Xp; X'
2 0,3 0,6 1,2
0,4}
3 3 0,1 0,3 0,9
2 03f 4 | 015 | 06 24
©
S 0.2} 5 005 | 025 | 125
o
6 0,2 1,2 7,20
0,1+
H H . H H 7 0,1 0,7 4,9
0 1 2 3 4 5 6 7 8 8 0,1 0,8 6,4
Variable X 1 445 | 2405
e)PX <4)=PX=2)+PX=23)=03+01=04
f) PX=6)=PX=6)+PX=7)+PX=8)=02+01 + 0,1

Solucionario i ﬁ

P(X < 11).

b) p = 445

C) o = 2425 — 4457 = 4,4475
o = \/4,4475 = 2,1089
PX < 2) = P@) =0
PX=2) = PX = 2) =03
P(3 < X=5) =

= P(X=4)+ PX =5) =

= 0,15 + 0,05 = 0,2

PX < 11) = p(E) = 1

d)

=04
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14.27. (PAU) Un dado ha sido manipulado con el fin de alterar las probabilidades de obtener las diferentes caras.
Asi, si x representa la puntacion alcanzada en una tirada, se tiene:

P(X = 1) = - - 2 PX =2) =+~ k P(X = 3) = PX = 4) = ~
6 6 6
PX =5) =& +k PX = 6) = & + 2

Determina k para que la media de x sea igual a 4.

Calculemos su media e impongamos que sea igual a 4.

_ — ¢ (1 1_ 141 1 1 _ 21 - 4
p.—Zx,p,—1(6 2k)+2(6 k>+36+46+5<6+k)+6(6+2k)—6+13k—4,
k=26

14.28. La distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta viene dada por:
X 1 2 3 4 5
09| 015 | 025 | 02 m | 015
a) Halla m para que se trate de una funcion de probabilidad.
b) Calcula y representa graficamente la funcién de probabilidad.
c) Halla P(X = 4) y P(2 = X < 4).
a) La suma de probabilidades tiene que ser 1; por tanto,
015 + 025 +02 +m + 0,15 = 1 de donde m = 0,25
> KN
1 0,15
2 | 025 g 02l
3 0,2 §
[
4 | 025 £ o4l
5 0,15
o 1 2 3 4 5
Variable X
C)PX=4)=PX=1)+PX=2)+PX=3)+PX=4)=015+ 025 + 02 + 025 = 0,85
P2 =X<4)=PX=2)+PX=23)=025+02 =045

14.29. (PAU) La funcién de probabilidad de una variable aleatoria discreta viene dada por la siguiente tabla.

0 1 2 3 4
0,1 a b c 0,2

Sabiendo que P(X = 2) = 0,7 y P(X = 2) = 0,75, halla la esperanza matematica y la desviacion tipica.

En primer lugar calculemos los valores de a, b y ¢, teniendo en cuenta que la suma de todas las probabilidades
es igual a la unidad.

01 +a+b+c+02=1 Resolviendo el sistema se obtiene:
DepX=2)=07=01+a+b=07 a=015 b = 0,45 ¢ =201
DepX=2)=075=b+c+ 02 =075

Para el célculo de los parametros pedidos formamos la siguiente tabla:
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X P xp  Xxp po=215

o lot |o | o o =1/605 — (2,16) = 1,19
015 | 015 | 0,15
045 | 09 | 18

o1 |03 | 09

02 |08 | 32

1 2,15 | 6,05

—_

AW (N

Numeros combinatorios
14.30. Sin efectuar calculos laboriosos, expresa como un Unico nUmero combinatorio la siguiente expresion.
1354 + 1354
123 124
Teniendo en cuenta la propiedad 4. de los numeros combinatorios se tiene:
1354 i 1354\ _ (1355
123 124 124
14.31. Halla el valor de x en las igualdades siguientes:
a) (194 _ (194
X 72
x\ _ [ x
b) (24> - (69>

a) Teniendo en cuenta la tercera propiedad de los numeros combinatorios se tiene:

X+ 72 =194 = x = 194 — 72 = 122

b) Teniendo en cuenta que (rg) = <m T n)’ se deduce que x = 24 + 69 = 93.

14.32. Desarrolla las siguientes potencias:

a) (x* - y)°
b) (x + %)5

) ¢ =y = ()05 = () wery + () ery = (S)oery + (8)wry = (S)r + (3)v -
= X7 = 6X%y + 15xy° — 20Xy + 15Xy — 6X)° + y°
o 2 B (e 6 - 846 - 142~ 0 -
10 10 5 1

:X5+5X2+7+7+7+W
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18 18

(14) + (15)
(19) N (19) (20) 20!
15 16) _\16) _ 16141 _ 20-19-18-17 _ 20 _ 5
(18 +(18 (19 19! 19-18-17-16 16 4
14) 15) 15) 15141

Distribucion binomial

14.34.

14.35.

14.36.

14.37.

Para la distribucion B(6; 0,2), calcula:

a) P(X = 3)

b) P(X < 2)

c) P(X = 4)

d) P(X > 4)

a) P(X = 3) = (2)0,23 - 0,8 = 0,08192

b) PX = 4) = (i) 0,2* - 0,82 = 0,01536

c) PX <2)=pX=0)+pX=1)= (g) 0,2° - 0,8° + (f)o,z‘ - 0,8° = 0,262144 + 0,393216 = 0,655360

6) = (2) 0,2°-08 + (g) 0,2° = 0,001536 + 0,000064 = 0,0016

¢Cual es la desviacion tipica de una distribucion binomial de parametros n = 50 y p = 0,6?

c=\Vnpg=150-06-04 = 346

Dadas las distribuciones binomiales B(20; 0,6) y B(100; 0,23):
a) ¢Cual tiene mayor media?

b) ¢Cual tiene mayor dispersion?

a) py = 20; Tiene mayor media B(100; 0,23).

b) o, = V20-0,6-04 = 2,19.

w, = 100.

o, =\/100-0,23-0,77 = 4,208.

Tiene mayor dispersion B(100; 0,23).

Un jugador de ajedrez tiene una probabilidad de ganar una partida de 0,25. Si juega cuatro partidas, cal-
cula la probabilidad de que gane mas de la mitad.

Sea X la variable aleatoria discreta que expresa el nimero de partidas ganadas. Se trata de una distribucion
binomial de parametros n = 4, p = 0,25. Es decir, B(4; 0,25).
Hallamos la probabilidad pedida con ayuda de la tabla.

P(ganar mas de dos partidos) = P(X > 2) = P(X = 3) + P(X = 4) = 0,0469 + 0,0039 = 0,0508
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14.38.

14.39.

14.40.

14.41.

14.42.

(PAU) En una ciudad se han elegido al azar 730 habitantes. ¢Cual es la probabilidad de que cuatro de ellos
hayan nacido el 7 de mayo?

1 364

1 4 ._ 4 1 364 _
365 a=1-pP=1"355 = 365 n =730

p = P (haber nacido el mismo dia) =

Sea X la variable aleatoria que expresa el nimero de habitantes que han nacido el 7 de mayo. Se trata de una

distribucién binomial B<730 L)

' 365
730\( 1 \'/364\*
AX = 4) = ( 4 )(365) (365) = 00802

(PAU) En un torneo de ajedrez, Ivan y Gabriel disputan la final. Gana el que antes venza en 5 partidas. Ivan
gano la primera partida, pero Gabriel es igual de bueno que él. {Qué probabilidad tiene Ivan de ganar el
torneo, si se excluye la posibilidad de que hagan tablas?

Si son igual de buenos ambos jugadores, la probabilidad de que gane uno u otro es de %

Como Ivan ha ganado la primera partida, para que gane el torneo, sin contar tablas, debera ganar 4 partidas mas.

Por otro lado, con 8 partidas que se jueguen, sin contar tablas, habra un vencedor, pues si Ilvan gana 4 o mas,
sera el vencedor, y si gana menos, el vencedor sera Gabriel.

Por tanto, estamos ante una distribucion binomial de parametros B<8, %)

P(gane Ivan) = P(gane 4 o mas) = PX = 4) =1 — P(X = 3) =
(usando la tabla) =1 —-[PX=0)+PX=1)+PX=2)+PX=3)] =
=1 - 0,0039 - 0,0312 — 0,1094 — 0,2188 = 0,6367

(PAU) Se lanza una moneda cuatro veces. Calcula la probabilidad de que salgan mas caras que cruces.

Se trata de una distribucion binomial, B(4; 0,5). Saldran mas caras que cruces si salen 3 ¢ 4 caras:

P(mas caras que cruces) = (g) (0,5)°*(0,5) + (i) (0,5)* = (4 + 1)(0,5)* = 0,3125

(PAU) EI 4% de los CD para ordenador que fabrica una determinada empresa resultan defectuosos. Los CD
se distribuyen en cajas de 5 unidades. Calcula la probabilidad de que en una caja no haya ningun disco
defectuoso.

Sea X la variable que expresa el numero de CD que no estan defectuosos. Se trata de una distribucién binomial
B(5; 1 — 0,04) = B(5; 0,96). La probabilidad pedida es:

5

P(X = 5) = (5

>0,965 = 0,8154

(PAU) Se lanza una moneda al aire 5 veces. {Cual es la probabilidad de obtener al menos 3 caras?

Sea X la variable aleatoria que expresa el nimero de caras en los cinco lanzamientos. Se trata de una distribucion
binomial, B(5; 0,5).

Utilizando la tabla de la binomial se tiene:
PX=3)=PX=23)+ PX=4) + PX=5)=0,3125 + 0,1562 + 0,0312 = 0,4999
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14.43. En un determinado juego se gana cuando al lanzar dos dados se obtiene suma de puntos igual a 10 o
mas. Un jugador tira en 12 ocasiones los dos dados. Calcula las siguientes probabilidades.
a) Que gane exactamente en tres ocasiones.
b) Que pierda las 12 veces que juega.
c) Que gane al menos en la mitad de los lanzamientos.

P(obtener suma 10 o mas al lanzar 2 dados) = P(S,,) + P(S;;) + P(S;,) = % + 32—6 + 3176 = %

Sea X la variable aleatoria discreta que expresa el nimero de veces que ha ganado el jugador de las 12 ocasiones

en las que juega. Se trata de una distribucién B<12, %)

a) P(ganar 3 veces) = P(X = 3) = (132)(%)3 (%)g = 0,1974

12
b) P(perder las 12 veces) = P(ganar O veces) = P(X = 0) = <1o2>(%) = 0,11216

c) P(ganar en al menos la mitad de los lanzamientos) = P(ganar en seis 0 mas lanzamientos) =
=PX=86)+PX=7) +PX=28)+PX=9) +PX=10) + P(X = 11) + P(X = 12)

o= (L3 omor == ()4 (3] = oomr
o= () omoe  e-o= (B(3](E) < onom
0= ()4 (5] - oomomrs e w0 ()2 (3] - oo
= 0= (1){4] = oomenomos

14.44. (PAU) Un examen de opcion multiple estd compuesto por 9 preguntas, con 4 posibles respuestas cada una,
de las cuales solo una es correcta. Suponiendo que uno de los estudiantes que realiza el examen respon-
da al azar:

a) ¢Cual es la probabilidad de que conteste correctamente a 6 preguntas?

b) {Cudl es la probabilidad de que no acierte ninguna?

Sea X la variable aleatoria discreta que expresa el niumero de respuestas contestadas correctamente. Se trata de
una distribucion binomial de pardmetros n = 9 y p = 0,25. Es decir, B(9; 0,25).

a) P(X = 6) =0,0087
b) P(X = 0) = 0,0751

14.45. Se extrae una carta de una baraja espafola y se vuelve a introducir. Se considera la variable
X = “nuimero de ases o de oros extraidos”. La experiencia se repite 8 veces. Se pide P(X = 3) y P(X < 3).

P(as u oros) = % + % - 41—0 = % Se trata de una distribucién binomial 8(10, %)

P(X = 3) = (130)(%)3 (%)7 = 0,2630
=P

(X =0)+ PX=1)+PX=2) = (%)m + 102 (%)g + (10)<E>2(£)8 = 0319012

PX < 3) 0 o \a0) (20
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14.46.

14.47.

14.48.

14.49.

Si el 20% de los cerrojos producidos por una maquina son defectuosos, determina la probabilidad de que
entre 4 cerrojos elegidos al azar:

a) Uno sea defectuoso.

b) Como mucho, dos sean defectuosos.

Sea X la variable aleatoria discreta que expresa el numero de cerrojos defectuosos. Se trata de una distribucion
binomial de parametros n = 4, p = 0,20; es decir, B(4; 0,2).

4

a) PX =1) = (1)0,2 - 0,8° = 0,4096

b) P(a lo mas, 2 defectuosos) = P(X = 2) = P(X = 0) + PX = 1) + P(X = 2) =
= 0,4096 + 0,4096 + 0,1536 = 0,9728

En una prueba sobre fluidez verbal hecha a un grupo de nifios se ha detectado que el 35% tiene una flui-
dez verbal baja, mientras que para el resto se puede considerar aceptable.

De una muestra aleatoria formada por siete nifios, halla:

a) La media y la varianza.
b) La funcion de probabilidad.

A = *fluidez verbal nula” A = “fluidez verbal no nula”

p = P(A) = 0,35 qg = P(A) = 0,65

Se trata de una distribucion binomial B(7; 0,35).

a) Media: w. =n-p=7-035 =245 Varianza: o> =n-p-q =7 -035-065 = 159

7

i

b) De la expresion p, = P(X = x) = ( )O,BSX" - 0,657 o bien utilizando la tabla de la binomial se obtiene la

funcion de probabilidad.

0 1 2 3 4 5 6 7
0,0490 | 0,1848 | 0,2985 | 0,2679 | 0,1442 | 0,0466 | 0,0084 | 0,0006

Una empresa de servicios destinados a los ayuntamientos presenta 20 proyectos cada afio en otros tan-
tos municipios. La probabilidad de que uno de sus proyectos sea aceptado es de 0,3.

a) ¢Cuadl es el numero esperado de proyectos aceptados anualmente?

b) ¢Cudl es la desviacion tipica del numero de proyectos aceptados?

Sea X la variable aleatoria que expresa el nimero de proyectos aceptados. Se trata de una distribucion binomial
de parametros n = 20 y p = 0,3; es decir, B(20; 0,3).

a)w=n-p=20-03 = 6. El nUmero esperado de proyectos es 6.

b)o =\n-p-qg=120-03-07 =1\/42 = 205

En una urna hay 3 bolas blancas y 2 negras. Sea la variable aleatoria X = “numero de bolas blancas extraidas
en cuatro extracciones”, obtén su distribucion de probabilidad.

La bola se devuelve a la urna tras cada extraccion.
3

P(bola blanca) = 5= 0,6. Por tanto, X es una binomial B(4; 0,6).

P(X =0) = <g) 0,4* = 0,0256 PX =1) = (?) 0,6 - 0,4° = 0,1536 P(X = 2) = @) 0,6% - 0,4> = 0,3456
— 4 3 _ _ - (4 4 _

P(X = 3) = <3> - 0,6°- 04 = 0,3456 P(X = 4) = (4> 0,6 = 0,1296
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14.50.

14.51.

14.52.

14.53.

En unas elecciones celebradas en un determinado pais, la abstencion ha alcanzado el 30% del censo elec-
toral.

Si se seleccionan al azar 3 individuos inscritos en dicho censo, ¢qué probabilidad hay de que ninguno haya
votado? ¢Y de que solo uno haya votado?

Sea X la variable aleatoria que representa el nimero de integrantes del censo que se han abstenido. Se trata
de una binomial de parametros n = 3y p = 0,3.

P(ninguno haya votado) = P(X = 3) = 0,0270
P(haya votado uno) = P(X = 2) = 0,1890

En el concurso cultural La ruleta de la suerte, los

concursantes impulsan la ruleta de la figura y reciben Numero
el premio que marca cuando para consistente en un de libros
lote de libros. 1
a) Describe los posibles valores de la variable aleatoria
“premio obtenido en la ruleta” y la distribucion de 5
probabilidades.
b) ¢Cudl sera la probabilidad de ganar entre 6 y 20 10
libros? -
a) 1 5 10 | 20
4 | 8 | 2| L
10 10 10 10
_ o= 2 L1 _3
b) P(X = 10) + P(X = 20) = 10 + 0= 70
Explica cual es la expresion de la probabilidad de que al lanzar 3 monedas perfectas se obtengan x caras.

Si ahora se han lanzado dichas monedas:

a) ¢Cual es la probabilidad de obtener 1 cara?

b) ¢{Cual es la probabilidad de obtener 3 caras?

c) Si se sabe que se ha obtenido un nimero impar de caras, {cudl es la probabilidad de que el nimero
de caras obtenido sea 1?

Sea X la variable aleatoria discreta que expresa el nimero de caras obtenidas en las tres monedas. Se trata de

una distribucion binomial de parametros n = 3 y p = 0,5; es decir, B(3; 0,5).

a) P(obtener 1 cara) = P(X = 1) = 0,375

b) P(obtener 3 caras) = P(X = 3) = 0,125

3 . I 3 pX = 1) 3 0,375
c) P(X = 1/X ha sido impar) = X =1) + p(X=3) ~ 0375 + 0125 0,75

En un proceso de fabricacion, la probabilidad de que una unidad producida pase el control de calidad es
del 90%. En un lote de 8 unidades, {cudl es la probabilidad de que todas pasen el control de calidad? ¢Y
de que lo pasen al menos 6?

Sea X la variable aleatoria que expresa el nimero de unidades que pasan el control de calidad Se trata de una
distribucion B(8; 0,9).

P(X = 8) = (2) 0,9° - 0,1° = 0,4305
— — — — — 8 6 2 8 7 1 8 8 0 —
PX =6) = PX = 6) + PX = 7) + PX = 8) = |]0,9° - 0,17 + (5]09" - 0,1" + [ ]09° - 0.1° =

= 0,1488 + 0,3826 + 0,43205 = 0,9619
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14.54.

14.55.

14.56.

Después de realizar varios sondeos sobre la poblacion juvenil de cierta localidad se ha conseguido averi-
guar que Unicamente el 20% de la misma no va regularmente a la discoteca. Elegida al azar una muestra
de 50 jovenes de dicha poblacién, se desea saber la probabilidad de que:

a) Haya mas de 5 jovenes que no vayan regularmente a la discoteca.

b) A lo sumo haya 6 personas que no frecuenten esos lugares de ocio.

Sea X la variable aleatoria discreta que expresa el numero de jovenes que no van regularmente a las discotecas.
Se trata de una distribucion binomial de parametros n = 50 y p = 0,2; es decir, B(50; 0,2).

a)PX>5)=1-PX=5=1-[PX=0)+PX=1)+PX=2)+PX=23)+PX=14)+ PX=5)]

PX = 0) = (500)0,850 ~ 0,0000143 (510)02 0,8 = 0,0001784

PX = 2) = (520)0,22 . 0,8% = 0,0011 PX = 3) (3 )023 - 0,8 = 0,00437
— — 50 4 46 — — 50 5 45 __

PX = 4) = <4 )0,2 . 0,8% = 0,01284 PIX = 5) = (5 )o,z - 0,8%= 0,02953

P(X > 5) = 1 — (0,000043 + 0,0001784 + 0,0011 + 0,00437 + 0,01284 + 0,02953) =

1 - 0,0480327 = 0,9519673

b) PX = 6) = PX = 0) + PX = 1) + PX = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) + PX = 5) + P(X = 6) =
= 0,0480327 + 0,05537 = 0,0535697

(PAU) Si de 650 alumnos de 1.° de Bachillerato solo 200 aprueban Matematicas, halla la probabilidad de
que al elegir 5 de estos alumnos al azar:

a) Ninguno apruebe Matematicas.
b) Aprueben, a lo sumo, 2.
c) Al menos 4 aprueben.

Sea X la variable aleatoria que expresa el nimero de alumnos aprobados en Matematicas. Se trata de una dis-

tribucion binomial de parametros n = 5y p = % = 0,3; es decir, B(5; 0,3).

Para calcular las probabilidades indicadas, haremos uso de la tabla de la binomial.

a) P(X = 0) = 0,1681

b)PAX=2)=PX=0)+PX=1)+PX=2) =0,1681 + 0,3602 + 0,3087 = 0,8370
c) PX=4) = P(X =4) + P(X =5) = 0,0284 + 0,0024 = 0,0308

Un jugador de tenis tiene una probabilidad de 0,4 de colocar su primer servicio. Si hace series de 10
servicios, calcula:

a) El nimero de primeros servicios acertados.
b) La probabilidad de que acierte mas de cinco primeros servicios.
c) La probabilidad de que no acierte ningln primer servicio.

Sea X la variable aleatoria que indica el numero de primeros servicios acertados. Se trata de una distribucion
binomial de parametros n = 10 y p = 0,4; es decir, B(10; 0,4).

a) Se trata de la esperanza matematica:
pw=n-p=10-04 =4
Se espera que en los 10 servicios, 4 entren.

b) PX >5) = PX = 6) + PX = 7) + P(X = 8) + P(X = 9) + P(X = 10) =
= 0,1115 + 0,0425 + 0,0106 + 0,0016 + 0,0001 = 0,1663

c) P(X =0) = 0,1296
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14.57.

14.58.

14.59.

14.60.

Se sabe que el 75% de los enfermos de una dolencia tratados con un nuevo farmaco mejoran sus condi-
ciones de vida. Se eligen al azar 8 de estos enfermos. Calcula la probabilidad de que:

a) Al menos 6 mejoren sus condiciones de vida.
b) Como maximo 6 mejoren sus condiciones de vida.

Si se considera éxito el que un enfermo mejore sus condiciones de vida, la variable X que indica el numero de
enfermos que mejoran es B(8; 0,65).

Si se quiere utilizar la tabla de la binomial, al ser p > 0,5, hay que definir la variable Y que indica el nimero de
enfermos gue no mejoran y que es B(8; 0,35).

a) PX=6)=PY=2)=PY=0)+PY=1)+ PY=2) =00319 + 0,1373 + 0,2587 = 0,4279
b)PX=6)=PY=2)=1-PY<2)=1—-[PY=0)+PY=1)]=1-00319 - 0,1373 = 0,8308

(PAU) Si se contesta al azar un test de 8 preguntas con respuestas Si / No, ¢cudl es la probabilidad de
acertar mas de 5? ¢Y la probabilidad de acertar 3 6 4?

Sea X la variable aleatoria que expresa el numero de preguntas acertadas. Se trata de una distribucién binomial
de parametros n = 8 y p = 0,5; es decir, B(8; 0,5).

Calcularemos las probabilidades utilizando la tabla de la binomial.
P(X >5)=PX=6)+ PX=17)+ PX=28)=0,1094 + 0,0312 + 0,0039 = 0,1445
P(acertar 3 6 4) = P(X = 3) + P(X = 4) = 0,2188 + 0,2734 = 0,4922

(PAU) La probabilidad de que un hombre acierte en el blanco es de % Si dispara 10 veces:

a) ¢Cual es la probabilidad de que acierte exactamente en tres ocasiones?
b) ¢Cudl es la probabilidad de que acierte al menos una vez?

Sea X la variable aleatoria que expresa el nimero de aciertos en el blanco. Se trata de una distribucién binomial
de parametros n = 10y p = 0,25; es decir, B(10; 0,25).

Calcularemos las probabilidades utilizando la tabla de la binomial.
a) P(X = 3) = 0,2503
b)PX=1)=1-PX<1)=1-PX=0)=1—- 00563 = 0,9437

(PAU) Se va a construir una planta nuclear en cierta comunidad. Se sabe que el 80% de la poblacion se
opone a ello y el 20% restante esta a favor.

a) Si se elige al azar una muestra de 5 personas, écudl es la probabilidad de que 3 o mas estén a favor
de la construccion?

b) Si se elige al azar una muestra de 20 personas, ¢cual es la probabilidad de que todas estén en contra
de la construccién?

Sea X la variable aleatoria que expresa el nimero de personas que estan a favor de la construccion de la planta
nuclear.
a) Se trata de una distribucion binomial de pardmetros n = 5y p = 0,2.
Calcularemos la probabilidad utilizando la tabla de la binomial.
PX=3)=PX=23)+PX=4)+ PX=5)=00512 + 0,0064 + 0,0003 = 0,0579
b) En este caso se trata de una distribucion B(20; 0,2).

Si los 20 han de estar en contra, entonces habra O personas a favor; por tanto, hay que calcular P(X = 0).
En este caso es preciso utilizar la férmula.

20

P(X=O)=<O

) - 0,8” = 00115
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14.61.

14.62.

14.68.

(PAU) Vicente hace la compra habitualmente los sébados en un supermercado con buenos precios, pero
no muy bien organizado, ya que solo el 90% de los articulos estdn marcados. Si el sabado Vicente com-
pré 10 articulos, écual es la probabilidad de que alguno de ellos no estuviera marcado? ¢Y de que solo
cuatro estuvieran marcados?

Sea X la variable que expresa el numero de articulos marcados con precio. Se trata de una distribucién binomial
B(10; 0,9).

10

P(algun articulo no marcado) = 1 — P(X = 10) = 1 — (O

> -0,9"° =1 — 03487 = 0,6513

10

4 ) - 0,9*-0,1° = 0,000138

P(exactamente 4 marcados) = p(X = 4) = (

(PAU) Un proceso de produccion tiene una proporcion de piezas defectuosas del 25%.

a) Si se toman nueve piezas, {cudl es la probabilidad de encontrar dos defectuosas?

b) ¢Cuéantas piezas, como minimo, se han de tomar para que la probabilidad de encontrar al menos una
defectuosa sea de 0,8?

a) Sea X la variable que expresa el niumero de piezas defectuosas. Se trata de una distribucion B(9; 0,25).
Utilizando la tabla de la binomial: P(X = 2) = 0,3003.

b) En este caso, el parametro n es desconocido y conocemos la probabilidad de encontrar al menos una pieza
defectuosa.

n

O) - 0,25° - 0,75" = 0,75".

La probabilidad de no encontrar una pieza defectuosa es: P(X = 0) = (
La probabilidad de encontrar al menos una pieza defectuosa es: 1 — P(X = 0) = 0,8. Por tanto, queda:
1-075"=08 = 02 = 0,75

Tomando logaritmos se tiene:

log 0,2
" log 0,75 5,59

El nimero de muestras como minimo ha de ser 6.

(PAU) Un vendedor de seguros vende polizas a 5 personas de la misma edad y con buena salud. Segun
las tablas actuariales, la probabilidad de que una persona en esas condiciones viva 30 afios 0 mas es de

%. Calcula la probabilidad de que al cabo de 30 afos vivan:

a) Las 5 personas.
b) Al menos 3.
c) Solo 2 personas.

Sea X la variable que mide el nimero de personas que viven mas de 30 afios. Se trata de una distribucion

oo

b) PX = 3) = p(X = 3) + p(X = 4) + p(X = 5) = (g) : (%)3 . (%)2 N (i) . (%)4 : (%) N (g)(%)s _

0,3292 + 0,3292 + 0,1317 = 0,7901
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14.64.

14.65.

Quinientos opositores han participado en una prueba escrita que consta de 3 ejercicios. Los resultados ob-
tenidos son los que figuran en la siguiente tabla.

N.° de ejercicios aprobados 0 1 2 3
136 223 120 21

N.° de opositores

Ajusta a esta distribucion empirica una distribucion binomial y halla las frecuencias tedricas esperadas.

Veamos si se trata de una distribucion binomial.

1.° En cada ejercicio solo son posibles dos resultados: aprobado o suspenso.
2.° El resultado obtenido en cada ejercicio es independiente de los ejercicios anteriores.
3.° La probabilidad del suceso aprobar un ejercicio es constante.

La distribuciéon binomial que mejor se ajusta a esta distribucion empirica sera la que tenga por media la media
observada x.

1-223 +2-120 + 3-21
500

La media observada es: x = = 1,052.

1,052 _ o0

Comopw=n-p=3-p=1052 = p= 3

Asi pues, se trata de una distribucion B(3; 0,35). Si representamos por X la variable que expresa el numero de
ejercicios aprobados de los tres realizados, podemos calcular las frecuencias absolutas tedricas sin mas que
multiplicar 500 por la probabilidad de aprobar O, 1, 2 y 3 ejercicios.

P(X = 0) = 0,2746; 500 - 0,2746 = 137. P(X = 1) = 0,4436;
P(X = 2) = 0,2389; 500 - 0,2389 = 119. P(X = 3) = 0,0429;

500
500

- 0,4436 = 222
- 0,0429 = 21

En una ciudad se ha hecho un estudio sobre 1000 familias con 5 hijos para saber el
tienen y se ha obtenido la siguiente tabla.

numero de hijas que

2

4

202

334

279

115

16

N.° de chicas 0
N.° de familias 54

Ajusta a esta distribucion empirica una distribucion binomial y halla las frecuencias teoricas.

Veamos si se trata de una distribucién binomial.

1.° En cada parto solo son posibles dos resultados: chico o chica.
2.° El resultado obtenido en cada parto es independiente de los partos anteriores.
3.° La probabilidad del suceso nacer mujer es constante.

La distribucion binomial que mejor se ajusta a esta distribucion empirica sera la que tenga por media la media
observada x.

1-202 +2-334 +3-279 +4-1156 + 5-16
1000

La media observada es: x = = 2,247.

2247 _ 45

Comopw=n-p=5-p=2247 > p = 5

Asi pues, se trata de una distribucion B(5; 0,45). Si representamos por X la variable que expresa el nimero de
hijas nacidas en cada familia de cinco hijos, podemos calcular las frecuencias absolutas teodricas sin mas que
multiplicar 1000 por la probabilidad de 0, 1, 2, 3, 4 y 5 nifias.

P(X = 0) = 0,0503; 1000 - 0,0503 = 50.
P(X = 1) = 0,2059; 1000 - 0,2059 = 206.
P(X = 2) = 0,3369; 1000 - 0,3369 = 337.
P(X = 3) = 0,2757; 1000 - 0,2757 = 276.
P(X = 4) = 0,1128; 1000 - 0,1128 = 113.
P(X = 5) = 0,0185; 1000 - 0,0185 = 18.
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14.66.

14.67.

14.68.

La direccion de un hotel situado en una zona turistica ha observado que el 8% de las reservas de habita-
ciones se anulan a ultima hora. Por esta razon, y aunque el nimero de habitaciones disponibles es de 20,
se admiten 22 reservas para una misma noche. Calcula la probabilidad de que el hotel no pueda satisfa-
cer todas las solicitudes y la probabilidad de que sobren habitaciones.

Sea X la variable aleatoria que indica el nimero de reservas anuladas. Se trata de una distribuciéon binomial de
parametros n = 22 y p = 0,08; es decir, B(22; 0,08).
El hotel no podra satisfacer todas las solicitudes si no se produce ninguna anulacion:

22

P(X=O)=<O

)O,GJQQ2 = 0,1597

Sobraran habitaciones si se producen tres anulaciones o mas:

PX=3)=1-PX<3)=1—-[PX=0)+PX=1) +PX = 2)]
PX = 1) = (212)0,08 . 922 = 0,3055 PX = 1) = (222>o,082 - 92% = 0,27896
P(X = 3) =1 — 0,597 — 0,3055 — 0,27896 = 0,25584

(PAU) Si la probabilidad de que ocurra un suceso A es P(A) = % écudl es el minimo ndmero de veces que
hay que repetir el experimento para que la probabilidad de que ocurra al menos una vez el suceso A sea

1.~ . - . .
mayor que 5? ¢Cual es la probabilidad de que ocurra al menos dos veces A al realizar 5 veces el experimento?

Sea X la variable aleatoria que expresa el niumero de éxitos obtenido en n pruebas. Se trata de una distribucion
B(n, 0,2).

PX=1)>5 = AX<1) =1 = PX = 0) =

- o= (T8 - 2 3= -

Por tanto, el numero minimo de veces que hay que repetir el experimento para que la probabilidad de que ocurra

1
al menos una vez el suceso A sea mayor que 5 esn= 4,

Se trata de una distribucion B(5; 0,2).
PX=2)=1—-[PX=0)+ PX=1)]=1-(03277 + 0,4096) = 0,2627

(PAU) EI 73% de la poblaciéon adulta conoce una determinada enfermedad. Se reinen 5 amigos para cenar
y uno de ellos hace referencia a esta afeccion.

a) ¢Cual es la probabilidad de que los 5 amigos puedan intervenir en la conversacion?
b) {Cudl es la probabilidad de que la conversacion no se llegue a plantear?

c) Si el indice de mortalidad de la enfermedad es del 60% y hay 6 personas afectadas en un hospital, {cual
es la probabilidad de que al menos la mitad de ellas sobreviva?

Sea X la variable aleatoria que expresa el nimero de amigos gue intervienen en la conversacion. Se trata de una
distribucién binomial B(5; 0,73).

a) P(X = 5) = 0,73° = 0,2073
b) AX =0) = (1 —0,73)° = 0,27° = 0,0014
c) Sea X el nimero de personas que mueren. Se trata de una distribucion B(6; 0,6).

6 6
1 2

Probabilidad de que la menos la mitad de ellas sobreviva = 1 — 0,1792 = 0,8208.

PX=2) =04 + ( )0,6 - 0,4° + ( )0,62 - 0,4* = 0,0041 + 0,0369 + 0,1382 = 0,1792
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14.69.

14.70.

Un peregrino sigue el Camino de Santiago. Se programa las etapas para poder hacerlo en 40 dias. La
probabilidad de que un dia al azar llueva es de 0,3. Si un dia llueve, el peregrino cena sopa de sobre. Si
el que llueva un dia es independiente de que llueva cualquier otro:

a) ¢Cudl es el numero de dias de lluvia esperado?

b) Calcula la probabilidad de que como mucho llueva 8 dias.

c) Si el peregrino quiere tener sobres de sopa para todo el camino con una probabilidad de 0,9, écuantos
tiene que poner en su mochila?

Sea X la variable que representa los dias de lluvia. Se trata de una binomial B(40; 0,3).

a) w = 40 - 0,3 = 12. Se espera que llueva 12 dias.

b)PX=8)=PX=0)+PX=1)+PX=2) +PX=23)+PX=4)+PX=5)+PX=6) +
+ PX =7) + P(X = 8)
_ M - (40 0 _ _ 4y _ (40 39 _
PX = 0) = (o )0,7 = 0,00000064 PX = 1) = ( 1 )0,3 - 0,7 = 0,000011
— — 40 2 38 __ — — 40 3 37
PX = 2) = ( ) )0,3 . 0,7% = 0,0000053 PX = 3) = (3 >0,3 - 0,7 = 0,000495
— — 40 4 36 — — 40 5 35 __
PX = 4) = (7, )03" - 0,7 = 0001963 PX = 5) = (7, )03 - 0.7 = 00606
P(X = 6) = (460)0,36 . 0,7% = 0,0151 PX =7) = (470)0,37 . 0,7% = 0,03152
PX = 8) = (480)0,38 . 0,7% = 0,0657
c) PX=x) =09

Con ayuda de una calculadora se van hallando las probabilidades P(X = x) y sumando sucesivamente hasta
comprobar que par x = 16 es cuando se alcanza la probabilidad 0,9.

OBSERVACION: Este problema resultara mas facil cuando se estudie en el siguiente tema la aproximacion de la
normal por una binomial.

PROFUNDIZACION
Una variable aleatoria X toma valores en los puntos 1, 2, 3..., n...; la ley de probabilidad es:
P(X =n) = >
Determina el valor de k y calcula la media.
1
Nk _k Kk k (1t 1 N 8k,
1—713n—3+32+33+A—k(3+32+33+..>—k 1—2:>k—2
n= 1 —_
3
2 2 2 _2 4 6 . .
p=1- 3 + 2 - 37 + 3 = + ... = 3 + 32 + 32 + Multiplicando ambos miembros por 3.
6 8 ,
3p =2 + 5 + 37 + 3 + Restando ambas igualdades.
2 _2+_+£+£+ = 2 —2_3 De dond = 5
wo= 3 3 L= T =73 = e donde p. = 5
-3 3
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14.71.

14.72.

(PAU) En unos controles realizados sobre un conjunto de conductores se ha observado que el 5% de es-
tos dan positivo en la prueba de alcoholemia y que un 10% no llevan abrochado el cinturéon de seguridad.
También se ha observado que las dos infracciones son independientes. Un guardia de trafico para a cinco
conductores al azar. Si tenemos en cuenta que el nUmero de conductores es suficientemente importante
como para estimar que la proporcion de infractores no varia al hacer la seleccion:

a) Determina la probabilidad de que exactamente tres conductores hayan cometido alguna de las dos
infracciones.

b) Determina la probabilidad de que al menos uno de los conductores controlados haya cometido alguna
de las dos infracciones.
Consideremos los sucesos:

A
B

“el conductor controlado da positivo en la prueba de alcoholemia”

“el conductor controlado no lleva abrochado el cinturén de seguridad”

La probabilidad de que un conductor sometido a control haya cometido alguna de las dos infracciones es:

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B) = 0,05 + 0,1 — 0,05 - 0,1 = 0,145

a) Sea X la variable aleatoria que expresa el nimero de conductores que han cometido alguna infraccion. Se
trata de una distribucion binomial B(5; 0,145).
PX = 3) = (g)(0,145)3(1 — 0,145)*> = 0,0223

b) La probabilidad de que ninguno de los cinco conductores haya cometido ninguna de las dos infracciones es:
PX = 0) = (g)(0,145)°(1 — 0,145)° = (0,855)° = 0,4569
Por tanto, la probabilidad de que al menos uno de los conductores controlados haya cometido alguna de las
dos infracciones es:

p =1 — 04569 = 0,5431

(PAU) Dos jugadores apuestan lo siguiente: el primero, que al lanzar un dado obtiene por lo menos dos
seises en 6 tiradas; el segundo, que al lanzar una moneda 10 veces obtiene por lo menos 7 veces cara.
¢Qué probabilidad tiene cada uno de conseguir su proposito?

Primer jugador

Sea X la variable que expresa el nimero de seises obtenidos. Esta variable sigue una distribucion B(B, %)

PX=2) =1 - PX=0)-PX=1)=1-— (g><%)s - (?)(%) <%)5 — 1 - 03349 — 04019 = 0,2632

Segundo jugador

Sea X' la variable que expresa el numero de caras en 10 lanzamientos. Esta variable sigue una distribucion

B<10, %)

PX = 7)

PX' =7) + PX' = 8) + PX' = 9) + PX' = 10) =

(" ()T - (20~ ()6 -

0,1172 — 0,0439 + 0,0098 + 0,00097 = 0,1719
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r 8-r
14.73. (PAU) Halla la moda de la distribucién de probabilidad: P(X = r) = (?) (l> <£>

¢Se trata de una distribucion binomial?

3
Completamos la tabla de la funcion de probabilidad con ayuda de la tabla de la binomial.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
0,0390 | 0,1561 | 0,2731 | 0,2731 | 0,1707 | 0,0683 | 0,0171 | 0,0024 | 0,0002

Se trata de una distribucion bimodal. Los dos valores que mas se repiten son 2 y 3.

Evidentemente, se trata de una distribucién binomial B(8, l).

14.74. (PAU) Dada la distribucién de probabilidad definida de la siguiente forma:
PX=1) =% PX=2 == . PX=i)=—
- - 2 ceay - - 22 sy - - 2’,

Comprueba que realmente es una distribucion de probabilidad y halla su media.

-1
; 2

Il
Il
-

1 1 1
MR R

Luego, en efecto, se trata de una distribucion de probabilidad discreta.

La media es:

:1.l+2.i+3-i+ =l+£+£+ Multiplicando ambos miembros por 2
W 2 22 23 2 22 23 p p
2w =1+%+ % + % + . Restando ambas igualdades

1 1 1
M—1+_+7+F+---: 1:2 }LZQ
=2

14.75. Demuestra que (7) = (n A 1) + (n - 1>.

r r—1
n—1 n—1\_ (n — 1)! (n — 1)! ~ (n—=1) (n — 1) _
( r )+<r—1>_r![(n—1)—r]!+ =D —C=-1 An—1-0 " =1nh-n_
__=N0-=-n (n — NIr _n=Dr=n+1n _ (- 1Nn _ n! _ (n)
T An—=1nn—1-="r) fr — Dli(n — ! (n — ) T Adln=nt " dln—-n! " \r

14.76. Se selecciona al azar una muestra de 3 articulos de una caja que contiene 12, de los cuales 3 son
defectuosos. Halla la media.

Si X es la variable que indica el nimero de articulos defectuosos, se tiene:

P<X=0>=(1—z—m 1) =220 E =520
3 3 3
4
o\ 1 _ 108 L 27 1 _ 165 _
AX =0) = (12) = 220 =200 T2 220 T3 220 =220 = 07°
3
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14.77.

14.78.

14.79.

Se extraen 4 bolas con reemplazamiento de una urna que contiene 10 bolas azules y 6 blancas. La variable
aleatoria X indica el numero de bolas azules extraidas. Construye la distribucion de probabilidad de X y
calcula sus parametros.

—g=20 .6 6 6 _ —{y—4.10 6 6 6 _
Px=0 =225 5~ 00198 PX=1) =442 2. 2.5 _ 01318
3 -g.10 10 6 6 _ _ g _4.10 10 10 6 _
PX=8) =613 12 2.5 - 03295 PX=8) =423 12 135 = 03662
410 10 10 10 _
PX=4) =16 76 16 16 ~ 0152
W= 01318 + 2 - 03295 + 3 - 0,3662 + 4 - 0,1525 = 2,5
o’ = 0,1318 + 4 - 03295 + 9 - 03662 + 16 - 0,1525 — 25? = 09356 & = 1/0,9356 = 0,967

Se tira cinco veces una moneda cuyas caras estan marcadas con los nimeros 2 y 3. Halla la probabilidad
de obtener un total de 12 puntos.

La unica posibilidad de obtener 12 puntos es que aparezca tres veces el nimero 2 y dos veces el niumero 3.
Sea la variable X, que indica el numero de veces que aparece el 2. Se trata de una binomial B(5; 0,5).
P(obtener 12) = P(X = 3) = 0,3125

Sobre un terreno parcelado como aparece en la figura se lanza al azar un paracaidista. Calcula la distribucion
de probabilidad de la variable aleatoria X = “aterrizar en la parcela i”.

B
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Distribuciones continuas. La distribuciéon normal

ACTIVIDADES INICIALES

15.. Representa la funcion valor absoluto:

_ _|=xsix<O Y|
y=lxl = xsix=0

15.1l. Representa la funcion:
-1 siltsx<4
X—2 six>4
IRAN
1 . T —
/ ol 1 X

2x + 3 six <1 Y|
f(x) =

EJERCICIOS PROPUESTOS

15.1. Dada la siguiente funcion:

4x si0<x<%
f(x) =

4 — 4x si%<x<1

a) Comprueba que es una funcion de densidad.

1 3
—< X< =]
b) Calcula P<4 X 4)

Representamos la funcion:
a) — f(x) = 0 en todo su dominio. Basta con ver la gréfica.

— El recinto encerrado por la curva es un triangulo cuya base mide 1 unidad, y

la altura, 2. Por tanto, el area es: A = % =1 U2

Y| |

4‘7

o
"7 |
=t
1.. L)
: Luego la funcién dada es una funcion de densidad.

X b) P<% < X< %) = Area (Q,) + Area (Q,)

Q, es un rectangulo de base % y altura 1. Area (Q,) = % -1 = %
1 %4 1
Q,es un triangulo de base 5 altura 1. Area (Q,) = > =7

1 3y_1.,1_3
Portanto,P(z<X<Z)— 5 +4 =7
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15.2.

15.3.

15.4.

El tiempo de espera en la parada del autobus, expresado en minutos, es una variable aleatoria continua cuya
funcién de densidad es:

1
— six € [0,15
) = {75 5 X € 1019
0 six & [0,15]

¢Qué es mas probable, esperar entre 5 y 7 minutos, o esperar entre 12 y 14 minutos?

Representamos la funcion:

Y|
1 T T
o B p . 19
o 1 5 10 15 X
P5 < X=<7)= Area (Q,) P(12 < X < 14) = Area (Q,)

Q, y Q, son rectangulos iguales, de base 2 unidades y altura 11—5; por tanto, son igual de probables las dos esperas.

Una variable X sigue una distribucion normal de media 5 y desviacion tipica 1,2. Tipifica la variable X y calcula
con ayuda de la tabla las siguientes probabilidades.

a) P(X < 4)

b) P(35 < X < 4,5)

c) P(X = 5,2)

d) P(X > 7)
a) PX < 4) = P(Z < %) =PZ< —-083)=1—P(Z=<083) =1— 07967 = 0,2033
b) P35 < X < 45) = P(% <7< %) — P(—125 = Z = —042) = P042 < Z < 1.25) =
= P(Z < 125) — P(Z < 042) = 0,8944 — 0,6628 = 0,2316
5,2

%) = PZz=017) =1 - P(Z<017) = 1 — 05675 = 0,4325

7 —5
1,2

d) PX > 7) = P(Z > ) = PZ=167)=1— PZ<167) = 1 — 0,9525 = 0,0475

Si Z es una variable normal N(O, 1), calcula la probabilidad de que Z tome algun valor en los siguientes
intervalos.

a) (—«; 1,75) e) (3,5; +x)

b) [—2,05; —0,53] f) (1,7; 34]

c) [—1,62; +x) g) (1,2; 2,22]

d) (=5 —2,4) h) (—o; —2,02]

a) P(—w < Z < 175) = P(Z < 1,75) = 0,9599

b) P(—2,05 < Z < —0,53) = P(053 < Z < 2,05) = P(Z < 2,05) — P(Z < 0,53) = 0,9798 — 0,7019 = 0,2779
C) P(—162 < Z<w) = P(Z=—162) = P(Z < 162) = 0,9474

d) P(—o < Z < —24) = P(Z < —24) =1 — P(Z<24) =1 — 09918 = 0,0082
e) P35 <Z=<w) =PZ>35)=1-PZ=<35) =1- 09998 = 0,0002

f) P17 <Z<34)=PZ<34) — P(Z<1,7) = 09997 — 09554 = 0,0443

9) P(12 <Z=<222) = P(Z<222) — PZ<12) = 09868 — 08849 = 0,1019

h) Pl < Z < —202) = P(Z< —202) =1 — P(Z<202) =1 — 09783 = 00217
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15.5. La variable X sigue una distribucion N(2; 0,75). Obtén los valores a y b que satisfacen P(X > a) = 0,7 y
P(X < b) = 0,15.

_ . a—2\ _ ., a— 2 a— 2\
) 07 = PX > a) = P(Z >2=2 ) - 1 P(Z <22 ) - P(z <22 ) - 03
Sea A = %; como en la tabla solo vienen probabilidades mayores que 0,5, buscamos un nimero A que
cumpla P(Z = —A) = 0,7.
P(Z < 0,52) = 0,6985 P(Z < 0,53) = 0,7019

Como la probabilidad que estda mas préxima a 0,7 es P(Z < 0,52), tomamos —A = 0,52 vy, por tanto:

a— 2
0,75

= -052=a=2-052-075=1,61

B B b—2
) 0,15 = PX < b) = P(Z <7 )

Consideramos B = y buscamos en la tabla el nimero B que cumpla P(Z < —B) = 0,85.

0,75
P(Z < 1,08) = 0,8485 P(Z < 1,04) = 0,8508
Como la probabilidad que estda mas préxima a 0,85 es P(Z < 1,04), tomamos —B = 1,04 y, por tanto:
b—-2_ 5 . _
075 ~ 104 = b =2 1,04 - 0,75 = 1,22

15.6. El precio de un determinado articulo, X, sigue una distribucion normal. Se sabe que P(X < 1000) = 0,95 y
P(X > 910) = 0,79. Si tienes 935 euros, ¢cual es la probabilidad de que no puedas comprar dicho articulo?

Primero debemos calcular la media y la desviacion tipica de la variable X = N(w, o).

0,95 = P(X < 1000) = P(Z < 1002%“‘)

En la tabla encontramos:
P(Z < 164) = 0,9495 y P(Z < 1,65) = 0,9505

1000 — p
g

Como 0,95 es justo la media aritmética de los dos valores encontrados, tomamos = 1,645. (1)

0,79 = P(X > 910) = P(Z>W%”> =1 - P(zs W%“) = P(zs W%“) = 0,21

Buscamos en la tabla un valor B que cumpla P(Z < —A) = 0,79.
P(Z < 08) = 0,7881 y P(Z < 0,81) = 0,7910

910 — p _
ag

Tomamos -081 (2

De (1) y (2) obtenemos el siguiente sistema:

p = 1000 — 1,6450
p = 910 + 0810

Resolviéndolo obtenemos p = 939,69 y ¢ = 36,66.
Una vez halladas la media y la desviacion tipica, se puede calcular la probabilidad indicada.

935 — 939,69

P(X >935) = 1 — P(X < 935) = 1 — P(zs 3566

) =1—- PZ=< —-0,13) = P(Z<0,13) = 0,56517
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15.7.

15.8.

15.9.

La longitud de las truchas de una piscifactoria sigue una normal N(23,75; 3). Solo se comercializan aquellas
cuya longitud estda comprendida entre 20 y 26 cm.

a) {Qué porcentaje del total representan?
b) {Cual es la longitud para la cual el 80% de la poblacién tiene una longitud superior?
Sea X una variable N(23,75; 3).

— 23,75 <7< 26 — 23,75

3 3
=P(Z=<075) — P(Z< —125) = PZ<0,75) — 1 + P(Z < 1,25) = 0,7734 — 1 + 0,8944 = 0,6678
Las truchas que se comercializan suponen un 66,78%.

a) P(20 < X < 26) = P(QO ) — P(—125 < 7 < 0,75) =

0)08 =PX>a)=1-PX<a) = 02=PX<a) = P(zs#)
Buscamos en la tabla un valor A tal que P(Z = —A) = 0,8.
P(Z < 0,84) = 0,7995 y P(Z < 0,85) = 0,8023
Tomamos —A = 0,84 = 6775375 = —-084 = a=2375—-38-084 = 21,23

El 80% de las truchas tiene una longitud superior a 21,23 cm.

(PAU) Se tiene una moneda trucada cuya probabilidad de cara es de % Antes de tirarla 120 veces se hace

la prediccion de que el niumero de caras que saldra estara comprendido entre 35 y 45, ambos inclusive. Cal-
cula la probabilidad de no acertar la prediccion.

Consideramos la variable X, que indica el numero de caras que salen en los 120 lanzamientos de la moneda.
X es, por tanto, una distribucion binomial de pardametros n = 120y p = % Como n es grande, np = 40 > 5y

n(1 — p) = 80 > 5, X se puede aproximar a una distribucién normal de parametros w = 120 - —\,13— =40y

- 1.2_
o= [120- 52 =516

La probabilidad pedida es:

34,5 — 40 455 — 40
516 %< 516

=2-PZ<107)—1=2-08577 — 1 =0,7154

P(35 < X < 45) = P(34,5 < X < 455) = P( ) = P(—1,07 < Z<1,07) =

(PAU) Se sabe que el 20% de las personas que reservan plaza en un hotel no aparecen. Se han aceptado
100 reservas en un hotel que dispone de 87 habitaciones. Determina una aproximacién de la probabilidad
de que algunos de los clientes que han hecho reserva se quede sin habitacion, usando la tabla normal.

Consideramos la variable X, que indica el nimero de personas que aparecen. X es, por tanto, una distribucion
binomial de pardametros n = 100y p = 0,8. Como n es grande, np = 80 > 5y n(1 — p) = 20 > 5, X se puede
aproximar a una distribucion normal de parametros p = 100 - 0,8 = 80y ¢ = V100 - 0,8 - 0,2 = 4.

87,5 — 80

P(X > 87) = P(X > 87,5) = P(Z > Z

) — PZ>1875)=1— P(Z<1875) = 1 — 0,696 = 0,0304

[La probabilidad se ha tomado haciendo la media entre P(Z < 1,87) y P(Z < 1,88).]
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EJERCICIOS

Distribuciones continuas

15.10. Representa las siguientes funciones y di si son funciones de densidad.

15.11.

1si3sx<4
a) flx) = {O en el resto
a) Y
T =
o1 324 X
b) v
1..
—
0 X
a3
c) Yj’
1 —
32

|
AN
_ #9
N
N
w
|

. Osix<?2
b) fx) = | | SI3=x=4 Q) fx) = {1si2=x=3
0 en el resto 0six=3

Si es una funcién de densidad, ya que:
1.° f(x) = 0 en todo el dominio.
2° Area del recinto Q es 1 u?

No es una funcién de densidad, ya que:
fix) <0si3<Xs<4

Si es una funcion de densidad, ya que:
1.° f(x) = 0 en todo el dominio.
2° Area del recinto Q es 1 u%

Halla el valor de k para que las siguientes funciones sean funciones de densidad.

a) f(x) = {

1
—siltsxs<
kSI X<6

0 en el resto

wig <

wlx

AO-—--
>

. k .
2kx si0<sx<4 c) f(x)=[§x3|1sxs4

b) f(x) = {0 en el resto 0 en el resto

La funcion f(x) es siempre positiva o nula.
Para que f(x) sea una verdadera funcion de densidad, el area del recinto () tiene
que ser igual a 1. Como el recinto es un rectangulo de base 5 y de altura

1 entonces:
K’ ’

sl _ _
S=54=1=k=6

La funcién f(x) es siempre positiva o nula.

Para que f(x) sea una verdadera funcion de densidad, el area del recinto Q tiene
que ser igual a 1. Como el recinto es un triangulo de base 4 vy altura 8k, entonces:
1 1

825'4'8k=1=>k:ﬁ

La funcion f(x) es siempre positiva o nula.
Para que f(x) sea una verdadera funcion de densidad, el area del recinto ( tiene

que ser igual a 1. Como el recinto es un trapecio de altura 3 y bases g y %k

entonces:
_ 1 (k 4K\, _ -2
8—2(3+3)3—1:>k—5
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15.12. Para cada una de las funciones de densidad del ejercicio anterior, halla las siguientes probabilidades y re-
presenta el area del recinto correspondiente.

P(X < 3) P(4 < X < 4,5) P(X = 5)
1 1=x=<6
a) f(x) =15’
0, en el resto
1%
1l ., Q|
51 1 %
Q1 Qs
o 1 6 X
P(X < 3) es el area del recinto Q,: PX < 3) = (3 - 1) - % = % =04
P(4 < X < 4,5) es el area del recinto Q,: P(4 < X < 45) = 0,5% =01
P(X = 5) es el area del recinto Q,: PX = 5) = 1 - % = % =02
lx O=sx=<4
b) f(x) =187
0, en el resto
Qli EQQ
[ 1 4 X
. . 1.3 9
P(X < 3) es el area del recinto Q,: P(X < 3) = §3§ =16
P(4 = X < 4,5) es el area del segmento Q,: P4 < X< 45) =0
P(X = 5) = P(J) = 0
X
C)f(X)=[E’1$X$4
0, en el resto
3-
48
1
48
P(X < 3) es el area del recinto Q,: P(X < 3) 18 = 11—2
P(4 = X < 4,5) es el area del segmento Q,: P4 < X < 45) =0

PX = 5) = P(@) = 0
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15.13. Se sabe que el tiempo de espera en la consulta de un dentista, en minutos, es una variable aleatoria con-
tinua cuya funcion de densidad es:

1
_— =x<
f(x)={25 si0=s=x=<25
0 en el resto

a) Comprueba que f es una funcion de densidad.

b) Elegido un paciente al azar, halla las siguientes probabilidades.
i) Que espere menos de 15 minutos.
ii) Que espere mas de 20 minutos.
iii) Que espere entre 12 y 18 minutos.

a) Y
]
o 5 25 X

f(x) es una verdadera funcion de densidad, ya que:
1.° f(x) = 0 en todo el dominio.
2.° El area encerrada por f(x) es igual a 1, ya que es un rectangulo de base

1
25 y altura 5"

b) Sea X la variable aleatoria cuya funcion de densidad es f(x) y expresa el tiempo, en minutos, de espera.

i) P(X < 15) es el area del rectangulo de base 15 vy altura 21—5; por tanto, P(X < 15) = 15 - 21—5 = 0,6.

i) P(X = 20) es el area del rectangulo de base 5 y altura 21—5; por tanto, P(X = 20) = 5 - 25 = 0,2.

i) P(12 < X < 18) es el area del rectangulo de base 6 y altura 21—5; por tanto, P(12 < X < 18) =

P
=6 5 = 024,

Distribucion normal estandar. Uso de tablas

15.14. Utilizando la tabla de la distribucion normal, calcula las siguientes areas.

a) Area entre 0 y 0,25.

b) Area desde —x hasta 1,32.

c) Area entre —2,23 y 1,15.

d) Area entre 1,23 y +x.

a) Area entre 0y 0,25 = P(0 < Z < 0,25) = P(Z < 0,25) — P(Z < 0) = 0,5987 — 0,5 = 0,0987 u’
b) Area desde — hasta 1,32 = P(Z < 1,32) = 0,9066

c) Area entre —2,23 y 1,15 = P(—=2,23 < Z < 1,15) = P(Z < 1,15) — P(Z < —2,23) =
= P(Z<115) — 1 + P(Z < 223) = 08749 — 1 + 0,9871 = 0,862

d) Area entre 1,23 y +00 = P(Z>123) = 1 — P(Z < 123) = 1 — 0,8907 = 0,1093
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15.15.

15.16.

15.17.

15.18.

Sea Z una variable aleatoria N(O, 1). Calcula:
a) P(Z = 1,32)

b) P(Z < 2,17)

c) P(1,52 < Z < 2,03)

d) P(Z = —1,32)

e) P(Z = —2,17)

f) P(—2,03 < Z < 1,52)

a) P(Z=132)=1-PZ<132) =1 — 09066 = 0,0934

b) P(Z < 2,17) = 0,9850

c) P152 < Z < 2,03) = P(Z< 203) — P(Z< 152) = 09788 — 0,9357 = 0,0431
d) P(Z = —1,32) = P(Z < 1,32) = 0,9066

e) P(Z< —217) =1 — P(Z < 2,17) = 1 — 0,9850 = 0,015

f) P(—2,08 < Z<152) = P(Z< 152) — P(Z< —2,03) = 09357 — [1 — P(Z < 2,03)] =
= 09357 — 1 + 0,9788 = 0,9145

En la distribucion normal estandar, halla el porcentaje de observaciones que se encuentran en el intervalo
(=1, 1), (-2,2) y (-3, 3).

En el epigrafe 4 se ha visto que:

— El 68,26% de las observaciones (o de los individuos) se encuentra en el intervalo (W — o, u + o).
— EI 95,44% de las observaciones esta en (w — 20, p + 20).
— El 99,74% de las observaciones esta en (u — 30, p + 30).

Por tanto:

El 68,26% de las observaciones esta en el intervalo (—1, 1).
El 95,4% de las observaciones esta en el intervalo (—2, 2).
El 99,7% de las observaciones esta en el intervalo (=3, 3).

(PAU) Se tienen muchos datos que siguen una distribucién normal de media 20 y desviacion tipica 2. Cal-
cula, explicando el método utilizado, el porcentaje de datos que superan el valor 23, y justifica que ese
porcentaje es idéntico al porcentaje de datos inferiores a 17.

Se trata de una distribucion N(20, 2). Sea X dicha distribucion.

23 — 20

P(X>3)=P(Z> .

) =PZ>15)=1-PZ=15)=1— 09332 = 0,0668
17 — 20

PX < 17) = P<Z< 5

) =PZ<-15)=1-PZ=15)=1-09332 = 0,0668

Los porcentajes en los dos casos son iguales a 6,68%. Esto es debido a que la grafica de la distribuciéon normal
es simétrica respecto a la recta x = p, y los valores 23 y 17 son simétricos respecto a 20, que es la media de
la distribucion dada.

Una distribucion normal tiene de media 50 y se sabe que el 7% de los casos estan por encima de 70.

a) Calcula su desviacion tipica.
b) ¢{Cudl sera la probabilidad de los casos que estan por debajo de 45?

a)o,o7=P(x>70)=P<z>@)= 1 —P(Zs%):P(Zs%)zo,QS

Buscamos en la tabla y obtenemos P(Z < 1,47) = 0,9292 y P(Z < 1,48) = 0,9306. Tomamos % = 1,48.
Por tanto, o = 13,51.

45 — 50

b) P(X < 45) = P<Z< 351

) =PZ< -037)=1—-PZ<037) =1 — 06443 = 0,3557
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15.19.

15.20.

15.21.

15.22.

15.23.

Distribucion normal

(PAU) La duracion media de un lavavajillas es de 15 afios, con una desviacion tipica igual a 0,5 afios. Si la
vida util del electrodoméstico se distribuye normalmente, halla la probabilidad de que al comprar un lava-
vajillas, este dure mas de 16 afos.

Sea X la variable aleatoria continua que expresa el nimero de afios de duracién de un lavavajillas. Se trata de
una distribucion N(15; 0,5).

16 — 15

P(X > 16) = P(Z > =55

) =PZ>2)=1-PZ<2) =1-09772 = 0,0228

(PAU) Las precipitaciones anuales en una region son, en media, de 2000 mL/m? con una desviacién tipica
de 300 mI/m? Suponiendo que el volumen anual de precipitaciones por metro cuadrado sigue una distri-
bucion normal, calcula la probabilidad de que un afio determinado la lluvia no supere los 1200 mL/m?

Sea X la variable aleatoria continua que expresa la precipitacion anual en la region. Se trata de una distribucion
N(2000, 300).

_ 1200 — 2000

P(X < 1200) = P(Z\ 300 ) =PZ=< —-267)=1—-PZ<267)=1-09962 = 0,0038

Las tallas de 800 recién nacidos se distribuyen normalmente con una media de 50 cm y una desviacion ti-
pica de 5. Calcula cuantos recién nacidos cabe esperar con tallas comprendidas entre 47 y 52 cm.

Sea X la variable aleatoria continua que expresa la talla, en cm, de un recién nacido. Se trata de una distribucién
N(50, 5).

P(47 < X < 52) = P<47 ; 0,52 ; 50) =P-06<7<04)=PZ=<04) - PZ=<-02) =

=06554 - [1 — P(Z<02)] = 06554 — 1+ P(Z<02) = 06554 —1 + 05793 = 0,2347

De entre 800 recién nacidos, el numero de ellos que tendran tallas entre 47 y 52 cm sera:

800 - 0,3674 = 294

(PAU) Segun las informaciones médicas actuales, el nivel de colesterol en una persona adulta sana sigue
una distribucion normal centrada en el valor 192 y con una desviacion tipica de 12 unidades. ¢Cudl es la
probabilidad de que una persona adulta sana tenga un nivel de colesterol inferior a 186 unidades?

Sea X la variable aleatoria que expresa el nivel de colesterol de una persona adulta sana. Se trata de una normal
N(192, 12).

186 — 192

P(X<186)=P<Z< 3

) = PZ<-05)=1—-PZ<05) =1— 06915 = 0,3085

(PAU) Una maquina produce recipientes cuyas capacidades siguen una distribucion N(10; 0,1). Un fabri-
cante considera que un recipiente es defectuoso si su capacidad no esta entre 9,9 y 10,1. {Qué probabi-
lidad tiene un recipiente de ser considerado defectuoso?

Sea X la variable aleatoria que expresa la capacidad del depdsito. Se trata de una distribucion N(10; 0,1).
99 — 10 <7< 10,1 — 10
0,1 0,1
=PZ<s1)-[1-PZ<s1)]=2-PZ<1)—1=2-08413 — 1 = 0,6826

P(9,9sXs10,1):P< >:P(—1sZs1):P(Z<1)—p(—1sZ):
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15.24.

15.25.

15.26.

15.27.

(PAU) En una ciudad se estima que la temperatura maxima en el mes de junio sigue una distribucién normal,
con media de 23° y desviacion tipica de 5°. Calcula el numero de dias del mes en los que se espera alcanzar
maximas entre 21°y 27°,

Sea X la variable que expresa la temperatura maxima en grados. Se trata de una distribucion N(23°, 5°).

P21 < X < 27) = P<¥ <7< #) =P(-04=<27<08)=PZ=<08) —PZ=< —04) =

=P(Z=<08) —[1 —P(Z<0,4)] =0,7881 — (1 — 0,6554) = 0,4435
Por tanto, la probabilidad de que un dia del mes la temperatura maxima esté entre 21°y 27° es de 0,4435.
En los 30 dias de junio cabe esperar que la temperatura méaxima esté entre 21°y 27° en:

0,4435 - 30 = 13,305 = 13 dias.

(PAU) Los pesos de los habitantes adultos de una ciudad se distribuyen normalmente con media de
75 kg y desviacion tipica de 4 kg.

a) ¢Cual sera la probabilidad de que el peso de un habitante de esa ciudad esté entre 61 y 83 kg?
b) ¢Qué probabilidad hay de que una persona de esa ciudad pese mas de 105 kg?
Sea X la variable aleatoria que expresa el peso en kg de los habitantes. Se trata de una distribucion N(75, 4).

83 — 75
4
—PZ<2) -[1—-PZ<35)] =09772 — (1 — 0,9998) = 0,9770

a) P(61 <X<83):P<61?f75<2< ): (—85 <7 <2) =PZ<2) - PZ<-35) =

105 — 75

b) P(X > 105) = P(Z > 7

):P(Z> 75) =0

(PAU) Las alturas, expresadas en centimetros, de un colectivo de 300 estudiantes se distribuyen segun la
distribucién normal con una media de 160 y una desviacion tipica de 20.

a) Calcula cuantos estudiantes del grupo miden menos de 170.
b) ¢Qué porcentaje de alumnos mide mas de 1407?

Sea X la variable que expresa la altura, en cm, de los estudiantes. Se trata de una normal N(160, 20).

a) P(X < 170) = P(Z < L%yﬂ) = P(Z < 0,5) = 0,6915. El 69,15% de los alumnos medirda menos de
170. Esto supone que de los 300, 207 midan menos de esa altura.

140 — 160 .

b) P(X = 140) = P<Z>—20—) = P(Z= —1) = P(Z< 1) = 0,8413. El 84,13% de los alumnos medira

mas de 140.

(PAU) Las puntuaciones de un grupo de 500 alumnos en una prueba de razonamiento numérico (X) se dis-
tribuyen normalmente con una media de 5 y una desviacion tipica de 2.

a) ¢Qué porcentaje de alumnos obtiene una nota inferior a 9? ¢{Cuantos alumnos son?
b) {Cuéntos alumnos tienen una puntuacion mayor de 3?

Se trata de una distribucion N(5, 2).

a) PX<9) = P(Z < 9 E 5) = P(Z < 2) = 0,9772. El 97,72% de los alumnos obtiene una nota inferior a 9.
En un grupo de 500 habra: 0,9772 - 500 = 488,6. Aproximadamente 489 alumnos con puntuacién inferior a 9.
b) p(X > 3) = p(Z > 3—; 5) = p(Z > —1) = 0,8413. En un grupo de 500 habra: 0,8413 - 500 = 420,65.

Aproximadamente 421 alumnos tendran una puntuacién mayor que 3.
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15.28.

15.29.

15.30.

15.31.

(PAU) Martin es un estudiante de Bachillerato que va andando desde su casa al instituto todos los dias. El
tiempo que tarda en recorrer ese trayecto es una variable normal con media de 14 minutos y desviacion
tipica de 2,5 minutos.

a) ¢Cual es la probabilidad de que tarde mas de 20 minutos en ir desde su casa al centro?

b) Martin sale siempre de su casa a las 8.45. (Qué porcentaje de dias llegard mas tarde de las 9.00?

Sea X la variable aleatoria que expresa el tiempo, en minutos, que tarda en el desplazamiento. Se trata de una

normal N(14; 2,5).

20 — 14
2,5

15 — 14
2,5

Llegara mas tarde de las 9.00 el 34,46% de los dias.

a) P(X > 20) = P(Z > ) =PZ>24)=1-PZ=<24) =1- 09918 = 0,0082

b) P(X > 15) = P(Z > ) = P(Z>04)=1-PZ<04) =1 — 06554 = 0,3446

El peso medio de los estudiantes de un colegio es de 60 kg, y la desviacion tipica es de 6 kg. Suponien-
do que los pesos estan normalmente distribuidos:

a) ¢Cual es la probabilidad de que un estudiante pese menos de 64 kg?

b) ¢Cual es la probabilidad de que un estudiante pese 57 kg o mas?

c) Si los estudiantes son 200, é{cuantos cabe esperar que pesen mas de 57 kg y menos de 64°?

Sea X la variable aleatoria que expresa el peso en kg de los estudiantes. Se trata de una normal N(60, 6).
64 — 60
6
57 — 60
6
c) P67 < X < 64) = P(L660 <7Zs< w) = P(-05<Z<067) = PZ<067) —P(Z< —-05) =

— P(Z<067) —[1 — P(Z<05)] = 0,7486 — 1 + 0,6915 = 0,4401

a) P(X < 64) = P(Z < ) = P(Z < 0,67) = 0,7486

b) P(X = 57) = P(Z = ) = P(Z> —-05) = p(Z<05) = 06915

Si hay 200 estudiantes, cabe esperar que entre los pesos indicados haya 200 - 0,4401 = 88 aproximadamente.

(PAU) Una comparfia de autobuses realiza un estudio sobre el nimero de veces que semanalmente utili-
zan el autobus los usuarios. Se sabe que los datos se distribuyen en una normal N(10, 3). Calcula la pro-
babilidad de que un usuario utilice el autobus:

a) Mas de 11 veces.
b) Menos de 8 veces.

Como las veces que un individuo toma el autobus a lo largo de una semana se distribuyen segun una variable

discreta que no podria seguir una distribucion normal, vamos a tratar de considerar cada valor de la variable

discreta como marca de clase del siguiente modo: P(X = a) = Pla — 05 < X' < a + 05).

11,5 — 10
3

75 — 10

b) PX < 8) = PX' < 75) = P(Z < f) = PZ<-083)=1-P(Z<083) =1— 07967

a) PX > 11) = P(X' = 11,5) = P(Zz ) =PZ=05)=1-PZ<05)=1-06915 = 0,3085

0,2033

Aproximacion de una distribucion binomial mediante una normal

(PAU) En un examen tipo test de 200 preguntas de eleccion multiple, cada pregunta tiene una respuesta
correcta y una incorrecta. Se aprueba si se contestan mas de 110 respuestas correctas. Suponiendo que
se contesta al azar, calcula la probabilidad de aprobar el examen.

Sea X la distribucion que indica el nimero de respuestas correctas. Se trata de una binomial B(200; 0,5). Como

nes grande y np = 200 - 0,5 = 100 y n(1 — p) = 200 - 0,5 = 50, la distribucién se puede aproximar a la

normal N(, &), siendo . = np = 200 - 056 = 100y ¢ = \/npg = \/200-05-0,5 = \/50 = 7,07.

110,5 — 100
7,07

P(X > 110) = P(X' = 110,5) = P(Z>
=1 - 09306 = 0,0694

) = P(Z>148) =1 — P(Z < 1,48) =
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15.32.

15.33.

15.34.

(PAU) La probabilidad de que un golfista haga hoyo en un cierto tipo de lanzamiento es de 0,2. Si lo in-
tenta 5 veces, halla la probabilidad de que:

a) No acierte ninguna vez.

b) Acierte por lo menos dos veces.

Si hiciera 10 000 lanzamientos y su capacidad de acierto se mantuviera (ni aumentara por la practica ni
disminuyera por el cansancio), ¢qué probabilidad habria de que acertase mas de 2080 veces?

Sea X la variable aleatoria discreta que expresa el nimero de aciertos: Se trata de una binomial de parametros
B(5; 0,2).

a) PX = 0) = 0,8° = 0,32768

5

BYPX=2)=1—-PX<2)=1-PX=0)— (X=1)=1—O,32768—<1

) 0,2 - 08* = 0,26272
Si el numero de lanzamientos es de 10 000, se trataria de una B(10 000; 0,2). Como np = 10000 - 0,2 =
= 2000y n(1 — p) = 10000 - 0,8 = 8000, la distribucion se puede aproximar mediante una distribucion

normal de pardametros: w = np = 10000 - 0,2 = 2000y ¢ = V/n-p-q = /10000 -0,2 - 0,8 = 40.

P(X > 2080) = P(X' = 2080,5) = P(Z > W) = P(z=201) =1 - PZ=<201) =

=1 -09778 = 0,0222

(PAU) La probabilidad de que determinadas piezas de una maquina sean defectuosas es del 6%. En un al-
macén se han recibido 2000 piezas.

a) ¢Cuantas habra defectuosas por término medio?

b) ¢Cual sera la desviacion tipica?

Sea X la distribucion que indica el nimero de piezas defectuosas. Se trata de una binomial B(2000; 0,06). Como
n es grande y np = 2000 - 0,06 = 120y n(1 — p) = 2000 - 0,94 = 1880, la distribucién binomial se aproxima
a la normal N(p, o), siendo:

a) w = np = 2000 - 0,06 = 120
b) o = Vnpg = \/2000 - 0,06 - 0,94 = 10,62

(PAU) Se sabe que la vacuna antitetanica produce fiebre como efecto secundario en el 0,1% de los casos.

a) Calcula la probabilidad de que en un conjunto de 3000 personas vacunadas se produzca fiebre en, al
menos, 4 casos.

b) Calcula la probabilidad de que en un total de 25000 personas vacunadas se den mas de 20 casos de
fiebre.

Sea X la variable que indica el nimero de personas con fiebre.

a) En este caso se trata de una binomial B(3000; 0,001). Como n es muy grande, aproximaremos la distribucion
binomial a la normal N(p, o), siendo:

W = np = 3000 - 0,001 = 3; o =\Vnpg = 1/3000-0,001-0,999 = 1,73
PX = 4) = P(X' = 35) = P(Z > %) = P(Z=029) =1 - P(Z<029) =1— 06141 = 0,3859

b) En este caso se trata de una binomial B(25 000; 0,001). Aproximaremos esta distribucion binomial a la normal
N(w, o), siendo:

p = np = 25000 - 0,001 = 25; o =1%npg=1/25000-0,001-0999 = 5

20,5 — 25

P(X > 20) = P(X' = 20,5) = P(Z > 5

) — P(Z > —09) = P(Z < 0,9) = 08159
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15.35.

15.36.

15.37.

(PAU) Después de realizar varios sondeos sobre cierta poblacion, se ha conseguido averiguar que Unica-
mente el 15% de la misma es favorable a los tratamientos de psicoterapia. Elegida al azar una muestra de
50 personas de dicha poblacién, se desea saber:

a) La probabilidad de que haya mas de 5 personas favorables a dichos tratamientos.

b) La probabilidad de que a lo sumo haya 6 personas favorables.

Sea X la variable aleatoria que expresa el numero de personas de la muestra favorable a los tratamientos de
psicoterapia. Se verifica entonces que X sigue una distribucién B(50; 0,15).

Se cumple que np = 50 - 0,15 = 75 =5y ng = 50 - 0,85 = 42,5 = 5. Aproximamos la variable X a una
normal de parametros:

w=np=50-015 = 75; o =1%npg=150-015-085 = 2,52
N(50 - 0,15; \/50 - 0,15 - 0,85) = N(7,5; 2,52)

56 - 75
2,62

= PX’ - 65— 175
b) P(X < 6) = P(X' < 6,5) = P(Z =%

a) PX > 5) = P(X' > 55) = P(Z > ) = P(Z > —-0,79) = P(Z < 0,79) = 0,7852

) =PZ< -04)=1-PZ<04)=1— 06554 = 0,3446

(PAU) Se ha realizado una encuesta sobre una poblacién de escasa cultura, de la que solo un 15% ha le-
ido mas de tres libros. Elegida al azar una muestra de 60 personas, calcula:

a) La probabilidad de que haya mas de cinco personas que han leido mas de tres libros.

b) La probabilidad de que como maximo haya seis personas que han leido mas de tres libros.

Sea X la variable que expresa el nimero de personas que han leido mas de tres libros. Se trata de una distribucion
binomial B(50; 0,15). Como el nimero de datos es muy grande y se verifica que np = 50 - 0,15 = 75 > 5y
ng = 50 - 0,85 = 42,5 > 5, aproximaremos mediante una distribucién normal de parametros:

w=np=75 o =Vnpg=150-015-085 = 2,525
a) PIX > 5) = P(X' > 55) = P(Z > %) = P(Z> —079) = P(Z < 079) = 0,7852
! 6,5 - 7,5
b) PX < 6) = P(X' < 65) = Pz <2>2—12) _ pz< —059) =1 - P(Z<059) =1 — 0,7224 = 02776

2,625

(PAU) Se estima que uno de cada cuatro individuos de una zona tiene determinada enfermedad. Si se toma
una muestra al azar de 120 individuos, halla:

a) El nimero esperado de individuos enfermos.
b) La probabilidad de que existan mas de 52 individuos enfermos.
c) La probabilidad de que el numero de individuos enfermos sea, como maximo, igual a 46.

Sea X la variable que expresa el numero de individuos enfermos. Se trata de una distribucién binomial
B(120; 0,25).

a) La media w = 120 - 0,25 = 30

b) Como np > 5y ng > 5, la binomial B(120; 0,25) se puede aproximar por la normal de parametros:

pw=120-025=30 y o =1V120-025 0,75 = 4,743

P(X > 52) = P(X' = 52,5) = P|Z = 525 — 30 _ P(Z = 4,743) = 0
4743
¢) PX < 46) = P(X' < 46,5) = P(Z < %) = P(Z < 3.48) = 0,997
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15.38.

15.39.

Ajuste de un conjunto de datos a una distribucion normal

(PAU) La siguiente tabla contiene los resultados de una encuesta hecha a 100 personas sobre lo que sue-
le durar una pastilla de jabén.

Duracion (dias) [5, 10) [10,15) | [15,20) | [20, 25)
Contestaciones 24 46 19 11

¢Se puede afirmar que la duracion media de una pastilla de jabon es de mas de 11 dias? ¢Por qué?

Dibujamos el poligono de frecuencias y calculamos la media y la desviacion tipica de la distribucion experimental.

50r . [L, L]

& 4or /\ (5, 10] 75 24 180 1350

g 301 _/ \ [10, 15] 12,5 46 575 71875

© 20p [15, 20] 175 19 3325 | 581875
10y ﬁ [20,25] | 225 11 2475 | 556875
O 5 10 15 20 25 1335 19925

Duracion en dias
X = % = 13,35 dias s’ = 191335 — 13,352 = 21,0275 s = 4,59

Ajustamos la distribucion empirica mediante una distribucién tedrica N(13,35; 4,59). Veamos si el ajuste es bueno:
100 - P(5 < X < 10) = 100 - P(—=1,82 < Z < —0,73) = 100 - 0,1983 = 19,83 ~ 20

100 - P(10 = X < 15) = 100 - P(—0,73 = Z < 0,36) = 100 - 0,4079 = 40,79 = 41

100 - P(15 < X < 20) = 100 - P(0,36 = Z < 1,45) = 100 - 0,2859 = 28,59 = 29

100 - P(20 = X < 25) = 100 - P(1,45 <= Z < 2,54) = 100 - 0,068 = 6,8 = 7

11 — 13,35

P(X>11)=1—P(Xs11)=1—P<Zs 85

) —1-PZ<-051) = P(Z=< 051) = 0,6950

Es decir, la duracion media de una pastilla de jabén sera de mas de 11 dias en el 69,5% de los casos.

(PAU) Considera la siguiente tabla de frecuencias agrupadas:

Intervalo [3,5; 6,5) [6,5; 9,5) [9,5;12,5) | [12,5;15,5) | [15,5; 18,5)
Frecuencia 3 5 9 6 2

a) Dibuja el correspondiente histograma.

b) Calcula la media y la desviacion tipica.

c) Calcula la probabilidad de que una variable normal de media y desviacion tipica iguales a las obtenidas
en el apartado a sea mayor que 12,5.

a) ol A b) LLl  x  f  xf Xt
©
S 4 /\ .
§ \ [3,5; 6,5] 5 3 15 75
8 6f -\ 6,5; 9,5] 8 5 40 | 320
[T
ab [95: 12,5] 11 9 99 | 1089
2 lj [12,5; 15,5] 14 6 84 1176
035 65 95 125 155 185 [15,5; 18,5] 17 2 34 578
Intervalos 25 272 | 3238
_ 272 ,_ 3238 ) _ _
X = o5 10,88 s° = o5 10,88° = 11,15 s = 3,34

c) Sea X la variable aleatoria que sigue una N(10,88; 3,34):

12,6 — 10,88

P(X > 125) = P<Z > 334

) = P(Z>049) =1 - P(Z<0,49) = 1 — 06879 = 0,312
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PROBLEMAS

15.40. (PAU) Supon que en cierta poblacion pediatrica, la presion sistolica de la sangre en reposo se distribuye
normalmente con media de 115 mm Hg y desviacion tipica de 15.

a) Halla la probabilidad de que un nifio elegido al azar en esta poblacién tenga presion sistolica superior
a 145 mm Hg.
b) ¢Por debajo de qué valor de presion sistolica estara el 75% de los nifios?

Sea X la variable que expresa en mm Hg la presion sistdlica de la sangre en reposo. Se trata de una distribucion
N(115, 15).

45 — 115

a) P(X > 145) = P(Z> 1 = )= PZ>2)=1-PZ<2) =1- 09772 = 00228

b) Hemos de calcular el valor de la abscisa, tal que:

x — 115

PX < x) =075 = P(Zs -

) = 0,75
En la tabla encontramos P(Z < 0,67) = 0,7486 y P(Z < 0,68) = 0,7517. Tomamos 0,67, ya que le corresponde
la probabilidad que mas se aproxima.

X—%= 0,67 = x = 125,05

Por tanto, el 75% de los nifios tendra una presién sistolica inferior a 125 mm Hg.

15.41. (PAU) Se sabe que los resultados de un examen de Filosofia se distribuyen segun una distribucion normal
con una media de 7 y una varianza de 4. Se pide:

a) La probabilidad de que un estudiante que se presenta al examen obtenga una calificacion superior a 8.
b) La calificacién minima para aprobar si se desea que solamente superen la prueba el 33% de los estudiantes.

Sea X la variable que indica los resultados del examen. Se trata de una N(7, 2).

8 -7
2

a) PX > 8) = P(Z > ) = PZ>05)=1-PZ<05) =1- 06915 = 0,3085

b) Si x, es la puntuacién minima buscada, se desea que:

033 =PX>x)=1—PX<x)= 067 =PX<x) = P(Zs X — 7)

Xo —
2

En la tabla encontramos P(Z < 0,44) = 0,67 = [ 044 = x, = 7,88

La calificacién minima para que apruebe el 33% de los alumnos es 7,88.
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15.42.

15.43.

(PAU) Una empresa fabrica 10 000 sacos de plastico diarios. El peso de cada saco sigue una distribucion
normal de media 200 gramos y desviacién tipica 5 gramos. Determina en la produccion diaria:

a) El nimero de sacos que pesan mas de 215 gramos.
b) El nimero de sacos que pesan entre 190 y 200 gramos.
c) El intervalo de pesos que contiene los 2981 sacos mas ligeros.

Sea X la variable que indica el peso de los sacos. Se trata de una distribucion normal N(200, 5).

215 — 200
5

Para 10 000 sacos: 10000 - 0,0013 = 13 sacos pesan mas de 215 g.

a) P(X > 215) = P<Z> ) —PZ>3)=1-PZ<3)=1— 09987 = 0,0013

190 — 200
5

=PZ<0)—-[1-PZ=<2]=05-1+ 09772 = 04772
Para 10 000 sacos: 10000 - 0,4772 = 4772 sacos pesan entre 190 y 200 g.

b)P(190<X<200)=P< <Z<O>=P(—2<Z<O)=P(Z<O)—P(Zs—2)=

c) Hay que calcular el peso x, tal que P(0 < X < x,) = 0,2981.

0,2981 =P(O<X<x0):P<w<Z<%):P<—4O<Z<%>

P<Z< X, — 200
5

) — P(Z < —40) = 0,2981

Como P(Z < —40) = 0 = P(Z < w> — 0,2981
Buscamos en las tablas P(Z < —A) = 0,7019. Encontramos P(Z < 0,53) = 0,7019.
% = —053 X, = —5 - 053 + 200 = 197,35

Por tanto, el intervalo pedido es (0, 197,35 g).

(PAU) Se ha aplicado un test de fluidez verbal a 500 alumnos de primero de ESO de un centro de secun-
daria. Se supone que las puntuaciones obtenidas se distribuyen segun una normal de media 80 y desvia-
cion tipica 12.

a) ¢Qué puntuacion separa al 25% de los alumnos con menos fluidez verbal?

b) ¢A partir de qué puntuacion se encuentra el 25% de los alumnos con mayor fluidez verbal?

Sea X la variable que indica las puntuaciones obtenidas. Se trata de una distribucion N(80, 12).
a) Sea x, el valor de la variable que separa el 25% de los alumnos con menor fluidez verbal.

X, — 80

0,25 = PIX < x,) = P(Z < 5

). Buscamos en las tablas P(Z < —A) = 0,75.
Encontramos P(Z < 0,67) = 0,7486 y P(Z < 0,68) = 0,7517. Tomamos 0,67, ya que es el valor cuya probabilidad
mas se aproxima.

X, — 80

o - -067 = x, = —0,67 - 12 + 80 = 71,96

Por tanto, el 25% de los alumnos con menor fluidez verbal obtiene puntuaciones en el test inferiores a 71,96.

b) Sea x, el valor de la variable que separa el 25% de los alumnos con mayor fluidez verbal

X, — 80)

025 =PX>x,)=1—-PX<x,) =075 =PX<x,) = P(Zs o

Encontramos P(Z < 0,67) = 0,7486 y P(Z < 0,68) = 0,7517. Tomamos 0,67, ya que es el valor cuya probabilidad
mas se aproxima.

X, — 80

o =067 = x, = 067 - 12 + 80 = 88,04

Por tanto, el 25% de los alumnos con mayor fluidez en el test obtendran puntuaciones superiores a 88,04.
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15.44. (PAU) Varios test de inteligencia dieron una puntuacion que sigue una ley normal con media 100 y des-
viacion tipica 15. Determina el porcentaje de poblacion que obtendria un coeficiente entre 95 y 110. {Qué
intervalo centrado en 100 contiene el 50% de la poblacion? En una poblacion de 2500 individuos, écuan-
tos de ellos se espera que tengan un coeficiente superior a 125?

Sea X la variable aleatoria que expresa el valor del coeficiente de inteligencia. Se trata de una distribucion
N(100, 15).

P95 < X< 110) = P(95 ;5100 <7< 110 1_5 100) = P(—033 < Z<067) = P(Z=< 067) — P(Z< —033) =

= 0,7486 — [1 — P(Z =< 0,33)] = 0,7486 — 1 + 0,6293 = 0,3779

Luego el 38% de la poblacion tiene coeficientes de inteligencia entre 95 y 110.
P—z<=Z=<2=05=P0<Z=<2z2 =025

025 =PZ<2)-PZ<0)=PZ<2—-05 = PZ<2z =075

Encontramos P(Z < 0,67) = 0,7486 y P(Z < 0,68) = 0,7517. Tomamos 0,67, ya que es el valor cuya probabilidad
mas se aproxima.

%=O,67 x =067 -15 + 100 = 110,05

Por tanto, el intervalo pedido es (89,05; 110,05).

125 — 100

P(X>125):P<Z> 15

) = P(Z>167) =1 - P(Z<167) =1 — 09525 = 0,0475

En una poblacion de 2500 individuos se espera que haya aproximadamente 2500 - 0,075 = 119 con coeficiente
de inteligencia superior a 125.

15.45. (PAU) El peso de los adultos de una poblacién numerosa se distribuye normalmente con media 65 kg y
desviacion tipica 3 kg. Se eligen dos individuos al azar. Calculando las correspondientes probabilidades, jus-
tifica qué es mas probable:

a) Que cada uno de los individuos tenga un peso comprendido entre 63,5 y 66,5 kg.

b) Que uno de ellos tenga un peso comprendido entre 62 y 68 kg y el otro tenga un peso no comprendido
entre 62 y 68 kg.

Sea X la variable aleatoria que expresa el peso, en kg, de un adulto. Se trata de una distribucion N(65, 3).

a) P(2 individuos pesen entre 63,5y 66,5) = P(63,5 < X < 66,5) - P(63,5 < X < 66,5) =
= [P(63,5 < X < 66,5)] =

_ {P<63,53— 65 _ , _ 66,53— 65)]2 _
= [P(-05 < Z< 05 = [PZ=<05) - PZ=< —05) =
<0,

=[2-PZ 5) — 1> = (2 - 0,6915 — 1)’ = 0,1467

@szs%;J):P(q <Z<1)=PZ<1)-PZ<-1)=

=2-PZ<1)—-1=2-084213 — 0,1 = 0,6826
P(uno pese entre 62 y 68,y el otro no) = 2 - P(62 < X < 68) - [1 — P(62 < X < 68)] =
=2-06826 - 03174 = 0,4333

b) P(62 < X < 68) = P(

Multiplicamos por 2, ya que existen dos formas de que uno tenga su peso en el intervalo descrito y el otro
no, y al revés.

Luego es mas probable el segundo caso que el primero.
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15.46.

15.47.

(PAU) En la ciudad A, la edad de sus 400 000 habitantes sigue una distribucion normal con media de 41
afos y desviacion tipica de 12 afios. En la ciudad B, con el doble de habitantes, la edad se distribuye nor-
malmente con media de 47 afios y desviacion tipica de 8 afios.

a) ¢En cuadl de las dos ciudades es mayor la proporcién de habitantes mayores de 65 afos?

b) ¢Cual de las dos ciudades tiene mayor numero de habitantes con edad superior a 65 afos?

Ciudad A: N(41 afios, 12 afios) = n = 400000 habitantes
Ciudad B: N(47 afios, 8 afios) = n = 800 000 habitantes.

a) Ciudad A:

3 —PZ=2=1-PZ<2) =1-09772 = 0,0228

P(X > 65) = P(Z > M) -

El 2,28% de los habitantes de la ciudad A son mayores de 65 afos.

Ciudad B:

65 — 47

P(X > 65) = P(Z > 2

) — PZ=225 =1-PZ<225 =1- 09878 = 0,0122

El 1,22% de los habitantes de la ciudad B son mayores de 65 afos.
La ciudad A, en proporcion, tiene mas habitantes mayores de 65 afios que la ciudad B: 2,28% frente a 1,22%.

b) Ciudad A: 400 000 - 0,0228 = 9120 habitantes mayores de 65 afios
Ciudad B: 800000 - 0,0122 = 9760 habitantes mayores de 65 anos
La ciudad B tiene mas habitantes mayores de 65 afios.

(PAU) En una poblacion de 25 000 individuos adultos, su perimetro toracico se distribuye normalmente con

media de 90 cm y desviacion tipica de 4 cm.

a) ¢{Cuantos individuos tienen un perimetro toracico inferior a 86,4 cm?

b) ¢Cuantos individuos tienen un perimetro toracico entre 86,4 y 93,6 cm?

c) ¢Qué perimetro toracico ha de tener un individuo de esa poblacion para que el 23% lo tenga inferior
a el?

Sea X la variable aleatoria que expresa la medida en cm del perimetro toracico. Se trata de una distribucion
N(90, 4).

a) P(X < 864) = P(Z < w) —P(Z<-09)=1-PZ=09) =1- 08159 = 01841

En 25000 individuos habra 25000 - 0,1841 = 4602,5 = 4603 con perimetro toracico inferior a 86,4 cm.

86,4 — 90 93,6 — 90
— <zZ< - 1

= 0,8159 — 0,1841 = 0,6318
En 25 000 individuos habra 25000 - 0,6318 = 15795 con perimetro toracico entre 86,4 cm y 93,4 cm.

b) P(86,4 < X <93,6) = P( ) =P-09<2<09) =PZ<09) —PZ<-09) =

¢) Hay que buscar el valor x tal que:
0,23 = P(X < x). Buscamos en las tablas P(Z < —A) = 0,77.
Encontramos P(Z < 0,73) = 0,7673 y P(Z < 0,74) = 0,7704. Tomamos 0,74.

% = —0,74 = x = —4 - 0,74 + 90 = 87,04 cm
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15.48. El tiempo empleado por los estudiantes con relacion a cierta prueba se distribuye normalmente con me-
dia de 30 minutos y desviacién tipica de 5.

a) ¢Cual es la probabilidad de que un estudiante, elegido al azar, tarde menos de 28 minutos en finalizar
la prueba?

b) Calcula la proporcion de estudiantes que emplean entre 25 y 35 minutos.

c) {Qué tiempo emplea como maximo el 80% de los estudiantes?

Sea X la variable que indica el tiempo, en minutos, en realizar la prueba. Se trata de una normal N(30, 5).

28 — 30

a) P(X < 28) = P(Z <=3

) — P(Z < 0,4) = 0,6554

b) P(25 <X<35):P<255;30<2<@>:P(—1 <Z<1)=PZ<1)-PZ<—1) =

=2-PZ=<1)-1=2-084213 - 0,1 = 0,6826
El 68,26% de los estudiantes emplea entre 25 y 35 minutos.

x — 30
5

c) 08 =PX<x) = P(Z < ) En las tablas encontramos: P(Z < 0,84) = 0,7995 y P(Z < 0,85) = 0,8023.

x — 30
5

Tomamos 0,84 = =084 = x=084-5+ 30 = 34,2

El 80% de los alumnos emplea aproximadamente 34 minutos.

15.49. (PAU) Una normativa europea no permite que en los envases de yogur haya menos de 120 gramos. La ma-
quina dosificadora de una empresa lactea hace los envases de yogur segun una ley normal de desviacion
estandar de 2 gramos y media de 122 gramos.

a) ¢{Qué tanto por ciento de los envases de yogur de esta empresa cumplird la normativa?

b) ¢Cual debera ser la media u de la ley normal con la cual la maquina dosificadora hace los envases para
que el 98% de la produccion de yogures de esta empresa cumpla la normativa?

a) Sea X la variable aleatoria que expresa el peso de los yogures: Se trata de una distribucion N(122, 2).

120 — 122

P(X = 120) = P(Z = 5

) =P(Z=-1)=PZ=<1) = 08413

El 84,13% de los envases de yogur de esta empresa cumple la normativa.

b) Sea p la media buscada: = _2 B 1202_ B P(Z = 120%) = 0,98
Buscamos en la tabla y encontramos P(Z < 2,05) = 0,9798 y P(Z < 2,05) = 0,9803.
WT_“ = 205 = =120 + 2,05 - 2 = 124,1 gramos
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15.50.

15.51.

15.52.

(PAU) EI diametro medio de las piezas producidas en una fabrica es de 45 mm.

a) Determina su desviacion tipica sabiendo que la probabilidad de que una pieza tenga su didmetro mayor
de 50 mm es igual a 0,0062.

b) Si se analizaron 820 piezas, ¢cuantas tendran el diametro comprendido entre 39,7 y 43,5 mm?

Sea X la variable que indica el diametro de las piezas fabricadas. Es una distribucion normal de media 45 y
desviacion tipica desconocida o.

a) Sabemos que P(X > 50) = 0,0062 = P(X < 50) = 0,9938

50 — 45 50 — 45
o

P(Z < = 0,9938; buscando en las tablas resulta: Y 25, 0= 2.

39'727*45 <7< 43'527’45) = P(—265< Z< —075) = P(0,75 < Z < 2,65) =

= P(Z < 2,65) — P(Z =< 0,75) = 0,996 — 0,7734 = 0,2226

b) P(39,7 < X < 435) = p(

Por tanto, de 820 piezas se espera que haya aproximadamente 820 - 0,2226 = 183 con diametro comprendido
entre 39,7 y 43,5 mm.

(PAU) Dos componentes A y B de un sistema funcionan independientemente, distribuyéndose el rendimiento
de A segun una normal de media 6 y desviacion tipica 1,5; y el rendimiento de B, segun una normal de
media 43 y desviacion tipica 3,5. El sistema funciona si el rendimiento de A esta entre 3y 7,5, y el de B,
entre 37,4 y 48,6. (Cual es la probabilidad de que el sistema funcione?

Llamamos:

P(rendimiento de A estd entre 3y 3,75) = P(3 <r, < 7,5).

P(rendimiento de B esta entre 37,4 y 48,6) = P(37,4 < ry < 48,6).

P(3<rA<7,5)=P<31_56 <Z<%)=P(—2<Z<1)=P(Z<1)—P(Z<—2)=
— 08413 — 0,0288 = 0,8185
P(37.4 <1, < 48,6) = P(% <7< w> —P(-16<Z<16) =2 PZ<16) — 1 = 08904

Como son sucesos independientes: P(sistema funcione) = P(r,) - P(r;) = 0,8185 - 0,8904 = 0,7288.

(PAU) La media de una variable aleatoria X con distribucién normal es 5 veces la desviacién tipica. Ademas
se verifica:

P(X < 6) = 0,8413
Calcula la media y la desviacion tipica de la variable aleatoria X.
Sea w la media y o la desviacion tipica. Se sabe que p = 50, luego, tipificando la variable, se tiene:
P(X < 6) = P(Z < u) = P(Z < 6*750> = 0,8413.
(o2 g
Como, por la tabla normal, se sabe que P(Z < 1) = 0,8413,

setendréquefsif‘%:1 Soc=1ypn=5
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15.583.

15.54.

15.55.

(PAU) Una variable aleatoria X se distribuye segin una ley normal con varianza 4. De esta variable aleatoria
se sabe que P(X < 2) = 0,8051.

a) Calcula la media de la variable X.
b) Halla P(0,18 < X < 2,28).

Es una normal N(p, 2).

a) PX < 2) = P(Z <2 ; “) — 0,8051. Por Ia tabla normal, 2 ; B~ 086 = pn=028

0,18 E 0,28 <7< 2,28 ; 0,28

= PZ<1)—-[1 - PZ<005)] = 08413 — (1 — 0,5199) = 0,3612

b) P(0,18 < Z < 2,28) = P( ) = P(—005 < Z < 1) =

(PAU) Una compaiiia de autobuses conoce que el retraso en la llegada sigue una ley normal, de media p
minutos, y que el 68,26% de los autobuses llegan con un retraso comprendido entre 2 y 8 minutos.

a) ¢Cual es la desviacion tipica?
b) ¢Cudl es la probabilidad de que un autobus llegue puntual o antes de la hora?
c) ¢Cuadl es la probabilidad de que un autobus llegue con un retraso de mas de 10 minutos?

a) En una distribucion N(w, o), el 68,26% del total de la poblacion se encuentra en el intervalo (o — w, o + w).
Aplicando esta propiedad al problema se tiene:

o—pn=2

(G—M,0+M):(2,8):>U+M:8

}:)2(r=10 = o =25 2p =6 = w =23

b) PX < 0) = P(Z <90- 3) —P(Z< -08)=1-PZ=08)=1— 07257 = 02743

10 — 3
5

c) P(X >10) = P<Z> ) =PZ>14)=1-PZ=<14) =1- 09192 = 0,0808

PROFUNDIZACION

(PAU) Se sabe que dos poblaciones distintas, X e Y, se distribuyen normalmente con media 0. Ademas,
P(X = 2) = P(Y = 3) = 0,1587. Calcula sus respectivas varianzas.

Indicaciones: Si Z es normal con parametros 0 y 1, entonces P(Z = 1) = 0,8413.

X se distribuye segun una N(O, o,) e Y se distribuye segin una N(O, o,).

Como p(X = 2) = 0,1587 = P(X < 2) = 0,84143

P(Z < 2; O) = 0,8413. Buscando en las tablas se tiene: 2; Oy o =2 = o=2=4
1 1
Como P(Y = 3) = 0,1587 = P(Y < 3) = 0,84143
3-0 . 2 -0 ) )
PlZ< p = 0,8413. Buscando en las tablas se tiene: p =1 = o0,=3 = o0;=23=9
2 2
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15.56. (PAU) La nota media de las pruebas de acceso correspondientes a los estudiantes que querian ingresar en
una Facultad era 5,8; y la desviacién tipica, 1,75. Fueron admitidos los de nota superior a 6.

a) ¢Cual fue el porcentaje de admitidos si la distribucion es normal?

b) ¢Con qué probabilidad exactamente cuatro de diez estudiantes son admitidos?

Sea X la variable aleatoria que indica la puntuacion obtenida por un estudiante. Se trata de una N(5,8; 1,75).

6 — 58

a) P(ser admitido) = P(X > 6) = P(Z > 575

) = P(Z>011)=1-P(Z<011) = 1 — 05438 = 0,4562

b) Sea X el numero de alumnos admitidos de la muestra de tamafio 10. Se trata de una distribucion binomial
de parametros n = 10y p = 0,4562.

PX = 4) = (1 4O> - 04562 - 0,5438° = 0,235

15.57. (PAU) Aplicado un test a un grupo de 300 personas, se ha obtenido una distribucion normal de media 50
y desviacion tipica 5. Calcula:

a) Las puntuaciones que delimitan el 30% central de distribucién.

b) El numero de personas que obtienen en el test mas de 56 puntos o menos de 47.

Sea X la variable aleatoria que expresa la puntuacion de una persona. Se trata de una distribucion N(50, 5).

a) Sea (—k, k) el intervalo en el que se distribuye el 30% de la distribucion N(O, 1).
030 = P(~k<=Z=<Kk)=2P0=<Z=<k) =2[P(Z=< k) —05] = 2[P(Z=< k)] = 1,30 P(Z < k) = 0,65
Buscando en las tablas se obtiene P(Z < 0,38) = 0,6480 y P(Z < 0,39) = 0,6517. Tomamos 0,39.
X, =50 +5-039 = 51,95 Xx; = 50 — 5 - 0,39 = 48,05

Por tanto, el 30% central de las puntuaciones de la distribucion se encuentra en el intervalo (48,05; 51,95).

47_50s2s56_50
5 5

=PZ<12) -1 - PZ<06)] = 08849 — (1 — 0,7257) = 0,6106

b) P(47 < X < 56) = P( ) = P-06<2<12)=PZ<12) —PZ< —-08) =

P(X > 56) + P(X < 47) = 1 — 0,6106 = 0,3894

Por tanto, de 300 personas se espera que haya aproximadamente: 300 - 0,3894 = 117 personas.
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15.58.

15.59.

(PAU) La cantidad de litros de lluvia que caen en una localidad durante el otofio es una variable aleatoria
que sigue una distribucién normal de media w = 100 L y varianza ¢* = 25 L2

a) Halla la probabilidad de que la cantidad de litros de lluvia esté en el siguiente intervalo: (n — 20, p + 20).
b) Halla el primer cuartil de esta variable (punto que deja a su izquierda el 25% de la distribucion).

Sea X la variable que indica la cantidad de litros de lluvia. Se trata de una normal N(100, 5).

a) El intervalo es: (100 — 2 - 5,100 + 2 - 5) = (90, 110).

P90 < X < 110) = P(w<z<w) —P2<Z<2) =PZ<2) - PZ<-2)=
=PZ<2)-[1-PZ<2]=2-PZ<2) —1=2-09772 — 1 = 0,9544
X, — 100
b) Hay que calcular el valor de x, tal que: 0,25 = P(X < x,) = P(Z < T)

Buscamos en las tablas P(Z < —A) = 0,75.
Encontramos P(Z < 0,67) = 0,7486 y P(Z < 0,68) = 0,7517. Tomamos 0,67.

w = 067 = X, = =5 - 0,67 + 100 = 96,65. El primer cuartil es Q, = 96,65.

(PAU) Un pais esta habitado por dos grupos étnicos, M y N, que se encuentran en las proporciones 75%
y 25%, respectivamente.

Se conoce que la talla de los individuos adultos varones es N(p, o), con p = 170y ¢ = 5 cm para el
grupo M,y p = 175, 0 = 5 cm para el grupo N. Se considera que un individuo es alto si su talla es superior
a 180 cm. Se pide:

a) Porcentaje de individuos altos en el grupo M.

b) Porcentaje de altos en el grupo N.

c) Porcentaje de altos en el pais.

d) Si un individuo es alto, écudl es la probabilidad de que pertenezca al grupo N?

Se consideran las variables X e Y, que indican las tallas de los individuos de los dos grupos étnicos. Se trata en
ambos casos de distribuciones normales: N(170, 5) para el grupo My N(175, 5) para el grupo N.

180 — 170

a) P(X > 180) = P(Z > 5

) —PZ>2=1-PZ=2)=1-09772 = 0,0228

En el grupo étnico M, el porcentaje de individuos altos es del 2,3%.

180 — 175

b) P(Y > 180) = P(Z’ > .

) =PZ >1)=1-PZ=1)=1-08413 = 0,1587

En el grupo étnico N, el porcentaje de individuos altos es del 15,9%.

c) 0,023 0,75 - 0,023 + 0,25 - 0,159 = 0,057
M ——== Alto . )
0.75 El 5,7% de los habitantes del pais son altos.
0,75\ 2189 po
d) P(N / alto) = p(alto y de N) _ 003975 _ 0,697

p(alto) 0,057

18 I“ Solucionario
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15.60. (PAU) La cantidad de sustancia S contenida en una dosis de cierta vacuna se distribuye segin un modelo

normal de probabilidad con una media de 50 unidades.

Se ha comprobado que la vacuna surte efecto (inmuniza) si la dosis administrada contiene una cantidad
de S comprendida entre 46 y 54 unidades. Sabiendo que el 2,5% de las dosis contienen una cantidad de
S superior a 54 unidades:

a) ¢Qué probabilidad hay de que un individuo, al que se le administra una dosis elegida al azar, no se
inmunice? Justifica la respuesta.

b) Aproximadamente, ¢cuanto vale la desviacion tipica?

Sea X la variable que indica la cantidad de sustancia S contenida en una dosis de vacuna. Se trata de una
normal N(50, o).

Calculamos con ayuda de la tabla la desviacion tipica.

0025 = P(X > 54) = P(Z > 5“(;;50) - P(Z > é) = P(Z < %) — 1 - 0025 = 0975
4 _ 196 o = 2,04
g

a) La probabilidad de que un individuo, elegido al azar, quede inmunizado al aplicarle una dosis es:

. . 3 __[46 — 50 54 — 50\ _ _ 3
P(inmunizarse) = P(46 < X < 54) = P<72,04 <7< 504 ) = P(—1,96 < Z < 1,96) =

—PZ<2)-PZ<-2=PZ<2) -[1—-PZ<2)]=2PZ2<2)—1=
2 - 097725 — 1 = 0,9545

La probabilidad de que no quede inmunizado es: p = 1 — 0,9545 = 0,0455.

b) La desviacion tipica ya ha sido hallada previamente: o = 2,04.
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