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OBJETIVOS DIDACTICOS:

1.- Analizar si una grafica es o no funcion.

2.- Analizar las caracteristicas de una funcion (dominio, imagen, simetrias,
monotonia, periodicidad, extremos absolutos y relativos, acotacion y asintotas)
a partir de su grafica.

3.- Calcular el dominio de una funcioén a partir de su expresién analitica.

4.- Estudiar la simetria de una funcién a partir de su expresion analitica.

5.- Representar graficamente funciones a partir de unas caracteristicas dadas.

6.- Interpretar la evolucion de un fendmeno asociado a su grafica.

7.- Representar graficamente y estudiar las caracteristicas de las funciones

S . k
elementales: polindmicas hasta 2° grado, racionales, (x) = ,
X-a

exponenciales, logaritmicas y trigonométricas.
(Trabajo en grupo)

8.- Operar con funciones dadas por su expresion analitica.
9.- Componer funciones dadas por su expresion analitica.

10.- Encontrar la funcion reciproca de otra dada.

CONCEPTOS:

Funcién: definicion y expresion.

Dominio y recorrido de una funcién.

Acotacion. Extremos absolutos y relativos.

Simetrias, periodicidad y monotonia (crecimiento y decrecimiento).
Funciones polindmicas, racionales, exponenciales, logaritmicas y
trigonomeétricas.

Funciones definidas a trozos.
Suma y producto de funciones.
Composicion de funciones.

Funcién reciproca f*.
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FUNCIONES Y GRAFICAS

1. INTRODUCCION

El término funcion fue usado por primera vez por el filésofo francés René
Descartes en 1637. En 1694, el matematico aleman Gottfried Wilhem Leibnitz
(1646-1716) utilizé el término para referirse a varios aspectos de una curva, como
su pendiente. Fue él, junto con Isaac Newton, quien comenz6 a desarrollar el
Calculo Infinitesimal o de funciones. Sin embargo, el gran matematico de la
Ilustracion Leonard Euler (1707-1783) fue quien dio por primera vez una
verdadera definicion de funcién, al decir, de una manera un tanto vaga, que f(x)
era el valor de la funcién f asociada al valor de x. (Suyo es el simbolo f(x)).

Aun asi, el concepto de funciéon que hoy en dia todavia utilizamos es el fijado
por el aleman Peter Dirichlet en 1829. Para él, una funciéon real de variable real f
es toda aplicacion de un subconjunto D perteneciente a R, en el conjunto R,
entendiéndose por aplicacidon una correspondencia que asocia a cada elemento de D
un unico elemento de R.

Para llegar a comprender esta definicion necesitamos dar algun paso previo
a través de ideas intuitivas.

Sabes que algunos conceptos pueden estar conectados entre si a través de
una relacion de dependencia. Por ejemplo, el precio del billete de autobus segun la
distancia recorrida, el peso y la edad de un nifio, el area de un circulo segun su
radio, etc. De hecho, en el lenguaje coloquial, se usa la palabra funcién para
expresar esta dependencia: “El caudal de un rio varia en funcién de la nieve y lluvia
acumuladas”.

Las matematicas permiten “cuantificar” esa dependencia, es decir, escribir
con precisién cual es la relacién entre ambos conceptos, e incluso medirla.

Todo consiste en nombrar cada uno de los dos conceptos relacionados.
Llamaremos a uno x y al otro y. Tendremos en cuenta que siempre hay uno de
ellos que depende del valor del otro. Por ejemplo, el area del circulo depende del
radio. Para seguir siempre la misma pauta, llamaremos x a la magnitud
independiente (en este caso, el radio de la circunferencia) e y a la que depende
de ella (area del circulo).

El esquema seria el siguiente: X >y

Radio ____  Area circulo

Decir que el area estd en funcion del radio puede abreviarse asi, si
cambiamos funcién por f: Area = f(radio)
O mejor, si escribimos cada concepto con su nombre y = f(x)

Como ya conocemos el drea del circulo, podemos escribir y = f(x) = n-x?
Es mas, solemos cambiar x por la inicial de radio, para que la relacion sea mas
evidente: f(r) = n-r?.

También encontrards funciones de t (tiempo) f(t) , de | (lado) f(l) = 1°
area de un cuadrado, etc. Incluso funciones de mas de una variable como
f(x,y) = 2x+2y perimetro de un rectangulo , f(x,y,z) =x:y-z volumen de un
ortoedro...
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&Y cual es la ventaja de esta escritura? Que ya podemos calcular, volviendo al
ejemplo anterior, el drea de cualquier circulo sin mas que sustituir su radio en la
formula.

2 unidades area = 4n unidades cuadradas.
10 unidades area = 100n unidades cuadradas

Sir
Sir

Y asi con cualquier otro valor.

¢Te das cuenta de que conocer la expresion de la funcion te permite saber, en
todos los casos, cual es con exactitud la relacion de dependencia entre ambas
variables? Cada vez que conoces una, puedes calcular la otra.

Es condicion imprescindible para que sea funciéon, que a cada valor de x le
corresponda un unico valor de y, pues no tendria sentido que un mismo radio diera
lugar a dos circulos de areas distintas, o que a una misma distancia recorrida se le
adjudicaran dos billetes de precios distintos.

Si utilizamos conjuntos: R f » R
X >y
2 > 475
10 » 100w

El primer conjunto se llamara conjunto origen y contendra a todos los
valores de la variable independiente x (en este caso todos los radios posibles).
Como son numeros reales, diremos que la variable es real. Pero NO todas las
funciones admiten TODOS los nimeros reales. Por ejemplo, f(x) = Jx no permitiria
que x fuera negativo. Por eso, llamaremos DOMINIO (D) al conjunto origen , que
sera siempre un subconjunto de R (DcR) (se admite que R es un subconjunto
de si mismo).

El segundo conjunto se llamara conjunto imagen y englobara a todos los
valores de la variable dependiente y (todas las areas posibles). Como serdn
también nUmeros reales, diremos que la funcién es real. Llamaremos RECORRIDO
o IMAGEN al conjunto de n* reales que son imagen de algun valor de x. Puede ser
todo el conjunto R o sélo algun subconjunto suyo.

Por ejemplo: la funcion f(x) = x> tendria como recorrido sélo los reales positivos y
el 0.

Definicién:
LLamamos APLICACION a cualquier correspondencia que se establezca entre

dos conjuntos, de manera que a cada elemento del primer conjunto le asocia un
Unico elemento del segundo conjunto
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Como tanto x como y son numeros reales, se dice que f es una funcion real de
variable real.
fi R—»R

Igualmente, f: N— 3 Q es una funcién racional de variable natural. Y
f: Z 3 R es una funcidon real de variable entera.

Ahora ya podemos entender la definicion de Dirichlet.

2. DEFINICION

Una funcidén real de variable real f es toda aplicacion de un subconjunto
Dc R en R, de manera que a cada elemento de D le corresponde un unico
elemento de R. Se expresa:
fi D——» R

x T ¥ y=f(x)

o simplemente y = f(x) donde x es la variable independiente e y es la variable
dependiente.

El conjunto de todos los pares de puntos (x,f(x)) posibles, representados en el
plano cartesiano, dara lugar a lo que se conoce como grafica de la funcién, que
viene a ser como una “fotografia” que permite visualizar el comportamiento de la
funcion a través de sus caracteristicas: puntos maximos y minimos, crecimiento y
decrecimiento, regiones de existencia, etc.

Las funciones pueden venir dadas mediante una féormula matemadtica, que se
denomina expresion analitica (por ejemplo, f(x) = 2x-1), mediante una tabla de
valores o mediante su gréfica.

Dentro del primer grupo se encuentran las funciones a trozos, que se
caracterizan por contener varias expresiones matematicas segun el intervalo de que
se trate.

Actividades
2x -1 x<1
1. Dadala funcién  f(x)= <x? 1 <x <3 haz su representacion grafica
3 X >3

teniendo en cuenta si los extremos estan o no incluidos, poniendo punto
cerrado o abierto respectivamente.

2. Representa la funcién y = -3x+1 en el intervalo [1,5).

3. Representa las parabolas: a)y = x*-2x+3 b) y= %xz—x+3 en (-1,3].
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4. Asocia cada expresién analitica con su respectiva grafica:

1) y=-3x+5

2) y=(x+2)°
3)  y=log,,x
4) y=3"

5)  y=-4x?
6) y=log,x
7) yz—gx—l
' (l
9 y-—

10) y=+3+x

11) y=%+3

12) y=+3-x

11.

B

[\S}

[\

[
|
/

/]

o 3

o
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3. DOMINIO Y RECORRIDO DE UNA FUNCION

Definicion: Se llama dominio, al conjunto de valores de x para los que existe
imagen mediante la funcion f. Se escribe Dom(f).

Ejemplo: Si f(x) = =  Dom(f) = R-{0}
puesto que no se puede dividir entre 0.

Para calcular el dominio de una funcién tendremos en cuenta que las
operaciones que no tienen sentido con numeros reales son:
1. la division entre 0
2. las raices de indice par de nimeros negativos
3. los logaritmos de nimeros negativos 6 0.

Por eso, cuando en una funcidn aparezca alguna de estas operaciones
“imposibles” deberemos “sacar” del dominio los nimeros que las producen.

Ejemplo:
1. f(x) =

X+3
x? -

Porser x’-4=0 > x’=4> x= %2 el
dominio sera: Dom(f) = R - {+2}

2. g(x) = Vx-3 Debe cumplirse x-3 >0 = x > 3

luego Dom(g) = [3,x)

Esto significaria que la grafica de la funcién sélo existe desde x=3
incluido, en adelante.

3. h(x) = Ln(2x-1) no puede ser 2x-1<0, luego quitaremos del

dominio los x tales que x < % Por tanto, Dom(h) = R - (-oo,%], o lo que

es lo mismo: Dom(h) = (%,oo).

Las funciones que no tengan denominadores, raices de indice par o
logaritmos, tendran como dominio todos los numeros reales. Esto ocurre, por
ejemplo, con las polinémicas.

g(x) = 3x>-2x + 6 Dom(g) =R

Si disponemos de la grafica de la funcién, calcular el dominio es sencillo.
Basta con “aplastar” mentalmente la grafica sobre el eje X. De esta forma,
estariamos colocando cada imagen (y) sobre su origen (x) y tendriamos asi
sefalados los x que tienen imagen, quedando huecos en los x que estan fuera del

dominio.
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Ejemplos: ,
N 81
I
o111
\\ 4 li
\\
\\7 /
R 6 4 9 8 X
T
e Dom(f) = R - {3}
Y
4
2 L~
X
2 y
i)
4
Dom(f) = [3, »)
Actividad

5. Calcula el dominio de las siguientes funciones:

x2 -9 X — 4
a) ) ==—135 b) 00 = 2573

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
2
| c) f(x)=x2+%x—J§ d) f(x) - X —2X*° ‘:“8 |
| |
| |
| e) f(x) = 2X+2 f) f(x) = log(5x — 8) |
: 2x -1 l
L @) = [ h) f(x) = L xJx + 7) |
| X-2 |
I . 5 X R 5 I
= f(x) =1 -4

i i) f(x) T, -\ Ve J) f(x) =log(x ) i
| k) f(x) =logs(x - 5) 1) f(x) =5 |
| |
N . |

Definicion: Se llama recorrido o imagen al conjunto de todas las

imagenes de la funcién f. Se escribe Im(f).

Im(f) = {x e R/ xe Dom(f) }

Calcular el recorrido a través de la expresion analitica puede ser complicado,
pero no lo es si disponemos de la grafica. Bastaria con “aplastar” mentalmente la
curva ahora sobre el eje Y.

Ejemplo: Sobre las mismas graficas del ejemplo anterior, el recorrido de la
primera seria:
Im(f) = (-0,0)u[l, «») o lo que es igual, Im(f) =R -[0,1)

Y el de la segunda: Im(f) = [0, «)
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Actividades

6. Relaciona cada funcién con su respectivo dominio de definicién:

1
1 -
)y x?+1

_2+x

2)y

6) y=

7)) y=x*-1

8) y=

10) y =

11) y=+x+1

12) y=~/x+3
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7. Relaciona cada grafica con su recorrido:

Yy 4
0
~ =0 6 X
- n X g
Vet _
1) | 2)
4 Y
2 B
JAd AN
— X
T 4
oLt r; X
_bh
= [ \
3) 11
4)
Y Y
o) o)
X -
= _7_7 \’ D > ») p X
5) ] 6) -
Y
| | \ 8 ]
2 AN j I’
\\\ I '
2 ; X \\') /
2 Y G _—
7y O 4 l'
, 8) 8} T
8 4
>
2 9] 5) X
3 41D \\\ X = [
2 -]
4 < 10) N
9) b
Y
W YL 1]
\ |
\LI []
\ |
— -D 2 X 2 D
_n i
= 4
11) 12) '
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8. A partir de la grafica de estas funciones, indica cual es su dominio de definicion:

: Y - y
W 13. R
™~ : D n X
~ b X 1D
\[h
13) 0 14) T 14. R—{3}
/ 16) )
> , 15. R—{0}
4| b //7 X : ml
2 TT5 1 X 16. [2,+oo)
15) 1 T
4 Y
; 7 17. [3,+oo)
= 2 D * =D 9 » X
- - = ) ‘
17) ] 18) y ‘I 18. (0,+OO)
: Al 19, (~.3]
u ) ) X X
ST Ay AR 20. (0,+0)
19) 11 ) A
. . 1 V 21. (—oo,—2)U(—2,+oo)
2T o}
X
it S\ 22. R—{-1}
21) 2y T
Y Y
4 4
5 - N 23. [—3, +oo)
N 6 X ') X
) Z = = T Z
24. [—1,+oo)
_a a4
23) 24)
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4, MONOTONIA: CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

Si dispones de la grafica de una funcién y te planteas dénde crece,
probablemente asocies crecer con subir.

Efectivamente, una funciéon es creciente si, al aumentar la variable x,
también aumenta la variable y. Y es decreciente en caso contrario: si al aumentar
las x disminuyen las y.

4 f(x) — 4 9(x)

»

>

v

Creciente Decreciente

Si no aclaramos mejor este concepto, quedarian indefinidas las funciones
constantes; pues en ellas los valores de y no crecen ni decrecen.

A

f(x) =k k

v

Por eso es necesario desdoblar cada concepto. Distinguiremos entre
crecimiento y crecimiento estricto, englobando en el primer caso tanto la idea de
crecer como la de “no decrecer”.

»
»

v

Crecimiento Crecimiento estricto
Como la funciéon puede cambiar de crecimiento a lo largo de su dominio,
haremos las definiciones en un punto, entendiéndose por punto, en realidad, un
pequefio entorno suyo.
Definicion:
Una funcion f(x) es estrictamente creciente en un punto x=a, si en un
entorno de a (a-r, a+r) se cumple:

YV X,,X,e (a-r, a+r) si x,<x, > f(x,) <f(x,)

es decir, dentro del entorno los x menores tienen las imagenes mas pequefas.
Luego al crecer las x crecen las f(x).

Si permitimos que las imagenes sean iguales, incluiremos a las funciones
constantes.
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Definicion:

Una funcion es creciente en un punto x=a si en un entorno de a E(a,r) se
cumple: Vv x,,x,e (a-r,a+r) si x,<x, = f(x,) = f(x,)

A

v

En x=a la funcién es estrictamente creciente y en x=b es creciente.

Sefala mas puntos donde la funcién sea creciente a secas y otros donde lo sea
i estrictamente.

Haremos definiciones paralelas para el decrecimiento.
Definicion:

Una funcidon es estrictamente decreciente en un punto x=a si en un
entorno de a (a-r, a+r) se cumple: V Xx,,X,e€ (a-r, a+r) si x,<x, = f(x,)
> f(x,)

Una funcion es decreciente en un punto x=a si en un entorno de a se cumple:
vV X,,X,€ (a-r,a+r) si x,<x, = f(x;)z f(x,).

Las funciones constantes son crecientes y decrecientes a la vez, puesto que
verifican ambas definiciones.

Una funcion sera creciente o decreciente en un intervalo si lo es en
cada punto de dicho intervalo.

i  Razona si es cierto que estrictamente creciente = creciente o es cierto su
‘contrario.

Es estrictamente creciente en (-» , 1) u (4’5, +» ). Estrictamente decreciente
en (3, 4’5) y creciente y decreciente en (1,3).
cComo es en los puntos x= -1, x=1, x=2, x=3, x=4 y x=4'5?
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5. EXTREMOS

5.1 Maximo relativo

Definicion: Una funcién f(x) alcanza un maximo relativo en x = a si su imagen
f(a) es el mayor valor que toma la funcién en un entorno de a, es decir, si existe un
entorno de a tal que: Vv xe E(a,r), f(x) < f(a).

5.2 Minimo relativo

Definicion: Una funcién f(x) alcanza un minimo relativo en x = a si su imagen
f(a) es el menor valor que toma la funcién en un entorno de a, es decir, si existe un
entorno de a tal que: V x € E(a,r), f(x) > f(a)

a es un maximo
relativo

b es un minimo
relativo

FY
o-
4

Si f(x) es continua, los maximos relativos son los puntos donde la funcion
pasa de ser creciente a decreciente, y viceversa para los minimos relativos.
Si la funcidn no es continua no tiene por qué ser cierto.

A

v

5.3 Maximo absoluto

Una funcién f(x) alcanza un maximo absoluto en x = a si f(a) es el
mayor valor que toma la funcién en todo su dominio.

5.4 Minimo absoluto

Una funcién f(x) alcanza un minimo absoluto en x
menor valor que toma la funciéon en todo su dominio.

a si f(a) es el

Los maximos y minimos se conocen con el nombre genérico de extremos.

Logicamente, los extremos absolutos son también extremos relativos.
Pues si f(a) es el mayor o menor valor que toma la funciéon en todo su dominio,
también lo serd en un entorno de x=a.

Por tanto, bajo el nombre genérico de extremos relativos incluimos a todos
los extremos.
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6. ACOTACION

6.1 Funciéon acotada superiormente

Una funcion f(x) esta acotada superiormente si todas las imagenes son
menores o iguales que un nO real; es decir, si y sélo si 3 keR tal que f(x) < k,
vxeDom(f).

K se llama cota superior).] Cualquier n° L > k también sera cota superior.

4

o)

r—
\§
-
et

Cualquier n® = 4 es una cota superior.

6.2 Funcion acotada inferiormente

Una funcién f(x) estd acotada inferiormente si y sélo si 3 k’eR tal que

f(x) > k’, vxeDom(f), es decir si todas la imagenes son mayores o iguales que un
no real.

k’ se llama cota inferior. Cualquier n® N < k’ también serd cota inferior.
Y
\la

Cualquier n® < 0 es una cota inferior.

Se dice que una funcién esta acotada si lo esta superior e
inferiormente.

Graficamente, si la funcidon es acotada estd contenida por completo en una
banda horizontal.

w A~ U1
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7. SIMETRIA
Las funciones pueden presentar dos tipos de simetrias:

7.1 SIMETRIA PAR

Se llaman asi las funciones simétricas respecto al eje Y.

v

=X X

Como verds, se verifica que cada y su opuesto =x tienen

la misma
imagen. Luego f(x) es una funcion par si [f(x) = f(-x) vV xe Dom(f)

Ejemplo: f(x) = x*- 3x? es una funcion par, pues si calculas f(-x)

f(-x) = (-x)*- 3(-x)>= x*- 3x*> = f(x)

7.2 SIMETRIA IMPAR

Se llaman asi a las funciones simétricas respecto al origen de

coordenadas, es decir, respecto a los dos ejes coordenados simultaneamente.

4

X

v

Se observa en el dibujo que cada x y su opuesto —x tienen imagenes

opuestas, es decir, | f(x)= - f(-x) VxeDom(f).

1 . .
Ejemplo: f(x) = ~ es una funcidén impar ya que si calculamos f(-x)

f(-x) = X y, si lo cambiamos de signo: -f(-x) = —(—%) = %= f(x)

a) Una funcion no puede ser simétrica respecto al eje X, pues para

poder serlo cada punto deberia tener dos imagenes, lo que contradice la
definicion de funcion.

b) Pueden existir otros ejes o puntos de simetria en una funcién vy, de
igual forma, no tiene por qué presentar ningun tipo de simetria.
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Actividad

9. Estudia la simetria de las siguientes funciones:
a) f(x) = x*-x* b) g(x) = |x| ) h(x) = x-e*

8. PERIODICIDAD
Una funcion es periddica de periodo T si se repite idénticamente en
cada intervalo de amplitud T, es decir, si T es el menor niumero real que
cumple:
f(x) = f(x+T)= f(x+2T) = f(x+3T) = ... = f(x+nT) vxeDom(f).

A

VAVANAVAN

c-T-->

v

Las funciones periddicas mas conocidas son las trigonométricas, siendo T=2n
enelcasode y =senx e y = COSX.
La funcién y = tgx tiene periodo T = =.

SEn X i
(]
1
LE1
M -z S K Hak .
-4 2 “L 1 F) n 4
s -
]
-
.5
=3
£l
CO% X )
18
.
9.5
o iz =2 o Snta
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A

dad

1vi

Act
10. Analiza las siguientes funciones
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9. OPERACIONES CON FUNCIONES

10.1 SUMA Y RESTA DE FUNCIONES

Dadas dos funciones f y g, podremos generar una tercera funcidon que

llamaremos f+g a partir de la suma de ambas.

Definicién:
Dadas dos funciones f(x) y g(x), llamamos suma de f y g a otra funcién f+g

tal que:
(f+g)(x) = f(x)+g(x)

es decir, definimos la funcion suma como la suma de las funciones.

El dominio de la suma es la interseccién de los dominios, ya que para poder
hallar (f+g)(a) es necesario calcular f(a) y g(a). Luego a debe pertenecer al
dominio de ambas funciones.

Ejemplo:  f(x) = 3x°+ x
2X

g(x) = 2x entonces  (f+g)(x)= 3x°*+ x +
X+ 2 X+ 2

Como Dom(f) = R y Dom(g) = R -{-2}, entonces Dom(f+g) = R -{- 2}

** Gj los dominios respectivos son disjuntos (no tienen elementos comunes) no
existe la funcion suma.

Definicién:
Se llama funcion nula a f(x)=0. Es el elemento neutro para la suma de

funciones, ya que g(x) + 0 = g(x).
Graficamente, coincide con el eje X.

Definicién:

(-H)=-f(x)

Se llama funcion opuesta de f y se escribe -f a la funcion

La grafica de la funcion opuesta es simétrica de la de la funcién f respecto al
eje X.

Ejemplo:  f(x) = x? (-f)(x) = - x?

Dibuja ambas graficas y comprueba su simetria.
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Definicién:

Dadas dos funciones f(x) y g(x) llamamos resta de f y g a otra funcién f-g

tal que: (f-g)(x) = f(x)-g(x).

f)=x*+5  g)==
Ejemplo: X

(f—g)(x)=x2+5—§

10.2 PRODUCTO Y COCIENTE DE FUNCIONES

Definicion:
Dadas dos funciones f y g, llamamos producto de f y g a otra funcién f-g
definida de la forma:

(f-9)(x) = f(x)-g(x).

Igualmente, solo existird funcion producto en los puntos que pertenezcan
tanto al dominio de f como al de g, es decir, Dom(f-g) = Dom(f) nDom(g).

Ejemplo:
2X 6x? — 2Xx
f(x)=3x-1 , g(x) =—— = (fg)(X) = ———
X+ 3 X+ 3
_Definicién:

Se llama funcién unidad a f(x)=1. Es el elemento neutro para el
producto de funciones.

Definici6n:

Se llama funcion inversa de f y se escribe % a la funcion:
1 1
(?j %= %

El dominio de % es: Dom(%)=Dom(f)-{x/f(x)=0}, ya que los x que

anulan el denominador ( f en este caso), no tienen imagen.

. . 1 1
Ejemplo: si f(x) = ¥x+1 entonces [—J (x) =
f Ix+1

Dom(f) = [-1,0) y Dom(%)=(-1, )
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Definicién:

Dadas dos funciones f y g, llamamos cociente de f y g a otra funcion f/g tal

(oo = 10
g g(x)

El dominio de f/g es: Dom(f/g) = Dom(f)(1Dom(g) - {x/g(x)=0%}, es decir,
pertenecen al dominio de f/g los x que pertenecen al dominio de ambas
funciones y que no anulan el denominador.

que:

Ejemplo:
1. si f(x) =3x+2 y g(x) =x-1, entonces: (g] x) = 3;:“12
3
2. sif(x) = {X X2\ g(x) = X entonces:
4x x> 2
X3
— x<2
f Vx
— | (X) =
(gj( ) j_—x X>2
X

Calcula el dominio de f/g en ambos casos.

Actividades
11. Sean f(x) = 2x-1 y g(x) = L. Calcula:
X+1
a. (f+9)(2)
b. Dom(f - g)

12, Sean f(x) = %—2 y g(x)= 2x*+3. Calcula:

a. (f-g)(x), (f-9)(2)
b. (fg)(x), (fg)(-1)
c. (fF/9)(x), (F/9)(-2)
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9.3 COMPOSICION DE FUNCIONES

Ademas de sumar, restar, multiplicar y dividir funciones, podemos realizar una
nueva operacion entre ellas que llamaremos composicion.

Intuitivamente, componer funciones vendria a ser algo parecido a
“fusionarlas”. Es decir, consistiria en realizar en un solo paso lo que ambas por
separado harian en dos.

Supon que dispones de las funciones f(x) = é y g(x) = 2x+1

f(x)= 9(x) =2x+2

X | =

(92000= 9(f(x)) = 2+ 2

El grafico te permite “visualizar” el efecto de la funcion composicion:
realizar en un solo paso lo que por separado harian f y g en dos.
Por ejemplo: f asocia 2 con 1/2 vy g asocia 1/2 con 3. La funcidn
composicion, que llamaremos g-f, asocia directamente 2 con 3.

Definicion:
Dadas dos funciones f y g, llamamos funcion compuesta de fy g, y
escribimos g-f, a la funcion:

(g-f)(x) = g(f(x))

Se escribe g-f, a pesar de que actlan en orden contrario, primero f y luego
g. Ello se debe a que resulta mas operativo que el orden coincida con el del 20
miembro g(f(x)). Sin embargo, se lee * f compuesto con g”.

Ejemplo:
JIx

1 Y g(x) = 3x+2

Dadas las funciones: f(x) =

“g compuesto con f*  (fog)(x) = f(g(x)) = f( 3x+2) = 3\)/(3I2+_21 = \/;;:12

LT R

Xx-1 Xx-1

“f compuesto con g” (g-f)(x) = g(f(x)) = g(
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Has podido observar en el ejemplo anterior que la composicion de funciones
NO cumple la propiedad conmutativa. Pero si se verifica la propiedad asociativa:
(fog)oh = fo(g-h).

Definicion:
Se llama funcion identidad a f(x) = x.
Es el elemento neutro de la composicidn, ya que si f(x) = x y g(x) es otra funcién
cualquiera, se cumple que (f-g)(x) = f(g(x)) = g(x)
(g-f)(x) = g(f(x)) = 9(x)

10. FUNCION RECIPROCA

De manera intuitiva, llamaremos funcion reciproca de una funcion f , y
escribiremos f™, a aquella que “deshace” lo que hace f. Es decir, si f asocia x con

su imagen y , f™ asociara cada y con la que fue su x.
X

Por esa razon, si f(x) = 3x entonces f*(x) = 3 Observa que si f(2) = 6,

entonces f(6) =g= 2. En general:

Definicion:
Dada una funcion f(x) inyectiva*, se llama funcién reciproca de f, y se
escribe f*, a la funcién que cumple:

Sif(x) =y = f'(y)=x

f(x) =y
—

‘—
f(y) =x

(*) Para que exista f™ es necesario que sea funcion, es decir, que cada y
tenga una sola imagen x. Para ello, es imprescindible que la funcién f asocie
cada x con una imagen distinta y. Es decir, que f sea inyectiva.

Dicho de otra manera, no puede haber dos origenes distintos x, y x, que

A\ 44

tengan la misma imagen, porque si ocurriera eso, fno seria funcién, ya que “y
deberia tener dos imagenes distintas: x, y x,.
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Definicion:
Se dice que una funcion f es inyectiva si a origenes distintos les
corresponden imagenes distintas. Es decir, si x, = x, = f(x,) = f(x,) , o lo que es lo

mismo,

f inyectiva si f(x,)=f(x,) = X, =X,

Si hubiera dos imagenes iguales, sblo podrian proceder de un mismo origen.

Ejemplo:
Hallar la funcion reciproca de f(x) = 3x-1

Comprobamos primero que la funcion es inyectiva, es decir, f(x,) =
f(x,) = X, =X,.

f(x,) = 3x,-1

f(x,) = 3-x,-1 igualando: 3-x,-1 = 3-x,-1 = 3x,=3X, = X, =X, luego
) si es inyectiva y existe la funcion

reciproca.

Para hallar ahora f seguiremos la definicion: f(x) =y = f'(y) = x

1. Primero igualamos f(x) con vy: 3x-1 =y
2. Despejamos x: IX=y+1 = x = y+1
3. Igualamos f™*(y) con x: f1(y) = y;:l

4. Finalmente, cambiamos y por x puesto que es indistinto.

Podemos comprobar que es correcto sustituyendo un punto cualquiera.

f(2) =3-2-1 =5 luego f*(5) debeser2. Lo comprobamos:

£ (5) = 551 = 2.

Ademas, si la funcion f multiplica por 3 y resta 1, la funciéon f* suma 1 y divide
entre 3, es decir, “hace lo contrario en el orden contrario”.

Se cumple que las graficas de f y f* son simétricas respecto a la bisectriz del
primer-tercer cuadrantes (y = x).

Compruébalo dibujando las graficas de las funciones del ejemplo anterior. :
gPiensa cuales son las funciones reciprocas de y = senx, y = cosx, y = tgx, y= 2*

i Escribe una funcién que no sea inyectiva.
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|
k<0 y siendo a cualquier n© real. :

5. Trigonométricas y = senx, y = cosx, y = tgx |
|

|

|
| Actividades :
' :
l 15, Representa y=3x , y = g y comprueba que son reciprocas (inversas). :
|
| |
l 16. Halla, si es posible, la funcidon reciproca de: :
| |
| a) f(x) = 2x+4  b) g0) =2 @ h() = 3x7-1 d) f(x) = X4
I X 2x -3 :
|
| |
_ |
|17, sean f(x) = 3X 31 y g(x) = 2x+4. Calcula: |
+ |
’ |
|
| a. (fog)(x) |
| b. (gef)(x) |
| c. fi(x) |
| d. F1(2) |
| e. (f-g)(x) |
| f. (f-9)(0) |
| g. (f/9)(x) |
| h. g7 (x) |
| |
| |
' :
l 18. TRABAJO EN GRUPO I
| |
: Representacion grafica y analisis de las caracteristicas (dominio, recorrido :
|, simetrias, periodicidad, monotonia, extremos y acotacion) de las siguientes I
| funnciones: !
| 1. Polinédmicas: de grado 0 ( y=k), 1 (y = ax+b) y 2 ( y= ax? +bx+c) l
: 2. Exponenciales: y = a* siendo a>1 6 0<a<l |
| 3. Logaritmicas: y =log, x siendo a>1 6 O<a<l :
|
: 4. De proporcionalidad inversa: y=; , y=xL distinguiendo k>0,|,
! _
|
|
|
|
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EJERCICIOS Y CUESTIONES

FUNCIONES Y GRAFICAS

1. Una funcion lineal cumple que f(1)=3 y f(-2)=-9. Halla su expresion analitica.

2. Representa y = %xz. Y a partir de ella representa también:
1, 1
a = =—X°+3 b = Zx*-1
)Y =3 )Y =3
X+1 X e [-2,1)
3. Representa las funciones: a) f(x) = |X ~2X+1  xe[l4)
2 X >4

b) y = |-x*+2x+4|
X _2
3

c) y=

4. Dibuja una grafica que no sea funcion e indica porqué no lo es.

5. Halla el dominio de las siguientes funciones:
a)y = 25X b)y=+v2-x c)y=3Y-x+1
X% + 2X
2
d)y= —— e)y =log,(x+1) f)y=x*+3x-1
V=-x+1 ’
-1 X< -1
6. Representa graficamente la funcion f(x) =<4x + 2 -1<x<2
x -1 X > 2

Indica también su dominio.

7. Dada la funcion f(x) = 4x - 6, se pide:
a. ¢Existe f 1(x)?

b. Si existe, calculala.
c. Calcula f(f(x)) y f(f*(3))

8. Dibuja las graficas correspondientes a las funciones con las caracteristicas
que se citan a continuacion:

a. Dom(f)=(—w0,-1)u(l,»), Im(f)= (— 2,2) y decreciente en todo
el dominio.

b. Dom(f)=R- {0}, Im(f)=R, estrictamente creciente en (— oo,O) y
estrictamente decreciente en (0, )
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c. Dom(f)=R, Im(f)=[0,oo), simetria respecto del eje de
ordenadas, maximo relativo en el punto (0,2) y minimos
relativos en (3,0) y (-3,0)

d. Dom(f)=R, simetria respecto del origen de coordenadas,
acotada por -1 y 1, alcanzando la funcion ambos valores,
minimo relativo en (-2,-1) y maximo relativo en (2,1).

9. Dada la funcidn f(x) = 2x - 2x?, comprueba que verifica f(-x) = f(x+1).

10.

11.

12,

13.

14.

15.

Dadas las funciones f(x) =2—XX y g(x) =x*+2, determina, con sus

respectivos dominios, las funciones:
a) f+g b) f-g c) f/g d) gof e) g-g

Analiza el efecto que producen sobre la grafica de una funcién f(x) las
siguientes transformaciones:

a) afadir el valor absoluto: [f(x)]
b) sumar (restar) un nimero a f(x): f(x)+k
c) sumar (restar) un nidmero a x: f(x+k)
d) funcién opuesta -f(x)

* Para pensarlo, puedes empezar por imaginar una funcién sencilla,
por ejemplo f(x) = x*. Intenta dibujar [x®|, x’+42 vy (x+2)°.
Después generaliza a cualquier funcion y cualquier k.

A partir de la grafica de f(x) = %, representa:
a) f(x) -3 b) f(x+2) c) |f(x)] d) -f(x)

Representa graficamente la funcidn f(x) = |x-2|. Escribe su expresion
analitica como funcién a trozos.

Elena va a visitar a su amiga Teresa y tarda 15 minutos en llegar a su casa
gue estd a 1 km. de distancia. Esta alli media hora y en el camino de vuelta
emplea el mismo tiempo que en el de ida.

a) Identifica la variable dependiente y la independiente

b) Representa la funcion tiempo-distancia

c) Encuentra su expresion analitica.

Encuentra la expresién analitica de las funciones:

=3

v

=

[\

ENIES

169



Colegio Vizcaya 19 Bachiller

16. Analiza las siguientes funciones:
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v

Halla la expresion analitica de las dos ultimas funciones.

17. Calcula la simetria de las siguientes funciones:

a) f(x)=x*-3x> b) f(x)=x> -5x3 +x c) f(x)=x-x2
d) f(x) = X e) f(x) = x5 £) f(x) = Vx5 + x3
x3 +x x> +2

g) f(x)=3¥1+x>

18. Representa las siguientes funciones:

2x -1 xX<2 X x<0
a) f(x) ={x? +1 2<x<5 b) f(x) =12 0<x<?2

3 5<x X-3 3<X

senx x>0 1

2 — x<0
c) f(x) =1:x -1<x<0 d) f(x) =4x

-2x-1 x < -1 3% 0<x

19. Sean f(x) = 2x + 5, g(x) = XLy hx) = 23 calcula:
2x -5 7 — 5x

a) Las reciprocas de f(x), g(x) y h(x).

b) (fog)(1), (hof)(0)
c) (f/9)(-1), (Fg)(2), (h+g)(-2) y (g-h)(3)
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CUESTIONES

1. Dadas las funciones f(x) = Vx-9 vy g(x) = , comprueba si

1
V4 - X

existe su funcion suma f+g o producto f-g
2. (Existe alguna funcién par e impar a la vez? éCual?
3. Dibuja una funcion periddica que no sea trigonométrica.

4. Si f(x) es estrictamente creciente en R ¢épuede ser par? , {puede ser acotada
superiormente?

0 i X es racional
1 i X esirracional

a) es una funciéon de dominio R
b) es ina funciéon de dominio R-Q
c) es una funcidon constante

d) no es una funcién.

5. La funcion f(x) =

6. Dadas las funciones f(x) = N y g(x) = L, la funcién fog es

X+5
1
a) (feg)(x) =
X+5
b) (Fog)(x) = —
VX +5
Jx
) (fea)(X) =75
d) (Fog)(x) = |—
9 ~ Vx+5
7. Sobre las funciones del item anterior, podemos afirmar que el dominio de f
es:
a) R"= R-{0} b) R} = reales positivos sin el 0
c) R* = reales positivos d) R° = reales negativos

8. El dominio de g es:

a) [-5,~ ) b) (-5») «¢€)R-{5} d) R - {-5}
9. El dominio de fog es:

a) R* b) (-5, ) ) [-5,» ) d) R-{-5}

2 -

-1

10. Dadas las funciones f(x) = X y g(x)= x+1, senala la afirmacion

correcta:

a) Las funciones f y g son iguales, aunque Dom(f) # Dom(g)

b) Las funciones f y g son distintas, aunque si x* 1, f(x) = g(x)
c) Salvo algun x aislado, f(x)* g(x)

d) Nada de lo anterior es cierto.

11. Dadas las funciones f(x) =2 -x vy g(x) = x*+x -2, se puede
asegurar que:
a) f es una funcién impar
b) g es una funcién par
c) f+g es una funciéon par
d) f+g es una funcién impar.
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Relaciona cada dominio de definicidon con su respectiva fun......

1 _Nx -x-2
1) (2,+oo) -y “+9
, o, 3x
2) R-{-7} VT8
3. y= !
3) (~o0,—1)U(~1,+0) -2
1
4. y=——
4) R-{-2, 2) YT 16
5) (—0,0)U(0,+) 5. y=+3x—-4
6) [0.8)L(8,+) 6. y=3
7) (0,40) 7. =
) x+7
8) (—0,9)U(-9,~1]U[2,+x) 8. y=+2x>+4
9) [gﬁw) 9. y=log(x+3)
10) (=3,+0) 10.y= 2
' log, x
11)[5,4.00) 11.y=\/;+\/x—5
2x—4
12, y =
12) R YT
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Asocia a cada una de estas graficas su ecuacion:

1 y y
1 =
) y=7 MEEEE )
5'e X
2) y=—Jx+1 RN “HPTRE
1 ] 2. ]
1 4 g
3) y=—+2 \‘A ” |\
x )
\L 1 1/ ]
\E1 ] TR 4 X
il o) D X i \
4) y=+2x 2 o
3 + 4 g
4 4
_3x2 4 4
5 = " T
) y=—, ; - =
h X n p X
_3x o) \- -2 '-
6 =—= ]
) v 4 5, TN 6.
Y Y
7) y=2x"-2 C : *
N 2
= __2 \-\ 1 o)
8) y=2x-2 3 2
7 8.
[ |
9) y=+vx-3 ?’, . N
_7 N 6 X
1 ] 24+
1M0)y=——+2 mY
)y 3 9. 10.7
Y Y
| H 4
11))’:;—3 > NN INNE.
-D D A — -0 ) X
b b
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Asocia cada grafica con su correspondiente ecuacion:

Y

1)

SR

09

3)

SR

09

5)

7)

SR

09

9)

o 4

11)

2)

4)

6)

8)

10)

12)

Y

\=J

SR

e ——

09

\J

L\ =]

o 4

09

09
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1. y=3""
1)(

2. =l —
g (2j
3. y=3-2

5. y=3"
6. y=log,x
1)(
7. =l =
g (J
8. y=2"

9. y=log,(x+1)

10. y=log, x

11. y=log,x

12. y=log, x
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Asocia cada funcién con su grafica.

0 q(x)zicl 2) i(x)=~2x+3
3x-1

6) h(x)=
5) s(x)=+x’+1 ) ) x*—4

1

10) k(x) =——
9) j(x)=vx’ -4 M=

g(x)=

7)) m(x)=+2-x

11) r(x)=+1-x

4) p(x)=x"—-x-2

2x?

x? =1

8) I(x)=

12) f(x)=+x> -1

176

11.






