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INTRODUCCIÓNINTRODUCCIÓN

ste libro de Matemáticas de primer curso de Bachillerato de Ciencias
Sociales tiene como finalidad principal ofrecer un material didáctico

sencillo, en el que se invita a una metodología activa, personalizada y motivadora para
mejorar el proceso de aprendizaje del alumnado de educación a distancia.

Con esta obra se pretende facilitar, al alumnado matriculado en el Bachillerato no
presencial, los conocimientos matemáticos que precisa para el estudio de otras
disciplinas de esta especialidad: economía, sicología, sociología, etc.. Se ha evitado
la confección de un libro enciclopédico donde los conceptos y métodos planteados
aparezcan diluidos en medio de noticias, historias, juegos y cierto tipo de actividades
de carácter lúdico relacionadas con las matemáticas. Los autores entienden que el
alumnado de este sistema educativo realiza otro tipo de actividades, laborales
mayoritariamente, a las que dedican una parte importante de su tiempo, por esta razón
han optado por presentar los contenidos de esta materia de un modo breve, claro y
sencillo; sin rodeos ni divagaciones y sin que en ningún momento haya merma en los
contenidos de las unidades didácticas expuestas. 

La obra, aunque austera, no deja fuera nada de lo que pueda ser de interés para
el alumnado que cursa el Bachillerato de Ciencias Sociales, además de cumplir las

E
prescripciones del Ministerio de Educación. Tampoco se ha dejado de lado el uso de 
las nuevas tecnologías en la educación. El texto se ha desarrollado empleando como 
útil fundamental, en las operaciones, una calculadora científica simple. También se ha 
incluido en la obra una bibliografía amplia, en la que aparecen referencias a software 
científico y educativo, instrumentos que posiblemente determinen la enseñanza de 
las matemáticas en el futuro, y el profesor tutor proporcionará una relación de 
páginas de Internet, para todo el alumnado al que el interés y la curiosidad le lleve 
más allá del libro de texto. Con todo, conviene indicar que aunque los ordenadores y 
las calculadoras mejoran la presentación de ciertos conceptos y procedimientos y 
permiten estudiarlos con mayor naturalidad y profundidad en problemas reales, no 
aceleran y no acortan el proceso de asimilación de las matemáticas.
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9

El texto consta de doce unidades didácticas que abarcan tres bloques de contenidos: 

● Números y Álgebra, donde se estudian números reales, polinomios, ecuaciones
y sistemas; 

● Funciones, que trata de límites, continuidad y derivabilidad de una función; 

● y un último bloque de  Estadística y Probabilidad, referido a la estadística
descriptiva en una y dos variables y a las distribuciones binomial y normal. 

Las unidades responden todas a la misma estructura. A saber, una introducción que
sitúa el alcance y relaciones de contenidos, conceptos y métodos, que se van a estudiar
y una serie de epígrafes y subepígrafes, donde se muestran los conceptos y
procedimientos que el alumnado debe aprender, que descansan sobre dos pilares: la
motivación y los ejemplos. 

Los autores son conscientes de la significación pedagógica de los ejemplos, y creen
que hay pocas cosas más eficaces que éstos como guía y orientación para actuar con
seguridad. Así, en cada epígrafe figuran una serie de ejemplos cuidadosamente
seleccionados que incluyen el máximo número de detalles de los conceptos y métodos
estudiados. Estrechamente relacionados con ellos, se propone al alumnado  una estimable

cantidad de actividades, en orden creciente de dificultad, que permiten medir el grado
de asimilación alcanzado. 

El libro se completa con la solución detallada de todas las actividades propuestas,
con lo que se refuerza la metodología del ejemplo, así como un glosario de todos los
términos que aparecen en las unidades didácticas.
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n esta Unidad repasaremos los distintos tipos de números y nos centraremos en los
números reales. 

De los números reales se estudian algunos de sus subconjuntos como son los
intervalos y su representación gráfica sobre la recta real, así como las aproximaciones de los
números reales y el error que se comete si sustituimos el número por su aproximación. 

Se recuerda cómo escribir los números en notación científica y se hace un estudio detallado
de las potencias de exponente entero y de las potencias de exponente racional, también
llamadas radicales. 

La Unidad termina con el estudio de las operaciones con radicales. 

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Introducir los números reales como el conjunto formado por los racionales e irracionales,
y sus operaciones.

2. Construir sobre la recta real números racionales e irracionales.
3. Operar con números irracionales con error acotado.
4. Introducir el concepto de orden en el conjunto de los números reales.
5. Comprender el concepto de valor absoluto para expresar mediante él subconjuntos en

la recta real.
6. Operar con potencias de exponente entero.
7. Introducir la notación científica como medio para representar números grandes y

pequeños.
8. Comprender el concepto de radicales equivalentes, previa definición de potencias de

exponente fraccionario.

Números reales1

1. NÚMEROS NATURALES Y NÚMEROS ENTEROS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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1. Números naturales y números enteros
Los números naturales son los primeros números conocidos por el hombre y

deben su descubrimiento a la necesidad de contar. Los números naturales se simbo-

lizan por la letra N y sus elementos son:

N = {1, 2, 3, 4, 5, 6,...}

El número cero fue un descubrimiento posterior a los números naturales, en la

numeración romana no existe, y su invención se atribuye a los hindúes que lo inclu-

yeron en su sistema de numeración. El sistema de numeración hindú, perfeccionado

por los árabes, es el que actualmente empleamos. A pesar de la dudosa naturaleza

del cero lo consideraremos como un número natural.

La serie inacabable de los números naturales favoreció, en la matemática grie-

ga, la intuición del infinito.

Los números naturales son insuficientes para resolver muchos problemas y

describir nuevas situaciones. Por ejemplo, si tengo 100 euros pero debo 135, ¿cómo

reflejo esta situación deudora? Otras situaciones para las que los números naturales

son insuficientes son las siguientes: ¿cómo expresar temperaturas por encima y por

debajo de cero?, ¿cómo indicar alturas sobre el nivel del mar y profundidades por

debajo de ese nivel?, ¿cómo reflejar el estado deudor o acreedor de una cuenta ban-

caria?, etc. Estas situaciones y los problemas que plantean pueden resolverse con

los números enteros.

Los números enteros están constituidos por los naturales, con el cero, y los

opuestos de los números naturales, recuerda que un número es opuesto de otro si

la suma de ambos es cero. Los números enteros se simbolizan por la letra Z y son:

Z = {… − 4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4,...}

Los puntos suspensivos nos invitan a seguir añadiendo números enteros nega-

tivos, por la izquierda, y enteros positivos, por la derecha.

En las operaciones con números enteros debemos tener en cuenta la jerarquía
de las operaciones, recuerda:

1º Se calculan los paréntesis y corchetes.

2º Se realizan las potencias y raíces.

3º Multiplicaciones y divisiones, empezando por la izquierda.

4º Sumas y restas.

11
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Veámoslo en los ejemplos:

En los ejemplos anteriores hemos empleado la regla de signos en la multiplica-
ción y división de enteros, y la regla de supresión de paréntesis y corchetes cuando
van precedidos de signo + ó −. 

2. Números racionales

No todas las situaciones se pueden describir con números enteros. ¿Cómo
indicar la mitad de algo o su tercera parte? Para hacer esto tenemos que recurrir a
los números fraccionarios o fracciones. La fracción 1/4 indica la cuarta parte de la
unidad y 3/4 es un número que contiene tres veces a la cuarta parte de la unidad

, mientras 7/4 es un números que contiene siete veces la cuarta parte

de la unidad. También la división , da el mismo resul-

tado, por esta razón la fracción 3/4 se puede considerar indistintamente como tal frac-
ción o como una división indicada 3 :4. Luego, toda fracción es un cociente indicado.
Si una fracción tiene el numerador (dividendo) múltiplo del denominador (divisor) el

resultado es un número entero. A la fracción le corresponde el entero −3.−12
4

3 4 1 1 1 4 1
4

1
4

1
4

: ( ) := + + = + +

3
4

1
4

1
4

1
4

− + +

1. Calcula:    

2. Calcula:  

3. Calcula:  

4. Calcula:  

5. Calcula:

A c t i v i d a d e s

( ) [( ) ] ( )5 8 3 6 9 5 7− − − − − −

5 3 4 8 9 3 62 2⋅ − − + − + − +( ) ( ) ( )

6 3 4 7 5 2 6 3 10 3⋅ − − ⋅ + ⋅ − − + −( ) ( ) ( )

( ) [( ) ( )] ( )3 7 1 7 3 35 2 28− − − − − − −

5 12 4 3 7 82 − + ⋅ − −[ : ( )]

12

1. Calcula:  

Solución.

2. Calcula:  

Solución.

7 6 4 3 5 9 5 83 2− ⋅ − + ⋅ − − + −( ) ( ) ( )

7 6 4 3 5 9 5 8 7 6 4 3 5 6

7 6 4

3 2 3 2− ⋅ − + ⋅ − − + − = − ⋅ − + ⋅ − − =
= − ⋅ − +

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 33 125 36 7 24 375 36 380⋅ − − = + − − = −( )

3 4 2 3 7 2 9 12 33⋅ − − ⋅ − − − + − −( ) [ ( ) ( )] ( : ( ))

3 4 2 3 7 2 9 12 3 3 4 6 7 8 9 43⋅ − − ⋅ − − − + − − = ⋅ − − − − − + +( ) [ ( ) ( )] ( : ( )) ( ) [ ( )] ( ) ==
= − − − + + = − − − + = − + + =12 6 1 13 12 5 13 12 5 13 6[ ] [ ]

E j e m p l o sE j e m p l o s
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En consecuencia, llamamos conjunto de los números racionales, y lo simboli-
zamos por la letra Q, al conjunto de todas las fracciones cuyo denominador es dis-
tinto de cero

Dos números racionales son iguales si tienen los numeradores iguales y los
denominadores también iguales o, si teniendo distintos numeradores y denominado−

res, conducen al mismo cociente: los números son iguales porque con-

ducen al mismo cociente. En este último caso, se dice también que las fracciones

son equivalentes, y la propiedad fundamental de las fracciones equivalentes es que

los productos cruzados son iguales; es decir,

En las fracciones equivalentes se cumple la propiedad fundamental

Además, el conjunto Q contiene al conjunto Z, ya que todo número entero a es

igual que la fracción . 

Los números racionales suscitan otra idea del infinito. Hasta ahora el infinito está

asociado a la posibilidad de escribir, sin descanso, números enteros positivos o

negativos, es decir, desplazarnos a la derecha o a la izquierda en el conjunto Z. Sin

embargo, se puede comprobar, entre dos números racionales cualesquiera existe

una infinidad números racionales.

−
−

2
3

 y 4
6

Q a
b

a b b= ≠{ }    
  

donde  y  son enteros y , 0

a
1

porque si entonces ( ) ( )   =  ,    −
−

− ⋅ − = ⋅ =2
3

4
6

2 6 3 4 12

−
−

2
3

4
6

y

si   
  

  
  

entonces  a
b

c
d

a d b c= ⋅ = ⋅,

13

1. Calcula:  

Solución. Hallamos el m.c.m. de los denominadores, m.c.m. (15, 20, 12) =3 ·4 ·5=
= 60, que será el nuevo denominador de las fracciones, y dividimos 60 entre cada
uno de los denominadores originales y el cociente obtenido lo multiplicamos por
numeradores respectivos; de este modo obtenemos tres fracciones con el
mismo denominador cuya suma es:

E j e m p l o sE j e m p l o s

7
15

3
20

11
12

− +

7
15

3
20

11
12

7 4
60

3 3
60

11 5
60

7 4 3 3 11 5
60

74
60

37
30

− + = ⋅ − ⋅ + ⋅ = ⋅ − ⋅ + ⋅ = =
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Hemos simplificado la fracción resultante dividiendo el numerador y denomina-

dor por 2.

En una calculadora científica, la tecla tiene dos funciones: una, introducir fraccio-
nes y operar con ellas; y otra, simplificar fracciones.

Para realizar el cálculo anterior pulsamos    

y aparece en pantalla 1 7 30 que debemos interpretar como la suma ahora

con la tecla , o , convertimos la suma en una fracción impropia, en

este caso .

2. Calcula: 

Solución. Por la jerarquía de las operaciones hacemos en primer lugar las operaciones
de los paréntesis. La multiplicación de fracciones conduce a otra fracción que tiene
como numerador el producto de los numeradores y como denominador el producto de
los denominadores. Mientras que el cociente de fracciones es igual que el producto de
la primera por la inversa de la segunda, entonces

Luego, 

3. Se han consumido los 3/5 de un depósito de agua  y aún quedan  32 litros. ¿Cuántos
litros caben en el depósito?

Solución. Muchos problemas se resuelven mediante fracciones y operaciones con
fracciones, sin necesidad de plantear una ecuación. Recordemos como:

si se han consumido los 3/5, quedan en el depósito 

Si a 2/5 le corresponde 32 litros, a la mitad de 2/5 , que son , le corres-

ponderá la mitad de 32, es decir, 16 litros.

A la capacidad del depósito que son los  5/5  le corresponderá  5 veces 16 litros, es
decir,  5 · 16 = 80 litros.

a
b

c

2
5
2

2
10

1
5

= =

1 3
5

5 3
5

2
5

− = − =

1 2
3

5
4

8
15

5
12

1 8
15

2
9

1 64
2

2 2 2 2

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= +:
225

4
81

1 25 81 64 9 4 25
25 81

2501
2025

− = ⋅ ⋅ + ⋅ − ⋅
⋅

=

8
15

5
12

8 5
15 12

2
9

2
3

5
4

2
3

4
5

8
15

⋅ = ⋅
⋅

= = ⋅ =; :

1 2
3

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

: 5
4

8
15

5
12

2 2

74
60

d/cSHIFTd/c

1 7
30

+

74
60

7 15 3 20 11 12− + =a
b

c a
b

c a
b

c
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3. Expresión decimal de un número
racional 

Si cada fracción o cada número racional es un cociente indicado, al efectuar la
división resulta un número entero o bien un número decimal. Este número decimal
puede ser:

• Un número decimal exacto, cuando el número de cifras decimales es finito.

• Un número decimal periódico puro, cuando, inmediatamente después de
la coma, hay una cifra o grupo de cifras que se repiten indefinidamente.

• Un número decimal periódico mixto, cuando hay una cifra o grupo de cifras
que se repiten, pero no inmediatamente después de la coma.

Hemos hecho la división entre el numerador y el denominador de las siguientes

fracciones:

Obteniendo un entero, un decimal exacto, un decimal periódico puro y un deci-
mal periódico mixto, y siempre ocurre una de estas cuatro posibilidades, cualquiera
que sea la fracción.

28
4

7 28
5

5 6 28
6

4 666 28
15

1 8666= = = =; , ; , ...; , ...  

15

6. Calcula: 

7. Calcula: 

8. Calcula:  

9. Calcula: 

10. Calcula: 

11. Calcula:  

12. Halla la fracción equivalente a 3/4 con denominador 36.

13. Una pieza de tela para confeccionar ropa vaquera se moja y encoge los de su lon−

gitud, quedando ésta reducida a 33 metros. ¿Cuántos metros de tela tenía originalmen-
te la pieza?

14. Un joven gastó los 5/8  de su paga mensual y quedó con 6 euros. ¿Cuánto percibe men-
sualmente? 

3
14

A c t i v i d a d e s

5
6

4
5

15
4

14
3

8
9

7
18

− − −; ;     

2
3

5 10 3
2

7
9

1 2
3

2+ − + −; ; ;             

1
2

1
3

1
5

2
7

3
5

5
6

+ + + −;     

1
6

1
10

1
15

2
15

3
10

5
6

+ + + +;     

5
4

3
2

7
4

10
21

:⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3
4

1
2

3
4

2
2

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
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Cálculo de la fracción generatriz

Podemos realizar el proceso inverso, dado un decimal hallar la fracción que le
corresponde; a esta fracción se le llama fracción generatriz. 

A cada entero a le corresponde la fracción a/1 o cualquier otra fracción equivalen-
te obtenida de ésta, multiplicando numerador y denominador por el mismo número.

Para obtener las otras fracciones generatrices, en los otros casos, debemos
resolver una sencilla ecuación.

En primer lugar, si el decimal es exacto, por ejemplo 5,6, llamando x a la fracción
buscada, 

x = 5,6

Multiplicamos toda la ecuación por la unidad seguida de tantos ceros como cifras
decimales haya, en este caso 10, despejamos x y simplificamos

En segundo lugar, si el decimal es periódico puro, por ejemplo 3,262626…, lla-
mando x a la fracción buscada,

multiplicamos  toda la ecuación por la unidad seguida de tantos ceros como cifras
tiene el periodo, en este caso 100, y obtenemos una nueva ecuación; seguidamen-
te restamos las dos ecuaciones 

Despejando x obtenemos la fracción 

En tercer lugar, si el decimal es periódico mixto, por ejemplo 1,86666…, llaman-
do x a la fracción buscada,

multiplicamos  toda la ecuación por la unidad seguida de tantos ceros como cifras
decimales no periódicas hay, en este caso 10,

10 18 6666x = , ...

x = 1 86666, ...

x = 323
99

100 326 2626

3 262626
1 2 99 323

x
x

x
=
=

⎫
⎬
⎭

− ⇒ =
, ...

, ...
( ª ) ( ª )

x = 3 262626, ...

10 56 56
10

28
5

x x= ⇒ = =

16
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y a continuación multiplicamos esta última ecuación por la unidad seguida de tantos
ceros como cifras tiene el periodo, aquí 10,

Restamos estas dos últimas ecuaciones y despejamos x, y a continuación sim-
plificamos:

4. Representación de números
racionales. Recta racional

Para representar los números enteros sobre una recta se elige un punto O lla-
mado origen y un segmento OU como se indica en la figura 

O    U

−4    −3   −2   −1    0     1     2     3     4

Llevando sucesivamente el segmento OU a la derecha de O situamos los ente-
ros positivos, por el mismo procedimiento, a la izquierda de O, situamos los enteros
negativos. A esta recta le llamamos recta de los enteros.

Los números racionales se pueden representar sobre la recta de los enteros,
aunque para ello  tenemos que hacer uso del Teorema de Tales. Veamos cómo se
hace.

Por ejemplo, representar la fracción 3/5.

100 186 666

10 18 6666
1 2 90 168 168

90

x
x

x x
=
=

⎫
⎬
⎭

− ⇒ = ⇒ = =
, ...

, ...
( ª ) ( ª ) 228

15

100 186 666x = , ...

17

15. Averigua a qué tipo de números decimales conducen las siguientes fracciones:  

16. Calcula las fracciones generatrices de los decimales siguientes:

17. Escribe tres fracciones cuyo denominador sea una potencia de 2 y comprueba que todas
conducen decimales exactos.

18. Escribe la fracción que corresponde a los decimales siguientes:

A c t i v i d a d e s

6
11

5
6

58
99

122
990

, , ,      

0,1818...       0,3636...       0,152727...
0,363363...    2,137222...   0,33636...        

0,9999...      1,9999...
3,1999...      0,0999...

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



NÚMEROS REALES

1UNIDAD

Paso 1: Sobre la recta de los enteros trazamos una semirrecta s con origen en el

punto O.

Paso 2: Llevamos 5 segmentos iguales sobre la semirrecta s.

Paso 3: Unimos el extremo del último segmento trazado sobre s con el punto 1.

Paso 4: Trazamos segmentos paralelos al segmento anterior; dividimos el segmento

unidad en 5 partes iguales y tomamos las tres primeras.

A 3/5  le corresponde el punto que hemos dibujado en la figura. 

Si quisiéramos representar 7/5, como , se trataría de repre-

sentar 2/5 tomando  como origen el punto que corresponde al número 1 sobre la

recta de los enteros, y proceder como en el caso anterior. 

Si la fracción es negativa, como , le corresponde también un punto sobre la

recta, con un compás y centro en O hemos dibujado el opuesto de , como vemos en

la figura.

La recta en la que situamos los números racionales se llama recta racional.

−7/5   −1            0          1    7/5      2

7
5

− 7
5

7
5

5
5

2
5

1 2
5

= + = +

0                                 3/5                  1                       

s

18

19. Representar los siguientes números:   

A c t i v i d a d e s

  
  

  
 

y   
  

2
3

4
9

12
5

, −
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5. Números reales
5.1. Números irracionales

La expresión decimal de los números racionales puede ser exacta, o bien infini-
ta periódica, pero queda un tipo de expresión decimal sin tratar; esta es la expresión
decimal infinita no periódica.

Los números que tienen una expresión decimal infinita no periódica se llaman
números irracionales.

Los números 1,232332333...; 0,2020020002... son ejemplos de números irracio-
nales, su expresión decimal es infinita y no periódica. 

1

1

Este número, si nos molestamos en calcular muchísimos decimales, veremos
que tiene un número indefinido de decimales y no se repite periódicamente ningún

grupo de ellos. Es posible demostrar que no se puede expresar como una frac-

ción, y consiste en probar que si existe una fracción irreducible igual a , esta frac-
ción no puede ser  irreducible; lo que es absurdo: luego esa fracción no existe. Todas
las raíces cuadradas de números que no son cuadrados perfectos conducen a un
número irracional.

Un número irracional muy conocido es B, se lee pi; y, como sabemos, indica
la longitud de la circunferencia cuando utilizamos como unidad de medida su diá-
metro. Este número también tiene infinitas cifras decimales no periódicas y vale
B = 3,1415926535897…

Número irracional es el que tiene una expresión  decimal infinita no  periódica.

Hay muchos números irracionales, más que racionales. En este curso estudiare-
mos otro número irracional, muy importante, llamado simplemente número e. El núme-

ro e se define como el valor hacia el que se aproxima la sucesión cuando a n

le vamos dando valores cada vez más grandes, y es e = 2,7182818...

Tendremos oportunidad de volver a encontrar este número a lo largo del curso.

2

Hay números irracionales más familiares. Si queremos hallar la
diagonal de un cuadrado de lado 1, empleando el teorema
Pitágoras, obtenemos

1 1 2 1 4142132 2+ = = , ....

1 1+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟n

n

2

2

19
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5.2. Números reales

Definimos los números reales como el conjunto de números constituidos por los
racionales e irracionales; se simboliza mediante la letra R. En el esquema siguiente
aparecen todos los números que conocemos hasta ahora:

Es evidente que todos los naturales son enteros, todos los enteros son racionales;
y los racionales junto con los irracionales constituyen el conjunto de los números reales.

5.3. La recta real
Sabemos que a cada número racional le corresponde un punto sobre la recta

racional, y nos asalta ahora una pregunta: ¿hay más puntos que números racionales

o hay tantos puntos como números racionales? La respuesta es que hay más pun-

tos que números racionales, y eso se puede comprobar viendo que a cada número

irracional se le puede asociar un punto de la recta racional. No es fácil en general,

aunque es sencillo con los números irracionales que se obtienen mediante el teore-

ma de Pitágoras; esto es, los que aparecen bajo la raíz cuadrada, como . En la

figura hemos dibujado como, mediante triángulos rectángulos de hipotenusa

y ,con un compás, podemos asociar un punto a estos números irracionales.

Con procedimientos como los ante-

riores asignamos a cada número real

un punto de la recta, y admitimos

también lo contrario: a cada punto de

la recta se le puede asignar un núme-

ro real. Es decir, hay tantos números

reales como puntos en una recta. 

Recta real es aquella en la que se encuentran representados los números reales. 

5

2

2

Números reales

Irracionales

Racionales

Fraccionarios

Enteros
Natturales

Enteros negativos

⎧
⎨
⎩

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

20

1                          

0                          1                          2

2
5

20. Representa sobre la recta real, , sabiendo que es la hipotenusa de un triángulo rec-
tángulo de catetos 1 y .

21. Representa por el mismo procedimiento . 6

2
3

A c t i v i d a d e s
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6. Valor absoluto e intervalos
6.1. Orden en los números reales

Sobre la recta real de la figura están representados algunos números reales.

−2                   −1                    0                   1                    2

Estos números aparecen ordenados, los números mayores se encuentran a la
derecha de los menores. ¿Hay algún modo de decidir cuando un número real es
mayor que otro, sin necesidad de representarlos sobre la recta? Si, y lo proporciona
la siguiente definición:

Dados dos números reales a y b,  se dice que a < b si b --a es positivo.

Los ejemplos aclaran la definición:

• 1,4 < 1,43; puesto que, 1,43 −1,4 = 0,03 > 0; también se puede escribir 1,43 > 1,4.

• −12 < 4; puesto que 4 −(−12) = 16 > 0.

6.2. Valor absoluto

Para medir la longitud de un trozo de la recta real empleamos una operación lla-
mada valor absoluto, y que se define así:

El valor absoluto de un número real positivo es el mismo. El valor absoluto de un
número real negativo es su opuesto.

Por ejemplo, el valor absoluto de 3,14 es 3,14  y el valor absoluto de −3,46 es 3,46. 

El valor absoluto de un número a se simboliza por |a| y la definición permite escribir:

Observa que la expresión |x| = 4 es una ecuación que tiene dos soluciones,
x = 4 y x = − 4; las dos soluciones equidistan del origen. El valor absoluto de un
número se puede interpretar como la distancia de ese número al origen.

−4               0               4

Este hecho permite emplear el valor absoluto para hallar la distancia entre dos
puntos o entre dos números reales. 

Se llama distancia entre números, o dos puntos, de la recta real x1 y x2 al valor
absoluto de la diferencia; esto es |x1 −x2|

0               x1 x2

| |
,

,
a

a si a
a si a

=
≥

− <
⎧
⎨
⎩

    

  

0

0

21
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6.3.  Intervalos en la recta real
Si a y b son dos números reales, se llaman intervalos en la recta real al conjunto

de números comprendidos entre a y b. A los números a y b se llaman extremos del

intervalo.

Los intervalos pueden ser abiertos o cerrados:

Intervalo abierto: (a, b) = {x 0 R, tal que a < x < b}. En el intervalo abierto los

extremos no pertenecen al intervalo.

Intervalo cerrado: [a, b] = {x 0 R, tal que a # x # b}. En el intervalo cerrado los

extremos pertenecen al intervalo.   

Un intervalo puede tener inicio, pero no fin. Los intervalos de este tipo se  llaman

semirrectas de origen a, [a, ∞ ) = {x 0 R, x $ a}

También hay intervalos que tienen fin, pero no inicio. Estos intervalos se  llaman

semirrectas de extremo a, (−∞ , a] = {x 0 R, x # a}

Las semirrectas pueden no contener a su origen, ni a su extremo, en cuyo caso

escribiremos (a, ∞ ) = {x 0 R, x > a } ó (−∞ , a) = {x 0 R, x < a}.

0              a 

0               a

0               a               b  

0               a               b  

22

1. Los intervalos se pueden expresar por medio del valor absoluto. Expresar por medio del
valor absoluto el intervalo  [2,14] = {x 0 R, tal que 2 # x # 14 } 

Solución. Realizaremos los siguientes pasos:

Paso 1: Se calcula el punto medio del intervalo: 8.

Paso 2: Se calcula la distancia de 8 a los extremos:

|2 −8| = 6 y  |14 −8| = 6

Paso 3: Los puntos del intervalo distan de 8 menos o igual a 6; esto es

|x −8| # 6
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7. Aproximación de los números reales
Es evidente que un número con infinitas cifras decimales no es fácil de manejar,

a menos que prescindamos de la mayor parte de ellas; con lo cual ya no manejamos
el número sino una aproximación. 

23

2. Representar gráficamente el intervalo  |x −5| # 2

Solución. Este intervalo lo constituyen los números cuya distancia a 5 es menor o igual

que 2. Y los extremos de este intervalo son obviamente: 5 −2 = 3 y 5 + 2 = 7. 

También lo podemos resolver de la definición de valor absoluto

3. Representa gráficamente el conjunto de números que cumplen que |x −5| $3.

Solución. La inecuación anterior, si aplicamos la definición de valor absoluto, conduce
a dos inecuaciones:

El conjunto de números que buscamos cumple las dos inecuaciones: x$8  y  −x$−2,

esta última se puede escribir x#2. Luego, será el conjunto de números reales que son

mayores que 8 o menores que 2. Gráficamente

Esto es la unión, que simbolizamos por c, de dos semirrectas:  (−4 , 2] c [8, 4 ]    

0         2                             8  

0               3               7  

x
x x

x x x
− ≤

− ≤ → ≤
− − ≤ → − + ≤ → ≤

⎧
⎨
⎩

5 2
5 2 7

5 2 5 2 3( )

x
x x x

x x x x
− ≥

− ≥ → ≥ + → ≥
− − ≥ → − + ≥ → − ≥ − + → − ≥ −

⎧
⎨
⎩

5 3
5 3 5 3 8

5 3 5 3 5 3 2( )

22. Representa gráficamente los intervalos [− 6, 2], (4, 4 ), (−4 , −1].

23. Representa gráficamente los intervalos  |x| #1, |x −6| #3.

24. Representa gráficamente los conjuntos | x | $5, | x −1| $3

25. Expresa los intervalos [−6, 10], [−5, −1] por medio del valor absoluto.  

A c t i v i d a d e s
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Los números se pueden aproximar mediante truncamiento y redondeo.

Truncamiento. Consiste en suprimir las cifras decimales de un número, a partir
de una determinada.

Por ejemplo, el número 21,357604081 truncado a partir de las siete primeras
cifras significativas, se convierte en 21,35760; truncado a partir de las cuatro prime-
ras cifras queda 21,35 y truncado a partir de la parte entera vale 21.

Redondeo. En el redondeo también truncamos, pero nos fijamos en la primera
cifra que se trunca; y según sea su valor, aplicaremos la siguiente regla:

• Si esta cifra es menor que cinco la última cifra del número truncado no se
cambia.

Por ejemplo, el número 31,457264 redondeado a cinco primeras cifras signi-
ficativas toma el valor 31,457, por que la primera que desechamos es un 2.

• Si la primera cifra desechable es cinco o mayor que cinco se suma una uni-
dad a la última del número truncado.

Por ejemplo, para redondear el número 31,457264 a las dos primeras cifras
decimales, se trunca y se obtiene 31,45 como la primera cifra desechable es
7, para redondear se suma una unidad  a la última cifra del número trunca-
do, al 5, y se obtiene 31,46.

7.1. Error absoluto y relativo

Dado un número N y una aproximación de éste, n, llamamos error absoluto, y
lo simbolizamos por E, a la diferencia entre el valor del número y su aproximación:

E =  N − n

Se llama error relativo, y se simboliza por e, al cociente entre el error absoluto
y el valor del número:

El error relativo se suele expresar en porcentaje; esto es: 100 · e%.

Por ejemplo: Se ha estimado el peso de la mercancía de un contenedor en 13 000

kg; una vez descargado se comprobó que la carga pesaba 12 534 kg. Calcula el error

absoluto y relativo que cometió en la  estimación.

Solución: Error absoluto:   E = 12534 −13000 = − 466 ; 

Error relativo:    

El signo menos del error absoluto indica que ha cometido un error por exceso;

por tanto, el error absoluto positivo indicará que el error se comete por defecto.

e = − ≈ − = −466
125340

0 037 3 7, , %

24

e N n
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7.2. Errores y números reales

Los números con infinitas cifras decimales obviamente no se pueden manejar
con toda su parte decimal, hay que aproximarlos. ¿Cuál es el error absoluto y relati-
vo que cometemos con estas aproximaciones?

Si el número es racional, se conoce su valor exacto, y es fácil determinar los
errores absoluto y relativo.

Por ejemplo, si . ¿Qué error cometemos si sustituimos por 0,66?

E = ;    e = 

Si el número es irracional, no conocemos su valor exacto y por tanto no pode-
mos hallar el error absoluto, pero si acotarlo, es decir, saber que es menor que un
cierto número.

Por ejemplo, si tomamos 3,14 por el número π = 3,141592654…¿qué error
cometemos? Sabemos que el número π está comprendido entre 3,14 < π < 3,15;
luego el error absoluto es

E = π −3,14 < 3,15 −3,14 = 0,01

Como es menor que la fracción , entonces

e =  

8. Potencias

8.1. Potencias de exponente entero
La definición de potencias exige que los exponentes sean mayores que 1,  pero

al dividir potencias de la misma base es posible encontrar potencias con exponente
cero, como 5º, con exponente uno, como 51, y con exponente negativo, como 5−2.

E
π

< = =0 01
3 14

0 00318 0 318,
,

, , %

0 01
3 14
,
,

e E=
π

1
150
2

3

1
100

1= = %2
3

0 66 2
3

66
100

2
3

33
50

1
150

− = − = − =,

2
3

2
3

0 6666= , ...

25

26. Determina el error absoluto y relativo que  cometemos al tomar 0,33  por .

27. Acota el error absoluto y el error relativo que se comete al tomar 1,41 por .   

A c t i v i d a d e s

1
3

2
www.yo

qu
ier

oa
pro

ba
r.e

s



Vamos a dar sentido a estas situaciones igualándolas con los resultados obtenidos
al simplificar fracciones cuyos términos son potencias de la misma base.

Observa los ejemplos siguientes:

La generalización de estos resultados nos permite dar la siguiente definición:

Si a es un número real cualquiera y n un número natural, entonces

En los ejemplos siguientes hemos aplicado la definición:

8.2. Operaciones con las potencias de
exponente entero

Las operaciones con las potencias de exponente natural son:

• Producto: a n · a m = a n + m

• Cociente:  a n : a m = a n -- m

• Potencia de un producto: (a · b)n =  a n · b n

• Potencia de un cociente:  (a : b)m =  a m : b m

• Potencia elevada a otra potencia:   (a m)n = a n · m

Las operaciones que se pueden realizar con las potencias de exponente entero
siguen las mismas reglas que las de exponente natural. Veámoslo y comprobemos
resultados. 

• Producto de potencias de la misma base:   a n · a m = a n + m

Por ejemplo:  4 4 4
1
4

4
4

4 4 4 4 45 3 5
3

5

3
2 5 3 5 3 2⋅ = ⋅ = = ⋅ = =− − + −( )ó ( )

26
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Simplificando Dividiendo potencias Igualando resultados

5

5
1

4

4
= 5

5
5

4

4
0= 5 10 =

5 51 =
5

5
5 5

7

6
7 6 1= =−5

5
5

7

6
=

5

5

1

5

6

8 2
= 5

5
5 5

6

8
6 8 2= =− − 5

1

5
2

2
− =

2
1

2

1

32
5

1

5
0 2

1

36

1

6
65

5
1

2
2− − −= = = = = =; , ; .

; ; a
a

n
n

− =   

 

1a a a0 11= =;a a a a an = ⋅ ⋅ �
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• Cociente de potencias de la misma base:   a n : a m = a n -- m

Por ejemplo:  

• Potencia de un producto:   (a · b) n =  a n · b n

Por ejemplo: 

• Potencia de un cociente:  (a : b) m =  a m : b m

Por ejemplo : 

• Potencia de otra potencia:   (a m)n = a n · m

Por ejemplo: 

9. Números en notación científica
En muchas informaciones aparecen cantidades muy grandes o muy pequeñas y

que se suelen escribir como un producto de un decimal, mayor que uno y menor que
diez, y una potencia de diez. Por ejemplo, si nos dicen que masa de un átomo de
hidrógeno es 0,000 000 000 000 000 000 000 001 675 gramos, esta cantidad tan
pequeña, por comodidad, se escribe como 1,675 x 10−24 gramos. Si por el contrario,
nos dicen que la masa de la Tierra que es 5 976 000 000 000 000 000 000 000 kg,
entonces lo expresamos así: 5,976 x 1024 kg. Esta manera de expresar los números
decimales grandes o pequeños se llama notación científica.

Un número escrito en notación científica se compone de un número decimal
mayor que uno y menor que diez multiplicado por una potencia de diez.

 ó  2
1

2

1

2
2 2 2 25 3

5

3

15
15 5 3 5 3 15− − − − ⋅ −( ) = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= = ( ) = =

4 :5
1

4
:

1

5

5

4

5

4

4

5
ó 4 :5

4

5
3 3

3 3

3

3

3 3
3 3− −

−
− −= = = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−−3

4 5
1

4

1

5

1

4 5

1

20
20 4 5 4 5 203 3

3 3 3 3
3 3 3 3 3− − − − − − −⋅ = ⋅ =

⋅( )
= = ⋅ = ⋅( ) =

 
ó

5 5
1

5
5

1

5 5

1

5
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28. Calcula  

29. Calcula   

30. Simplifica   

31. Multiplica y simplifica   

A c t i v i d a d e s

2 3 5 23 0 0 3 4 1 0⋅ ⋅ ⋅− −, ( ) , , ( )a a a
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Ya conocemos el efecto de multiplicar por una potencia de diez; cuando multipli-
camos un decimal por 10n, movemos la coma n lugares hacia la derecha; si lo multi-
plicamos por 10−n, que es lo mismo que dividir por 10n, movemos la coma n lugares
a la izquierda.

Veamos ahora cómo se opera con este tipo de números. Para sumar y restar
números en notación científica, es necesario que todos tengan la misma potencia de
10, si esto no ocurre sacamos factor común a la menor potencia de 10, y luego suma-
mos. Por ejemplo:

La operación de sacar factor común, empleada en el ejemplo, consiste en expre-
sar como una multiplicación una serie de sumandos en los que repite un factor, así

a · b − a · c + d · a − f · a = a · (b − c + d − f )

Al multiplicar y dividir números en notación científica únicamente tenemos que
observar las reglas de multiplicación y división de potencias de la misma base. Por
ejemplo, si se trata de multiplicar  3,68·107 con 8,63·10−5, el resultado sería:

3,68 · 107 · 8,63 · 10−5 = 31,7584 · 107−5  = 31,7584 · 102  = 3,17584 · 103

y si se trata de dividir:

3,68 · 107 : 8,63 · 10−5 = 0,4264194 · 107−(−5)  = 0,4264194 · 1012 = 4,264194 · 1011

28
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1. Expresar en notación científica: 0,004 56

El primer factor es 4,56 y, como hemos movido la coma tres lugares a la derecha, para
contrarrestar esta operación, el segundo será 10−3. Luego, 0,004 56 = 4,56x10−3

2. Expresar como decimal: 4,835x108

Este ejercicio es más fácil, ya únicamente consiste en mover la coma ocho lugares a
la derecha 4,835x108 = 483 500 000

E j e m p l o sE j e m p l o s

6 31 10 4 325 10 5 13 10 6 31 10 10 4 325 10 10 58 10 5 3 5 5 5, , , , , ,⋅ + ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ − 113 10

6 31 10 4 325 10 5 13 10 6310 432500 5 13

5

3 5 5

⋅ =
= ⋅ + ⋅ − ⋅ = + − ⋅( , , , ) ( , ) 110

438804 87 10 4 3880487 10

5

5 10

=
= ⋅ = ⋅, ,

3. Expresar en notación científica:

a) 453 000 000 000 000

b) 0,000 000 000 000 000 354

Solución. a) 453 000 000 000 000 = 4,53 · 1014 ; b) 0,000 000 000 000 000 354 = 3,54 ·10−16

4. Realiza las siguientes operaciones:

a) 1,23 · 106 −  3,21 · 108 + 2,31 · 109
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10. Radicales
Una forma simbólica de manejar algunos números reales es mediante radicales;

veremos qué son los radicales y cómo se opera con ellos.

10.1. Raíz enésima (n--sima)
Llamamos raíz enésima de número a, y lo simbolizamos por, a otro número

b que cumple que  . Es decir,

Al símbolo se le llama radical , al número n se llama índice de la raíz y a a,
radicando.

Si el índice es 2, la raíz se llama cuadrada. Si el índice es 3, la raíz se llama
cúbica. La razón de estos nombres es que el lado a del cuadrado de área A es la
raíz cuadrada de A: ; y la arista a del cubo de volumen V es la raíz cúbica
de V : a = .

Para el cálculo de la raíces de un número, salvo en casos muy sencillos como

y el de otras potencias conocidas, empleamos la calculadora.8 2 27 3 16 23 3 4= = =, , ,

V3

a A=

an

a b b an n= =si  

b an =
an
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b) 4,74 · 10 −9 · 8,2 · 1016

c) 5,67 · 10 7 : 9,2 · 10 6

Solución. a) 1,23 · 10 6 −3,21 · 10 8 + 2,31 · 10 9 = (1,23 −3,21 · 10 2 + 2,31 · 10 3) · 10 6 =

= (1,23 − 321 + 2310) · 10 6 = 1990,23 · 10 6 = 1,99023 · 10 9;

b) 4,74 · 10 −9 · 8,2 · 10 16 = 38,868 · 10 −9+16 = 38,868 · 10 7 = 3,8868 · 10 8

c) 5,67 · 10 7 : 9,2 · 10 6 = 0,6163043 · 5,67 · 10 7−6 = 6,163043

32. Expresar los siguientes números en notación científica:  

a) 0,36790000;      b) 0,000000827;       c) 1436,987 

33. Calcula la suma de los siguientes números en notación científica, sacando factor común
a 10 3 :

34. Un año luz es la distancia que recorre la luz durante un año. Si la luz viaja a la velocidad
de 300 000 kilómetros por segundo, calcula y expresa en notación científica el número
de kilómetros que tiene un año luz. 

7 91 10 9 71 10 7 19 10 1 79 106 3 5 4, , , ,⋅ − ⋅ + ⋅ + ⋅

A c t i v i d a d e s
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La tecla para las raíces cuadradas y la tecla  para raíces de otros índices. 

Comprueba con la calculadora que , pulsando125 3 

Comprueba con la calculadora que las raíces de índice par y radicando negativo
no existen. Sin embargo, las raíces de índice par y radicando positivo tienen dos
soluciones: una positiva y otra negativa. Esto es evidente porque: (−2)2 = 22 = 4,
luego 

10.2. Potencias de exponente racional
Como consecuencia de la definición de raíz enésima podemos expresar el radi-

cal  como una potencia de exponente racional:

y por tanto las operaciones con radicales son iguales que las operaciones con poten-
cias de exponente fraccionario.

Del mismo modo que hay fracciones equivalentes existen, también, radicales
equivalentes. Dos radicales son equivalentes si escritos como potencias tienen expo-
nentes equivalentes: 

La equivalencia de radicales permite dos cosas:

− Simplificar radicales.

− Reducir radicales al mismo índice.

Veamos ejemplos de estas operaciones.

a a amn m n
m
n= ( ) =

  
1

, ya que a a a
m
n

n m n
n m⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = =

"

a an n=
1

, ya que a a an

n n
n

1⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = =

3

4 2 2= + −y

125 53 = SHIFT x y
1

=

x y
1

30

a a a amn m pn p
m
n

m p
n p= =""

"

"ya que  

1. Simplificar 

Solución. ; ;

2. Reducir los radicales  al mismo índice.

Solución. Hay que encontrar radicales equivalentes a los dados, pero con el mismo

índice. Hallamos el m.c.m. (2, 3, 6) = 6. Y por tanto

182 3 2 3 2 3 24 44 44 4 4= ⋅ = ⋅ = ⋅

8 503   y  206,

a a a a46
4

6

2

3 23= = =
 

64 2 2 23 63
6

3 2= = =

64 1823 4 46    , , a

E j e m p l o sE j e m p l o swww.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



10.3. Operaciones con radicales
Producto de raíces de igual índice:

Esta operación se emplea para sacar un factor de un radical, como por ejemplo

Cociente de raíces de igual índice:

Producto y cociente de raíces de distinto índice. 

Para multiplicar y dividir radicales con distinto índice hay que transformarlos en
otros equivalentes, y luego multiplicar y dividir según el caso.

Suma de radicales

Para sumar radicales es preciso que tengan el mismo índice y el mismo radican-
do, de otro modo no se pueden sumar.

a b a
b

n n n: =

8 2 2 2 2 2 2 2 81 3 3 3 3 3 3 33 2 2 3 43 33 33 3 3= = ⋅ = ⋅ = = = ⋅ = ⋅ =;

a b a bn n n⋅ = ⋅
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3. Calcular:  a)

Solución. a) a a a a a a a a a23 23

1

2
2

3

1

2 2

6

1

3 3 23
6 2

3

6

= ( ) =
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = = = ( ) =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =; b)   

112

3 4= a

a a23 23
6

b) ( )

8 8 8 8 50 50 50 50 20 20 20
1

2

3

6 36 3
1

3

2

6 26 6
1

6 6= = = = = = = =; ;

Calcula   

Solución. Como vimos en el ejemplo 2 el m.c.m. (2, 3, 6) = 6, entonces:

8 50

20

8 50

20

8 50

20

8 50

20

2 5 2

2 5

3

6

36 26

6

3 26

6

3 2

6

9 2 2

2
6

⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅
⋅

=( ) 22 5 2

2 5
2 5

2 5 40 40 40 40 4 10 4 1

9 4 2

2
6 9 36

3 36 36
3

6

1

2

⋅ ⋅
⋅

= ⋅ =

= ⋅ = = = = = ⋅ = ⋅( ) 00 2 10=

8 50

20

3

6

⋅
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Por ejemplo, 

Racionalización de los denominadores

Antes de uso generalizado de las calculadoras era muy incómodo dividir un

número por un radical, y se buscaba el modo de convertir esa división en otra en que

el divisor fuese entero. Para ello se establecieron reglas, llamadas reglas de racio-

nalizar los denominadores, y son las siguientes:

Si en vez de tenemos  , entonces multiplicamos y dividimos  por

Y por último:

c b+
c b+ c b−

a
b

a b
b b

a b
b

a b
b

a
b

a b
b b

a b
b bmn

n mn

mn n mn

n mn

m n mn

= ⋅
⋅

= ⋅ = ⋅

= ⋅

⋅
= ⋅

⋅
=

−

−

−

−

2

aa b
b

a b
b

a
c b

a c b
c b c b

a c b
c b

a

n mn

nn

n mn⋅ = ⋅

+
= ⋅ −

+ ⋅ −
= ⋅ −

−
=

− −

( )

( ) ( )

( )
2 2

⋅⋅ −
−

( )c b
c b2

27 48 75 3 2 3 3 5 3 3 2 3 3 5

3 3 2 3 5 3 7 3 5 3 2 3

3 4 2 2 4 2

2

+ − = + ⋅ − ⋅ = ⋅ + ⋅ − ⋅ ⋅ =

= + − = − =
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a
c b

a c b
c b c b

a c b
c b

a c b
c b−

= +
− +

= +
−

= +
−

( )

( )( )

( )

( ) ( )

( )
2 2

Racionaliza las siguientes fracciones:  

Solución.

3

2 7

3 2 7

2 7 2 7

3 2 7
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3 2 7
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35. Calcula:   

36. Halla:  

37. Extrae factores de los radicales siguientes:  

38. Suma los radicales:

a ) ; b) ; c)

39. Multiplica los radicales: 

40. Divide:  

41. Racionaliza:

A c t i v i d a d e s

5 1 0 81 645 4 6, , ,

( ) , ( ) , ( ) ,3 2 5 42 4 3 3 3 3 33x x a b
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8 18 98+ − 45 180 20+ − 2 27 2 12 9 75− +
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UNIDAD

a necesidad de efectuar numerosos y complicados cálculos dio origen a los logaritmos.
Los más usados son los logaritmos neperianos, llamados así en honor de John Neper
(1560 – 1617), y los decimales.

Las variaciones porcentuales, el interés simple y el compuesto, la TAE y las anualidades de
capitalización y de amortización aparecen habitualmente en los cálculos financieros. Para
calcular estas dos últimas es necesario conocer las progresiones geométricas, que repasamos. 

La Unidad termina con los números índices, complemento y ampliación de las variaciones
porcentuales, muy empleados en Economía.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Valorar la importancia histórica de los logaritmos en el cálculo.

2. Analizar las propiedades de los logaritmos.

3. Comprender desde distintos punto de vista la importancia de los porcentajes.

4. Distinguir entre los diversos tipos de porcentajes que se nos presentan  en la vida
cotidiana.

5. Comprender la importancia de las progresiones geométricas para el estudio del interés
compuesto.

6. Distinguir los conceptos de anualidades de capitalización y de amortización para afrontar
las situaciones económicas que nos presenta la vida cotidiana.

7. Utilizar los conocimiento adquiridos sobre capitalizaciones y amortizaciones para resolver
problemas que se plantean en la vida actual.

8. Comprender que los números índices facilitan el estudio de variables sometidas a
cambios temporales.

Matemática financiera2
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1. Logaritmos decimales y neperianos

1.1. Definición

La operación para hallar logaritmos es la logaritmación, operación inversa de la
potenciación, y su objeto es hallar el exponente cuando se conocen la base y el valor
de la potencia. 

Por ejemplo, log3 81 = 4; puesto que 34 = 81

Se llama logaritmo en base a, positiva y distinta de uno, de un número x, a
otro número y, que es el exponente al que hay que elevar la base a para
reproducir el número dado x; se escribe:

loga x = y a y = x

1. Calcula log2 32.

Solución. Será un número y;  tal que 2y = 32. Como 32 = 25, queda 2y = 25, potencias igua-
les de la misma base tienen exponentes iguales, por lo que y = 5. Luego escribimos:

log2 32 = log2 25 = 5

2. Calcula .

Solución. Será un número y, tal que . Como ; queda , por lo

que y = − 4. Se escribe:

3. Calcula log3 3.

Solución. Será un número y tal que 3y = 3; por tanto y = 1, entonces  log3 3 = 1.

Observa que  el logaritmo de la base es siempre 1,  loga a = 1 a 1 = a

4. Calcula log3 1

Solución. Será un numero y tal que 3y = 30 =1; por tanto y = 0, entonces log3 1 = 0.

Observa que el logaritmo de 1 en cualquier base es  0, loga 1 = 0  a 0 = 1

5. Calcula log3 0

Solución. Será un número y tal que 3y = 0. Como las potencias dan siempre resultados
positivos, podemos afirmar:

El número cero no tiene logaritmo.

1

16
2 4= − 2 2 4y = −

log log2 2
41

16
2 4= = −−

2
1

16
y =

log2

1

16
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1.2. Propiedades de los logaritmos

Los ejemplos anteriores nos han permitido enunciar algunas propiedades de los
logaritmos; a continuación enunciamos otras propiedades de los logaritmos

1. El logaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de sus facto-
res, esto es:

2. El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el loga-
ritmo del divisor, esto es:

3. El logaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logarit-
mo de la base, esto es:

4. El logaritmo de una raíz es igual al cociente  entre el logaritmo del radicando y
el índice de la raíz, esto es:

log
log

a
k am

m
k

=

log ( ) log loga a am n m n⋅ = +

log loga
k

am k m=

log log loga a a
m
n

m n= −

6. Calcula log3 (−4)

Solución. Será un número y tal que 3y = − 4. Como en el ejemplo anterior, recordamos
que las potencias dan siempre números positivos, por tanto:

Los número negativos no tienen logaritmos.

1. Calcula loga x · y , sabiendo que loga x = 3,23    y    log a y = 2,34:

Solución. Por la propiedad 1, loga x · y = loga x + loga y = 3,23  + 2,34 = 5,57

2. Calcula , con los datos del ejemplo 1.

Solución. Por la propiedad 2,  

3. Calcula loga x4, con los datos del ejemplo 1.

Solución. Por la propiedad 3,  loga x4 = 4 loga x = 4 · 3,23  = 12,92  

log log log , , ,a a a
x
y

x y  = − = − =3 23 2 34 0 89

loga
x
y
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1.3. Logaritmos decimales y neperianos
En el cálculo de logaritmos se utilizan usualmente como bases, el número 10  y

el número  e = 2,718281...

Los  logaritmos de base 10 se llaman logaritmos decimales y se escribe sim-
plemente log; por ejemplo el log 1000 = 3 10 3 = 1000.

Los logaritmos de base e se llaman logaritmos neperianos, y se simbolizan por
ln o L.; por  ejemplo ln e4 = 4   e 4 = e 4

Estos logaritmos los llevan incorporados las calculadoras científicas, los siguien-
tes ejemplos te indicarán cómo utilizar la calculadora para calcular logaritmos.

4. Calcula loga x 2 · y 3, con los datos del ejemplo 1.

Solución. Por las propiedades 1 y 3, loga x 2y 3 = loga x 2 + loga y 3 = 2 loga x + 3 loga y = 

= 2·3,23 + 3·2,34 = 6,46 + 7,02 = 13,48.

5. Calcula  , con los datos del ejemplo 1.

Solución. Por la propiedad 4,  

6. Calcula  , con los datos del ejemplo 1.

Solución. Por la propiedades 4, 1 y 3.  

loga x y2 45 ⋅

log
log ,

,a
ax

x3

3

3 23

3
1 07= ≈ ≈

log
log log log log log ,

a
a a a a ax y

x y x y x y2 45
2 4 2 4

5 5

2 4

5

2 3 23 4= =
+

=
+

≈ ⋅ + ⋅⋅ ≈ ≈2 34

5

15 82

5
3 16

, ,
,

loga x3

1. Calcula log 8.

Solución. Será un número y, tal que 10 y = 8. Como 8 no puede expresarse como una
potencia entera de base 10, para calcular su logaritmo decimal de forma aproximada,
se recurre a  la tecla de la calculadora, mediante la secuencia siguiente:

8 0.9030899           Y  escribimos: log 8 = 0,9030899

2. Calcula ln 8.

Solución. Será un número y, tal que ey = 8. Como en el ejemplo anterior, se recurre a
la tecla de la calculadora, mediante la secuencia siguiente se determina de forma
aproximada el logaritmo neperiano de 8:

8 2.0794415           Se escribe:  ln 8 = 2,0794415ln 

log 

ln 

log 
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2. Porcentajes: incrementos y
disminuciones porcentuales. 

Recuerda que porcentaje se representa mediante el signo %  y significa "de
cada cien"; es decir, centésimas; por este motivo, los porcentajes se pueden expre-
sar como decimales. Por ejemplo:  R = 12%, significa de 12 de cada 100; por que se
puede escribir en forma decimal así:

Por otra parte, sabemos que:

• Si una mercancía cuesta inicialmente C y su valor aumenta un 8 %, su coste
final será:

C + 0,08 × C = (1 + 0,08) × C = 1,08 × C

• Si una mercancía cuesta inicialmente C y su valor disminuye un 8 %, su coste
final será: 

C − 0,08 × C = (1 − 0,08) × C = 0,92 × C

r = =12

100
0 12,

3. Calcula x si ln x = 2,4849066.

Solución. Se conoce la base e y el exponente que origina x; como, x = e 2,4849066; la
secuencia siguiente calcula x

2.4849066 12             Por tanto: x = 12INV ex

1. Calcula:  a) log3 81;  b) log3 243 ;  c) log3 729. 

2. Calcula:  a) log2 0,5;  b) log2 0,25;  c) log2 0,125.

3. Calcula:  a) log 10;    b) log 100;   c) log 1000

4. Calcula : a) log 0,1;   b) log 0,01; c) log 0,001.

5. Se sabe que log a = 1,39794, log b = 1,77815, y log c = 2,09691. Calcula: a) log (a·b); 

b) log (a·b·c); c) ;     d) ;    e) log a3;     f) log (a2· b5· c3);     g) log a b4 35log
ab
c

log
a
b

A c t i v i d a d e s

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



39

El coste final de una mercancía que ha aumentado o disminuido un porcentaje
se consigue multiplicando el coste inicial C por un número llamado índice de varia-
ción; en los ejemplos anteriores los índices  fueron 1,08 y 0,92 respectivamente.

En los aumentos porcentuales del R%, el índice de variación es:

En las disminuciones porcentuales del R%, el índice de variación es:  

La cantidad final con aumento o disminución porcentual se obtiene al multiplicar
la cantidad inicial por el índice de variación; es decir:  

Porcentajes encadenados

A veces es necesario trabajar con varios porcentajes seguidos, como se plantea
en el ejemplo siguiente:

El índice del coste de la vida subió un 14% durante 1980 y un 6% durante 1981,
pero bajó un 5% durante 1982. Halla la subida del índice de coste de la vida de 1980
a 1982.

1
100

1+ = +R r

C R C r Cfinal inicial inicial= ±⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ = ± ⋅1
100

1( )

1
100

1− = −R r

1. Los precios de todos los artículos de unos almacenes se encuentran rebajados el 12%
¿Qué precio se pagará por un artículo marcado a 500 euros?

Solución. Se aplica la fórmula;  

2. El precio de un televisor sin IVA es de 700 euros. Calcula el precio que pagaremos si
está gravado con el 16 % de IVA. 

Solución. Se aplica la fórmula;  

3. Por una lavadora se han pagado 406 euros. Si la lavadora tiene un impuesto del 16 %
de IVA, ¿cuál es su precio sin incluir el impuesto?

Solución. Se aplica la fórmula y se despeja el precio inicial; 

406 1 0 16
406

116
350= + ⋅ = =( , ) ;

,
P Pi i euros

Pf = + ⋅ = =( , ) , ·1 0 16 700 116 700 812 euros

P , ,f = − ⋅ = ⋅ =( )1 0 12 500 0 88 500 440 euros
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Solución: 

Se parte del coste de un producto de 100 euros en enero de 1980.

Coste el 1−1−1 981                                    100 · (1,14) = 114                                  

Coste el 1−1−1 982                                     114 · (1,06) = 120,84

Coste el 1−1−1 983                                     120,84 · (0,95) = 114,798

Por tanto el aumento ha sido de 14,79%.

Observa que si sumas 14 + 6 − 5  obtienes 15; esto es debido a que los tantos
por cientos actúan sobre cantidades iniciales distintas.

MATEMÁTICA FINANCIERA

2UNIDAD

1. Un ordenador valía al salir al mercado 924 euros; a lo largo de un año sufrió las siguien-
tes variaciones, bajó el 20 %, bajó un 15 %, subió un 12 % y finalmente bajó un 6 %.
¿Cuánto era su precio al final del año? ¿Cuál ha sido el índice de variación total?

Solución. El ordenador ha cambiado cuatro veces de precio.

Precio al primer cambio    (1 − 0,20) · 924 = (0,80) · 924 = 739,2 euros

Precio al segundo cambio      (1 − 0,15) · 739,2 = (0,85) · 739,2 = 628,32 euros

Precio al tercer cambio          (1 + 0,12 ) · 628,32 = (1,12) · 628,32 = 703,72 euros

Precio final                           ( 1 − 0,06) · 703,72 = (0,94) · 703,72 = 661,49 euros

Partimos de la variación de 100 euros

Primera variación                 (1 − 0,20) · 100 =  0,80 · 100 = 80

Segunda variación      (1 − 0,15) · 80 = 0,85 · 80  =  68

Tercera variación        (1 + 0,12) · 68 = 1,12 · 68  = 76,16

Cuarta variación        (1 − 0,06) · 76,16 = 0,94 · 76,16 = 71,5904

El índice de variación total será 0,7159

Se podía haber calculado directamente: 0,80 ·0,85 ·1,12 ·0,94=0,7159y 0,7159 ·924=
= 661,49 euros.

2. Un comerciante compra los lectores de CD por 450 euros y los vende con un recargo
del 30 %; llega un amigo y,  sobre el precio de venta, le rebaja el 30 %. ¿Ganó o perdió
con la venta del lector de CD al amigo?

Solución. El comerciante los vende a:  

EL amigo lleva el lector de CD por: ; el

comerciante perdió en la venta: 450  − 409,5 = 40,5 euros

Pv = − ⋅ = ⋅ =( , ) , ,1 0 30 585 0 70 585 409 5 euros

Pv = + ⋅ = ⋅ =( , ) ,1 0 30 450 1 30 450 585 euros
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3. Interés simple y compuesto. T.A.E.
(tasa anual equivalente)
3.1. Interés simple

Al abrir una libreta de ahorro en una entidad bancaria, en realidad prestamos un
capital C a la caja o banco; préstamo que nos remuneran ofreciéndonos un determina-
do rédito R, que es la cantidad que la entidad nos abonará anualmente, por cada 100
euros depositados. Los beneficios que se obtienen por el capital C depositado se llaman
interés. Si los beneficios se retiran periódicamente estamos ante un interés simple.

Interés simple por años
Ejemplo: Supongamos que una persona  ingresa 2 000 euros en un banco al 4%

de rédito, el rédito siempre es anual. El interés que recibe al finalizar el año será:

Por tanto, si mantiene los 2000 euros en el banco, al finalizar cada año recibirá
80 euros en concepto de intereses. Esto nos permite construir la siguiente tabla:

Los capitales finales se obtienen mediante  una relación lineal cuya variable es
el tiempo que están prestados.

Capital inicial El primer año El segundo año El tercer año ...... El año 15
2000 euros 2000 + 80 2000 + 2 · 80 2000 + 3 · 80 ...... 2000 + 15 · 80

i = 2000 x 0,04 = 80 euros

6. En la tienda A un artículo está marcado a 765 euros y tiene una rebaja del 25%. En la tien-
da B el mismo artículo está marcado a 742 euros  y presenta un descuento del 20% ¿En
qué tienda es más barato el artículo?

7. Un comercio oferta sus productos rebajados el 22%. Calcula el precio al que resultan los
marcados con 35 euros, 56 euros y 85 euros, si al tanto por ciento de rebaja se le debe
añadir el 16 % de IVA.

8. Si has pagado 256 euros por un producto que se encontraba rebajado el 15%, ¿qué pre-
cio marcaba el producto?

9. Después de rebajarse un artículo en un 25 %,  vale 53,20 euros ¿Cuánto valía antes de
la rebaja?

A c t i v i d a d e s
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El capital inicial C, ingresado al R % de rédito anual simple, al cabo de t años
se convierte en:

En estas fórmulas Ct es el capital final, C es el capital inicial, R es el rédito anual
en porcentaje, r el rédito anual en decimal y t es el número de años.

Interés simple por meses

Si tenemos en cuenta que el R% anual es el % mensual, entonces el interés

mensual en decimal será ; con lo que:

En esta fórmula t está expresada en meses

Interés simple por días

Si tenemos en cuenta que el R % anual es el % diario, entonces el interés

diario en decimal es ; con lo que:

En esta fórmula t está expresada en días

C C t i i C r i C R C C C R t
f f= + ⋅ = ⋅ = ⋅ = + ⋅ ⋅

, ; ,donde o es decir
360 36000 36000

r
360

R
360

C C t i i C r i C R C C C R t
f f= + ⋅ = ⋅ = ⋅ = + ⋅ ⋅

, ; ;donde o es decir
12 1200 1200

r
12

R
12

C C t i i C r i C R C C C R t
t t= + ⋅ = ⋅ = ⋅ = + ⋅ ⋅

, ; ,donde o es decir
100 100

1. Hallar el interés de 3 000 euros, al 4 % durante seis meses.

Solución. Se aplica la fórmula y se tiene en cuenta que 6 meses es la mitad de un  año;

i = 3000 · 0,04 · 0,5 = 60 euros

2. Al mirar la cartilla, un ahorrador observa que le han abonado 36 euros. Si tuvo deposi-
tados 2 700 euros durante 4 meses, ¿a qué rédito le han abonado los intereses?

Solución. Se aplica la fórmula, se simplifica y se despeja R.

E j e m p l o sE j e m p l o s
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3.2. Interés compuesto

Cuando los intereses no se retiran sino que se acumulan al capital y se mantie-
ne el depósito,  que es lo más corriente, estamos ante el interés compuesto:

Interés compuesto anual

Ejemplo: Si se depositan en un banco C euros a un 5%, al final del año tendre-
mos el capital: 

Al final del segundo año el nuevo capital será: C2 = C1 · (1 + 0,05) = C · (1 + 0,05)2

Al final del tercer año el nuevo capita será: C3 = C2 · (1+0,05) = C · (1+0,05)3

En general, al final del año t el capital será: Ct = C · (1+ 0,05)t

Por lo tanto, si se depositan C euros al R% de rédito, el capital final al cabo de
t años depositado a interés compuesto será:  Ct = C · (1 + r)t

Interés compuesto mensual

Como en el caso de interés simple el rédito R % anual, se trasforma en

mensual, lo que equivale a  decimal, por lo que el capital final al cabo de t meses

será:  

Interés compuesto por días

El R % rédito anual será, % diario, lo que equivale a decimal diario; y

el capital final al cabo de t días será:  

Cálculo de los intereses

El interés o nuestra ganancia será la diferencia entre el último capital y el capital
inicial; que en el caso de capitalizar por años será:

Sacando  factor común C obtenemos:

i = C · [(1 + r)t − 1]

i = Ct − C = C · (1 + r)t − C

C C r
t

t

= ⋅ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
360

R
360

r
360

C C r
t

t

= ⋅ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
12

r
12

R
12

%

C C C C1

5

100
1 0 05= + ⋅ = ⋅ +( ),
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1. Hallar el capital acumulado durante 10 años a partir de 12 000 euros colocados al 4 %
de interés compuesto abonando los intereses anualmente.

Solución. Se aplica la fórmula.   

La siguiente secuencia en la calculadora determina el capital.

12000 1.04 10 17762.932

El capital acumulado será 17 762,93 euros

2. Repetir el problema anterior pero con pago de intereses cada trimestre.

Solución. Es necesario interpretar la fórmula para generalizar. El capital C = 12 000;

cada año se cobran cuatro veces intereses; los periodos de cobro o capitalización

serán  4·10 = 40; el rédito será trimestral es decir 4/4 = 1% trimestral. Con estos razo-

namientos la fórmula será:

La siguiente secuencia en la calculadora determina C 

12000 1.01 40 17866,36 euros.

El capital acumulado en esta situación será: 17 866,36 euros. 

Se observa un aumento del capital acumulado, debido a que los intereses se convier-
ten en capital al comenzar cada trimestre, en lugar de anualmente.

3. Calcula el tiempo a que deben estar prestados 1 000 euros al 6% de interés compuesto
anual, para que se conviertan en 1 504 euros.

Solución. Se aplica la formula y se obtiene,1 504 = 1 000 · (1 + 0,06) t ; resolvemos la

ecuación: 1,504 = 1,06 t ; en esta ecuación, llamada exponencial, se toman logaritmos

para despejar t:

log 1,504 = t · log 1,06       

Con esta secuencia de teclas determinamos t: 1,06 1,504 7,00

El valor de t es 7 años.

=xy×

=× xy

t = log ,

log ,

1 504

1 06

C C r10
10 10 101 12000 1 0 04 12000 1 04= ⋅ + = ⋅ + = ⋅( ) ( , ) ,
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3.3. Tasa Anual Equivalente (T.A.E.)

En la prensa diaria aparecen ofertas de depósitos o créditos en los que el % del
rédito se indica seguido de las siglas T. A. E. " Tasa anual equivalente".  El ejemplo
que  proponemos corresponde a la oferta de una caja de ahorros, y con él aclaramos
el significado de las mencionadas siglas.

Ejemplo: Si nos confía su dinero en nuestra Cuenta Ahorro le damos el 6%
anual, con pagos mensuales de intereses, lo que equivale al 6,17%  T. A. E.

¿Qué significa el T. A. E.  en esta oferta?

El 6 % anual equivale al mensual.

Como el año tiene 12 meses el capital depositado, C, se habrá convertido en:

Como se puede observar al final de año el 6 % anual, con capitalizaciones men-
suales se convierten mediante redondeo en el 6,17 %; este porcentaje es precisa-
mente el anunciado T. A. E. 

En los préstamos hipotecarios que los bancos conceden la T. A. E. es, por
supuesto, superior al rédito anual anunciado.

C C C Cf = ⋅ + = ⋅ = ⋅( , ) ( , ) ,1 0 005 1 005 1 061677812 12

6

12
0 5= , %

1. Calcula la T. A. E. que corresponde aun rédito anual del 12% con  pagos mensuales de
intereses.

Solución. Al 12% anual le corresponde el 12/12 = 1% mensual.

Cada mes, el capital se multiplica por 1,01; por tanto, en un año se multiplicará por 

1,01
12

=  1,126825 . 1 + 0,1268 = 1 + . Luego la T. A. E será 12,68%

E j e m p l o sE j e m p l o s

12 68

100

,

10. Calcular el tiempo que deben estar colocados 4 000 euros al 6% anual para dar un inte-
rés de 20 euros.

11. Cierto capital, colocado durante 8 meses al 10% anual, ha dado un interés de 400 euros.
Calcularlo.

12. Hallar el  capital que poseeremos al cabo de diez años si se coloca al 5% de interés com-
puesto un capital inicial de 200000 euros. Los intereses vencen semestralmente.

13. ¿Qué capital al cabo de 6 años al 4% de interés compuesto pagadero anualmente se ha
transformado en 100 000 euros?

14. Calcular la T. A. E. correspondiente al 9% de rédito anual con pagos mensuales de inte-
reses.
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4. Progresiones geométricas
Si una cuartilla la partimos por la mitad, y a las mitades las partimos por la mitad

y así sucesivamente, las partes que resultan son: 2, 4, 8, 16, 32, ... Esta sucesión de
números es una progresión geométrica, cada término es igual al anterior multipli-
cado por 2.  

Las progresiones geométricas son sucesiones en las que un término cualquiera
se obtiene del anterior al multiplicarlo por una cantidad constante r, llamada razón;
esto es:

Para saber cuando una sucesión de números es una progresión geométrica se
comprueba si los cocientes de términos consecutivos dan el mismo resultado; este
resultado es la razón de la progresión. 

4.1. Término general de una progresión
geométrica

Una de las propiedades de las progresiones geométricas es que el término
general se puede dar mediante una expresión algebraica como veremos a continua-
ción.

Supongamos que la sucesión: a1, a2, a3, a4,... an,... es una progresión geométrica
de razón r.

El término a2 será: a2 = a1 · r

El término a3 será:  a3 = a2 · r = a1 · r · r = a1 · r2

an =  an −1 · r

1. Comprueba que la siguiente sucesión de números es una progresión geométrica; 2, 6,18,
54, 162, ...Calcula la razón.

Solución. Se divide cada término por el anterior, .

La razón es 3. 

2. Forma una progresión geométrica cuyo primer término sea 40 y la razón 0,5.

Solución. 40 ; 40·0,5 = 20;  20·0,5 = 10;  10·0,5 = 5;  5·0,5 = 2,5 ...

La progresión es 40, 20, 10, 5, 2,5, ...

E j e m p l o sE j e m p l o s
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El término a4 será:  a4 = a3 · r = a1 · r2 · r = a1 · r3

Se observa que un término cualquiera es igual al primer término por la razón ele-
vada al subíndice del término menos la unidad; por lo tanto, el término general de
dicha sucesión será:  

La expresión anterior indica que para conocer el término general de una progre-
sión geométrica basta con conocer el primer término a1 y la razón r.

4.2. Suma de los n primeros términos de
una progresión  geométrica

Dada la progresión geométrica a1, a2, a3, ..., an de n términos y razón r. Se desea
encontrar una expresión para calcular la suma de estos números. 

Sn = a1 + a2 + a3 + ...+ an−1 + an (1)

Se multiplica por r los dos miembros de la igualdad anterior:

r · Sn = a1 · r + a2 · r + a3 · r + ... + an−1 · r + an · r = a2 +  a3 + a4 +  ... + an + an · r (2)

Restamos: (2) − (1), y queda:     r · Sn − Sn =  an · r − a1

Sacamos factor común a Sn :   Sn · (r − 1) = an · r − a1

Y despejamos Sn:         

La suma de n términos de una progresión geométrica se puede expresar fun-
ción de a1 y r, para ello basta sustituir an = a1 · r n−1 en la fórmula Sn y se obtiene:

S a r r a
r

a r a
r

a r
rn

n n n

=
⋅ ⋅ −

−
=

⋅ −
−

=
⋅ −

−

−
1

1
1 1 1 1

1 1

1

1

    ( )

S a r a
rn

n=
⋅ −

−
  1

1

a a rn
n= ⋅ −

1
1

1. Calcula el término quinto de una progresión geométrica, sabiendo que a1 = 2 y r = 3. 

Solución. Se aplica la fórmula.  a5 = 2 · 35 −1 = 2 · 34 = 2 · 81 = 162.

2. Halla el primer término de una progresión geométrica cuyo término 4 vale 192 y la razón 4.

Solución. Se aplica la fórmula y se despeja a1; a4 = a1·r 3 ;  192 = a1 43 = a1 64;

a1

192

64
3= =
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5. Anualidades de capitalización.
Fondos

En la vida cotidiana es  frecuente querer disponer de un capital al cabo de cier-
to tiempo mediante depósitos iguales realizados todos los años. Es el caso típico de
fondos o planes de pensiones tan en boga últimamente. La cantidad, de nuestros
ahorros, que depositamos todos los años es una anualidad de capitalización.

Supongamos que al principio de cada año se ingresa una  anualidad A, y se
desea calcular el capital que se ha formado al cabo de t años, al rédito R % anual.

Expresamos el rédito R en forma decimal: r R=
100

15. Forma una progresión geométrica cuyo primer término es 800 y  la razón es 0,25.

16. Encuentra progresiones geométricas entre las siguientes sucesiones:

a) 9, 7, 5, 3, 1, ... b) 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, ... c) 0,5, 0,05, 0,005, 0,0005, ...,

d) 2, 2/3, 2/9, 2/27, ...

17. Hallar la suma de los 10 primeros términos de una progresión geométrica en la que
a1 = 200 y r = 1/100.

18. Halla los términos cuarto y octavo de la progresión geométrica : 0,008; 0,04; 0,2; ...

A c t i v i d a d e s

1. Calcula la suma de 12 terminos de una progresión geométrica si el primer término es 5
y la razón 2. 

Solución. Se aplica la fórmula.   

Con la secuencia siguiente de teclas encontramos la suma:

2. Halla el primer término de una progresión geométrica si la suma de los 5 primeros tér-
minos es 155  y la razón 0,5.

Solución. Se aplica la fórmula y se despeja a1: 

155
0 5 1

0 5 1

0 96875

0 5

155 0 51
5

1
1=

−( )
−

=
−

−
= −

−

a a a
,

,

( , )

,

( , )
  luego  

00 96875
80

,
=

S
a

5

1
50 5 1

0 5 1
=

−( )
−

,

,
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S a r
r12

1
12 12

121

1

5 2 1

2 1
5 2 1=

⋅ −
−

= ⋅ −
−

= ⋅ −
( ) ( )

( )

2 12 1 5 20475xy − =×=
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•  La primera anualidad A, que ha estado depositada de t años, se transforma en: 

A · (1 + r)t

•  La segunda anualidad A, que ha estado depositada t −1 años, se transforma en: 

A · (1 + r)t−1

•  La última anualidad está depositada solo un año, y se transforma en:

A · (1 + r)
El capital que se obtiene es:               

C = A(1 + r) + A(1 + r)2 + A(1 + r)3 + ... + A(1 + r)t−1 + A(1 + r)t

El capital se obtiene mediante la suma de n términos de una progresión geomé-
trica de razón (1 + r).

Si se desea conocer la anualidad que se debe pagar anualmente, se despeja A
en la fórmula anterior y queda:

A veces los pagos se hacen en periodos no anuales; por ejemplo en semestres,
trimestres o meses; en estos casos se aplica la fórmula siguiente:

Donde n es el número de pagos que se efectúan en un año; por tanto sus posi-
bles valores son: 2 en pagos semestrales; 4 en pagos trimestrales y 12 en pagos
mensuales.

A
C r

n
r
n

r
n

nt
=

⋅

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−
⎡

⎣
⎢
⎢

⎤

⎦
⎥
⎥

1 1 1

A C r

r r t
=

+ +( ) −( )
  

  
  

·

( )·1 1 1

C A r t A r
r

A r r
r

t t

= + ⋅ + − ⋅ +
+ −

=
⋅ + ⋅ + −⎡⎣ ⎤⎦( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )1 1 1

1 1

1 1 1 

1. Una entidad bancaria ofrece un plan de pensiones de modo que durante 15 años debe-
mos aportar 600 euros al 8% ¿Qué capital tendremos al finalizar el plazo?

Solución. Se aplica la fórmula

La secuencia siguiente determina C15

El capital acumulado será: 17 594,57 euros.

E j e m p l o sE j e m p l o s

C
A r r

r

t

15

151 1 1 600 1 0 08 1 0 08 1

0 08
=

+ + −⎡⎣ ⎤⎦ =
+ + −⎡⎣ ⎤⎦ =

( ) ( ) ( , ) ( , )

,

  66001 08 1 08 1

0 08

15· , ( , )

,

−
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2. Repetir el problema anterior si se realizan los pagos trimestralmente.

Solución. Es necesario interpretar la fórmula para generalizar. La anualidad se va apa-
gar en cuatro palazos 600 / 4 = 150 euros al trimestre;  cada año se pagan cuatro cuo-
tas con lo que rédito será: 8/4 = 2% trimestral; el número de pagos a efectuar será
15 · 4 = 60. Con estos razonamientos la fórmula será:

La siguiente secuencia calcula C60.

El capital acumulado será 17 449,88 euros

En este caso el capital acumulado es menor debido a que se entrega menor cantidad
inicial.

3. Podemos ahorrar todos los años 500 euros, y un plan de jubilación nos ofrece un inte-
rés del 6% ¿Cuánto tiempo debemos pagar para obtener un  capital de 12 336 euros?

Solución. Se aplica la formula y se despeja t, tomando logaritmos.

;   12 336 · 0,06 = 500 · 1,06(1,06t −1);

740 = 530(1,06t −1) ; 

Se toman logaritmos y queda: 

La siguiente secuencia calcula t: 

El tiempo redondeando será: t =15 años 

t t ·   ; 
 

 
log , log

log

log ,
1 06

74

53
1

74
53

1

1 06
= +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

=
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

740

530
1 06 1

74

53
1 1 06= − + =, ,t t ; 

12336
500 1 0 06 1 0 06 1

0 06
=

+ + −( )( )  ( ), ,

,

t

C60

60 60150 1 0 02 1 0 02 1

0 02

1501 02 1 02 1

0
=

+ + −( )
=

−( )( )  ( )    , ,

,

· , · ,

,,02

1,02 60 1 1,02 150 0,02 17 449,88xy − ×= ) =×

19. Una persona ingresa 1.000 euros cada año a un 7 % de interés anual compuesto. ¿Qué
cantidad tendrá al cabo de 8 años?

20. Deseamos multiplicar por 12 un capital que anualmente vamos a entregar a un interés
del 6% anual. Hallar el número de años que deberemos esperar.

21. ¿Cuántos años tendremos que ahorrar 450 euros, si nos abonan el 8 % y deseamos for-
mar un capital de 1577,75 euros?

22. Una persona desea hacer un plan de pensiones; para ello abona todos los meses  durante
15 años 50 euros. Si el banco le ha abona el 6 % anual, ¿qué cantidad le abonará al cumplir
los 15 años?

A c t i v i d a d e s

1,06 74 53 1 RM 14,9976log +=) = =Min log )
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6. Anualidades de amortización.
Préstamos

De manera similar, pero con mayor frecuencia, se solicita un préstamo que
hemos de devolver en un determinado plazo de tiempo, abonando cantidades  igua-
les en ciertos periodos de tiempo.  Es el  caso típico de crédito hipotecario,  para el
pago de un bien comprado a plazos. Estos pagos reciben el nombre de anualidades
de amortización.

Supongamos que al final de cada año se abona una anualidad A, para pagar una
deuda D en t años al tanto por ciento anual R.

Se transforma el tanto por ciento R en decimal; r = R/100 y si contraemos una
deuda D, ésta se convierte al cabo de t años de tiempo en:  D(1 + r) t

Por otra parte, como las anualidades se entregan al final de la unidad de tiempo,
la primera anualidad A se convierte, después de t −1 años, en: A(1 + r) t −1

La segunda se convertirá en: A(1 + r) t − 2

Con la última anualidad A se cancela la deuda.

La suma de las cantidades anteriores deben coincidir con: D (1 + r) t

El segundo miembro de la igualdad es la suma de t términos de una progresión
geométrica de razón (1 + r); por lo que:

De esta igualdad se puede despejar tanto A (valor de la anualidad) como D
(valor de la deuda).

Como en la anualidades de capitalización, los pagos a veces no se hacen en
periodos anuales y como se hizo allí generalizamos las fórmulas.

Donde n es el número de pagos que se efectúan en un año; por tanto, sus posi-
bles valores son: 2,  en pagos semestrales; 4, en pagos trimestrales y 12, en pagos
mensuales.
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D (1 + r) t = A + ... + A(1 + r) t−2 + A(1 + r) t−1
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1. Para pagar un préstamo hipotecario sobre una vivienda  de 7 000 euros en un plazo de
14 años a un interés de 6%, ¿qué cantidad se debe pagar  anualmente?; ¿y trimestral-
mente?

Solución. Se aplica la fórmula  

La secuencia siguiente de teclas determina la anualidad:

La anualidad que corresponde pagar es de 753,09 euros.

Para responder a la segunda pregunta es necesario generalizar la fórmula.

Se debe pagar 7 000 euros, mediante pagos trimestrales; por tanto, en 14 años deben
realizarse 14·4 = 56 pagos; el 6% anual, equivale a 6/4 = 1,5% trimestral; con estos
nuevos datos aplicamos la fórmula.

La secuencia determina el pago trimestral

El pago trimestral será 185,66 euros.

2. Mediante el pago de  4 000 euros anuales al  8% de interés compuesto durante 5 años,
¿qué deuda  hemos saldado?

Solución. Se aplica la fórmula:

La siguiente secuencia calcula la deuda:

En la práctica, la deuda saldada es de 15 970,84 euros.

3. Si pagamos 3 000 euros anuales para amortizar una deuda de 18 629,38 euros al 6%,
¿cuántos años tendremos que pagar?

Solución. Se aplica la formula ; se opera sobre esta 

ecuación para transformarla en otra en la que se puedan tomar logaritmos.

E j e m p l o sE j e m p l o s
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7. Números índices

7.1. Índices simples
Cuando interesa conocer la evolución en el tiempo de una variable o una magni-

tud medible, se emplean los números índices. Los números índices muestran los
cambios de una variable entre dos periodos temporales de los que uno de ellos se
toma como base o referencia.

Por ejemplo, la tabla siguiente nos da el número de reclusos en las cárceles espa-
ñolas entre 1997 y 2002.

Año 1997 1998 1999 2000 2001 2002
Nº presos 42.756 44.370 44.197 45.501 47.571 51.882

Se toman logaritmos: t · ln 1,06 = − ln 0,6274 ; de donde  

La siguiente secuencia calcula t: 

El valor de t, redondeando al entero más próximo, es  8 años .

t = − ln ,

ln ,

0 6274

1 06

1,06 0,6274 8,00033ln )ln =Min MR

23. Para comprar una moto solicitamos un préstamo de 12 000 euros al 6%. Nuestra situa-
ción económica nos permite dedicar a este pago anualmente 2 500 euros. ¿Durante
cuántos años tendremos que pagar?  

24. Solicitamos  un  préstamo  de 100 000 euros para devolverlo en diez años al 8%. ¿Qué
cantidad deberemos pagar cada año? ¿Cuánto pagaremos por el citado préstamo?
¿Cuántos intereses pagaremos?

25. Una inmobiliaria vende pisos a 120 000 euros. A la entrega de llaves se pagan 20 000
euros y el resto es un préstamo a pagar en 15 años al 6,20%. Si los pagos se realizan al
final de cada año; se pide: ¿Cuánto se pagará anualmente? ¿Cuánto se habrá pagado
por el piso? 

26. Compramos un coche por 13 520 euros, mediante un préstamo al 9 %. Para pagarle
mediante pagos mensuales durante 2 años, ¿cuánto pagaremos mensualmente?
¿Cuánto pagaremos por el coche?

A c t i v i d a d e s
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Si quisiéramos averiguar la variación de la población reclusa del año 1998
tomando como base el año 1997, la obtendríamos del cociente

Del mismo modo, la variación de la población reclusa del año 2002 con respecto
al año 1997 sería:

¿Cómo interpretamos estos cocientes? En el año 1998 se ha incrementado la
población reclusa, respecto a 1997, en un 3,7%, mientras que en el periodo 1997-
2002, el incremento fue del 21,3%.

Sea X una variable o magnitud cuya evolución a lo largo del tiempo queremos
estudiar. Supongamos que tenemos una serie de registros temporales que simboli-
zaremos por 0, 1, 2, 3, ..., t; y que los valores de X en cada uno de estos registros
temporales sean x0, x1, x2,..., xt. Se llama índice de la variable X en el periodo t
(periodo actual), tomado como base el periodo 0, al cociente xt/x0, y se simboliza por

Para hacer una lectura más fácil del índice  se acostumbra a expresarlo multipli-
cado por 100,

En el caso del índice de la población reclusa en los años 1998 y 2002, tomando
como base 1997, sería

Con lo que, sin tantos decimales, es más fácil ver que la población reclusa
aumentó un 3,7% entre 1997 y 1998, y un 21,3% entre 1997 y 2002. Al multiplicar
por 100 es como si asignáramos valor 100 al índice de referencia o base; los
demás índices mayores que 100 indican aumentos y los menores que 100 indican
disminución.

I

I

1998
1997

2002
1997

44370
42756

100 103 7

51882
42756

100 121

= ⋅ =

= ⋅ =

,

,,3

I
x
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t

0 0

100= ⋅

I
x
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t

0 0

=
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42756

1 213= ,

44370
42756

1 037= ,
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Los índices que hemos visto hacen referencia a una única variable, número de
presos, número de alumnos matriculados; se llaman índices simples.

7.2. Propiedades de los índices simples
Las propiedades de los índices simples son una consecuencia de su definición

como cociente indicado o razón. 

a) Propiedad de inversión. Si 

entonces

Es decir, si cambiamos el periodo base con el periodo actual, el nuevo índice
es inverso del inicial.

I
It

t
0 0

1=

I
x
x x

x
It

t

t
t

0 0 0 0

1 1= = =

La tabla siguiente muestra el número de alumnos matriculados en España en educación uni-
versitaria.

Calcular los índices tomando como base el número de matriculados en el curso 2000/2001

Solución. 

Se efectúan los cálculos: ,....,etc.

Completamos la tabla así:

Interpretamos el resultado diciendo que en el curso 2001/2 ha habido una disminución de
matriculados de aproximadamente un 1,9%, mientras que en el curso 2005/6 la disminu-
ción del número de alumnos matriculados fue del 8,6% (100 – 91,4 = 8,6).

Curso 2000/1 2001/2 2002/3 2003/4 2004/5 2005/6
Alumnos 1.554.972 1.526.907 1.507.147 1.488.574 1.449.136 1.422.561
Índices 100 98,1 96,9 95,7 93,1 91,4

1554972
1554972

100 100 1526907
1554972

100 98 195⋅ = ⋅ =, ,

Curso 2000/2001 2001/2002 2002/2003 2003/2004 2004/2005 2005/2006
Nº alumnos 1.554.972 1.526.907 1.507.147 1.488.574 1.449.136 1.422.561
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b) Propiedad circular. Si tenemos tres periodos temporales, 0, t, t´, siendo t inter-
medio entre 0 y t´, se cumple que:

Esto es consecuencia de

Esta última propiedad se emplea para hacer un cambio de base del índice. Si
se conocen dos índices en los periodos temporales t y t´ respecto a la base 0,
entonces podemos calcular el índice del periodo t´ tomando como base el
periodo temporal t. Despejando It’/t

en , resulta

o simplemente 

El índice del periodo t´ tomando como nueva base el periodo t se calcula
dividiendo It’/0

entre It/0
. El cambio de base se realiza cuando el periodo base

pierde representatividad, al ir alejándose el  periodo actual del periodo base, en
cuyo caso se toma como base un periodo más cercano al actual.
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La tabla siguiente refleja la producción anual de aceitunas en miles de toneladas.

Calcula los índices tomando como base la producción en 2001, en 2005 y 2003.

Solución.

Completamos la tabla teniendo en cuenta que .I
I

I I
I

It

t

t

t

2005

2001

2005
2001

2003

2001

2003
2001

== ==y

2001 2002 2003 2004 2005 
6.982,5 4.414,9 7.553,6 5.200,0 4.021,7 
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7.3. Índices compuestos
Se emplean los índices compuestos cuando queremos estudiar una variable o

una magnitud X que tiene muchos componentes. Por ejemplo, si queremos estudiar
la evolución de los precios en un país, no sólo tendríamos que analizar el precio de
un producto sino los precios de un conjunto de productos, los que consumen los
habitantes de ese país, y cuyas magnitudes simbolizamos por  X1, X 2, ... , X k .

Hay varios modos de calcular el índice de esta variable compleja X. Uno consiste
en hallar la media aritmética de los índices It/0

(X1),.....,It/0
(Xk) entre los periodos tempo-

rales 0 y t, para cada magnitud.

Pero ocurre que no todos los productos que consumimos, y por tanto sus magni-
tudes, tiene la misma importancia, por lo que es preciso asignarles una medida de
su importancia mediante lo que se llama una ponderación o peso. Simbolizaremos
estos pesos por w1, w2, ... , wk , con lo que el índice compuesto ponderado de la mag-
nitud  X, se define así:

Los índices más conocidos son índices compuestos ponderados. El Índice de
precios de Consumo, que calcula mensualmente el Instituto Nacional de Estadística,
mide la evolución de los precios de un conjunto de bienes y servicios que consume
la población española. El cálculo actual se hace tomando como periodo base enero
de 2001. Otros índices relevantes son: Índice de producción industrial, Índices de
precios industriales, miden la evolución de los precios de los bienes de equipo,
Índices de comercio exterior, miden la evolución de la balanza comercial. Unos
índices muy populares son los índices de cotización de valores en la Bolsa. El más
conocido, el Ibex-35, es un índice compuesto ponderado que refleja la evolución de
las cotizaciones de las 35 principales empresas de la Bolsa española. Además del

I X
I X w I X w

kt

t t k k

0

0
1 1

0( )
( ) ... ( )

==
⋅⋅ ++ ++ ⋅⋅

I X
I X I X

kt

t t k

0

0
1

0( )
( ) ... ( )

==
++ ++

Año 2001 2002 2003 2004 2005

Producción 6.982,5 4.414,9 7.553,6 5.200,0 4.021,7

It/2001 100 63,2 108,1 74,4 57,5

It/2005 173,6 109,7 187,8 129,2 100

It/2003 92,4 58,4 100 68,8 53,2
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índices Ibex -35, diariamente se publican el precio de las acciones, en euros, de las
empresas que cotizan en Bolsa y la tasa de variación con respecto a la cotización del
cierre del mercado del día anterior.
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Si leemos que el valor de una acción de Telefónica es 21,1 € y a su lado aparece +6% , esto
quiere decir que la tasa de variación, del precio de una acción  de Telefónica, tomando como
base el precio de cierre del día anterior, fue del 6% de aumento

Solución.

La tasa de variación, si el precio de la acción de Telefónica el día anterior  terminó en 19,9
€, se calcula así:

Que, expresado en porcentaje, resulta 0,0601·100 = 6,01 ≈ 6% de aumento del precio de
la acción. 

Tasa de variación == −− == ==211 19 9
19 9

1 2
19 9

0 0601, ,
,

,
, ,

E j e m p l oE j e m p l o

A c t i v i d a d e s

27. El paro registrado en España, en los últimos años, según el INE, viene dado por la tabla:

Calcula los índices tomando como base el paro registrado en 2001, y calcula los índices
tomando como base el paro registrado en 2004.

28. De un determinado producto alimentario se conocen los siguientes índices de precios
I2004/2001

y I2007/2004
= 90

a) Calcular I2007/2001
.

b) Sabiendo que el precio medio durante 2004 fue 5,8 € / kg, ¿qué precio medio tenía
en 2001 y en 2007?

29. El precio del barril de petróleo, que ahora está por las nubes, no era tan alto hace unos
pocos años. La tabla refleja el precio medio de un barril de petróleo en dólares.

a) Calcula I2004/2001
y I2007/2004

.

año 1986 1990 1995 1999 2000 2001 2002 2003
precio 14,4 23,8 17,8 18,2 29 24,7 25 28,8

años 2001 2002 2003 2004 2005 2006

Parados (en miles) 1930,1 2049,6 2096,9 2113,7 2069,9 2039,4
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b) Si sabemos que I2000/1980 
= 78,8. Tomando como base el precio en 1980, calcula I1995/1980

y I2002/1980
.

c) Calcula el precio medio del petróleo en 1980.

30. Calcula la tasa de variación del Ibex -35 si empezó la semana en 13.290 y terminó el vier-
nes en 12.980.
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n polinomio es una expresión algebraica en la que las letras y los números están
sometidos a las operaciones de sumar, restar y multiplicar.

Los polinomios, que serán objeto de estudio en esta Unidad, han aparecido en
muchas ocasiones; expresiones como el área del rectángulo "b·h", el área total del cilindro

"2·π r h + 2·π r 2" o el volumen de la esfera " ", son ejemplos de polinomios.

En esta Unidad didáctica se estudiarán las operaciones de suma, resta, multiplicación y
división de polinomios, además de la descomposición de estos en producto de factores irre-
ducibles.

La división de polinomios como la división entre números enteros puede ser exacta (resto
cero), en cuyo caso se dice que el dividendo es un múltiplo del divisor, o entera (resto dis-
tinto de cero).

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Aprender correctamente el significado de valor numérico de un polinomio y, en espe-
cial, el significado cuando el valor es cero.

2. Realizar con soltura las operaciones de sumar, restar, multiplicar y dividir polinomios.

3. Enunciar comprensivamente los teoremas del resto y del factor .

4. Conocer operativamente las propiedades de divisibilidad de polinomios.

5. Definir y calcular comprensivamente los conceptos de m.c.d. y m.c.m. de polinimios.

6. Enunciar y comprender la propiedad fundamental de las fracciones algebraicas.

4

3
3π r

Polinomios y fracciones
algebraicas3

1. POLINOMIOS. VALOR NUMÉRICO  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
2. OPERACIONES CON POLINOMIOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

2.1. Suma y resta de polinomios  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.2. Multiplicación de polinomios  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.3. División de polinomios  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

3. DIVISIÓN DE UN POLINOMIO POR (x - a): REGLA DE RUFFINI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.1. Teorema del resto  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.2. Teorema del factor  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
3.3. La regla de Ruffini con calculadora  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4. DIVISIBILIDAD DE POLINOMIOS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.1. Raíces de un polinomio  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.2. Raíces enteras de un polinomio  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5. FACTORIZACIÓN DE POLINOMIOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
M C D y M C M de dos polinomios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

6. FRACCIONES ALGEBRAICAS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
6.1. Suma y resta de fracciones  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
6.2. Multiplicación y división de fracciones algebraicas  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

Í N D I C E  D E  C O N T E N I D O S

U

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



61

1. Polinomios. Valor numérico
Para escribir números utilizamos usualmente el sistema de numeración decimal,

que es posicional; es decir, los valores de las cifras que forman el número dependen
de los lugares que ocupan; esto permite escribir los números en forma de polinomio;
por ejemplo el número 3 437 escrito en forma de polinomio  sería: 

3 ·103 + 4 ·102 + 3 ·10 + 7

Como puedes ver las diferentes cifras aparecen multiplicados por potencias de
10; si el número anterior en lugar de ser decimal, estuviera escrito en base x, su
expresión de polinomio sería:

3 · x3 + 4 · x2 + 3 · x + 7

A las expresiones como la anterior que generalizan las escrituras de polinomios
numéricos las llamamos simplemente polinomios de una variable.

• Los distintos sumandos que forman el polinomio son sus términos. 

• Cada término está esta formado por un número o por el producto de un
número por la variable o indeterminada elevada a alguna potencia.

• El término numérico se llama término independiente, y el término de mayor
grado es el grado del polinomio. 

• El polinomio anterior tiene 4 términos, su término independiente es 7 y su
grado es 3.

• Los polinomios reciben nombre por el número de términos; por ejemplo,

• Monomio: si tiene un término.

• Binomio: si tiene dos términos.

• Trinomio: si tiene tres términos.

La ideas anteriores permiten definir:

Dado el polinomio p(x) = 2x3 - 4x2 + 5x - 8. Se llama valor numérico del polino-
mio p(x) para x = 3, al número que resulta al sustituir x por 3; es decir,

p (3)  = 2 · 33 - 4 · 32 + 5 · 3 - 8 = 25

Un polinomio es una expresión en la que intervienen sumas y
restas de multiplicaciones de números por potencias de la variable.

El valor numérico del polinomio P(x) para x = a se determina al
sustituir en el polinomio x por a.
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2. Operaciones con polinomios
En los apartados siguientes trataremos diferentes operaciones con polinomios

de una indeterminada.

2.1. Suma y resta de polinomios

Suma y resta de monomios

Se suman y restan monomios de igual grado o semejantes; sumando o restan-
do sus coeficientes; ejemplos:

a) (4x2) + (5x2) = 9x2 ;     b) (12x4) - (7x4) = 5x4 ;     c) (3x4) + (2x3) = 3x4 + 2x3

En los ejemplos a) y b) se han simplificado; en el c), como los monomios no son
semejantes, no se ha podido simplificar y se deja la suma indicada.

1. Indica el grado y el término independiente de los polinomios siguientes:

a) 3x4 - 6x2 + 8x -12;     b) 2x5 + 5x - 15;     c) 5x3 - 6x +17 ;       d) 6x2 + 12x - 18

Solución.

Grado: de a) cuatro; de b) cinco; de c) tres; de d) dos.

Término independiente: de a) -12; de b) -15; de c) +17; de d) -18

2. Calcula el valor numérico del polinomio q (x) = 3x4 + 4x2 - 6x + 7; para x = 2 y x = -1.

Solución.

Para x = 2; q (2) = 3 · 24 + 4 · 22 - 6 · 2 + 7 = 48 + 16 - 12 + 7 = 59

Para x = -1; q (-1) = 3 · (-1) 4 + 4 · (-1)2 - 6 · (-1) + 7 = 3 + 4 + 6 + 7 = 20

E j e m p l o sE j e m p l o s

1. Indica el nombre y el grado de los siguientes polinomios: 

a) 4x3 - 7x2 + 5;       b) 2x4 - 1;     c) 17. 

2. Calcula el valor numérico del polinomio q (x) = 4x3 - 7x2 + 5  para x = 3;  x = 2;  x = -2  y

x = -1. 

A c t i v i d a d e s
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Suma y resta de polinomios

Para sumar polinomios se agrupan los monomios de igual grado o semejantes. 

Para restar polinomios se suma al minuendo el opuesto del sustraendo; veamos
unos ejemplos: 

Sumar: (3x4 +  6x3 - 4x + 19 ) + (3x3 - 5x2 + 8x - 14) = (3x4) + (6x3 + 3x3) +

+ (- 5x2)  + (- 4x + 8x) + (19 - 14) = 3x4 + 9x3 - 5x2 + 4x + 5

Restar: (3x4 +  6x3 - 4x + 19 ) - (3x3 - 5x2 + 8x - 14) = (3x4 +  6x3 - 4x + 19 ) +

+ (-3x3 + 5x2 - 8x + 14) = (3x4) + (6x3 -3x3 ) + (5x2) + (- 4x - 8x) + (19 +14) 

= 3x4 + 3x3 + 5x2 -12x + 33

2.2. Multiplicación de polinomios

Multiplicación de monomios

El producto de dos monomios es otro monomio, cuyo coeficiente es el producto de
los coeficientes de los monomios factores y el grado es suma de sus grados; ejemplo:

Multiplicar: (5x3)(3x2) = (5 ·3)(x3 · x2) = 15x3+2 = 15x5

El producto de dos monomios es otro monomio, de grado suma de los gra-
dos de los factores.

1. Calcula:  

Solución. a) ; b)

c) ; los monomios no son semejantes y no se pueden simplificar. 

2. Calcula: a) (13x3 - 6x + 5) + (4x3 + 7x2 + 11x + 9);    b) (3x3 + 9x2 - 6x + 7) - (3x2 + 7x - 3) 

Solución. a) (13x3 - 6x + 5) + (4x3 + 7x2 + 11x + 9) = (13x3 + 4x3) + 7x2 + (- 6x + 11x) +    
+ (5 + 9) = 17x3 + 7x2 + 5x + 14.

b) (3x3 + 9x2 - 6x + 7) - (3x2 + 7x - 3) = (3x3 + 9x2 - 6x + 7) + (-3x2 - 7x + 3) 
= 3x3 + (9x2 - 3x2)  + (- 6x - 7x) + (7 + 3 ) = 3x3 + 6x2 - 13x +10.
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Multiplicación de un monomio por un polinomio

Para multiplicar un monomio por un polinomio se multiplica el monomio por cada
uno de los monomios del polinomio factor;  ejemplo:

Multiplicar: 3x2 (2x3 - 3x2 + 7x - 9) = (3x2)(2x3) + (3x2)(-3x2) + (3x2)(7x) + (3x2)(-9) 

= 6x5 - 9x4 + 21x3 - 27x2

El grado del polinomio producto de un monomio por un polinomio es la
suma de los grados del monomio y del polinomio.

Factor común

La operación inversa de multiplicar un polinomio por un monomio se llama sacar
factor; ejemplo, sacar factor común 3x2 en el polinomio producto anterior.

Factor común: 6x5 - 9x4 + 21x3 - 27x2 = 3x2 (2x3 - 3x2 + 7x - 9) 

Multiplicación de polinomios

Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada monomio del primer factor por
cada monomio del segundo factor; ejemplo:

Multiplicar: (3x4 - 5x -8) (2x2 + 5) = 3x4 (2x2 + 5) - 5x (2x2 + 5) - 8 ( 2x2 + 5) =          

= 6x6 +15x4 -10x3 -25x -16x2 - 40 = 6x6 +15x4 -10x3 -16x2 -25x- 40

Disposición práctica:

3x4 - 5x - 8 

2x2  + 5

15x4 -25x - 40  

6x6 -10x3 -16x2 

6x6 +15x4 -10x3 - 16x2 - 25x - 40 

El grado del polinomio producto es la suma de los grados de los polino-
mios factores.

1. Multiplica: a) (3x4)(7x3);       b) ;       c) (3,5x2)(2,6x5). 

Solución. a) (3x4)(7x3) = 21x7 ;    b) ;    c) (3,5x2)(2,6x5) = 9,1x7.
3
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2.3. División de polinomios

División de monomios

El cociente de dos monomios si el grado del monomio dividendo es mayor que
el grado del monomio divisor, es otro monomio que tiene por coeficiente el cociente
de los coeficientes del monomio entre el monomio divisor y su grado es la diferencia
de los grados de los monomios que se dividen.

Dividir:  32

8

32

8
4

6

4
6 4 2x

x
x x= =−

( ) : ( )ax bx ax
bx

a
b

xm n
m

n
m n= = −

2. Calcula: a) 3x2(4x3 - 6x2 + 14); b) 

Solución.

a) 3x2 (4x3 - 6x2 + 14) = 3x2 · 4x3 + 3x2 (- 6x2)  + 3x2 · 14 = 12x5 - 18x4 + 42x2;

b)

3. Sacar factor común: a) 4x4 - 6x3 + 2x2;          b) 9x4 + 12x3 - 15x.

Solución. El término 2x2 es factor común en todos los sumandos en a); por tanto,

a) 4x4 - 6x3 + 2x2 = 2x2 (2x2 - 3x + 1).

El término 3x es factor común en todos los sumandos en b; por tanto, 

b) 9x4 + 12x3 - 15x = 3x (3x3 + 4x2 - 5)

4. Halla: (2x3 + 4x2 - 8x + 7)(3x2 - x + 6). 

Solución. (2x3 + 4x2 - 8x + 7)(3x2 - x + 6) = 2x3 (3x2 - x + 6) + 4x2 (3x2 - x + 6) -

- 8x (3x2 - x + 6) + 7(3x2 - x + 6) = 6x5 - 2x4 +12x3 + 12x4 - 4x3 + 24x2 - 24x3 + 

+ 8x2 - 48x + 21x2 - 7x + 42 = 6x5 + (- 2x4 + 12x4) + (12x3 - 4x3 - 24x3) + (24x2+

+ 21x2 ) + (- 48x - 7x) + 42 = 6x5 + 10x4 - 16x3 + 45x2 - 55x + 42.

2

3
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2

3
8 6 3

2

3
8

2

3
6

2

3
3

16

3

12

3

6

3
2 3 2 3 2 2 2 5 3x x x x x x x x x x( ) ( ) ( ) ( )− + = + − + = − + xx x x x2 5 3 216

3
4 2= − +

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



POLINOMIOS Y FRACCIONES ALGEBRAICAS

3UNIDAD

66

División de polinomios

En el ejemplo resuelto aparecen los pasos que se deben seguir para dividir dos
polinomios.

Ejemplo: Dividir los polinomios:  D(x) = 6x5 +8x4 - x3 + 8x2 + 6x + 7 
y   d(x) = 2x3 - x + 3.

Antes de comenzar la división se ordenan los polinomios de mayor a menor
grado y se dejan los huecos de los términos que falten en el divisor, como se indica
a continuación: 

6x5  + 8x4 -  x3 + 8x2 + 6x + 7    2x3 - x + 3

- 6x5 + 3x3 - 9x2                                3x2 + 4x + 1 = c(x)

1er Resto                + 8x4  + 2x3 - x2 + 6x + 7  

- 8x4 +  4x2  - 12x
2º Resto                           2x3 +  3x2 - 6x + 7                  

- 2 x3 + x - 3                  

Resto                               3x2 - 5x + 4 = r(x)                                                                   

1º  Se divide el monomio de mayor grado del dividendo entre el monomio de
mayor grado del divisor: (6 x5) : (2x3) = 3x2 ; este es el primer monomio del
cociente.

2º Se multiplica el monomio cociente por el polinomio divisor; se van cambian-
do los signos de los monomios resultantes, se colocan bajo el dividendo y a
continuación se suman.

3º El resultado de la suma ( 8x4 + 2x3 - x2 + 6x + 7 ) es el primer resto.

Se siguen los pasos anteriores 1, 2, y 3; los restos sucesivos serán los nuevos
divisores hasta conseguir un resto de grado inferior al divisor, que será el resto de la
división.

El grado del polinomio cociente es la diferencia entre los grados del divi-
dendo y del divisor: 

El grado del resto es menor que el grado del divisor:

División entera y división exacta

En el ejemplo anterior, la división de D(x) (dividendo) entre d(x) (divisor), se han
obtenido dos polinomios; c(x) (cociente) y r(x) (resto). Se cumple:

o  bien   D(x) = d(x) c(x) + r(x)
D x
d x

c x r x
d x

( )

( )
( )

( )

( )
= +

grado de r(x) < grado de d(x)

grado de c(x) = grado de D(x) - grado de d(x)www.yo
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Si al realizar la división de dos polinomios se obtiene un cociente y un resto no
nulo la división es entera.

Si al realizar la división el resto es cero la división es exacta.

Ejemplos:

División entera. El ejemplo anterior se puede expresar como sigue

División exacta

6 16 23 36 57 40

2 4 5
3 2 5 8

6 5 4 2

2
4 3x x x x x

x x
x x x− + − + −

− +
= − + −

6 8 8 6 7

2 3
3 4 1

3 5 4

2 3

5 4 3 2

3
2

2

3

x x x x x
x x

x x x x
x x

+ − + + +
− +

= + + + − +
− +

1. Calcula los siguientes cocientes:   

Solución. Se dividen los coeficiente y se restan los exponentes, 

2. Calcula: a) (15x5 - 10x4 + 20x3) : 5x3;     b) (12x6 + 15x4 - 24x3): 3x2

Solución. Se divide cada término de dividendo entre el monomio divisor,

3. Calcula: a) (x4 + 6x2 - 4x + 5) : ( x2 + 2x + 3) 

Solución. Se dejan espacios para los términos que faltan en el divisor.

x4 + 6x2 - 4x + 5    x2 + 2x + 3
- x4 - 2x3 - 3x2 x2 - 2x + 7          Cociente

- 2x3 + 3x2    - 4x + 5 
+ 2x3   + 4x2   + 6x

7x2 + 2x + 5
- 7x2    -14x - 21

- 12x - 16          Resto

E j e m p l o sE j e m p l o s
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a)
15 10 20

5

15

5

10

5

20

5
3 2 4

5 4 3

3

5

3

4

3

3

3

2x x x
x

x
x

x
x

x
x

x x− + = − + = − +

b)
12 15 24

3

12
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3. Dados los polinomios p(x) = 4x4 + 3x3 - 8x2 + 10x - 5 y q(x) = 2x3 + 3x2 - 6x - 9. 

Calcula: 2p(x) + q(x) y 3p(x) - 2q(x). 

4. Calcula: a) 3x2(x3 - 4x -2);   b) 3x3(5x2 + 7x - 6);    c) 0,5x(4x3 + 6x + 16).

5. Saca factor común: a) 6x4 - 4x3 + 8x2 ;    b) 3x6 + 12x5 - 18x3.

6. Calcula: a) ( x2 + 5x + 2)(x + 3);            b) (x4 - 2x2 + 6x - 4)(x2 + 2x + 3);
c) (2x3 - 3x2 + 4)(x2 + 3);          d) (4x4 + 5x2 + 3x)(x2 + 3x -6)

7. Calcula: a) (2x + 3)2 ;  b) (3x - 2)2 ;  c) (3x + 2 )( 3x - 2);    d) (2x2 + x - 3)2

8. Calcula: a) (36x4 - 16x3 + 8x2 ) : (4x2) ; b) (24x5 - 12x3 + 18x) : (-3x)

9. En la división D(x) : d(x) se sabe que el grado del dividendo es seis y el grado del divisor

es dos. ¿Cuál es el grado del cociente? ¿Qué puedes decir del grado del resto?

10. Comprueba que las divisiones siguientes son exactas.

a) (2x3 + x2 + 6x + 3) : (x2  + 3);                 b) (2x3 -2) : (x2 + x + 1).

11. Calcula a y b para que la división 

( x4 + 2x2 + ax + b) : (x2 - 3x + 2) sea exacta.

12. Halla el cociente y el resto de la divisiones siguientes y expresa el resultado en la forma: 

a) (4x + 6) : (2x + 3);                          b) (6x + 12) : 2x;    

c) (4x2 - 2x + 8) : (x + 3);                    d) (6x3 -17x2 + 5x + 8) : (3x2 - 4x +1);      

e) (2x4 - 6x3 + 5x + 4) : (x2 + 3x - 2);     f) (2x5 + 4x3 - x +12): (x2 - 2x).

13. Calcula a y b para que la siguientes divisiones den de resto x +7

a) (2x3 - 3x2 + ax + b) : (x2 - 5x + 3)

b) (4x3 + 2x2 + ax + b) : (x2 + 2x - 4). 

A c t i v i d a d e s
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3. División de un polinomio por (x - a):
Regla de Ruffini

En este apartado vamos a dar una regla que simplifica la división de polinomios
por el binomio x - a; para ello se debe seguir el siguiente ejemplo: 

Calcular el cociente  y el resto de la división: (2x3 - 6x2 + 5x + 7) : (x - 2).

Solución:

Al realizar la división se dejan las operaciones indicadas, con el fin de encontrar
relaciones que nos permitan nuevas disposiciones prácticas.

2x3 - 6x2 +5x +7  x - 2

-2x3 +  (2·2) x2 2x2 + (- 6+2·2)x + (5-6·2 +2·22) =  Cociente

(-6+2·2)x2 +5x

-(-6+2·2)x2 + (-6·2 + 2·22)x

(5 - 6·2 + 2·22)x + 7

- (5 - 6·2 + 2·22)x + (5·2 - 6·22 + 2·23)           

Resto =  7 + 5·2 - 6·22 + 2·23 = 9

La prueba de la división permite escribir: 2x3 - 6x2 + 5x + 7 = (x -2)(2x2 - 2x + 1) + 9

Disposición práctica: 

Observa los coeficientes del cociente y el resto y comprenderás que la siguien-
te disposición facilita los cálculos.

2                     - 6                             + 5                                        + 7  

2                              2·2                   -6·2 + 2·22 5·2 - 6·22 + 2·23

2    (- 6 + 2·2) = -2      (5 - 6·2 + 2·22 ) = 1         (7 + 5·2 - 6·22 + 2·23) = 9

Los números 2, - 2 y 1 son los coeficientes del polinomio cociente; el último
número 9 es el resto de la división, a esta disposición practica se la llama Regla de
Ruffini.

La disposición anterior se puede simplificar como sigue:

2     - 6      5      7  

2       4    - 4      2

2     - 2      1     | 9    

Cociente y Resto
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A partir de los datos de la disposición práctica simplificada se escriben el cocien-
te y el resto de la división teniendo en cuenta:

• El grado del cociente es una unidad menor que grado del divisor; en nuestro 
ejemplo el grado del cociente será dos y se escribe: 2x2 - 2x + 1.

• El grado del resto es cero; por tanto, un número: 9

3.1. Teorema del resto
El resto de la división tanto en la disposición usual como en la regla de Ruffini

viene dado por la expresión (7 + 5 · 2 - 6 · 22 + 2 · 23) = 9, que coincide con el valor
numérico del polinomio 2x3 - 6x2 + 5x + 7 para x = 2. La generalización de este resul-
tados generalizado se llama Teorema del Resto que dice:

Con este teorema y los conocimientos anteriores tienes dos formas de calcular
el valor numérico de un polinomio.

• Sustituir x por a en el polinomio y efectuar los cálculos.

• Dividir el polinomio por el binomio x - a y el resto será el valor numérico
para x = a.

Demostración: Si al polinomio p(x) se le divide por el binomio x - a, se obtiene un
cociente c(x) y un resto r (que es un número). La propiedad de la división permite
escribir: p(x) = c(x)(x-a) + r

Calcula mediante la Regla de Ruffini el cociente y el resto de la divisiones siguientes:

a) (3x3 - 6x + 8) : (x + 3 );      b) (2x2 - 8x + 9) : (x - 3)   

Solución. Al realizar la disposición práctica, se deben poner ceros en los términos que
no figuran en el divisor y se cambia de signo el término independiente del divisor.

a) 3        0     - 6        8                     b) 2       - 8         9

-3              - 9      27     - 63                          3                6       - 6

3     - 9       21     - 55                                  2       - 2          3

a) Cociente : 3x2 - 9x +21. Resto: - 55

b) Cociente: 2x - 2. Resto: 3

E j e m p l o sE j e m p l o s

El resto de la división de un polinomio por x - a es igual al valor
numérico de dicho polinomio para  x = a; es decir,   p(a) = r.www.yo

qu
ier

oa
pro

ba
r.e

s



71

El valor numérico del polinomio para x = a, se consigue sustituyendo x por a,

resulta:   p(a) =c(a)(a -a) + r

Se opera:                                          p(a) = c(a) · 0 + r

El producto por cero es cero:              p(a) = 0 + r

Se simplifica:                                     p(a) = r

3.2. Teorema del factor
Si al efectuar la división del polinomio p(x) por el binomio (x - a) el resto

resulta 0; la división es exacta, lo que permite escribir: p(x) = (x - a) c(x)

Demostración:

Como la división es exacta se tiene que: p(x) = (x - a) · c(x)

Para x = a ; se cumple:       p(a) = (a -a) · c(a) = 0 · c(a) = 0.  

A este resultado se le llama teorema del factor.

Calcula mediante divisiones el valor numérico del polinomio q(x) = x4 - 4x2 + 6x - 9, para 

x = 2. Comprueba que el  valor obtenido es  correcto.

Solución. Se divide q(x) entre  (x - 2) y el resto será q(2).

1      0       -  4       6      - 9
2       2          4       0       12

1      2          0       6        3 = Resto = q(2)

Comprobación: q(2) = (2)4 - 4·(2)2 + 6·2  - 9 = 3

E j e m p l oE j e m p l o

1. Comprueba que la división de p(x) = (2x3 + 3x2 - 4x + 15) entre (x + 3) es exacta. 

a) Escribe el dividendo como producto de factores.  b) ¿Cuál es el valor numérico del 
dividendo para x = -3?

Solución. Se aplica la regla de Ruffini.

2        3         - 4      15

- 3     - 6           9     - 15

2      - 3           5         0 = Resto

a) 2x3 + 3x2 - 4x + 15 =  (x + 3)(2x2 - 3x + 5)

b) Por el teorema del resto el valor numérico del dividendo para x = - 3 es cero; p(-3) = 0
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3.3. La regla de Ruffini con calculadora 
La calculadora es un instrumento que facilita los cálculos que aparecen al apli-

car la regla de Ruffini; el siguiente ejemplo aporta la idea para aplicar la calculadora. 

Calcula el valor numérico del polinomio: p(x) = 4x3 + 6x2 - 8x + 13 para x = 7

Se aplica la regla de Ruffini  para calcular el valor numérico.

4           6         - 8             13

7                28        238         1610 

4          34       230          1623  

a           b         c Resto o valor numérico

Los coeficientes del cociente y del resto se calculan como se indica a continua-

ción:   a = 4 ;   b = a ·7 + 6 = 34;  c = b ·7 - 8 = 230;  Resto = c ·7 + 13 = 1623.

Se observa que:

•  El número 7 se repite tres veces como factor.

•  Cada valor obtenido se utiliza para calcular el siguiente.

Esta observaciones sugieren la secuencia siguiente con calculadora:

7 4 6 8 13

4          34                       230                      1623 = p(7)

× + = × MR
_ × + =MR=Min

Calcula el valor numérico del polinomio p(x) = 4x3 + 6x2 - 8x + 13, para x = 3.

Solución. Se repite la secuencia anterior cambiando 7 por 3.

3 4 6 8 13

4          18                        46                       151 = p(3)
El valor numérico del polinomio para x = 3 es, p(3) = 151.

E j e m p l oE j e m p l o

× + = × MR
_ × + =MR=Min

14. Mediante la regla de Ruffini calcula el cociente y el resto de las divisiones siguientes:

a) (x3 + 4x2 - 6x + 9) : (x - 1);       b) (2x3 - 4x + 6) : (x - 2);

c) (4x3 -10x + 4) : (x + 3);            d) (x4 - 3x2 + 5x + 7) : (x + 2).

A c t i v i d a d e s
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4. Divisibilidad de polinomios 
La divisibilidad de polinomios se estudia de forma análoga a la divisibilidad entre

números enteros que ya conoces, como veremos a continuación.

Si la división D(x) : d(x) es exacta, como en el caso de los número enteros se
dice, que  D(x) es un múltiplo de d(x) o bien que d(x) es divisor o factor de D(x).

Un polinomio es compuesto si admite polinomios divisores de grado superiores
o iguales a uno; el polinomio x2 - 1 = (x + 1)(x - 1) es un polinomio compuesto.

Un polinomio es primo o irreducible si no admite polinomios divisores de grado
uno o superior; los polinomios 2x + 5 y x2 + 1 son polinomios irreducibles ; por tanto
los polinomios irreducibles pueden ser de primero o segundo grado.

En los apartados que siguen veremos diversas formas de realizar esta descomposición.

4.1. Raíces de un polinomio

Por el teorema del factor si a es raíz del polinomio significa que x - a es un divi-
sor de p(x); esto es: p(x) = (x - a) · c(x)

Los polinomios compuestos se pueden descomponer de
forma única en producto de polinomios irreducibles.

15. Calcula el valor numérico de los polinomios dividendos de la actividad anterior para: 

a) x = 1,      b) x = 2,      c) x = -3     y     d) x = -2.

16. Calcula con calculadora los resultados de la actividad 15.

17. Halla m para que el polinomio 2x3 - 8x2 + 9x + m sea divisible: a) por x - 3 ; b) por x + 2. 

18. En el polinomio x4 - 7x3 + 2x2 + 4x + a. Determina a para que al dividirlo por x + 2 se obten-
ga de resto 130. 

19. Calcular a y b para que el polinomio  3x4 - 6x2 + b x + a sea divisible por x - 2 y de  resto
5 al dividirle por x + 3. 

20. En el polinomio p(x) = x4 - 3x2 + 2x + 9 . Halla p(1); p(2) y p(-2) utilizando la calculadora.

21. Comprueba que el primer polinomio es factor del segundo.

a) x - 2;     5x3 -  8x2 - x - 6.               b) x - 4;     4x3 - 13x2 - 17x + 20.

c) x - 3;     x5 - 4x4 + 6x2 - 20x - 33.    d) x + 1;    6x3 - 7x2 - 7x + 6. 

Se dice que un número a es raíz del polinomio p(x) si p(a) = 0. Las raíces

del polinomio son p(x)  son las soluciones de la ecuación p(x) = 0.
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Puedes preguntarte, ¿cuántas raíces tiene un polinomio? ¿cómo calcularlas? La
respuesta a la primera pregunta se encuentra en el teorema siguiente, que es obje-
to de demostración en cursos superiores:

Para comprender su significado vemos algunos
ejemplos; el polinomio: 

p(x) = x2 - 4;  tiene dos raíces x = 2   x = -2 el
polinomio: p(x) = x2 + 4, no tiene raíces reales, y el
resultado no contradice el teorema.

La repuesta a la segunda pregunta es complica-
da; no obstante, con calculadoras gráficas o progra-
mas de ordenador se puede representar gráficamen-
te polinomios; el representado en la figura  corres-
ponde al polinomio p(x) = 10x2 + 13 x - 30 y corta al
eje de abscisas en  x = - 2,5 y x = 1,2; por tanto
p(-2,5) = 0 y p(1,2) = 0.                                            

Mediante métodos algebraicos se calculan con facilidad las raíces enteras de
polinomios con coeficientes enteros como se indica en el apartado siguiente.

4.2. Raíces enteras de un polinomio
Muchos polinomios con los que trabajamos tienen coeficientes enteros; veamos

que para estos polinomios las raíces entera son divisores del término independiente.
Realicemos la división exacta (x3 - 6x2 + 14x - 15) : (x - 3) y comprobaremos que
x = 3 es raíz. 

1    - 6    14      - 15

3    3    - 9        3·5

1  - 3      5        |  0 =  Resto

Los números de la última columna - 15 y 3·5 son opuestos; - 15 es múltiplo de 3
y 3 es divisor de -15, por lo que escribimos: x3 - 6x2 + 14x - 15 = (x - 3)(x2 - 3x + 5). 

La generalización afirma:

Demostración

La demostración se realiza para un polinomio de grado dos; pero el razonamien-
to utilizado sirve para polinomios de cualquier grado.

Sea el polinomio p(x) = bx2 + cx + d, que tiene por raíz el número entero a.

Valor numérico para x = a:     p(a) =  ba2 + ca + d = 0

Despejar d:                              d = - ba2 - ca

En un polinomio de grado n se deben buscar como máximo n raíces reales.

Si un polinomio es divisible por x - a, la raíz entera a se
encuentra entre los divisores del término independiente.

-4                       -2 2

20

10

10

20
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www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



75

Sacar factor común a:              d = a(- ba - c) = an

n

En el segundo miembro de la igualdad figura a como factor, por lo que a (raíz de
p(x)), es un divisor de d (término independiente de p(x)).

5. Factorización de polinomios
Se trata de sustituir un polinomio por otro igual pero escrito como producto de

polinomios irreducibles. Para obtener éxito se deben utilizar diversas estrategias,
como se indica en los siguientes ejemplos.

Halla las raíces entera del polinomio p(x) = x3 - x2 - 9x + 9 y descomponer el polinomio en
producto de factores. 

Solución. Las posibles raíces se encuentran entre los divisores de 9 = {±1,± 3}

Se aplica la regla de Ruffini al polinomio y a los sucesivos cocientes:
1      -1      - 9        9

3             3        6      - 9  
1       2      - 3        0

- 3           - 3        3
1     - 1        0

1             1
1       0 

Las raíces del polinomio son x = 3, x = -3 y x = 1; y por la sucesivas divisiones el poli-
nomio se descompone en  los productos siguientes:  

p(x) = x3 - x2 - 9x + 9 = (x - 3)(x + 3)(x -1)

Desde  esta descomposición se localizan con facilidad las raíces del polinomio.

E j e m p l oE j e m p l o

22. ¿Cuántas raíces puede tener el polinomio siguiente? p(x) = x3 + 2x2 - 5x - 6. Calcula las
que puedas.

23. Dados lo polinomios p(x) = (x - 2)(x +3)(x -4) y q(x) = (x - 3)(x - 3,5)(x - 4,4), ¿cuáles son
sus raíces?

24. Halla las raíces enteras de los polinomios. a) x3 - 2x2 + 2x - 1,      b) x3 + 2x2 - 5x + 12.

25. Calcula a y b para que el polinomio x3 + ax2 - 5x + b, tenga por raíces x = 3 y  x = -1. 

A c t i v i d a d e s
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1. Descomponer en factores el polinomio p(x) = x3 - 4x2 + x + 6.

Solución 1. Se buscan las posibles raíces enteras, que se encuentran entre los diviso-
res de -6; esto son {±1, ±2, ±3, ±6}.

Se aplica la regla de Ruffini al polinomio y a los sucesivos cocientes y se obtienen sus
raíces que son: x = - 1; x = 2 y x = - 3.

La descomposición del polinomio en producto de polinomios irreducibles será:

x 3 - 4x 2 + x + 6 =  (x +1)(x-2)(x-3).

Solución 2. Se busca una raíz mediante la regla de Ruffini 

1       - 4        1     - 6

- 1    - 1        5       6

1       - 5         6      0

El polinomio divisor se puede escribir: x 3 - 4x 2 + x + 6 = (x + 1)(x 2 - 5x + 6); como el
cociente es un polinomio de segundo grado, sus raíces son las de la ecuación de
segundo grado x 2 - 5x +6 = 0.

La descomposición sería: x 3 - 4x 2 + x + 6 =  (x +1)(x-2)(x-3).

2. Descomponer en factores el polinomio q(x) = 3x 5 - 6x 4 + 3x 3 - 6x 2.

Solución. Se combinan los procedimientos de sacar factor común y el cálculo de raíces
enteras.

• Se saca factor común 3x 2 : q(x) = 3x 5 - 6x 4 + 3x 3 - 6x 2 = 3x 2(x 3 - 2x 2 + x - 2).

• Las raíces enteras del polinomio x 3 - 2x 2 + x -2, se encuentran entre los divisores
del 2 y son {  1,  2}. 

1      - 2       1      - 2

2     2        0        2

1       0        1        0

El polinomio x 3 - 2x 2 + x - 2, se decompone x 3 - 2x 2 + x - 2 = (x - 2)(x 2 + 1), como x2 + 1

es irreducible, la descomposición de q(x) será: 

q(x) = 3x 5 - 6x 4 + 3x 3 - 6x 2 = 3x 2(x 3 - 2x 2 + x - 2) = 3x 2 (x - 2)(x 2 + 1).

x = ± − ⋅ ⋅ = ± = ± =

+ =

− =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

5 52 4 1 6

2

5 1

2

5 1

2

5 1

2
3

5 1

2
2
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M C D y M C M de dos polinomios

Como en los números enteros se define y calcula el máximo común divisor y el
mínimo común múltiplo de dos polinomios.

Para calcular el máximo común divisor de dos polinomios se descomponen en
factores primos y se forma el producto de los factores comunes con sus menores
exponentes.

Para calcular el mínimo común múltiplo de dos polinomios se descomponen en
factores primos y se forma el producto de los factores comunes y no comunes con
sus mayores exponentes.

3. Descomponer en productos: a) x 2 + 8x + 16,    b) 4x 2 - 12x + 9,    c) 16x 2 - 9.

Solución. Estos polinomios se descomponen recordando las siguientes igualdades
notables:

Cuadrado de una suma:       (a + b)2 = a2 + b2 + 2ab.

Cuadrado de una diferencia: (a - b)2 =  a2 + b2 - 2ab.

Suma por diferencia:            (a + b)(a - b) = a2 - b2.

Teniendo en cuenta estas igualdades resulta:

a) x 2 + 8x + 16 = (x + 4)2;   b) 4x 2 - 12x + 9 = (2x - 3)2;   c) 16x 2 - 9 = (4x + 3)(4x - 3).

El máximo común divisor d(x) de dos polinomios p(x) y q(x) es el polino-
mio de mayor grado que es divisor de ambos.      M C D [p(x), q(x)] = d(x)

El mínimo común múltiplo m(x) de dos polinomios p(x) y q(x) es el polino-
mio de menor grado que es múltiplo de ambos.     M. C. M. [p(x), q(x)] = m(x)

1.  Calcula el M.C.D. y el M.C.M. de los polinomios p(x) = (x -2)2(x -1)(x 2 + 1)    y
q(x) = (x -2)(x -1)2(x +5)

Solución. Para calcular el máximo común divisor se toman los factores comunes con
menor exponente; por ello: M.C.D [p(x) q(x)] = (x -2)(x -1)

El mínimo común múltiplo es el producto de los factores comunes y no comunes con
mayor exponente; por ello  M.C.M [p(x) q(x)] = (x - 2)2(x - 1)2(x + 5)(x 2 + 1)
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6. Fracciones algebraicas
Las fracciones numéricas se pueden considerar como el cociente de dos núme-

ros enteros; de la misma forma llamamos fracción algebraica al cociente de dos poli-
nomios.

Son fracciones algebraicas las siguientes:  

Simplificación de fracciones

Para simplificar fracciones se divide el numerador y el denominador por el mismo
polinomio.

Ejemplos:

Fracciones equivalentes

Las fracciones son equivalentes; al simplificarlas se obtie-

ne la fracción .
1

1x −

x
x x

x
x x

+
+ − −

2

2

3

3 32 2
  y  

Dos fracciones algebraicas son equivalentes si una se obtiene de la otra
por simplificación; o cuando al simplificarlas, dan lugar a la misma fracción.

a) ;   b) 
6 5

3

6 5

3

6 5

3

4 3

6

32

2

2

2

x x
x

x x
xx

x
x

x x
x x

x x+ = + = + + +
− −

= +( ) ( )( ++
+ −

= +
−

1

3 2

1

2

)

( )( )x x
x
x

a)   ; b)  
5 4 5

2 5

5

3 6

2x x
x x
− +

+ −

26. Descomponer en factores: a) x 3 +6 x 2 - x - 30;    b) x 3 + 2x 2 - 5x - 6;    c) x 3 + 5x 2 +7x +3,
d) x 4 - 10x 2 + 9.

27. Factorizar: a) x 2 - 8x + 16;    b) x 4 + 12x 2 + 36;     c) x 2 - 25 ;    d) 9x 2 - 25.

28. Descomponer en producto de factores irreducibles los polinomios siguientes: 

a) 2x 3 + 11x 2 + 2x -15;    b) 3x 4 -18x 2 + 15x;   c) 4x 2 + 12x + 9,    d) 25x 2 - 4.

29. Calcula el máximo común divisor y el mínimo común múltiplo de los polinomios:
p(x) = x 2 - 1 y q(x) = x 2 - 2x + 1.

30. Calcula el M.C.D. y el M.C.M. de los polinomios: p(x) = x 4 -15x 3 + 75x 2 -125x y
q(x) = x 5 - 4x 4 - 5x 3. 

A c t i v i d a d e s

Se llama fracción algebraica al cociente de dos polinomios:
p x
q x

( )

( )
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6.1. Suma y resta de fracciones

• Para sumar fracciones algebraicas se transforman los sumandos en frac-
ciones equivalentes con el mismo denominador si es que eran diferentes;
se deja el denominador común y se suman los numeradores.

• Para restar dos fracciones se suma al minuendo el opuesto del sustraendo.

6.2. Multiplicación y división de fracciones algebraicas

Para multiplicar dos fracciones se pone por numerador el producto de
los numeradores y por denominador el producto de los denominadores.

Para dividir fracciones se multiplica el dividendo por el inverso del divisor.

1. Calcula:    

Solución. como las fracciones tienen el mismo denominador se suman los numeradores    

2. Calcula:  

Solución. Como tienen distinto denominador se calculan fracciones equivalentes con
denominador el mínimo común múltiplo de los denominadores.

• Se descomponen los denominadores en productos;  x 2 - 9 = (x +3)(x-3) y
x 2 - 3x = x(x -3).

• El mínimo común múltiplo es: x(x + 3)(x - 3)

3. Calcula:  

Solución. Tienen el mismo denominador; por tanto, se deja y se restan los numeradores.

E j e m p l o sE j e m p l o s

2 4

5

5

52 2

x
x x

+
+

+
+

3 4

9

2 1

3

3 4

3 3

2 1 3

32 2

x
x

x
x x

x x
x x x

x x
x x x

+
−

+ +
−

= +
+ −

+ + +
+ −

( )

( )( )

( )( )

( )( 33

3 4 2 6 3

3 3

5 11 3

3 3

2 2 2

) ( )( ) ( )( )
= + + + + +

+ −
= + +

+ −
x x x x x

x x x
x x

x x x

3 4

9

2 1

32 2

x
x

x
x x

+
−

+ +
−

2 4

5

5

5

2 9

52 2 2

x
x x

x
x

+
+

+
+

= +
+

3

2

2 4

2

3 2 4

2

4

22 2 2 2

x
x

x
x

x x
x

x
x+

− −
+

= − −
+

= +
+

( )

3

2

2 4

22 2

x
x

x
x+

− −
+
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Dividir :

ACTIVIDADES

x
x

x
x

x
x

x
x

x x
x x

x x
x

2 2 2 3

23

3

4 3

4

3

4

3 3

4

9+
−
+

=
+

⋅ +
−

= +
+ −

= +
−

:
( )

( )( )

1. Calcula:

Solución.

2. Calcula:

Solución. Se multiplica el dividendo por el inverso del divisor.

x
x

x
x

x
x

x
x

x x
x x

x x
x

2 2 2 3 2

23

3

4 3

4

3

4

3 3

4

9+
−
+

=
+

⋅ +
−

= +
+ −

= +
−

:
( )

( )( )

x
x

x
x

2

3

3

4+
−
+

:

x
x

x
x

x x
x x

x x x
x x x

+
−

⋅ −
+

= + −
− +

= + − −
− + −

=3

2 1

2

1

3 2

2 1 1

3 2 6

2 2 1

2

2

( )( )

( )( )

xx x
x x

2

2

6

2 1

+ −
+ −

x
x

x
x

+
−

⋅ −
+

3

2 1

2

1

E j e m p l o sE j e m p l o s

31. Simplifica: 

32. Calcula:

33. Efectúa y  simplifica: 

a) b) c)    ;      ;   
x

x x
x

x x
x

x x
x

x
−

− +
+ −

− +
−

+ +
−

−
1

5 6

2

4 3

2

1

2

12 2 2 3
   

  

4

2 1

2

1
3

5 6

2

6

2 2

2 2

x x
x
x

x x
x

x x

− +
+ +

−

+ +
− −

− −
d)

a) b)    ;    
x x

x
x
x

x x
x

x
x

2

2

2

2

4 4

1

1

2

4 4

1

1

2

− +
−

⋅ −
−

− +
−

−
−

:

a) b)   ;     
x x
x x

x x x
x x x

2

2

3 2

3 2

4 3

2

4 6

7 16 12

+ +
− −

+ + −
+ + +

A c t i v i d a d e s
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e sobra son conocidas las ecuaciones. Refrescamos y profundizamos en su estudio:
ecuaciones de primer y segundo grado, así como otras polinómicas de grados
superiores, irracionales. 

Tampoco son nuevos los sistemas de ecuaciones lineales. Aquí introducimos el método de
Gauss, como generalización del método de resolución, y lo usamos para resolver sistemas
de tres ecuaciones con tres incógnitas.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:
1. Resolver con soltura todo tipo de ecuaciones de primer y segundo grado.
2. Aplicar razonadamente la fórmula de la ecuación de segundo grado en ecuaciones

completas e incompletas.
3. Resolver ecuaciones bicuadradas.
4. Transformar ecuaciones irracionales en racionales para su resolución y posterior discusión.
5. Utilizar los conocimiento de resolución de ecuaciones para resolver problemas que se

plantean en la vida actual.
6. Conocer los tres tipos de sistemas lineales que existen atendiendo al número de

soluciones.
7. Resolver sistemas lineales por sustitución, igualación y reducción.
8. Conocer operativamente la propiedad en la que se basa el método de Gauss y que

permite obtener sistemas equivalentes al dado de fácil solución.

9. Utilizar los conocimiento de resolución de sistemas de ecuaciones lineales para resolver
problemas que se plantean en la vida actual.

Ecuaciones y sistemas
lineales4
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1. Ecuaciones
Las relaciones numéricas o algebraicas separadas por el signo igual "=" se  lla-

man igualdades. De una igualdad se puede afirmar que es verdadera o falsa.

1.1. Identidades y ecuaciones
Las igualdades algebraicas pueden ser de dos tipos.

• Identidad: Es una igualdad algebraica que es verdadera para cualquier valor
de las variables. Por ejemplo, la igualdad (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 es una iden-
tidad.

• Ecuación: Es una igualdad que es verdadera para algunos valores de las
variables. 

Por ejemplo, la ecuación 2x + 5 = 15, es verdadera únicamente  para x = 5; la
ecuación x + y = 12 es verdadera para infinidad de valores de las variables;
por ejemplo, x = 2   e  y = 10,     x = 4   e  y = 8.

• Variables o incógnitas: Son las letras que intervienen en la ecuación. 

• Soluciones o raíces de la ecuación: Son  los valores de las incógnitas que
convierten la ecuación en una igualdad verdadera.

• Resolver una ecuación: Es hallar su solución, o soluciones, o demostrar que
no tiene solución.

1.2. Equivalencia de ecuaciones

Por ejemplo, las ecuaciones 2x + 4 = 10 y 2x = 6 son equivalentes, las dos tie-
nen por solución x = 3.

Para resolver una ecuación se transforma en otras equivalentes más simples en
las que sea sencillo hallar la solución. Los principios que permiten convertir una
ecuación en otra equivalente son:

• Si se suma o resta a los dos miembros de una ecuación una misma
expresión, la ecuación que resulta es equivalente a la primera.

p(x) = q(x) p(x) + a(x) =  q(x) + a(x)

Dos ecuaciones son equivalentes cuando toda solución de la primera
es solución de la segunda y viceversa. 
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• Si se multiplican o dividen los dos miembros de una ecuación por un
número distinto de cero, la ecuación que resulta es equivalente a la pri-
mera.

p(x) = q(x) a · p(x) = a · q(x), con  a ≠ 0

• Comprobar una solución consiste en sustituir en la ecuación la incógni-
ta por el valor calculado y ver que convierte a la ecuación en una igual-
dad verdadera.

2. Ecuaciones de primer grado
Son  las ecuaciones más sencillas que has estudiado.

1. En las igualdades siguientes indica las que son ecuaciones y las que son identidades:

a) 3x - 6 = 2x + 4;   b) (a - b)2 = a2 - 2ab + b2;   c) x + 3y = 12;   d) 4(2x - 3) + 1 = 8x - 11.

2. Estudia si x = 3 es solución de las ecuaciones: a) 2x2 - 4x - 6 = 0;      b) x2 + x - 6 = 0

3. Escribe dos ecuaciones que tengan por solución x = 5. 

A c t i v i d a d e s

Una ecuación de primer grado con una incógnita es toda ecuación
equivalente a otra de la forma a x + b = 0, con a ≠ 0; a y b son números
reales y se llaman  coeficientes de la ecuación. 

1. Resolver:  6(x - 3) - 3(x - 4) = x + 8

Solución.

Quitamos paréntesis:           6x - 18 - 3x + 12 = x + 8

Transponemos términos:      6x - 3x - x = 18 - 12 + 8

Simplificamos:                                    2x = 14

Despejamos la incógnita:                     

Comprobación: 6(7 - 3) - 3(7 - 4) = 7 + 8

Simplificamos:                 15 = 15

E j e m p l o sE j e m p l o s

x = =14
2

7
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3. Ecuaciones de segundo grado

Veremos varios métodos para resolver la ecuación de segundo grado.

2. Resolver    

Solución. Se calcula el M.C.M. de los denominadores 10 y 12  que es 60; y se multi-
plican los dos miembros de la ecuación por 60.

Se quitan paréntesis y se simplifica: 18x + 48 = 180 - 25x + 40

Trasponemos términos:       18x + 25x = 180 + 40 - 48 

Simplificamos:                    43x =  172

Despejamos la incógnita:                                   

Comprobación: Sustituir  x por 4 en la ecuación como en el ejemplo anterior.

3 8
10

3 5 8
12

x x+ = − −

60 3 8
10

60 3 5 8
12

x x+ = − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x = =172
43

4

4. Resolver las ecuaciones: a) 5 + 4x + 5(1 + 3x) = - 4(3 - 2x); 

b) 5x - 2(x - 1) + 5(2 + 3x) = 3(x - 1);        c) 6(x - 10) = -3(2x - 7) - 34; 

d) 8(6 + 2x) = 4(2 - 3x) - 72.

5. Resolver las ecuaciones: 

a) ; 

b) ; 

c) ;

d) ; 

e)
3 1

2
3

3
1

2
x x x− − + = +

3 17
8

1 4
3

1
4

9
6

x x x x+ − − = − − +

2 3
2

17 4 3
3

3
6

x x x− + = + + +

20
8

10 3
16

10 10
4

− − + = −x x x

x x
4

8 3 2
8

+ = −

A c t i v i d a d e s

Como ya sabes, las ecuaciones de segundo grado son de la forma: 
ax2 + bx + c = 0;  con  a ≠ 0; donde a, b y c son número reales, llamados
coeficientes de la ecuación.
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3.1. Completar cuadrados 
Este método es el más antiguo para resolver ecuaciones de segundo grado;  los

ejemplo siguientes darán las estrategias para resolver ecuaciones.

3.2. Fórmula para resolver la ecuación de
segundo grado

1. Resolver la ecuación x2 + 8x + 16 = 0

Solución. La ecuación se puede escribir:                  x2 + 2·4x + 42 = 0

El primer miembro es el cuadrado de un  binomio:     (x + 4)2 = 0

El paréntesis se anula para x = - 4 y esta es la solución.

2. Resolver la ecuación x2 - 6x + 5 = 0

Solución. El primer miembro no es el cuadrado de un binomio, se debe completar el
cuadrado.

• Pasar al segundo miembro el término independiente:   x2 - 6x =  - 5

• Ajustar el cuadrado sumando 9 a los dos miembros:    x2 - 2·3x + 9  =  9 - 5

• El primer miembro es el cuadrado de un binomio:       (x - 3)2 =  4

• Despejar  (x - 3) :   

• Las soluciones se obtienen resolviendo las ecuaciones :  

• La soluciones son x = 5 y x = 1.

( )x − = = ±3 4 2  

x
x

− =
− = −

⎧
⎨
⎩

3 2

3 2

E j e m p l o sE j e m p l o s

La generalización de completar cuadrados da lugar a la fórmula
siguiente que permite obtener  las soluciones de la ecuación de
segundo grado:

x b b ac
a= − ± −2 4

2
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3.3. Función cuadrática

Recuerda que la gráfica de la función cuadrática y = ax2 + bx + c es una parábo-
la de la que conoces: 

• Su eje es paralelo al eje de ordenadas Y.

• El coeficiente a de x2 nos da la forma de la parábola.

Si a > 0  la parábola presenta un mínimo.

Si a < 0 la parábola presenta un máximo.

Por otra parte, cuanto menor es el valor absoluto 
del coeficiente a de x2,  más abierta es la parábola.

• La abscisa del vértice (máximo o mínimo) viene dada 

por .

• Los puntos de corte con el eje de abscisas son las
soluciones de la ecuación: ax2 + bx + c = 0

3.4. Soluciones de una ecuación de segundo
grado

A partir de la fórmula y sin necesidad de resolver la ecuación de segundo grado
se puede conocer el número de soluciones de la ecuación de segundo grado. Todo
depende del signo de la expresión  ∆ = b2 - 4ac, que se encuentra bajo el signo radi-
cal, llamado discriminante de la ecuación.

x b
a= −

2

Resolver la ecuación 2x2 - x - 6 = 0

Solución. Se aplica la fórmula, teniendo en cuanta que a = 2,   b = - 1   y    c = - 6.

Las soluciones son x = 2    y  

E j e m p l oE j e m p l o

x =
± − −

= ± = ± =

+ =

− = −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

1 1 4 2 6
2 2

1 49
4

1 7
4

1 7
4

2

1 7
4

3
2

2     
  

· · ( )
·

x = − 3
2

Gráfica de la función
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• Si b2 - 4ac > 0 el doble signo de la fórmula proporciona dos soluciones para
la ecuación.

• Si b2 - 4ac = 0 la raíz de cuadrada de cero es cero y la ecuación tiene una
solución.

• Si b2 - 4ac < 0 no existe raíz cuadrada y la ecuación no tiene soluciones
reales.

Las gráficas siguientes  representan las situaciones indicadas anteriormente

Función y = x2 + x - 6

∆ = 25 > 0

Función y = x2 - 6x + 9

∆ = 0

Función y = x2 - x + 6

∆ = - 23 < 0

Representa las parábolas: a) y = x2 - 2x - 3;         b) y = - x2 + 4x + 12.

Solución.

a) • Los cortes con el eje X son las soluciones de la ecuación : x2 - 2x - 3 = 0

La parábola corta al eje X en A(3, 0) y B(-1, 0).

• Abscisa del vértice: ; ordenada del vértice y = 12 - 2·1 - 3 = - 4.

Vértice de la parábola V (1,  - 4)

• Tabla de valores próximos al vértice incluido este:

x -2   - 1     0     1    2    3    4

y 5     0   - 3   - 4  - 3    0    5

x b
a= − = =

2
2
2

1

x =
± − −

= ± = ± =

+ =

− = −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

2 2 41 3
2

2 16
2

2 4
2

2 4
2

3

2 4
2

1

2 · ( )
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Factorizar la ecuación de segundo grado: 
La ecuación ax 2 + b x + c = 0 se puede factorizar cuando tiene soluciones y de

ellas nos informa el discriminante; por tanto, si:

• ∆ =b 2 - 4ac > 0 la ecuación tiene dos soluciones r y s y admite la factorización: 

ax 2 + b x + c = (x - r)(x -s)

• ∆ = b 2 - 4ac = 0 la ecuación tiene una raíz r y admite la factorización: 

ax 2 + b x + c = (x - r) 2

• ∆ = b 2 - 4ac < 0 la ecuación no tiene solución; no se puede descomponer, por

tanto,  es irreducible.

b) • Los cortes con el eje X son las soluciones de la ecuación:  - x2 + 4x+12 = 0

Se multiplica por -1 y queda, x2 - 4x - 12 = 0

La parábola corta al eje X en A(6, 0) y B(-2, 0).

• Abscisa del vértice: ; ordenada del vértice y = -22 + 4·2 +12 =16.

Vértice de la parábola V (2, 16)

• Tabla de valores próximos al vértice incluido este.

x -2   -1     0     1     2     3    4    5   6

y 0    7   12    15   16   15   12   7   0

a) Parábola y = x 2 - 2x - 3   b) Parábola y = - x 2 + 4x + 12

x b
a= − = =

2
4
2

2

x =
± − −

= ± = ± =

+ =

− = −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

4 4 41 12
2

4 64
2

4 8
2

4 8
2

6

4 8
2

2

2 · ( )

+

B(- 1, 0)

x

y

A(3, 0)

V(1, - 4)

y

B(- 2, 0) x

+

V(2, 16)

A(6, 0)
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3.5. Ecuaciones incompletas de segundo
grado

Las ecuaciones incompletas de segundo grado se presentan cuando al
menos uno de los coeficientes b o c son cero. La ecuación general se reduce a:

Todas se pueden resolver mediante la fórmula general, pera es más cómodo
aplicar a cada  una los razonamientos siguientes:

a) Ecuación:  ax 2 = 0 ; dividir por a y queda,  x 2 = 0 ;  x = 0

b) Ecuación ax 2 + c = 0 ; transponer c y queda,  ax 2 = - c ; despejar 

c) Ecuación  ax 2 + bx = 0; sacar factor común, x (ax + b) = 0.

Para que un producto sea cero uno de los factores o los dos deben ser cero:

; las soluciones serán , x = 0 y 

a)   ax 2 = 0,              si         b y c son cero.

b)   ax 2 + c = 0,        si        b es cero.

c)   ax 2 + b x = 0,     si        c es cero.

x
ax c

=
+ =

⎧
⎨
⎩

0

0
x c

a= −

x c
a= ± −

1. Resolver las ecuaciones: a) 4x 2 = 0;    b) 2x 2 - 8 = 0;    c) 3x 2 + 12x = 0

Solución.

a) Despejar x 2 = 0; x = 0

b) Transponer,  2x 2 = 8; x 2 = 4;  

c) Sacar factor común; x (3x +12) = 0;  de donde  

Soluciones. x = 0   y   x = - 4

x
x
=

+ =
⎧
⎨
⎩

0

3 12 0

x = ± = ±4 2

E j e m p l o sE j e m p l o s

6. Completa cuadrados y resuelve las ecuaciones: a) (x - 3)2 = 64;    b) x 2 + 10x +  25 = 0; 

c) x 2 + 2x - 15 = 0;    d) x 2 - 8x + 15 = 0.

A c t i v i d a d e s
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4. Ecuaciones de grado superior e
irracionales 

4.1. Ecuaciones de grado superior

Algunas ecuaciones de grado superior al segundo se resuelven si se aplican
técnicas de factorización para transformarlas en otras equivalentes de primero y
segundo grado.

7. Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) x 2 - 3x + 2 = 0;        b) x 2 + 3x - 28 = 0;       c) 2x 2 + 7x = 15 ;     

d) 12x 2 - 7x + 1 = 0 ;   e) x 2 + x = 42 

8. Resuelve las ecuaciones:

a) ; 

b)

9. Representa las parábolas: 

a) ;        b)

10. Resuelve y factoriza si es posible las ecuaciones siguientes: a) x 2 - 4x - 12 = 0;

b) 3x 2 - 18x + 15 = 0;      c) 3x 2 - 6x + 3 = 0;        d) x 2 - 5x + 9 = 0

11. Resuelve las ecuaciones siguientes:

a) (x - 4)(x - 2) = 0;      b) (x + 3)(x - 2) = 0;

c) (x - 5)( x + 6) = 0;    d) (x - 7)( x + 9) = 0

12. Resuelve la siguientes ecuaciones: 

a) x 2 - 25 = 0;     b) x 2 - 1 = 0;     c) 3x 2 = 0;    d) 2x 2 - 3x = 0

13. Calcula las raíces de las ecuaciones:

a) -3x + x 2 = 0;    b) - 5x =  x 2;   c) x 2 + 10 =19;    d) x 2 + 3x = 17x

y x x= − + +1
2

2 42y x x= − +1
2

3 22

2
2

1
3 1

4
2 3 1x x x x+ − − = + −( )( )

4 2 1
5

1x
x− + =
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4.2. Ecuaciones bicuadradas

Las ecuaciones de cuarto grado ax 4 + bx 2 + c = 0 que no tienen los grados uno

y tres se llaman ecuaciones bicuadradas; se reducen a ecuaciones de segundo

grado mediante el siguiente cambio de variable x 2 = y; por lo que, x 4 = y 2; al susti-

tuir en la ecuación dada se obtiene:

que es una ecuación de segundo grado en la variable y.

ay 2 + by + c = 0

1. Resolver la ecuación: x 3 + 2x 2 - 3x = 0.

Solución. x 3 + 2x 2 - 3x = x (x 2 + 2x - 3) = 0

Se Igualan a cero los  dos  factores:  

La ecuación de segundo grado tiene por soluciones, x = 1 y x = - 3.

Las soluciones de la ecuación propuesta serán: x = 0, x = 1 y x = - 3.

2. Resolver la ecuación:  4x4 - 21x3 + 29x2 - 6x = 0.

Solución.

Se saca factor común x:   4x4 - 21x3 + 29x2 - 6 x = x(4x3 - 21x2 + 29x - 6) =  0 

Se aplica la Regla de Ruffini al segundo factor:

4      -21        29     - 6

2    8      - 26       6

4     - 13          3       0 

Se descompone en factores:  x (x - 2)(4x 2 - 31x +3) = 0

La ecuación de segundo grado tiene por soluciones, x = 3 y 

Las soluciones de la ecuación de partida serán:  x = 0, x = 2, x = 3 y .x = 1
4

x
x x

=
+ − =

⎧
⎨
⎩

0

2 3 02

x = 1
4

E j e m p l o sE j e m p l o s
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4.3. Ecuaciones irracionales

Son aquellas en las que la variable aparece bajo el signo radical. Estudiaremos
aquellas en las que aparecen raíces cuadradas. 

Al elevar al cuadrado pueden aparecer raíces que no sean solución de la ecua-
ción de partida y que deben rechazarse; se localizan mediante la comprobación en
la ecuación de partida.

Para resolver estas ecuaciones se aísla la raíz en uno de los miembros
para a continuación elevar al cuadrado los dos miembros y obtener
ecuaciones líneales o de segundo grado.

1. Resolver la ecuación: x 4 - 10x 2 + 9 = 0.

Solución. Se realiza el cambio   x 2 = y,      x 4 = y 2

Se obtiene la ecuación de segundo grado: y 2 - 10y + 9 = 0

Se resuelve esta ecuación en y : 

De y = x 2 = 9, se obtienen las soluciones, x = 3 y x = - 3

De y = x 2 = 1, se obtiene las soluciones, x = 1 y x = -1.

La ecuación propuesta tiene cuatro soluciones.

2. Resolver la ecuación:  x 4 + 3x 2 - 4 = 0.

Solución. Se realiza el cambio     x 2 = y,     x 4 = y 2

Se obtiene la ecuación de segundo grado: y 2 +  3y - 4 = 0

Se resuelve esta ecuación en y : 

De y = x 2 = 1, se obtienen las soluciones, x = 1 y x = - 1

De y = x 2 = - 4, no se obtienen las soluciones para x

La ecuación propuesta tiene dos soluciones reales.

y =
− ± − −

= − ± =

− + =

− − = −

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

3 3 4 1 4
2

3 5
2

3 5
2

1

3 5
2

4

2   

 

· ( )

y = ± − = ± =

+ =

− =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

10 10 4 1 9
2

10 8
2

10 8
2

9

10 8
2

1

2     · ·
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1. Resolver la ecuación:  

Solución.

Aislar el radical:       

Elevar el cuadrado: 

Desarrollar:             x + 3 = 1 + 2x + x 2

Simplificar:              x 2 + x - 2 = 0

Las soluciones de la ecuación de segundo grado son x = 1 y x = – 2.

Comprobación:

; 1 = 1 ;  x = 1 es solución

; 0 = – 2 ; falso, x = – 2 no es solución.

2. Resolver la ecuación:  

Solución.

Aislar el radical:          

Elevar al cuadrado:     

Desarrollar:                x 2 – 3 = 9 – 6x + x 2

Simplificar y despejar: 6x = 12 ;    x = 2

Comprobación:  ; x = 2 es solución.

x x2
2

23 3−( ) = −( )

2 3 2 3 0 0 02 − + − = =;

x x2 3 3− = −

x x2 3 3 0− + − =

− + − = −2 3 1 2

1 3 1 1+ − =

( ) ( )x x+ = +3 12 2

x x+ = +3 1

x x+ − =3 1

E j e m p l o sE j e m p l o s

14. Resuelve las ecuaciones: 

a) x 4 – x 3 – 6x 2 = 0;  b) x 3 + 5x 2 – x – 5 = 0;  c) 16x 3 –16x 2 – 9x+ 9 = 0;  d) x 3 –x 2 –14x +24 = 0.

15. Resuelve las ecuaciones: 

a) x 4 – 16 = 0;   b) 81x 4 – x 2 = 0;    c) 4x 4 – x 2 = 0;     d) x 4 – 9x 2 = 0. 

16. Resuelve las ecuaciones bicuadradas: a) x 4 – 5x 2 + 4 = 0;    b) x 4 – 10x 2 = – 9;

c) x 4 – 16x 2 – 225 = 0;    d) 64x 4 – 244x 2 + 225 = 0.

A c t i v i d a d e swww.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



95

5. Problemas que se resuelven mediante
ecuaciones

Recuerda que para resolver un problema mediante álgebra se debe seguir el pro-
cedimiento siguiente.

Planteo. Consiste en traducir el enunciado escrito en una ecua ción o sistemas de
ecuaciones.

Resolución. Parte en la que se resuelve la ecuación o el sistema planteado.

Discusión. Se comprueba que la solución obtenida es solución de la ecuación o
el sistema y que es válida para las condiciones impuestas en el enunciado.

Para plantear una ecuación a partir de un enunciado debes:

Paso 1. Realizar lecturas comprensivas para identificar el dato que se debe cal-
cular y representarlo con una letra.

Paso 2. Trazar un plan para traducir el lenguaje escrito a lenguaje algebraico.
Planificar la información en resúmenes. Comparar el problema con otros
conocidos. 

Paso 3. Llevar a cabo el plan trazado y si este no funciona cambiar de plan.

17. Resuelve las ecuaciones: 

a) ;             b)

c) ;   d)

18. El perímetro de un rectángulo es de 98 m. Su área es de 570 m2. Halla sus dimensiones.

19. Los tres lados de un triángulo miden 18, 16, y 9 m. Determinar que misma cantidad  se
debe restar a cada lado para que resulte un triángulo rectángulo.

20. Determinar un número que sumado con su raíz cuadrada es 132.

21. Dos números suman  62 y sus cuadrados 1954. Hallarlos.

22. El área de un triángulo rectángulo es 60 m2 y la suma de sus catetos es 23 cm. Hallar 
sus tres lados.

23. Un cuadrado tiene 33 m2 más que otro, y éste un metro más de lado que el primero.
Hallar los lados de los dos cuadrados.  

x x x+ + + − + =4 20 2 11 01 7 16 2+ + + = +x x x

x x− + + =3 2 5x x2 5 5 0− + − =
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La cantidad de euros que un chico lleva en el bolsillo es tal que si gasta la tercera parte más
su séptima parte, aún le quedarían 2,5 euros mas la mitad de lo que llevaba. ¿Qué can-
tidad de euros llevaba en el bolsillo?

Solución.

• Sea x el dinero que llevaba.

• Gastos:              x/3 + x/7

• Le queda:         2,5 + x/2

• Ecuación:     2,5 + x/2 = x – (x/3 + x/7)

• Resolver la ecuación:    x = 105 euros.

• Discusión: La solución cumple las condiciones del enunciado; veamos si
cumple la ecuación:   2,5 + 105/2 = 105 – (105/3 + 105/7)

2,5 + 52,5 = 105 – 50

55 = 55

El valor de 105 para x convierte la ecuación en una igualdad numérica verdadera.

E j e m p l oE j e m p l o

24. Un ganadero vende los 3/5 de los corderos que posee. A continuación compra 50, con lo
que se queda con 40 corderos menos que los que tenía al principio. ¿Cuántos tenía?.

25. Un trayecto se ha realizado en tres etapas; en la primera se recorre 3/5 del trayecto, en
la segunda 1/4 del resto y en la última los 12 km. restantes. ¿Cuál es la longitud total del
trayecto?.

26. Una persona dispone de dos horas para dar un paseo en coche. ¿Qué distancia podrá
recorrer sabiendo que a la ida la velocidad del coche es 80 km/h y que sin detenerse
regresa a 120 Km/h?.

27. La distancia entre dos estaciones A y B es 480 km. Un tren sale de A en dirección B con
una velocidad constante de 100 km/h. Al mismo tiempo, otro tren sale de B en dirección
a A con un velocidad de 140 km/h. ¿Cuánto tardan en encontrarse?. ¿A qué distancia de
A y B se encuentran?.

28. La base de un rectángulo es 6 cm mayor que su altura. si la base crece 4 cm y la altura
disminuye en 2 cm, el área crece 8 cm2. Calcula sus dimensiones.

29. La suma de dos números es 24 y su producto 135. Calcula dichos números.

30. Calcula las dimensiones de un rectángulo que tiene de perí metro 24 cm y de área 35 cm2.

A c t i v i d a d e s
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6. Ecuaciones lineales con dos
incógnitas

Una ecuación lineal con dos incógnitas es de la forma a1x + a2y = b; donde a1, a2

y b son número reales; x e y son las incógnitas.

Se llama solución de una ecuación lineal a los pares de valores (α, β) pertenecien-
tes a R2 que al sustituirlos en la ecuación la convierten en una igualdad numérica ver-
dadera. El conjunto de todas las soluciones de una ecuación lineal son los puntos de
una recta del plano.

7. Sistemas de dos ecuaciones con
dos incógnitas

Se llaman sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incógnitas al conjunto
formado por dos ecuaciones lineales con dos incógnitas, se expresa así:

Se llama solución del sistema al par de valores  (α, β) que cumplen las dos ecuaciones.

Resolver un sistema es encontrar sus soluciones o demostrar que no tiene solución.

Resolución gráfica 

Para encontrar las soluciones de un sistema lineal de dos ecuaciones con dos
incógnitas, se pueden repre sentar en coordena das cartesianas las dos rectas que
forman el sistema; los puntos de corte serán las soluciones del sistema.

a x a y b
a x a y b

11 12 1

21 22 2

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

Dada la ecuación lineal x – 2y = 4; comprueba que los pares (4, 0); (8, 2) y (12, 4) son algu-
nas de sus soluciones; dibuja la recta que pasa por dichas soluciones.

Solución.

4 – 2·0 = 4; 4 – 0 = 4; 4 = 4

8 – 2·2 = 4; 8 – 4 = 4; 4 = 4 

12 – 2·4 = 6; 12 – 8 = 4; 4 = 4

Solución general;  x – 2y = 4; x = 4 + 2y;  se cam-
bia  el nombre a y; y = λ (λ es un parámetro); la
solución general se escribe (4 + 2λ, λ); para cada
valor que asignemos al parámetro λ se obtiene una
solución particular.

E j e m p l oE j e m p l o

6

4

2

-- 2

-- 4

-- 4    -- 2               2       4      6       8      10      12     14

(12, 4)

(8, 4)

(4, 0)

+
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La solución gráfica permite clasificar los sistemas lineales en: 

● Compatibles si tienen solución.

• Si la solución es única se dice compatible determinado.

• Si las soluciones son infinitas se dice compatible indeterminado.

● Incompatibles si no tienen solución.

Resolver los sistemas:

Solución.

Sistema a                                  Sistema b                                 Sistema c

a) Las dos recta se cortan en (3, 2) la solución del sistema es x = 3 e y = 2. El sistema
tiene solución única.

b) Las rectas coinciden. El sistema tiene infinitas soluciones.

c) Las rectas son paralelas, no tienen ningún punto en común. El sistema no tiene solución.

(3,2)

x + 2y = 7

x + 2y = 7

x - y = 1

2x + 2y = 14 x + 2y = 7

2x + 4y = 5

a) b) c)
x y
x y

x y
x y

x y
x y

+ =
=

⎧
⎨
⎩

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

2 7

1

2 7

2 4 14

2 7

2 4 5-

; ;

E j e m p l oE j e m p l o

+

31. Resuelve gráficamente y clasifica los sistemas siguien tes: 

a) b) c) d
2 7

4 5

2 7

8 2 2

2 7

8 2 10

x y
x y

x y
x y

x y
x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

; ; ; ))
3 3

2 2

x y
x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

A c t i v i d a d e s
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8. Sistemas equivalentes

Los sistemas:

Tienen por solución única (2, 1); decimos que son equivalentes.

En general sistemas equivalentes son aquellos que teniendo el mismo número
de incógnitas ( el número de ecuaciones puede ser distinto) tienen la misma solución.

Las siguientes transformaciones realizadas sobre un sistema dan lugar a siste-
mas equivalentes.

1. Cambiar el orden de las ecuaciones.

Ejemplo, los sistemas                                              son equivalentes; ambos

tienen por solución x = 3 e y = 2.

2. Multiplicar los dos miembros de una ecuación por un número distinto de cero.

Ejemplo, los sistemas                                                    con λ ≠ 0 son equiva-

lentes.

3. Sustituir una ecuación por la suma de ella con otras ecuaciones multiplicadas
por números distintos de cero. 

Ejemplo, los sistemas  y 

son equivalentes, se opera en la segunda ecuación del segundo sistema y se
obtiene, 

; que es un sistema más sencillo que el primero.

4. Suprimir una de las ecuaciones del sistema que sea combinación lineal de
otras ecuaciones del sistema.

Ejemplo, los sistemas                                             son equivalentes, el                              

segundo sistema resulta de suprimir la tercera ecuación del primero que es
suma de las otras dos.

2 4

3 9

3 2 13

2 4

3 9

x y
x y
x y

x y
x y

− =
+ =
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

y

2 4

7 21

x y
x
- =

=
⎧
⎨
⎩

2 4

3 9

2 4

3 3 2 9 3 4

x y
x y

x y
x y x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

− =
+ + − = + ⋅

⎧
⎨
⎩

y
( ) ( )

2 4

3 9

2 4

3 9

x y
x y

x y
x y

- -=
+ =

⎧
⎨
⎩

=
+ =

⎧
⎨
⎩

y
λ λ( )

2 4

3 9

3 9

2 4

x y
x y

x y
x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

y

2 3

3 5

2 6 10

2 3

3 5

x y
x y
x y

x y
x y

− =
+ =
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

y
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9. Métodos de resolución de sistemas
linea les

Entre los métodos algebraicos que existen para resolver sistemas vamos a tratar:

● Método de sustitución. Se despeja una incógnita en una de las ecuaciones y
se sustituye la expresión obtenida en las otras ecuaciones.

● Método de igualación. Se despeja en todas las ecuaciones la misma incógni-
ta y se igualan las expresiones obtenidas.

● Método de reducción. Se multiplican las ecuaciones por números adecuados
de forma que al sumar los resultados se elimina una de las incógnitas.

E j e m p l o sE j e m p l o s

32. Trasformar los sistemas siguientes en sistemas equivalentes con dos ecuaciones.

a) b)

− + =
+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− =
+ =
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 5 3

2 3

4 4 0

3 13

2 4 4

5 3 17

x y
x y
x y

x y
x y
x y

; ;; c)

4 5

2 4

2 3 13

x y
x y
x y

- =
− = −
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

A c t i v i d a d e s

1.  Resolver el sistema:  

Solución.

• Se resuelve por sustitución.

• Se despeja una incógnita en una ecuación y se sustituye su valor en la otra ecuación;
que se transforma en una ecuación con una incógnita.

• Se despeja y en la segunda ecuación:                 y = 4 – 2x

• Se sustituye en la primera:                                  4x + 3(4 – 2x) = 10

• Resolver esta ecuación:                                      x = 1

• Sustituir el valor de x en la incógnita despejada:   y = 4 – 2·1 = 2

• La solución de sistema es x = 1 e y = 2.

2. Resolver el sistema: 

Solución.

• Se resuelve por igualación.

• Se despeja la misma incógnita en las dos ecuaciones y se igualan, con lo que se obtie-
ne una ecuación con una incógnita.

4 3 10

2 4

x y
x y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

4 3 10

2 4

x y
x y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩
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• Despejar y en las dos ecuaciones:                         

• Igualar los valores:                        

• Resolver esta ecuación:                                      x = 1 

• Sustituir este valor en la segunda y despejada:     y = 4 - 2⋅1 = 2

• La solución de sistema es x = 1 e y = 2.

3. Resolver el sistema:

Solución.

• Se resuelve por reducción.

• Consiste en conseguir que los coeficientes de una de las incógnitas sean opuestos en
las dos ecuaciones y a continuación  sumarlas.

• Se sustituye la segunda ecuación por el resultado de sumar la primera con la segun-
da multiplicada por –2; número con el que se consiguen que las dos ecuaciones ten-
gan los coeficientes de x iguales y opuestos.

4x + 3y =  10
– 4x – 2y = – 8

0x +  y =    2

• El sistema de partida es equivalente al sistema escalonado,  

• En este sistema es sencillo ver que y = 2; se sustituye este valor en la primera ecua-
ción para calcular x; 4x + 3 · 2 = 10; x = 4/4 =1.

• La solución del sistema es x = 1 e y = 2.

4 3 10

2

x y
y

+ =
=

⎧
⎨
⎩

10 4
3

4 2− = −x x

y x y x= − = −10 4
3

4 2e

4 3 10

2 4

x y
x y

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

33. Resuelve los sistemas: 

34. Resuelve los sistemas: 

35. Resuelve los sistemas: 

a) b) c)

3
4

4
5

21

2
3

3
5

17

3
4

2
3

1

5
2

4
3

14

x y

x y

x y

x y

x+ =

+ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

− =

− =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

; ; 33 4
1

12

5 3
8

15

7
3

4
4

13
6

− =

+ =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

+
− =

+
+ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

y

x y

x y
x y
x
y

; d)

a) b) c)
5 3 5

7 2 38

3 5

2 3 7

2 3 13

3 2 1

x y
x y

x y
x y

x y
x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

+ = −
− =

; ;
22

2 5

5 2 17

⎧
⎨
⎩

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

; d)
x y
x y

a) b) c)
3 2 14

5 4 5

2 7 1

2

2 3 4

3 2 16

x y
x y

x y
x y

x y
x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

+ =
+ = −

⎧
⎨
⎩

− =
− =

⎧
; ; ⎨⎨

⎩

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

; d)
x y
x y

2 3

3 2 1
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10. Sistemas de tres ecuaciones lineales.
notaciones

Un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incógnitas se escribe de la forma:

A los números reales aij los llamamos coeficientes del sistema; a los bi términos
independientes y a las xj incógnitas del sistema.

Se llama solución del sistema a los valores  (α1, α2, α3) de las incógnitas que con-
vierten las ecuaciones en identidades numéricas.

Clases de sistemas lineales

Los sistemas de ecuaciones lineales atendiendo a los términos independientes se
llaman: 

● Homogéneos cuando los términos independien tes bi son todos ceros. 

● No homogéneos si alguno de los términos independientes bi son distintos de cero.

Según las soluciones, los sistemas pueden ser como hemos visto para los de dos
ecuaciones en:

● Incompatibles, si no tiene solución.

● Compatibles, si tienen solución.

• Determinado, si únicamente tiene una solución.

• Indeterminado, si tiene infinitas soluciones.

11. Resolución de sistemas de tres
ecuaciones método de Gauss

El método de Gauss permite, basándose en el método de reducción para siste-
mas de cualquier número de ecuaciones y de incógnitas, averiguar si son compati-
bles y en este caso resolverlos.

La combinación adecuada de las transformaciones a), b), c) y d) aplicadas a un
sistema permiten obtener un sistema escalonado equivalente al inicial, que facilita la
clasificación y solución en su caso, del sistema objeto de estudio.

Un sistema escalonado de tres ecuaciones con tres incógnitas tiene la forma:

a x a x a x b
a x a x a x b
a x a x a x

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3

+ + =
+ + =
+ + = bb3

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
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Los ejemplos siguientes aclararán los pasos a seguir para trasformar sistemas en
sistemas escalonados equivalentes.

a x a x a x b
a x a x b

a x b

11 1 12 2 13 3 1

22 2 23 3 2

33 3 3

+ + =
+ =

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1. Resolver el siguiente sistema escalonado: 

Solución.
Se despeja z en la tercera ecuación        

Se sustituye el valor de z en la segunda ecuación y se despeja y ; 3y – 2 · 3 = 0;  3y = 6; 

.

Finalmente se sustituyen los valores de z e y en la primera ecuación se despeja x:

x + 2 – 3 = –1; x = –1 –2 +3 ; x = 0

La solución del sistema será: (0, 2, 3).

2. Transformar el sistema siguiente en un sistema equivalente escalonado, clasificarlo y en su

caso, resolverlo: .

Solución.

Primer paso: anular el coeficiente de x en las dos últimas ecuaciones; para lo cual se rea-
lizan las dos transformaciones siguientes:

● Sustituir la segunda ecuación, por la que resulta de sumarle a ella la primera multiplicada
por –2:

● Sustituir la tercera ecuación, por la que resulta de sumar a ella la primera multiplicada por –5:

● Con lo que resulta el sistema equivalente siguiente: 
x y z
x y z

x y z

− − = −
− + =

+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 1

0 8 6

0 4 13 21

− + + =
− + =

+ + =

5 5 10 5

5 3 16
0 4 13 21

x y z
x y z

x y z

− + + =
− + =
− + =

2 2 4 2

2 3 4 4
0 1 8 6

x y z
x y z
x y z

x y z
x y z
x y z

− − =
− + =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 1

2 3 4 4

5 3 16

y == ==6
3

2

y == ==6
3

2

x y z
y z

z

+ − =
− =

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

3 2 0

3 9
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El nombre propuesto a las variables en el sistema no es fundamental para su solu-
ción; por tanto podemos prescindir del nombre de las variables  y operar con sus coe-
ficientes disponiéndolos en forma rectangular como se indica a continuación.

A esta disposición rectangular de los coeficientes se la llama matriz ampliada
asociada al sistema. Sobre esta matriz se aplican fácilmente los pasos para trans-
formarla en la matriz ampliada asociada al sistema escalonado equivalente al dado.

Esta  matriz es la matriz asociada al sistema escalonado: 

x y z
z y z

x y z

− − = −
− + =

+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 1

0 8 6

0 0 45 45

;

1 1 2 1

2 3 4 4

5 1 3 16

1 2 2

1

− − −
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒ −ª ( ) ª
ª

fila por más fila
fila poor más fila

fila por m

( ) ª

ª

−
⇒

⇒
− − −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒

5 3

1 1 2 1

0 1 8 6

0 4 13 21 2 4 áás fila3

1 1 2 1

0 1 8 6

0 0 45 45ª
⇒

− − −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 1 2 1

2 3 4 4

5 1 3 16

− − −
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

Segunda paso: anular el coeficiente de y en la tercera ecuación; para lo que se realiza
la transformación siguiente:

● Sustituir la tercera ecuación, por la que resulta de sumarle a ella la segunda multipli-
cada por 4.

● Con esto se ha conseguido el sistema escalonado siguiente:

● La tercera ecuación se resuelve fácilmente y permite afirmar que el sistema es com-

patible determinado y la solución única es:                ; – y + 8 = 6; y = 2; x –2 –2 = –1;

x = 3.

● Que se expresa así: ( x, y, z) = (3, 2, 1)

z == ==45
45

1

x y z
z y z

x y z

− − = −
− + =

+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 1

0 8 6

0 0 45 45

− + =
+ =
+ =

4 32 24

4 13 21
0 45 45

y z
y z
y z
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3. Transformar el sistema siguiente en un sistema equivalente escalonado, clasificarlo y en

su caso resolverlo: 

Solución.

Primer paso. Anular el coeficiente de x en las dos últimas ecuaciones; para lo cual se
realizan las dos transformaciones siguientes.

● Sustituir la segunda ecuación por la que resulta de sumar a la segunda actual la pri-

mera multiplicada por – 2:

● Sustituir la tercera ecuación por la que resulta de sumarle a ésta la primera multiplica-

da por – 3:

● Con lo que resulta el sistema equivalente siguiente: 

Segundo paso: Anular el coeficiente de y en la tercera ecuación; para lo que se realiza
la transformación siguiente.

● Sustituir la tercera ecuación por la que resulta de sumarle a ésta la segunda multipli-
cada por – 1:

● Con esto se ha conseguido el sistema escalonado siguiente: 

● La tercera ecuación es 0z = 0; cualquier valor de z cumple la ecuación, por lo que tiene
infinitas soluciones; que serán las infinitas soluciones del sistema; por lo que se trata
de un sistema compatible indeterminado.

● El sistema que resulta es: 

● Se toma z como parámetro; z = λ con lo que y = – 2 + 7λ, y por tanto:

x y z
y z

− + =
− = −

⎧
⎨
⎩

3 4

7 2

x y
z y z
x y z

− + =
+ − = −
+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3 4

0 7 2

0 0 0 0

− + =
− = −

+ =

y z
y z
y z

7 2

7 2
0 0 0

x y z
x y z
x y z

− + =
+ − = −
+ − = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3 4

0 7 2

0 7 2

− + − = −
− + =
+ − = −

3 3 9 12

3 2 2 10
0 1 7 2

x y z
x y z
x y z

− + − = −
− − =
+ − = −

2 2 6 8

2 6
0 1 7 2

x y z
x y z
x y z

x y z
x y z

x y z

− + =
− − =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3 4

2 6

3 2 2 10
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x = 4 + y – 3z = 4 – 2 + 7λ – 3λ = 2 + 4λ.

● La solución será: (x, y, z) = ( 2 + 4λ, -2 + 7λ, λ)

● Se trata de un sistema compatible, indeterminado uniparamétrico.

● Utilizando la notación matricial, los pasos serían:

● Esta es la matriz  asociada al sistema triangular:

4. Transformar el sistema siguiente en un sistema equivalente escalonado, clasificarlo y en
su caso resolverlo:

Solución.

Primer paso. Cambiar el orden de las ecuaciones (colocamos la tercera en primer lugar);
esto facilita los cálculos 

Segundo paso. Anular los coeficientes de x en las dos últimas ecuaciones; para lo que
se realizan las dos transformaciones siguientes.

● Sustituir la segunda ecuación por la que resulta de sumarle a ésta la primera multipli-
cada por – 2:

● Sustituir la tercera ecuación por la que resulta de sumarle la primera multiplicada por – 4:

● Con lo que resulta el sistema equivalente siguiente:  

x y z
x y z

x y z

− + =
+ + =

+ + = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3

0 0

0 2 2 3

− + − = −
− + =
+ + = −

4 4 4 12

4 2 6 9
0 2 2 3

x y z
x y z
x y z

− + − = −
− + =
+ + =

2 2 2 6

2 3 6
0 1 1 0

x y z
x y z
x y z

x y z
x y z
x y z

− + =
− + =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3

2 3 6

4 2 6 9

2 3 6

4 2 6 9

3

x y z
x y z
x y z

− + =
− + =
− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x y z
y z

z

− + =
− = −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3 4

7 2

0 0

1 1 3 4

2 1 1 6

3 2 2 10

1 2 2

1

−
− −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

−ª ( ) ª
ª

fila por más fila
fila por (( ) ª

º ª

−
⇒

⇒
−

− −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒

3 3

1 1 3 4

0 1 7 2

0 1 7 2 3 2

1

más fila

fila menos

−−
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 3 4

0 1 7 2

0 0 0 0
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Discusión de un sistema por el método de Gauss.

Sea un sistema de tres ecuaciones con tres incógnitas.

Si al reducirlo a la forma triangular escalonada aparece alguna ecuación del tipo
0z = b con b ≠ 0el sistema es incompatible.

Si no sucede lo anterior, el sistema es compatible. 

Si el número de ecuaciones no triviales (es decir, una vez eliminadas las de la
forma 0 = 0, si las hubiera) fuera tres, igual al número de incógnitas, el sistema tiene
solución única. Sistema compatible determinado.

Si el número de ecuaciones es menor que el de incógnitas, el sistema tiene infini-
tas soluciones; el sistema es compatible, indeterminado; el número de parámetros
del que dependen las soluciones es igual al numero de incógnitas menos el de ecua-
ciones.

Tercer paso. Anular el coeficiente de y en la tercera ecuación; para lo que se realiza la
transformación siguiente.

● Sustituir la tercera ecuación por la que resulta de sumarle a ésta la segunda ecuación
multiplicada por – 2:

● Con esta se ha conseguido el sistema escalonado siguiente: 

● La tercera ecuación, 0z = –3, no tiene solución; cualquier número por cero da cero.

● Utilizando la notación matricial los pasos serian:

● Esta es la matriz asociada al sistema triangular: 
x y z
x y z

x y z

− + =
+ + =

+ + = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3

0 0

0 0 0 3

2 1 3 6

4 2 6 9

1 1 1 3

3 1

1 1 1 3

2 1 3 5

4 2 6 9

−
−
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒
−
−
−

⎛
ª ªecuación como

⎝⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− +
− +

−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

1 2 2

1 4 3

1 1 1 3

0 1 1 0

0 2 2 3

ª ( ) ª
ª ( ) ª

F por F
F por F

⎠⎠

⎟
⎟
⎟ − +

⇒
−

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟2 2 3

1 1 1 3

0 1 1 0

0 0 0 3ª ( ) ªF por F

x y z
x y z

x y z

− + =
+ + =

+ + = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3

0 0

0 0 0 3

− − =
+ = −
+ = −

2 2 0

2 2 3
0 0 3

y z
y z
x y
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5. Discutir y resolver en su caso el sistema siguiente:

Solución.

● Se parte de la matriz asociada al sistema y se opera para conseguir una matriz esca-
lonada:

● La tercera ecuación tiene solución única; por lo tanto el sistema es compatible deter-
minado.

● De la tercera ecuación ; se sustituye en la segunda, – y – 0 = 4; y = 4 y por

último se trabaja con la primera ecuación; x + 2.4 + 0 = 3  x = –5

● La solución es: (x, y, z) = (–5, 4, 0)

6. Discutir y resolver en su caso el sistema siguiente: 

Solución.

● Se escribe la matriz asociada al sistema y se trata de escalonar.

● Esta es la matriz asociada al sistema: 

● En la segunda ecuación se puede despejar z, puesto que es la que tiene como coe-
ficiente menos uno; con lo que la variable y se elige como parámetro. El sistema es
compatible, indeterminado. Se hace y = λ y se sustituye en la segunda ecuación;
4λ – z = 0; z = 4λ.

● De la primera ecuación se calcula x; x + λ + 4λ = 0; x = –5λ.

● La solución será: (x, y, z) = (–5λ, λ, 4λ )

x y z
y z

+ + =
− =

⎧
⎨
⎩

0

4 0

1 1 1 0

1 3 2 0 1 2

1 1 1 0

0 4 1 0− −
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ +

⇒
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ª ªF F

x y z
x y z

+ + =
− + − =

⎧
⎨
⎩

0

3 2 0

z == ==0
2

0

1 2 1 3

1 1 2 1

2 3 1 2

1 2

1 2 3

1 2 1 3

0 1 1

−
− −

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

+
− +

⇒
−
− −º ª

ª ( ) ª
F F

F por F
44

0 1 1 4 2 3

1 2 1 3

0 1 1 4

0 0 2 0− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ +

⇒
−
− −

−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ª ªF F
;

esta ees la matriz asociada al sistema triangula: 

x y z
y z

− + =
− − =

2 3

44

2 0− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ z

x y z
x y z
x y z

− + =
− + − =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 3

2 1

2 3 2
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12. Sistemas homogéneos
Recuerda que un sistema es homogéneo si todos los términos independientes

son cero.

La expresión de un sistema homogéneo de 3 ecuaciones con 3 incógnitas será:

Los sistemas homogéneos tienen la particularidad de que todos son compati-
bles, pues al menos tienen como solución  x1 = 0, x2 = 0 y x3 = 0, llamada impropia
o trivial.

Por tanto al discutir por Gauss un sistema homogéneo de tres incógnitas se
pueden presentar los casos siguientes:

● Si el número de ecuaciones no triviales (es decir, una vez eliminadas las de
la forma 0 = 0 si las hubiera) fuera tres, igual al número de incógnitas, el sis-
tema tiene solución única; por tanto la trivial (0, 0, 0). Sistema compatible
determinado.

● Si el numero de ecuaciones es menor que el de incógnitas, el sistema tiene infi-
nitas soluciones, el sistema es compatible indeterminado; el número de pará-
metros es igual al número de incógnitas menos el de ecuaciones.

a x a x a x
a x a x a x
a x a x a x

11 1 12 2 13 3

21 1 22 2 23 3

31 1 32 2 33 3

0

0

0

+ + =
+ + =
+ + =

⎧
⎨⎨
⎪

⎩⎪

36. Indicar de qué tipo es cada uno de los siguientes sistemas:

37. Estudiar y resolver en su caso los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

a) b)

x  y  z    
x y   

y   z  

x y z+ + =
− − =

− − = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− + − =2 0

1

1

4 5

2; xx y z
x y z

x y z
x y z
x y z

+ + = −
+ + = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

+ + =
+ + =

+ + =

⎧
3 5 2

3 2 4 2

2 1

2 3 5 2

3 3 0

; c) ⎨⎨
⎪

⎩⎪

a) b)

x y z
x y z
x y z

x y z
x y z

− + =
− + + =
− + + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− − =
+ − =

3 5

4 8 2 6

7 8 3 4

2 4 5 8

2 4;

44 2 9 16

6 8 3

4 2 15

5 7 10 8x y z

x y z
x y z

x y z− − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− + =
− + =

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
; ;c)

d)
xx y z

x y z
− + =

+ − =
⎧
⎨
⎩

1

2 3 4 5
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7. Transformar el sistema homogéneo siguiente en un sistema equivalente escalonado,

clasificarlo y en su caso resolverlo: 

Solución.

Se parte de la matriz asociada al sistema y se opera para conseguir una matriz
escalonada:

esta es la matriz asociada al sistema triangular: 

Como el número de ecuaciones no triviales es dos, menor que el número de incógnitas,
el sistema es compatible indeterminado.

De la segunda ecuación;                                                               ; para  evitar que las 

soluciones se expresen como fracciones, expresamos z como producto de 3 por el pará-

metro λ; esto es 

;

x + 2λ – 3λ = 0, x = λ.

La solución del sistema es: (x, y, z) = (λ, 2λ, 3λ)

z y= ⇒ = ⋅ =3 2 3
3

2λ λ λ

− + = ⇒ − = − ⇒ = −
−

=6 4 0 6 4 4
6

2
3

y z y z y z z

x y z
y z

z

+ − =
− + =

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

6 4 0

0 0

1 1 1 0

2 4 2 0

1 5 3 0

1 2 2

1 3

1 1 1 0

0 6 4 0

−
−

− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− +
+

⇒
−

−ª ( ) ª
ª ª

F por F
F F 00 6 4 0 2 3

1 1 1

0 6 4 0

0 0 0 0−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ +

⇒
−

−
⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ª ªF F
;

x y z
x y z
x y z

+ − =
− + =

− + − =

0

2 4 2 0

5 3 0

E j e m p l oE j e m p l o

38. Estudiar y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales homogéneos: 

a) b)

2 5 3 0

2 0

0

0

3 2 5 0

2 4

x y z
x y
x y z

x y z
x y z

x y z

− + =
− =

+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

+ − =
+ − =

+ − =
;

00

3 0

3 5 0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− + =
+ − =

⎧
⎨
⎩

; c)
x y z
x y z
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13. Problemas que se resuelven plantean-
do sistemas de tres ecuaciones lineales

El lenguaje algebraico, como ya sabemos, es una potente herramienta para resol-
ver problemas; en este apartado trataremos la resolución de problemas que preci-
san de los sistemas lineales estudiados.

Los pasos a seguir para resolver este tipo de problemas son los indicados en el
apartado 5.

1. Una multinacional de seguros tiene delegaciones en Madrid, Barcelona y Valencia. El número
total de altos ejecutivos de las tres delegaciones asciende a 31. Para que el número de altos
ejecutivos de la delegación de Barcelona fuese igual al de Madrid, tendrían que trasladarse 3
de Madrid a Barcelona. Además, el número de los de Madrid  excede en uno a la suma de los
destinados en las otras dos ciudades. ¿Cuántos altos ejecutivos están destinados en cada
ciudad?

Solución.

Sean x, y, z los altos ejecutivos de Madrid, Barcelona y Valencia 

Matriz asociada al sistema:

El sistema triangular asociado a la matriz será:

La solución será: z = 5; –2y –5 = –25; –2y = –20; y = 10; x + 10 + 5 = 31; x = 16

Por lo que los ejecutivos de la multinacional son: 16 en Madrid; 10 en Barcelona y 5 en
Valencia

2. Un hipermercado inicia una campaña de ofertas. En la primera de ellas descuenta un 4%
en un cierto producto A, un 6% en el producto B y un 5% en el producto C. A las dos sema-
nas pone en marcha la segunda oferta descontando un 8% sobre el precio inicial de A, un
10% sobre el precio inicial de B y un 6% sobre el precio inicial de C.  Se sabe que si un
cliente compra durante la primera oferta un producto A, dos B y tres C, se ahorra 16 euros
respecto del precio inicial. Si compra tres productos A, uno B y cinco C en la segunda

x y z
y z

z

+ + =
− − = −

− = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

31

2 25

5

1 1 1 31

1 1 0 6

1 1 1 1

1 1 1 31

0 2 1 25

0 2 2 30

−
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒ − − −
− − −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

⇒⇒ − − −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

1 1 1 31

0 2 1 25

0 0 1 5

x y z
x y
x y z

x y z
x y
x y z

+ + =
− = +
− = +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

+ + =
− =
− − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

31

3 3

1

31

6

1
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oferta, el ahorro es de 29 euros. Si compra un producto A, uno B y uno C, sin ningún tipo
de descuento, debe abonar 135 euros. Calcúlese el precio de cada producto antes de las
ofertas.

Solución.

Sean x, y, z los precios de los productos A, B y C antes de la oferta.

Matriz asociada al sistema:

La solución será:

x + 50 + 60 = 135; x = 135 –110; x = 25. 

Los precios iniciales serán:  A = 25 euros; B = 50 euros y C = 60 euros.

3. Una empresa desea disponer de dinero en efectivo en euros, dólares y libras esterlinas. El
valor total entre las tres monedas ha de ser igual a 264.000 euros. Se quiere que el valor del
dinero disponible en euros sea el doble del valor del dinero en dólares, y que el valor del dine-
ro en libras esterlinas sea la décima parte del valor del dinero en euros. Si se supone que
una libra esterlina es igual a 1,5 euros y un dólar es igual a 1,1 euros, se pide determinar la
cantidad de euros, dólares y libras esterlinas que la empresa ha de tener disponible.

Solución.

Sean x, y, z respectivamente los euros, dólares y libras esterlinas el dinero que la empresa
desea disponer.

x y z
x y

x z

+ + =
=

=

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

11 1 5 264000

2 11

10
1 5

, ,
( , )

,

z y y y= −
−

= − − ⋅ = − − = − = −
−

=12120
202

60 8 11 60 1060 8 400 400
8

50; ; ;

1 1 1 135

96 88 85 11900

76 90 70 10600

1 96 2

1

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟

− +ª ( ) ª
ª

F por F
F porr F F por( ) ª ª ª− +

⇒ − − −
−

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟ +76 3

1 1 1 135

0 8 11 1060

0 14 6 340 2 14 3 FF por 8

1 1 1 135

0 8 11 1060

0 0 202 12120

⇒

⇒ − − −
− −

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
esta es la mmatriz asociada al sistema triangular

x y z
y z
+ + =

− − = −
135

8 11 10660

202 12120− = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ z

x y z
x y z y z
x y

+ + =
+ + = + + −
+ +

135

0 96 0 94 2 0 95 3 135 2 16

0 92 3 0 90

, , · , · ( )
, · , 00 94 5 135 2 4 29

135

0 96 0 88 0 85 11

, · ( )
, , ,

z x z

x y z
x y z

= + + −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

+ + =
+ + = 99

0 76 0 90 0 70 106

135

96 88 85 11900

76

, , ,x y z

x y z
x y z
x

+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

+ + =
+ + =
++ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ 90 70 10600y z
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resolver el sistema planteado, por el método más sencillo.

sumar la primera ecuación multiplicada por dos más la segunda;

La empresa dispone de 165000 euros; 75000 dólares y 11000 libras esterlinas.

32 5280000 5280000
32

165000

10
22

1650000
22

75000

x x

y x z x

= = =

= = = =

: .

;
115

165000
15

11000= =

10 11 15 2640000

10 22 0

15 0

x y z
x y

x z

+ + =
− =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
; sumar 1ª ecuaciónn y tercera 

11 11 2640000

10 22 0

x y
x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

39. Para distribuir un lote de objetos, se le da igual número de ellos a cada una de las
15 personas presentes; pero llega una persona más y hay que dar a cada una un
objeto menos, sobrando ahora 11 objetos. Calcula los objetos del lote y los que
corresponden a cada persona  de las presentes al final.

40. Dos grifos tardan en llenar un recipiente sin desagüe 27 y 54 horas respectivamen-
te. ¿Cuánto tardarán los dos grifos juntos?.

41. Se desea cercar un campo rectangular con 1 200 m de alam brada. Un río corre a lo
largo de un lado del campo y no es necesario vallarlo. Sabiendo que el área del
campo es de 160 000 metros cuadrados, ¿qué dimensiones tiene el campo?

42. Encontrar tres números A, B y C, tales que  su suma sea 210,  la mitad de la suma
del  primero y del último más la cuarta parte del otro sea 95 y la media de los dos
últimos sea 80.

43. La suma de las tres cifras de un número es 18, siendo la cifra de !as  decenas igual
a la  media de las otras dos. Si se cambia la cifra de las unidades por la de las cen-
tenas, el número  aumenta en 198 unidades. Calcula dicho número.

44. Un individuo realiza fotografías con una cámara digital. Sabe que cada fotografía de
calidad normal ocupa siempre 0,20 megabytes de memoria. Cada fotografía de cali-
dad óptima ocupa siempre una cantidad A de megabytes, pero el individuo no la
conoce. Esta semana ha llevado a revelar 24 fotografías que le han ocupado un
total de 9,2 megabytes de memoria.
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a) Plantea un sistema de ecuaciones (en función de A) donde las incógnitas sean
el número de fotos de cada clase que ha realizado. Estudia la compatibilidad del
sistema.

b) ¿Hay alguna cantidad de megabytes que es imposible que ocupe cada foto de
calidad óptima?

c) La semana pasada también hizo 24 fotos y ocupó 9,2 megabytes de memoria en
total. ¿Es posible que el número de fotos de cada tipo fuera diferente al de esta
semana?

45. Las edades de tres vecinos suman 54 años y son proporcionales a 2, 3 y 4. Halla la
edad de cada uno de ellos.

46. Juan, Pedro y Luis corren a la vez en un circuito. Por cada kilómetro que recorre
Juan,  Pedro recorre 2 kilómetros y Luis recorre tres cuartas partes de lo que reco-
rre Pedro. Al  finalizar, la suma de las distancias recorridas por los tres, fue de 45
kilómetros. ¿Cuántos kilómetros recorrió cada uno?

47. Juana y Mercedes tenían 20000 € cada una para invertir. Cada una de ellas distri-
buye su dinero de la misma forma en tres partes P, Q y R y las ingresan en una enti-
dad financiera. Al cabo de un año, a Juana le han dado un 4% de interés por la parte
P, un 5% por la parte Q y un 4% por la parte R y a Mercedes le han dado un 5% por
la parte P, un 6% por la parte Q y un 4% por la parte R. Juana ha recibido en total
850 € de intereses, mientras que Mercedes ha recibido 950 €. ¿De qué cantidad de
euros constaba cada una de las partes P, Q y R?

48. Tres hermanos tienen edades diferentes, pero sabemos que la suma de las edades
de los 3 hermanos es de 37 años, y la suma de la edad del mayor más el doble de
la edad del mediano más el triple de la edad del menor es de 69 años.

a) Expresa las edades de los tres hermanos en función de la edad del hermano
menor.

b) Es posible que el hermano menor tenga 5 años? y 12 años? Razona la  respuesta.

c) Calcula las edades de los tres hermanos.

49. Una fábrica de helados elabora tres tipos de helados, H1, H2 y H3, a partir de tres
ingredientes A, B y C. Se desea saber el precio unitario de cada ingrediente sabien-
do que el helado H1 se elabora con 2 unidades de A, 1 unidad de B y 1 unidad de
C y supone un coste de 0,9 euros. El helado H2 se elabora con 1 unidad de A, 2 uni-
dades de B y 1 unidad de C y supone un coste de 0,8 euros. El helado H3 se com-
pone de 1 unidad de A, 1 unidad de B y 2 unidades de C y supone un coste de 0,7
euros.
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n la presente Unidad estudiamos los fundamentos de las funciones. Veremos las dos
notaciones existentes para familiarizarnos con los términos usados en Matemáticas, y
así poder introducir también el concepto de Dominio de una función. Cuando conocemos
la relación entre variable independiente y dependiente podemos plasmarla en una gráfica,

aunque el estudio riguroso y el esbozo de gráficas de funciones no aparecerá hasta la Unidad 9.

Una vez conocidos los términos básicos del lenguaje de funciones, pasamos a estudiar
las funciones más elementales: lineales, cuadráticas, proporcionalidad inversa, valor absoluto,
segmentarias; todas ellas conocidas de la E.S.O. Nos centraremos sobre todo en su
representación gráfica, ya que son fácilmente representables a partir de pocas propiedades y
sirven como un buen entrenamiento para funciones más complejas. También citaremos las
funciones con radicales, aunque únicamente las que tienen raíces cuadradas, las más sencillas. 

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Profundización y adquisición del vocabulario para el estudio y comprensión del concepto
de función.

2. Estudio del dominio y de la imagen de una función.

3. Interpretación de gráficas de valores desde un punto de vista funcional.

4. Uso de los métodos de interpolación y extrapolación lineal para el cálculo razonado de
datos desconocidos.

5. Introducción de técnicas y procedimientos para el análisis de funciones, utilizables tanto
en funciones elementales como en cualesquiera otras.

Funciones5
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1. Concepto de función
Una función es una regla que permite transformar un número real en otro.

El número que se transforma, habitualmente representado por x, se llama variable

independiente, y el resultado de la transformación, representado por f(x) o y, se

llama variable dependiente. La notación usada para las funciones es f(x) = regla
para transformar x, y esta regla vendrá casi siempre dada por un fórmula. Por ejem-

plo, f(x) = 2x,   g(x) = x2 - 3x + 5,    y = ln (x + 4).

Hay que hacer notar que la función se llama f o g, y que f(x) o g(x) son los valo-

res que asigna la función f o g a la variable x. Sin embargo, también se emplea f(x)
para designar a la función, siempre que no haya problemas de interpretación.

A los números que se van a transformar por una función también se les llama ori-
ginales y los resultados de la transformación imágenes. No todas las reglas son fun-

ciones, sino sólo aquellas que transforman un número en una única imagen, es decir,

un valor x sólo puede tener una imagen f(x).

1. Calcula las imágenes de -7, 1, por las funciones f(x) = 2x,    g(x) = x2 - 3x + 5, 

Solución.

•

•

• y y y( ) ; ( ) ;− =
− +

= − =
+

= ( ) =
+

=
⋅ −( )
+( )7

4

7 2

4

5
1

4

1 2

4

3
5

4

5 2

4 5 2

5 2
       

55 2

4 5 2

5 2
4 5 2

2
2

−( ) =

=
⋅ −( )

( ) −
= ⋅ −( )

g 5 5 3 5 5 5 3 5 5 10 3 5
2( ) = ( ) − ⋅ + = − + = −

g g( ) ( ) · ( ) ; ( ) ·− = − − − + = + + = = − + = − +7 7 3 7 5 49 21 5 75 1 1 3 1 5 1 3 52 2       == 3;  

f f f( ) · ( ) ; ( ) · ; · .− = − = − = = ( ) = =7 2 7 14 1 2 1 2 5 2 5 2 5       

y
x

=
+
4

2

5
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2. Dominio de una función
Hemos visto en los ejemplos que para determinadas funciones no todos los

números reales tienen imagen. En las funciones polinómicas podemos encontrar

siempre una imagen para cualquier valor de x, ya que un número podemos elevarlo

a cualquier número natural, mientras que si la función tiene denominador, no existe

imagen para aquellos valores que anulan dicho denominador, pues no podemos divi-

dir por cero. Otro caso en el que aparecen valores que no tienen imagen es en el de

las raíces cuadradas (o en las raíces de índice par), porque la raíz cuadrada de un

número negativo no es un número real. También aparecen números sin imagen en

el caso de los logaritmos, dado que no existen los logaritmos de los números nega-

tivos ni el del cero.

Para identificar a los números que tienen imagen por una determinada función

se usa el Dominio de una función, que es el conjunto formado por todos los ele-
mentos que tienen imagen por dicha función: Dom f = {x 0 R /existe f (x)} . En el caso

de las funciones polinómicas: Dom f = R.

FUNCIONES 
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2. Averigua las imágenes de -2, 0  y  x + h por las funciones    y = x + 4,

Solución.
• y(-2) = -2 + 4 = 2 ;     y(0) = 0 + 4 = 4 ;      y(x+h) = x + h + 4

•

• m m m

m x h x h

( ) ( ) ; ( ) ;

( )

− = − + = − ⇒ − = + = =

+ = + +

2 2 1 1 2 0 0 1 1 1

1

no existe

g g g g x h x h
( ) ; ( ) ( ) ; ( )− = − +

−
= − = + ⇒ + = + +

2
2 3

2

1

2
0

0 3

0
0

3
   no existe    

xx h+

g x x
x

m x x( ) , ( )= + = +3
1        

1. Dada la función f(x) = x2 - 5x + 6 averigua el valor de f (-3), f (0), f (7), f (- x).

2. Calcula las imágenes de  por la función f (x) = 7 - x2

3. Dada la función , halla g(-5),   g(0),  g(3+h),   g(5).

4. Dada la función  calcula y(-7), y(-4), y(x+h), y(4+h).y x= +2 20

g x x
x

( ) = +
−

1

1

− −2 3, ,     x h
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En la determinación del dominio se pueden presentar los casos siguientes:

1º Si f(x) es una función formada por el cociente de dos polinomios, el polinomio

N(x) dividido por el polinomio D(x), , entonces el dominio está forma-

do por todos los números reales menos aquellos que anulan el denominador, es

decir los que cumplen  que D(x) = 0. Por tanto, Dom f = {x 0 R /D(x) = 0}.

2º Cuando f(x) es la raíz de una expresión algebraica, , entonces el
dominio está formado por los números reales para los que el radicando es posi-
tivo. Por lo tanto, hemos de resolver la inecuación R(x) ≥ 0. Luego, 

Dom f = {x 0 R /R(x) ≥ 0}

3º  Cuando f(x) es el logaritmo de una expresión algebraica f(x) = log A(x) , entonces
el dominio está formado por los números reales para los que A(x) > 0, es decir,
las soluciones de la inecuación A(x) > 0 . Por lo tanto, Dom f = {x 0 R /A(x) > 0}.

f x R x( ) ( )=

f x N x
D x

( )
( )

( )
=

1. Calcula el dominio de las siguientes funciones: 

a) ;      b) ;    c) h(x) = ln (x + 5).

Solución.

a) Como es una función con denominador, igualamos éste a cero y resolvemos la
ecuación. En este caso tenemos la ecuación de segundo grado: x2 - 5x + 6 = 0,
cuyas soluciones son x1 = 2, x2 = 3. Por lo tanto, Dom f = R - {2, 3} 

b) Como es una raíz cuadrada, hemos de resolver la inecuación x - 4 ≥ 0 ⇒ x ≥ 4,
entonces Dom g = [4, 4 )

c) Al ser un logaritmo neperiano (que son los más usados), hay que resolver la inecua-
ción: x + 5 > 0 ⇒ x > - 5 entonces Dom h = (- 5, 4).

2. Halla el dominio de las siguientes funciones:

a) ;       b) ;         c)

Solución.
a) Como x2 - 1 = 0 ⇒ x1 = 1, x2 = - 1, entonces Dom y = R - {1, -1}

b) El radicando es una fracción y resolvemos la inecuación    , igualamos

numerador y denominador a cero: x + 3 = 0 ⇒ x = - 3; y x - 7 = 0 ⇒ x = 7

Descomponemos la recta real en tres interva-

los  (- 4, - 3), (- 3, 7) y (7, 4 ), y construimos

la tabla: 

x
x

+
−

≥3

7
0

g x x
x

( ) ln= +
−
7

12f x x
x

( ) = +
−

3

7
y x

x
= +

−
7

12

f x x
x x

( ) = +
− +

4

5 62
g x x( ) = − 4

E j e m p l o sE j e m p l o s

(4 , -3) (-3,7) (7,4 )

sgn
x
x

+
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3

7

−
−

= + +
−

= − +
+

= +
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Para terminar este apartado, mencionaremos un conjunto que en cierta medida

complementa al dominio: la Imagen o Recorrido de una función. Si el Dominio es

el conjunto de los números reales que tienen imagen por la función, la Imagen o

Recorrido es el conjunto de los números reales que provienen de un original o
antecedente por la función: 

El problema de averiguar la Imagen es considerablemente más complejo que el de

hallar el Dominio, no existiendo unas reglas fijas. Como ejemplo, podemos averiguar la

Imagen de la función f(x) = x2. Es fácil ver que, pongamos el número que pongamos, la

imagen siempre va a ser positiva o, como mínimo, cero. Por lo tanto, Im f = [0, 4). El

estudio de la Imagen se hace mejor a partir de la gráfica de la función.

Im f = { y 0 R / existe x que verifica y = f (x) }

FUNCIONES 

5UNIDAD

A partir de ella obtenemos Dom f = (- 4, - 3]∪(7, 4).

Observa que en el dominio entra - 3, porque anula al numerador, obteniéndose 

f(-3) = 0, mientras que 7 anula al denominador, luego no existe f (7).

c) Resolvemos la inecuación ,x + 7 = 0 ⇒ x = - 7; x2 - 1 = 0 ⇒ x = ± 1. 

Partimos la recta real en cuatro intervalos  ( -4, - 7), (- 7, - 1), (- 1, 1) y (1, 4).

Construimos la tabla 

A partir de la tabla se obtiene

Dom g = ( - 7, - 1) ∪ (1, 4). En este

caso no entran ni - 7 ni - 1 ni 1, puesto que como ya dijimos, no existe el ln 0.

Aunque parezcan pocos, el cálculo del dominio de otro tipo de funciones consiste en

mezclar convenientemente estos tres casos. Podría darse algún otro caso como el

siguiente, más de astucia que de dificultad.

3. Averigua el dominio de la función  

Solución.

Observando la definición de esta función segmentaria o definida a trozos, vemos que el
problema es que no se ha definido la función para x = 0, con lo que su dominio sería
Dom f = R - {0}.

f x
x x

x x
( )

,

,
=

+ <
>

⎧
⎨
⎩

1 0

4 0

 si  

    si  

x
x

+
−

>7

1
0

2

(-4, -7) (-7, -1) (-1,1) (1, 4)

sgn
x
x

+
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

7

12

−
+

= − +
+

= + +
−

= − +
+

= +
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3. Gráficas de funciones
Como una imagen vale más que mil palabras, si queremos averiguar las propie-

dades de una función, es más rápido y efectivo el observar su gráfica. 

¿Cómo podemos construir una gráfica? Necesitamos dos rectas: una para los
originales, variables independientes o x, y otra para las imágenes, variables depen-
dientes o y. La primera se denomina eje de abscisas  X y en ella marcamos el valor
de las x. La segunda se llama eje de ordenadas Y y en ella marcamos el valor de
las f(x). Los ejes son perpendiculares entre sí y la gráfica está constituida por infini-
tos pares de valores (x,f(x)), denominados puntos. El sistema aquí descrito se llama
sistema de ejes cartesianos o simplemente sistema de ejes.

Observa que cuando se habla de un punto de una función se considera el par
(x,f(x)), no sólo f(x); y es que necesitamos dos valores para determinar un punto en
un plano. También debes notar que hablamos de f(x) o y dependiendo de nuestro
estado de ánimo. Como ya sabes, en este contexto ambos términos son sinónimos. 

A la vista de lo anterior podría
pensarse que para representar cual-
quier función bastará con dar valo-
res a x y obtener los respectivos f(x).
¡Pero x tiene infinitos valores! Hay
que buscar otro método (que se
estudiará en la unidad 9.4) que nos
permita esbozar una gráfica a partir
de un pequeño número de operacio-
nes. No obstante, existen funciones,
dada su sencillez, que pueden ser
representadas con pocos puntos;
algunas se estudiaron en los cursos
de E.S.O., como las funciones constantes, lineales y cuadráticas.

5. Halla el dominio de las funciones  

6. Averigua el dominio de  

7. Calcula el dominio de    

8. Averigua el dominio de  f x x
x

g x x x( ) ( )= −
+

= −( )3

5
22y ln

f x x x g x
x

( ) ( )= − −( ) =
−

ln y2 12
1

2 5

f x x
x x

g x x
x

( ) ( )= −
+ −

= +
−

2 1

6

1

12
y

f x x
x

g x x( ) ( )= +
−

= −5

3
16 2y
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Hasta ahora hemos hablado de las gráficas de funciones, es decir, de funciones
de las que disponemos de una fórmula. Sin embargo, en prácticamente todos los
campos de estudio aparecen gráficas como expresión de una relación entre magni-
tudes que también pueden interpretarse con el lenguaje de las funciones. A veces se
trata de un gráfico en el que aparecen reflejadas las variaciones de las cotizaciones
de la Bolsa en el tiempo, o la evolución de la temperatura corporal de una persona
en el tiempo, o el crecimiento del P.I.B. de un país en función del dinero invertido en
Educación, etc. Estas gráficas no se ajustan a fórmula alguna, aunque evidentemen-
te haya ciertas funciones, como veremos en estadística, que se adaptan mejor a
ellas.

FUNCIONES 
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1. Construye una gráfica uniendo los puntos de la siguiente tabla mediante segmentos:

2. La siguiente gráfica muestra la evolución de la cotización de las acciones de la empre-
sa Currando, S.A. durante una semana. ¿Qué día interesó vender las acciones? ¿Qué
día interesó comprarlas? Si se compraron el mejor día para su compra y luego se ven-
dieron en el mejor día para su venta, ¿cuánto dinero se ganó? ¿Cuál fue el porcentaje
de beneficio?

Solución.

El mejor día para su venta fue el
sábado, pues estaban a 17 € apro-
ximadamente, mientras que el
mejor día para su compra fue el
jueves, ya que cada acción venía a
costar 10 € aproximadamente. La
ganancia obtenida por acción sería
17 - 10 = 7 €, lo que hace un por-

centaje de 
7

10
100 70⋅ = %.

E j e m p l o sE j e m p l o s

Año Tasa de 
paro (%)

1970 2,1
1975 2,8

1980 4,6

1985 7,2

1990 5,1

1995 4,9

2000 3,5
1970            1980             1990            2000

5

2

L                  X V                  D

15

10
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3. Representa la función dada por la tabla siguiente:

4. Representa la función dada por la tabla siguiente:

Solución.

En la tabla no se aprecia que existe la 

relación funcional y = x 2 + 1 , que nos daría

una parábola al ser representada.

x - 2 - 1 0 1 2

y 5 2 1 2 5

x - 3 - 2 0 1 3

y - 4 - 3 - 1 0 2

Y

X

Y

X

9. Representa la función dada por la tabla siguiente:

x 0     100     200     300     400

y 150     400     550     350     200

10. Se tiene la siguiente tabla, en la que se relaciona el dinero invertido en publicidad y las

ventas obtenidas de un cierto producto (ambos en miles de €). Haz un gráfico. ¿Para qué

gasto en publicidad se obtiene el mayor beneficio? ¿Interesaría aumentar el gasto en

publicidad indefinidamente?

A c t i v i d a d e s

Publicidad (en miles de €) 5 10 15 20 25 30 35

Ventas (en miles de €) 120 122 125 130 128 124 110
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4. Funciones lineales. Interpolación 

4.1. Funciones lineales
En este texto vamos a llamar funciones lineales a las que tienen la forma

y = m x + n, y su gráfica es una recta. Recordemos que m se llama pendiente de la
recta y que n es la ordenada en el origen (si x = 0, f (0) = n). De los dos el más
importante es m, que se calcula como:

, siendo (x1,y1) y (x2,y2) dos puntos cualesquiera de la función.

Se ve fácilmente que ∆y = y2 - y1, ∆x = x2 - x1 . Estos términos se llaman incremen-
to o variación de y y de x, respectivamente. Considerados de esta última forma
vemos que se trata de variaciones absolutas, mientras que m representa una varia-
ción relativa, pues es el cociente de la variación absoluta de y entre la variación
absoluta de x, es decir, m es la tasa de variación de f respecto de x. Como vere-

mos en  8.1.,  es la tasa de variación media de una función, que se convierte 

en el importantísimo concepto de derivada de una función en un punto.

Cuando n = 0, la gráfica de y = mx es una recta que pasa por el origen de coor-
denadas. Si m = 0, tenemos una función constante, puesto que f(x) = n para cual-
quier valor de x. Y como sabemos que para representar una función lineal o una recta
nos basta con conocer dos puntos de ella, la gráfica de estas funciones se hace a
partir de una tabla con dos valores.

∆
∆

y
x

m y y
x x

y
x

=
−
−

=2 1

2 1

∆
∆
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4.2. Interpolación
Muy a menudo, cuando tratamos con variables que están relacionadas funcional-

mente, o que creemos que lo están, sólo somos capaces de averiguar ciertos valores.
Podemos representarlos gráficamente para hacernos una idea de la relación que exis-
te entre x e y, aunque habitualmente solemos estar más interesados en calcular el valor
que toma la variable y para ciertos valores de la variable x. 

Si el valor de x está dentro del rango de los valores  conocidos, hablamos de inter-
polación, y de extrapolación  si está fuera. Para efectuar los cálculos se usan polino-
mios: si sólo disponemos de dos parejas de valores , la interpolación (y extrapola-

1. Representa y = 2x – 1.

Solución.
Podemos construir la siguiente tabla:

y representar los puntos obtenidos.

Hemos cogido dos puntos cualesquiera,
uno positivo y otro negativo, suficiente-
mente alejados para que al poner una
regla las oscilaciones sean las menores
posibles. Podríamos haber cogido otros
distintos y obtendríamos la misma recta,
pero tal vez sería más incómodo de repre-
sentar: x = 0 y x = 1 tienen el problema de
su excesiva proximidad y podría bailar la
regla al trazar la recta.

2. Representa la función y = 3.

Solución.

Aunque no es necesario, pues se ve que la
imagen siempre es 3, independientemente
del valor de x, podemos construir la
siguiente tabla para representar la función:

E j e m p l o sE j e m p l o s

x y = 2x – 1 Puntos

-3 2 · (-3) – 1 = -6 – 1 = - 7 (-3,-7)

3 2 · 3 – 1 = 6 – 1 = 5 (3, 5)

y

(3, 5)

y = 2x-1

x

(-3,-7)

x y = 3 Puntos

-5 3 (-5,3)

5 3 (5, 3)

y

-5

y = 3

x5
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ción) ha de ser forzosamente lineal (mediante un polinomio de primer grado). Si dis-
ponemos de más valores, podemos recurrir a polinomios de mayor grado, más fia-
bles que los de primer grado. Sin embargo, suelen usarse a lo sumo polinomios de
tercer grado, siendo los de segundo grado (parábolas) suficientemente precisas para
la mayor parte de las necesidades.

Una condición importante para que la extrapolación sea fiable es que los valores
a calcular estén próximos a los conocidos, porque si están muy alejados apenas
podremos confiar en nuestras predicciones. Esta es una diferencia importante con la
interpolación, pues en este caso podemos hacernos una idea del error que comete-
mos (y por lo tanto de la fiabilidad) sin más que calcular el valor que predice el poli-
nomio interpolador para datos conocidos entre los que se encuentre nuestra predic-
ción, algo imposible en el caso de la extrapolación.

La interpolación lineal puede llevarse a cabo de varias formas; vamos a verlas.

1. Mediante una proporción. A la vista del gráfico y teniendo en cuenta que se trata
de triángulos proporcionales (en los que se puede usar el teorema de Tales)

tenemos que:                         ,

donde (x1,y1), (x2,y2) son los valo-
res conocidos y (x,y) los valores
a calcular por la interpolación.

Recordando que que              ,

podemos escribir 

y = y1 + m (x -- x1), más cómoda
para los cálculos.

2. Mediante la ecuación de la
recta que pasa por dos puntos.
Aparte de la ecuación punto-
pendiente de la recta que aparece en la forma 1, podemos usar la ecuación
explícita de la recta y = mx + n. En ella calculamos m y n y así podemos hallar
cualquier otro valor que nos interese.

3. Mediante la fórmula y = a + b (x -- x1). Se trata de rescribir el polinomio interpo-
lador de una forma más sencilla. En este caso, coincide con la de la forma 1.

4. Mediante el polinomio interpolador de Lagrange. Es el procedimiento más general,
más rápido y cómodo, y por ello más usado, para la interpolación mediante un poli-
nomio de cualquier grado. Para el caso que nos ocupa, parece más lioso que cual-
quiera de los anteriores, pero es una sensación engañosa: no tenemos que calcu-
lar ningún coeficiente, pues la interpolación, o la extrapolación, se obtiene median-
te operaciones aritméticas básicas. El polinomio interpolador de primer grado es:

y y x x
x x y x x

x x== ⋅⋅
−−
−−

++ ⋅⋅
−−
−−1

2

1 2
2

1

2 1

m y y
x x==

−−
−−

2 1

2 1

y y
x x

y y
x x

−−
−−

==
−−
−−

1

1

2 1

2 1
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.

1x x 2x

1y

y

2y

12 yy −

1yy −

12 xx −

1xx −
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Observa que hay una regularidad, que se mantiene al aumentar el grado y que es
lo que permite que se pueda programar en un ordenador fácilmente. Fíjate que al
sustituir x por su valor, quedan restas, divisiones, productos y sumas.

En el ejemplo siguiente se trata de justificar el motivo de utilizar polinomios inter-
poladores de grado superior a uno.

Halla, mediante interpolación lineal, el valor de y para  y de la siguiente tabla 

Solución.

Aquí tenemos 3 puntos, lo que nos complica la interpolación lineal, y nos permite
hacer una interpolación cuadrática. Usando la fórmula y = a + b (x -- 1), y cogiendo
los puntos extremos, obtenemos:

x 1 4 8
y 2 0 9

1. En la tabla de la distribución normal N(0,1), averigua para qué valor de k se verifica que
P[z < k] = 0,8583.

Solución.

En la tabla de la N(0,1) aparecen tabulados los valores de P[z < k], con k ≥ 0,50 , pues k
viene expresado hasta las centésimas. Lo que nos interesa aquí es dar un valor aproxi-
mado para una cierto k que no aparece en dicha tabla. Yendo a ella, encontramos dos
valores entre los que se encuentra el buscado: P[z < 1,07] = 0,8577, P[z < 1,08] = 0,8599.
Luego 1,07 < k < 1,08. Como k es el valor que buscamos (la y de la fórmula), P[z < k] es
la x. Redondearemos k hasta las milésimas:

2. La acción de Park Bank se cotizaba a 33,25 € el martes de una semana, y a 34,52 € el
jueves de esa misma semana. Averigua el precio que tendría dicha acción el lunes, el
miércoles y el viernes de esa semana mediante interpolación y extrapolación lineal.

Solución. 

La variable y es el precio de la acción y la x el tiempo transcurrido desde el martes (que
podemos tomar como origen). Sabemos entonces que la recta y = mx + n pasa por los
puntos (0; 33,25) y (2; 34,52), por lo que podemos plantear el siguiente sistema:

Interpolando hallamos el valor de la acción el miércoles (x = 1) : y(1) = 33,885 ≈ 33,89 €. 

Extrapolando: lunes (x = --1) y( --1) = 32,615 ≈ 32,62 €; viernes (x = 3): y(3) = 35,155 ≈ 35,16 €.

n
m n

y x
==

++ ==
⎫⎫
⎬⎬
⎭⎭

⇒⇒ == ++
33 25

2 34 52
0 635 33 25

,
,

, , .

k == ++ −−
−−

⋅⋅ −−(( )) ≈≈1 07 1 08 1 07
0 8599 0 8577

0 8583 0 8577 1 073, , ,
, , , , , .
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Comparando el valor intermedio se tiene que, en la tabla, y(4) = 0 y en la interpo-
lacióny(4) = 4 +1 = 5, que son valores excesivamente alejados.

Podemos intentar resolver este problema de dos formas:

Primera, recurriendo a un polinomio interpolador de mayor grado (2º en este
caso). 

Como ejemplo, vamos a usar el polinomio interpolador de Lagrange de 2º grado:

Si tienes conocimientos del uso de Microsoft Excel, puedes hacer lo siguiente:

escribe los datos en dos columnas (una llámala xi y la otra yi). En la fórmula los
valores de xi van de la celda A4 a la A6, y los yi de B4 a B6. Los valores de x a
calcular los escribo en la columna D, empezando por la celda D4, y la fórmula
para y en la celda E4. La fórmula es =$B$4*(D4-$A$5)*(D4-$A$6)/($A$4-
$A$5)/($A$4-$A$6)+$B$5*(D4-$A$4)*(D4-$A$6)/($A$5-$A$4)/($A$5-
$A$6)+$B$6*(D4-$A$4)*(D4-$A$5)/($A$6-$A$4)/($A$6-$A$5)

Los símbolos $ se escriben porque las celdas en cuestión son referencias abso-
lutas (los valores con subíndices 1, 2 y 3), no como las D que deben cambiar al
estirar la fórmula.

Uso del polinomio interpolador de Lagrange de segundo grado con Microsoft Excel:

Segunda, construyendo una función a trozos, formada por dos polinomios inter-
poladores lineales.

Se trata de una función definida por dos rectas, una que pase por los puntos (1,2) y
(4,0), y otra por (4,0) y (8,9). Usando las fórmulas y = a + b (x -- 1) e y = a + b (x -- 4),

se obtienen dos sistemas de ecuaciones con las soluciones a b== == −−2 2
3

,  para la

xi yi x y

1 2,00 3 -0,167

4 0,00 5,5 1,813

8 9,00

y y
x x x x
x x x x

y
x x x x

x x x x
==

−−(( )) −−(( ))
−−(( )) −−(( )) ++

−−(( )) −−(( ))
−−(( )) −−((1

2 3

1 2 1 3
2

1 3

2 1 2 3 )))) ++
−−(( )) −−(( ))
−−(( )) −−(( ))

==
−−(( )) −−

y
x x x x

x x x x

y

3
1 2

3 1 3 2

3 2
3 4 3 8

 , con lo que

( )
(((( ))

−−(( )) −−(( )) ++
−−(( )) −−(( ))
−−(( )) −−(( )) ++

−−(( )) −−(( ))
−−(( )) −−(( )) ==

1 4 1 8
0

3 1 3 8

4 1 4 8
9

3 1 3 4

8 1 8 4
−−−−

==
−−(( )) −−(( ))
−−(( )) −−(( )) ++

−−(( )) −−(( ))
−−

0 167

5 5 2
5 5 4 5 5 8

1 4 1 8
0

5 5 1 5 5 8

4 1

,

( , )
, , , ,

y (((( )) −−(( )) ++
−−(( )) −−(( ))
−−(( )) −−(( )) ==
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Observa que hay diferencia con la interpolación cuadrática, aunque no tan abul-
tada como la primera que hicimos. Si representamos los puntos, vemos que la cua-
drática se ajusta mejor a los datos.

Si sólo estamos interesados en los valores, pero
no en la expresión de los polinomios, podemos usar
la fórmula del polinomio interpolador de Lagrange de
primer grado:

y y x x
x x y x x

x x

y

y

==
−−
−−

++
−−
−−

== ⋅⋅ −−
−−

++ ⋅⋅ −−
−−

== ≈≈

1
2

1 2
2

1

2 1

3 2 3 4
1 4

0 3 1
4 1

2
3

0 67

5

( ) ,

( ,, ) , , ,5 0 5 5 8
4 8

9 5 5 4
8 4

3 375== ⋅⋅ −−
−−

++ ⋅⋅ −−
−−

==

primera y ,  para la segunda. la función será a b f x= = =0 9
4

( )
22 2

3
1 4

9
4

4 4

− −( ) ≤

−( ) >

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

x si x

x si x

,

,

y las interpolaciones darrán ,   f f( ) , ( , ) , , .3 2 2
3

2 2
3

0 667 5 5 9
4

5 5 1 3 375= − ⋅ = ≈ = ⋅ −( ) =

..
.

lineal

cuadrática

A trozos

(8,9)

(1,2)

(4,0)

11. De acuerdo con los datos del Instituto Nacional de Estadística (INE) la población total de
España en los años que se indican es la recogida en la siguiente tabla:

Averigua mediante interpolación lineal (con una función definida a trozos) la población en
los años 2001, 2003 y 2005. Mediante extrapolación predice la población que hubo en el
año 2000 y la que habrá en 2007 y 2008. 

Responde a estas mismas preguntas usando el polinomio interpolador de 2º grado de
Lagrange para los años 2000, 2002 y 2006. ¿Qué valor da dicho polinomio para el año
2004? ¿Qué error estamos cometiendo con la interpolación cuadrática?

12. Los beneficios de una empresa en los años 2005 y 2007 han sido 2,08 y 2,13 millones
de €, respectivamente.

a) ¿Cuál fue el beneficio en el año 2006?

b) ¿Qué beneficio se espera para el año 2008?

13. En la tabla de la distribución normal N(0,1), averigua para qué valor de k se verifica que
P [z < k] = 0,9142.

Año 2000 2002 2004 2006
Población 40 499 790 41 837 894 43 197 684 44 708 964

A c t i v i d a d e s
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5. Función cuadrática
La función cuadrática responde a la fórmula y = ax 2 + bx +c, que no es más que

un polinomio de segundo grado, y cuya representación gráfica se llama parábola.

Para representarla podemos usar varios métodos; pero en la práctica el más
sencillo consiste en averiguar las coordenadas del vértice de la parábola y, a partir
de la abscisa del vértice, construir una tabla de valores donde figuren tantos valores
de x a la derecha como a la izquierda de la abscisa del vértice. Las coordenadas del 

vértice vienen dadas por , y debemos tener en cuenta que si a es 

positivo la parábola está abierta hacia arriba (el vértice es un mínimo) y si a es nega-
tivo la parábola está abierta hacia bajo (el vértice es un máximo)

Si en vez de la tabla resolvemos la ecuación de segundo grado 0 = ax 2 + bx +c,
obtenemos los puntos de corte de la función con el eje X y con el vértice ya tenemos
elementos suficientes para dibujar la parábola.  Este último recurso tiene algunas
particularidades que aparecen al resolver la ecuación de segundo grado:

• Si ésta tiene dos soluciones reales distintas, ya tenemos dos puntos y con el vér-
tice podemos dibujar la parábola.

• Si tiene una solución real doble, dicha solución proporciona las coordenadas del
vértice, por lo que necesitamos otros dos puntos para trazar la gráfica. Los halla-
mos de una forma sencilla desplazándonos simétricamente alrededor del vértice
(por ejemplo, haciendo xV + 3, xV – 3 y hallando sus respectivas ordenadas). 

• Si no tiene soluciones reales, la parábola no corta al eje X. No obstante, pode-
mos averiguar las coordenadas del vértice y desplazarnos simétricamente en
torno a éste, igual que en el 2º caso, para hallar un par de puntos.

V b
a

ac b
a

− −⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

2

4

4

2

,

14. Dada la tabla

a) ¿Qué función afín pasa por los puntos (2001;3,48) y (2003;3,97)? ¿Cuál por los puntos
(2003;3,97) y (2005;4,88)? ¿Y por (2005;4,48) y (2007;6,01)? Escribe la función definida
a trozos que, mediante interpolación lineal, permitiría calcular el gasto en cada uno de los
años intermedios y halla el gasto previsto para los años 2000, 2002, 2004, 2006 y 2008.

b) Usando la fórmula del polinomio interpolador de Lagrange de 2º grado, y usando los puntos
(2001;3,48), (2003;3,97) y (2007;6,01) como los 1, 2 y 3 de la fórmula, revisa las previsiones
efectuadas en el apartado a). Estima el error cometido en la aproximación cuadrática.

Año 2001 2003 2005 2007
Gastos (en millones de €) 3,48 3,97 4,88 6,01

A c t i v i d a d e s

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



131

1. Representa las funciones a) y = x 2 - x -2;    b) y = x 2 - 4x + 4;    c) y = - x 2 - x -1

Solución. 

a) El vértice es y como a=1 es positivo, la pará-

bola es abierta hacia arriba. Como la abscisa del vértice es x = , construimos una

tabla dando valores a x alrededor de : 1, 2, 3, 0, -1 y –2.

, llevando estos puntos sobre unos ejes de
coordenadas y uniéndolos mediante un trazo
continuo obtenemos la parábola.

b) En este caso, si hallamos los puntos de corte con los ejes, resulta:

. El punto de corte,

que ahora también es el vértice, tiene por coordenadas (2, 0). Desplazándonos
simétricamente en torno a dicho vértice tenemos: 

Con los tres puntos anteriores, y viendo que a es positivo, por tanto  el vértice
es un mínimo, no hay dificultad para trazar la parábola.

c) No tiene soluciones reales. Resolvemos la ecuación:

no tiene 

soluciones reales. Hallamos el vértice:

Como a = -1 es negativo, la parábola está abierta hacia abajo. Desplazándonos 
simétricamente alrededor del vértice, obtenemos dos puntos más:

Con tres puntos podemos dibujar la parábola. Observa que hemos utilizado como
desplazamiento fracciones de denominador 2 para que nos dé un número entero.
Las gráficas de las tres funciones las hemos dibujado en la misma ilustración.

x y
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2. Halla las coordenadas del vértice y los puntos de corte de la función y = 2x 2 + 9x - 5 con
los ejes coordenados. ¿Cuál es la ecuación del eje de simetría de dicha parábola?

Solución. Resolvemos la ecuación 

, (-5, 0) son los puntos de corte.

Vértice: 

Recordemos que el eje de simetría era la recta vertical (paralela al eje Y) que pasa por

el vértice. Por tanto la ecuación es 

3. Un cañón lanza un disparo cuya trayectoria viene dada por y = - 3x2 + 18x, con x e y en
cientos de metros. Calcula la altura máxima alcanzada por el disparo, así como el alcan-
ce del disparo.

Solución. La altura máxima no es más que y el alcance 

del disparo es el punto en el que la función corta al eje X: f(x) = 0 ⇒- 3x2 + 18x = 0 ⇒
x1 = 0,   y   x2 = 6. Lógicamente 0 se corresponde con el punto en el que se encuentra
el cañón, por lo que el alcance será x = 6. Así, teniendo en cuenta la escala de x e y,
la altura máxima que alcanza es de 2700 m y el alcance de 600 m. 

4. Halla la ecuación de la parábola que pasa por los puntos A(1, 3), B(0, -5) y C(2, 13).

Solución. La ecuación ha de ser de la forma y = ax2 + bx + c. Sustituyendo las coorde-
nadas de los 3 puntos se obtiene un sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas  y, aun-
que se estudiarán el próximo curso, en este caso particular es fácil de resolver:

A(1, 3) ⇒ a · 12 + b · 1 + c = 3    ⇒ a + b + c = 3               (E1)

B(0, -5) ⇒ a · 02 + b · 0 + c = - 5  ⇒ c = - 5                (E2)  

C(2, 13) ⇒ a · 22 + b · 2 + c = 13  ⇒ 4a + 2b + c = 13A (E3)                                                          

y ac b
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6. Función proporcionalidad inversa
Sabemos que dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando su pro-

ducto se mantiene constante: x ·y = k, k constante. De aquí se deduce que si la mag-
nitud y aumenta, la magnitud x ha de disminuir para que el producto permanezca 

constante, y viceversa. También se suele escribir la relación funcional como , 

que es la nomenclatura de la que procede el término inversa, que en Matemáticas se
aplica cuando la variable independiente está en un denominador (el término directa
se usa cuando la x está en un numerador, como por ejemplo y = k · x).

Para obtener la representación gráfica centrémonos en y observemos que 

x · y = 1 representa rectángulos de base x y altura y con área fija igual a 1. 

Podemos tener la siguiente secuencia: . 

Para las x negativas, también las ordenadas serán negativas (porque -- · (--) = +), pero
los valores no cambian en valor absoluto (es decir, para x = -1, y = -1).

1

10
10

1

5
5

1

2
2 1 1 2

1

2
5

1

5
10

1

10
⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅

y k
x

=

y k
x

=

15. Halla las coordenadas del vértice y de los puntos de corte con los ejes de coordenadas
de la gráfica de f(x) = x2 - 5x - 14. Represéntala.

16. Dibuja la función y = 3x - x2 averiguando las coordenadas de su vértice y los puntos de
corte con los ejes.

17. La relación entre el precio de un cómic y el beneficio mensual viene dado por G(x) = - x2 +
+ 6x + 6,40, siendo x el precio en € y G el beneficio en miles de €. Halla el precio para el
que se obtiene el beneficio máximo y también dicho beneficio máximo.

18. Un estudio de mercado para el lanzamiento de teléfonos móviles ha obtenido que la fun-

ción demanda de dicho producto en función del precio x (en €) es 

y la función oferta ¿A qué precio deben venderse los teléfonos móviles para 

que la demanda iguale a la oferta?

F x x( ) = 7

18
2

D x x( ) = − +1

9
112502

A c t i v i d a d e s

De (E2) sacamos que  c = - 5, y sustituyendo en (E1) y (E3) tenemos un sistema de dos
ecuaciones con dos incógnitas: 

que resuelto nos da a = 1, b = 7, 

c = - 5, siendo la parábola buscada: y = x2 + 7x - 5.

a b a b
a b a b a b
+ − = ⇒ + =

+ − = ⇒ + = ⇒ + =
⎧
⎨
⎩

5 3 8

4 2 5 13 4 2 18 2 9
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Llevándolo a un sistema de ejes cartesianos obtenemos la curva conocida como
hipérbola equilátera. Se observa que dicha curva es simétrica respecto al origen de
coordenadas (función impar), pues si cambiamos x por – x, y pasa a valer – y (por
ejemplo, x = 1, y = 1 y si x = - 1, y = – 1). 

Si aumentamos el valor de k lo que conseguimos es separar la curva del origen
de coordenadas (con k = 1 pasa por (1, 1) y con k = 10 pasaría por (1, 10)), mientras

que si disminuimos el valor de k la acercamos al origen de coordenadas (con

pasaría por ). Pero lo que no conseguimos es cambiar el comportamiento de

la curva cerca del origen y en 4 y -4. Fíjate que en las proximidades del origen la

función se dirige hacia 4 si nos acercamos a cero con valores positivos, y hacia - 4

si lo hacemos con valores negativos: 

se lee x tiende a cero por la derecha, que es donde están los números
mayores que cero. La flecha se lee tiende. La segunda notación se lee el límite,

cuando x tiende a cero por la derecha, de es infinito. Volveremos a verla cuan-

do estudiemos límites de funciones. Ambas notaciones son equivalentes. Si nos 

aproximamos a cero por otro lado: 

se lee x tiende a cero por la izquierda, que es donde están los núme-
ros menores que cero.

Decimos que una función f tiene una asíntota vertical de ecuación x = n cuando

f tiende hacia infinito al acercarse x a n. En este caso,  y = tiene por asíntota ver-

tical la recta vertical  x = 0. Fíjate que éste es el valor que anula el denominador y
que es el que excluiríamos del dominio (Dom y = R - {0}).

1

x

x → −0

1 1
0 0x xx x→ →

− −
⎯ →⎯⎯ −∞ = −∞o lim .

1

x

x → +0

1 1
0 0x xx x→ →
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1
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Cuando hacemos que x crezca indefinidamente, o lo que es lo mismo, cuando x

tiende a infinito, la función se acerca a cero: si x = 10
20

, y vale , y si

aumentamos el valor de x acercamos más la función a cero y (1040) = . Lo mismo

pasa cuando x tiene a - 4: si x = - 1020, y = -10-20= , pues recuerda que 0

no tiene signo. Matemáticamente escribiríamos los resultados anteriores como:

Decimos que una función f tiene una asíntota horizontal de ecuación y = m
cuando al tender x a f se acerca a m. En este caso la asíntota horizontal es la
recta y = 0 (eje X).

±∞

1
0

1
0

1
0

1
0

x x x xx x x x→∞ →∞ →−∞ →−∞
⎯ →⎯⎯ = ⎯ →⎯⎯ =o   olim ; lim .

− ≈0 00 1 0
19

, ...
ceros

1

10
10

40

40= −

1

10
10

20

20= −

1. Un listo afirma que para él no sube la gasolina, pues al repostar siempre pide 20 € de
combustible. Averigua la relación que existe entre el precio x en € y la cantidad y en litros
de combustible que recibe.

Solución. Lo que está claro es que cuanto mayor sea el precio de la gasolina, menor
cantidad de combustible recibirá. Por tanto x e y son inversamente proporcionales, por
lo que verificarán que: 

2. Conocida la gráfica de representa 

Solución.

Para representar hay que desplazar la hipérbola 1 unidad hacia la derecha

(x - 1 = 0 ⇒ x = 1) y para representar hay que desplazarla 2 unidades hacia la

izquierda (x + 2 = 0 ⇒x = - 2).

La hipérbola no sufre cambio en su forma porque el numerador sigue siendo 1.

x = 1 x = -2

x
1y =

1x
1y
−

=
2x

1y
+

=

x = 0

y
x
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1
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y
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1

y
x

= 1 y
x
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1
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x
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3. Conocida la gráfica de representa 

Solución.

En la primera, al sumarle 2, lo que se produce es un desplazamiento de 2 unidades
hacia arriba. En la segunda hay un desplazamiento de 1 unidad hacia abajo, pues res-
tamos 1, y un desplazamiento de 3 unidades hacia la derecha, por restar 3 en el deno-
minador: 

Observa que ahora se verifica lo siguiente:

4. Conocida la gráfica de representa 

Solución. Lo que hemos de hacer es efectuar la división de los polinomios que apare-

cen en la fracción. pues se obtiene 2 como cociente y 3 como resto.

Una vez así escrito procedemos como en el ejemplo 3, observando que hay que subir
la curva 2 unidades hacia arriba y desplazarla 1 unidad hacia la derecha. El 3 lo que
hace es deformarla, pues la separará del origen de coordenadas:

Ahora se verifica que 
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7. Otras funciones
Hasta el momento, las funciones que hemos visto tienen la misma fórmula en

todo su dominio. Sin embargo, puede ocurrir que la función tenga fórmulas distintas
en intervalos distintos. Veamos algunas:

a) ; b) ; c) Ent(x) = parte entera de x.

Este tipo de funciones reciben el nombre genérico de funciones definidas a tro-
zos o segmentarias, pues su representación suele estar constituida por segmentos
que pueden estar unidos o no. La forma de manejar estas funciones es sencilla:
hemos de averiguar la fórmula que le corresponde a un valor de x . Veámoslo prime-
ro con la función a):

Como   - 3 < 1 ⇒ f(-3) = 4     

Como 1 está en el intervalo [1, 5], f(1) = 1 + 3 = 4 ;

Como 4 está en el intervalo [1, 5], f(4) = 4+ 3 = 7;

Como 6 está en el intervalo (5, 4],  f(6) = 37 -6
2

= 1;

La función b) tiene un nombre propio y una grafía especial: |x| es la función valor
absoluto, que nos proporciona el valor absoluto de un número. Fíjate que efectiva-
mente lo hace:
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⎪

⎩
⎪

4 1

3 1 5

37 52

| |
,

,
x

x si x
x si x

=
− <

≥
⎧
⎨
⎩

0

0

19. Averigua el dominio e indica hacia dónde se acerca la función cuando: 

x ± ∞, x -- 3 -, x -- 3+.   

20. ¿Cómo sería la gráfica de ?

21. Indica el dominio, la ecuación de las asíntotas y el comportamiento de la función
en el entorno de su asíntota vertical en 4 y --4.      

22. Dada la función   indica su dominio y las ecuaciones de sus asíntotas, así

como su comportamiento en el entorno de su asíntota vertical.

f x x
x

( ) =
−
4

5

y x
x

= +
−

1

2

y x
x

= −
+

4 5

3

y
x

=
+
1

3
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La función c) se llama parte entera de x y se representa por Ent (x) ó [x], y se
define como el entero inmediatamente menor o igual que x o como el mayor entero
menor o igual que x. Veamos algunos valores de esta función:

Ent (7,234) = 7;    Ent (3,4) = 3;    Ent (2) = 2;    Ent (0,987) = 0.

Lógicamente, la parte entera de un número entero es él mismo. Hay que tener
cuidado con los números negativos como verás a continuación:

Ent (-0,25) = -1, porque 0 es mayor que -0,25.

Ent (-1,65) = -2, pues -1 es mayor que -1,65.

Ent (-3) = -3, pues – 3 es un número entero.

Ent (-12,45) = -13, pues  -12 es mayor que -12,45.

Otra función definida a trozos interesante es la función signo definida como:

Para representar gráficamente estas funciones lo que hemos de hacer es repre-
sentar cada fórmula en el intervalo en que está definida. Volviendo al ejemplo a),
hemos de representar f(x) = 4 en el intervalo (-4 , 1), f(x) = x + 3 en el intervalo [1, 5]
y por último f(x) = 37 – x2 en (5, 4 ). Se trata por tanto de una recta horizontal (la fun-
ción constante), de una recta (la función lineal) y de una parábola (la función cuadrá-
tica). Los intervalos nos dicen donde empieza y donde termina cada una de estas
funciones y no podemos prolongarlas más allá de dichos intervalos. A continuación
van las representaciones de los 4 ejemplos vistos hasta ahora.

f x
x
x
x

( )

,

,

,

=
− <

=
>

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

1 0

0 0

1 0

   si

  si

  si
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a)

Ent(x)

Función 
signo

1

4

5

8

12

1

-1

1 2 3
-1-2

-1

-2

1

2

|x|
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El convenio que se ha seguido en el gráfico es el siguiente: si el valor de x entra
en el intervalo, se pone un círculo relleno y si no entra, un rombo relleno. Observarás
que en a) el rombo del primer trozo ha sido solapado por el círculo del segundo trozo
debido a que la función es continua en ese punto (f(1) vale lo mismo si lo calculamos
con la primera fórmula o con la segunda). Sin embargo, en x = 5 se observa un salto:
el 2º trozo acaba en el punto (5, 8) y el 3º empezaría en (5, 12) (aunque no es correc-
to calcular f(5) con la 3ª definición, f(x) = 37 – x2, fíjate que f(5,00…1) ya sí se calcu-
laría con esta 3ª definición y nos saldría 11,99…, que es 12 a todos los efectos). La
forma matemáticamente correcta de escribir estos resultados la veremos cuando
hablemos de los límites y de la continuidad. Por tanto, la función es discontinua en
x = 5. 

En el valor absoluto se solapan de nuevo el rombo y el círculo en x = 0, puesto
que la función es continua en dicho punto.

La función Ent (x) se llama función escalonada (no hay más que ver el dibujo),
pues está formada por segmentos de longitud 1, habiendo un salto de longitud 1
cada vez que encontramos un número entero: fíjate en que todos los números del
intervalo [0,1) son de la forma 0,… por lo que su parte entera vale 0 y justo salta a 1
cuando entramos en el intervalo [1,2), que son números de la forma 1,… por lo que
su parte entera vale 1 y salta a valer 2 cuando entramos en el intervalo [2,3), y así
sucesivamente. Observa que esta función va a tener tantos puntos de discontinuidad
como números enteros hay, es decir, infinitos puntos de discontinuidad, aunque los
saltos son finitos.

La función signo sólo tiene dos escalones y es discontinua en x = 0. Aparecen
funciones escalonadas, por ejemplo, cuando nos cobran el teléfono por pasos de 3
minutos: vale lo mismo una llamada de 30 segundos que otra de 2 min 50 s, y una de
3 min 10 s lo mismo que otra de 5 min 59 s. Es decir, una función escalonada está com-
puesta de escalones que no son más que funciones constantes en ciertos intervalos.

Otras funciones importantes son las radicales, que no son más que funciones

definidas a partir de raíces, como por ejemplo, No podemos

dar propiedades generales, dado que el índice de la raíz puede tomar infinitos valo-

res, y además el comportamiento es distinto dependiendo de si dicho índice es un

número par (el radicando no podrá ser negativo) o impar (el radicando puede tener

cualquier signo). 

La más sencilla es la función raíz cuadrada de x, , aunque más correc-
to es decir que es la raíz cuadrada positiva de x, puesto que sólo hemos cogido el
resultado positivo. Recuerda que la solución de la ecuación x2 = 1 es
Nosotros sólo vamos a coger la parte positiva de la raíz, por lo que f siempre será
positiva, algo que no hay que confundir con que su dominio sea [0, 4), porque al
intentar hallar la raíz cuadrada de un número negativo aparecen números que no son
reales. La gráfica de esta función es una parábola tumbada, consecuencia de la rela-
ción que existe entre la raíz cuadrada y el elevar al cuadrado. Una tabla de valores
para x igual a 0, 1, 4, 9, 16, …nos ayudará a completar la representación gráfica de
esta función. 

x x x, , ,− −5 3 15 …

f x x( ) =

x = ± = ±1 1.
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¿Qué pasará con ? Pues que hemos de desplazar la gráfica de

5 unidades hacia la derecha. Fíjate que x – 5 = 0 si x = 5.

¿Y con ? Desplazaremos la figura 2 unidades hacia la izquierda

(pues x + 2 = 0 implica x = -2).

Las funciones radicales con índice distinto de 2 necesitan para representarlas un
tratamiento más detallado.Lo mismo sucede con las funciones polinómicas de grado
mayor que 2, que no es posible conocer su gráfica generalizando el comportamien-
to de las funciones lineales y cuadráticas.

f x x( ) =

f x x( ) = − 5

f x x( ) = + 2

5-2

1. Representa la función:

Solución. Construimos la tabla teniendo en cuenta un
pequeño truco: calculamos la imagen de un valor dos
veces para saber dónde acaba un trozo y dónde
empieza el otro. El cálculo no correcto con la defini-
ción lo marco con un asterisco:

x - 5 - 2* - 2 2 2* 5

y - 6 - 3* - 1 3 1 1

f x
x si x
x si x

si x
( )

,

,

,

=
− < −
+ − ≤ ≤

>

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

1 2

1 2 2

1 2
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2. Representa las funciones | x - 4| y | x+2 |.

Solución. Construimos las tablas:

De la 1ª tabla se desprende que se produce un desplazamiento de 4 unidades hacia
la derecha. El vértice del valor absoluto pasa de (0, 0) a (4, 0), pues x - 4 = 0 ⇒ x = 4.

En la 2ª tabla el desplazamiento es de 2 unidades hacia la izquierda, pasando el vér-
tice de (0, 0) a (- 2, 0). Observa que x + 2 = 0 ⇒ x = - 2. Así, la V del valor absoluto se
desplaza hacia la derecha o hacia la izquierda: 

3. Escribe la expresión matemática de la función f que tiene la siguiente gráfica. ¿En qué
puntos presenta f discontinuidades?

Solución. En el intervalo (-4, - 3) tenemos una
recta que pasa por (- 4, 0) y (- 3, 2). La ecuación
de dicha recta es y = 2x + 8 (recuerda como
hallamos la ecuación de la recta que pasa por
dos puntos). En el intervalo [-3, 1] la función es
constante, e igual a 2. Fíjate que x = - 3 podía-
mos haberlo metido en el primer intervalo, pues
no se ve claramente si el punto está en el primer
o en el segundo trozo, pero, por homogeneidad,
como x = 1 está en el segundo trozo, se lo asig-
namos al segundo y no al primer trozo. La ecuación es y = 2. En el intervalo (1, 4) vol-
vemos a tener una recta que pasa por (1, - 2) y (2, 0), y su ecuación es y = 2x – 4. 

x IxI Ix - 4I

- 3 3 I-3 -4I = I-7I = 7

0 0 I0 - 4I = I -4I = 4

4 4 I4 - 4I = 0

7 7 I7 - 4I = 3

x IxI Ix + 2I

- 7 7 I-7+2I = I-5I = 5

- 3 3 I-3+ 2I = I -1I = 1

0 0 I0 + 2I = 2

4 4 I4 + 2I = 6

|x| 4x −

2x +

-2
4

-4 -3

2

1

-2

2
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La función será .

La función presenta una discontinuidad en x = 1.

4. Representa la función . ¿Cómo serían ?

Solución. Comparando con se observa que lo que sucede con es que la

curva se separa más del eje X (para el mismo valor de la abscisa, la ordenada es

veces mayor): (se puede usar la

calculadora para comprobar estos valores). Por lo demás, el Dominio es el mismo,

pues la inecuación 2x ≥ 0 tiene la misma solución que x ≥ 0.

Con respecto a , al sumar 3 se introduce un desplazamiento de uni-

dades hacia la izquierda con respecto a , siendo ahora el dominio

Observa que En aparece un desplazamiento de unida-

des hacia la derecha, por lo que el dominio es

Las gráficas son:

f x
x si x
si x

x si x
( )

,

,

,

=
+ < −

− ≤ ≤
− >

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

2 8 3

2 3 1

2 4 1

2 1 414≈ , x = ⇒ ≈ ⋅ ≈3 3 1 732 2 3 2 449, , ,

x 2x

y x= 2 y x y x= + = −2 3 2 5,

y x= +2 3
3

2

2x Dom   y = − ∞⎡
⎣⎢

⎞
⎠⎟

3

2
, .

Dom   ya quey x x= ∞⎡
⎣⎢

⎞
⎠⎟

− = ⇒ =5

2
2 5 0

5

2
, , .

5

2
2 5x −2 3 0

3

2
x x+ = ⇒ = − .

x2

x

5x2 −
3x2 +

2
5

2
3−
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23. Representa las funciones |2x – 4| y |3x + 3|.

24. Representa las funciones y = I x I + 4,    e     y = I x – 2 I – 5

25. En un aparcamiento por la primera hora o fracción nos cobran 1,20 €; el resto de horas
nos cobran a 1,10 €, pagándose como máximo 8,90 € por tener el vehículo estacionado
durante un día entero. Representa la función que nos da el coste por hora en función de
las horas aparcadas (sólo en un día). ¿Qué nombre reciben este tipo de funciones?

A c t i v i d a d e s
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6UNIDAD

l álgebra de funciones indica qué operaciones pueden realizarse con funciones
y cómo hacerlo. Operación nueva y muy importante es la composición, pues per-
mite construir funciones complejas a partir de las sencillas, y lleva al concepto

de función inversa.

La función exponencial se define a través del número e, que es a la vez la base de los
logaritmos neperianos. Se pone de manifiesto la relación entre ambas funciones, que son
inversas entre sí. Definimos y describimos los datos básicos de las funciones trigonométri-
cas seno, coseno y tangente, y de sus inversas.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los
siguientes:

1. Introducción a la notación matemática y al cálculo de las operaciones con funciones.

2. Construcción de funciones complejas mediante la composición.

3. Cálculo de la inversa de funciones.

4. Profundización en el estudio de las funciones exponencial y logarítmica.

5. Conocimiento y manejo de las funciones trigonométricas.

Operaciones con funciones.
Funciones trascendentes:
exponencial, logarítmica y
trigonométrica6

1. OPERACIONES CON FUNCIONES  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
1.1. Suma de funciones f + g  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
1.2. Resta de funciones f -- g  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
1.3. Multiplicación de funciones f · g  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146
1.4. División de funciones f /g  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

2. COMPOSICIÓN DE FUNCIONES f º g  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
3. FUNCIONES INVERSAS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148
4. FUNCIÓN EXPONENCIAL . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
5. FUNCIÓN LOGARÍTMICA: LOGARITMOS DECIMALES Y LOGARITMOS NEPERIANOS . . . . . . . . . . . 157
6. FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
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1. Operaciones con funciones

El conjunto de operaciones que podemos realizar con las funciones, así como
las reglas que permiten efectuar dichas operaciones, recibe el nombre de álgebra de
funciones. Las funciones, siempre que compartan el dominio, podemos sumarlas,
restarlas, multiplicarlas, dividirlas y, cuando el dominio de una contenga a la imagen
de otra, componerlas. El objetivo de este apartado es estudiar las cuatro primeras,
reservándole a la quinta un apartado completo. A continuación estudiamos las cua-
tro primeras operaciones.

1.1.  Suma de funciones f + g
La suma de las funciones f y g es otra función que simbolizamos por f + g y defi-

nimos por

Es decir, para sumar dos funciones sumamos los valores que toman las funcio-
nes en cada punto; en Matemáticas es equivalente hablar de puntos o de números
reales, pues son considerados sinónimos. 

Parece claro que la adición es conmutativa  f + g = g + f. 

1.2. Resta de funciones f --g
La resta de las funciones f y g es otra función que simbolizamos por f -- g y defi-

nimos por

Igual que antes, hay que restar las dos funciones punto a punto. 

(f --g)(x) = f (x) -- g(x)

(f + g)(x) = f (x) + g (x)

1. Dadas:  

2. Dadas:  

3. Dadas:  f x x x g x x x x f g x x x x( ) ( ) ( ) .= − + = − − ⇒ +( ) = − − +3 3 2 3 25 4 5 8 6 13 4y  

f x
x

g x x f g x
x

x x x
x

( ) ( ) ( ) .= = + ⇒ +( ) = + + = + +3
1

3
1

32

  y      

f x x g x x f g x x x x x( ) ( ) ( ) .= − = + ⇒ +( ) = − + + = + +4 5 7 4 5 7 4 22 2 2y  
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Observa que para restar cambiamos de signo todos los términos de la función
que está restando, y luego efectuamos las operaciones pertinentes. También se
puede interpretar como sumar a f la función opuesta de g (la opuesta de g es – g).
Obviamente la diferencia no es conmutativa.

1.3. Multiplicación de funciones f · g

La multiplicación de las funciones f y g es otra función que simbolizamos por f · g
y definimos por

Multiplicaremos punto a punto, y para todo x del dominio común. 

El producto de funciones sí es conmutativo f · g = g · f .

(f · g)(x) = f (x) · g(x)

OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:

EXPONENCIAL, LOGARÍTMICA Y TRIGONOMÉTRICAS 

6UNIDAD

1.

2.

3. Dadas: y

  

f x x x g x x x x

f g x x x x

( ) ( )

( )

= − + = − − ⇒

⇒ −( ) = − + − −

3 3 2

3 3

5 4 5 8

5 4 5 xx x x x x2 3 28 4 3 4−( ) = − + + +  .

Dadas: yf x
x

g x x f g x
x

x
x

x x x
x

( ) ( ) ( ) ( ) .= = + ⇒ −( ) = − + = − − = − −3
1

3
1

3
1

3 2

Dadas y    : ( ) ( ) ( )f x x g x x f g x x x x x= − = + ⇒ −( ) = − − +( ) = − + −4 5 7 4 5 7 4 12 2 2 22.

E j e m p l o sE j e m p l o s

1.

2.

3. Dadas: y

  

f x x x g x x x x

f g x x x x

( ) ( )= − + = − − ⇒

⋅( ) ( ) = − +( ) −

3 3 2

3 3

5 4 5 8

5 4 5 xx x x x x x x x2 6 5 4 3 28 5 33 25 36 32−( ) = − − + + − .

Dadas: yf x x g x x f g x x x x x( ) ( ) ( )= − = + ⇒ ⋅( ) = −( ) ⋅ +( ) = − +4 5 7 4 5 7 4 5 22 2 3 2 88 35x − .

Dadas: yf x
x

g x x f g x
x

x x
x

( ) ( ) ( ) ( )
( )

.= = + ⇒ ⋅( ) = ⋅ + = +3
1

3
1

3 1
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1.4. División de funciones f /g
La división de las funciones f y g es otra función que simbolizamos por y defi-

nimos por

Dividiremos las funciones punto a punto en todos los puntos en los que no se
anule el denominador. Como está prohibido dividir por cero, debemos excluir en la
definición aquellos puntos que hacen cero el denominador.

Un caso particular de división de funciones es ,

que recibe el nombre de inversa para el producto, pues 

Hay que tener cuidado con el término inversa porque habitualmente se reserva para
la inversa obtenida a partir de la composición de funciones.

Tampoco es conmutativo el cociente de funciones.

1 1
0

f
x

f x
f x⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ≠( )
( )

, ( )cuando

f
f

x f x
f x

⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⋅ =1 1
1( ) ( )

( )
.

f
g

x f x
g x

g x⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ≠( )

( )

( )
, ( )si 0

f
g

1. Dadas:   

2. Dadas:   

3. Dadas:   f x x x g x x x x f
g

x x x
x x x

( ) ( ) ( ) .= − + = − − ⇒ ⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = − +

− −
3 3 2

3

3 2
5 4 5 8

5 4

5 8
y

f x
x

g x x f
g

x x
x x x x x

( ) ( )
( )

.= ( ) = + ⇒ ⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

+
=

+
=

+
3

1

3

1

3

1

3
2

y

f x x g x x f
g

x x
x

( ) ( ) ( ) .= − = + ⇒ ⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = −

+
4 5 7

4 5

7
2

2
y

E j e m p l o sE j e m p l o s

1. Dadas : f(x) = x + 3    y   g(x) =2x - 1,  calcula   f + g,   f - g,   f · g,   y   f /g.

2. Dadas : f(x) = 3x2 + 8    y   g(x) =x2 + 3,  calcula   f + g,   f - g,   f · g,   y  f /g.

3.

4. Dadas: y calcula yf x
x

g x x f g f g f g f
g

( ) ( ) , , , .=
+

= + − ⋅1

1 2

Dadas: y calcula yf x
x

g x
x

f g f g f g f
g

( ) ( ) , , , .= = + − ⋅1 2
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2. Composición de funciones f o g
Se define la composición de dos funciones como (f B g)(x) = f (g(x)). La ante-

rior operación se lee g compuesta con f (fíjate que se lee de derecha a izquierda,
no de izquierda a derecha como es habitual). Si observas la definición te darás cuen-
ta de que la función de la derecha, en este caso g, es la variable independiente para
la función de la izquierda, en este caso f. Es decir, en lugar de poner x en la f hay
que poner g(x). La composición de funciones conduce a otra función que produce el
mismo efecto que g(x) y f(x) actuando sucesivamente.

x g(x)
g

f(g(x))
f

OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:

EXPONENCIAL, LOGARÍTMICA Y TRIGONOMÉTRICAS 
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1. 

2.

3. 

4. Dadas y calcula y

 

f x x
x

g x
x

f g g f

f g x

( ) ( ) .

( )

= +
−

=

( ) =

1

1
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�Solución. ff g x f
x

x
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x
x

x
x

x
x
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⎝⎜

⎞
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−
=
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−
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−
1

1
1

1
1

1

1
1

1

                 g f x g f x g x
x x

x

x
x

�( ) = ( ) = +
−

⎛
⎝⎜

⎞
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=
+
−

= −
+

( ) ( ) .
1

1

1
1
1

1

1

Dadas y calcula y

  

f x
x

g x
x

f g g f

f g x f g

( ) ( ) .

( ) (

= =

( ) =

1 2 � �

�Solución. xx f
x

x

x g f x g f x g
x

x

) ; ( ) ( )( ) = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = ( ) = ( ) = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =2 1
2 2

1 2
1

2   � xx.

Dadas y calcula y

  

f x x g x x f g g f

f g x

( ) ( ) .

( )

= − = +

( )
5 4 32 � �

�Solución. == ( ) = +( ) = +( ) − = +

( )
f g x f x x x

g f

( ) .

(

2 2 23 5 3 4 5 11

                 � xx g f x g x x x x) ( ) .= ( ) = −( ) = −( ) + = − +5 4 5 4 3 25 40 19
2 2

Dadas: y calcula y

   

f x x g x x f g g f
f g x

( ) ( ) .

(

= + = −

( )
3 2 1 � �

�Solución. )) ( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( )

= ( ) = − = − + = +

( ) = ( ) = +

f g x f x x x

g f x g f x g x
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De los ejemplos observamos que la operación composición no es conmutativa
en general, dado que el orden en el que coloquemos las funciones cambia comple-
tamente el resultado. Podemos componer tantas funciones como queramos, sin más
que tener en cuenta el orden en el que debemos ir efectuando las operaciones: siem-
pre empezaremos por la derecha y nos iremos desplazando hacia la izquierda, cam-
biando en cada paso la variable independiente.

También es interesante descomponer funciones, es decir, dada una función com-
pleja averiguar qué funciones más sencillas la componen. Esto nos facilitará el estu-
dio de la regla de la cadena que veremos al tratar la derivada de funciones.

1. Dada h(x) = (3x - 7)2 averigua dos funciones f y g tales que 

Solución.

Para hallar f y g primero hemos de averiguar en la función a descomponer el orden en
el que deben realizarse las operaciones en ella especificadas: en este caso, hay que
multiplicar x por  3 y restarle 7; después elevamos el resultado al cuadrado. La primera
operación que hay que realizar debe corresponderse con g, pues es la primera función
que actúa, mientras que la segunda operación se corresponderá con f, pues actúa en

segundo lugar tras haberlo hecho g. Por lo tanto, 

Comprobémoslo: 

2. Halla dos funciones f y g tales que 

Solución.

La primera operación es efectuar el cociente 

La segunda es sacar la raíz cuadrada 

Comprobación 

3. Averigua dos funciones que verifiquen que 

Solución.

f g x
x

�( ) =
+

 ( ) .
7

6 2

La primera operación es multiplicar por 6 y sumar 2 ⇒ =g x( ) 66 2x + .

La segunda operación es dividir 7 entre el resultado  anterior 

Comprobación  

⇒ =

( ) = ( ) = +( )

f x
x

f g x f g x f x

( ) .

( ) ( )

7

6 2� ==
+

7

6 2x
.

f g x f g x f x
x

x
x

�( ) = ( )( ) =
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
−

 ( ) .
2 1 2 1

⇒ =f x x( ) .

⇒ =
−

g x x
x

( ) .
2 1

f g x x
x

�( ) =
−

 ( ) .
2 1

f g x f g x f x x�( ) = ( ) = −( ) = − ( ) ( ) ( ) .3 7 3 7 2

g x x f x x( ) , ( ) .= − =3 7 2

f g x h x�( ) =( ) ( ).
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En las actividades 7 y 8, que proponemos a continuación, encontraremos funcio-
nes para las que la composición sí es conmutativa; pero no es una regla general, de
ahí que digamos que la composición no es conmutativa. La conmutatividad de las
actividades 7 y 8 es un tanto especial, tan especial que nos conducirá al concepto de
función inversa.

3. Funciones inversas
Las actividades 7 y 8 nos han mostrado dos casos peculiares: al componer dos

funciones el resultado ha sido el mismo que dejar las cosas como estaban. Dejar las
cosas como estaban también es una función, se llama función identidad y se simbo-
liza por: Id(x) = x. Es decir, partimos de la variable x y hemos vuelto a ella tras la
acción de una y  otra función, como si lo que hiciera una lo deshiciera la otra. Si esto
ocurre, se dice que son funciones inversas una de la otra. 

Decimos que f -1 es la función inversa de f cuando se verif ica que

ó simbólicamente 

Con el símbolo Id represento la función identidad, definida como  Id(x) = x. El
nombre de función identidad le viene porque a cada número x le asocia el mismo
número x.

¿Cómo calcular la inversa de una fun-
ción? En principio parece que tenemos dos

maneras: o bien con o con

. En la primera forma debería-

mos cambiar x por f -1(x) en la definición de f y operar; en la segunda tendríamos que
cambiar x por f(x) en la definición de f -1, lo que es imposible, pues no conocemos la
forma de f -1. Por lo tanto, sólo tenemos una forma de calcularla. Habitualmente lo que
se hace es cambiar x por y e y por x en la expresión: y = f(x), y luego despejamos y.
Finalmente cambiamos y por f -1.

f f f f Id� �− −= =1 1 .

f f Id− =1 �

f f Id� − =1

      f f x f f x x� �− −( ) = ( ) =1 1( ) ( )
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5. 

6.

7.

8.

9. Averigua dos funciones que verifiquen que f g x x�( ) = − ( ) .4 5

Halla y siendo yf g g f f x x g x x� � ( ) ( ) .= + = −
3 2

2

3

2

Calcula y siendo yf g g f f x x g x x� � ( ) ( ) .= + = −1 12

Dadas y calcula yf x
x

g x x f g g f( ) ( ) .= =1

2
� �

Dadas y calcula yf x x g x x f g g f( ) ( ) .= − = −2 7 1 2 � �

A c t i v i d a d e s
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1. Calcula la inversa de f(x) = x + 1

Solución.

Aunque en este ejemplo el cambio sea más largo, normalmente se compensa con la cla-
ridad, pues escribir cuando hay un exponente dificulta la lectura del ejercicio.

Como método para detectar si el cálculo es correcto, componemos la función original
con la obtenida, y el resultado debe ser la función identidad:

2. Halla la inversa de f(x) = 3x - 2.

Solución.

3. Dada  

Solución.

4. Dada 

Solución.

y = x2 + 3, Aquí nos aparece un pro-

blema típico de las raíces cuadradas: el doble signo de la raíz. Así, para un mismo valor de x
tendríamos dos posibles resultados: uno al coger la parte positiva de la raíz y el otro al coger

la parte negativa de la raíz. Si lo dejamos con el doble signo, la función f(x) = x2 + 3 no ten-

dría función inversa porque no sería una función al no darnos una única imagen para x.

Para resolverlo se recurre a separar las partes positiva y negativa de la raíz como si fue-

ran funciones independientes, escribiéndose 

5. Halla la inversa de 

Solución. Curiosamente la inversa de esta fun-

ción es ella misma, como le pasa a la función identidad: Id(x) = x. 

f x x
f x x

f x x
( )

( )

( )
.= + ⇒

= −

= − −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

−

−

2 1
1

2
1

3
3

3

x y
y x

x y y x y x
→
→

⎧
⎨
⎩

⇒ = + ⇒ = − ⇒ = ± −2 23 3 3.

x y
y x

x
y

y
x

f x
x

→
→

⎧
⎨
⎩

⇒ = ⇒ = ⇒ =−1 1 11( ) .

f x
x

( ) .= 1

f x x f x( ) , ( ).= + −2 13 halla

x y
y x

x y y x y x f x x→
→

⎧
⎨
⎩

⇒ = + ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −−3 7

4
3 7 4

4 7

3

4 7

3
1( ) .

f x x f x( ) , ( ).= + −3 7

4
1calcula

x y
y x

x y y x y x f x x→
→

⎧
⎨
⎩

⇒ = − ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = +−3 2 3 2
2

3

2

3
1( ) .

   ó    f f x f x x x f f x f x x� �− − −( ) = −( ) = − + = ( ) = + = +1 1 11 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )) .− =1 x

Usando f :       -1 f f x f f x x f x x f x� − − − −( ) = ( ) = ⇒ + = ⇒1 1 1 11( ) ( ) ( ) ( )) .

( ) ( ) ( )

= −

=
→
→

⎧
⎨
⎩

⇒ = + ⇒ = − ⇒ = ⇒ =− −

x

y f x
x y
y x

x y y x y f x f x x

1

1 1 1 1En   , −−1.
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4. Función exponencial
Se llama función exponencial a una función (R+es el

conjunto formado por todos los números reales positivos), en la que la variable inde-

pendiente aparece como exponente. El número real a se llama base y ha de ser posi-

tivo. No hay que confundir la función exponencial con la función potencial ,

pues en ésta la base es x y el exponente n es fijo, mientras que en la exponencial la

base es fija y varía el exponente.

Dada la forma de la función exponencial es fácil deducir las siguientes propieda-
des comunes a todas, independientemente del valor de a:

I. , ya que siempre podemos elevar un número positivo a cual-

quier exponente.

II. pues al elevar un número positivo como a a cualquier

exponente, el resultado seguirá siendo positivo. Recuerda que .

III. Todas las funciones exponenciales pasarán por el punto (0,1) pues 

Para obtener una representación gráfica de la exponencial hay que distinguir dos
casos:

1. Si La función siempre es creciente en todo su dominio, verificán-

dose que . Estudiemos el caso de la expo-

nencial 2x y comprobémoslo.

a ax
x

x
x→∞ →−∞⎯ →⎯⎯ ∞ ⎯ →⎯⎯, 0

a > ⇒1

a
a

n
n

− = 1

a0 1= .

a x Rx > ∈0, , para todo 

Dom a Rx =

f x xn( ) =

f x a a Rx( ) , ,= ∈ +con
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10. Halla la inversa de 

11. Dada 

12. Calcula la inversa de 

13. Halla la inversa de h x x x( ) .= + −2 2 1

g x x
x

( ) .= −
+

4 3

7 5

f x x
x

f x( ) , ( ).= +
−

−1

1
1averigua

f x x( ) .= +7 5
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Calculamos 2100 = 1,268 ·1030. Con la calculadora científica usamos la tecla

siguiendo la secuencia 2 100  1,268 30. Si intentas calcular 21000 en la calcula-

dora te saldrá un mensaje de error (-E-) pues supera el valor del número más gran-
de que puede manejar la calculadora. Sin necesidad de calculadora parece claro que
a medida que aumentemos el exponente aumentará 2x, pues crece el número de
veces que hay que multiplicar 2 por sí mismo.

Para ver qué sucede cuando , recurrimos a la definición de potencia nega-
tiva. Como los números negativos que tratamos son muy grandes en valor absoluto,

resulta entonces que . Con la calculadora 2 -100 7,889-31 , y

si usas – 1000, obtendrás 2-1000 = 0. 

Además, la función y = 2 x crece muy rápidamente, de ahí el uso de crecimien-
to exponencial para indicar un crecimiento desmesurado y rapidísimo. Observa la
siguiente tabla:

Cuando x crece de 1 a 50 (multiplicar por 50), la función aumenta de 2 a
1,126·1015 (multiplicar por 5,63·1015), lo que supone un crecimiento vertiginoso.

La gráfica de una función exponencial ax, con a > 1 sería:

En la parte derecha están representadas 2x y 3x en los mismos ejes. Fíjate que
3x crece más deprisa que 2x, pues la base es mayor y también será mayor el produc-
to de ella consigo misma tantas veces como queramos: 22 = 4 < 32 = 9. Por esta

misma razón, 3x se acerca más rápidamente a cero que 2x cuando :

2. Si 0 < a < 1, los valores que toma a son decimales de la forma 0,mnp…

muchos de los cuales se pueden escribir como fracciones que tengan el

numerador menor que el denominador. Una de éstas puede ser 

xy =

xy

1

2
0 5= , .

1,0

x2

x3

x2

1,0

2
1

2
9 766 10 3

1

3
1 695 10 2 310

10

4 10

10

5 10 10− − − − − −= = ⋅ = = ⋅ ⇒ >, , , .

x → −∞

x 1 10 50 100

2x 2 1024 1,126·1015 1,268·1030

=xy2
1

2
0−

→∞= ⎯ →⎯⎯n
n n

x → −∞
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La función sería , pues estas tres formas de escribirla son

sinónimas. La última nos proporciona la mejor pista: el exponente tiene el signo
negativo y lógicamente hará lo contrario que 2x, decrece. En la siguiente tabla
parece más claro:

La gráfica de la función ax, con 0 < a < 1 será como las gráficas de 2-x y 3-x que
dibujamos a continuación:

La función exponencial aparece en aquellos fenómenos en los que hay una tasa
de crecimiento o de decrecimiento constante. Veamos algunos: 

Interés compuesto: , siendo  C0 el capital inicial depositado, r

el rédito en tanto por ciento al que se coloca el capital y t el tiempo en años.

Evolución de una población: , siendo P0 la población inicial

(la población que se tiene en una fecha determinada); t c la tasa de crecimiento en
tanto por ciento; t es el tiempo que puede medirse en años, o en días, dependiendo
del tipo de población (humana en el primer caso, bacterias en el segundo).

Hay un montón de funciones exponenciales, tantas como números reales positi-
vos tenemos para poner en la base. Sin embargo, en Matemáticas Superiores se uti-
liza el término exponencial para designar a la función ex, cuya base es el número e,

definido como , y que además es la base de los logaritmos neperia-

nos. El número e es quizá el más importante de todas las Matemáticas. Se trata de
un número real que tiene infinitas cifras decimales no periódicas y del que podemos

tener un valor aproximado con la calculadora científica. La tecla precedida de

nos da un valor aproximado de e, así:

1 2,718281828

1

2

1

2
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = −
x

x
x

exSHIFT =

ex

SHIFT

x -100 -10 -1 0 1 10 100

2-x 2100 210 21 1 2-1 2-10 2-100

e
nn

n

= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟→∞

lim 1
1

P t P tc t
( ) = +( )0 1

C t C r t
( ) = +( )0 1
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Si queremos calcular e5 procedemos así: 5 148,4131591...

Recordando la definición de logaritmo neperiano de un número, ln a, como el
exponente al que hay que elevar la base e para obtener a , entonces elna = a, en cuyo
caso la función exponencial y = ax puede escribirse así: y = ax = (elna)x = ex·lna.

Según esto la función y = 2x se podría escribir también como , y

la función y = se escribiría Observa que si a > 1 el expo-

nente es positivo, pues lna > 0, y si 0 < a < 1 el exponente será negativo, pues lna < 0.

SHIFT ex =

1

3
3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −
x

x y e ex x= = −ln 1
3 1099, .

y e ex x= ≈ln2 0 693,

1. Una ciudad tiene una tasa de crecimiento anual del 1,5%. Escribe la función exponen-
cial del crecimiento en una base a y también en base e. Si se mantuviese esa tasa de
crecimiento, ¿cuánto tiempo tardaría en duplicarse la población?

Solución. Escrito con base e quedaría: 

Para encontrar el tiempo que tarda en duplicarse la pobla-

ción tendremos Para poder resolver esta ecuación

exponencial hemos de tomar logaritmos en ambos miembros, para conseguir bajar la
t del exponente:

Exactamente 46 años y 0,55·12 = 6,6 meses, y con más exactitud 46 años, 6 meses y
0,6·30 = 18 días.

2. Laboratorios Jaquecax ha medido la concentración C en la sangre de un fármaco en fun-

ción del tiempo t transcurrido desde su administración (en minutos), obteniendo

donde C0 representa la concentración en el momento de la administra-

ción del fármaco. ¿Qué concentración de fármaco habrá en la sangre pasadas dos horas

desde que se administró el fármaco? 

Solución. Pasamos el tiempo a minutos (2 horas = 120 minutos) y sustituimos en la

función: 

Al cabo de dos horas habrá un poco más de la mitad de la concentración inicial de

fármaco.

C C e C e C( ) ,, ,120 0 5490
0 005 120

0
0 6

0= = ⋅ =− ⋅ −

C t C e t( ) ,,= −
0

0 005

log log log log
log

log
años1 015 2 1 015 2

2

1 015
46 55, ,

,
,t t t= ⇒ ⋅ = ⇒ = =

P Pt t
0 01 015 2 1 015 2⋅ = ⇒ =, , .

P t P e P et t( ) ., ,= =0
1015

0
0 015ln

P t P tc P Pt t t( ) , , .= +( ) = +( ) = ⋅0 0 01 1 0 015 1 015
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3. Averigua las tasas de crecimiento de dos poblaciones P y Q de bacterias, sabiendo que
las evoluciones de sus poblaciones (en miles de individuos) en función del tiempo (en

horas) vienen dadas por las funciones 

Indica qué población será mayor al cabo de 20 horas. Escribe también ambas funciones
en base e.

Solución. Comparando con la función general obtenemos:

La tasa de crecimiento de P es del 100%.

La tasa de crecimiento de Q es del 50%.

Observa cómo la población de P, aunque empiece con un menor número de indivi-
duos, consigue superar a la de Q en un número no muy elevado de horas. Conforme
aumente el tiempo, la población de P será muchísimo mayor que la de Q. Esto nos da
idea de que lo que realmente importa en una función exponencial no es su valor inicial
sino su tasa de crecimiento.

4. El  carbono 14 es un isótopo del carbono que se usa para la datación de restos arqueo-

lógicos. Se desintegra de acuerdo con la función siendoC0 la canti-

dad inicial de carbono 14 presente en el material y t el tiempo en años. ¿Cuántos años
han de pasar para que la cantidad se reduzca a la mitad? Si han pasado 10 000 años,
¿qué fracción de la cantidad inicial quedará?

Solución. Para averiguar los años que han de pasar para que se reduzca a la mitad

deberemos resolver la ecuación: Tomamos ln

En este caso no tenemos más que sustituir el tiempo por el valor indicado:

En 10000 años el carbono 14 queda reducido al 30% de la cantidad inicial.

C C e C C( ) , ,,10 000 0 2982 0 30
0 000121 10000

0 0= ⋅ = ⋅ ≈ ⋅− ⋅

ln ln , ln
ln

,
,,e t tt− = ⇒ − = ⇒ =

−
=0 000121 1

2
0 000121

1

2

1

2
0 000121

5728 49 aaños.

1

2

1

20 0
0 000121 0 000121C C e et t= ⋅ ⇒ =− −, , .

C t C e t( ) ,,= ⋅ −
0

0 000121

P t e e Q t et t t t t( ) , , , , ( ) , , ,ln , ln= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅1 6 2 1 6 1 6 67 8 1 5 67 82 0 693 115 0 40567 8, ,, .= ⋅ e t

P Q( ) , , , ( ) , , ,20 1 6 2 1677 721 6 20 67 8 1 5 225 452 420 20= ⋅ = = ⋅ =miles miless.

Q P tc tc⇒ = + = ⇒ = ⇒0 67 8 1 1 5 0 5, ; , ,

P P tc tc⇒ = + = ⇒ = ⇒0 1 6 1 2 1, ;

P t P tc t
( ) = +( )0 1

 

P t Q tt t( ) , , ( ) , , .= ⋅ = ⋅1 6 2 67 8 1 5
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Como se desprende de los ejemplos, el crecimiento exponencial es muy fuerte,
tan fuerte que lo convierte en poco válido para reflejar la evolución de una población
a largo plazo o de otros fenómenos que, tarde o temprano, acabarán estabilizándo-
se después de un crecimiento inicial espectacular. Para este tipo de fenómenos
suele ser más apropiada una función de crecimiento limitado, que contiene en su
seno una exponencial, y su fórmula es: 

Funciones de crecimiento limitado

5. Función logarítmica: logaritmos
decimales y logaritmos neperianos

Como ya sabes, el logaritmo en base a de un número x se define como el expo-

nente n al que hay que elevar la base a para que nos dé x: 

Lógicamente a recibe el nombre de base porque es la base en la ecuación expo-
nencial que permite definir el logaritmo y ha de ser positiva. El número x (lo que hay
dentro del logaritmo) recibe el nombre de argumento. Como sabes, los logaritmos

loga
nx n a x= ⇔ =

f x c e c kkt( ) ,= −( ) >−  ;1 0

14. Una ciudad tenía una población de 100 000 habitantes hace 30 años, teniendo actual-
mente el triple de dicha población. Calcula su tasa de crecimiento y escribe la función de
crecimiento en base e.

15. Una figura de madera encontrada en una excavación contiene el 25 % del carbono 14 que
contenía cuando se fabricó. Estima su antigüedad por el método del carbono 14, sabien-

do que dicho elemento se desintegra de acuerdo con la fórmula sien-

do C(t) la cantidad de carbono presente en cualquier instante t y C0 la cantidad inicial.

16. Tras estudiar la evolución de la población de una ciudad se ha llegado a la conclusión de

que responde a la fórmula Averigua la población que tenía inicial-

mente, la que tendrá al cabo de 10 años y la población alrededor de la cual se estabili-

zará. 

17. Una empresa ha comprobado que la relación entre el número de veces que emite un anuncio

(x) y las ventas obtenidas (en miles de €) viene dada por la función .

Haz una tabla y calcula el valor que toma la función para x igual a 0, 10, 100, 200, 300,
400, 500. ¿Es beneficioso para la empresa emitir el anuncio más de 200 veces, si han
de pagar por cada emisión siempre la misma cantidad?

f x e x( ) ,= −( )−4000 1 0 05 

P t
e t( ) .

,
=

+ ⋅ −

250 000

1 4 0 06

C t C e t( ) ,,= ⋅ −
0

0 000121
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más usados son los neperianos o naturales y los decimales. En los neperianos la
base es el número e y en los decimales es 10. 

Recordemos las propiedades del logaritmo: 

1.  loga a = 1 pues a1 = a ⇒ el logaritmo de un número en su propia base es 1.

2.  loga 1 = 0 porque a 0 = 1 Fíjate que 1 va a separar el signo de la función logaritmo:

• Si a > 1, loga x > 0 cuando x sea mayor que 1 y loga x < 0 cuando x sea

menor que 1. Por ejemplo, 

• Si 0 < a < 1, loga x < 0 cuando x sea mayor que 1 y loga x > 0 cuando x

sea menor que 1. Por ejemplo, 

No existe el logaritmo ni de cero ni de números negativos, ya que al elevar un
número positivo a otro cualquiera el resultado siempre es positivo. Esto impli-
ca que el dominio de loga x es el conjunto de los números reales positivos.

Cuando calculemos el límite de una función logaritmo y el argumento se acerque
a cero, si la base del logaritmo es mayor que 1, diremos que tiende a , y si la

base es menor que 1 tenderá a . Por ejemplo, ,

3.  . La demostración de esta propiedad es muy sencilla y

se basa en la forma en que elevamos una potencia a otra potencia:

Esta propiedad es muy importante y convierte al logaritmo en una potente
herramienta, pues permite bajar los exponentes sin más que tomar logarit-
mos: es la que nos permitió resolver las ecuaciones exponenciales que nos
aparecieron al tratar la función exponencial. Observa que para su demostra-

ción usamos la definición (de ahí que ).

4. . La demostración tampoco entraña dificultad y

nos permite familiarizarnos con la función logaritmo:

logaap n p n⋅ = ⋅

log

log
log log loga

a

a a a

x n x a

y p y a
x y a a a

n

p
n p n= ⇒ =

= ⇒ =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ ⋅( ) = ⋅( ) = ++ = + = +p n p x ylog loga a

log log loga a ax y x y××(( )) == ++

log  log log loga

 

a a ax n x a x a a x a p n p xn p n p p n p p n= ⇒ = ⇒ = ( ) = ⇒ = = ⋅ = ⋅⋅ ⋅

log loga
p

ax p x== ××

log .1
10

10 77− =

log , log0 0000001 10 77= = −−∞
−∞

log , log .1
2

1
2

4 2 1
4 2= − =

log , log .2 24 2
1

2
1= = −
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5.  Tampoco es difícil demostrar esta propiedad:

6. Observa la siguiente tabla:

Cuando x crece, log x también lo hace, aunque de una forma bastante más
lenta: el paso de 1020 a 1040 supone multiplicar por 1020, mientras que el paso
de 20 a 40 supone multiplicar por 2.

Observa la siguiente tabla:

Esta capacidad para ralentizar el crecimiento hace del logaritmo una herra-
mienta muy adecuada para la medida de magnitudes que presentan un
rango de variación enorme, como la escala de Richter para la medida de la
magnitud de un terremoto; o la ley estímulo-sensación o de Fechner-Weber,
que mide la sensación producida al ser generado un estímulo; o la medida
del nivel de intensidad de un sonido (los belios y los decibelios).

7. El logaritmo es una función continua en todo su dominio.

Después de haber estudiado las propiedades de los logaritmos, podemos
representarlos:

log log log .a a a
x
y x y== −−

)0,1(
1a,xlog a >

1a0,xlog a <<

xe

xln

)1,0(

)0,1(

xy

x 1020 1040 10100 101 000 101 000 000

log1/10 x -20 -40 -100 -1 000 -1 000 000

log , .a xx a→→∞∞⎯⎯ →→⎯⎯⎯⎯ −−∞∞ << <<si 0 1

log , .a xx a→→∞∞⎯⎯ →→⎯⎯⎯⎯ ∞∞ >> si 1

log

log
log loga

a

a a

x n x a

y p y a
x
y

a
a

n

p

n

p

= ⇒ =

= ⇒ =

⎫
⎬
⎪

⎭⎪
⇒ ⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = llog log loga aa n p x yn p

a
− = − = −

x 1020 1040 10100 101 000 101 000 000

log x 20 40 100 1 000 1 000 000
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Dada la definición de logaritmo y sus propiedades parece claro que hay una
estrecha relación entre éste y la exponencial, y es tan estrecha porque son
funciones inversas: lo que hace una lo deshace la otra. 

Para que lo veas más claramente hemos representado ex junto con ln x y la
bisectriz del primer cuadrante (que es la gráfica de la función identidad) .
Observa que si doblamos el papel por la bisectriz la gráfica exponencial coin-
cide con la logarítmica.

Vamos a comprobar que lnx y ex son inversas; antes de componer recuerda,
de la definición de logaritmo, que si y = ln x entonces x = ey = eln x, por tanto:

 ln ln� e x e x e x xx( ) = ( ) = ⋅ = ⋅ =( ) ln 1 e x e x e xx� ln ( ) (ln ) ln( ) = = =
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1. Calcula la inversa de  .

Solución. Cambiamos tomando logaritmos neperianos en ambos

miembros 

2. Representa 

Solución. y = ln x - 3 sufre un desplazamiento vertical hacia abajo con respecto a ln x
al restarle 3 a la ordenada. Ahora el punto de corte de la función con el eje X será:

y = ln(x + 5) sufre un desplazamiento horizontal hacia la izquierda con respecto ln x al
sumar 5 en el argumento. El punto de corte con el eje X es y = 0 ⇒

Esta función corta también al eje Y, pues f(0) = ln 5  ⇒ (0, ln 5) 

ln punto( ) ( , ).x x e x x+ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ −5 0 5 5 1 4 4 00

y x x x e e e= ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ⇒ ( ) ≈0 3 0 3 0 20 093 3 3ln ln , , , .punto  

y x y x= − = +ln , ( ).3 5ln

⇒ = ⇒ + = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −+ −ln ln ( )ln ln ln
ln

( )
lne x y e x y x y x f x xy3 1 13 1 3 1

1

3

1

3

x y
y x

x e y→
→

⎧
⎨
⎩

⇒ = ⇒+3 1

y e x= +3 1

E j e m p l o sE j e m p l o s

0,e3 )0,4(−

5ln,0

3xln −

)5xln( +
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3. Toma logaritmos neperianos en los dos miembros de las expresiones:

Solución.

Para tomar ln, primero escribimos la raíz como un exponente fraccionario: 

4. Calcula la inversa de y = e4x + 5

Solución. Cambiamos 

ln ln ln ln ln
ln lne x y e x y x y x f x xy4 5 14 5 4 5

5

4

5

4
+ −= ⇒ +( ) = ⇒ + = ⇒ = − ⇒ = −

( ) .

x y
y x

x e y→
→

⎧
⎨
⎩

⇒ = ⇒+4 5 tomamos ln en ambos miembros:

f x
x

f x
x

f x
x x

x x
( ) ( ) ( )=

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ =
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ =
−

⎛
⎝⎜

3

2

3

2

1 3

2

1 1

ln ln ln ln
⎞⎞
⎠⎟

ln ln .y x y x x
x

= +( ) ⇒ = −( ) +( )−
ln ln  

 2 3 21 3 1

y x f x
x

x x= +( ) =
−

−2 31
3

2
 , ( ) .

18. Calcula la inversa de 

19. Resuelve las ecuaciones: 

a)

b)

20. Toma logaritmos neperianos en los dos miembros de las expresiones:

21. Calcula la inversa de f x ex( ) .= −2 4 

f x x y xx x( ) , .= ( ) = +( )−
2 3 5

1 2  
  

1 03 2, .t =

ex2

5= ;

y e
e

x

x= +
−

1

1
.
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6. Funciones trigonométricas

El teorema de Thales aplicado en triángulos rectángulos semejantes nos da las

siguientes igualdades , lo que lleva a pensar que estas can-

tidades pueden asociarse de alguna manera al ángulo del vértice A. 

Así se definen las razones trigonométricas del ángulo Â como: 

Se define aún otra como 

Dos observaciones:

� Como se deduce de la definición, las razones trigonométricas no tienen uni-
dades de medida, ya que son cocientes de longitudes.

� Los ángulos hay que medirlos en radianes. El radián se ideó para: a) tener
una medida de ángulos en base 10, porque los grados, minutos y segundos
son unidades sexagesimales (base 60), lo que produce dificultades a la hora
de pasar de una a otra unidad, y b) para que la longitud de arco se calcule
mediante la sencilla fórmula L = α · r, donde α es el ángulo abarcado por el
arco y r el radio de la circunferencia. Recuerda que cuando el ángulo se mide

en sexagesimal la longitud del arco es: . 

Esto último nos permite establecer una relación entre la medida de ángulos en
sexagesimal y en radianes, pues los 360º que abarca una circunferencia son 2π

radianes, lo que nos permite usar la proporción . De este modo, para

pasar de sexagesimal a radianes multiplicamos por y para pasar de radianes a
180º

π

2

360 180

π π
º º

=

L r= ⋅ ⋅ángulo

360
2

º
π

tg
sen

cos

cateto opuesto

cateto contiguo

 
 

 
A A

A

∧
∧

∧= =

sen
cateto opuesto

hipotenusa
cos

cateto cont  

A BC
AC

A AB
AC

∧ ∧
= = = =,

iiguo

hipotenusa

BC

AC

B'C'

A'C'
,

AB

AC

AB'

AC'
= =

A
Â

C

C’

B B’
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sexagesimal multiplicaremos por A continuación incluimos una pequeña tabla

con la equivalencia de los ángulos más empleados:

Observa que los radianes suelen escribirse en función de π. En la calculadora
cuando usamos los grados sexagesimales aparece D o DEG en la pantalla, y cuan-
do usamos radianes aparece R o RAD. Para usar unas u otras unidades hay que pul-

sar y algún número: eso hay que mirarlo en el manual de la calculadora,

aunque algunas traen una leyenda bajo la pantalla como recordatorio.

Para hallar los valores de las razones trigonométricas se escoge un triángulo rec-
tángulo inscrito en una circunferencia goniométrica (literalmente, para medir ángu-
los). Se trata de una circunferencia que tiene un sistema de ejes cartesianos con ori-
gen en el centro de la circunferencia y cuyo radio mide 1:

Los puntos de la circunferencia tendrán por coordenadas (x, y) y aplicando las
definiciones anteriores en este triángulo y dado que la hipotenusa, que es el radio de
la circunferencia, mide 1, se obtiene: 

Usando el teorema de Pitágoras y teniendo en cuenta que los catetos coinciden
con las razones trigonométricas seno y coseno y que la hipotenusa vale 1, se llega

a una relación fundamental: sen cos sen cos
  α α α α( ) + ( ) = ⇒ + =2 2 2 2 21 1.

MODE

Sexagesimal 0º 30º 45º 60º 90º 180º 270º 360º
Radianes 0 π/6 π/4 π/3 π/2 π 3π/2 2π

180º
.

π

sen cateto opuesto cos cateto contiguo tg
c. opuesto

c.
α α α= = = = =y x, ,

ccontiguo
= y

x

)y,x(

x

y
1

X

Y

α

1er cuadrante
seno > 0
coseno > 0
tangente > 0

2º cuadrante
sen > 0
coseno < 0
tangente <0

3er cuadrante
sen < 0
coseno < 0
tangente > 0

4º cuadrante
seno < 0
coseno > 0
tangente < 0
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Para determinar las razones trigonométricas usaremos la calculadora, en la que

encontrarás las teclas , y aunque conviene que aprendas los siguien-

tes valores, que son fáciles de ver en el dibujo de la circunferencia goniométrica:

De la relación anterior para el seno y el coseno está claro que ni seno ni coseno
pueden ser mayores que 1, porque al elevarlos al cuadrado quedaría una cantidad
mayor que uno, lo que iría contra la igualdad. Tampoco pueden ser menores que -1,
pues al elevarlos al cuadrado nos darían también cantidades mayores que 1.
Podemos escribir por tanto que:

, y además, cuando el seno vale 1 ó -1 el coseno

ha de valer 0, y a la inversa, cuando el coseno vale 1 ó -1, el seno vale 0.

En cambio la tangente no está acotada. Observa que para se obtendría

por la definición , lo que nos lleva a decir que , aunque con las precaucio-

nes pertinentes, pues dependiendo de cómo nos acerquemos a (por su izquier-

da o por su derecha) podemos ir a Lo mismo sucede en 

Un valor interesante para la tangente es el de . Como 45º es la incli-

nación de la bisectriz del 1er cuadrante, y en esta recta la abscisa y la ordenada coin-

ciden, también lo harán y por lo que 

La circunferencia goniométrica nos permite representar las funciones seno y
coseno y también hallar algunas propiedades importantes:

sin cos tan

sen
π
4

cos
π
4

tg
π
4

1= .

π
4

45rad = º

∞ − ∞ó .
3

2

π
.

π
2

1

0
tg

π
2

= ∞

π
2

rad

− ≤ ≤ − ≤ ≤1 1 1 1senα α, cos

OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:

EXPONENCIAL, LOGARÍTMICA Y TRIGONOMÉTRICAS 

6UNIDAD

Ángulo 0º π/2 = 90º π = 180º 3π/2 = 270º 2π = 90º
sen α 0 1 0 - 1 0
cos α 1 0 - 1 0 1
tag α 0 4 0 - 4 0

-1

y
α

x
2

π
2

3π
π2

1
sen
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De la gráfica del seno, llamada sinusoide, se deduce que el trozo que hemos
representado, que es el que va de 0 a 2π, se repite una y otra vez, pues al pasar de
2π lo que hacemos es dar vueltas a la circunferencia, obteniéndose de nuevo los mis-
mos valores. Por esta razón se dice que el seno es una función periódica, de perío-
do  2π, que es el ángulo que hay que girar para que vuelvan a repetirse los valores.

Abreviadamente .

El coseno tiene la misma forma, aunque empieza valiendo 1 (está desplazada

con respecto al seno), y el mismo período, por lo que escribiremos

.

La tangente no se parece a ninguna de las anteriores. 

Vale 0 siempre que lo vale el seno. A medida que nos acercamos a por la

izquierda (ángulos del 1er cuadrante) el coseno se acerca a 0 con números positivos

sen senα π α+( ) =2

π
2

2
x

π
=

2
3

x
π=

2
x

π
−=

2
3

x
π−=

0 ππ−

X

Y

-1

π

2

3 π π2

1

cos

cos cosα π α+( ) =2

π
2

rad
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y el seno a 1, por lo que la tangente tenderá a 4. Si nos acercamos a por la dere-

cha (ángulos del 2º cuadrante), el coseno se acerca a 0 pero con números negativos

y el seno se acerca a 1, por lo que la tangente tiende a --4.  Por lo tanto,  x = es

una asíntota vertical de la tangente.

En tenemos que por la izquierda, el coseno y el seno son negativos (están en

el 3er cuadrante) por lo que la tangente tenderá a 4, mientras que por la derecha el
coseno es positivo y el seno negativo, con lo que la tangente se va a -- 4. La recta

es otra asíntota vertical de la tangente. Igual le sucede en

es decir, la tangente tiene infinitas asíntotas verticales, pasando dichas asíntotas

por puntos cuya abscisa es un múltiplo impar de , teniendo por ecuaciones

. Como las asíntotas verticales van de a , por ejemplo, el perí-

odo de la tangente es de rad, repitiéndose los valores de la tangen-

te cada media vuelta a la circunferencia. 

El siguiente paso es definir las funciones trigonométricas sen x, cos x y tag x,

verificando esta última que Las funciones responden a una abstracción

de las razones trigonométricas y conservan las propiedades que tienen dichas razo-
nes, que son:

• El dominio de las funciones seno y coseno es todo R, y el de la tangente

será , pues como hemos visto tenemos que excluir los pun-

tos cuya abscisa sea múltiplo impar de .  Esto hace que las tres sean con-

tinuas en sus respectivos dominios.

• Las funciones seno y
coseno están acotadas superiormente por 1 e inferiormente por -1, mientras
que la función tangente no está acotada. Se dice que la amplitud del seno y
del coseno vale 1.

• Las tres son funciones periódicas: seno y coseno tienen de período 2π rad y

la tangente π rad:

π
2

π
2

sen sen cos tg tgx x x x x x+( ) = +( ) = + =2 2π π π, cos , ( ) .

sen cos sen2 2 1 1 1 1 1x x x x+ = ⇒ − ≤ ≤ − ≤ ≤ ⇒, cos

π
2

R
n

− ±
+( )⎧

⎨
⎪

⎩⎪

⎫
⎬
⎪

⎭⎪

2 1

2

 π

tg
senx x

x
=

cos
.

3

2 2

2

2

π π π π− = =

x
n

=
± +( )2 1

2

 π
2

3

2

π

π
2

x = 3

2

π
x x= =5

2

7

2

π π
, , ,…

3

2

π
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Estas funciones se usan para la descripción de fenómenos periódicos, dadas sus
propiedades. 

• Podemos cambiar la amplitud si multiplicamos seno y coseno por algún
número distinto de 1 y de -1. Por ejemplo, la amplitud de 3sen x es 3, pues

verificará que .

• Podemos desplazarlas a izquierda y a derecha sin más que sumar o restar
una cantidad en el argumento. Por ejemplo, cos(x + π) está desplazado π rad
hacia la derecha en relación con cos x.

• Podemos modularla (cambiarle el período T ) multiplicando o dividiendo el
argumento por un número. Por ejemplo, la función sen 2x tiene un período

de rad, ya que 2x crece el doble de lo que lo hace x, por lo que

sen 2x tardará la mitad en repetirse. En cambio, tiene un período de

6π (= 3 ·2π) rad, pues crece la tercera parte de lo que lo hace x, por lo que

tardará tres veces más en repetirse. En general, el sen kx ó cos kx

tienen por período 

xcos3

π2

3

-3 3

3π
2

T
k

= 2π
.

cos
x
3

x
3

cos
x
3

π π=⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

2

2

− ≤ ≤3 3 3sen x
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¿Cómo podremos despejar x en la ecuación ?

Para ello necesitamos definir unas funciones inversas. Tenemos tres, una para
cada función, que son:

• arc sen x, que en la calculadora suele aparecer como , es la inversa
del seno, se lee arco cuyo seno vale x o, abreviadamente, arco seno de x.
Como el seno está acotado por 1 y -1, la función arc sen x no admite que x
sea mayor que 1 o menor que -1.

• arc cos x, en la calculadora , es la inversa del coseno, se lee arco cuyo
coseno vale x o, abreviadamente, arco coseno de x. Tampoco en este caso
x puede ser mayor que 1 o menor que -1.

• arc tg x, en la calculadora , inversa de la tangente, que se lee como
arco cuya tangente vale x o, abreviadamente, arco tangente de x. Como la
tangente no está acotada, tampoco lo estarán los valores que podemos
poner en el arco tangente.

Estas tres funciones al introducirles un valor devuelven un ángulo. El problema
es que no devuelven uno, sino que devuelven infinitos, porque las funciones de las
que son inversas son periódicas y por lo tanto se repiten indefinidamente. Aunque
evitemos la repetición periódica restringiéndonos al intervalo [0, 2π], estas funciones
inversas nos devuelven más de un valor, lo que en rigor les quitaría el título de fun-

tan-1

cos-1

sin-1

senx = 1

2

1
1

-1
2

π π

2

3π π2

sen2x

senx

2
π

2
3π π2

1

0

radπ

-1

xcos
)xcos( π−
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ciones. Por ejemplo, la ecuación del principio tendría dos soluciones, una

del 1er cuadrante y la otra del 2º, aunque la calculadora sólo nos dará una: la del 1er

cuadrante. Fíjate en el gráfico:

Lo mismo le ocurre a la ecuación cosx = 0,75: la calculadora nos dará una única
solución (la del 1er cuadrante) y se comerá la que hay en el 4º cuadrante (prueba con
la gráfica del coseno para comprobarlo). 

La forma de despejar es la siguiente:

. Con la calculadora operaríamos así:

obteniendo 30, si lo tenemos en sexagesimal, ó 0,5236 en rad

(que son los )

Con la calculadora:

0,75 obteniendo sólo el valor del primer cuadrante.

Una última observación sobre las funciones inversas. Como son las inversas, al
componerlas con sus funciones nos darán la función identidad, según las fórmulas:

Aquí x ha de ser una cantidad sin unidades, pues actúa primero el arco seno,
que da un ángulo que luego coge el seno para devolver un valor.

Aquí x ha de ser un ángulo que el seno convierte en una cantidad adimensional
para que el arco seno nos devuelva un ángulo.

arc sen sen ( ) arc sen(sen )�( ) = =x x x

sen arc sen sen arc senx�( ) ( ) = ( ) =x x

SHIFT cos-1

cos , , , , , ,x x= ⇒ = = = =0 75 0 75 0 7227 5 5605 318 59arc cos rad 41,4096 rad� 004º.

π
6

1

2
SHIFT sin-1

sen arc senx x= ⇒ = =1

2

1

2 6

5

6

π π
,

2
1

1

1x 2x π2

senx = 1

2
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1. Indica la amplitud, el período y el desplazamiento lateral, si lo hubiera, de las siguientes
funciones: 

Solución.

a) El seno no está multiplicado por ningún número, por lo que su amplitud no cam-
bia, y vale 1; en el argumento x está multiplicada por 1 por lo que no cambia el
período valiendo T = 2π; como tenemos x + π la función está desplazada π radia-
nes hacia la izquierda, porque al resolver la ecuación x + π = 0 3 x = - π

b) Como el coseno está multiplicado por 5, su amplitud valdrá 5; en el argumento sólo
aparece x, lo que indica que ni se modifica el período, que sigue valiendo 2π, ni
hay desplazamiento lateral.

c) La amplitud vale 2; el período valdrá y habrá un desplazamiento lateral

que se obtiene de resolver la ecuación 

2. Calcula la inversa de la función 

Solución.

Cambio 

3. Halla la inversa de la función  

Solución.

Cambio tg tg arc t
x y
y x

x y y x y→
→

⎧
⎨
⎩

⇒ = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇒ + =5
3

1
3

1
5 3

1 gg

arc tg arc tg

x

y x y x

5

3 5
1 3

5
1

⇒

⇒ = − ⇒ = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
.

y x= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

5
3

1tg .

3
4

4
3 3

1

3 4 3

1

3
1y x y

x
x f x= + ⇒ =

+
= + ⇒ = +−π

π π π
arc sen

arc sen
arc sen arc s( ) een

x
4

.

x y
y x

x y y x y x→
→

⎧
⎨
⎩

⇒ = −( ) ⇒ −( ) = ⇒ −( ) = ⇒4 3 3
4

3
4

sen sen arc senπ π π

y x= −( )4 3sen π

3
2

0 3
2 6

x x x− = ⇒ = ⇒ =π π π
.

T = 2

3

π

a) b) c)  sen ;    ;     cosy x y x y x= +( ) = = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π
5 2 3

2
cos .
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4. Indica la amplitud, el período y el desplazamiento lateral, si lo hubiera, de las funciones:

Solución.

a) La amplitud es 7; no hay desplazamiento lateral, pues no hay ninguna cantidad

sumando o restando en el argumento; el período será 

b) La amplitud es ; el período no cambia porque el número que multiplica a x es 1

y hay un desplazamiento lateral de rad hacia la izquierda, que se obtiene al

resolver la ecuación 

c) La amplitud vale 6, por que el signo - lo único que hace es dar la vuelta a la fun-
ción respecto al eje X (pasa lo positivo a negativo y lo negativo a positivo); no hay

desplazamiento lateral y el período valdrá 

a) b) c)  cos   sen    seny x y x y x= = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −7 4
1

5

3

2
6

2
; ; .

π

x x+ = ⇒ = −3

2
0

3

2

π π
.

3

2

π

1

5

T = =2

4 2

π π
.

22. Calcula la inversa de 

23. Indica al amplitud, el período y el desplazamiento lateral de las funciones siguientes:

24. Averigua las soluciones que tienen en el primer cuadrante las ecuaciones siguientes,
tanto en radianes como en sexagesimal: a) sen x = 0,1;    b) tg x = 4;    c) 3cos x + 2 = 4.

a) b) c)  cos   sen   seny x y x y x= − +( ) = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −1

2
4

1

5
4 8 7π ; ; ( ).

y x= −( ) +5 1sen π .
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n esta Unidad, de forma descriptiva, sin usar un aparato matemático excesiva-
mente riguroso, aunque manejando la notación habitual, se introduce el cálculo infi-
nitesimal: continuidad, límites de una función, indeterminaciones, límites laterales.

Dada la relación de las asíntotas con los límites, se estudian las asíntotas verticales,
como aplicación de límite infinito en un punto, y las asíntotas horizontales y oblicuas como
consecuencia del límite de una función en más o menos infinito.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Introducción a la idea de continuidad.

2. Introducción al concepto de límite de una función, tanto en un punto como en más o
menos infinito.

3. Cálculo de límites, mediante las reglas adecuadas.

4. Cálculo de las indeterminaciones 0/0, ∞/∞ , ∞ --∞.

5. Comprensión del significado y cálculo de las asíntotas de una función, así como el
estudio del comportamiento de una función cerca de sus asíntotas.

Límite y continuidad 
de una función7

1. IDEA DE CONTINUIDAD Y DE DISCONTINUIDAD  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
2. LÍMITE DE UNA FUNCIÓN EN UN PUNTO  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174
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1. Idea de continuidad y de
discontinuidad

Al tratar las funciones definidas a trozos encontramos ejemplos de funciones
continuas y de funciones discontinuas en un punto. Habitualmente se dice que
una función es continua en un punto cuando su gráfica se puede trazar sin tener que
levantar el lápiz del papel, mientras que decimos que es discontinua o no continua
en un punto cuando hay que levantar el lápiz del papel para seguir trazando la gráfica:

La función de la izquierda es continua en todo R; podría presentar problemas en
x = - 2  y   x = 3 que es, como se aprecia por la gráfica, donde hay cambios de defi-
nición, pero ahí los trozos de la función empalman perfectamente.

La función de la derecha no es continua en x = - 5 ni en x = 5, pues presenta sen-
dos saltos en los que es necesario levantar el lápiz.

Parece claro que podemos saber dónde una función es continua o no mirando
directamente su gráfica, pero dibujar una gráfica no es siempre fácil.

En lo que respecta a las funciones definidas a trozos, los posibles puntos de  dis-
continuidad suelen ser normalmente aquellos en los que la función cambia de definición.
Así, en estos casos lo que haremos es ver si los trozos empalman con continuidad. Por
ejemplo, en

los posibles puntos de discontinuidad son x = 0 y
x = 4. Para ver si las definiciones empalman los tro-
zos con continuidad calculamos lo que vale f en las
proximidades del 0, por la izquierda, f (0- ) y por  la derecha, f (0+ ): 

f f( ) ( )0 4 0 1 1 0 1
0

4
1− += ⋅ − = − = + =y

f x

x x
x x

x x

( )

,

,

,

=

− <

+ ≤ ≤

− >

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

4 1 0

1
4

4

9 4

2

   si 

  si 0

    si 

-2 3
-5 5

4
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Como no coinciden ambos valores, la función no será continua en x = 0. Dado
que a la izquierda de 0 la función está definida por 4x – 1, lo que hacemos es calcu-
lar el valor que toma este polinomio en x = 0, o mejor dicho tan cerca de cero como

queramos, pero a la izquierda. A la derecha de 0 la función esta definida por ,

y por eso calculamos el valor que toma este otro polinomio tan cerca de cero como
queramos.

Si hacemos lo mismo en x = 4 tendremos: 

Al coincidir los valores por la izquierda y por la derecha concluimos que la función es
continua en x = 4.

Resumiendo, afirmaremos que la función es continua en todo R salvo en 0, que
es discontinua. Además como los valores que toma la función a la izquierda y a la
derecha del 0 son finitos, diremos que la discontinuidad es de salto finito.

Otro tipo de funciones que pueden presentar discontinuidades son aquellas defi-
nidas como cocientes, pues si el denominador se hace cero la función puede presen-
tar saltos infinitos. Por ejemplo: 

Así, la función será continua en R - {5}, mientras que en x = 5 presenta una dis-
continuidad de salto infinito. En este caso no es necesario estudiar el comporta-
miento de la función cerca de x=5, pues directamente vemos que no existe. Es impo-

sible calcular .

Otra posible causa de discontinuidad es que no se haya definido la función en el

punto. Esto puede deberse a que se haya olvidado en la definición (caso de las fun-

ciones definidas a trozos), tal como ocurre en:

El punto problemático es x = 2, porque no existe f (2),

ya que no está definido en la función. Pero por

lo que f sería continua en x = 2. Si tuviéramos definida la función en ese punto, como: 

f sí sería continua en R.

La discontinuidad puede aparecer porque resulte la fracción . Cualquier número

es el cociente de esta división, pues todos los números multiplicados por cero dan cero.

0

0

f x
x x

x x
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,
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⎧
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1 2

5 2

   si  

  si  
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x x
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⎧
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A este exceso de resultados se le llama indeterminación. Un modo de decidir si la
función es continua consiste en resolver la indeterminación, que en el caso de frac-
ciones algebraicas se reduce a simplificarlas, como vemos en el ejemplo siguiente:

.

Si hallamos el valor de la función en x = 1 y x = --1 resulta: 

es una discontinuidad de salto infinito, pero es una inde-

terminación. En este caso como numerador y denominador son polinomios y se anu-
lan para x = --1, este valor es una raíz de ambos polinomios, por lo que ambos ten-
drán al binomio x + 1 como factor. Factorizamos el denominador porque el numera-
dor ya está, y después de simplificar obtenemos:

Es decir, sustituimos la función  .

Un último caso se presenta en . Fíjate que:

, por lo que la función no sería continua en x = 2, ya que
habría que despegar el lápiz para representar f (2). Esta situación es fácil de resolver
redefiniendo la función de modo que f (2) sea igual a 3.

En estos tres últimos casos se dice que la función presenta discontinuidades
evitables, o lo que es lo mismo, que haciendo un arreglo mínimo podemos redefinir
la función para que sea continua.

En resumen tenemos 3 posibilidades :

I. Que la función presente una discontinuidad inevitable de salto finito
(suele darse en funciones definidas a trozos).

II. Que la función presente una discontinuidad inevitable de salto infinito
(luego veremos que la función tendrá asíntotas verticales en los puntos en
los que presenta este tipo de discontinuidad).

III. Que la función presente una discontinuidad evitable y que se evita redefi-
niendo la función.

Los ejemplos y las actividades de este apartado van al final del apartado 3
Cálculo de límites, pues es necesario saber calcular límites para poder estudiar
correctamente la continuidad.

f f f( ) ( ) ( )2 9 2 2= ≠ − +  y  

f x
x x

x
x x
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,

,

=
+ <

=
− >

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

1 2

9 2

5 2
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       si  
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g( )1
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0
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g x x
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−
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−
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= −1

1

1

1 1

1

1
1

1

1 1

1

22
 luego  

g x x
x

x x( ) = +
−

⇒ − = ⇒ = ±1

1
1 0 1

2
2

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



176

2. Límite de una función en un punto

El símbolo , que se lee límite de f (x) cuando x tiende a a, es el valor al

que se acerca f cuando x se aproxima a a. Consideremos las siguientes tablas de

valores para la función en la que hemos dado valores próximos a

1, para calcular :

De las tablas puede observarse que al aproximarnos a 1, por un lado o por otro,

el valor de la función se aproxima a 6, luego: . Hagamos unas

observaciones a la vista de la tabla:

� Hemos construido dos tablas: una para acercarnos a 1 con valores menores que
él y muy próximos. Esta tabla nos daría el límite lateral por la izquierda, que se

representa por . Recuerda que a- indica que estamos a la izquierda de

a. En la otra tabla usamos números mayores que 1 pero también muy próximos
a él. De ella obtenemos el límite lateral por la derecha, que se representa por

. Con a+ nos referimos a los números mayores que a , que están a su

derecha. Para que exista el límite de la función en el punto, han de existir y coin-

cidir los límites laterales: . Normalmente son sólo

las funciones definidas a trozos las que pueden presentar problemas con los
límites laterales, mientras que en el resto de las funciones se puede calcular
el límite directamente, sin tener que recurrir a los límites laterales.

� Observa que . Esto es lo que va a ocurrir habitual-

mente: coincide con f (a), por lo que para calcular el límite bastará

con sustituir el valor al que tiende x directamente en la fórmula de la función.
Ya veremos que esto sucede porque trabajamos habitualmente con funcio-
nes continuas.

� Fíjate que conforme nos acercábamos a 1, tanto por la izquierda como por
la derecha, la función se iba acercando a 6. La definición rigurosa de límite
se basa en el hecho de que si fijamos una cota para la diferencia entre 1 y

lim
x a

f x
→

( )

lim
x

x x f
→

+ + = =
1

2 2 3 1 6( ) ( )

lim lim lim
x a x a x a

f x f x f x
→ → →+ −

= =( ) ( ) ( )

lim
x a

f x
→ +

( )

lim
x a

f x
→ −

( )

lim
x

x x
→

+ + =
1

2 2 3 6( )

lim
x

x x
→

+ +
1

2 2 3( )

f x x x( ) = + +2 2 3

lim
x a

f x
→

( )
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x 0,9999 0,99999 0,999999 0,9999999 0,99999999 0,999999999

f (x) 5,9996 5,99996 5,999996 5,9999996 5,99999996 5,999999996

x 1,0001 1,00001 1,000001 1,0000001 1,00000001 1,000000001

f (x) 6,0004 6,00004 6,000004 6,0000004 6,00000004 6,000000004
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el número x con el que nos acercamos a él, encontramos una cota para la dife-
rencia entre el límite 6 y f(x). Por ejemplo, cuando |1-- 0,999999|< 2 ·10-- 6 tene-
mos que |6 -- 5,999996|< 7 ·10-- 6. No obstante, la definición rigurosa de límite
no nos proporciona un método para calcular límites, sino que permite afirmar
que el número que damos como límite de verdad lo es.

Veamos algunos detalles curiosos y significativos:

� Consideremos, en primer lugar la función Observa que

pero no existe f(1), porque no está definida. Aunque parezca extraño, recuer-
da que el límite es el valor al que se acerca la función cuando x tiende al
punto, pero no es el valor de la función en el punto. El que coincidan el lími-
te y el valor de la función en el punto es debido a que tratamos con funcio-
nes continuas, que verifican obligatoriamente esta igualdad. 

� Observa otro detalle: escribimos límite lateral cuando hablamos de la función
f(x) en general, y escribimos sólo límite cuando sustituimos f(x) por la fórmu-
la con la que calcularemos el límite:

� Veamos ahora qué sucede con Observa que mientras que el

numerador se acerca a 8, el denominador cada vez se aproxima más a cero,
por lo que el cociente será cada vez mayor. Estamos tentados a escribir

directamente . Hay que evitar las tentaciones, porque depen-

diendo de cómo se acerque el denominador a cero, la función puede ir a 4
ó a - 4, y la diferencia entre ellos no es poca. Así, siempre que el denomina-
dor tienda a cero descomponemos el límite en sus límites laterales, pues
estos tendrán comportamientos diferentes. Obviamente, decir que un límite
es infinito, es decir que no existe tal límite, pues la función crece sin que
nada la pare.

� Un resultado importante, que conviene no olvidar, es que el límite, si existe,
es único.
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x x
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Estamos en condiciones ahora de escribir la definición de continuidad en un punto:
Decimos que f es continua en x = a cuando se cumplen las tres condiciones siguientes:

Todas las funciones que hemos visto hasta el momento son continuas, unas en
todo R y otras en sus dominios, por lo que podemos escribir:

De este modo, 

En este apartado sólo hemos visto límites de funciones sencillas, en el apartado
siguiente vamos a ampliar el tipo de funciones, y por ello situamos al final del apartado 3
las actividades y los ejemplos concernientes a la continuidad y al cálculo de límites.

lim ; lim ; lim( )

x

x

x x
e e e e x x

→−

−

→ →
= = = = = = =

1

1 1

2
0

2 2

2
1

π

π
sen sen tg tg0 0..

lim ;    lim 243;    lim 2;  
x x x

x x
→ → →

= = = = =
5 3

5 5

4
3 3 3 4

1. Existe f (a).

2. Existe , lo que significa, en el caso de funciones definidas a trozos, 

que existen los límites laterales y coinciden:

3. :coinciden el valor del límite con el valor de la función en el punto.lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

=

lim ( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f x f x f x
→ → →

= =
+ −

lim ( )
x a

f x
→

lim ,

lim ,

x a

x a

n n

k k k

x a n
→

→

=

=

para toda constante 

para todo  reall. Aquí están incluidas también las raíces de

  cualquier ííndice.

lim ln( ( )) ln( (

lim

lim ( ) ( )

x a n n

x a

f x f a

x a

x a
e e

f x f

→

→

→

=

=

=

1 1

aa

f x f a

f x f a
x a

x a

x

))

lim sen( ( )) sen( ( ))

lim cos( ( )) cos( ( ))

lim

→

→

=

=

→→

→

→

=

=
a

x a

x

f x f a

f x f a

tg( ( )) tg( ( ))

lim arc sen( ( )) arc sen( ( ))

lim
aa

x a

f x f a

f x f a

arc cos( ( )) arc cos( ( ))

lim arc tg( ( )) arc tg( (

=

=
→
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3. Cálculo de límites sencillos

3.1. Álgebra de límites
Con los resultados anteriores pocos límites podremos calcular. Necesitamos

algunas propiedades más, que se engloban bajo el nombre de álgebra de límites:

el límite de una suma es la suma de los límites.

Con el límite de la suma también calculamos los de la resta, recordando que res-
tar es sumar el opuesto, y el opuesto no es más que cambiar el signo.

el límite de un producto es el producto de límites.lim ( g)( ) ( lim ( ))( lim ( ))
x a x a x a

f x f x f x
→ → →

⋅ =

lim( )( ) lim ( ) lim ( )
x a x a x a

f g x f x g x
→ → →

+ = +

Calcula los límites siguientes:

a)  lim ( ) lim lim

     En lugar de 
x x x

x x
→ → →

+ = + = + =
3

2

3 3

2 24 4 4 3 13

eescribir tantas veces el término límite, podemos hacerlo ddirectamente,

     calculando el límite término a término yy sumando los resultados:

  lim ( x 5) ( ) ( ) 53b)
x

x
→

+ + = − + − + =
2

3 2 2 −− − + = −

+ + = + + = + + = +
→

8 2 5 5

1 1 1 1 2
1

5 5 4 1

.

.c)

d)

  lim( x e )

  lim

4

x

xx e e e

xx

xx e e
→

− = − = − = −
0

00 0 1 1(sen ) sen .

E j e m p l o sE j e m p l o s

Calcula los siguientes límites:

a)

b)

  lim ( e ) ( ) e
e

  lim (5 ) ( )

2 2 -2
2

3 3

x

x

x

x

x
→−

→

⋅ = − ⋅ =

= ⋅ = ⋅
2

4

2
4

5 4 5 644 320

7 1 7
1

2

=

⋅ = ⋅ = =

⋅

→

→

c)

d)

  lim(7 ) ln1 ln1 0

  lim ( en

x

x

x x

s x x

ln

ln
π

)) sen
2

ln
2

ln
2

= ⋅ =π π π
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el límite de un cociente es el cociente de

límites.

lim
lim

lim
,    lim

x a

x a

x a
x a

f
g

x
f x

g x
g x

→

→

→
→

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ( ) =

( )
( ) ( ) ≠ 0

Calcula los siguientes límites:

a)

b)

c)

d)

Cuando el denominador se acerque a cero y el numerador a un número, hemos de

proceder como lo hicimos en el apartado 1, calculando los límites laterales:

e)

Calcular el límite lateral no consiste más que en averiguar el signo del denominador
cerca del valor del que tomamos el límite, pues el del numerador ya es conocido. En
e) para calcular el límite por la derecha de -2 podemos coger -1,99, quedando el
denominador positivo (lo indicamos con 0+); para el límite por la izquierda usamos  -

2,01, quedando el denominador negativo (lo indicamos con 0-).

f)

lim
x

xe
x

e e
→

= =
5 2

5

2

252 2

5 25

lim
lim

lim
x

xx
x

x
x

→

→ −−
−

= −
⋅ −

= −
−
−

= − = ∞
−

7

2 2
7

2

1

2 14

1 7

2 7 14

48

0

1

2 14

48

0

xx

x
x→ ++

−
−

= − = −∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪ 7

21

2 14

48

0

lim
( )

lim

lim
x

x

x

x
x

x
x

→−

→− −

→

+
+

= ⋅ − +
− +

= −
+

+
= − = ∞

−

2

23 1

2

3 2 1

2 2

5

0

3 1

2

5

0

−− ++

+
+

= − = −∞

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪ 2

3 1

2

5

0

x
x

lim
cos

x x

x
e e→

= = =
0 0

0 1

1
1

cos

lim
tg( ) tg( 1 ) tg

x x

x
e e e e→− + − +

+ = − + = = =
1 2 1 2 1

1 1 0 0
0

lim
sen sen

2

ln
2

lnx

x
x→

= =
π

π

π π
2

1

2
ln

E j e m p l o sE j e m p l o s

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



181

el límite de una función elevada a otra es igual al

límite de la base elevada al límite del exponente.

3.2. Indeterminación 0/0
Para hallar el límite de un cociente hemos exigido que el denominador no se anu-

lase, porque si se anula la función tiende a 4 ó --4 . Cuando se anulan simultánea-

mente numerador y denominador estamos ante la indeterminación , pues cual-

quier número nos sirve como resultado del cociente (recuerda que cualquier número
por cero siempre es cero). 

Vamos a estudiar esta indeterminación en el caso de que numerador y denomi-
nador sean polinomios (a este tipo de funciones también se les llama fracciones
algebraicas) o funciones con raíces cuadradas. Para otro tipo de funciones hay que
usar una regla llamada Regla de L’Hôpital, cuyo contenido escapa al nivel de este
curso.

Si en una fracción algebraica se anula el numerador y el denominador para un
valor a, esto significa que son divisibles por x – a. Lo que haremos será factorizar
ambos polinomios y simplificar, con lo que desaparecerá la indeterminación. 

lim ( ( )) ( lim ( ))( ) lim ( )

x a

g x

x a

g x
f x f x x a

→ →
= →

0

0

Calcula los siguientes límites:

a)

b)

  lim( x 1) (1 )

  lim ( )

2 2 1 2

sen

x

x

x

x

x

x
→

+ +

→

+ − = + − = =

+ =
1

2 3

0

1 1 1 1

4 (( 4)

  lim ( ) ( )

  lim

sen

tg tg tg

0 4 1

2 2 2 0 0

0 0

2

2 2

+ = =

− = − = =
→

→

c)

d)

x

x

x

x

ππ

ππ(cosx ) (cos ) ( )sen sen+ = + = − + = =3 3 1 3 2 10 0x

E j e m p l o sE j e m p l o s

Calcula los siguientes límites:

a)

Factorizamos numerador y denominador usando la Regla de Ruffini o la ecuación 

de segundo grado (porque son polinomios de segundo grado) obteniendo:

lim      Indeterminación
x

x
x x→

−
− −

= −
− ⋅ −

=
3

2

2

2

2

9

2 3

3 9

3 2 3 3

0

0
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Los ejemplos y actividades siguientes versan sobre continuidad y cálculo de
límites.
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b)

Factorizamos numerador y denominador obteniendo:

c)

.

Multiplicamos y dividimos por el conjugado del denominador:  

Cuando tenemos raíces cuadradas hay que multiplicar y dividir por el conjugado del
término que contenga las raíces.

Multiplicamos y dividimos por el conjugado del numerador:

d)

lim lim
( )( )

( )
lim

( )
x x x

x
x

x x
x x

x
→ → →

+ − = + − + +
+ +

= +
0 0 0

2 1 1 2 1 1 2 1 1

2 1 1

2 1 22

( )

lim
( )

lim
( )

li

−
+ +

=

= + −
+ +

=
+ +

=
→ →

1

2 1 1

2 1 1

2 1 1

2

2 1 1

2

0 0

x x
x

x x
x

x xx x
mm

( ) ( )x x→ + +
=

+
=

0

2

2 1 1

2

1 1
1

lim          indeterminación
x

x
x→

+ − = − =
0

2 1 1 1 1
0

0
0

lim
( )( )

lim ( )
x x

x x
x

x
→ →

− + +
−

= + + = + + = + =
2 2

2 7 3
2

7 3 2 7 3 3 3 6

lim lim
( )( )

( )( )
lim

(
x x x

x
x

x x
x x

x
→ → →

−
+ −

= − + +
+ − + +

= −
2 2 2

2

7 3

2 7 3

7 3 7 3

2))( )

( )
lim

( )( )
2

x
x

x x
xx

+ +
+ −

= − + +
+ −

=
→

7 3

7 3

2 7 3
7 92 2

lim     indeterminación
x

x
x→

−
+ −

= −
+ −

=
2

2

7 3

2 2

2 7 3

0
0

x x x x x x x x
x x

xx

2 3 2

2

2

3

6 2 3 8 2 2 4

6
8

− − = + − + = + − + ⇒
− −

+
=

→−

( )( ); ( )( )

lim limm
( )( )

( )(x 2 )
lim

x 2 ( )2 2 2x x

x x
x x

x
x→− →−

+ −
+ − +

= −
− +

= − −
−2 2

2 3
2 4

3
4

2 3
2 −− − +

= −
2( )2 4

5
12

lim
( ) ( )

( )
    Inde

x

x x
x→−

− −
+

= − − − −
− +

= + −
− +

=
2

2

3

2

3

6
8

2 2 6
2 8

4 2 6
8 8

0
0

tterminación

x x x
x x x x

x
x xx

2

2 3

2

2

9 3 3

2 3 3 1

9
2 3

− = − +
− − = − +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ −

− −
=

→

( )( )

( )( )
lim liim

( )( )
( )( )

lim
x x

x x
x x

x
x→ →

− +
− +

= +
+

= =
3 3

3 3
3 1

3
1

6
4

3
2
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1. Calcula los siguientes límites:

a)

b)

2. Estudia la continuidad de                                          Representa la función.

Solución. El único punto donde puede presentar problemas para la continuidad es x = 0,
que es donde cambia de definición la función. Veamos si cumple las tres condiciones
exigidas para que la función sea continua en dicho punto: 

Existe  

Como los límites laterales son distin-

tos, no existe  , por lo que no es continua en este punto. Resumiendo, f es con-

tinua en R-{0}, presentando una discontinuidad de salto finito en x = 0.

Para representarla vemos que se trata de dos rectas por lo que serán suficientes 4 pun-
tos para hacerlo: 

3. Estudia la continuidad de la función                                . Represéntala gráficamente.

Solución. El único punto problemático es x=1, que es donde cambia de definición la fun-
ción. Estudiamos las 3 condiciones:

f (1) = 12 = 1

como no coinciden los límites laterales, no

existe  por lo que f no es continua en dicho punto. Resumiendo, f es continua en R-{1},
y presenta una discontinuidad de salto finito en  x = 1.

Ahora hay que representar una parábola y una recta:

lim ( ) lim ;    lim ( ) lim2
x x x x

f x x f x x
→ → → →− +

= = = = ⇒
1 1

2

1 1
1 2

( )
   si  1

   si  1
  f x x x

x x
=

≤
>

⎧
⎨
⎩

2

2

,

,

x -3 0-- 0 3

f (x) -3 0 6 12

lim ( )
x

f x
→0

lim ( ) lim ;    lim ( ) lim ( )
x x x x

f x x f x x
→ → → →− +

= = = + = ⇒
0 0 0 0

0 6 6

f ( ) .0 2 0 6 6= ⋅ + =

 ( )
   si  0

   si  0
  f x

x x
x x

=
<

+ ≥
⎧
⎨
⎩

,

,
.

2 6

lim ( ),   siendo  ( )
   si  2

   si  2
l

x
f x f x

x x
x→

=
− ≠

=
⎧
⎨
⎩

⇒
2

1

0

,

,
iim ( ) lim ( ) 1

x x
f x x

→ →
= − =

2 2
1

lim
x

x
x→

−
+

= ⋅ −
+

= −
1

2 5
7

2 1 5
1 7

3
8
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4. Estudia la continuidad de

Solución. En este caso los posibles puntos de discontinuidad son aquellos que anulan el

denominador. Resolver la ecuación: Para saber si son discontinuidades

de salto infinito o discontinuidades evitables (indeterminaciones ) sustituimos estos

valores en la función: 

en x = 1,  f presenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

en x = --1, f presenta otra discontinuidad inevitable de salto infinito.

Resumiendo, f es continua en R--{--1, 1}, y presenta discontinuidades inevitables de salto

infinito en –1 y 1.

5. Estudia la continuidad de 

Solución. Resolvemos la ecuación  , y sustituimos este valor en la fun-

ción:                                                            . Para resolver la indeterminación factorizamos

los polinomios y calculamos el límite cuando x→3 y si este límite existe definimos

f (3) =                  .

Factorizamos:     

Así, f es continua en R y presenta una discontinuidad evitable en  x = 3.

x x x x x x f x x
x

x2 3 3 2 6 2 3 3
3

2 3 2
− = − − = − ⇒ = −

−
= =

→ →
( ), ( ) ( ) lim

( )
( )

lim
x 3 x 3

33
2

.

lim
x

x x
x→

−
−3

2 3
2 6

f ( )      Indeterminación3 3 3 3
2 3 6

0
0

2

= − ⋅
⋅ −

=

2 6 0 3x x− = ⇒ =

 (- )
( )f 1

1 1
0

2
0

2

= − + = ⇒

 ( )f 1 1 1
0

2
0

2

= + = ⇒

f x x x
x

( ) = −
−

2 3
2 6

.

0
0

x x2 1 0 1− = ⇒ = ± .

f x x
x

( ) = +
−

2

2

1
1

.

x -2 0 1 1+ 3

f (x) 4 0 1 2 6

1
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6. Calcula los siguientes límites:     

Solución.

a)

Factorizamos numerador y denominador, sabiendo que ambos tienen un factor x -- 4.

El límite queda:

b)

7. Calcula los siguientes límites: a) ; b) .

Solución.

a)  lim calculamos los límites laterales al que
x x→ −

= ⇒
2

6
4 8

6
0

ddar un número partido por

      cero: lim (p
x x→

−− −
= = −∞

2

6
4 8

6
0

rrueba con 1,99);  lim (prueba con 2,01).

 

x x→
++ −

= = ∞
2

6
4 8

6
0

b)   lim
( )

( ) ( )
    Indeterminac

x

x
x x→−

+
− −

= − +
− − − −

=
1 2 2

3 3
2

3 1 3
1 1 2

0
0

iión

      Factorizamos el numerador y denominador, sabiendoo que   es un factor, obte-

      niendo   

x
x x

+
+ +

1

3 1 1( ), ( )(( )x
x

x

−
+

→−

2

3 1
1

, respectivamente. El límite valdrá:  

lim
( )

(xx x xx+ −
=

−
=

− −
= −

→−1 2
3

2
3

1 2
1

1)( )
lim

lim
x

x
x x→−

+
− −1 2

3 3
2

lim
x x→ −2

6
4 8

lim   Como queda un número partido por cero, hay
x x→ −

=
5

9
5

9
0

.   que calcular los

 límites laterales: lim (p
x x→

−− −
= = −∞

5

9
5

9
0

rrueba con 4,99);  lim  

(prueba con 5,01).
x x→

++ −
= = ∞

5

9
5

9
0

lim
( )

lim ( ) 4 4 0.
x x

x
x

x
→ →

−
−

= − = − =
4

2

4

4
4

4

lim x 4     Indeterminación
2 2

x

x
x→

− +
−

= − ⋅ +
−

=
4

8 16
4

8 4 16
4 4

0
0

a)   lim x ;       b)   lim
2

x x

x
x x→ →

− +
− −4 5

8 16
4

9
5
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Los ejemplos y actividades siguientes versan sobre continuidad y cálculo de
límites.

1. Estudia la continuidad de .

2. Estudia la continuidad de .

3. Estudia la continuidad de a) ;    b) .

4. Estudia la continuidad de .

5. Estudia la continuidad de .

6. Determina k para que f sea continua en x = 3, siendo .

7. Calcula   .

8. Calcula   .

9. Calcula   .

10. Calcula .

11. Calcula .

12. Calcula .lim
x

x x x
x x x→

− − −
− + +3

3 2

3 2

2 2 3

5 3 9

lim
x

x x x
x→

− − −
−7

3 2

2

4 19 14

49

lim
x

x
x→

+ −
0 2

3 9 3

lim
x

x
x→−

+ −
+1

5 2

1

lim
x

x
x→

−
+ −4

2 8

6 1 5

lim
x

x x x
x x→

− − +
− +2

3 2

3 2

8 12

3 4

f x
x x

x
x

k x
( )

    si  

                  si  

=
− +

−
≠

=

⎧ 2

2

6 9

3 27
3

3

,

,
⎨⎨
⎪

⎩⎪

f x x x
x x

( ) = − −
− −

2

2

2

2 3

f x x
x x

( ) = +
− −
5 1

2 82

y
x

=
+
1

4
y

x
= 3

f x x x x
x x

( )
   si  

ln( )        si  
=

− + ≤
− >

⎧
⎨
⎩

2 2 2 2

3 2

,

,

f x x x x
x x

( )
  si  

      si  
=

− + ≤ −
− > −

⎧
⎨
⎩

2 1 2

3 3 2

,

,
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4. Límites en el infinito

4.1. Límites en el infinito de funciones básicas

¿Qué significan ? Por 4 y -4 representamos valores

extraordinariamente grandes de la variable (en valor absoluto en el caso de -4, porque

considerado con el signo serían extraordinariamente pequeños). Gráficamente,  4
está a la derecha y el límite nos puede indicar qué le ocurre a la función cuando la

variable independiente crece indefinidamente, sin nada que la pare. Por su parte, -4
está a la izquierda, y en este caso nos indica qué le ocurre a la función cuando x
decrece indefinidamente. 

Se pueden plantear seis casos que recogen las gráficas en colores:

, lo que indica que la función está acotada acercándose a un valor k.

, lo que indica que f no está acotada superiormente y aumenta

tanto si la variable independiente crece, como si disminuye. 

, lo que indica que f no está acotada inferiormente y disminuye

tanto si la x aumenta, como si disminuye.

Aunque para calcular límites en el infinito hayamos recurrido a usar valores de
x muy grandes, conviene tener en cuenta que infinito no es un número, no sigue las

reglas que debe cumplir cualquier número, ya que, 4 +4 = 4, 4 ·4= 4, 44 = 4. En
realidad, es una convención matemática que indica la imposibilidad de detener algo
que aumenta.

Los siguientes resultados son bastante evidentes:

• lim  ,   lim  ,   lim   lim  ,  
x x x x→∞ →∞ →∞ →∞

= ∞ = ∞ = ∞ ⇒ = ∞ >x x x x rr2 0..  

lim  ( )
x→±∞

= −∞f x

lim  ( )
x→±∞

= ∞f x

lim  ( )
x→±∞

=f x k

lim  ( )     ó    lim  ( )
x x→∞ →−∞

f x f x

kf x ⎯⎯ →⎯ ±∞→

k ∞→xf

−∞⎯⎯ →⎯
∞→xf

−∞⎯⎯ →⎯
−∞→xf

−∞→xf
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Esto nos permite calcular límites como pues sirve

para cualquier valor real del exponente r.   

•

Fíjate que lo único que hemos de tener en cuenta es el exponente de la x, pues
si es impar, como se trata de - 4 , el signo será -, y si es par el signo será +.

•

Ahora podemos calcular límites como . Observa que

ahora el que sea 4 ó -4 es indiferente, pues 0 no tiene signo. 

El multiplicar por una constante no cambia ni el valor ni el signo del límite si ésta
es positiva, y cambia el signo si es negativa:

En el caso de el multiplicar por una constante, ya sea positiva o negativa,

y aunque sea muy grande, no cambia el valor del límite, verificándose que

Puedes ver que ¿Te sorprende el

último resultado? Recuerda que calcular el límite cuando x tiende a infinito es poner x
muy grande, y siempre podemos encontrar números mayores (y mucho mayores) que

10
20

(como 10
200

, 10
400

, 10
1000

, etc.), por lo que el cociente tenderá a cero, independien-
temente del valor de la constante, que es una cantidad fija, cosa que no ocurre con x. 

Este resultado es importante ya que nos va a permitir simplificar el cálculo de
límites de polinomios; bastará sacar en factor común el monomio de mayor grado:

Observa que al sacar como factor común el monomio de mayor grado tendremos
que ponerlo dividiendo a todos los demás términos. El único término del segundo
paréntesis que no se anula, al calcular el límite, es el 1, con lo que el límite infinito
de un polinomio queda reducido a calcular el límite del monomio de mayor grado, que
siempre será + 4 o - 4. Veamos otro ejemplo:

 lim  (2 ) lim  (2 ) 1 lim5 5= − + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≈ ⋅ =
→∞ →∞ →∞x x x

x
x x x

x1
3

2

6

2

1

23 4 5
  2 5x .

lim  (2  ) lim  (2 )5 5

x x
x x x x x

x
x
x x→∞ →∞

− + − = − + −
⎛

⎝
⎜3 6 1 1

3

2

6

2

1

2
2

2

5 5 5

⎞⎞

⎠
⎟ =

lim  0,   lim  0,  lim  0. 
x x xx x x→±∞ →±∞ →±∞

= − = =5 1899 10
2

20

lim  0. 
x r

k
x→±∞

=

  
1

xr

lim  ( ) ,   lim  ( ) ,   lim  ( ) ,   
x

3

x

8

x

3

→∞ →∞ →−∞
= ∞ − = −∞ = −∞7 2 7x x x llim  ( ) ( )  

x

5

→−∞
− = − − ∞ = ∞3x

lim  ,   ó   lim  
x x 5→±∞ →±∞

=1
0

1
7x x

lim  ,   lim  ,   lim  ,   lim  
x x x x→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

= = =1
0

1
0

1
0

1
2x x x xxr = 0,  

lim  ,  lim  ,  lim  ,  lim  
x x

2

x x

4

→−∞ →−∞ →−∞ →−∞
= −∞ = ∞ = −∞ = ∞x x x x3 ⇒⇒ = ⋅ ∞ >

→−∞
lim  (-1) ,  

x

rx rr 0.

lim  ,   ó   lim  , 
x x

5

→∞ →∞
= ∞ = ∞x x7
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Gracias a esto podemos escribir directamente que:

Por lo que respecta a la exponencial y el logaritmo vimos que:

Sin embargo, de las funciones trigonométricas no podemos decir qué les ocurre
ni en 4 ni en -4, debido a la periodicidad, por lo que no se pueden calcular

4.2. Indeterminaciones

Podemos aplicar las reglas del álgebra de límites para el cálculo de límites en el
infinito de funciones más complejas que las tratadas hasta ahora. Aunque parezca
un tanto extraño vamos a empezar por el límite de cocientes de funciones:

a) 

Aparece la indeterminación , debido a que ∞ no es un número, pues si lo

fuera no tendríamos indeterminación sino que escribiríamos que el resultado es 1.
Para resolver esta indeterminación simplificamos el cociente y luego calculamos el
límite, obteniendo: 

a) lim  lim  lim  3
x

5

x

5

x→∞ →∞ →∞

+ − +
+

≈ = = ∞3 4 6 1

1

33 2

4 4

x x x
x

x
x

x

∞
∞

lim  
lim

lim
    indetermi

x

5
x

5

x

→∞

→∞

→∞

+ − +
+

≈ = ∞
∞

3 4 6 1

1

33 2

4 4

x x x
x

x

x
nnación

∞
∞

∞ ∞,  -

lim sen        lim        lim tg  .    
x x x

x x x
→±∞ →±∞ →±∞

, cos ,

lim
x

x
→∞

= ∞ln .

lim       lim
x

x

x

xe e
→∞

−

→−∞

−= = ∞0, .

lim       lim
x

x

x

xe e
→∞ →−∞

= ∞ =, .0

lim ( ) lim ( )
x x

x x x
→∞ →∞

− + ≈3 2 4 42 2

lim  (3 ) lim  (3 ) 14 4

x x
x

x x
x

→−∞ →−∞
− +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ ≈ ⋅⎡⎣ ⎤1

1000

3

2

33 4 ⎦⎦ = = ∞
→−∞
lim  (3 )4

x
x

lim  (3  ) lim  (3 )4 4

x x
x x x x

x x→−∞ →−∞
− + = − +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

1000 2 1
1000

3

2

34 4

⎡⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =
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b) 

Procediendo como antes obtenemos:  

c)  

Observa que en el caso de polinomios, tanto en el numerador como en el deno-
minador (lo que se denomina fracciones algebraicas), pueden darse tres situaciones:

� Que el grado del numerador sea mayor que el grado del denominador: el
cociente será  ∞ ó --∞. 

� Que el grado del numerador sea igual al grado del denominador: el límite es
el cociente de los coeficientes de los monomios de mayor grado del nume-
rador y del denominador.

� Que el grado del numerador sea menor que el grado del denominador: el
límite del cociente siempre es cero.

lim  lim lim  
x x x→−∞ →−∞ →−∞

−
+

≈ = =7 45

1

7 7
0

3 3 2

x
x

x
x x

lim  lim  lim  
x x x→∞ →∞ →∞

−
−

≈ − = − =1 4

3

4

3

4

3
0

3

6

3

6 3

x
x x

x
x x

lim  lim  lim  
x x x→−∞ →−∞ →−∞

−
+ −

≈ = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=6 18

5 4 7

6

5

6
5

6
5

3

3

3

3

x
x x

x
x

lim  lim  lim  
x x x→∞ →∞ →∞

+
+ −

≈
−

= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −1 7

2 3 5

7

5

7
5

7
5

2

2

2

2

x
x x

x
x

lim  lim  lim
x x x→−∞ →−∞ →−∞

−
−

≈
−

=
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − −∞(3

1 4

3

4

3
4

6

3

6

3

3x x
x

x
x

x )) = ∞

lim  lim  lim
x x x→∞ →∞ →∞

−
−

≈
−

=
−

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −∞3

1 4

3

4

3
4

6

3

6

3

3x x
x

x
x

x

lim  
lim  7x

lim  3x
lim  lim  

x

x

x

2 x x→∞

→∞

→∞
→∞ →∞

+
−

≈ = =7 4

3 5

7

3

7
2 2

x
x

x
x 33

0
x

=

lim  lim  lim  
x x

3

x→−∞ →−∞ →−∞

− +
−

≈ = =1 2 4

3 15

4

3

4
3

4
3

3

3 3

x x
x

x
x

lim  
lim  4x

lim  3x
     

x

x

3

x

3→−∞

→−∞

→−∞

− +
−

≈ = −∞
−∞

= ∞
∞

1 2 4

3 15

3

3

x x
x
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Estos resultados pueden usarse directamente, aunque hay que tener precaución

con el primero de ellos, pues el que el límite sea ∞ ó --∞ depende no sólo de hacia

dónde tienda x, sino de los coeficientes de los monomios de mayor grado y del expo-

nente de  la x. 

Esta forma de resolver la indeterminación sólo sirve para las fracciones alge-

braicas y es necesario otro procedimiento para cocientes de otro tipo de funciones.

Casos triviales de límites en el infinito se producen cuando se suma infinito con

cualquier número, cuando se suman infinitos, cuando se multiplica infinito por un

número o cuando se multiplican infinitos:

También resulta una indeterminación cuando se obtiene ∞ --∞:

� Si se trata de la resta de fracciones algebraicas efectuaremos la resta de las
fracciones:

. 

El porqué cada fracción sale infinito está explicado al tratar la indetermina-

ción .

Sin embargo, si restamos las fracciones:

En este otro ejemplo el límite resulta --∞:

= + −
+

≈ − = −( ) = −∞
→∞ →∞ →∞

lim lim lim    
x x x

x x x
x

x
x

x
2 3 3

2

1

lim     indeterminación lim  
x x→∞ →∞

−
+

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ∞ − ∞ ⇒ −

+
⎛x x

x
x x

x

3 3

1 1⎝⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + −

+
=

→∞
lim

( )
x

x x x
x

1
1

3

lim  lim
( ) ( )
( )( )

l
x x→∞ →∞−

−
+

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = + − −

− +
=x

x
x

x
x x x x

x x

2 2 2 2

1 1
1 1
1 1

iim lim
x x→∞ →∞

+ − +
−

=
−

=x x x x
x

x
x

3 2 3 2

2

2

21

2

1
2

∞
∞

lim  lim lim       
x x x→∞ →∞ →∞−

−
+

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

−
−

+
= ∞ − ∞x

x
x

x
x

x
x

x

2 2 2 2

1 1 1 1
  indeterminación

lim   e
x→∞

( ) = ∞ ⋅ ∞ = ∞x x2

lim   e
x→∞

+( ) = ∞ + ∞ = ∞x x2

lim   e
x

-

→∞
+( ) = ∞ + = ∞3 0ln x x
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� Si se trata de funciones con raíces multiplicaremos y dividiremos por el con-
jugado del que tenga la raíz. Veamos algunos ejemplos:

a) 

b) 

En este tipo de indeterminación con raíces hay que tener cuidado con los
grados de numerador y denominador, y con el o los polinomios que poda-
mos tener dentro de la raíz,  por lo que es aconsejable operar con los
monomios de mayor grado para simplificar antes de dar el resultado.

Otra indeterminación es ∞ · 0 que se convierte en si escribimos 0 como , o

en si convertimos ∞ en En el nivel en el que nos desenvolvemos en el pre-

sente curso esta indeterminación es trivial:

Fíjate que para tener esta indeterminación hemos separado un cociente. Dado

que esta indeterminación puede convertirse en ó , en el caso de que no sean

polinomios, hay que usar otro procedimiento llamado Regla de L’Hôpital, que no se
verá en este curso.

∞
∞

0
0

lim       indeterminación lim
x x→∞ →∞

⋅⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⋅ ∞ ⇒ ⋅⎛
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⎠⎠⎟
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∞
∞
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x x
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lim lim
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1. Calcula los límites siguientes:

a) ;        b)

Solución.

a)

b)

2. Calcula 

Solución.

3. Calcula los siguientes límites:

a) ;        b) .

Solución.

a)

b)

4. Calcula 

Solución.
lim    indeterminación

lim

x

x

→∞

→∞

+ + −( ) = ∞ − ∞ =

=
+ + −( ) ⋅

1

1 1
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0
x

lim       indeterminación lim lim
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5. Asíntotas
Se llama asíntota a la recta a la que se acerca la función cuando la función no

está acotada en un punto (asíntota vertical), o a la recta a la que se acerca la fun-

ción cuando (asíntota horizontal y asíntota oblicua). Así, tenemos tres

tipos de asíntotas que estudiaremos seguidamente.

Una asíntota vertical indica que la función tiende a ∞ ó -∞ conforme x se acer-
ca a un punto. Este es el comportamiento que hemos visto en las funciones

y se da en funciones definidas como cocientes en

los puntos que anulan el denominador, o en el caso del logaritmo, en los puntos que
anulan el argumento. La ecuación de una asíntota vertical es x = a, siendo a el núme-
ro que anula al denominador o al argumento de un logaritmo. Veamos algunos ejem-
plos: 

tiene una asíntota vertical de ecuación x = 0 (eje Y); 

tiene una asíntota vertical de ecuación x = 5; 

y = ln(x + 4) tiene una asíntota vertical de ecuación x = - 4.

y
x

=
−
3

5

y
x

= 1

y
x

y
x

y x= =
−

=1 3
5

, , ln ,        ...

x → ±∞

13. Calcula los siguientes límites:

a) ;          b) .

14. Calcula  .

15. Calcula los siguientes límites:

a) ;         b) .

16. Calcula .lim
x→∞

− + − − −( )x x x x2 23 1 5 1

lim
x→∞

− + +
− +

7 4 1
3 5 6

3

3

x x
x x

lim
x→−∞

− + +
− +

2 3 6
5 3 1

4 2

3

x x x
x x

lim
x→∞

+ − − +( )2 3 1 2 12 2x x x

lim
x→−∞

− +
+ −

x x x
x x

5 4

2

3 6
2 6 3

lim
x→∞

+ − + −
+ −

1
2 3 5

2 3 4

4

x x x x
x x
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Para hallar la ecuación de las asíntotas verticales hay que resolver la ecuación:

Una vez hallada la ecuación de la asíntota vertical, para dibujarla, interesa saber
qué le ocurre a la función cerca de dicha asíntota. Para ello usaremos los límites late-
rales. En los ejemplos anteriores resulta:

En el caso de la función ln (x + 4) no tiene límite por la izquierda, porque no hay
logaritmos de números negativos.

Las asíntotas horizontal y oblicua nos indican adonde se acerca la función

cuando . Son dos rectas, una de ellas horizontal, tiene pendiente cero, y otra

oblicua, de pendiente distinta de cero.

Una función f tiene una asíntota horizontal cuando , siendo k un

número real. La ecuación de la asíntota horizontal es yH = k, donde escribimos el

subíndice H para distinguirlo de la función, que muchas veces se llama y. Una función

no tiene asíntota horizontal cuando . 

Si la función tiene asíntota horizontal, no tendrá asíntota oblicua, pues la horizon-
tal es un caso particular de la oblicua, con la pendiente igual a cero. Veamos algu-
nos ejemplos de asíntotas horizontales:

a)

b) y
x x

yH=
−

⇒
−

= ⇒ =
→±∞

3
8

3
8

0 0lim   (eje X)
x

y x
x

x
x

x
x

yH= +
−

⇒ +
−

≈ = ⇒ =
→±∞ →±∞

1
1

1
1

1 1lim lim
x x

lim ( )
x

f x
→±∞

= ±∞

lim ( )
x

f x k
→±∞

=

x → ±∞

0x =

x
1

3x =x3

5

−

lim ;       lim
x x→ + → −− +−

= = ∞
−

= = −∞
3 3

5
3

5
0

5
3

5
0x x

lim ;       lim
x x→ − → +− +

= = −∞ = = ∞
0 0

1 1
0

1 1
0x x

DENOMINADOR = 0  o, si la función es logarítmica,  ARGUMENTO = 0.
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c)

En este último ejemplo observamos que hay funciones que tienen distinta asín-
tota horizontal cuando x→∞ que cuando x→ −∞, aunque éste no suele ser el caso de
las fracciones algebraicas.

Para saber cómo se acerca la función a la asíntota horizontal (si lo hace por enci-

ma o lo hace por debajo), hay que estudiar el signo de la diferencia y − y H tanto en

∞ como en −∞. Veámoslo en las funciones anteriores:

a) 

De que y - yH > 0 concluimos que la función y va por encima de la asíntota y H

cuando x→∞, y de y − y H < 0 que la función y va por debajo de la asíntota y H cuando

x→ −∞. Gráficamente:

b) 

Como y - y H < 0 cuando x→ ∞, y va por debajo de y H, e inversamente, como
y − y H > 0 cuando x→ −∞, y va por encima de y H. 

y y
x x

x
x y y y y

x

H

H H
− =

−
− =

−
⇒ −

< → ∞ ⇒ − < ⇒ <

−
>

3
8

0
3

8

3
8

0 0

3
8

0

   cuando 

   cuuando x y y y yH H→ −∞ ⇒ − > ⇒ >

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪ 0

-5      -4       -3       -2        -1      0          1        2         3         4        5         6

3

2

1

-1

-2

y y x
x

x x
x x

x
x y y

H

H
− = +

−
− =

+ − −( )
−

=
−

⇒ −
> → ∞ ⇒ − >

1
1

1
1 1

1
2

1

2
1

0 0   cuando 

22
1

0 0
x

x y yH−
< → −∞ ⇒ − <

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪    cuando 

y e e e y xx x x
H= ⇒ = = ∞ ⇒ = → ∞−

→∞

−

→−∞

−lim   lim     cuando  
x x
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Gráficamente: 

c) No es necesario hacer ningún cálculo porque la exponencial siempre es posi-
tiva, luego la función e-x irá por encima de la asíntota y H.

Una asíntota oblicua es una recta de ecuación: yob = mx + n a la que se apro-
xima la función f cuando .

¿Cómo calculamos m y n? Si f se aproxima a y ob deberá verificar que

Observa que primero calculamos m, y debe dar un valor finito, pues en caso con-
trario no tendría asíntota oblicua, y luego calculamos n. Igual que en el caso de la
asíntota horizontal, para ver cómo se acerca la curva a la asíntota hay que calcular
el signo de la diferencia y − y ob. Recuerda que sólo buscaremos una asíntota obli-
cua cuando la función no tenga asíntota horizontal. También puede darse el caso
de que la asíntota oblicua sea distinta para x→ ∞ que para x→ −∞, aunque se pro-
duce en funciones más complejas que las que trataremos aquí. Veamos algunos
ejemplos:

a) y x
x

x
x

x
x

x
x x x

= +
−

⇒ +
−

≈ = = ±∞ ⇒
→±∞ →±∞ →±∞

2 2 21
3

1
3

lim lim lim   no tiene  asíntota horizontal.

lim ( ) lim ( ) lim ( )obx x x
f x y f x mx n n f x mx

→±∞ →±∞ →±∞
−( ) = ⇒ − −( ) = ⇒ = −(0 0 ))

lim
( )

lim
( )

lim
( )

lim
ob

x x x x

f x
y

f x
mx n

f x
mx

m
→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

= ⇒
+

≈ = ⇒ =1 1
ff x

x
( )

x → ±∞

1                    2                  3                    4                    5

x

y = 0
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Averiguamos si tiene asíntota oblicua:

La asíntota oblicua tiene por ecuación yob = x + 3. Para representar la asíntota
oblicua necesitamos dos puntos. Por ejemplo (−3, 0) y (3, 6) .

Para ver cómo se aproxima la función a la recta estudiamos el signo de la dife-
rencia y − y ob : 

Gráficamente

b)  y x
x

x
x

x
x

x
x x x

=
+

⇒
+

≈ = = ±∞ ⇒
→±∞ →±∞ →±∞

2
5

2
5

2
2

4

3

4

3

4

3
lim lim lim  No tienne asíntota horizontal

lim lim lim⇒ =
( )

= + =
→±∞ →±∞

m
f x

x

x
x

xx x

2
5

4

3

xx x

x x

x
x x

x
x

n f x mx x
x

→±∞ →±∞

→±∞ →±∞

+
≈ =

= ( ) −( ) =

2
5

2
2

2

4

4

4

4

4

lim

lim lim
33

4 3

3 35
2

2 2 5

5
10

5
0

+
−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

− +( )
+

= −
+

=
→±∞ →±∞

x
x x x

x
x

xx x
lim lim

- 20 20

20

y

y y x
x

x
x x x

x
x x

x x
− = +

−
− +( ) =

+ − −( ) +( )
−

=
+ − −( )

−
=

−0b

2 2 2 2
1
3

3
1 3 3

3

1 9

3
10

33
10

3
0 0

x
x y y y y y

−
> → ∞ ⇒ − > ⇒ > ⇒   cuando    va por encima de ob ob yy

x
x y y y y y

ob

ob ob   cuando    va por debajo 
10

3
0 0

−
< → −∞ ⇒ − < ⇒ < ⇒ dde oby

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

n f x mx x
x

x
x x x

x x x
= −( ) ≈ +

−
− ⋅⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =

+ −
→±∞ →±∞ →±∞
lim ( ) lim lim

2 2
1
3

1
1 −−( )

−
=

= + − +
−

= +
−

≈ =
→±∞ →±∞ →±∞

3

3

1 3
3

3 1
3

32 2

x
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lim lim  lim 33

m f x
x
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x x
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+
− = +
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3 1
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La asíntota oblicua tiene por ecuación yob =2x. Para representarla cogemos los pun-
tos (−3, −6) y (3, 6). La función se acerca a la asíntota oblicua de la siguiente manera:

Gráficamente sería:

-5                                 5

-10

y x = 2

y y x
x

x
x x x

x
x

x
x

x x
− =

+
− =

− +( )
+

= −
+

≈ − = − < ⇒ob

2
5

2
2 2 5

5
10

5
10 10

0
4

3

4 3

3 3 3 2

⇒⇒ − < ⇒ < ⇒y y y y y yob ob ob   va por debajo de 0

E j e m p l o sE j e m p l o s

1. Averigua las asíntotas de e indica cómo se aproxima la función a sus asíntotas.

Solución. Para hallar las asíntotas verticales resolvemos la ecuación denominador = 0,

que en este caso es La función tiene dos

asíntotas verticales de ecuaciones x = --2,  x = 2.

Para ver cómo se aproxima a cada asíntota vertical hay que calcular los límites laterales:

Para hallar la asíntota horizontal calculamos La función tiene como

asíntota horizontal la recta y H = 0, que es el eje X. La función se acerca a la asíntota

horizontal de la siguiente manera:

lim
x x→±∞ −

= ⇒5
3 12

0
2

lim   (prueba con 2,01); lim
x 2 x 2-→− + →−−

= = ∞ −
−

=
+

5
3 12

5
0

5
3 122 2x x

55
0

5
3 12

5
02

−

→ −

= −∞ −

−
= = −∞

−

(prueba con 1,99)

lim    (prueba co
x 2 x

nn 1,99); lim    (prueba con 2,01)
x 2→ ++ −

= = ∞5
3 12

5
02x

3 12 0 3 12 4 22 2 2x x x x− = ⇒ = ⇒ = ⇒ = ± ⇒

y
x

=
−

5
3 122
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La función va

por encima de la asíntota horizontal.

Como la función tiene asíntota horizontal no tendrá asíntota oblicua.

2. Averigua las asíntotas de y estudia cómo se acerca a sus asíntotas.

Solución. Para hallar las asíntotas verticales resolvemos la ecuación
La función tiene una asíntota vertical de ecuación x = 7, a la que se aproxima del modo
siguiente:

Para hallar la asíntota horizontal calculamos el límite , por

lo que la asíntota horizontal de la función tiene por ecuación y H = 4. La función se apro-

xima a la asíntota horizontal de la siguiente manera:

Por lo tanto, la función va por encima de la asíntota horizontal cuando x→ ∞ (pues

y − y H > 0) y va por debajo cuando x→ − ∞ (pues y − y H < 0).

3. Halla las asíntotas de la función y estudia el comportamiento de la función

cerca de sus asíntotas.

Solución. Resolvemos la ecuación x – 4 = 0, x = 4. Por tanto f tiene la asíntota vertical
x = 4, a la que se acerca del modo siguiente:

Como no tiene asíntota horizontal, por lo que

buscamos si tiene oblicua:

La asíntota oblicua tiene por ecuación y ob = 7x + 28. La función se acerca a la asíntota
oblicua del siguiente modo:

y y
x x x

y y y yH H H− =
−

− =
−

≈ > ⇒ − > ⇒ > ⇒5
3 12

0
5

3 12
5

32 2 2
  0  0  

lim
31
0

   (prueba con 6,99);     lim
x 7 - x 7-→ →

= +
−

= = −∞ =
+

4 3
7

4x
x

xx
x

+
−

= = ∞+
3

7
31
0

  (prueba con 7,01)  

m
x

x x
x

x
x

n

x x x x

x

= − =
−

≈ = =

=

→±∞ →±∞ →±∞ →±∞

→

lim
x

lim lim lim

lim

7
4 7

4
7

7 7

2

±±∞ →±∞ →±∞
( ) −( ) =

−
−⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
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− −( )
−

=f x mx x
x

x
x x x

xx x
lim lim

7
4

7
7 7 4

4

2 2

llim lim
x x

x
x

x
x→±∞ →±∞−

≈ =28
4

28
28

lim lim lim x    
x x x

x
x

x
x→±∞ →±∞ →±∞−

≈ = ( ) = ±∞7
4

7
7

2 2

lim    (prueba con 3,99);       lim
x x-

x
x→ − →−

= = −∞
+4

2

4

7
4

112
0

7xx
x

2

4
112
0−

= = +∞+   (prueba con 4,01) 

f x x
x( ) =

−
7

4

2

y y x
x

x x
x x

x
x

H− = +
−

− =
+ − −( )

−
=

−
⇒ −

> → ∞
4 3

7
4

4 3 4 7

7
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7
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0
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   cuando 

xx
x

−
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⎧

⎨
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7
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4. Averigua la asíntotas de e indica cómo se aproxima dicha función a  sus asíntotas.

Solución. Resolvemos la ecuación x + 9 = 0. Tiene como asíntota vertical x = −9 y se
acerca a ella del modo siguiente:

Asíntota horizontal no tiene porque , La asíntota oblicua

podemos calcularla sin necesidad de recurrir a la fórmula porque 

. La función se aproxima a la asíntota oblicua de la siguiente manera: 

por lo que y va por encima de y ob cuando x → ∞ y va por debajo cuando x → − ∞.

y y x
x

x
x

x
x

x
x

ob− = +
+

− =
+

⇒ +
> → ∞

+
< → −∞

⎧
1

9
1

9

1
9

0

1
9

0

  cuando 

  cuando 
⎨⎨
⎪

⎩
⎪

≈ ⇒ =
→±∞
lim

x obx y x

lim
x

x
x→±∞

−
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≈1
9

lim lim
x x

x
x

x
→±∞ →±∞

−
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≈ = ±∞1
9

lim  (prueba con -9,01);   

lim

x

x

x
x→− −

→−

−
−

+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − − = ∞
9

1
9

9
1
0

99

1
9

9
1
0+

−
+

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − − = −∞+x
x

 (prueba con -8,99)

y x
x

= −
+
1

9

f x y x
x

x
x x x

x x

x

ob( ) − =
−

− +( ) =
− +( ) −( )

−
=

−
⇒

⇒ −

7
4

7 28
7 7 28 4

4
112

4
112

4

2 2

>> → ∞ ⇒ > ⇒

−
<

0

112
4

0

      cuando   va por encima de  x f y f y

x

ob ob

       cuando   va por debajo de  x f y f yob ob→ −∞ ⇒ < ⇒

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

17. Averigua las asíntotas de la función                   y estudia el comportamiento de dicha fun-

ción cerca de sus asíntotas.

18. Halla las asíntotas de                      e indica cómo se aproxima la función a sus asíntotas.

19. Estudia el comportamiento de              cerca de sus asíntotas. Escribe las ecua-

ciones de dichas asíntotas.

20. Halla las ramas infinitas de                         e indica el comportamiento de la función cerca 

de ellas.

f x x
x

( ) =
−

3

2 16

f x x
x

( ) = −
+

7 5
1

2

2

f x x
x

( ) = +2 1

y x
x

= −
−

3
4
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






      


 

   





 



 
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      

   

   
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






  


  
 

    


  
   



   





 



 

 





   



 



 
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 



 



 



  



 



 


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


                 



 









 


 


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

  

  







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
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
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



 
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n la presente Unidad estudiamos la monotonía ( crecimiento y  decrecimiento de
las funciones), así como sus máximos y mínimos, estos conceptos tienen muchas
aplicaciones en economía ya que aparecen ligados a los conceptos coste míni-

mo y máxima producción; el estudio de la monotonía y de los máximos y mínimos de las
funciones se realiza con facilidad después del concepto de derivada estudiado en la
Unidad anterior.

Se utilizarán los conceptos de máximos y mínimos para resolver problemas de opti-
mación.

Una vez adquiridos los conocimientos anteriores, los aplicaremos a la representación de
funciones, ya que la gráficas nos aportan una visión rápida y clara del comportamiento de
las funciones.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de funciones sencillas.

2. Calcular máximo y mínimos relativos de funciones derivables.

3. Determinar intervalos de concavidad y convexidad en funciones derivables.

4. Calcular los puntos de inflexión en el caso de funciones derivables.

5. Utilizar los conocimiento de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad
para la representación gráfica de funciones polinómicas.

Aplicaciones de la derivada9

1. CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO DE LAS FUNCIONES  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 225
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1. Crecimiento y decrecimiento de
las funciones

Al recorrer de izquierda a derecha  la gráfica de la función representada debajo
del texto se observa que va hacia arriba; es
decir,  el valor de la ordenada de la función
crece.  Es un ejemplo de función creciente.

Si con las condiciones para la variable x1 < x2, se cumple la desigualdad estricta

para la función; es decir f(x1) < f(x2) se dice que la función es estrictamente

creciente. 

En la gráfica de la función representada debajo del texto, se observa lo contra-
rio; es decir, al recorrer la gráfica de izquierda a derecha el valor de la ordenada de
la función decrece, es un ejemplo de función decreciente.

Como en el caso anterior, si para x1 < x2 la

desigualdad es estricta para los valores de la función; es decir  f(x1) > f(x2) se dice

que la función es estrictamente decreciente. 

Cuando las funciones son crecientes o decrecientes en todo el dominio, se las
llama funciones monótonas. Las funciones representadas en la gráficas anteriores
son funciones monótonas.

a x1 x2 b

f(x2)

f(x1)

x2 ba x1

f(x1)

f(x2)

Una función f es creciente en un
intervalo (a, b) cuando para cualquier par
de valores x1 y x2 del intervalo, tales que 

x1 < x2, se cumple que f(x1) d f(x2).

Una función f es decreciente en un inter-
valo (a, b) cuando para cualquier par de valo-
res x1 y x2 del intervalo, tales que x1 < x2, se

cumple que f(x1) ≥ f(x2).
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2. Extremos de las funciones: máximos
y mínimos

Al recorrer de izquierda a
derecha la gráfica la función f
definida en el intervalo cerrado
[a, b] y representada aquí se
puede observar: 

� El valor f (a) es el menor
valor que toma la función en el
intervalo [a, b].

Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la función y = x2.

Solución. Se toman dos puntos x1 < x2 < 0 del  intervalo (−∞ ,0);

se eleva al cuadrado la desigualdad  y se tiene en cuenta que
los valores son negativos; por tanto x1

2 > x2
2 ; lo que indica que

la función es decreciente en dicho intervalo.

Se toman dos puntos 0< x1 < x2 del intervalo (0, ∞); se eleva

al cuadrado la desigualdad y resulta x1
2 < x2

2; lo que indica

que la función es creciente en dicho intervalo.

E j e m p l oE j e m p l o

0

CrecienteDecreciente

-0,5

2-2

0,5

1,5

1

2

1. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimientos de la función f representada en
la gráfica siguiente:

2. Dibuja la gráfica de la función y = x2 – 4x + 4 y determina los intervalos de crecimiento y
decrecimiento.

3. Dada la función y = – x2 + 6x – 9; determinar el crecimiento y decrecimiento en los inter-
valos (– ∞ , 3) y (3, ∞). 

1          5       8                 14

A c t i v i d a d e s

x1a x2 x3 b

f(a)

f(x2)

f(b)

f(x3)

f(x1)
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� El valor f (x3) es el mayor valor que toma la función en el intervalo [a, b].

Los valores  f (a) y f (x3) son los extremos absolutos de la función f en el interva-
lo [a, b]; f (a) es el mínimo absoluto y f (x3) es el máximo absoluto de la función f.  A
partir de estas observaciones definimos:

Una función presenta un máximo absoluto en x0 si f (x) d f (x0) para cualquier x
que pertenezca al dominio.

Una función presenta un mínimo absoluto en x0 si f (x) f f (x0) para cualquier x

que pertenezca al dominio.

Otras observaciones de la primera figura de este apartado son:

� El valor f(x1) es mayor que todos los valores próximos a él.

� El valor f(x2) es menor que todos los valores próximos a él.

� El valor f(x3) es mayor que todos los valores próximos a él.

Los valores f(x1); f(x2) y  f(x3) son extremos relativos de la función f en el inter-

valo [a, b].

Los valores f(x1) y f(x3) son máximos relativos y el valor f(x2) es un mínimo rela-

tivo de f. A partir de estas observaciones definimos:

Representa gráficamente la función y = x2 – 2x – 8 y calcula sus máximos y mínimos abso-
lutos en el intervalo [0,  5].

Solución.

Se representa  la función, en este caso es una parábo-

la cuyo vértice es e y = – 9; el punto (1, – 9)

es el vértice.

Se dan valores a x para construir una tabla
x 0      1       2     3  
y – 8   – 9    – 8   –1

El máximo absoluto se presenta en x = 5 y su valor es
y = 7.

El mínimo absoluto se encuentra en el vértice; decir en
x = 1 y su valor es y = –9

x = =2
2

1

E j e m p l oE j e m p l o

1

5

5

-5

-9

-10

(1, -9)

7
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Una función f presenta un máximo relativo en x0 si existe un intervalo

abierto I que contiene a x0; tal que el valor f (x0) es mayor que el valor

que toma la función en el intervalo citado I.

Una función f presenta un mínimo relativo en x0 si existe un intervalo

abierto I que contiene a x0; tal que el valor f(x0) es menor que el valor

que toma la función en el intervalo citado I.

Calcula los máximos y mínimos relativos de la función y = –x2 – x + 6 en el intervalo
[–2,3]. Indica si alguno de ellos es absoluto. 

Solución. 

Se dibuja la función, en este caso es una parábola de vér-

tice e ; el vértice es el punto 

Se dan valores a x para construir una tabla.

Tiene un máximo relativo que es el vértice 

No tiene mínimo relativo.

El máximo relativo es también máximo absoluto.

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

25
4

,

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1
2

25
4

,y = 25
4

x =
−
1
2

E j e m p l oE j e m p l o

x --2 --1 0 1 2

y 4 6 6 4 0

(-1/2, 25/4)
6

-6

4

-4

2

-2

2-2 3

4. Las funciones siguientes alcanzan en los intervalos que se indican máximos y mínimos
absolutos. Utiliza las graficas para calcularlos aproximadamente.

a) y = 2x – 6, en el intervalo [0, 4].

b)

c) en el intervalo [2, 5]

Indica si algunos de los valores obtenido son relativos.

y
x

=
−
3

1

y x x= − − −1
2

4 3 32 , [ , ] en el intervalo  
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3. Funciones derivables
Si las funciones objeto de estudio admiten derivada, el comportamiento de la fun-

ción derivada facilita el estudio de la monotonía, y de los extremos de la función.

3.1. Crecimiento y decrecimiento para fun-
ciones derivables

La gráfica de la figura adjunta
corresponde a una función creciente y
derivable en el intervalo (a, b); sobre
ella aparecen  dibujadas algunas tan-
gentes ; se observa que todas las rectas
tangentes forman un ángulo agudo con
la dirección positiva del eje de abscisas,
lo que indica que sus pendientes son
positivas,  y también la derivada de la
función, lo que nos permite afirmar:

Una función f creciente y derivable
en un intervalo (a, b) tiene su derivada positiva.

Por otra parte, si para un punto de la curva de abscisa x = x0 de (a, b) se cumple

que  ; debe ocurrir que el cociente sea positivo para valores

suficientemente pequeños de ∆x y como ∆y = f (x0 + h) - f (x0) > 0 y ∆x = x0 + h - x0 >0,

la función f tiene que ser creciente; por lo que podemos afirmar:

Si la derivada f ′(x) > 0 en un intervalo (a, b), la fun-
ción f (x) será creciente en dicho intervalo.

∆
∆

y
x

′ = >
→

y x y
xx

( )0
0

0
∆

∆
∆lim

5. Calcula los máximos y mínimos relativos de la funciones siguientes en los intervalos que
aparecen dibujadas.

a) b)

a b
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Análogo estudio se puede hacer
sobre una función f derivable y decre-
ciente en el intervalo (a, b); para concluir: 

Una función f decreciente y deri-
vable en un intervalo (a, b) tiene su
derivada negativa.

Recíprocamente:

3.2. Máximos y mínimos para funciones
derivables

La figura siguiente representa una función f con un máximo en x = x1 y un míni-

mo en x = x2, ambos relativos. En ellos se observa  que la tangente es horizontal y

por tanto la derivada es nula, que es la condición necesaria de extremo. 

• En el caso del máximo la función pasa de creciente en (a, x1) (derivada posi-

tiva) a decreciente en (x1, x2) (derivada negativa), que es la condición sufi-

ciente de máximo. 

• En el mínimo la función pasa de ser decreciente en (x1, x2) (derivada  nega-

tiva) a creciente en (x2, b) (derivada positiva), que es la condición suficien-

te de mínimo. 

a       x1 x2 b

Si la derivada f ′(x) < 0 en un intervalo (a, b), la función
f (x) será decreciente en dicho intervalo.

a b
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Esto nos permite afirmar:

• Si f es derivable y admite un extremo relativo en un punto entonces la
derivada en ese punto es nula.

• Si el punto es un máximo, la derivada a la izquierda es positiva y la
derecha es negativa.

• Si el punto es un mínimo, la derivada a la izquierda es negativa y a la
derecha es positiva.

De esta forma, la derivada de una función proporciona un estudio rápido de la
función como se indica en ejemplo siguiente.

Si bien es cierto que con la derivada primera se puede realizar el estudio de
extremos relativos; conviene a veces aplicar la derivada segunda, con ella la regla
para determinar los extremos relativos es la siguiente:

1º. Se calculan los valores que anulan la derivada primera y estos valores se
sustituyen en la derivada segunda:

2º. Si y ′′>0 nos encontramos ante un mínimo; si y ′′<0 el punto es un máximo.

1. Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento; los máximos y mínimos relativos
de la función:  f (x) = 2x3 + 3x2 – 12x.

Solución. Función derivada:  f ′(x) = 6x2 + 6x – 12.

Puntos donde se anula la primera derivada: 6x2 + 6x –12 = 0 ; x2 + x –2 = 0

Soluciones: x1 = –2 y x2 = 1.

Se construye una tabla en la que se divide la recta real en intervalos que tienen como
extremos los valores que anulan la derivada (–∞, –2)∪ (– 2, 1) ∪ (1,∞). Cogiendo un
punto arbitrario de estos intervalos y sustituyéndolo en f ′(x) calculamos el signo de f ′(x).

La función pasa de creciente en (–∞, –2) a decreciente en (–2, 1); por tanto en x = –2
la función presenta un máximo relativo de valor f (-2) = 4.

Mediante la segunda derivada: f ′′(x) = 12x + 6;    f ′′(–2) = –18 < 0 (máximo)

La función pasa de decreciente en (–2, 1) a creciente en (1, ∞); por tanto la función
presenta un mínimo relativo en x = 1 de valor f (1) = –7.

Mediante la segunda derivada: f ′′(x) = 12x + 6;    f ′′(1) = 18 > 0 (mínimo)

Función es creciente en (–∞, –2)∪ (1, ∞) y decreciente en (–2,1).

x –2                0        1    
f I(x) +                          –                              +
f (x) creciente              decreciente            creciente

E j e m p l o sE j e m p l o s
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2. Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento; los máximos y  mínimos relativos

de la función: 

Solución. Resolvemos la ecuación 1 – x2 = 0 para hallar el dominio de la función.

Dominio de la función: D = R – {–1, 1}

Función derivada: 

Puntos donde se anula la primera derivada: 2x = 0 x = 0

Se construye una tabla en la que se divide la recta real en intervalos con extremos los
valores donde la función no está definida y los valores que anulan la derivada. 

La función pasa de ser decreciente en (–1, 0) a creciente en (0, 1); por tanto en x = 0
la función presenta un mínimo.

El criterio de la derivada segunda en este caso no es demasiado útil.

Función es creciente en (0, 1)∪ (1, ∞) y decreciente en (–∞, –1) ∪ (–1, 0)

f x x
x

( ) =
−

2

21

′ = − − −
−

= − +
−

=
−

f x x x x x
x

x x x
x

x
x

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 1 2

1
2 2 2

1
2

1

2 2

2 2

3 3

2 2 2 2

x –1                  0                1
f ′(x) – –                   +         +
f (x) decreciente decreciente    creciente creciente

6. Estudiar la monotonía de las funciones: a) f (x) = x2 – 4;         b) g(x) = x3 – 7x2 + 8x –3.

7. Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento y  los máximos y  mínimos relati-
vos de las funciones:

a) y = x2 – 2x + 5,   b) y = 2x3 –3 x2 –12x + 4,   c) y = x3 – 5x 2+ 8x – 4,   d) .

8. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento; los máximos y  mínimos relati-
vos de las funciones.

a) y = x3 – 3x2 – 9x + 5,    b) y = x4 – 2x2 ,     c) y = x3 + x + 3,    d) 

9. Hallar el valor de a para que el máximo de la función la función y = – x2 + 4x + a valga 8.

10. Calcula a y b para que la función f (x) = x3 + a x 2 + b x + 1 tenga un mínimo en el punto
(2, –15)

y
x

=
−
2

42

y x
x

=
−1

A c t i v i d a d e s
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4. Problemas de máximos y mínimos

Los máximos y mínimos tienen aplicación en los problemas de optimización que
se presentan con frecuencia tanto en matemáticas como en otras ciencias. Merece
la pena destacar su aplicación en economía para determinar los mínimos de coste
en producción y los máximos en beneficios.

1. Calcular las dimensiones del rectángulo de área máxima cuyo perímetro sea de 40cm.
Calcular dicho área.

Solución.

En este problema tenemos que encontrar el máximo de la función
área.Si  x es la base e y la altura de un rectángulo su área será:
A(x, y) = xy

Como estamos ante una función de dos variables, intentamos encontrar una relación
entre las dos variables en este caso es el perímetro de los rectángulos: 

40 = 2x + 2y

de donde :                          y = 20 – x

Se sustituye este valor en la función área:  A(x) = x(20 – x) = 20x – x2

Se trata de encontrar los máximos de esta función; para la que se calcula la función
derivada:                                       A′(x) = 20 – 2x.

Se iguala a cero:    20 – 2x = 0; solución x = 10

Derivada segunda: A′′(x)= –2, como es negativa el área será máxima para x=10 e y = 10

Resulta que, de todos los rectángulos con igual perímetro, el que tiene mayor área es

el cuadrado: A = 10 ·10 = 100 cm2

2. Recortando cuadraditos de cada esquina de cartones rectangulares de dimensiones 12
y 16 cm. se pueden construir cajas sin tapa. Calcular las dimensiones de esos cuadra-
ditos, para que el volumen de las cajas sea máximo. ¿Cuánto vale dicho volumen?

Solución.

Estrategia: Cuando estamos ante problemas geométricos conviene rea-
lizar dibujos.

De la figura se deduce que la caja es un paralelepípedo; su volumen es
área de la base por la altura, en nuestro caso: V = (16 – 2x)(12 – 2x)x.

E j e m p l o sE j e m p l o s
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Se opera: V = 4x3 – 56x2 + 192x

En este caso, la función a maximizar únicamente contiene una variable, por lo que no
se necesita buscar una relación.

V I = 12x2 – 112x + 192.

Los ceros de la derivada primera serán los posibles máximos o mínimos de la función
volumen:

12x2 – 112x + 192 = 0; simplificando, queda, 3x2 – 28x + 48 = 0

Soluciones: x1 = 7,21   y    x2 = 2,26 

Dadas las condiciones del problema, la única solución válida es 2,26, puesto que no se
pueden cortar cuadrados de 7,21 cm en cartones rectangulares de 12 cm de altura.

V II = 24x – 112. Para x = 2,26, V II = 24 · 2,26 – 112 < 0, luego para este valor de x el volu-
men es máximo.

Valor del máximo: V = (16 – 2 · 2,26)(12 – 2 · 2,26) 2,26 = 194,06 cm3

11. Hallar dos números cuya suma sea 30  de forma que su producto sea máximo.

12. Se desea vallar un terreno rectangular con 6000 metros de valla de forma que la super-
ficie encerrada sea máxima.

13. Descomponer el número 50 en dos sumandos de modo que la suma del doble del  cua-
drado de uno de ellos y el triple del cuadrado del otro sea mínima.

14. Un envase de cartón para envasar leche tiene forma de paralelepípedo con base rectan-
gular, con un lado de doble longitud que el otro y con doble espesor de cartón en estas
dos bases. Si la capacidad  ha de ser de 1000 cm3, ¿cuáles son las dimensiones del reci-
piente más económico?

15. El dueño de un manantial de agua llega a la siguiente conclusión: si el precio al que
vende la botella es x euros, sus beneficios serán – x2 + 10x – 21 miles de euros diarios.
Representa la función precio-beneficio, e indica: a) ¿a qué precio debe vender la botella
para que el beneficio sea máximo? b) ¿cuál será ese beneficio? 

16. Con listones de madera de 3 m. de largo queremos fabricar marcos de cuadros; si la base
mide 50 cm., ¿cuánto mide la altura y la superficie del cuadro? Busca una relación fun-
cional entre la base del cuadro y la superficie del cuadro. ¿Para qué  valor de la base la
superficie es máxima?

17. El beneficio de una empresa de automóviles viene dado por B(x)= –20000000 + 800000x
– 0,2 x3, donde x es el número de vehículos producidos semanalmente. Hallar la produc-
ción que hace máximo el beneficio en el supuesto de que la empresa pueda fabricar
semanalmente: a) hasta  800 vehículos; b) menos de 1200 vehículos. 

A c t i v i d a d e s
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5. Concavidad y convexidad: puntos
de inflexión

Si se observa en la figura situada abajo la variación de las derivadas, es decir,
las pendiente de las tangentes a la curva al recorrerla de izquierda a derecha, se
puede afirmar que:

T Entre A y X1 las pendientes son positivas y decrecientes hasta anularse en

X1, a partir de este punto, las pendiente son negativas y decrecientes hasta

X2 donde alcanza el valor negativo más pequeño (un mínimo).

T A partir de X2 las pendientes siendo negativas crecen de nuevo hasta anular-

se en X3, a partir de este punto se hace positiva  y creciente hasta X4  donde

alcanza el valor máximo, a partir de este valor la pendiente vuelve a decre-

cer hasta B. 

A partir de las observaciones realizadas se estudia la curvatura de las funciones,
que puede ser de dos tipos diferentes:

T En el arco AX2, la derivada primera  decrece y la curva se dice que es cóncava.

T En al arco X2X4, la derivada primera crece y  la curva diremos que es con-
vexa; a partir de este punto vuelve a ser de nuevo cóncava.

Los puntos X2 y  X4 donde la curva cambia de curvatura y la función derivada pri-
mera alcanza un mínimo y un máximo respectivamente se llaman puntos de inflexión.

El crecimiento y decrecimiento de la derivada primera f ′ nos ha permitido carac-
terizar la curvatura; el signo de la función derivada segunda  f ′′, como derivada de la
función f I nos permite afirmar:

a x2x1 x3 bx4

A

X1

X2

X3

X4

B
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Para que haya puntos de inflexión, es condición
necesaria que se anule la derivada segunda; esta con-
dición no es suficiente. Por ejemplo la función y = x4

representada al lado; tiene la derivada primera y segun-
das nula en x = 0 y no tiene punto de inflexión en él.

APLICACIONES DE LA DERIVADA
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15
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5

-5

-2                 2                 

1. Estudiar la curvatura de  y los puntos de inflexión de la función y = x2 – 1.

Solución. Función derivada primera: y ′ = 2x. Función dervada segunda: y ′′ = 2.

La derivada primera es creciente; la curva es convexa en todo R y no tiene puntos de
inflexión.

2. Estudiar puntos de inflexión de la función y =  x3 + 3x2 – 9x + 8

Solución. Función derivada primera: y ′ = 3x2 + 6x - 9  

Función derivada segunda: y ′′ = 6x + 6

La función derivada segunda se anula en: 6x + 6 = 0; la solución x = –1 será un  posi-

ble punto de inflexión. Cogiendo un punto arbitrario en los intervalos (– 4, –1) y

(–1, –4) y sustituyendo en y ′′, hallamos el signo de y ′′. 

La función es cóncava en (–4, –1) y convexa (–1, 4)

La función presenta en x = –1 un punto de inflexión cóncavo - convexo. De pendiente

y I = 3(–1)2 + 6 (–1) – 9 = 12 y valor y = (–1)3 + 3(–1)2 – 9 (–1) + 8 = 19;   I = (–1, 19)

3. Estudiar la curvatura y los puntos de inflexión de la función f(x) = .

Solución. Dominio de la función: R – { –2}.

Función derivada: ′ = + −
+

= + −
+

= +
+

f x x x x
x

x x x
x

x x
x

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
2 2 1

2
2 4

2
4
2

2

2

2 2

2

2

2

x
x

2

2+

E j e m p l o sE j e m p l o s

x – 1
y ′′ – +

y cóncava                                       convexa

T Si f ′′ es positiva, la función f ′ será creciente y
la curva convexa.

T Si f ′′ es negativa, la función f ′ será decrecien-
te y la curva cóncava.
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6. Representación gráfica de funciones
polinómicas

Las funciones polinómicas  son de la forma y = p(x), donde p(x) indica un polino-
mio. Las siguientes funciones son polinómicas:

a) y = 3x + 4,   b) y = x2 – x – 6;    c) y = x3 – 6x2 + 2x –1 ;    d) y = x4 – 4x2

Los dos primeros ejemplos ya se han representado en unidades anteriores.

El primero y = 3x + 4 es una función lineal, su gráfica es una
recta; para representarla se determinan dos de sus puntos.

El segundo y =x2 –x–6 es una función polinómica de segun-
do grado  y su gráfica es una parábola; para representarla debes
recordar que lo más cómodo es determinar el vértice de la pará-
bola y para ello, con los conocimientos que se han adquirido, se
calcula anulando la primera derivada.

Derivada segunda:

La derivada segunda no se anula en ningún punto, puesto que el numerador es 8, por
eso la función no tiene puntos de inflexión, aunque en la tabla consideremos el –2 en
él la función no existe.

La curva es cóncava en (–∞, –2) y convexa (–2, ∞)

x – 2
y II –                                                 +
y cóncava                                       convexa

′′ = + + − + +
+

= + + − +f x x x x x x
x

x x x x
( )

( )( ) ( ) ( )
( )

( )( ) (2 4 2 4 2 2
2

2 4 2 42 2

4

2 ))
( ) ( )

2
2

8
23 3x x+

=
+

18. Estudiar la curvatura de las funciones: a) y = x2 ;      b) y = x3;      c) y = x4;     d) y = x5.

19. Estudiar la curvatura de las funciones: a) ;   b) ;   c) ;   d) y = 2x

20. Determina los intervalos  de concavidad y convexidad  y puntos de inflexión de la función
siguiente: f(x) = x4 – 6x + 2

21. Estudiar puntos de inflexión de la función y =  x4 – 6x2

y x=y
x

= 1
2

y
x

= −1
2

A c t i v i d a d e s
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y ′ = 2x – 1 = 0;        x = 1/2    y = –25/4

El vértice máximo o minimo se encuentra en V( 1/2; 25/4)

Como la función pasa de creciente a decreciente el vérti-
ce es un mínimo.

Otros valores para representarla se obtienen a partir de
los cortes con los ejes o con valores simétricos a la abscisa
del vértice

Funciones polinómicas de grado
superior a dos

Para representar las funciones polinómicas p(x) de grado superior a dos se debe
tener en cuenta:

• Que son funciones continuas en toda la recta real.

• Que tienen dos ramas infinitas, una en  +∞ y la otra en –∞

• Se deben localizar los extremos relativos.

• Si es posible encontrar los puntos de cortes con los ejes.

Con los datos anteriores se puede realizar un esbozo de la curva con bastante
precisión.

En consecuencia, para dibujar una función polinómica y = p(x) de grado superior
a dos se deben dar los siguientes pasos:

• Calcular: .

• Se calcula la función derivada y’ = p’(x) y se resuelve la ecuación p’(x) = 0;
sus soluciones son posibles extremos relativos. Se realiza el estudio del cre-
cimiento y decrecimiento de y = p(x) para ver qué valores de los obtenidos
son extremos y si son máximos o mínimos relativos. Se calculan los valores
que toman las ordenadas.

• Se dibujan y se unen con las ramas del infinito y el resultado es la gráfica de
la función.

• Se puede determinar si existen cortes con los ejes.

lim ( ) lim ( )
x x

p x p x
→∞ →−∞

y

x 1/2
y ′ – +

y decreciente             –25/4                   creciente
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1. Dibujar la gráfica de la función y = (x – 2)3

Solución. Ramas del infinito: 

Derivada de la función: y ′= 3(x–2)2

y ′= 0                        3(x–2)2 = 0                         x = 2

Como la derivada primera es positiva en todo la recta real x = 2 no
es extremo.

Cortes con los ejes: (x – 2 )3 = 0               x = 2 

2. Dibujar la gráfica de la función y = x3 –2x2 – 5x + 6

Solución. Ramas del infinito: 

Derivada de la función: y ′= 3x2 – 4x – 5

Los posibles extremos son las soluciones de la ecuación: 3x2 – 4x – 5 = 0 

Los posibles extremos se encuentran en los puntos A(– 0,78, 8,25) y B(2,12, – 4,06).

A partir de la tabla se deduce que el punto A es un máximo relativo y el B es un míni-
mo relativo.

x =
± − −

= ± = ± =

+ ≈

− ≈ −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

4 4 4 3 5
6

4 76
6

2 19
3

2 19
3

2 12

2 19
3

0 78

2 · ( ) ,

,

x x
x x x x x x

→−∞ →+∞
− − +( ) = −∞ − − +( ) = +∞lim lim

3 2 3 22 5 6 2 5 6;

x
x x

→−∞ →+∞
− = −∞ − = +∞lim lim

x
( ) ; ( )2 23 3

E j e m p l o sE j e m p l o s
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5

-5

-10

x – 0,78            0        2,12

y ′ +  – – +

y creciente decreciente creciente
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Los puntos de corte
con el eje de abscisas
se obtienen al resol-
ver la ecuación: 

x3 –2x2 – 5x + 6 = 0; se
aplica Ruffini y como
las soluciones son
enteras se obtiene
que la curva corta al
eje de abscisas en:

x = –2; 

x = 1 

x = 3.

Se representan estos
datos y al unirlos se
obtiene la gráfica.

3. Dibujar la gráfica de la función y = x4 – 9x2

Solución. Ramas del infinito: 

Derivada de la función: y ′ = 4x3 – 18x
Los posibles extremos son las soluciones de la ecuación: 4x3 –18x = 0 ; 2x(2x2 – 9) = 0;
de donde, x1 = 0 , x2 ≈ –2,1 y x3 ≈ 2,1.

Los posibles extremos son A(–2,1, –20,2); O(0, 0) y  B(2,1, –20,2)

Se deduce que A es un mínimo, O es un máximo y B es un mínimo, todos ellos
relativos.

La curva corta al eje de las x en
las soluciones de la ecuación: 

x4 – 9x2 = 0; cuyas soluciones son
x1 = 0, x2 = –3 y x3 = 3.

Se representan estos datos y al
unirlos se obtiene la gráfica.

lim ( ) ; lim ( )
x x

x x x x
→−∞ →+∞

− = ∞ − = ∞4 2 4 29 9

10

5

-5

-10

-2 1               3                5

(-0,7, 8,2)

(2,1, -4,0)

10

5

-5

-10

-2 1               3                5

(-0,7, 8,2)

(2,1, -4,0)

x -- 2,1                     0                   2,1

y ′ -- + -- +

y decreciente creciente decreciente creciente

40

20

-20

(-3, 0)       (0, 0)          (3, 0)

- 5                                                    5

(-2,1, -20,2)       (2,1, -20,2)

40

20

-20

(-3, 0)       (0, 0)          (3, 0)

- 5                                                    5

(-2,1, -20,2)       (2,1, -20,2)
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4. Dibujar la gráfica de la función .

Solución. Ramas del infinito: 

Derivada de la función: y ′= x3 – x2 – 6x

Posibles extremos son las soluciones de la ecuación: x3 – x2 – 6x = x(x2 – x – 6), de 
donde, x1 = 0 , x2 = –2 y x3 = 3.

Los posibles extremos son A(–2, –1,2); O( 0, 4) y  B(3, –11,7)

Se deduce que A es un mínimo, O es un máximo y B es un mínimo, todos ellos
relativos.

x x

x x x x x x
→−∞ →+∞

− − +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ∞ − − +⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ∞lim lim

4 3
2

4 3
2

4 3
3 4

4 3
3 4;

y x x x= − − +
4 3

2

4 3
3 4

x – 2                       0                    3

y ′ –  + – +

y decreciente creciente decreciente creciente

10

5

-5

-10

5

(3, -11,7)

(0, 4)

(-2, -1,2)

10

5

-5

-10

5

(3, -11,7)

(0, 4)

(-2, -1,2)

22. Dibujar las gráficas de las funciones : a) y = 2 – 4x – x2 ;       b) y = x3 – 4x, 

c) y =  x3 – 6x + 9,           d) y = x4 + 2x3.  

23. Representa gráficamente las siguientes funciones: a) y = x3 – 2x2 + 1,  b) y = x4 – x2, 

c) y =  – x3 + 6x2 – 9x,    d) y = x4 – 2x2

A c t i v i d a d e s

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



242

UNIDAD

n la Estadística distinguimos dos partes perfectamente diferenciadas.

La primera de ellas se dedica a recoger datos, ordenarlos, simplificarlos, clasificar-
los y obtener a partir de ellos un conjunto de valores que los identifican, y que ade-

más permiten hacer comparaciones con otros conjuntos de datos y estudiar relaciones entre
ellos; a esta parte se le conoce por Estadística Descriptiva.

La otra parte de la Estadística se denomina Inferencia estadística o Estadística Inferencial
y tiene por objeto hacer afirmaciones sobre una población a partir de los datos recogidos de
una muestra de esa población. En segundo curso de Bachillerato estudiaremos los concep-
tos básicos de la Inferencia estadística.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Ordenar y disponer los datos de una variable estadística en una tabla de distribución
de frecuencias.

2. Representar gráficamente los datos de una tabla de distribución de frecuencias.

3. Calcular y utilizar las medidas de centralización para asignar un número que identifi-
que a los datos de la variable estadística.

4. Calcular y utilizar las medidas de dispersión para conocer el grado de variación de los
datos respecto a la media.

5. Conocer la utilidad del coeficiente de variación para comparar distribuciones con la
misma dispersión y saber cuál está más concentrada alrededor de la media.

Distribuciones estadísticas10

1. VARIABLES ESTADÍSTICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
1.1. Tablas de distribución de frecuencias  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243
1.2. Representaciones gráficas  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245

2. MEDIDAS DE CENTRALIZACIÓN DE UNA VARIABLE ESTADÍSTICA  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247
2.1. Media aritmética  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248
2.2. Mediana  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249
2.3. Moda  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 250
2.4. Cuartiles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252

3. MEDIDAS DE DISPERSIÓN  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254
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3.2. Desviación media  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
3.3. Varianza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
3.4. Desviación típica  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255
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1. Variables estadísticas

La estadística estudia una característica o carácter de un conjunto de individuos
llamado población. Cuando la población es muy grande se recurre a un subconjun-
to denominado muestra.

El carácter en estudio puede adoptar diversas modalidades. A todas las modalida-
des que puede adoptar un determinado carácter le llamamos variable estadística.

La variable estadística puede ser cuantitativa o cualitativa. Por ejemplo, en la
población de los alumnos de un instituto: edad, estatura, calificaciones, número de
hermanos, etc., son caracteres cuantitativos; es decir, son caracteres contables o
medibles. Mientras que el lugar de nacimiento, el nombre de su equipo de fútbol favo-
rito, etc., son caracteres cualitativos. 

Los números que sirven para contar o medir un carácter cuantitativo, y que pue-
den variar con cada individuo, constituyen lo que se llama una variable estadística
cuantitativa. 

Las variables estadísticas cuantitativas pueden ser continuas o discretas. Las
variables son continuas si los valores que pueden tomar son los números reales de
un intervalo, mientras que las variables discretas sólo toman valores enteros positivos.

1.1. Tablas de distribución de frecuencias

Las variables estadísticas, cuantitativas o cualitativas, junto con las frecuencias
de cada modalidad constituyen una tabla de distribución de frecuencias o, simple-
mente, una distribución de frecuencias. Estas tablas tienen, además de los valo-
res de las variables y sus frecuencias, otras columnas: la frecuencia relativa, la fre-
cuencia acumulada, etc. Veamos en los ejemplos cómo se construyen.

1. En una encuesta realizada a 20 familias, se les preguntó por el número de hijos y se han
anotado los siguientes datos: 2, 0, 1, 3, 1, 1, 2, 0, 1, 0, 2, 3, 5, 2, 1, 0, 2, 1, 1, 4.
Construye una tabla de distribución de frecuencias absolutas y relativas. ¿ Podrías decir
qué porcentaje de familias tiene más de dos hijos?¿Y qué porcentaje de familias tiene
menos de tres hijos?

Solución. Llamando xi a los valores de la variable estadística, fi a sus frecuencias abso-

lutas, a las frecuencias relativas, donde n es el número de datos, Fi a las fre-

cuencias absolutas acumuladas y Hi a las frecuencias relativas acumuladas podemos

confeccionar la tabla siguiente:

h f
ni
i=
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Las frecuencias relativas expresan porcentajes, la suma de las frecuencias relativas de
más de dos hijos son: 0,10 + 0,05 + 0,05 = 0,20, el 20% de las familias de este estu-
dio tiene más de dos hijos.

El porcentaje de familias con menos de tres hijos nos lo da H2,  H2 = 0,80 = 80%.

2. Se toma el pulso a un grupo de 30 personas, obteniéndose los datos siguientes: 72, 66,
81, 74, 57, 58, 74, 62, 73, 65, 78, 75, 84, 72, 69, 76, 65, 79, 76, 68, 82, 71, 77, 72, 56,
62, 83, 63, 70, 73. Construir una tabla de distribución de frecuencias.

Solución. Se trata de una variable discreta aunque con muchos valores. Cuando los
valores de la variable son muy numerosos, los agrupamos en clases o intervalos.
¿Cuántas clases? Para responder a esta pregunta se puede utilizar el sentido común
y establecer que no excedan la decena, y desde luego no menos que 5. Existe una fór-
mula llamada fórmula de Sturges que aconseja que sean:

Nº de clases = 1 + 3,32 · log n,

siendo n el número de datos; siempre que sea posible, nos interesa que las clases
sean  todas de la misma amplitud.

En nuestro caso, es una variable discreta cuyo valor menor es 56 y el mayor 84, toma-
mos como rango de los valores de 55 a 84, y como clases: 55 -- 59, 60 -- 64, 65 -- 69,
70 -- 74, 75 -- 79, 80 -- 84.  Y construimos la tabla siguiente:

La marca de clase, xi, se usa como un valor representativo de todos los de la clase, y

corresponde al valor central de la clase, es decir, la semisuma de los extremos. 

Clases marca de clase xi fi Fi

55 -- 59 57 3 3
60 -- 64 62 3 6
65 -- 69 67 5 11
70 -- 74 72 9 20
75 -- 79 77 6 26
80 -- 84 82 4 30

n = 3fi = 30

xi fi hi Fi Hi

0 4 0,20 4 0,20

1 7 0,35 11 0,55

2 6 0,25 16 0,80

3 2 0,10 18 0,90

4 1 0,05 19 0,95
5 1 0,05 20 1

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



245

1.2. Representaciones gráficas

El objeto de las representaciones gráficas es mostrar de un modo ordenado y
agradable la información numérica para facilitar su estudio e interpretación. A partir
de las tablas de distribución de frecuencias se construyen representaciones gráficas
para este propósito. Veamos algunas muy conocidas.

El diagrama de rectángulos

Es una gráfica que se emplea para variables cualitativas y cuantitativas discre-
tas. Está formada por tantos rectángulos como valores o modalidades de la variable
y todos con igual base. La altura de los rectángulos es igual a la frecuencia absolu-
ta o relativa de cada valor. En el caso del ejemplo 2 anterior el diagrama de rectán-
gulos sería:

Diagrama de sectores

Se emplea también con variables cualitativas y cuantitativas discretas. Consiste
en dividir un círculo en sectores proporcionales a las frecuencias. Para dibujar un
sector necesitamos conocer el ángulo central, y que se calcula por la proporción:

En el caso del ejemplo 1 anterior correspondiente al número de hijos de 20 fami-
lias, los ángulos centrales son los siguientes:

Con un transportador de ángulos, sobre un círculo, no es difícil dibujar un diagra-
ma de sectores como este:

ángulo ángulo ángulo ángulo ángulo2
360

5
20

2 90 3 36 4 18 5= = = =, º; º; º; == 18º

ángulo ángulo ángulo ángulo0
360

4
20

0
4 360

20
72

1
360

7
20

1= = ⋅ = = =, º; ,
77 360

20
126

⋅ = º

ángulo del tor frecuencia
n de datos

sec
º360o

=

0

2

4

6

8

10

57 62 67 72 77 82
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Histograma
Cuando la variable es cuantitativa y los datos están agrupados en intervalos, se

construye un diagrama de rectángulos especial, llamado histograma, en que las
áreas de éstos, y no las alturas, indican las frecuencias. Al ser el área la frecuencia,
en los histogramas se cumple que:  Frecuencia = amplitud de la clase· altura

Por ejemplo, si tuviéramos una distribución como:

que corresponde a las puntuaciones obtenidas por 65 personas en un test de
100 preguntas, entonces el histograma sería:

clases f hi i

0 30 6 0 10

30 40 11 0 17

40 50 17 0 26

50 60 13 0 20

60 70 1

−
−
−
−
−

,

,

,

,

00 0 15

70 100 8 0 12

65 1

,

,−

20%

35%

25%

10%

5%

5%

0

1

2

3

4

5
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Al histograma le hemos añadido el polígono de frecuencias, que aparece si
unimos por trazos rectos los puntos medios de las bases superiores de los rectángulos
del histograma. Cuando el número de datos crece indefinidamente y al mismo tiempo
hacemos los intervalos cada vez más pequeños, el polígono de frecuencias tiende a
una curva suave y continua que, si se trata de frecuencias relativas,  es conocida
con el nombre de función densidad, y de la que oiremos hablar en la Unidad 12.  

2. Medidas de centralización de una
variable estadística

A veces es necesario disponer de un valor numérico que represente la diversidad de
valores de una distribución de frecuencias de una variable estadística. A los valores numé-
ricos que cumplen esta función se les llama parámetros centrales o medidas de centrali-
zación de una distribución, y, como sabemos, son: la media, la mediana y la moda.

1. En una encuesta realizada a 40 familias, en la que se preguntaba el número de hijos, se
obtuvieron los siguientes datos: 1, 1, 2, 0, 1, 0, 2, 3, 0, 2, 3, 5, 0, 1, 0, 2, 2, 0, 1, 3,1, 1,
0,  5, 0, 1, 0, 2, 1, 1, 0, 2, 0, 1, 3, 1, 1, 2, 0, 4. 

Construye una tabla de distribución de frecuencias que incluya frecuencias relativas y
porcentajes. ¿Qué porcentaje de familias no tienen hijos? ¿Cuántas familias tienen
menos de dos hijos?

2. En un test de 100 preguntas, contestado por 120 alumnos, se han obtenido los siguien-
tes resultados:

a) Completa la tabla con las columnas de frecuencias relativas, porcentajes y frecuen-
cias acumuladas.

b) Dibuja el histograma y el polígono de frecuencias de la tabla.

c) Calcula el porcentaje de alumnos que han contestado a menos de 50 preguntas
correctamente.

Respuestas correctas Nº de alumnos
[0, 10) 6

[10, 20) 4
[20, 30) 12
[30, 40) 8
[40, 50) 14
[50, 60) 15
[60, 70) 12
[70, 80) 23
[80, 90) 19

[90, 100) 7

A c t i v i d a d e s
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2.1. Media aritmética

La media aritmética de un conjunto de números es el cociente que resulta de

dividir la suma de todos los números por el total de éstos. Se representa por .

Si los valores de una variable estadística no tienen frecuencias, y son:

, es decir n valores, la media aritmética se calcula por la fórmula,

Si los datos vienen con frecuencias y los n datos se distribuyen en k valores de la

variable, o de las marcas de clase cuando están agrupados, y éstos son ;

y , las frecuencias respectivas, donde , entonces la media

aritmética se calcula con la fórmula:

La media aritmética es la medida o parámetro de centralización más empleado.
Con todo, está influida por los valores extremos de una distribución o por algún valor
extravagante, en estos casos pierde algo de significado. Refleja, sin embargo, todas
las alteraciones que sufran los datos:

• Si se suma la misma cantidad a todos los valores de la variable, la
media resulta aumentada en esa cantidad.

• Si se multiplican todos los valores de la variable por el mismo número,
la media resulta multiplicada por ese número.

Existe además otra media de un conjunto de n números, que se llama media
ponderada, y se calcula cuando los datos no tienen todos el mismo peso. La media
ponderada se obtiene sumando todos los productos de cada valor por su peso divi-
diendo el resultado por la suma de los pesos. La fórmula es:

x x p x p x p
p p p

x p

p
p

n n

n

i i
i

n

i
i

n=
⋅ + ⋅ + + ⋅

+ + +
=

⋅
=

=

∑

∑
1 1 2 2

1 2

1

1

...
...

x x f x f x f
n

x f

n
k k

i i
i

k

=
⋅ + ⋅ + + ⋅

=
⋅

=
∑

1 1 2 2 1...

f f f nk1 2+ + + =...f f fk1 2, ,...,

x x xn1 2, ,...,

x x x x
n

x

n
n

i
i

n

=
+ + +
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∑
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x x xn1 2, ,...,

x
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2.2. Mediana

Mediana es el valor de la variable estadística, suponiendo que los datos estén
ordenados, que ocupa la posición central; es decir, deja a su izquierda el mismo
número de datos que a su derecha. Se simboliza por Me.

En una distribución sencilla de variable discreta, la mediana corresponde al valor
central si el número de datos es impar, pero si el número de datos es par, la media-
na es la media de los dos valores centrales.

En:  0, 0, 1,1, 1, 1, 2, 2, 2 ,  Me = 1.

En:  1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8,     Me = 

En el caso de una distribución con muchos datos, pero sin agrupar, la mediana
es el primer valor cuya frecuencia absoluta acumulada está por encima de la mitad
de los datos.

Por ejemplo, en la distribución  , n = 27, n/2 = 13,5 y las fre-

cuencias absolutas acumuladas son:  5, 11, 20, 24, 27, la primera frecuencia acumula-
da por encima del mitad de los datos es 20, y corresponde a x3 = 2, entonces Me = 2.

Sin embargo, en la distribución ,  n = 24, n / 2 = 12 y la fre-

cuencia acumulada correspondiente al valor 1 es también 12, en este caso tomamos
como mediana la media entre los dos valores cuyas frecuencias acumuladas son

igual y mayor que n / 2,  Me = 

En el caso de una variable continua, cuyos datos se encuentran agrupados en
intervalos, se llama clase mediana a aquella cuya frecuencia absoluta acumulada
sobrepasa la mitad de los datos.

Como valor aproximado de la mediana puede tomarse la marca de clase de la
clase mediana, pero si queremos mayor precisión, entonces la mediana es un núme-
ro dentro de la clase mediana que se obtiene por la fórmula:

Me e
n F

f
ci

Me

Me
= +

−
⋅

−2 1

1 2
2

1 5
+ = ,

x
f

i

i

0 1 2 3 4

5 7 6 4 2

x
f

i

i

0 1 2 3 4

5 6 9 4 3

4 5
2

4 5
+ = ,
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En dicha fórmula, tenemos que:

� ei es el extremo inferior de la clase mediana;

� c es la amplitud de la clase mediana;

� n es el número total de datos;

� fMe es la frecuencia absoluta de la clase mediana;

� FMe-1 es la frecuencia absoluta acumulada inmediatamente anterior a la de la

clase mediana.

La principal ventaja de la mediana como medida de centralización es que no está
influida por los valores extremos, ni por datos extravagantes, aunque tiene serios
inconvenientes: no es fácil su empleo en operaciones algebraicas y no tiene en cuen-
ta el valor de todos los datos.

2.3. Moda

Se conoce como Moda de una variable estadística al valor que tiene mayor fre-
cuencia absoluta. Se simboliza por Mo. 

Cuando la variable es discreta la moda se obtiene buscando el valor de la varia-
ble que tiene mayor frecuencia. A veces, la moda no es única, es decir, la distribu-
ción puede tener dos, tres o más modas, en cuyo caso recibe el nombre de bimodal,
trimodal, etc.

Si los datos se encuentran agrupados en intervalos, la clase de mayor frecuen-
cia se llama clase modal. Es frecuente tomar como moda la marca de clase de la
clase modal, pero si queremos mayor precisión, entonces el cálculo de la moda se
hace por la fórmula:

en la cual se tiene que:

� ei es el extremo inferior de la clase modal;

� c es la amplitud de la clase modal;

� fMo , fMo-1, fMo+1 son, las frecuencias absolutas de la clase modal, la clase ante-

rior a la clase modal y la posterior a la clase modal.

La moda tiene las mismas ventajas e inconvenientes que la mediana: no está
influida por los valores extremos, ni por datos extravagantes, pero no tiene en cuen-
ta el valor de todos los datos, ni se puede operar algebraicamente con ella. 

Mo e
f f

f f f f
ci

Mo Mo

Mo Mo Mo Mo
= +

−
− + −

⋅−

− +

1

1 1( ) ( )
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El tiempo en minutos que tardan 87 empleados de una empresa en llegar desde su casa al
trabajo se muestra en la tabla siguiente:

a) Calcula la duración media de los trayectos de casa al trabajo de los 87 empleados.

b) Calcula la mediana correspondiente a la variable duración del trayecto casa-trabajo.

c) Calcula la moda correspondiente a la variable duración del trayecto casa-trabajo. 

Solución. a) Construimos una tabla para hallar la duración media

Minutos Marca de clase, xi fi xi fi 

(0, 5) 2,5 6 15

[5, 10) 7,5 7 52,5

[10, 15) 12,5 18 225

[15, 20) 17,5 22 385

[20, 25) 22,5 17 382,5

[25, 30) 27,5 11 302,5

[30, 35] 32,5 6 195

Totales 87 1557,5

Borramos, antes que nada los datos de la memoria, por si los hubiera, con la tecla
e introducimos los valores y sus frecuencias 

2.5 6 7.5 7 12.5 18 17.5 22 22,5 17

27.5 11 32.5 6

Una vez introducidos los datos las teclas y  dan la media.

b) Como n / 2 = 43,5 la clase mediana es [15, 20), la primera cuya frecuencia acumula-
da sobrepasa a la mitad de los datos, la marca de clase correspondiente, 17,5, será
la mediana. Si queremos afinar más, por la fórmula de la mediana, obtenemos:

= 17,84

Es decir, el 50% de los empleados tarda más de 17,84 minutos y el 50% menos que
esa cantidad.

x = =1557 5
87

17 9022
,

,

Me = +
−

⋅15

87
2

31

22
5

xSHIFT

× DATADATA×

×××× DATA× DATADATADATADATA

SACSHIFT

Minutos (0, 5) [5, 10) [10, 15) [15, 20) [20, 25) [25, 30) [30, 35]

empleados 6 7 18 22 17 11 6

E j e m p l oE j e m p l o

Por tanto, la duración media es 17,9
minutos.
Con una calculadora científica es toda-

vía más fácil, con las teclas 

ponemos la calculadora en modo esta-
dístico, en la pantalla aparece SD
(standard deviation), y ya están acti-
vas las teclas escritas en azul. 

·MODE
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2.4. Cuartiles

Si ordenamos los datos de menor a mayor, se llaman cuartiles a los valores de
la variable que dividen al conjunto de datos en cuatro partes iguales. El primero se
simboliza por Q1 y deja a su izquierda el 25% de los datos  y a su derecha el 75%,

el segundo cuartil coincide con la mediana, Q2 = Me, y el tercer cuartil se simboliza

por Q3 y deja a su izquierda el 75% de los datos y a su derecha el 25%.

El cálculo de los cuartiles primero y tercero es similar al de la mediana y se
obtienen por las fórmulas:

en donde: 

� e1 o e3 es el extremo inferior de la clase a la que pertenece el cuartil;

� c es la amplitud de la clase a la que pertenece el cuartil;

� n es el número total de datos;

� es la frecuencia absoluta de la clase a la que pertenece el cuartil;

� es la frecuencia absoluta acumulada inmediatamente anterior a

la de la clase a la que pertenece el cuartil.

Como en el caso de la mediana, la clase a la que pertenece Q 1 es aquella cuya

frecuencia absoluta acumulada sobrepasa la cuarta parte de los datos, y la clase a
la que pertenece Q 3 es aquella cuya frecuencia absoluta acumulada sobrepasa las

tres cuartas partes de los datos.

F FQ Q1 31 1− −o

f fQ Q1 3
o

Q e
n F

f
c

Q

Q
3 3

1

3
4 3

3

= +
−

⋅
−

Q e
n F

f
c

Q

Q
1 1

14 1

1

= +
−

⋅
−

DISTRIBUCIONES ESTADÍSTICAS 

10UNIDAD

c) La mayor frecuencia es  22 y la clase modal será también [15, 20). Un primer valor

para la moda sería la marca de clase 17,5. Si queremos más precisión, usamos la

fórmula de la moda y obtenemos:

El valor 17,22 es el que tiene mayor frecuencia.

Mo = + −
− + −

⋅ =15
22 18

22 18 22 17
5 17 2222

( ) ( )
,
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Un test de 100 preguntas, realizado a 90 alumnos,  ha arrojado las puntuaciones que figu-
ran en la tabla adjunta. 

Hallar Q1, Q 2 o Me, Q 3.

Solución. La cuarta parte, la mitad y las tres cuartas
partes de los datos son: 22,5, 45 y  67,5; por lo tanto,
Q1 pertenece a la clase 60 – 69, la clase mediana es

70 – 79 y Q3 pertenece a 80 – 89.

Empleamos la fórmula que permite calcular los cuartiles,

Me = 

Entre 65 y 82,36 están el 50% de las puntuaciones centrales registradas, a la diferen-
cia Q3 – Q1 se denomina el recorrido intercuartílico 82,36 – 65 = 17,64 

A los cuartiles, y a otras medidas semejantes llamadas deciles y percentiles, también
se les conoce como medidas de posición porque permiten situar un dato con
respecto al resto de la distribución.

Q2 70

90
2

31

32
10 74 37= +

−
⋅ = , Q3 80

90 3
4

63

19
10 82 36= +

⋅ −
⋅ = ,

Q1 60

90
4

14

17
10 65= +

−
⋅ =

E j e m p l oE j e m p l o

Calificación Nº de estudiantes

0 - 39
40 - 49
50 - 59
60 - 69
70 - 79
80 - 89

90 - 100

2
3
9

17
32
19
8

3. Una asignatura se aprueba con un examen y un trabajo. El trabajo supone el 30% de la
nota. ¿Qué nota tendrá que sacar un alumno en el examen si en el trabajo obtuvo un 8? 

4. Un profesor ha realizado cuatro exámenes a sus alumnos: el segundo cuenta el doble
que el primero, el tercero el triple que el primero y el cuarto el doble que el primero. ¿Cuál
será la nota final de un alumno que obtuvo en cada examen: 3, 5, 4 y 6?

5. Para determinar la nota de selectividad, el 60% corresponde a la media de los dos cur-
sos de Bachillerato y el 40% a la calificación obtenida en las pruebas de acceso. Si un
alumno tenía 6,3 como media del Bachillerato y consiguió 5,2 en las pruebas de acceso,
¿cuál será su nota de selectividad? ¿Qué nota mínima debe conseguir en las pruebas de
acceso un alumno que tiene de media de Bachillerato un 5,2?

6. Las alturas en centímetros de 12 chicos son: 158, 162, 176, 184, 167, 196, 158, 165, 176,
184, 198, 165. Halla la media, mediana y moda. 

7. Se toma el pulso a un grupo de 30 personas, obteniéndose los datos siguientes: 72, 66,
81, 74, 57, 58, 74, 62, 73, 65, 78, 75, 84, 72, 69, 76, 65, 79, 76, 68, 82, 71, 77, 72, 56,
62, 83, 63, 70, 73. Calcular la media, la mediana, la moda y el primer cuartil.

A c t i v i d a d e s
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3. Medidas de dispersión 
Puede ocurrir que dos distribuciones distintas tengan los parámetros centrales

muy parecidos o iguales y sin embargo las distribuciones ser completamente diferen-
tes. Por tanto, se necesitan otras medidas que nos indiquen el grado de variación de
los datos respecto a la media. Estas nuevas medidas, que llamamos parámetros o
medidas de dispersión, informan del grado de dispersión o de concentración de los
datos en relación a la media. Veamos cuales son. 

3.1. Recorrido o rango
El recorrido o rango de una variable estadística es la diferencia entre el mayor

y el menor valor de los datos. Se simboliza R, es decir,

R x x= −máx mín
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8. Se han anotado las duraciones de 50 viajes de ferrocarril entre dos ciudades y se ha con-
feccionado la siguiente tabla:

Calcula la duración media del viaje, la
mediana, la moda y el tercer cuartil.

9. Un pediatra ha registrado el peso de 45 niños y niñas de 6 meses, y ha confeccionado la
tabla siguiente:

Calcula el peso medio, la mediana y el
recorrido intercuartilico de la variable
peso de todas esas criaturas.

10. Las temperaturas máximas en una ciudad durante el mes de mayo han sido: 26, 26, 30,
30, 31, 27, 28, 27, 27, 26, 26, 37, 27, 28, 28, 29, 27, 26, 25, 22, 28, 28, 27, 28,29, 30, 26,
25, 27, 29, 37.

Calcula la media moda y la mediana.

11. Se han registrado los accidentes de tráfico
y las edades de los conductores durante
cierto periodo de tiempo en un determinado
país obteniéndose la siguiente distribución
por edades. Calcula los tres cuartiles.

Duración viaje en minutos Frecuencia
60 – 69 25

70 – 79 10

80 – 89 9

90 – 99 4

100 – 109 2

Peso en kg Frecuencia

[6, 7) 5

[7, 8) 11

[8, 9) 18

[9, 10) 8

[10, 11) 3

Edad Nº de accidentes

[20, 25) 1231

[25, 30) 610

[30, 35) 442

[35, 40) 336

[40, 50) 173

[50, 60) 95

[60, 90) 30
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3.2. Desviación media
Se define la desviación media de una variable estadística a la suma de los pro-

ductos de los valores absolutos de las desviaciones de los valores o marcas de clase
respecto de la media aritmética multiplicados por sus frecuencias y divididos por el
total de los datos. Se simboliza por DM y viene dada por:

3.3. Varianza
La varianza es la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones de

todos los valores de la variable estadística o marcas de clase respecto de la media,
y se simboliza por s 2.

Si los valores de la variable son , y no se repite ninguno, entonces

La varianza, s2, también se puede expresar por:

que tambien se puede expresar por: 

Si los valores (o las marcas de clase) vienen con frecuencias, la varianza se cal-
cula con las fórmulas que figuran a continuación que, como vimos anteriormente en
el caso sencillo, son equivalentes:

La varianza es siempre positiva, pero tiene un pequeño inconveniente no se
expresa en las mismas unidades que los datos; es decir, si por ejemplo los datos son
en cm la varianza sería cm2. 

3.4. Desviación típica
Para subsanar el pequeño defecto de la varianza se define la desviación típica

de una variable estadística como la raíz cuadrada positiva de la varianza. Y ésta sí
tiene las mismas unidades que los datos.
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La representamos por la letra s y viene expresada por:

La desviación típica es el parámetro de dispersión más utilizado. Y tiene algunas
propiedades interesantes:

� Si sumamos una cantidad constante a todos los valores de la variable, la
desviación típica no varía.

� Si multiplicamos todos los valores de la variable por la misma cantidad, la
desviación típica queda multiplicada por esa cantidad.
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1. Se han registrado las distancias en km, desde su casa al trabajo, de 40 empleados de
una empresa situada en un polígono industrial, y han resultado los siguientes datos: 3,
5, 10, 15, 20, 25, 3, 6, 12, 18, 23, 28, 4, 8, 14, 15, 22, 25, 8, 19, 10, 20, 9, 12, 16, 11, 15,
13, 18, 23, 10, 17, 22, 12, 15, 25, 14, 18, 20, 22.  

Hallar la media, la varianza y la desviación típica

Solución. Agrupamos los datos en clases, de amplitud 5 km, que incluyan el extremo
izquierdo del intervalo, pero no el derecho. Construimos con los datos suministrados
la tabla siguiente:

La media de las distancias será:

La varianza es la media de los cuadrados de las desviaciones, o separaciones, de
cada uno de los valores de la variable respecto a la media aritmética.

La desviación típica de una distribución estadística es la raíz cuadrada de la varianza.
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630
40

15 75, kilómetros

Clases en km Marcas de clase xi fi xi · fi

[0, 5) 2,5 3 7,5
[5, 10) 7,5 5 37,5
[10, 15) 12,5 10 125,5
[15, 20) 17,5 10 175,5
[20, 25) 22,5 8 180
[25, 30) 27,5 4 110

3fi = 40 3xi · fi = 630

E j e m p l o sE j e m p l o s
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Completamos el cuadro anterior con la columna x
i
· f

i
. Luego multiplicando la primera

columna de la tabla por la tercera se obtiene la columna encabezada por x
i

2 · f
i
.

La varianza  s 2 = =

La desviación típica  

2. Al pesar 32  profesores de un Instituto se obtuvieron los siguientes datos en kg: 48,5, 52,
58, 60, 65, 70,5, 77, 83, 89, 49, 53, 59, 61,5, 68, 74, 78,5, 55, 62, 67, 73, 63, 66, 71,5,
62, 65, 72, 64, 66, 71, 63,5, 69, 68,5.

Calcular la media, la varianza y la desviación típica.

Solución. El mayor valor es 89 y el menor 48,5. Los agrupamos en clases o intervalos
semicerrados, de 5 kg, comenzando en 45 y terminando en 90. Hacemos un cuadro
con las clases, las marcas de clase y la frecuencia.

Este ejemplo lo vamos a resolver con ayuda de una calculadora.

1º) Establecemos el modo estadístico. Pulsamos . Aparece en pantalla las
letras SD.

2º) Borramos el contenido de la memoria estadística .

3º) Introducimos los valores de la tabla:

47.5 2 52.5 3 57.5 2 62.5 7 67.5 8

72.5 6 77.5 2 82.5 87.5× DATA × DATA DATA DATA

× DATA × DATA × DATA × DATA × DATA

SHIFT SAC

MODE ·

Clases xi fi

[45, 50) 47,5 2

[50, 55) 52,5 3

[55, 60) 57,5 2

[60, 65) 62,5 7
[65, 70) 67,5 8
[70, 75) 72,5 6
[75, 80) 77,5 2

[80, 85) 82,5 1
[85, 90) 87,5 1

3fi = 32

xi fi xi · fi xi
2 · fi

2,5 3 7,5 18,75
7,5 5 37,5 281,25

12,5 10 125,5 1562,5
17,5 10 175,5 3062,5
22,5 8 180 4050
27,5 4 110 3025

3fi = 40 3xi
2· fi = 12000

s s= = =2 51 9375 7 20676, , ...

12000
40

15 75 51 93752− =, , .
( )x x f

n
x f
n

xi i i i− ⋅
=

⋅
−∑ ∑2 2

2

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



258

DISTRIBUCIONES ESTADÍSTICAS 

10UNIDAD

4º) Con obtenemos la media,  = 65,78125

Con obtenemos la desviación típica,  s = 9,2372...

Con obtenemos la varianza, s2 = 85,3271....

En las calculadoras aparece la tecla que corresponde a un parámetro cuyo

cuadrado se llama cuasivarianza y tiene importancia en el estudio de las estima-
ciones estadísticas, pero que no es nuestro caso. En otros modelos y marcas de
calculadoras debe consultarse el manual de uso, aunque todas tienen instruccio-
nes similares.

σn -1

x2σn

σn

SHIFTSHIFT

SHIFT

xSHIFT x

12. Las alturas en centímetros de 12 chicos son: 158, 162, 176, 184, 167, 196, 158, 165, 176,
184, 198, 165. Hallar la varianza y la desviación típica.

13. Se toma el pulso a un grupo de 30 personas, obteniéndose los datos siguientes: 72, 66,
81, 74, 57, 58, 74, 62, 73, 65, 78, 75, 84, 72, 69, 76, 65, 79, 76, 68, 82, 71, 77, 72, 56,
62, 83, 63, 70, 73. Calcular la desviación media, la varianza y la desviación típica.

14. Las temperaturas máximas en una ciudad durante el mes de mayo han sido: 26, 26, 30,
30, 31, 27, 28, 27, 27, 26, 26, 37, 27, 28, 28, 29, 27, 26, 25, 22, 28, 28, 27, 28,29, 30, 26,
25, 27, 29, 37. Calcula la varianza y la desviación típica

15. El sueldo mensual de 35 empleados de una empresa viene dado por:

Calcular la media, la varianza y la desviación típica.

16. Se han anotado las duraciones de 50 viajes de ferrocarril entre dos ciudades y se ha con-
feccionado la siguiente tabla:

Como ya sabes la duración media del viaje, calcula la varianza y la desviación típica.

Duración viaje en minutos Frecuencia
60 – 69 25
70 – 79 10
80 – 89 9
90 – 99 4

100 – 109 2

Sueldo(euros) 550 780 975 1100 1600 1800

Nº empleados 10 8 7 5 3 2

A c t i v i d a d e s
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4. Coeficiente de variación
Al comparar la dispersión de dos distribuciones, puede ocurrir que tengan la

misma desviación típica y que las dispersiones sean totalmente diferentes. No es lo
mismo una desviación típica de 2 kg en una población pollos que en una vacas. Por
lo que vamos a definir un parámetro que nos permite medir la desviación típica,

tomando la media como unidad, y consiste en calcular el cociente 

A este cociente se llama coeficiente de variación y suele expresarse en tantos
por cien, por lo tanto habrá que multiplicarlo por 100, y lo simbolizamos por Vp , 

El coeficiente de variación mide, en tantos por cien, la desviación de una dispersión
con respecto a la media. Cuanto más pequeño sea el coeficiente de variación, los datos
estarán más concentrados alrededor de la media, y ésta resultará más significativa.

V s
xp = ⋅100

s
x

.

Tenemos dos marcas de bombillas, A y B, elegimos dos muestras de 10 bombillas de cada
marca y anotamos la duración, en horas, de cada una de ellas, resultando:

Calcula el coeficiente de variación de cada muestra.

Solución. Empleando la calculadora obtenemos que en las bombillas de la marca A,

269 y sA = 33,3, mientras que en las bombillas de la marca B, 286,5 y sB = 26,17.

Los coeficientes de variación serán:

, para la marca A, y para la marca

B.  La marca B tiene una duración media mayor y además la dispersión es menor con
respecto a la media. 

A 260 285 250 350 290 280 245 265 230 235

B 250 310 270 290 325 300 280 285 240 315

VP = ⋅ =26 17
286 5

100 9 13
,
,

, %VP = ⋅ =33 3
269

100 12 37
,

, %

xB =xA =

E j e m p l oE j e m p l o

17. Las alturas en cm de los jugadores de dos equipos de fútbol son:

Equipo A: 187, 170, 183, 177, 182, 174, 187, 180, 172, 177, 178, 187, 179, 174, 188, 175, 181.

Equipo B:  188, 170, 176, 178, 185, 180, 185,177,173, 174,  174,  179, 182, 171, 191, 188, 168, 165.

Calcula el coeficiente de variación de cada equipo y compara su dispersión

18. El peso de 5 chicos es: 55, 63, 57, 66 y 65 kg, y sus alturas respectivas: 175, 168, 174, 179
y 181 cm. Halla el coeficiente de variación de cada grupo de datos y compara su dispersión.

A c t i v i d a d e s
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UNIDAD

n muchos campos del conocimiento surge la necesidad de establecer relaciones
entre dos conjuntos de datos, o dos variables estadísticas, aun sabiendo que tal
relación no puede ser funcional, es decir, que no existe una fórmula que permita

obtener los datos de uno de los conjuntos, o de una de las variables, a partir de los del otro,
o de la otra variable.

Hay dos problemas fundamentales en el estudio de las relaciones entre dos variables
estadísticas. El primero consiste en considerar una de las variables, la mejor conocida, como
variable independiente y encontrar una función, en nuestro caso sólo hablaremos de la fun-
ción lineal, que ilustre de modo aproximado la relación entre las dos variables y permita
hacer predicciones para algunos datos desconocidos. A este problema se le conoce como
Análisis de la Regresión o simplemente ajuste de los datos por la recta de regresión. El
segundo de los problemas conduce al cálculo del coeficiente de correlación lineal que mide
el grado de interdependencia  lineal entre dos variables estadísticas, cuando los datos de
ambas tienen la misma fiabilidad y no tiene mucho sentido tomar una de las variables como
variable independiente.

El propósito de esta Unidad es, en primer lugar, encontrar la recta de regresión entre dos
variables estadísticas y continuación, mediante el empleo de coeficiente de correlación, ave-
riguar si el grado de relación entre las variables es lo suficientemente grande como para que
la recta de regresión tenga alguna utilidad.  

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Identificar las variables estadísticas dobles como el estudio de dos características en
cada individuo de una población.

2. Representar las variables estadísticas dobles por una nube de puntos.

3. Calcular la función lineal que mejor se aproxime a los puntos de una nube.

4. Analizar el grado de relación entre dos variables empleando el coeficiente de correlación.

Distribuciones estadísticas
dobles11

1. VARIABLES ESTADÍSTICAS DOBLES  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261
2. DIAGRAMA DE DISPERSIÓN O NUBE DE PUNTOS  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262
3. AJUSTE DE LA NUBE DE PUNTOS POR UNA RECTA. RECTA DE REGRESIÓN  . . . . . . . . . . . . . . . . . 265
4. CONCEPTO DE CORRELACIÓN  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272

4.1. Covarianza . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272
4.2. Coeficiente de correlación  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273
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1. Variables estadísticas dobles
En una población estudiaremos dos variables estadísticas: una variable que

denominamos X y otra que denominamos Y, de modo que cada individuo de la pobla-
ción estará determinado por un par de datos (xi, yj), en el que xi representa los valo-
res o marcas de clase de la variable X e yj representa los valores o marcas de clase
de la variable Y.

Al estudio conjunto de dos características o variables estadísticas unidimensio-
nales X e Y sobre una misma población se acostumbra a llamarlo variable estadís-
tica bidimensional. 

Por ejemplo, en una evaluación de 30 alumnos se ha registrado el número de
suspensos y el número de horas diarias que dedica cada uno al estudio, obteniéndo-
se los siguientes resultados:

(0, 2)  (2, 2)  (5, 0)  (2, 1)  (1, 2)  (1, 3)  (0, 4)  (4, 0)  (2, 2)  (2, 1)  (1, 2)  (0, 4)  (1, 3)
(4, 2)  (1, 2)  (2, 1)  (1, 2)  (0, 2)  (0, 3)  (2, 3)  (2, 2)  (2, 2)  (1, 2)  (6, 0)  (3, 1)  (2, 2)
(1, 2)  (3, 1)  (4, 1)  (1, 2)

Estamos ante dos variables. La variable X, la más fiable, cuenta el número de
suspensos y sirve para explicar la variable Y, las horas diarias de estudio. El par
(xi, yj) registra el número de suspensos, xi , y el número de horas de estudio, yi . 

Los datos de una variable estadística bidimensional se distribuyen en tablas de
frecuencias de doble entrada, así:

En la primera columna de la tabla hemos puesto los valores de la variable X y en
la primera fila los valores de la variable Y, y en cada casilla figura la frecuencia abso-
luta fij del par (xi, yj). La última fila y la última columna presentan las llamadas distri-
buciones marginales. En la última fila figuran las frecuencias de la variable Y y en
la última columna las frecuencias de la variable X. Las distribuciones de frecuencias
bidimensionales se reflejan en tablas de doble entrada, que en el caso general sería
así:

0 1 2 3 4 Totales

0 0 0 2 1 2 5

1 0 0 7 2 0 9

2 0 3 5 1 0 9

3 0 2 0 0 0 2

4 1 1 1 0 0 3

5 1 0 0 0 0 1

6 1 0 0 0 0 1

Totales 3 6 15 4 2 30

X Y
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Sin embargo, cuando el número de datos u observaciones es pequeño, en vez
de tablas de doble entrada, emplearemos tablas simples de dos filas, de modo que
en cada columna figuren los valores, (xi, yj), correspondientes a las dos variables. En
lo sucesivo sólo emplearemos tablas de dos filas ( o de dos columnas, si las tablas
las ponemos de pie).  

Por ejemplo, las calificaciones de 12 alumnos en Matemáticas y Lengua son las
siguientes:

(2, 2), (4, 7), (4, 4), (6, 2), (4, 5), (6, 5), (3, 6), (6, 4), (5, 8), (7, 1), (3, 7), (7, 6). 

Estos datos se disponen en una tabla simple de dos filas así: 

Matemáticas 2 4 4 6 4 6 3 6 5 7 3 7

Lengua 2 7 4 2 5 5 6 4 8 1 7 6

2. Diagrama de dispersión o nube
de puntos

Cuando las variables X e Y de una distribución bidimensional son cuantitativas
podemos representar los datos por puntos sobre unos ejes de coordenadas.  En el
eje de abscisas llevamos los valores de la variable X, que hemos considerado como
variable independiente, y sobre el eje de ordenadas llevamos los valores de la varia-
ble Y, que hemos considerado como dependiente. Debe quedar claro que las dos
variables no juegan el mismo papel, la que hemos denominado independiente es la
que permite explicar el comportamiento de la otra, la denominada variable Y. 

En el caso de las notas de Matemáticas y Lengua de 12 alumnos, del apartado
anterior, si llevamos las calificaciones de Matemáticas sobre el eje de abscisas y las
de Lengua sobre el eje de ordenadas obtenemos el siguiente gráfico:

DISTRIBUCIONES ESTADÍSTICAS DOBLES

11UNIDAD

y1 y2 ... ym
FRECUENCIAS

VARIABLE X
x1 f11 f12 ... f1m

3f1i

x2 f21 f22 ... f2m
3f2i

... ... ... ... ... ...

xn fn1 fn2 .. fnm
3fni

FRECUENCIAS
VARIABLE Y

3fj1
3fj2 ... 3fjm N

X Y
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La representación gráfica de una distribución bidimensional se denomina diagra-
ma de dispersión o nube de puntos. Cada punto tiene por coordenadas los valo-
res que en cada individuo tienen las variables X e Y. La nube de puntos nos permi-
te apreciar si existe una posible relación entre las variables.

En el diagrama anterior no parece que exista ninguna relación entre las dos
variables, pero esto no siempre es así. Veamos otros ejemplos.

Un pediatra ha anotado las edades, en meses, y la altura en cm de 12 niños
obteniendo los siguientes resultados:

La nube de puntos de esta distribución sería:

Hemos dibujado una recta entre los puntos porque todo sugiere que la relación
entre las variables edades y alturas se aproxima a una relación lineal.

meses

altura

18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29

76 1 77 78 1 78 2 78 8 78 2 7, , , , , 99 5 81 81 2 81 8 82 8 83 5, , , , ,

5                                                                    10

10

5

84

83

82

81

80

79

78

77

76

75
16                   19                   22                  25                    28                  31
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La tabla siguiente indica la media de las temperaturas mínimas en el mes de
enero y las latitudes de algunas ciudades de Estados Unidos

Temperatura  Latitud

Los Angeles 8.3 34.3

San Francisco 5.5 38.4

Washington 1 39.7

Miami 14.4 26.3

Atlanta 2.7 33.9

Chicago -7.2 42.3

Nueva Orleans 7.2 30.8

Nueva York 2.7 40.8

Boston -5 42.7

La nube de puntos correspondiente a esta distribución es la siguiente:

También hemos dibujado una recta que sugiere la existencia de una relación
lineal, aunque no tan fuerte como en el caso anterior.

La nube de puntos permite apreciar si hay o no una relación entre las dos varia-
bles. El problema que se nos plantea ahora es el siguiente: si la nube de puntos
sugiere una relación lineal entre las variables, ¿cómo podemos encontrar la
recta que mejor se ajusta a la nube de puntos? Porque, evidentemente, podemos
trazar varias rectas que pasen a través de los puntos del diagrama de dispersión. La
respuesta a esta pregunta la veremos en apartado siguiente.

-10                    -5                      0                       5                       10                     15

45

40

35

30

25
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3. Ajuste de la nube de puntos por
una recta. Recta de regresión

Pretendemos encontrar una recta y = ax + b que esté lo más próxima posible a
los puntos de la nube. Podíamos hallar la pendiente, a, y la ordenada en el origen,
b, de modo que la suma de las distancias de los puntos a la recta sea mínima, pero
eso nos obligaría a emplear la función valor absoluto y es un poco incómodo. 

Determinaremos a y b imponiendo como condición que la suma de los cuadrados
de las distancias de los puntos a la recta sea mínima: 

d y ax bi i i
i

n

i

n
2 2

11

= − +[ ]
==
∑∑ ( )

1. Los pesos y las alturas de los jugadores de un equipo de fútbol están dados por la
siguiente tabla:

X (peso kg) 80 80 77 68 85 80 74 79 76 73 78

Y (altura cm) 187 185 184 173 189 183 177 189 180 176 182

Dibuja el diagrama de dispersión.

2. El tiempo que tarda la sangre humana en coagular, según la temperatura, es la que figu-
ra en la tabla siguiente:

Temperatura en ºC 5 10 15 20 25 35 40 45

Tiempo segundos 45 38 32 28 24 19 22 21

Dibuja el diagrama de dispersión.

A c t i v i d a d e s

(xi, yi)
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axi + b
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Para hallar el mínimo de esta función hay que derivar e igualar la derivada a
cero. Lamentablemente esta función tiene dos variables: a y b, y eso obliga a un
método de derivación llamado derivación parcial, que no está entre los objetivos de
este libro. En cualquier caso, se trata de derivar primero como si la incógnita fuese a
e igualar a cero, y a continuación hacer lo mismo suponiendo que la incógnita fuese
b, con lo que se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas:

o, dejando las incógnitas solas en el primer miembro,

Las soluciones del sistema vienen dadas por:

Es difícil memorizar estas fórmulas, pero si hacemos unas sencillas operaciones
se convierten en otras más familiares. Dividimos el numerador y el denominador de
la fórmula de a por n2 y queda:

Aquí vemos que el denominador es igual a la varianza de la variable X. Por su
parte la fórmula de b indica que: 

o  que  y , por tanto, la

recta de regresión pasa por el punto , llamado centro de gravedad de la nube

de puntos. 

Sabiendo que la recta que buscamos pasa por el punto y tiene como pen-

diente , entonces su ecuación es:a
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A la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos la llamamos recta de regre-
sión. Veremos ahora, en los ejemplos, que los ingredientes de la recta de regresión
son muy fáciles de hallar con una calculadora científica sencilla. 

1. Hallar la ecuación de la recta de regresión correspondiente a la tabla de las edades y
alturas de 12 niños registrados por un pediatra

Solución. Tenemos que encontrar los elementos de la ecuación:

1º. Con las teclas  ponemos la calculadora en modo estadístico, en la

pantalla aparece SD, y ya están activas las teclas escritas en azul. Borramos los

datos de la memoria con las teclas e introducimos los datos de la

variable X: 

18 19 20 ... 29

Una vez introducidos los datos, con las teclas y las teclas

obtenemos  = 23,5   y   sx = 3,452, que elevando al cuadrado resulta, sx
2 = 11,91.

2º. Depués de borrar la memoria, introducimos los valores de Y

76.1 77 78.1 ... 83.5

y con las teclas encontramos = 79,683

3º. Por último, después de borrar la memoria, introducimos 

18 76.1 19 77 20 78.1 ... 29 83.5

y con las teclas  obtenemos que 3 x i y i = 22561,9

4º. Escribimos la recta de regresión

y – 79,683 = (x – 23,5)

22561 9
12

23 5 79 683

11 916

, , ,

,

− ⋅
⋅

3x

××××

x yi i∑
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Haciendo operaciones      y – 79,683 = 0,638 · (x – 23,5)

y = 0,638x + 64,679

Hay calculadoras científicas, más completas, que dan directamente la pendiente y la
ordenada en el origen de la recta de regresión.

2. Hallar la ecuación de la recta de regresión correspondiente a la distribución de las tem-
peraturas mínimas medias en el mes de enero y las latitudes de varias ciudades de
Estados Unidos

Temperatura Latitud

Los Ángeles 8.3 34.3

San Francisco 5.5 38.4

Washington 1 39.7

Miami 14.4 26.3

Atlanta 2.7 33.9

Chicago -7.2 42.3

Nueva Orleans 7.2 30.8

Nueva York 2.7 40.8

Boston -5 42.7

Solución. Tenemos que encontrar los elementos de la ecuación:

1º. Introducimos los datos de la variable X: 

8.3 5.5 1 ... - 5

Con las teclas y las teclas obtenemos = 3,288  y

sx = 6,266, que elevando al cuadrado resulta, sx
2 =39,267.

2º. Depués de borrar la memoria, introducimos los valores de Y

34.3 38.4 39.7 ... 42.7

y con las teclas encontramos = 36,577SHIFT x y

DATA DATA DATA DATA

xσnSHIFTxSHIFT

DATADATADATADATA

y y

x y
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x y

s
x x

i i
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3º. Por último, después de borrar la memoria, introducimos 

8.3 34.3 5.5 38.4 1 39.7 ...  5 42.7

y con las teclas   obtenemos que 3 xi yi = 819,7

4º. Escribimos la recta de regresión

y – 36,577 = (x – 3,288)

Haciendo operaciones, resulta la recta de regresión

y = -- 0,743x + 39,021

Gráficamente sería la recta de la figura:

La principal utilidad de la recta de regresión es hacer predicciones. Si quisiéramos
saber cuál es la latitud de una ciudad de Estados Unidos cuya media de las tem-
peraturas mínimas en el mes de enero es 4, 5º C, sustituimos x por 4,5 y obtene-
mos una estimación de la latitud:

y = -- 0,743 · 4,5 + 39,021 = 35,677

La ciudad tendría 35,677 grados de latitud norte. Queda  un problema por resol-
ver: ¿qué fiabilidad proporciona la recta de regresión para hacer estimaciones?
Eso lo sabremos conociendo el coeficiente de correlación lineal de las dos varia-
bles que estudiamos en el próximo apartado.

x yi i∑

×××× DATADATADATADATA

819 7
9

3 288 36 577

39 267

, , ,

,

− ⋅
⋅

3xSHIFT

-10                                                                    10                                20
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3. El tiempo que tarda la sangre humana en coagular, según la temperatura, figura en la
tabla siguiente:

Temperatura en ºC 5 10 15 20 25 35 40 45

Tiempo segundos 45 38 32 28 24 19 22 21

Halla la recta de regresión y estima el tiempo que tardará la sangre en coagular  a 30º C.

4. Se ha medido las estaturas, en cm, de 12 madres y las de sus hijas, a partir de cierta
edad y se han recogido los siguientes datos:

X estatura madres 166 168 165 156 170 167 154 169 167 158 172 175

Y estatura hijas 168 170 168 160 171 165 157 172 165 159 172 174

Hallar la recta de regresión.

5. Se ha anotado la potencia en caballos de vapor, la velocidad máxima que alcanzan y el
peso en kilos de nueve modelos de automóvil:  

Cv Km/h Kg

Honda Civic 92 180 1020

Ford Scort 90 175 1133

Toyota Cel. 102 175 1360

Chevrolet B. 95 170 1360

Saab 9000 130 185 1587

Volvo 740 145 193 1587

Chrysler N.Y. 150 188 1814

Mercedes 500 322 265 2041

BMW 750IL 295 252 2041

a) Hallar la recta de regresión CV – Velocidad máxima, tomando como variable inde-
pendiente CV. ¿Qué velocidad máxima alcanzaría un automóvil de 110 CV?

b) Hallar la recta de regresión CV – Peso, tomando como variable independiente CV.
¿Qué peso estimado tendría un automóvil de 200 CV?

A c t i v i d a d e s
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6. Se han registrado las marcas olímpicas de tres especialidades de atletismo desde 1948
hasta 1992.

salto de longitud salto de altura lanzamiento de disco

1948 7.82 1.98 52.78

1952 7.56 2.04 55.03

1956 7.82 2.11 56.34

1960 8.1 2.15 59.18

1964 8.05 2.17 61

1968 8.89 2.24 64.78

1972 8.22 2.22 64.78

1976 8.34 2.24 67.49

1980 8.54 2.35 66.64

1984 8.54 2.34 66.6

1988 8.71 2.37 68.81

1992 8.69 2.33 65.11

a) Halla la recta de regresión año olímpico – salto de altura. Estima las marcas olím-
picas de salto de altura de las olimpiadas de Seúl (1996) y Sydney (2000).

b) Halla la recta de regresión año olímpico – salto de longitud. Estima las marcas olím-
picas de salto de longitud de las olimpiadas de Seúl (1996) y Sydney (2000).

c) Halla la recta de regresión año olímpico – lanzamiento de disco. Estima las marcas
olímpicas de lanzamiento de disco de las olimpiadas de Seúl (1996) y Sydney (2000).

7. Estima la latitud norte de una ciudad del continente americano que tuviese una tempera-
tura mínima media en el mes de enero de 0º C. ¿Y la latitud de una ciudad que tiene de
mínima media en el mismo mes  –10º C? Comprueba en un atlas si esa ciudad pertene-
ce a Estados Unidos. Recuerda la tabla:

Temperatura Latitud

Los Ángeles 8.3 34.3

San Francisco 5.5 38.4

Washington 1 39.7

Miami 14.4 26.3

Atlanta 2.7 33.9

Chicago -7.2 42.3

Nueva Orleáns 7.2 30.8

Nueva York 2.7 40.8
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4. Concepto de correlación
El grado de dependencia lineal entre dos variables se mide con el coeficiente

de correlación lineal, y cuando la dependencia lineal es débil la recta de regresión
carece de interés. 

4.1. Covarianza

En primer lugar queremos averiguar si la relación entre dos variables es directa,
es decir, cuando al aumentar la variable independiente aumenta también la variable
dependiente, o si es inversa, qué ocurre cuando al aumentar la variable X disminu-
ye la variable Y. 

La covarianza es un parámetro que mide este tipo de relación y está definida
como la media aritmética de los productos de la desviaciones de cada uno de los
valores de las variables respecto a sus medias, se simboliza por sxy y viene dada por:

La covarianza tiene una formulación más conocida si realizamos las operaciones
indicadas

La covarianza resulta ser el numerador de la pendiente de la recta de regresión.

= − ⋅ − ⋅ + ⋅ = − ⋅∑ ∑x y
n

y x x y x y
x y
n

y xi i i i .

s
x x y y

n
x y x y xy x y

n
x y
n

y
x

n
x

y
xy

i i i i i i i i i i=
−( ) ⋅ −( )

=
− − + ⋅( )

= − −∑ ∑ ∑ ∑ ∑
nn

x y+ ⋅ =

s
x x y y

nxy
i i=

−( ) ⋅ −( )∑
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8. Un fabricante de automóviles experimenta un tipo de frenos y registra a varias velocida-
des, en km/h, la distancia, en metros, que recorre el coche desde que se pisa el freno
hasta que se detiene completamente. Los datos figuran en la tabla siguiente:

X km/h 25 45 60 80 95 120 130 135

Y m 6 14 28 45 65 85 94 108

Hallar la recta de regresión y estimar el recorrido antes de detenerse a una velocidad
de 100 km/h.
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4.2. Coeficiente de correlación

La medida precisa de la relación de dos variables estadísticas lo proporciona el
coeficiente de correlación lineal, representado por la letra r, y que está definido por
la expresión siguiente:

Es decir, es el cociente entre la covarianza y el producto de las desviaciones típi-
cas de X e Y. Como la desviación típica de una variable estadística  es siempre posi-
tiva, el signo del coeficiente de correlación depende del signo de la covarianza, y
podemos afirmar:

Se puede demostrar que el coeficiente de correlación es un número comprendi-
do entre –1 y 1, y, en consecuencia, se pueden dar las siguientes situaciones:

� Que r = 1, entonces la relación entre las variables es funcional directa y la
nube de puntos está sobre una recta de pendiente positiva.

� Que 0 < r < 1, entonces hay una correlación directa entre las variables.
Correlación fuerte cuando cuando r está próximo a 1 y débil cuando r se
aproxima a 0.

� Que r = 0, entonces no existe ningún tipo de realción o dependencia entre
las variables. 

� Que –1 < r < 0, entonces hay correlación inversa entre las variables.
Correlación fuerte cuando cuando r está próximo a -1 y débil cuando r está
proximo a 0.

� Que r = -1, entonces la relación entre las variables es funcional inversa y la
nube de puntos está sobre una recta de pendiente negativa.

En las figuras hemos ilustrado algunas de esta situaciones:

Covarianza positiva indica correlación directa.
Covarianza negativa indica correlación inversa.
Covarianza nula indica que no hay correlación entre la variables.

r
s

s s
xy

x y
=

⋅

y

x

0 < r < 1

y

x

r próximo a 0

y

x

-1 < r < 0
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Resumiendo: la recta de regresión permite hacer previsiones o estimaciones,
pero no debemos olvidar que estas estimaciones sólo son fiables cuando r toma
valores próximos a –1 o a 1.
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1. Hallar el coeficiente de correlación lineal correspondiente a la tabla de las edades y altu-
ras de 12 niños registrados por un pediatra

Solución. El coeficiente de correlación lineal viene dado por la fórmula:

donde  y  sx y  sy son las desviaciones típicas de X e Y.

Ya sabemos, lo hemos calculado en el ejemplo 1, que 

= = 7,6191

También conocemos que  = 23,5   y   sx = 3,45.

Introducimos de nuevo los valores de Y

76.1 77 78.1 ... 83.5

y con las teclas y las teclas encontramos = 79,68  sy = 2,24.

Luego

= 0,98.

Lo que indica un alto grando de correlación y las previsiones que se hagan con la recta
de regresión son altamente fiables.

2. Hallar el coeficiente de correlación lineal de las calificaciones de 12 alumnos en
Matemáticas y Lengua:

Matemáticas 2 4 4 6 4 6 3 6 5 7 3 7

Lengua 2 7 4 2 5 5 6 4 8 1 7 6

Solución.

1º Después de borrar la memoria, introducimos los datos de la variable Matemáticas,
que llamaremos X, 

yσnSHIFTxSHIFT
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x y
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2 4 4 ...  7

Con las teclas y las teclas obtenemos = 4,75 y sx = 1,68.

2º Borramos la memoria e introducimos los datos de Lengua, variable Y

2 7 4 ... 6

Con las teclas y las teclas encontramos = 4,75 y sy = 2,12.

3º Por último, introducimos 

2 2 4 7 4 4 ... 7 6

y con las teclas obtenemos que  3 xi yi = 262

Ahora, = = --0,7291

entonces,
= = -- 0,20 

Lo que indica una correlación negativa pero muy débil.

r
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x y
n

x yxy
i i= − ⋅∑

9. Halla el coeficiente de correlación lineal de la altura, en centímetros, de 12 madres y las
de sus hijas, a partir de cierta edad,  según los datos de la tabla.

X(estatura madres)166 168 165 156 170 167 154 169 167 158 172 175

Y(estatura hijas) 168 170 168 160 171 165 157 172 165 159 172 174

10. Calcula el coeficiente de correlación lineal de las variables velocidad máxima -  peso en
kg, en los automóviles de la tabla:

cv km/h kg

Honda Civic 92 180 1020

Ford Scort 90 175 1133

Toyota Cel. 102 175 1360

Chevrolet B. 95 170 1360

Saab 9000 130 185 1587

A c t i v i d a d e s
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Volvo 740 145 193 1587

Chrysler N.Y. 150 188 1814

Mercedes 500 322 265 2041

BMW 750IL 295 252 2041

11. Calcula el coeficiente de correlación lineal de los pesos y las alturas de los jugadores de
un equipo de fútbol que figuran en la tabla:

X( peso kg) 80 80 77 68 85 80 74 79 76 73 78

Y(altura cm) 187 185 184 173 189 183 177 189 180 176 182

12. En el cuadro siguiente aparecen las marcas en algunas especialidades de 10 atletas de
decathlon. 

100 m salto longitud salto altura 400 m Disco

A 10.43 8.08 2.07 48.51 48.56

B 10.44 8.01 2.03 46.97 46.56

C 10.7 7.76 2.07 48.05 49.36

D 11.06 7.79 2.03 48.43 46.58

E 10.89 7.49 2.03 47.38 46.9

F 10.5 7.26 2.11 47.63 49.7

G 10.96 7.57 1.97 48.72 48

H 10.96 7.43 2.04 48.19 49.88

I 10.87 7.42 2.1 49.75 51.2

K 10.69 7.88 2.1 47.96 43.96

Calcula el coeficiente de correlación lineal entre las variables 100 m – 400 m, salto de 
longitud – salto de altura y salto de altura – lanzamiento de disco.www.yo
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










 

 


 

 
 



 



 
     

  
 
 


  


 

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



   





     
 

        

    
 

         

          







      
    

     

            

 

  

    

   

    
 

          
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

   

          
  





   
          



   

     

   

   

   

   

   

   

            

  

   
   

    

    

          
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




 


 

  
  

    

        
   

      


  


 





 





 


 


 


  
















 


  
  


 

 
   
   

 





 
    
    

 





  
  




   


   





www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s





 


  

  

  

   



  



  

   

   

 



    






            

    





   






   






 

    







    





              

 
  


    

   

   


    



          

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s















   
 


          



 

 


    

   






           











 





www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s







  
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


            


    

   



          



 



          

              

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s







  
 
   
 

 



 

 

                

            






  





 









  


 


  

    

 

 



          

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s





 


  

 



 

 

  



  






  


 



 

 


 






 
 

 















 



 






  


 



 

 


 






  
    
    







  
 

 



   




















   

 







































               






 






 






 










 






  







 










 






 

              

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s








     
         
            





         


  
 








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   

 
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       
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












  



 
 



 


 

 
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





 


  

 



   

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


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  

           




             







  

  

   


      
          
        



www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s








  
  

 


  
 

 

  


















   


 
  
















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

   

 

     

 
   
  



  
 


           
  

     



 



  

 


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

 

 














  
  




  

                     

      

   
 

 
       


  




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



 
 



  



   
 



                         

     

   

           
     

     

   

   

                



                                

            


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





                      


           

 

     

       







           



         

     

    

      



        

        

    
   





     





  
        

  


                 



 





     

  

 

    

 

  

  


  
 





 


           



 

                                          

    


   



 





 

              

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s







  

  

  

   

 

    

 








 

 


        


 


      














      
 

  







  







 
      


 


  


  




      
 

  






www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s









 



 

 





         

 


 
   

 
 

 



 




 




 

 



 




 

   
  

 




          

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s







 
          



 
 




             

 
       

            






 

            
      
 



   


    


            


 
  
 

 







                    

   



 




   




 

  
         

            

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s











 
 


 



          

            

            

           

            

           

           

            

           

           

           

            

           

           

           

           

            

           

           

           

           

           

            

           

           

           

           

           

           

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s





            

           

           

           

           

           

           

           

            

           

           

           

           

           

           

           

           

            

           

           

           

           

           

           

           

           

           

            

           

           

           

           

           

           

           

           

           

           

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s











        

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          

          
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A continuación se detallan los pasos que se deben seguir cuando se utilice una calculadora dis-
tinta a la propuesta en el texto.

Unidad 1.

3 125 → 5

Unidad 2. 

En algunas calculadoras científicas, de uso corriente, las instrucciones que aparecen en esta uni-

dad se hacen de un modo más directo, así:

8 → 0,903089987

8 → 2,079441542

2.4849066 → 11,9999994 o sea 12

12000 1 0.04 10 → 17762,93142

1.504 1.06 → 7,004

5 2 12 1 2 1 → 20475

600 1.08 1.08 15 1 0.08 → 17594,57

74 53 1 1.06 → 14,99762397

7000 0.06 1.06 14 1.06 14 1 → 753,09435

Unidad 3. 

Regla de Ruffini

7 4 6 7 8 7 13 → 1623 = resto

Unidad 10.

Cálculos estadísticos con otro modelo de calculadora

Con la calculadora está disponible para hacer cálculos de una variable estadística.

Con vaciamos la memoria estadística que permanece aún después de apa-SHIFT CLR 1 =

MODE 2

(--)= +++ XXX

loglog

=

^ ^

^

^

=

=

=

----

--

--

:--

:--

:--

:--

:--

+

XX

X

X

)

)

)

) )

(

(

(

((

=log:--log

=^)( +X

=exSHIFT

=ln

=log

x =SHIFT

AAnexo para otras calculadorasnexo para otras calculadoras
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gar la calculadora. Con la tecla introducimos los datos y con las teclas , las fre-

cuencias. En el ejemplo 3 de la Unidad 10 procedemos así:

2.5 6 7.5 7 12.5 18 17.5 22

22.5 17 27.5 11 32.5 6 

Las teclas  nos dan la media, x
_ 

= 17,902. Con

obtenemos la desviación típica s = 7,849 y con  obtenemos la varianza s2 = 61,619.

En el ejemplo 6 de la unidad 10 procederemos así:

47.5 2 52.5 3 57.5 2 62.5 7

67.5 8 72.5 6 77.5 2 82.5

87.5

Las teclas  nos dan la media,  x
_ 

= 65,78125. Con

obtenemos la desviación típica s = 9,23726 elevando ésta al cuadrado obte-

nemos la varianza s2 = 85,32714.

Unidad 11.

Si lo que queremos es hacer cálculos con una variable estadística doble, debemos borrar la memo-

ria y poner la calculadora en ; es decir, cálculos de la regresión REG. Aparece una

pantalla y si pulsamos 1, escogemos la regresión lineal. Introducimos los datos de la tabla del ejem-

plo 1 de la unidad 11:

18 76.1 19 77 20 78.1 21 78.2 22 78.8 23

78.2 24 79.5 25 81 26 81.2 27 81.8 28 82.8

29 83.5 

Con obtenemos  x
_ 

= 23,5  y con

obtenemos y
_ 

= 79,68333. La recta y = Bx + A se logra de las secuencias

, para A = 64,69592, y para

B = 0,63776.. Por su parte el coeficiente de correlación lo conseguimos de la secuencia

que resulta ser r = 0,98004.S-VAR REPLAY >> 3 =

SHIFT

REPLAY >> 2 = SHIFT S-VAR REPLAY >> 2 =

= SHIFT S-VAR

DT SHIFT ; DTDT SHIFT ; DT SHIFT ;

SHIFT ; DT SHIFT ; DT SHIFT ; DT SHIFT ;

DT SHIFT ;

SHIFT S-VAR 1 = SHIFT S-VAR 2

= x2 =

>= 11S-VAR REPLAYS-VARSHIFTSHIFT

,

,,,,,

,,,,,,

DTDT

DTDTDTDTDT

DTDTDTDTDT

3MODE

=x2=2

S-VARSHIFT=1S-VAR

;;;

;;;;

DT

DTDTDTDTDT

DTDTDT

SHIFT

SHIFTSHIFTSHIFT

SHIFTSHIFTSHIFTSHIFT
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GLOSARIOGLOSARIO

Acotada. Una función f está acotada superiormente
cuando f (x ) ≤ M, siendo M un número real  llamado
cota superior, y está acotada inferiormente cuando
f (x) ≥ m siendo m un número real llamado cota infe-
rior. Es decir, está acotada superiormente cuando es
menor que un cierto número y lo está inferiormente
cuando es mayor que otro cierto número.

Álgebra de derivadas. Es el conjunto de reglas que
nos permiten derivar cualquier función:

•

•

•

•

•

•

Álgebra de funciones. Es el conjunto de operacio-
nes que se pueden realizar con las funciones.

Anualidades de amortización. Pagos que se efectú-
an anualmente para saldar una deuda.

Anualidades de capitalización. La cantidad a ahorrar
todos los años para formar un capital al cabo de t años.

arc sen x , arc cos x y arc tg x. Son las funciones
inversas de cos x, sen x y tg x, respectivamente.

Argumento. Es el nombre que recibe la variable inde-
pendiente en las funciones logarítmicas y trigonomé-
tricas.

Asíntota. Es la recta a la que se acerca la función
cuando la función no está acotada en un punto (asínto-
ta vertical), o a la recta a la que se acerca la función
cuando x→±∞ (asíntota horizontal y asíntota obli-
cua).

Aumentos porcentuales. En aumentos porcentuales

el índice de variación es: 

Capital final con interés compuesto: C t = C (1+ r)t

Capital final con interés simple: C f = C + t· i

Centro de gravedad de la nube de puntos. Es el
punto de coordenadas . 

Circunferencia goniométrica o unidad. Es la que se
usa para averiguar los valores de las razones trigono-
métricas. Su radio vale 1.

Clase mediana. Es la clase cuya frecuencia absolu-
ta acumulada sobrepasa la mitad de los datos. 

Clase modal. Es la clase con mayor frecuencia.

Clasificación de los sistemas de ecuaciones. Los
sistemas que tienen solución se llaman compatibles;
los que carecen de solución son incompatibles.

Coeficiente de correlación lineal. Es un parámetro
que mide el grado de dependencia lineal entre dos

variables y su fórmula es: 

Coeficiente de variación. Es el cociente entre la
desviación típica y la media; suele expresarse en tan-

tos por cien: 

Composición de funciones. Es la operación para
obtener una función de función: 
se lee g compuesta con f.

Conjugado. Dado un número radical de la forma

el conjugado es el número radical

Covarianza. Es un parámetro que mide la relación
directa o inversa entre dos variables, se simboliza por

sxy y viene dada por: 

Crecimiento exponencial. Es el que presentan las
funciones exponenciales, caracterizado porque a un
pequeño incremento de la variable independiente x le
corresponde un crecimiento enorme de la variable
dependiente y.

s
x x y y

nxy
i i=
−( )⋅ −( )∑

a b c d− .

a b c d+ ,

f g x f g x�( ) = ( )(( )

V s
xp = ⋅100

r
s

s s
xy

x y
= ⋅

x y,( )

1 100 1+ = +R r

f g x f g x g x�( )′ = ⋅( ) '( ( )) '( )

k
f x k f x

f x
k R⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
′

= − ⋅
[ ]

∈( ) '( )
( )

,2  

f
g x f x g x f x g x

g x
g x⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
′
( ) = ⋅ − ⋅

[ ]
≠'( ) ( ) ( ) '( )

( )
, ( )       2 0

k f x k f x k⋅( )′ = ⋅( ) '( ), constante

f g x f x g x f x g x⋅( )′ = ⋅ + ⋅( ) '( ) ( ) ( ) '( )

f g f x g x±( )′ = ±'( ) '( )
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Cuartiles. Valores de la variable estadística que divi-
den al conjunto de datos en cuatro partes iguales.

Decimal exacto. Un número decimal es exacto cuan-
do tiene un número finito de cifras decimales.

Decimal periódico mixto. Un número decimal es
periódico mixto cuando hay una cifra o grupo de cifras
que se repiten, pero no inmediatamente después de la
coma.

Decimal periódico puro. Un número decimal es
periódico puro cuando, inmediatamente después de la
coma, hay una cifra o grupo de cifras que se repiten
indefinidamente.

Derivada de una función. Se define como:

Derivadas sucesivas o de órdenes superiores.
Consiste en derivar la derivada de orden anterior.

Desviación media. Es la suma de los productos de
los valores absolutos de las desviaciones de los valo-
res o marcas de clase respecto de la media aritmética
multiplicados por sus frecuencias y divididos por el
total de los datos. 

Desviación típica. Es la raíz cuadrada positiva de la
varianza.

Diagrama de dispersión o nube de puntos. Es la
representación gráfica de una distribución bidimensional.

Diferencial. Es el término que aparece en la notación

de Leibnitz para la derivada 

Discusión de un sistema por el método de Gauss.
Si al reducirlo a la forma triangular escalonada apa-
rece alguna ecuación del tipo 0z = b con  el sistema
es incompatible.

• Si no sucede lo anterior, el sistema es compatible. 
• Si el número de ecuaciones es igual al número de

incógnitas, el sistema es compatible,  determinado. 
• Si el número de ecuaciones es menor que el de

incógnitas, el sistema es compatible,  indeterminado.

Discutir por Gauss un sistema homogéneo. Si el
número de ecuaciones es igual al número de incóg-
nitas, el sistema  es compatible, determinado.
Si el número de ecuaciones es menor que el de
incógnitas, el sistema es compatible e indeterminado.

Discriminante de la ecuación. Es la expresión
∆ = b2 -- 4ac que aparece en la fórmula que resuelve
la ecuación de segundo grado bajo el signo radical.

Disminuciones porcentuales. En disminuciones por-

centuales el índice de variación es: 

Distribución de frecuencias. Tabla en la que figuran
los valores de las variables estadísticas junto con las
frecuencias de cada valor.

1 100 1− = −R r

dy
dx

y
xx

=
→

lim
∆

∆
∆0f x f x h f x

hh
'( ) ( ) ( )= + −

→
lim

0

Tabla de derivadas de las funciones usuales
Función Derivada

k (constante) 0
x n, n 0 R n x n⋅ −1

1
x

−1
2x

x 1
2 x

ex ex

ln x 1
x

sen x cos x
cos x - sen x

tg x 1 12
2+ =tg

cos
x

x

arcsen x 1
1 2− x

arccos x −
−
1

1 2x

arctg x 1
1 2+ x
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Distribución normal. Una variable aleatoria continua,
X, se dice que está normalmente distribuida o que
sigue una distribución normal de media µ y desviación
típica σ, y se simboliza por N(µ , σ), si su función den-

sidad es:  

Distribuciones marginales. Son las distribuciones de
frecuencias de las variables X e Y separadamente.

División de polinomios. Para dividir polinomios se
siguen los pasos siguientes:

• Se divide el monomio de mayor grado del dividen-
do entre el monomio de mayor grado del divisor;
este es el primer monomio del cociente.

• Se multiplica el monomio cociente por el polinomio
divisor; se van cambiando los signos de los mono-
mios resultantes, se colocan bajo el dividendo y, a
continuación, se suman.

• El resultado de la suma es el primer resto de la
división.

• Se siguen los pasos anteriores con los restos suce-
sivos que  serán los nuevos divisores hasta conse-
guir  un resto de grado inferior al divisor, que será
el resto de la división.

Dominio de una función. Es el conjunto formado
por todos los elementos que tienen imagen por dicha
función.

Ecuación. Es una igualdad que es verdadera para
algunos valores de las variables.

Ecuación de primer grado. Una ecuación de primer
grado con una incógnita es toda ecuación  equivalen-
te a otra de la forma ax + b = 0, con a ≠ 0.

Ecuación de segundo grado. La ecuación de segundo
grado simplificadas toman la forma a x2 + b x + c = 0;
con a ≠0.

Ecuaciones bicuadradas. Son ecuaciones de la
forma ax4 + bx2 + c = 0.

Ecuaciones de grado superior. Son aquellas en las
que la variable tiene grado superior a dos; se aplican
ciertas técnicas en lugar de fórmulas para encontrar
las soluciones.

Ecuaciones equivalentes. Dos ecuaciones son equi-
valentes cuando toda solución de la primera es solu-
ción de la segunda y viceversa.

Ecuaciones incompletas de segundo grado. Se pre-
sentan cuando al menos uno de los coeficientes b o c
son cero; por tanto son ax2  = 0, ax2 + c = 0, ax2 + bx = 0.

Ecuaciones irracionales. Son las que tienen la varia-
ble bajo el signo radical.

El grado del polinomio producto. Es la suma de los
grados de los polinomios factores.

El grado del resto. Es menor que el grado del divisor.

El recorrido o rango. En una variable estadística, se
llama así a la diferencia entre el mayor y el menor
valor de los datos. 
El valor numérico del polinomio. Es el número que
se obtiene al sustituir en el polinomio la variable por
un valor numérico.

Error absoluto. Es la diferencia entre el valor del
número y su aproximación.

Error relativo. Es el cociente entre el error absoluto y
el valor del número.

Espacio muestral. Es el conjunto de todos los resul-
tados de un experimento aleatorio

Fracción algebraica. Es la expresión formada por un
cociente de polinomios.

Fracción generatriz. Es la fracción que corresponde a
un decimal exacto o periódico. 

Fracciones algebraicas equivalentes. Dos fraccio-
nes algebraicas son equivalentes si una se obtiene de
la otra por simplificación; o cuando al simplificarlas,
dan lugar a la misma fracción.

Fracciones numéricas equivalentes. Son las frac-
ciones  que conducen al mismo cociente.
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Función. Regla que permite transformar un número
real en otro.

Función continua. Una función es continua en un
punto cuando se cumple que 

Función de crecimiento limitado.

Función cuadrática.Tiene por fórmula y = ax2 +bx+c
y su gráfica es una parábola.

Función de densidad de una variable aleatoria
continua X. Es una función f(x) que tiene las siguien-
tes características: 

1º) f(x) ≥ 0, para todo x;

2º) el área entre la gráfica de f(x) y el eje de abscisas
es 1; 

3º) la probabilidad P [X = x] = 0, para cualquier valor, x,
de la variable aleatoria X.

Función de probabilidad de una distribución bino-
mial. La función de probabilidad de una distribución
binomial de n pruebas con probabilidad de éxito p,
simbólicamente B(n,p) es la función definida por: 

Función discontinua. Una función es discontinua en
un punto cuando no es continua en dicho punto.
Tenemos tres posibilidades:

• Discontinuidad evitable: redefiniendo la función
en el punto evitamos la discontinuidad.

• Discontinuidad inevitable de salto finito: la dife-
rencia entre los límites laterales es finita, es decir,
es un número. 

• Discontinuidad inevitable de salto infinito: la
diferencia entre los límites laterales es infinita.

Función exponencial. Es toda función de la forma

. En Matemáticas Superiores se llama
exponencial a ex, siendo la base el número e.

Función identidad o unidad. Es la función que aso-
cia a todo número él mismo. 

Función inversa. Es la función f --1 que compuesta con

f da la identidad: 

Funciones lineales. Las que tienen la forma y=mx+n
y su gráfica es una recta.

Función periódica. Es aquella que se repite a interva-
los regulares: . Aunque no son las úni-
cas, las funciones trigonométricas sí son las funciones
periódicas más importantes y usadas.

Funciones trigonométricas. cos x, sen x, tg x son
funciones que se definen por analogía con las razones
trigonométricas seno, coseno y tangente.

Grado de un polinomio. Es el mayor exponente de la
variable.

Grado del polinomio cociente. Es la diferencia
entre los grados del dividendo y del divisor.

Gráfica de la función cuadrática.  La gráfica de la
función y = ax2 + bx + c es una parábola.

Histograma. Es un diagrama de rectángulos especial
en que las áreas de éstos, y no las alturas, indican las
frecuencias. 

Identidad: Es una igualdad algebraica que es verda-
dera para cualquier valor de las variables.

Imagen o Recorrido de una función. Es el conjunto
de los números reales que provienen de  un original o
antecedente por la función.

Indeterminación. Aparece cuando tenemos infinitos

valores, como es el caso de .

Existen otras indeterminaciones que no se ven en el
presente curso ( ).

Índice de variación. Es el factor por el que se multi-
plica el  precio inicial para obtener el precio final cuan-
do intervienen porcentajes. 
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Infinito.  En el caso de una función es una convención
matemática para designar la no acotación superior
(caso de +4) y la inferior (caso de -4). En el caso de
la variable independiente, designa valores extraordi-
nariamente grandes, todo lo grandes que queramos y,
gráficamente, está a la derecha del eje X; -4 designa
valores de x extraordinariamente pequeños (pero
enormes en valor absoluto) y gráficamente está a la
izquierda del eje X.

Interés compuesto. Los intereses se acumulan al
capital después de cada periodo de capitalización
para producir nuevos intereses.

Interés simple. Si los beneficios se retiran al finalizar
un periodo.

Intersección de dos sucesos. La intersección de A y
B es otro suceso que simbolizamos por A1B y con-
tiene los sucesos elementales que pertenecen simul-
táneamente a A y a B, A1B ={x / x 0 A y   x 0 B }

Intervalo abierto. Es el intervalo que no contiene a
sus extremos.

Intervalo cerrado. Es el intervalo que contiene a sus
extremos.

Límite de una función en un punto. Es el valor al
que se acerca la función cuando x tiende a dicho
punto. Si nos acercamos con valores menores y muy
próximos, hablamos del límite lateral por la izquier-
da y si es con valores mayores y muy próximos tene-
mos el límite lateral por la derecha. También pueden
calcularse límites en 4 o -- 4 , consistentes en evaluar
la expresión para valores enormes de x, positivos en
el caso de 4 y negativos para -- 4.

Logaritmo. Se llama logaritmo en base a, positiva y
distinta de uno, de un núme ro x, a otro número y que
es el exponente al que hay que elevar la base a para
reproducir el número dado x; se escribe:                   

Log a x = y ay = x

Logaritmo de un cociente. El logaritmo de un
cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el
logaritmo del divisor.

Logaritmo de un producto. El logaritmo de un produc-
to es igual a la suma de los logaritmos de sus factores.

Logaritmo de una potencia. El logaritmo de una
potencia es igual al producto del exponente por el
logaritmo de la base.

Logaritmo de una raíz. El logaritmo de una raíz es
igual al co ciente entre el  logaritmo del radicando y el
índice de la raíz. 

Logaritmos decimales. Utilizan como base el 10.

Logaritmos neperianos. Utilizan como base el
número e = 2,7182...

Matriz ampliada asociada al sistema. Disposición
rectangular de los coeficientes y de los términos inde-
pendiente del sistema, que facilita las trasformaciones
de un sistema en otro triangular equivalente.

Máximo común divisor de dos polinomios. El máxi-
mo común divisor d(x) de dos polinomios p(x) y q(x) es
el polinomio de mayor grado que es divisor de ambos.

Máximo relativo. Una función presenta un máximo
relativo en x1, si existe un intervalo que contiene a x1 y
f(x1) es el mayor valor de la función en el intervalo.

Media aritmética. En  un conjunto de números se
llama así al cociente que resulta de dividir la suma de
todos los números por el total de éstos. Se representa
por .

Media ponderada. La media ponderada se obtiene su-
mando todos los productos de cada valor por su peso divi-
diendo el resultado por la suma de los pesos. La fórmula

es: 

Mediana. Es el valor de la variable estadística, supo-
niendo que los datos estén ordenados, que ocupa la
posición central; es decir, deja a su izquierda el mismo
número de datos que a su derecha. 

Mínimo común múltiplo de dos polinomios. El míni-
mo común múltiplo de dos polinomios p(x) y q(x) es el
polinomio de menor grado que es múltiplo de ambos.
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Mínimo relativo. Una función presenta un mínimo
relativo en x1, si existe un intervalo que contiene a x1 y
f(x1) es el menor valor de la función en el intervalo.

Método de Gauss. Permite basándose en el método
de reducción, tratar sistemas de cualquier número de
ecuaciones, obtener un sistema escalonado equiva-
lente al inicial, lo que facilita la clasificación y solu-
ción en su caso del sistema objeto de estudio.

Moda. En una variable estadística se llama Moda al
valor que tiene mayor frecuencia absoluta. 

Muestra. Subconjunto de una población.

Multiplicación de polinomios. Para multiplicar dos
polinomios se multiplica cada monomio del primer fac-
tor por cada monomio del segundo factor.

Número combinatorio. Es el número total de subcon-
juntos de n elementos que se pueden formar en un con-

junto de m elementos, se simboliza por y para cal-

cularlo empleamos la fórmula: 

Número de soluciones de la ecuación de segundo
grado. Del número de soluciones de una ecuación
completa de segundo grado nos informa el discrimi-
nante de la ecuación; si es positivo, la ecuación tiene
dos raíces; si es nulo, una raíz doble, y si es negativo,
la ecuación no tiene raíces reales.

Número e. Es el número hacia el que se aproxima la

sucesión cuando a n le vamos dando valo-

res cada vez más grandes. Aproximadamente vale
2,718281...

Números enteros. Z = {… -4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4,...}

Número escrito en notación científica. Un número
escrito en notación científica se compone de un núme-
ro decimal mayor que uno y menor que diez multipli-
cado por una potencia de diez.

Números índices compuestos. Se emplean cuando
queremos estudiar una variable o una magnitud X que

tiene muchos componentes. Por ejemplo, si queremos
estudiar la evolución de los precios en un país, no sólo
tendríamos que analizar el precio de un producto sino
los precios de un conjunto de productos.

Números índices simples. Se emplean para mostrar
los cambios de una variable entre dos periodos tem-
porales de los que uno de ellos se toma como base o
referencia.

Números irracionales. Son números con infinitas
cifras decimales no periódicas.

Números naturales. N = {1, 2, 3, 4, 5, 6,...}

Números racionales.

Números reales. Es la unión de racionales e irracio-
nales.

Población. Conjunto de individuos en los que se estu-
dia una característica o carácter.

Polinomio. Es una expresión en la intervienen
sumas, restas y multiplicaciones de números por
potencias de una letra llamada variable.

Polinomio compuesto. Es el que admite polinomios
divisores.

Polinomio irreducible. Es el que no admite divisores.

Potencias de exponente racional. Son los radicales.

Probabilidad de un suceso A. La probabilidad de un
suceso en un juego cuyos sucesos elementales son
equiprobables se calcula por la regla de Laplace y

es:

Progresiones geométricas. Son sucesiones en las
que un término cualquiera se obtiene al multiplicar el
anterior una cantidad constante r llamada razón; esto
es: an = an -1· r.

Racionalizar. Convertir una división por un radical en
otra división en la que el divisor es entero.
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Radián. Es la unidad de medida de ángulos que nos
permite calcular la longitud de arco como L=α · r, sien-
do α el ángulo en radianes y r el radio de la circunfe-
rencia. De esta fórmula podemos obtener la definición,
ya que si hacemos α = 1 obtendremos L = r, por lo que
1 radián es el ángulo abarcado cuando la longitud de
arco coincide con el radio de la circunferencia. 

Raíces enteras de un polinomio. Las raíces enteras
de un polinomio se encuentran entre los divisores del
término independiente.

Recorrido de una función. Es el conjunto de los
números reales que provienen de un original o ante-
cede por la función: 

Im f = { y0R / existe x que verifica y = f(x) }
Recta de regresión. Es la recta que mejor se ajusta
a la nube de puntos y tiene de ecuación: 

Recta tangente. Es la recta que corta a una curva en
un único punto. Su ecuación es y --y0 = f´(x0) (x --x0)

Redondeo. Un tipo de truncamiento en el que se cam-
bia o no la última cifra.

Regla de la cadena. Es la derivada de una composi-

ción de funciones:

Regla de los 4 pasos. Es el procedimiento en el que se
desglosan los pasos que se siguen para el cálculo de la
derivada de una función de acuerdo con la definición.

Regla de Ruffini. Procedimiento que facilita la divi-
sión de un polinomio por el binomio (x – a), y que se
emplea fundamentalmente para factorizar polinomios.

Resolver una ecuación. Es hallar su solución, o solu-
ciones, o demostrar que no tiene solución.

Resolver problemas. Para resolver un problema
mediante álgebra se deben seguir los pasos siguien-
tes: lectura comprensiva del problema, elección de
incógnitas, planteo, resolución y discusión.

Sistema de ecuaciones. Es un conjunto de ecuacio-
nes que deben cumplirse simultáneamente.

Sistema escalonado de tres ecuaciones con tres
incógnitas. Tiene la forma: 

Sistema lineal de tres ecuaciones con tres incóg-
nitas. Se escribe de la forma:

• Homogéneos. Sistemas en los términos indepen-
dien tes bi son todos ceros. 

• No homogéneos. Sistemas en los que algunos de
los términos independientes bj son distintos de cero.

• Incompatibles. Sistemas que   no tienen solución.

• Compatibles. Sistemas que tienen solución.

• Determinado. Sistemas que únicamente tiene una
solución.

• Indeterminado. Sistemas que tienen infinitas solu-
ciones.

Solución de la ecuación de primer grado. Se des-

peja la x en la ecuación simplificada: .

Solución de la ecuación de segundo grado. Se aplica

la fórmula:

Suceso. Es cada uno de los subconjuntos de un
espacio muestral.

Suceso contrario. El suceso contrario de un suceso

A se representa por , y se realiza siempre y cuan-
do no suceda A.

Suceso imposible. Es el conjunto i (vacío).

Suceso seguro. Es E, es decir,  todo el espacio
muestral.
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Sucesos dependientes. Son los sucesos en que el
resultado de uno afecta a la probabilidad del otro. La
probabilidad de la intersección de dos sucesos depen-
dientes, o en pruebas dependientes, es igual al pro-
ducto de la probabilidad de uno de ellos por la proba-
bilidad del otro condicionada por el primero.

Sucesos elementales. Son sucesos con un único
resultado.

Sucesos independientes, o en pruebas indepen-
dientes. Son los sucesos en los que el resultado de
uno no afecta a la probabilidad del otro. La probabili-
dad de la intersección de dos sucesos independientes
es igual al producto de las probabilidades de cada uno
de ellos.
Suma de los términos de una progresión geomé-

trica:

Suma y resta de fracciones. Para sumar fracciones
algebraicas, se transforman los sumandos en fraccio-
nes equivalentes con el mismo denominador si es que
eran diferentes; se deja el denominador común y se
suman los denominadores. Para restar dos fracciones,
se suma al minuendo el opuesto del sustraendo.

Suma y resta de polinomios. Para sumar polinomios
se agrupan los mono mios de igual grado o semejan-
tes. Para restar polinomios se suma al minuen do el
opuesto del sustraendo
Tasa de Variación Instantánea. Es la derivada de
una función.

Tasa de Variación Media (TVM): 

Teorema del factor. Si al efectuar la división del polino-
mio p(x) por el binomio (x – a) el resto resulta 0; la divi-
sión es exacta, lo que permi te escribir: p(x) = (x -- a) c(x)

Teorema del resto. El resto de la división de un poli-
nomio por x -- a es igual al valor numérico de dicho
polinomio para  x = a.

Término general de una progresión geométrica:

Tipificación de la variable. Transformar una variable
aleatoria continua X que es N(µ, σ) en una N(0,1)

Truncamiento. Consiste en suprimir las cifras deci-
males de un número, a partir de una determinada.

Unión de dos sucesos. La unión de A y B es otro
suceso que simbolizamos por A∪B y contiene los
sucesos elementales de A, de B o de ambos,        
A∪B ={x ix 0A o  x 0 B }

Valor absoluto. El valor absoluto de un número real
positivo es el mismo. El valor absoluto de un número
real negativo es su opuesto.

Valor de la anualidad de capitalización:

Valor de la anualidad de amortización:

Valor de la deuda: 

Valor numérico de un polinomio. Es el número que
resulta al sustituir la variable por otro número.

Variable aleatoria discreta. Es una variable numéri-
ca que toma diferentes valores, de los que conocemos
o podemos conocer  la probabilidad de que cada uno
de ellos ocurra.

Variable estadística bidimensional. Es la variable
que estudia dos características, X e Y, sobre una
misma población. 

Variable estadística cuantitativa. El conjunto de
números que sirven para contar o medir un carácter, y
que pueden variar con cada individuo.

Variable estadística. Es el conjunto de todas las
modalidades que puede adoptar un determinado
carácter.

Varianza. Es la media aritmética de los cuadrados de
las desviaciones de todos los valores de la variable
estadística o marcas de clase respecto de la media, y
se simboliza s 2.
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