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ste libro de Matematicas de primer curso de Bachillerato de Ciencias
Sociales tiene como finalidad principal ofrecer un material didactico

sencillo, en el que se invita a una metodologia activa, personalizada y motivadora para
mejorar el proceso de aprendizaje del alumnado de educacion a distancia.

Con esta obra se pretende facilitar, al alumnado matriculado en el Bachillerato no
presencial, los conocimientos matematicos que precisa para el estudio de otras
disciplinas de esta especialidad: economia, sicologia, sociologia, etc.. Se ha evitado
la confeccion de un libro enciclopédico donde los conceptos y métodos planteados
aparezcan diluidos en medio de noticias, historias, juegos y cierto tipo de actividades
de caracter ludico relacionadas con las matematicas. Los autores entienden que el
alumnado de este sistema educativo realiza otro tipo de actividades, laborales
mayoritariamente, a las que dedican una parte importante de su tiempo, por esta razon
han optado por presentar los contenidos de esta materia de un modo breve, claro y
sencillo; sin rodeos ni divagaciones y sin que en ningun momento haya merma en los
contenidos de las unidades didacticas expuestas.

La obra, aunque austera, no deja fuera nada de lo que pueda ser de interés para
el alumnado que cursa el Bachillerato de Ciencias Sociales, ademas de cumplir las
prescripciones del Ministerio de Educacién. Tampoco se ha dejado de lado el uso de
las nuevas tecnologias en la educacion. El texto se ha desarrollado empleando como
util fundamental, en las operaciones, una calculadora cientifica simple. También se ha
incluido en la obra una bibliografia amplia, en la que aparecen referencias a software
cientifico y educativo, instrumentos que posiblemente determinen la ensefianza de
las matematicas en el futuro, y el profesor tutor proporcionara una relacién de
paginas de Internet, para todo el alumnado al que el interés y la curiosidad le lleve
mas alla del libro de texto. Con todo, conviene indicar que aunque los ordenadores y
las calculadoras mejoran la presentacidon de ciertos conceptos y procedimientos y
permiten estudiarlos con mayor naturalidad y profundidad en problemas reales, no
aceleran y no acortan el proceso de asimilacién de las matematicas.
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El texto consta de doce unidades didacticas que abarcan tres bloques de contenidos:

e Numerosy Algebra, donde se estudian numeros reales, polinomios, ecuaciones
y sistemas;

e Funciones, que trata de limites, continuidad y derivabilidad de una funcion;

e y un ultimo bloque de Estadistica y Probabilidad, referido a la estadistica
descriptiva en una y dos variables y a las distribuciones binomial y normal.

Las unidades responden todas a la misma estructura. A saber, una introduccion que
situa el alcance y relaciones de contenidos, conceptos y métodos, que se van a estudiar
y una serie de epigrafes y subepigrafes, donde se muestran los conceptos y
procedimientos que el alumnado debe aprender, que descansan sobre dos pilares: la
motivacion y los ejemplos.

Los autores son conscientes de la significacion pedagdgica de los ejemplos, y creen
que hay pocas cosas mas eficaces que éstos como guia y orientacién para actuar con
seguridad. Asi, en cada epigrafe figuran una serie de ejemplos cuidadosamente
seleccionados que incluyen el maximo numero de detalles de los conceptos y métodos
estudiados. Estrechamente relacionados con ellos, se propone al alumnado una estimable
cantidad de actividades, en orden creciente de dificultad, que permiten medir el grado
de asimilacién alcanzado.

El libro se completa con la solucion detallada de todas las actividades propuestas,
con lo que se refuerza la metodologia del ejemplo, asi como un glosario de todos los
términos que aparecen en las unidades didacticas.



UNIDAD

Numeros reales

n esta Unidad repasaremos los distintos tipos de niumeros y nos centraremos en los
E nuameros reales.

De los numeros reales se estudian algunos de sus subconjuntos como son los
intervalos y su representacion grafica sobre la recta real, asi como las aproximaciones de los
numeros reales y el error que se comete si sustituimos el nimero por su aproximacion.

Se recuerda como escribir los nimeros en notacion cientifica y se hace un estudio detallado
de las potencias de exponente entero y de las potencias de exponente racional, también
llamadas radicales.

La Unidad termina con el estudio de las operaciones con radicales.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:
1. Introducir los numeros reales como el conjunto formado por los racionales e irracionales,
y sus operaciones.

Construir sobre la recta real numeros racionales e irracionales.

Operar con numeros irracionales con error acotado.

Introducir el concepto de orden en el conjunto de los numeros reales.

IComprendelr el concepto de valor absoluto para expresar mediante él subconjuntos en
a recta real.

Operar con potencias de exponente entero.

Introducir la notacion cientifica como medio para representar numeros grandes y
pequenos.

Comprender el concepto de radicales equivalentes, previa definicion de potencias de
exponente fraccionario.

R
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1. NUmeros naturales y numeros enteros

Los numeros naturales son los primeros numeros conocidos por el hombre y
deben su descubrimiento a la necesidad de contar. Los numeros naturales se simbo-
lizan por la letra N y sus elementos son:

N={1,23,4,5,86,..}

El numero cero fue un descubrimiento posterior a los niumeros naturales, en la
numeracion romana no existe, y su invencion se atribuye a los hindues que lo inclu-
yeron en su sistema de numeracion. El sistema de numeracioén hindu, perfeccionado
por los arabes, es el que actualmente empleamos. A pesar de la dudosa naturaleza
del cero lo consideraremos como un numero natural.

La serie inacabable de los niumeros naturales favorecio, en la matematica grie-
ga, la intuicion del infinito.

Los numeros naturales son insuficientes para resolver muchos problemas y
describir nuevas situaciones. Por ejemplo, si tengo 100 euros pero debo 135, ;como
reflejo esta situacion deudora? Otras situaciones para las que los numeros naturales
son insuficientes son las siguientes: ;como expresar temperaturas por encima 'y por
debajo de cero?, scoémo indicar alturas sobre el nivel del mar y profundidades por
debajo de ese nivel?, ;como reflejar el estado deudor o acreedor de una cuenta ban-
caria?, etc. Estas situaciones y los problemas que plantean pueden resolverse con
los numeros enteros.

Los numeros enteros estan constituidos por los naturales, con el cero, y los
opuestos de los numeros naturales, recuerda que un numero es opuesto de otro si
la suma de ambos es cero. Los numeros enteros se simbolizan por la letra Z y son:

Z={..-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..}
Los puntos suspensivos nos invitan a seguir anadiendo numeros enteros nega-

tivos, por la izquierda, y enteros positivos, por la derecha.

En las operaciones con numeros enteros debemos tener en cuenta la jerarquia
de las operaciones, recuerda:

1° Se calculan los paréntesis y corchetes.
2° Se realizan las potencias y raices.
3° Multiplicaciones y divisiones, empezando por la izquierda.

4° Sumas y restas.
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UNIDAD

NUMEROS REALES

Veamoslo en los ejemplos:

Ejemplos

1. Calcula: 7-6-(-4)+3-(-5)° - (9+5-8)
Solucién. 7-6-(-4)+3-(-5)° -(9+5-8)° =7-6-(-4)+3-(-5)* - (6)° =
=7-6-(—4)+3:(-125)-36=7+24-375-36 =-380
2. Calcula: 3.(-4)-[2-(-3)-(7-2°)]+(9-12:(=3))
Solucion.  3.(-4)-[2-(-3)-(7-2%)]+(9-12:(-3))=3-(-4)-[-6 — (7 -8)] +(9+ 4) =
=-12-[-6+1M+13=-12-[-51+13=-12+5+13=6
. D
En los ejemplos anteriores hemos empleado la regla de signos en la multiplica-

cion y division de enteros, y la regla de supresién de paréntesis y corchetes cuando
van precedidos de signo + 6 —.

Actividades

1. Calcula: (5-8)-[(3-6)-9]-(5-7)

2. Calcula: 5-(-3)—(4+8-9) +(-3+6)*

3. Calcula: 6-(-3)-4-7+5-(-2)-(6+3-10)°
4. Calcula: (3-7)-[(1-7)-(3-35)]-(2-28)
5. Calcula: 5° -[12:4+3-(-7)]-8

2. Numeros racionales

No todas las situaciones se pueden describir con numeros enteros. §Como
indicar la mitad de algo o su tercera parte? Para hacer esto tenemos que recurrir a
los numeros fraccionarios o fracciones. La fraccion 1/4 indica la cuarta parte de la
unidad y 3/4 es un numero que contiene tres veces a la cuarta parte de la unidad

%— % + % +% , mientras 7/4 es un nimeros que contiene siete veces la cuarta parte
de la unidad. También la divisién 3:4=(1+1+1):4 :%+%+% , da el mismo resul-

tado, por esta razoén la fraccion 3/4 se puede considerar indistintamente como tal frac-
cion o como una division indicada 3:4. Luego, toda fraccion es un cociente indicado.
Si una fraccion tiene el numerador (dividendo) multiplo del denominador (divisor) el

resultado es un numero entero. A la fraccion # le corresponde el entero —3.
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En consecuencia, llamamos conjunto de los numeros racionales, y lo simboli-
zamos por la letra Q, al conjunto de todas las fracciones cuyo denominador es dis-
tinto de cero

Q :{%, donde ay b sonenteros yb# O}

Dos numeros racionales son iguales si tienen los numeradores iguales y los
denominadores también iguales o, si teniendo distintos numeradores y denominado—

res, conducen al mismo cociente: los nimeros 3 y —iG son iguales porque con-
ducen al mismo cociente. En este ultimo caso, se dice también que las fracciones
son equivalentes, y la propiedad fundamental de las fracciones equivalentes es que
los productos cruzados son iguales; es decir,

si —=——, entonces a-d=b-c

En las fracciones equivalentes %2 y i6 se cumple la propiedad fundamental

4

5 entonces (-2)-(-6)=3-4=12

. =2 _
porque si —= =

Ademas, el conjunto Q contiene al conjunto Z, ya que todo numero entero a es

, .. a
igual que la fraccion T

Los numeros racionales suscitan otra idea del infinito. Hasta ahora el infinito esta
asociado a la posibilidad de escribir, sin descanso, niumeros enteros positivos o
negativos, es decir, desplazarnos a la derecha o a la izquierda en el conjunto Z. Sin
embargo, se puede comprobar, entre dos nimeros racionales cualesquiera existe
una infinidad numeros racionales.

Ejemplos

7 3 .1

1. Calcula: - -2 +
15 20 12

Solucién. Hallamos el m.c.m. de los denominadores, m.c.m. (15, 20, 12) =3-4-5=
= 60, que sera el nuevo denominador de las fracciones, y dividimos 60 entre cada
uno de los denominadores originales y el cociente obtenido lo multiplicamos por
numeradores respectivos; de este modo obtenemos tres fracciones con el
mismo denominador cuya suma es:

7 3 . 11_7-4 33 115_7.4-3.3+11.5_74_37
15 20 12 60 60 60 60 ~60 30
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UNIDAD

NUMEROS REALES

Hemos simplificado la fraccién resultante dividiendo el numerador y denomina-

4
60
dor por 2.

q e b/ . q q 5 q
En una calculadora cientifica, la tecla aé tiene dos funciones: una, introducir fraccio-
nes y operar con ellas; y otra, simplificar fracciones.

Para realizar el calculo anterior pulsamos 7 a’¢ 155 3 g% 20 1 g% 125

y aparece en pantalla 1_] 7 130 que debemos interpretar como la suma 1+ % ahora

con la tecla |d/c |, o | SHIFT | |d/c|, convertimos la suma en una fracciéon impropia, en

74
este caso —
60"

2
2. Calcula: 1+ 2. 5Y (8.5
34 15 12

Solucion. Por la jerarquia de las operaciones hacemos en primer lugar las operaciones
de los paréntesis. La multiplicacion de fracciones conduce a otra fraccién que tiene
como numerador el producto de los numeradores y como denominador el producto de
los denominadores. Mientras que el cociente de fracciones es igual que el producto de
la primera por la inversa de la segunda, entonces

8 5_85 2. 25_.24_38
1512 1512 9° 34 35 15
2 2 2
Luego, 1+(2.8) (8. 5Y _4,(8Y _(2f_4, 84 _4 _125-81+64.9-4.25 _ 2501
3'4) (1512 15) 19 225 81 25-81 2025

3. Se han consumido los 3/5 de un depdsito de agua y aun quedan 32 litros. ¢ Cuantos

litros caben en el depdsito?

Solucién. Muchos problemas se resuelven mediante fracciones y operaciones con
fracciones, sin necesidad de plantear una ecuacion. Recordemos como:

si se han consumido los 3/5, quedan en el depésito 1- g Sl 5 3 g

2 _1
10 5 ° € corres-

N o N

Si a 2/5 le corresponde 32 litros, a la mitad de 2/5 , que son
pondera la mitad de 32, es decir, 16 litros.

A la capacidad del depdsito que son los 5/5 le correspondera 5 veces 16 litros, es
decir, 5-16 = 80 litros.
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Actividades

14. Un joven gasto los 5/8 de su paga mensual y quedé con 6 euros. ¢ Cuanto percibe men-
sualmente?

r b |
1 1
I 5 4 15 14 8 7 I
! A 2_ !
i E 7. Calcula §+5, 10 > 5 +1; 5 2 !
1
- 1.1, 1 2. 3 5 I
1 8. D st ot S+ -=
i : 8. Calcula 2+3+5, 7+5 5 i
! ,1,1,1. 2 3.5 :
&) i 9. Calcula: g+zp+isi  TEtigte !
1
1 1
- . (5.3),(7.10 :
&) | 10. Caloula: (4.2}(4 1) |
1 2 1
I . (3.1} (3_ |
i : 11. Calcula: (4 2) .(4 2) !
i : 12. Halla la fraccion equivalente a 3/4 con denominador 36. :
1 1
i i 13. Una pieza de tela para confeccionar ropa vaquera se moja y encoge los % de su lon— i
1 1
i gitud, quedando ésta reducida a 33 metros. ;Cuantos metros de tela tenia originalmen- :
: te la pieza? .
&) |
1 1
1 1
1 1
k ol

3. Expresion decimal de un nimero
racional

Si cada fraccion o cada numero racional es un cociente indicado, al efectuar la
division resulta un numero entero o bien un namero decimal. Este niumero decimal
puede ser:

e Un numero decimal exacto, cuando el nimero de cifras decimales es finito.

e Un ndmero decimal periédico puro, cuando, inmediatamente después de
la coma, hay una cifra o grupo de cifras que se repiten indefinidamente.

e Un numero decimal peridodico mixto, cuando hay una cifra o grupo de cifras
que se repiten, pero no inmediatamente después de la coma.

Hemos hecho la division entre el numerador y el denominador de las siguientes

fracciones:
28 _

4

. 28 _ . 28 _ . 28 _
7 5 =56 ; T°=4666.; -=18666..

Obteniendo un entero, un decimal exacto, un decimal periédico puro y un deci-
mal periddico mixto, y siempre ocurre una de estas cuatro posibilidades, cualquiera

que sea la fraccion.
s @ d D
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NUMEROS REALES

Calculo de la fraccién generatriz

Podemos realizar el proceso inverso, dado un decimal hallar la fraccion que le
corresponde; a esta fraccion se le llama fraccion generatriz.

A cada entero a le corresponde la fraccién a/1 o cualquier otra fraccion equivalen-
te obtenida de ésta, multiplicando numerador y denominador por el mismo numero.

Para obtener las otras fracciones generatrices, en los otros casos, debemos
resolver una sencilla ecuacion.

En primer lugar, si el decimal es exacto, por ejemplo 5,6, llamando x a la fraccion

buscada,
x=56

Multiplicamos toda la ecuacion por la unidad seguida de tantos ceros como cifras
decimales haya, en este caso 10, despejamos x y simplificamos

g o 56_28
10x—56:>x—10— 5

En segundo lugar, si el decimal es perioddico puro, por ejemplo 3,262626..., lla-

mando x a la fraccion buscada,
x =3,262626...
multiplicamos toda la ecuacion por la unidad seguida de tantos ceros como cifras

tiene el periodo, en este caso 100, y obtenemos una nueva ecuacion; seguidamen-
te restamos las dos ecuaciones

100x = 326,2626...

(1) - (22) = 99x = 323
X =3,262626...

Despejando x obtenemos la fraccion

_323
X="99

En tercer lugar, si el decimal es periddico mixto, por ejemplo 1,86666..., llaman-
do x a la fraccion buscada,

x =1,86666...

multiplicamos toda la ecuacion por la unidad seguida de tantos ceros como cifras
decimales no periddicas hay, en este caso 10,

10x =18,6666...

16 @ 8 8 4P



© 8 @ 4P

y a continuacion multiplicamos esta ultima ecuacién por la unidad seguida de tantos
ceros como cifras tiene el periodo, aqui 10,

100x =186,666...

Restamos estas dos ultimas ecuaciones y despejamos x, y a continuacion sim-
plificamos:

100x =186,666...
10x =18,6666...

168 _ 28

a\y_ (oa — ===
}(1) (22)=90x =168 = x 9 — 15

Actividades

r 1
1
! 15. Averigua a qué tipo de numeros decimales conducen las siguientes fracciones: E
! 6 5 58 122 !
: 11" 67 99’ 990 I
: 16. Calcula las fracciones generatrices de los decimales siguientes: i
: 0,1818... 0,3636... 0,152727... I
‘ 0,363363... 2,137222... 0,33636... :

1
: 17. Escribe tres fracciones cuyo denominador sea una potencia de 2 y comprueba que todas :
: conducen decimales exactos. :
: 18. Escribe la fraccion que corresponde a los decimales siguientes: !
| |
1 1
1 1
1 1
k ol

0,999@. N, 1,9999...
3,1999....  0,0999...

4. Representacion de numeros
racionales. Recta racional

Para representar los nimeros enteros sobre una recta se elige un punto O lla-
mado origen y un segmento OU como se indica en la figura

o u

4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

Llevando sucesivamente el segmento OU a la derecha de O situamos los ente-
ros positivos, por el mismo procedimiento, a la izquierda de O, situamos los enteros
negativos. A esta recta le llamamos recta de los enteros.

Los numeros racionales se pueden representar sobre la recta de los enteros,
aunque para ello tenemos que hacer uso del Teorema de Tales. Veamos como se
hace.

Por ejemplo, representar la fraccion 3/5.
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NUMEROS REALES

Paso 1: Sobre la recta de los enteros trazamos una semirrecta s con origen en el
punto O.

Paso 2: Llevamos 5 segmentos iguales sobre la semirrecta s.
Paso 3: Unimos el extremo del ultimo segmento trazado sobre s con el punto 1.

Paso 4: Trazamos segmentos paralelos al segmento anterior; dividimos el segmento
unidad en 5 partes iguales y tomamos las tres primeras.

A 3/5 le corresponde el punto que hemos dibujado en la figura.

S

0 3/5 1

Si quisiéramos representar 7/5, como %=g

sentar 2/5 tomando como origen el punto que corresponde al numero 1 sobre la
recta de los enteros, y proceder como en el caso anterior.

+%=1+% , se trataria de repre-

. ., . 7 .
Si la fraccion es negativa, como 5 le corresponde también un punto sobre la

Z , COMO vemos en

recta, con un compas y centro en O hemos dibujado el opuesto de 5

la figura.

)
L i
715 -1 0 1 75 2

La recta en la que situamos los niumeros racionales se llama recta racional.

Actividades




5. Numeros reales
5.1. Numeros irracionales

La expresion decimal de los numeros racionales puede ser exacta, o bien infini-
ta periodica, pero queda un tipo de expresion decimal sin tratar; esta es la expresion
decimal infinita no periddica.

Los numeros que tienen una expresion decimal infinita no periddica se llaman
numeros irracionales.

Los numeros 1,232332333...; 0,2020020002... son ejemplos de numeros irracio-
nales, su expresién decimal es infinita y no periddica.

Hay numeros irracionales mas familiares. Si queremos hallar la
1 diagonal de un cuadrado de lado 1, empleando el teorema
J2 Pitagoras, obtenemos

VP +12 =2 =1414213....

Este niumero, si nos molestamos en calcular muchisimos decimales, veremos
que tiene un numero indefinido de decimales y no se repite periddicamente ningun

grupo de ellos. Es posible demostrar que V2 no se puede expresar como una frac-

cion, y consiste en probar que si existe una fraccion irreducible igual a \/E, esta frac-
cion no puede ser irreducible; lo que es absurdo: luego esa fraccion no existe. Todas
las raices cuadradas de numeros que no son cuadrados perfectos conducen a un
namero irracional.

Un nuamero irracional muy conocido es T, se lee pi; y, como sabemos, indica
la longitud de la circunferencia cuando utilizamos como unidad de medida su dia-
metro. Este nimero también tiene infinitas cifras decimales no periddicas y vale
7 = 3,1415926535897...

Numero irracional es el que tiene una expresion decimal infinita no periddica.

Hay muchos numeros irracionales, mas que racionales. En este curso estudiare-
mos otro numero irracional, muy importante, llamado simplemente niimero e. El nime-

, , : . 1Y
ro e se define como el valor hacia el que se aproxima la suce3|on(1 + n cuando a n

le vamos dando valores cada vez mas grandes, y es e = 2,7182818...

Tendremos oportunidad de volver a encontrar este numero a lo largo del curso.
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5.2. Numeros reales

Definimos los numeros reales como el conjunto de numeros constituidos por los
racionales e irracionales; se simboliza mediante la letra R. En el esquema siguiente
aparecen todos los numeros que conocemos hasta ahora:

Irracionales

. Fraccionarios
Numeros reales .
Racionales . {Naturales

Enteros negativos

Es evidente que todos los naturales son enteros, todos los enteros son racionales;
y los racionales junto con los irracionales constituyen el conjunto de los numeros reales.

5.3. La recta real

Sabemos que a cada numero racional le corresponde un punto sobre la recta
racional, y nos asalta ahora una pregunta: ; hay mas puntos que numeros racionales
o hay tantos puntos como numeros racionales? La respuesta es que hay mas pun-
tos que numeros racionales, y eso se puede comprobar viendo que a cada numero
irracional se le puede asociar un punto de la recta racional. No es facil en general,
aunque es sencillo con los numeros irracionales que se obtienen mediante el teore-
ma de Pitagoras; esto es, los que aparecen bajo la raiz cuadrada, como V2 . Enla
figura hemos dibujado como, mediante triangulos rectangulos de hipotenusa V2
y J5 ,con un compas, podemos asociar un punto a estos numeros irracionales.

Con procedimientos como los ante-
riores asignamos a cada numero real
\/, 5 Ly

2 un punto de la recta, y admitimos
también lo contrario: a cada punto de
1 la recta se le puede asignar un nime-
ro real. Es decir, hay tantos numeros
reales como puntos en una recta.

Recta real es aquella en la que se encuentran representados los niumeros reales.

Actividades

r 1
1 1
1
! 20. Representa sobre la recta real, J/3, sabiendo que es la hipotenusa de un triangulo rec- E
! tangulo de catetos 1y V2. :
i 21. Representa por el mismo procedimiento V6. :

1
1 1
= wll
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6. Valor absoluto e intervalos
6.1. Orden en los numeros reales

Sobre la recta real de la figura estan representados algunos numeros reales.

—J3 -2 V2 3

-2 -1 0 1 2

Estos numeros aparecen ordenados, los nUmeros mayores se encuentran a la
derecha de los menores. ¢Hay algun modo de decidir cuando un numero real es
mayor que otro, sin necesidad de representarlos sobre la recta? Si, y lo proporciona
la siguiente definicion:

Dados dos numeros reales ay b, se dice que a < b si b —a es positivo.
Los ejemplos aclaran la definicion:
e 1,4 <1,43; puesto que, 1,43 -1,4 = 0,03 > 0; también se puede escribir 1,43 > 1,4.
e —12 < 4; puesto que 4 —(-12) =16 > 0.

6.2. Valor absoluto

Para medir la longitud de un trozo de la recta real empleamos una operacion lla-
mada valor absoluto, y que se define asi:

El valor absoluto de un nimero real positivo es el mismo. El valor absoluto de un
numero real negativo es su opuesto.

Por ejemplo, el valor absoluto de 3,14 es 3,14 y el valor absoluto de —3,46 es 3,46.
El valor absoluto de un niumero a se simboliza por |a| y la definicion permite escribir:

a sia >0
lal= .
—-a, si a<0

Observa que la expresion |x| = 4 es una ecuacion que tiene dos soluciones,
x =4 y x = —4; las dos soluciones equidistan del origen. El valor absoluto de un
numero se puede interpretar como la distancia de ese numero al origen.

N o -
4 0 4

Este hecho permite emplear el valor absoluto para hallar la distancia entre dos
puntos o entre dos numeros reales.

Se llama distancia entre numeros, o dos puntos, de la recta real x, y x, al valor
absoluto de la diferencia; esto es |x;, —x,|

c = =
0 X, X,
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6.3. Intervalos en la recta real

Si ay b son dos numeros reales, se llaman intervalos en la recta real al conjunto
de numeros comprendidos entre a y b. A los numeros a y b se llaman extremos del
intervalo.

Los intervalos pueden ser abiertos o cerrados:

Intervalo abierto: (a, b) = {x € R, tal que a < x < b}. En el intervalo abierto los
extremos no pertenecen al intervalo.

= O I ) =——
0 a b

Intervalo cerrado: [a, b] = {x € R, tal que a < x < b}. En el intervalo cerrado los
extremos pertenecen al intervalo.

= N —
0 a b

Un intervalo puede tener inicio, pero no fin. Los intervalos de este tipo se llaman
semirrectas de origen a, [a,© )={x € R, x > a}

- s ]
0 a

También hay intervalos que tienen fin, pero no inicio. Estos intervalos se llaman
semirrectas de extremo a, (-0 ,a]={x e R, x £ a}

- @ 2020202000 @
0 a

Las semirrectas pueden no contener a su origen, ni a su extremo, en cuyo caso
escribiremos (g, )={xc R, x>a} 06 (-o,a)={xe R, x<a}.

Ejemplos

1. Los intervalos se pueden expresar por medio del valor absoluto. Expresar por medio del
valor absoluto el intervalo [2,14] = {x € R, talque 2 < x < 14}

Solucion. Realizaremos los siguientes pasos:
Paso 1: Se calcula el punto medio del intervalo: 8.
Paso 2: Se calcula la distancia de 8 a los extremos:
|2-8|=6y |14-8| =6
Paso 3: Los puntos del intervalo distan de 8 menos o igual a 6; esto es
|x-8| < 6
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2. Representar graficamente el intervalo |x 5| < 2

Solucién. Este intervalo lo constituyen los nUmeros cuya distancia a 5 es menor o igual
que 2. Y los extremos de este intervalo son obviamente: 5-2=3y5+2=7.

» . I —
0 3 7

También lo podemos resolver de la definicion de valor absoluto
-5<2 <7
x-5]<2 1" e
—(x-5)<2 >—x+5<2 > 3<x

3. Representa graficamente el conjunto de numeros que cumplen que |x -5| >3.
Solucion. La inecuacion anterior, si aplicamos la definicién de valor absoluto, conduce
a dos inecuaciones:
x-523 -5 x>5+3 > x=>8
|x-5|=>3
—(x-5)23 > -x+523 5> —x>2-5+3 > —-x>-2
El conjunto de numeros que buscamos cumple las dos inecuaciones: x>8 y —x>-2,
esta ultima se puede escribir x < 2. Luego, sera el conjunto de niumeros reales que son
mayores que 8 o menores que 2. Graficamente

@ & S
0 2 8

Esto es la unioén, que simbolizamos por u, de dos semirrectas: (-0, 2] U [8, o ]

Actividades

22. Representa graficamente los intervalos [-6, 2], (4, o ), (- , —1].
23. Representa graficamente los intervalos |x| <1, |[x —6| < 3.
24. Representa graficamente los conjuntos | x| >5, |[x -1| >3

25. Expresa los intervalos [-6, 10], [-5, —1] por medio del valor absoluto.

7. Aproximacion de los numeros reales

Es evidente que un numero con infinitas cifras decimales no es facil de manejar,
a menos que prescindamos de la mayor parte de ellas; con lo cual ya no manejamos

el niumero sino una aproximacion.
©@ B8 d D
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Los numeros se pueden aproximar mediante truncamiento y redondeo.

Truncamiento. Consiste en suprimir las cifras decimales de un numero, a partir
de una determinada.

Por ejemplo, el numero 21,357604081 truncado a partir de las siete primeras
cifras significativas, se convierte en 21,35760; truncado a partir de las cuatro prime-
ras cifras queda 21,35 y truncado a partir de la parte entera vale 21.

Redondeo. En el redondeo también truncamos, pero nos fijamos en la primera
cifra que se trunca; y segun sea su valor, aplicaremos la siguiente regla:

e Si esta cifra es menor que cinco la ultima cifra del niumero truncado no se
cambia.

Por ejemplo, el numero 31,457264 redondeado a cinco primeras cifras signi-
ficativas toma el valor 31,457, por que la primera que desechamos es un 2.

¢ Si la primera cifra desechable es cinco o mayor que cinco se suma una uni-
dad a la ultima del numero truncado.

Por ejemplo, para redondear el niumero 31,457264 a las dos primeras cifras
decimales, se trunca y se obtiene 31,45 como la primera cifra desechable es
7, para redondear se suma una unidad a la ultima cifra del numero trunca-
do, al 5, y se obtiene 31,46.

7.1. Error absoluto y relativo

Dado un numero N y una aproximaciéon de éste, n, lamamos error absoluto, y
lo simbolizamos por E, a la diferencia entre el valor del nimero y su aproximacion:

E= N-n
Se llama error relativo, y se simboliza por e, al cociente entre el error absoluto
el valor del numero:
y _N-n

°=™N

El error relativo se suele expresar en porcentaje; esto es: 100 - €%.

Por ejemplo: Se ha estimado el peso de la mercancia de un contenedor en 13 000
kg; una vez descargado se comprobd que la carga pesaba 12 534 kg. Calcula el error
absoluto y relativo que cometid en la estimacion.

Solucién: Error absoluto: E = 12534 —13000 = —466 ;

__—466_
125340

El signo menos del error absoluto indica que ha cometido un error por exceso;
por tanto, el error absoluto positivo indicara que el error se comete por defecto.

24 @ 8 8 4P

Error relativo: e =-0,037=-3,7%



©® E Jd D

7.2. Errores y numeros reales

Los numeros con infinitas cifras decimales obviamente no se pueden manejar
con toda su parte decimal, hay que aproximarlos. ¢ Cual es el error absoluto y relati-
vo que cometemos con estas aproximaciones?

Si el numero es racional, se conoce su valor exacto, y es facil determinar los
errores absoluto y relativo.

Por ejemplo, si % =0,6666.... ; Qué error cometemos si sustituimos % por 0,667

1
= == === = _ XY - . L IV =19

= Toe=
50 2/3 100

Si el numero es irracional, no conocemos su valor exacto y por tanto no pode-
mos hallar el error absoluto, pero si acotarlo, es decir, saber que es menor que un
cierto numero.

—

Por ejemplo, si tomamos 3,14 por el numero &1 = 3,141592654...; qué error
cometemos? Sabemos que el numero n esta comprendido entre 3,14 <x < 3,15;
luego el error absoluto es

E=n-3,14 <3,15-3,14 = 0,01

Como e= E es menor que la fraccion 6,01 , entonces
b 3,14
_ E_001_ _ 0
e = = < 3.14 =0,00318=0,318%

Actividades

b |

I

I

26. Determina el error absoluto y relativo que cometemos al tomar 0,33 por % . :
)

I

1

27. Acota el error absoluto y el error relativo que se comete al tomar 1,41 por./2 .

8. Potencias

8.1. Potencias de exponente entero

La definicion de potencias exige que los exponentes sean mayores que 1, pero
al dividir potencias de la misma base es posible encontrar potencias con exponente
cero, como 5°, con exponente uno, como 5', y con exponente negativo, como 52

s @ B8 8 4P
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Vamos a dar sentido a estas situaciones igualandolas con los resultados obtenidos
al simplificar fracciones cuyos términos son potencias de la misma base.

Observa los ejemplos siguientes:

Simplificando Dividiendo potencias Igualando resultados
5 5
5—4 = 1 5—4 = 50 50 = 1
7 7
5% 1 5° s . PR
5_8:5_2 5_8=568:52 52=5_2

La generalizacion de estos resultados nos permite dar la siguiente definicion:

Si a es un numero real cualquiera y n un niumero natural, entonces

anza.a.a...a ; 30:1’ a1:a 4 a_n: 1n
a
En los ejemplos siguientes hemos aplicado la definicion:
P TI RS P B )
2> 32 5 36 6

8.2. Operaciones con las potencias de
exponente entero

Las operaciones con las potencias de exponente natural son:
e Producto: a"-am™=a"*"

e Cociente: a":a™=a"™"

e Potencia de un producto: (a-b)" = a"-b"

e Potencia de un cociente: (a: b)" = a™: b"™

e Potencia elevada a otra potencia: (a™)"=a"™

Las operaciones que se pueden realizar con las potencias de exponente entero
siguen las mismas reglas que las de exponente natural. Veamoslo y comprobemos
resultados.

e Producto de potencias de la misma base: a"-a™=a"*"
1 _4°

Por ejemplo: 4°.47% =4° I 42 6 45.47° =453 g2
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e Cociente de potencias de la misma base: a":a™=a"™"
1 1 1

Por ejemplo: 572 :5% = = 5 = i 57 ¢ 5°%:5°=5%*=57

e Potencia de un producto: (a-b)"= a"-b"
Por ejemplo: 4732 .57% = ia . is = % = % =20° 6 43°%.5°% = (4 . 5)‘3 =207
4° 5 (4.5) 20

e Potencia de un cociente: (a: b)™ = a™: b"

3 3 -3 -3
Por ejemplo : 473573 =i3:is=5—3= é = i 6 47353 i
4° 5 4 4 5 5

e Potencia de otfra potencia: (a™)"=a"™

3
Por ejemplo: (2-5)3=(215J =2%=2-15 6 (2°)=2%=2"

Actividades

r 1
1 1
| 1
| 28.Calcula  2°-3°, (5-2), a”-a%, (a) :
: 17" 17" !
| 29. Calcula 4|z | ., 47|-]| ., 32:4° 25.57 '
! 2 2 !
1 1
1 . 3%. 922

| 30. Simplifica 25 2" I
! 3.3%.2 :
: T pY? = :
i 31. Multiplica y simplifica 2] .[2 a I
: b c c !
1 1
o o o o e e e e S S S S S S S A A N S S R R S N N S R A N S N R A N S A S ol

9. Numeros en notacion cientifica

En muchas informaciones aparecen cantidades muy grandes o muy pequefias y
que se suelen escribir como un producto de un decimal, mayor que uno y menor que
diez, y una potencia de diez. Por ejemplo, si nos dicen que masa de un atomo de
hidrogeno es 0,000 000 000 000 000 000 000 001 675 gramos, esta cantidad tan
pequena, por comodidad, se escribe como 1,675 x 10-* gramos. Si por el contrario,
nos dicen que la masa de la Tierra que es 5 976 000 000 000 000 000 000 000 kg,
entonces lo expresamos asi: 5,976 x 10 kg. Esta manera de expresar los nimeros
decimales grandes o pequefos se llama notacién cientifica.

Un numero escrito en notacion cientifica se compone de un niumero decimal
mayor que uno y menor que diez multiplicado por una potencia de diez.
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Ya conocemos el efecto de multiplicar por una potencia de diez; cuando multipli-
camos un decimal por 10", movemos la coma n lugares hacia la derecha; si lo multi-
plicamos por 10, que es lo mismo que dividir por 10", movemos la coma n lugares

a la izquierda.

Ejemplos

1. Expresar en notacion cientifica: 0,004 56

El primer factor es 4,56 y, como hemos movido la coma tres lugares a la derecha, para
contrarrestar esta operacioén, el segundo sera 10-%. Luego, 0,004 56 = 4,56x10?

2. Expresar como decimal: 4,835x108

Este ejercicio es mas facil, ya unicamente consiste en mover la coma ocho lugares a
la derecha 4,835x10°® = 483 500 000

Veamos ahora como se opera con este tipo de numeros. Para sumar y restar
numeros en notacién cientifica, es necesario que todos tengan la misma potencia de
10, si esto no ocurre sacamos factor comun a la menor potencia de 10, y luego suma-
mos. Por ejemplo:

6,31-10° +4,325.10° =5,13-10° = 6,31-10° -10° + 4,325-10° - 10° = 5,13-10° =
=(6,31-10° +4,325-10° - 5,13)-10° = (6310 + 432500 - 5,13)-10° =
= 438804,87 -10° = 4,3880487 - 10

La operacién de sacar factor comun, empleada en el ejemplo, consiste en expre-
sar como una multiplicacion una serie de sumandos en los que repite un factor, asi

a-b-a-c+td-a-fra=a-(b-c+d-f)

Al multiplicar y dividir niumeros en notacion cientifica unicamente tenemos que
observar las reglas de multiplicacién y division de potencias de la misma base. Por
ejemplo, si se trata de multiplicar 3,68:10” con 8,63:10°, el resultado seria:

3,68-107-8,63-10° = 31,7584 -10° = 31,7584 - 10> = 3,17584 - 10°
y si se trata de dividir:
3,68-107:8,63-10° = 0,4264194 - 10™% = 0,4264194 - 10?= 4,264194 - 10"

Ejemplos

3. Expresar en notacion cientifica:
a) 453 000 000 000 000
b) 0,000 000 000 000 000 354
Solucién. a) 453 000000000000 = 4,53-10™ ; b) 0,000000000000000354 = 3,54-10"°

4. Realiza las siguientes operaciones:
a) 1,23-10°-3,21-10% + 2,31-10°

2 @ 8 8 4P



b) 4,74-10°-8,2-10"
c) 567-107:9,2-10°
Solucion. a) 1,23-10°-3,21-10% + 2,31-10°= (1,23 -3,21-10% +2,31-10%)-10°=
= (1,23 -321+2310)-10°= 1990,23-10°= 1,99023-10°,
b) 4,74-10°-8,2-10"= 38,868 -10 "= 38,868 -10"= 3,8868-10°
c) 5,67-107:9,2-10°= 0,6163043-5,67-10"°= 6,163043

Actividades

32. Expresar los siguientes numeros en notacion cientifica:
a) 0,36790000; b) 0,000000827; c) 1436,987

33. Calcula la suma de los siguientes numeros en notacion cientifica, sacando factor comun
a10°:

7,91-10°-9,71-10° +7,19-10° +1,79-10*

34. Un afo luz es la distancia que recorre la luz durante un afio. Si la luz viaja a la velocidad
de 300 000 kilémetros por segundo, calcula y expresa en notacion cientifica el nUmero
de kilémetros que tiene un ano luz.

10. Radicales

Una forma simbdlica de manejar algunos numeros reales es mediante radicales;
veremos qué son los radicales y como se opera con ellos.

10.1. Raiz enésima (n-sima)

Llamamos raiz enésima de numero a, y lo simbolizamos por, %fa a otro nimero
b que cumple que b" =a . Es decir,

tfa=b si b"=a

Al simbolo {’/5 se le llama radical , al nUmero n se llama indice de laraizy a a,
radicando.

Si el indice es 2, la raiz se llama cuadrada. Si el indice es 3, la raiz se llama
cubica. La razén de estos nombres es que el lado a del cuadrado de area A es la
raiz cuadrada de A: a= \/Z; y la arista a del cubo de volumen V es la raiz cubica
de V:a= 3.

Para el calculo de la raices de un numero, salvo en casos muy sencillos como
38 =2 327=3,416=2, y el de otras potencias conocidas, empleamos la calculadora.

» @ 8 B8 4P



UNIDAD

NUMEROS REALES

1
La tecla|y/ para las raices cuadradas y la tecla x/y para raices de otros indices.

Comprueba con la calculadora que 3125 =5, pulsando125 | SHIFT | | x:y | 3 E

Comprueba con la calculadora que las raices de indice par y radicando negativo
no existen. Sin embargo, las raices de indice par y radicando positivo tienen dos
soluciones: una positiva y otra negativa. Esto es evidente porque: (-2)* = 22 = 4,
luego 4 =42y -2

10.2. Potencias de exponente racional

Como consecuencia de la definicion de raiz enésima podemos expresar el radi-
cal /3 como una potencia de exponente racional:

1 N
Ya=a" ,yaque |a"| =a"=a

room m\'  mn
Ya" =(a") " =a" ,yaque (a") =a" =a"
y por tanto las operaciones con radicales son iguales que las operaciones con poten-

cias de exponente fraccionario.

Del mismo modo que hay fracciones equivalentes existen, también, radicales
equivalentes. Dos radicales son equivalentes si escritos como potencias tienen expo-
nentes equivalentes: m  mp

Ya™ ="{a™ yaque a" =a"”"
La equivalencia de radicales permite dos cosas:
— Simplificar radicales.
— Reducir radicales al mismo indice.

Veamos ejemplos de estas operaciones.

Ejemplos

1. Simplificar ¥64 , 4182, Ya*
6 4 2
Solucion. Y64 =Y2° =23 =22 - 4182 =43* . 2=43" . 42=3.42 - ¢fa* —a6 =a5 = a*
2. Reducir los radicales \/5, 350 y $/20 al mismo indice.

Solucion. Hay que encontrar radicales equivalentes a los dados, pero con el mismo
indice. Hallamos el m.c.m. (2, 3, 6) = 6. Y por tanto
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1 9 J Z 3
J8=82-8°=%/8°; 50 =50° =506 =§/50?; $20=20¢ =920

3. Calcular: a) \/3/? b) (332 )6

soucion. a) e = ({7 (o] <ot =et = w (W) U

10.3. Operaciones con radicales

Producto de raices de igual indice:
Q/g . Q/[_) =Na-b
Esta operacién se emplea para sacar un factor de un radical, como por ejemplo

VB8 =22 =22 2 =27 2 =22; Y81=¥3* =33°.3=33°.33=333

Cociente de raices de igual indice:
Ya:ib=r¢ %

Producto y cociente de raices de distinto indice.

Para multiplicar y dividir radicales con distinto indice hay que transformarlos en
otros equivalentes, y luego multiplicar y dividir segun el caso.

Ejemplo

V8 -3/50
§20
Solucién. Como vimos en el ejemplo 2 el m.c.m. (2, 3, 6) = 6, entonces:
J8-3/50 _/8® 8507 _ §/8° 507 =§/83 502 =§/29 (5% -2) =§/29 52 oo
%20 §/20 %20 20 2°.5 2°.5

3 1
=8/(2° -5)° =$/40° =408 =402 = /40 =/4-10 = /4 -/10 =210

Calcula

Suma de radicales

Para sumar radicales es preciso que tengan el mismo indice y el mismo radican-
do, de otro modo no se pueden sumar.
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Por ejemplo,

V27 + /48 — 75 = 3% +/2* .3 -\[3.52 = /3% .\[B+2* .3 -3 ./52 =
=3J3+22/3-5/3=7/3-5/3=23

Racionalizacion de los denominadores

Antes de uso generalizado de las calculadoras era muy incémodo dividir un
numero por un radical, y se buscaba el modo de convertir esa division en otra en que
el divisor fuese entero. Para ello se establecieron reglas, llamadas reglas de racio-
nalizar los denominadores, y son las siguientes:

a_ab _ab_ab
Vbbb Jp2 b
a a- b a-%bmm _a-&’/b"i"“=a-’\’/b”7‘m

o Gom Ao Yom b o b
a_ _ a-(c—\/E) =a-(c—\/5)=a-(c—\/5)
c+vb (c+b)-(c-vb) c2-p? ¢*—b

Sienvezde c++b tenemos c- Jb , entonces multiplicamos y dividimos por

c++/b

a _ a(«/5+«/5) _ a(\/5+\/5) =a(\/E+\/E)
Je-vJb (e -b)Nc+vb) (Ney -(bY c—b

Y por ultimo:

1 1 3 2

Racionaliza las siguientes fracciones: ﬁ @ 27 -3

1 _ 2 V2. i Y2+ 2 2 2 _12
V2 22 27 4 4 2y 22 it 2

3 3-(2-V7

Solucioén.
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Actividades

r 1
1 1
1 1
E 35. Calcula: 51, 0, 481, 64 i
1 1
I 36. Halla:  (3v2), (¥4, (x¥x), Ya’b® !
1 1
: 37. Extrae factores de los radicales siguientes: @ @ Q/ﬂ, Q/Q :
1 1
i 38. Suma los radicales: i
1 1
I a)V8+18-498 ; b) 45 +180 —+/20 ; €) 2127 - 212 + 975 !
1 1
I 39. Multiplica los radicales: v2-v18, ¥/3-39, (v5++/3)-(v5-+3), (8+3V7)-(8-3V7) !
i i
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
g ;

40. Divide: 7 ﬁ’g/;g/}

#1. Racionaliza: 2. & 5 X 6 14 1 4
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Matematica financiera

Los mas usados son los logaritmos neperianos, llamados asi en honor de John Neper
(1560 — 1617), y los decimales.

Las variaciones porcentuales, el interés simple y el compuesto, la TAE y las anualidades de
capitalizacién y de amortizacion aparecen habitualmente en los calculos financieros. Para
calcular estas dos ultimas es necesario conocer las progresiones geomeétricas, que repasamos.

I a necesidad de efectuar numerosos y complicados calculos dio origen a los logaritmos.

La Unidad termina con los nimeros indices, complemento y ampliacién de las variaciones
porcentuales, muy empleados en Economia.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:
1. Valorar la importancia histdrica de los logaritmos en el calculo.

2. Analizar las propiedades de los logaritmos.

3. Comprender desde distintos punto de vista la importancia de los porcentajes.

4

. Distinguir entre los diversos tipos de porcentajes que se nos presentan en la vida
cotidiana.

5. Comprender la importancia de las progresiones geométricas para el estudio del interés
compuesto.

6. Distinguir los conceptos de anualidades de capitalizacion y de amortizacion para afrontar
las situaciones econémicas que nos presenta la vida cotidiana.

7. Utilizar los conocimiento adquiridos sobre capitalizaciones y amortizaciones para resolver
problemas que se plantean en la vida actual.

8. Comprender que los numeros indices facilitan el estudio de variables sometidas a
cambios temporales.
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1. Logaritmos decimales y neperianos

1.1. Definicion

Se llama logaritmo en base a, positiva y distinta de uno, de un numero x, a
otro numero y, que es el exponente al que hay que elevar la base a para
reproducir el numero dado x; se escribe:

log.x=y =—— a'=x

La operacion para hallar logaritmos es la logaritmacién, operacién inversa de la
potenciacion, y su objeto es hallar el exponente cuando se conocen la base y el valor
de la potencia.

Por ejemplo, log,;81 = 4; puesto que 3* = 81

Ejemplos

1. Calcula log, 32.

Solucién. Sera un numero y; tal que 2 = 32. Como 32 = 2°, queda 2" = 2°, potencias igua-
les de la misma base tienen exponentes iguales, por lo que y = 5. Luego escribimos:

log, 32 = log, 2° = 5
1
2. Calcula log, — .
alcula 9216

Solucién. Sera un numero y, tal que 2¥ =%. Como % =2"*;queda 2" =2, por lo

que y = —4. Se escribe: ]
log, — =log,2* =4
16 2

3. Calcula log; 3.

Solucién. Sera un numero y tal que 3” = 3; por tanto y = 1, entonces log, 3 = 1.

Observa que el logaritmo de la base es siempre 1, log.a=1 <> a'=a

4. Calcula log; 1

Solucién. Sera un numero y tal que 3"= 3° =1; por tanto y = 0, entonces log, 1 = 0.

Observa que el logaritmo de 1 en cualquier base es 0,log.1=0 <> a°=1

5. Calcula log, 0

Solucién. Sera un numero y tal que 3 = 0. Como las potencias dan siempre resultados
positivos, podemos afirmar:

El nimero cero no tiene logaritmo.
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MATEMATICA FINANCIERA

6. Calcula log, (-4)

Solucién. Sera un numero y tal que 3" = — 4. Como en el ejemplo anterior, recordamos
que las potencias dan siempre numeros positivos, por tanto:

Los niumero negativos no tienen logaritmos.

1.2. Propiedades de los logaritmos

Los ejemplos anteriores nos han permitido enunciar algunas propiedades de los
logaritmos; a continuacion enunciamos otras propiedades de los logaritmos

1. Ellogaritmo de un producto es igual a la suma de los logaritmos de sus facto-
res, esto es:
log,(m-n)=log, m+log, n
2. El logaritmo de un cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el loga-

ritmo del divisor, esto es:
m
log, — =log, m—log, n
n

3. Ellogaritmo de una potencia es igual al producto del exponente por el logarit-
mo de la base, esto es:

log, m" = klog, m

4. Ellogaritmo de una raiz es igual al cociente entre el logaritmo del radicando y
el indice de la raiz, esto es:

log, m =IogTam

Ejemplos

1. Calcula log, x- y , sabiendo que log, x=3,23 y log.y = 2,34:
Solucion. Por la propiedad 1, log, x- y = log, x + log, y = 3,23 + 2,34 = 5,57

2. Calcula log, X con los datos del ejemplo 1.
y

Solucion. Por la propiedad 2, log, - log, x—log, y =3,23-2,34=0,89
y
3. Calcula log, x*, con los datos del ejemplo 1.

Solucién. Por la propiedad 3, log, x* =4 log, x=4 - 3,23 =12,92
]
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4. Calculalog, x?-y?, con los datos del ejemplo 1.

Solucion. Por las propiedades 1y 3, log, x%y® = log, x? + log, y®*=2log, x + 3 log, y =
=2-3,23+3-2,34=6,46 + 7,02 = 13,48.

5. Calcula log, ¥x | con los datos del ejemplo 1.
I
Solucién. Por la propiedad 4, log, Ux = og; 23 % =1,07

6. Calcula log, §/x*-y* , con los datos del ejemplo 1.

Solucién. Por la propiedades 4, 1y 3.

2,4 2 4
IogaﬂJogasxy =Iogax ;Iogay =2Iogax;4logay~~‘2-3,23J5r4-2,34z15,582z3’16

1.3. Logaritmos decimales y neperianos

En el calculo de logaritmos se utilizan usualmente como bases, el numero 10 y
el nimero e =2,718281...

Los logaritmos de base 10 se llaman logaritmos decimales y se escribe sim-
plemente log; por ejemplo el log 1000 = 3 <> 10° = 1000.

Los logaritmos de base e se llaman logaritmos neperianos, y se simbolizan por
InoL.; por efemplolne’'=4 =<> e*‘=¢*

Estos logaritmos los llevan incorporados las calculadoras cientificas, los siguien-
tes ejemplos te indicaran cémo utilizar la calculadora para calcular logaritmos.

Ejemplos

1. Calcula log 8.

Solucién. Sera un numero y, tal que 10¥ = 8. Como 8 no puede expresarse como una
potencia entera de base 10, para calcular su logaritmo decimal de forma aproximada,
se recurre a la tecla log de la calculadora, mediante la secuencia siguiente:

8 log 0.9030899 Y escribimos: log 8 = 0,9030899
2. CalculaIn 8.

Solucién. Sera un numero y, tal que €’ = 8. Como en el ejemplo anterior, se recurre a
latecla In de la calculadora, mediante la secuencia siguiente se determina de forma
aproximada el logaritmo neperiano de 8:

8 In 2.0794415 Se escribe: In 8 =2,0794415
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3. Calcula x siln x = 2,4849066.

Solucién. Se conoce la base e y el exponente que origina x; como, x = e 2*%%; |g
secuencia siguiente calcula x

2.4849066 INV e 12 Por tanto: x = 12

Actividades

1. Calcula: a) log; 81; b)log; 243 ; c) log,729.
2. Calcula: a)log, 0,5; b) log, 0,25; c) log, 0,125.

3. Calcula: a)log 10; b)log 100; c)log 1000
4. Calcula: a)log 0,1; b)log 0,01; ¢) log 0,001.
5. Se sabe que log a =1,39794, log b = 1,77815, y log ¢ = 2,09691. Calcula: a) log (a-b);

b) log (a-bc); ¢) Iog% ;o d) Ioga—: . e)loga’; f)log (a> b* ¢*); @) log¥a*b®

2. Porcentajes: incrementos y
disminuciones porcentuales.

Recuerda que porcentaje se representa mediante el signo % y significa "de
cada cien"; es decir, centésimas; por este motivo, los porcentajes se pueden expre-
sar como decimales. Por ejemplo: R =12 %, significa de 12 de cada 100; por que se
puede escribir en forma decimal asi:

r=£=0,12
100

Por otra parte, sabemos que:

¢ Si una mercancia cuesta inicialmente C y su valor aumenta un 8 %, su coste
final sera:

C+0,08x C=(1+0,08xC=1,08xC

e Si una mercancia cuesta inicialmente C y su valor disminuye un 8 %, su coste
final sera:

C-0,08x C=(1-0,08)x C=0,92x C
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El coste final de una mercancia que ha aumentado o disminuido un porcentaje
se consigue multiplicando el coste inicial C por un niumero llamado indice de varia-
cion; en los ejemplos anteriores los indices fueron 1,08 y 0,92 respectivamente.

- L, R
En los aumentos porcentuales del R %, el indice de variacion es: 1+ 100 =1+r
En las disminuciones porcentuales del R %, el indice de variacion es:

1—i=1—r
100

La cantidad final con aumento o disminucion porcentual se obtiene al multiplicar
la cantidad inicial por el indice de variacion; es decir:

R
Chnar = (1 at W) -Chrio = (123 €, . 3

Ejemplos

1. Los precios de todos los articulos de unos almacenes se encuentran rebajados el 12%
¢, Qué precio se pagara por un articulo marcado a 500 euros?

Solucion. Se aplica la formula; P, =(1-0,12)-500 = 0,88 - 500 = 440 euros

2. El precio de un televisor sin IVA es de 700 euros. Calcula el precio que pagaremos si
esta gravado con el 16 % de IVA.

Solucion. Se aplica la formula; P.=(1+0,16)-700 =1,16-700 = 812 euros

3. Por una lavadora se han pagado 406 euros. Si la lavadora tiene un impuesto del 16 %
de IVA, ¢cual es su precio sin incluir el impuesto?

Solucién. Se aplica la formula y se despeja el precio inicial;

406=(1+0,16)-P; P =%:350 euros

Porcentajes encadenados

A veces es necesario trabajar con varios porcentajes seguidos, como se plantea
en el ejemplo siguiente:

El indice del coste de la vida subié un 14% durante 1980 y un 6% durante 1981,
pero bajoé un 5% durante 1982. Halla la subida del indice de coste de la vida de 1980
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Solucion:

Se parte del coste de un producto de 100 euros en enero de 1980.
Coste el 1-1-1981 100 - (1,14) = 114

Coste el 1-1-1982 114 - (1,06) = 120,84
Coste el 1-1-1983 120,84 - (0,95) = 114,798

Y

Y

Y

Por tanto el aumento ha sido de 14,79%.

Observa que si sumas 14 + 6 — 5 obtienes 15; esto es debido a que los tantos
por cientos actuan sobre cantidades iniciales distintas.

Ejemplos

1. Un ordenador valia al salir al mercado 924 euros; a lo largo de un ano sufrié las siguien-
tes variaciones, baj6é el 20 %, bajé un 15 %, subié un 12 % y finalmente bajé un 6 %.
¢, Cuanto era su precio al final del ano? ¢ Cual ha sido el indice de variacion total?

Solucion. El ordenador ha cambiado cuatro veces de precio.

Precio al primer cambio — (1 — 0,20) - 924 = (0,80) - 924 = 739,2 euros

Precio al segundo cambio—> (1 — 0,15) - 739,2 = (0,85) - 739,2 = 628,32 euros
Precio al tercer cambio — (1 + 0,12 ) - 628,32 = (1,12) - 628,32 = 703,72 euros
Precio final ———— > (1-0,06) - 703,72 = (0,94) - 703,72 = 661,49 euros
Partimos de la variacion de 100 euros

Primera variacion —— > (1 -0,20) - 100 = 0,80 - 100 = 80

Segunda variacion ——» (1-0,15)-80=0,85-80 = 68

Tercera variacion ——» (1+0,12)-68=1,12-68 = 76,16

Cuarta variacion —> (1-0,06) - 76,16 = 0,94 - 76,16 = 71,5904

El indice de variacion total sera 0,7159

Se podia haber calculado directamente: 0,80-0,85-1,12-0,94=0,7159y 0,7159-924 =
= 661,49 euros.

2. Un comerciante compra los lectores de CD por 450 euros y los vende con un recargo
del 30 %; llega un amigo y, sobre el precio de venta, le rebaja el 30 %. ¢ Gano o perdid
con la venta del lector de CD al amigo?

Solucion. El comerciante los vende a: P, =(1+0,30)-450 =1,30-450 =585 euros

EL amigo lleva el lector de CD por: P, =(1-0,30)-585=0,70-585 =409,5 euros; el

comerciante perdié en la venta: 450 — 409,5 = 40,5 euros
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Actividades

r 1
1
i ! 6. En latienda A un articulo estda marcado a 765 euros y tiene una rebaja del 25%. En la tien- E
: da B el mismo articulo esta marcado a 742 euros y presenta un descuento del 20% ¢En
: qué tienda es mas barato el articulo? :
1
i i 7. Un comercio oferta sus productos rebajados el 22%. Calcula el precio al que resultan los :
I marcados con 35 euros, 56 euros y 85 euros, si al tanto por ciento de rebaja se le debe :
i afiadir el 16 % de IVA. !
1 1
i : 8. Sihas pagado 256 euros por un producto que se encontraba rebajado el 15%, ¢qué pre- :
: cio marcaba el producto? :
1 1
i i 9. Después de rebajarse un articulo en un 25%, vale 53,20 euros ¢Cuanto valia antes de |
: la rebaja? !
1 1
b o o o e e e S S R A N S R R N N N N S R A N S N R N R A ol

3. Interés simple y compuesto. T.A.E.
(tasa anual equivalente)

3.1. Interés simple

Al abrir una libreta de ahorro en una entidad bancaria, en realidad prestamos un
capital C a la caja o banco; préstamo que nos remuneran ofreciéndonos un determina-
do rédito R, que es la cantidad que la entidad nos abonara anualmente, por cada 100
euros depositados. Los beneficios que se obtienen por el capital C depositado se llaman
interés. Si los beneficios se retiran periédicamente estamos ante un interés simple.

Interés simple por afnos

Ejemplo: Supongamos que una persona ingresa 2 000 euros en un banco al 4%
de rédito, el rédito siempre es anual. El interés que recibe al finalizar el ano sera:

i =2000 x 0,04 = 80 euros

Por tanto, si mantiene los 2000 euros en el banco, al finalizar cada ano recibira
80 euros en concepto de intereses. Esto nos permite construir la siguiente tabla:

Capital inicial | El primer ano | El segundo aino | El tercer afio | ...... El afio 15
2000 euros | 2000 +80 | 2000+2-80 |2000+3-80] ... 2000 + 15 - 80

Los capitales finales se obtienen mediante una relacién lineal cuya variable es
el tiempo que estan prestados.
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El capital inicial C, ingresado al R % de rédito anual simple, al cabo de t afios
se convierte en:
C-R C-R-t

C,=C+t-i,donde i=C-r o i=———; esdecir, C,=C+
100 100

En estas formulas C, es el capital final, C es el capital inicial, R es el rédito anual
en porcentaje, r el rédito anual en decimal y t es el numero de anos.

Interés simple por meses

. R . ,
Si tenemos en cuenta que el R % anual es el — % mensual, entonces el interés
12

i L r
mensual en decimal sera E; con lo que:

C'R; es decir; C,:C+C'R't
1200

C,=C+t-i, donde i=C-—— o i=
12 1200

En esta formula t esta expresada en meses

Interés simple por dias

R
Si tenemos en cuenta que el R % anual es el 360 % diario, entonces el interés
. . H r . -
diario en decimal es 360 con lo que:
C-R C-R-t

C,=C+t-i, donde i=C-—— o i= . es decir, C,=C+
360 36000

36000

En esta féormula t esta expresada en dias

Ejemplos

1. Hallar el interés de 3 000 euros, al 4 % durante seis meses.
Solucién. Se aplica la férmula y se tiene en cuenta que 6 meses es la mitad de un afo;
i=3000 - 0,04 - 0,5 =60 euros

2. Al mirar la cartilla, un ahorrador observa que le han abonado 36 euros. Si tuvo deposi-
tados 2 700 euros durante 4 meses, ¢a qué rédito le han abonado los intereses?

Solucion. Se aplica la formula, se simplifica y se despeja R.

4

36=— 12_37._.R=0R R=2-4%
100 3 9
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3.2. Interés compuesto

Cuando los intereses no se retiran sino que se acumulan al capital y se mantie-
ne el depdsito, que es lo mas corriente, estamos ante el interés compuesto:

Interés compuesto anual

Ejemplo: Si se depositan en un banco C euros a un 5%, al final del afio tendre-
mos el capital:

C,=C+C-—>=C.(1+0,05)
100

Al final del segundo afo el nuevo capital sera: C,=C, - (1+0,05)=C - (1 +0,05)?
Al final del tercer afio el nuevo capita sera: C,= C, - (1+0,05) = C - (1+0,05)
En general, al final del ano t el capital sera: C,= C - (1+ 0,05)

Por lo tanto, si se depositan C euros al R% de rédito, el capital final al cabo de
t anos depositado a interés compuesto sera: C,=C - (1 +r)

Interés compuesto mensual

. L. ' R
Como en el caso de interés simple el rédito R % anual, se trasforma en E%

r
mensual, lo que equivale a 7= decimal, por lo que el capital final al cabo de t meses

12
sera: t
r
C,=C-|1+—
12

Interés compuesto por dias

.y . r . .
% diario, lo que equivale a ——= decimal diario; y

o/ r&di 3
El R % rédito anual sera, 360

360
el capital final al cabo de t dias sera:

Calculo de los intereses

El interés o nuestra ganancia sera la diferencia entre el ultimo capital y el capital
inicial; que en el caso de capitalizar por afios sera:

i=C,-C=C-(1+n-C

Sacando factor comun C obtenemos:
i=C-[(1+n-1]
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Ejemplos

1. Hallar el capital acumulado durante 10 afios a partir de 12 000 euros colocados al 4 %
de interés compuesto abonando los intereses anualmente.

Solucién. Se aplica la férmula. C,, =C-(1+r)'° =12000-(1+0,04)" =12000-1,04"

La siguiente secuencia en la calculadora determina el capital.
12000 x 1.04 X 10 = 17762.932
El capital acumulado sera 17 762,93 euros

2. Repetir el problema anterior pero con pago de intereses cada trimestre.

Solucion. Es necesario interpretar la féormula para generalizar. El capital C = 12 000;
cada ano se cobran cuatro veces intereses; los periodos de cobro o capitalizacién
seran 4:-10 = 40; el rédito sera trimestral es decir 4/4 = 1% trimestral. Con estos razo-
namientos la formula sera:

10-4
Cyps = 12000 -(1+¥) =12000-(1,01)"

La siguiente secuencia en la calculadora determina C

12000 x 1.01 X 40 = 17866,36 euros.

El capital acumulado en esta situacién sera: 17 866,36 euros.

Se observa un aumento del capital acumulado, debido a que los intereses se convier-
ten en capital al comenzar cada trimestre, en lugar de anualmente.

3. Calcula el tiempo a que deben estar prestados 1000 euros al 6% de interés compuesto
anual, para que se conviertan en 1504 euros.

Solucién. Se aplica la formula y se obtiene,1504 = 1000 - (1 + 0,06); resolvemos la
ecuacion: 1,504 = 1,06'; en esta ecuacion, llamada exponencial, se toman logaritmos
para despejar t:

_log1,504

log 1,504 = t-log 1 =
og 1,50 og 1,06 091,06

Con esta secuencia de teclas determinamos t. 1,06 log M,, 1,504log + MR = 7,00
El valor de t es 7 anos.
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3.3. Tasa Anual Equivalente (T.A.E.)

En la prensa diaria aparecen ofertas de depdsitos o créditos en los que el % del
rédito se indica seguido de las siglas T. A. E. " Tasa anual equivalente". El ejemplo
que proponemos corresponde a la oferta de una caja de ahorros, y con él aclaramos
el significado de las mencionadas siglas.

Ejemplo: Si nos confia su dinero en nuestra Cuenta Ahorro le damos el 6%
anual, con pagos mensuales de intereses, lo que equivale al 6,17% T. A. E.

¢ Qué significa el T. A. E. en esta oferta?

6
El 6 % anual equivale al i 0,5% mensual.

Como el ano tiene 12 meses el capital depositado, C, se habra convertido en:
C, =C-(1+0,005)"* =C-(1,005)” =C-1,0616778
Como se puede observar al final de ano el 6 % anual, con capitalizaciones men-

suales se convierten mediante redondeo en el 6,17 %; este porcentaje es precisa-
mente el anunciado T. A. E.

En los préstamos hipotecarios que los bancos conceden la T. A. E. es, por
supuesto, superior al rédito anual anunciado.

i Ejemplos

1. Calcula la T. A. E. que corresponde aun rédito anual del 12% con pagos mensuales de
intereses.

Solucién. Al 12% anual le corresponde el 12/12 = 1% mensual.
Cada mes, el capital se multiplica por 1,01; por tanto, en un afo se multiplicara por

1,01 = 1126825 ~ 1 +0,1268 = 1 + 1126%8 .Luego la T. A. E sera 12,68%

Actividades

10. Calcular el tiempo que deben estar colocados 4 000 euros al 6% anual para dar un inte-
rés de 20 euros.

11. Cierto capital, colocado durante 8 meses al 10% anual, ha dado un interés de 400 euros.
Calcularlo.

12. Hallar el capital que poseeremos al cabo de diez afos si se coloca al 5% de interés com-
puesto un capital inicial de 200000 euros. Los intereses vencen semestralmente.

13. ¢ Qué capital al cabo de 6 afios al 4% de interés compuesto pagadero anualmente se ha
transformado en 100000 euros?

14. Calcular la T. A. E. correspondiente al 9% de rédito anual con pagos mensuales de inte-
reses.
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4. Progresiones geometricas

Si una cuartilla la partimos por la mitad, y a las mitades las partimos por la mitad
y asi sucesivamente, las partes que resultan son: 2, 4, 8, 16, 32, ... Esta sucesién de
numeros es una progresion geométrica, cada término es igual al anterior multipli-
cado por 2.

Las progresiones geométricas son sucesiones en las que un término cualquiera
se obtiene del anterior al multiplicarlo por una cantidad constante r, llamada razon;

esto es:
a, = a,q ' r

Para saber cuando una sucesion de numeros es una progresion geométrica se
comprueba si los cocientes de términos consecutivos dan el mismo resultado; este
resultado es la razén de la progresion.

Ejemplos

1. Comprueba que la siguiente sucesion de numeros es una progresién geométrica; 2, 6,18,
54, 162, ...Calcula la razon.

162 54 18
Solucion. Se divide cada término por el anterior, 51 = s = 5

=] g = 3 .
2
La razon es 3.
2. Forma una progresién geométrica cuyo primer término sea 40 y la razén 0,5.
Solucién. 40 ; 40-0,5 = 20; 20:0,5=10; 10-:0,5=5; 50,5=2,5..

La progresion es 40, 20, 10, 5, 2,5, ...

4.1. Término general de una progresion
geometrica

Una de las propiedades de las progresiones geométricas es que el término
general se puede dar mediante una expresion algebraica como veremos a continua-
cion.

Supongamos que la sucesion: a,, a,, as, a.,... a,... €s una progresion geométrica
de razon r.

El término a, sera: a,=a," r

El término a, sera: a;=a,-r=a,r-r=a,- r
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El término a, sera: a,=a,-r=a,r*f-r=a," r

Se observa que un término cualquiera es igual al primer término por la razon ele-
vada al subindice del término menos la unidad; por lo tanto, el término general de
dicha sucesion sera: a, =a,-r""

La expresion anterior indica que para conocer el término general de una progre-
sion geométrica basta con conocer el primer término a; y la razén r.

Ejemplos

1. Calcula el término quinto de una progresién geométrica, sabiendo que a, =2y r = 3.
Solucién. Se aplica la formula. a;=2-3*"'=2-3'=2-81 = 162.

2. Halla el primer término de una progresion geométrica cuyo término 4 vale 192 y la razon 4.
Solucién. Se aplica la formula y se despeja a;; a, = a,r®*; 192 = a, 4° = a, 64;

192
*ea -

3

4.2. Suma de los n primeros términos de
una progresion geomeétrica

Dada la progresion geométrica a,, a,, as, ..., a, de n términos y razén r. Se desea
encontrar una expresion para calcular la suma de estos numeros.

S,=a,+a,+a,+..+a,, +a, (1)
Se multiplica por r los dos miembros de la igualdad anterior:
r-S,=a,-r+a,r+a,-r+..+a,,rta,-r=a,+ a,ta,+ ..+a,ta,- r (2)
Restamos: (2) - (1), yqueda: r-S,-S,= a,'r —a,
Sacamos factorcomuna S,: S, (r-1)=a, r—-a,

Y despejamos S,
a - r-a,
r-1

n

La suma de n términos de una progresion geométrica se puede expresar fun-
cion de a, y r, para ello basta sustituir a, = a,-r"" en la férmula S, y se obtiene:

S _a-r"-r-a _a- r'-a _a-(r"-1)
5 r-1 r-1 r-1
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Ejemplos

1. Calcula la suma de 12 terminos de una progresion geométrica si el primer término es 5
y la razén 2.

a-(r'>-1_5-(2%-1)
r—1 2-1

Con la secuencia siguiente de teclas encontramos la suma:
2 x12 — 1 = x & = 20475

Solucion. Se aplica la formula. S, =

2. Halla el primer término de una progresion geométrica si la suma de los 5 primeros tér-

minos es 155 vy la razén 0,5.
L " z ] a (0’ 5° - 1)
Solucion. Se aplica la formula y se despeja a;: S, = — 05T

a,(0,5° 1) a4 _
_a ) _ a,(-0,96875) wego a ~ 185C05) g0

155 = A
0.5-1 0.5 -0,96875

Actividades

15. Forma una progresion geomeétrica cuyo primer término es 800 y la razén es 0,25.
16. Encuentra progresiones geométricas entre las siguientes sucesiones:

a)9,7,5,3,1,...b) 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, ... €) 0,5, 0,05, 0,005, 0,0005, ...,

17. Hallar la suma de los 10 primeros términos de una progresion geométrica en la que
a, =200y r=1/100.

" b |
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
: d) 2, 2/3, 2/9, 2/27, ... :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
[
: 18. Halla los términos cuarto y octavo de la progresién geométrica : 0,008; 0,04; 0,2; ... :

I
k wll

5. Anualidades de capitalizacion.
Fondos

En la vida cotidiana es frecuente querer disponer de un capital al cabo de cier-
to tiempo mediante depdsitos iguales realizados todos los anos. Es el caso tipico de
fondos o planes de pensiones tan en boga ultimamente. La cantidad, de nuestros
ahorros, que depositamos todos los afios es una anualidad de capitalizacion.

Supongamos que al principio de cada afio se ingresa una anualidad A, y se
desea calcular el capital que se ha formado al cabo de ¢ afios, al rédito R % anual.

Expresamos el rédito R en forma decimal: r = %
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e La primera anualidad A, que ha estado depositada de t afos, se transforma en:
A-(1+r)
¢ La segunda anualidad A, que ha estado depositada t —1 afios, se transforma en:
A-(1+n)-
¢ La ultima anualidad esta depositada solo un ano, y se transforma en:
A-(1+1)
El capital que se obtiene es:
C=A1+nN+ A1+ P+ A1 +rpP+ .+ AT+ )"+ A1 +r)
El capital se obtiene mediante la suma de n términos de una progresion geomé-
trica de razén (1 +r).
CAQ+r) A+t = A-(4r) A1) (+r) =1]
1+r)-1 r

C

Si se desea conocer la anualidad que se debe pagar anualmente, se despeja A
en la férmula anterior y queda:
C:-r

A=(1+r)- ((1+r) 1)

A veces los pagos se hacen en periodos no anuales; por ejemplo en semestres,
trimestres o meses; en estos casos se aplica la formula siguiente:

c.”
n

nt
BIEE
n n
Donde n es el numero de pagos que se efectuan en un afo; por tanto sus posi-

bles valores son: 2 en pagos semestrales; 4 en pagos trimestrales y 12 en pagos
mensuales.

Ejemplos

1. Una entidad bancaria ofrece un plan de pensiones de modo que durante 15 afios debe-
mos aportar 600 euros al 8% ¢Qué capital tendremos al finalizar el plazo?

Solucién. Se aplica la formula
A(+r)[ (1+r) -1] 600(1+0,08) (1+0,08)" ~1] 001,08(1,08" 1)
" r - 0,08 - 0,08

La secuencia siguiente determina C;;

1.08 X156 — 1 = x 1,08 X 600 + 0,08 = 17594.57

El capital acumulado sera: 17 594,57 euros.
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2. Repetir el problema anterior si se realizan los pagos trimestralmente.

Solucion. Es necesario interpretar la férmula para generalizar. La anualidad se va apa-
gar en cuatro palazos 600/4 = 150 euros al trimestre; cada afio se pagan cuatro cuo-
tas con lo que rédito sera: 8/4 = 2% trimestral; el nuUmero de pagos a efectuar sera
15-4 = 60. Con estos razonamientos la formula sera:

150(1+0,02)( (1+0,02)* —1) 150,02 - ( 1,02% -1)
0 0,02 - 0,02

La siguiente secuencia calcula Cs,.
1,02x 60 — 1 = x 1,02 x 150 = 0,02 = 17 449,88
El capital acumulado sera 17 449,88 euros
Enczslte caso el capital acumulado es menor debido a que se entrega menor cantidad
inicial.

3. Podemos ahorrar todos los afnos 500 euros, y un plan de jubilacién nos ofrece un inte-
rés del 6% ¢ Cuanto tiempo debemos pagar para obtener un capital de 12 336 euros?

Solucion. Se aplica la formula y se despeja ¢, tomando logaritmos.
500(1+0,06)( (1+0,06)" —1)

12336 = ; 12 336-0,06 = 500-1,06(1,06'-1);
0,06
740 74
= t—1); —=106"-1; —+1=1,06"
740 = 530(1,06' -1) ; 530 53
74
74 log §+1
Se toman logaritmos y queda: ¢ - log 1,06 =log| —+1|; t=
53 log 1,06

La siguiente secuencia calcula t:
1,06log Min74 -+ 53 = +1 = log =+ RM = 14,9976

El tiempo redondeando sera: t =15 afios

Actividades

19. Una persona ingresa 1.000 euros cada afio a un 7 % de interés anual compuesto. ;Qué
cantidad tendra al cabo de 8 afios?

20. Deseamos multiplicar por 12 un capital que anualmente vamos a entregar a un interés
del 6% anual. Hallar el numero de afios que deberemos esperar.

mar un capital de 1577,75 euros?

22. Una persona desea hacer un plan de pensiones; para ello abona todos los meses durante
15 afios 50 euros. Si el banco le ha abona el 6 % anual, ;qué cantidad le abonara al cumplir

=
I
1
I
I
1
I
I
I
I
I . - .
: 21. ; Cuantos anos tendremos que ahorrar 450 euros, si nos abonan el 8 % y deseamos for-
I
I
I
I
I
: los 15 afios?

I

k
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6. Anualidades de amortizacion.
Prestamos

De manera similar, pero con mayor frecuencia, se solicita un préstamo que
hemos de devolver en un determinado plazo de tiempo, abonando cantidades igua-
les en ciertos periodos de tiempo. Es el caso tipico de crédito hipotecario, para el
pago de un bien comprado a plazos. Estos pagos reciben el nombre de anualidades
de amortizacion.

Supongamos que al final de cada afo se abona una anualidad A, para pagar una
deuda D en t afios al tanto por ciento anual R.

Se transforma el tanto por ciento R en decimal; r = R/100 y si contraemos una
deuda D, ésta se convierte al cabo de t anos de tiempo en: D(1 + r)!

Por otra parte, como las anualidades se entregan al final de la unidad de tiempo,
la primera anualidad A se convierte, después de t —1 anos, en: A(1 + )"’

La segunda se convertird en: A(1 + )2
Con la ultima anualidad A se cancela la deuda.

La suma de las cantidades anteriores deben coincidir con: D(1 + r)!
DA+nN'=A+...+A(1+n=2+ A1+ )"

El segundo miembro de la igualdad es la suma de t términos de una progresion
geomeétrica de razon (1 + r); por lo que:

D_(1+r)t_A-(1+r)f-1-(1+r)—A_A'( (1+f)t—1)
- (A+r)—1 - p

De esta igualdad se puede despejar tanto A (valor de la anualidad) como D
(valor de la deuda).

_D-r-(t+ry o AL =)
C (+r) -1  r(1+r)

Como en la anualidades de capitalizacién, los pagos a veces no se hacen en
periodos anuales y como se hizo alli generalizamos las formulas.

r(, rY rY
D—|1+— A(1+n) —1
n n
nt y D = nt
(1+’} -1 r[1+r)
n n n
Donde n es el numero de pagos que se efectian en un ano; por tanto, sus posi-

bles valores son: 2, en pagos semestrales; 4, en pagos trimestrales y 12, en pagos
mensuales.

A=
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Ejemplos

1. Para pagar un préstamo hipotecario sobre una vivienda de 7 000 euros en un plazo de
14 afos a un interés de 6%, ¢ qué cantidad se debe pagar anualmente?; ;y trimestral-
mente?

7000-0,06(1+0,06)" _ 7000-0,06-1,06™
(1+0,06)" —1 1,06™ —1

Solucién. Se aplica la formula A=

La secuencia siguiente de teclas determina la anualidad:

1,06 x¥ 14 - 1 = M, + 1 = x 0,06 x 7000 . MR = 753,09435
La anualidad que corresponde pagar es de 753,09 euros.
Para responder a la segunda pregunta es necesario generalizar la formula.

Se debe pagar 7 000 euros, mediante pagos trimestrales; por tanto, en 14 anos deben
realizarse 14-4 = 56 pagos; el 6% anual, equivale a 6/4 = 1,5% trimestral; con estos
nuevos datos aplicamos la formula.

A 70000,015(1+0,015)* _ 70000,0154,015%
(1+0,015)% —1 1,015% —1

La secuencia determina el pago trimestral
1,015 ¥ 6 - 1 = M, + 1 = x 0,015 x 7000 . MR = 185,64745

El pago trimestral sera 185,66 euros.

2. Mediante el pago de 4 000 euros anuales al 8% de interés compuesto durante 5 afnos,

¢qué deuda hemos saldado? .
4000( (1+0,08)° ~1) _ 4000(1,08° - 1)

Solucién. Se aplica la formula: D= — = -
0,08(1+0,08) 0,081,08

La siguiente secuencia calcula la deuda:
1,08 x¥ 5§ x 0,08 =\, =~ 008 - 1 = x 4000 . MR = 15970,841

En la practica, la deuda saldada es de 15 970,84 euros.

3. Si pagamos 3 000 euros anuales para amortizar una deuda de 18 629,38 euros al 6%,
¢cuantos afos tendremos que pagar?
18629,38-0,06-1,06"
1,06" -1
ecuacion para transformarla en otra en la que se puedan tomar logaritmos.

Solucién. Se aplica la formula 3000 = ; Se opera sobre esta

3000(1,06' —1)=1117,6281,06', 1,06 —1=0,37261,06";
1
0,6274

(1-0,3726)1,06' =1, 0,62741,06' =1, 1,06' =
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,_—In0,6274
In1,06
La siguiente secuencia calcula t: 1,06 In M 0,6274 In + - MR = 800033

Se toman logaritmos: t-In 1,06 = — In 0,6274 ; de donde

El valor de t, redondeando al entero mas préximo, es 8 anos .

Actividades

23. Para comprar una moto solicitamos un préstamo de 12 000 euros al 6%. Nuestra situa-
cion economica nos permite dedicar a este pago anualmente 2 500 euros. ¢ Durante
cuantos afios tendremos que pagar?

24. Solicitamos un préstamo de 100 000 euros para devolverlo en diez afos al 8%. ¢Qué
cantidad deberemos pagar cada ano? ;Cuanto pagaremos por el citado préstamo?
¢ Cuantos intereses pagaremos?

euros y el resto es un préstamo a pagar en 15 afos al 6,20%. Si los pagos se realizan al
final de cada ano; se pide: ¢ Cuanto se pagara anualmente? ;Cuanto se habra pagado
por el piso?

r 1
I I
I I
1 I
I I
1 I
1 I
I I
1 I
I I
1 I
1 1
I I
1 1
I I
1 I
i : 25. Una inmobiliaria vende pisos a 120 000 euros. A la entrega de llaves se pagan 20 000 :
1 1
I I
1 I
I I
1 I
1 1
I I
| 26. Compramos un coche por 13 520 euros, mediante un préstamo al 9 %. Para pagarle :
. mediante pagos mensuales durante 2 anos, jcuanto pagaremos mensualmente? .
: ¢, Cuanto pagaremos por el coche? !

I I

1 I

k ol

7. Numeros indices

7.1. Indices simples

Cuando interesa conocer la evolucién en el tiempo de una variable o una magni-
tud medible, se emplean los numeros indices. Los nimeros indices muestran los
cambios de una variable entre dos periodos temporales de los que uno de ellos se
toma como base o referencia.

Por ejemplo, la tabla siguiente nos da el nimero de reclusos en las carceles espa-
nolas entre 1997 y 2002.

Ao 1997 1998 18EE 2000 2001 2002
N° presos| 42.756 | 44.370 | 44197 | 45.501 | 47.571 | 51.882
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Si quisiéramos averiguar la variacion de la poblacion reclusa del afio 1998
tomando como base el afio 1997, la obtendriamos del cociente

44370

22756 ~ 1037

Del mismo modo, la variacién de la poblacion reclusa del aino 2002 con respecto
al afo 1997 seria:

51882

22756 ~ 213

¢, Como interpretamos estos cocientes? En el afio 1998 se ha incrementado la
poblacion reclusa, respecto a 1997, en un 3,7%, mientras que en el periodo 1997-
2002, el incremento fue del 21,3%.

Sea X una variable o magnitud cuya evolucién a lo largo del tiempo queremos
estudiar. Supongamos que tenemos una serie de registros temporales que simboli-
zaremos por 0, 1, 2, 3, ..., t; y que los valores de X en cada uno de estos registros
temporales sean x,, X, X,,..., X,. Se llama indice de la variable X en el periodo t
(periodo actual), tomado como base el periodo 0, al cociente x/x,, y se simboliza por

Xy

=X
%X,

Para hacer una lectura mas facil del indice se acostumbra a expresarlo multipli-
cado por 100,

X
%= w100

/
En el caso del indice de la poblacion reclusa en los afios 1998 y 2002, tomando
como base 1997, seria

| _ 44370
1998/, ~ 42756

_ 51882
20027007 ~ 42756

-100=103,7

-100=121,3

Con lo que, sin tantos decimales, es mas facil ver que la poblacion reclusa
aumenté un 3,7% entre 1997 y 1998, y un 21,3% entre 1997 y 2002. Al multiplicar
por 100 es como si asignaramos valor 100 al indice de referencia o base; los
demas indices mayores que 100 indican aumentos y los menores que 100 indican
disminucion.
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La tabla siguiente muestra el nimero de alumnos matriculados en Espafia en educacion uni-

versitaria.
Curso 2000/2001]2001/2002[2002/2003 | 2003/2004 | 2004/2005 | 2005/2006
N° alumnos | 1.554.972 [ 1.526.907 | 1.507.147 | 1.488.574 | 1.449.136 | 1.422.561

Calcular los indices tomando como base el nimero de matriculados en el curso 2000/2001

Solucién.
. . . 1554972 1526907
Se efectuan los calculos: 2272 <, = —DeoIY = ,....,etc.
1554972 [ 1554972 XCP™

Completamos la tabla asi:

Curso 2000/1 2001/2 2002/3 2003/4 2004/5 2005/6
Alumnos | 1.554.972 | 1.526.907 | 1.507.147 | 1.488.574 | 1.449.136 | 1.422.561
indices 100 98,1 96,9 95,7 93,1 91,4

Interpretamos el resultado diciendo que en el curso 2001/2 ha habido una disminucién de
matriculados de aproximadamente un 1,9%, mientras que en el curso 2005/6 la disminu-
cion del numero de alumnos matriculados fue del 8,6% (100 — 91,4 = 8,6).

Los indices que hemos visto hacen referencia a una Unica variable, numero de
presos, numero de alumnos matriculados; se llaman indices simples.

7.2. Propiedades de los indices simples

Las propiedades de los indices simples son una consecuencia de su definicién
como cociente indicado o razon.

a) Propiedad de inversion. Si

o2 X 11
%X, X I%
Xt
entonces
=1
=
/}
%y

Es decir, si cambiamos el periodo base con el periodo actual, el nuevo indice

es inverso del inicial.
© d D
O — L__*)
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b) Propiedad circular. Si tenemos tres periodos temporales, 0, t, t’, siendo t inter-

medio entre 0 y t', se cumple que:

[, -1, -1, =1

B Y%
Esto es consecuencia de

Xt Xt' XO _1

XO Xt Xt -

Esta ultima propiedad se emplea para hacer un cambio de base del indice. Si
se conocen dos indices en los periodos temporales t y t" respecto a la base 0,
entonces podemos calcular el indice del periodo t° tomando como base el
periodo temporal t. Despejando I,,/t en I%-I%-I% =1, resulta

iy

I, 1
Hho h
I,

1 1 1
: Io - . i
% ’% /t/

0

I, =
t l%

=N

o simplemente

“ooXx, )%0 y

El indice del periodo t° tomando como nueva base el periodo t se calcula
dividiendo If/ entre l,/. El cambio de base se realiza cuando el periodo base
0 0

pierde representatividad, al ir alejandose el periodo actual del periodo base, en
cuyo caso se toma como base un periodo mas cercano al actual.

La tabla siguiente refleja la produccién anual de aceitunas en miles de toneladas.

2001 2002 2003 2004 2005
6.9825 | 44149 | 7.553,6 | 5.200,0 | 4.021,7

Calcula los indices tomando como base la produccién en 2001, en 2005 y 2003.

Completamos la tabla teniendo en cuenta que Iy

/

/
_ Y2001 | _ Y001
%005 | Yooz | ’
2005 501 2003 001
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Afio 2001 2002 2003 2004 2005
Produccién | 6.982,5 4.414,9 7.553,6 5.200,0 4.021,7
-~ 100 63,2 108,1 74,4 57,5
s 173,6 109,7 187,8 129,2 100
- 92,4 58,4 100 68,8 53,2

7.3. Indices compuestos

Se emplean los indices compuestos cuando queremos estudiar una variable o
una magnitud X que tiene muchos componentes. Por ejemplo, si queremos estudiar
la evolucién de los precios en un pais, no sélo tendriamos que analizar el precio de
un producto sino los precios de un conjunto de productos, los que consumen los
habitantes de ese pais, y cuyas magnitudes simbolizamos por X, X,, ... , X,

Hay varios modos de calcular el indice de esta variable compleja X. Uno consiste
en hallar la media aritmética de los indices I,/O(X1), ..... ,It/O(Xk) entre los periodos tempo-
rales 0 y £, para cada magnitud.

(X)) + 41, (X,)
1 (X) =2

Pero ocurre que no todos los productos que consumimos, y por tanto sus magni-
tudes, tiene la misma importancia, por lo que es preciso asignarles una medida de
su importancia mediante lo que se llama una ponderacién o peso. Simbolizaremos
estos pesos por w,, w,, ..., W, , con lo que el indice compuesto ponderado de la mag-
nitud X, se define asi:

LX) w,+...+1 (X, )-w
_ y 1 1 y k k
I%(X)— 0 k 0

Los indices mas conocidos son indices compuestos ponderados. El indice de
precios de Consumo, que calcula mensualmente el Instituto Nacional de Estadistica,
mide la evolucion de los precios de un conjunto de bienes y servicios que consume
la poblacion espanola. El calculo actual se hace tomando como periodo base enero
de 2001. Otros indices relevantes son: indice de produccién industrial, indices de
precios industriales, miden la evolucion de los precios de los bienes de equipo,
indices de comercio exterior, miden la evolucion de la balanza comercial. Unos
indices muy populares son los indices de cotizacién de valores en la Bolsa. El mas
conocido, el Ibex-35, es un indice compuesto ponderado que refleja la evolucién de
las cotizaciones de las 35 principales empresas de la Bolsa espafiola. Ademas del
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indices Ibex -35, diariamente se publican el precio de las acciones, en euros, de las
empresas que cotizan en Bolsa y la tasa de variacion con respecto a la cotizacion del

cierre del mercado del dia anterior.

Si leemos que el valor de una accién de Telefonica es 21,1 € y a su lado aparece +6% , esto
quiere decir que la tasa de variacion, del precio de una accion de Telefonica, tomando como
base el precio de cierre del dia anterior, fue del 6% de aumento

28.

29.

anos 2001 2002 2003 2004 2005 2006
Parados (en miles)| 1930,1 | 2049,6 2096,9 2113,7 | 2069,9 2039,4
Calcula los indices tomando como base el paro registrado en 2001, y calcula los indices
tomando como base el paro registrado en 2004.
De un determinado producto alimentario se conocen los siguientes indices de precios
12004/ y 12007/ =90
2001 2004
a) Calcular fy,
2001
b) Sabiendo que el precio medio durante 2004 fue 5,8 € / kg, ¢,qué precio medio tenia
en 2001 y en 20077
El precio del barril de petréleo, que ahora esta por las nubes, no era tan alto hace unos
pocos anos. La tabla refleja el precio medio de un barril de petréleo en dolares.
ano 1986 1990 1995 1999 2000 2001 2002 2003
precio 14,4 23,8 17,8 18,2 29 247 25 28,8
a) Calcula /2004/ y /2007/
2001 2004
=

Solucion.

La tasa de variacion, si el precio de la accion de Telefonica el dia anterior terminé en 19,9

€, se calcula asi:

21,1-19,9 1,2
19,9 19,9

Tasa de variacion = =0,0601

Que, expresado en porcentaje, resulta 0,0601:-100 = 6,01 = 6% de aumento del precio de
la accion.

Actividades




b) Sisabemos que 12000/ = 78,8. Tomando como base el precio en 1980, calcula I1995/
1980 1980
y Izooz/
1980

30. Calcula la tasa de variacion del Ibex -35 si empezo6 la semana en 13.290 y terminé el vier-
nes en 12.980.

1
1
1
1
i
: c) Calcula el precio medio del petréleo en 1980.
1
1
1
1
1
1
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Polinomios y fracciones
algebraicas

n polinomio es una expresion algebraica en la que las letras y los numeros estan
sometidos a las operaciones de sumar, restar y multiplicar.

Los polinomios, que seran objeto de estudio en esta Unidad, han aparecido en

muchas ocasiones; expresiones como el area del rectangulo "b-h", el area total del cilindro
4 . . .
T T —Tre, .
"2:trh+27r® o el volumen de la esfera " e 3" son ejemplos de polinomios

En esta Unidad didactica se estudiaran las operaciones de suma, resta, multiplicacion y

divisién de polinomios, ademas de la descomposicién de estos en producto de factores irre-
ducibles.

La division de polinomios como la division entre nimeros enteros puede ser exacta (resto

cero), en cuyo caso se dice que el dividendo es un multiplo del divisor, o entera (resto dis-
tinto de cero).

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:
1. Aprender correctamente el significado de valor numérico de un polinomio y, en espe-
cial, el significado cuando el valor es cero.

Realizar con soltura las operaciones de sumar, restar, multiplicar y dividir polinomios.
Enunciar comprensivamente los teoremas del resto y del factor .

Conocer operativamente las propiedades de divisibilidad de polinomios.

Definir y calcular comprensivamente los conceptos de m.c.d. y m.c.m. de polinimios.
Enunciar y comprender la propiedad fundamental de las fracciones algebraicas.

U

-
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1. Polinomios. Valor numeérico

Para escribir nimeros utilizamos usualmente el sistema de numeraciéon decimal,
que es posicional; es decir, los valores de las cifras que forman el nUmero dependen
de los lugares que ocupan; esto permite escribir los nimeros en forma de polinomio;
por ejemplo el numero 3 437 escrito en forma de polinomio seria:

3:-10°+4:10°+ 310 + 7

Como puedes ver las diferentes cifras aparecen multiplicados por potencias de
10; si el nUmero anterior en lugar de ser decimal, estuviera escrito en base x, su
expresion de polinomio seria:

3 X +4-xX*+3-x+7

A las expresiones como la anterior que generalizan las escrituras de polinomios
numeéricos las llamamos simplemente polinomios de una variable.

Los distintos sumandos que forman el polinomio son sus términos.

Cada término esta esta formado por un niumero o por el producto de un
numero por la variable o indeterminada elevada a alguna potencia.

El término numérico se llama término independiente, y el t¢érmino de mayor
grado es el grado del polinomio.

El polinomio anterior tiene 4 términos, su término independiente es 7 y su
grado es 3.

Los polinomios reciben nombre por el nimero de términos; por ejemplo,
e Monomio: si tiene un término.
¢ Binomio: si tiene dos términos.

e Trinomio: si tiene tres términos.

La ideas anteriores permiten definir:

Un polinomio es una expresion en la que intervienen sumas y

restas de multiplicaciones de numeros por potencias de la variable.

Dado el polinomio p(x) = 2x* - 4x* + 5x - 8. Se llama valor numérico del polino-
mio p(x) para x = 3, al numero que resulta al sustituir x por 3; es decir,

p(3) =2-3*-4-32+5-3-8=25

El valor numérico del polinomio P(x) para x = a se determina al

sustituir en el polinomio x por a.
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Ejemplos

1. Indica el grado y el término independiente de los polinomios siguientes:

a) 3x*-6x> +8x-12; b)2x°+5x-15; ¢)5x°-6x+17; d) 6x* + 12x - 18
Solucion.
Grado: de a) cuatro; de b) cinco; de c) tres; de d) dos.

Término independiente: de a) -12; de b) -15; de c¢) +17; de d) -18

2. Calcula el valor numérico del polinomio g (x) = 3x* + 4x*-6x + 7; para x =2y x = -1.
Solucioén.
Parax=2;9(2)=3-2+4-22-6-2+7=48+16-12+7 =159
Parax=-1;q(-1)=3-(-1)*+4-(-1?-6-(-1)+7=3+4+6+7=20

Actividades

1. Indica el nombre y el grado de los siguientes polinomios:
a)4x*-7x* + 5; b) 2x*-1; «¢)17.

2. Calcula el valor numérico del polinomio q(x) =4x*-7x*+5 parax=3; x=2; x=-2y

2. Operaciones con polinomios

En los apartados siguientes trataremos diferentes operaciones con polinomios
de una indeterminada.

2.1. Suma y resta de polinomios

Suma y resta de monomios

Se suman y restan monomios de igual grado o semejantes; sumando o restan-
do sus coeficientes; ejemplos:

a) (4x%) + (5x) = 9x*;  b) (12¢') - (7x) =5x';  ¢) (3x") + (2x) = 3x* + 2x°

En los ejemplos a) y b) se han simplificado; en el ¢), como los monomios no son
semejantes, no se ha podido simplificar y se deja la suma indicada.
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Suma y resta de polinomios

Para sumar polinomios se agrupan los monomios de igual grado o semejantes.

Para restar polinomios se suma al minuendo el opuesto del sustraendo; veamos
unos ejemplos:

Sumar: (3x‘'+ 6x*-4x+19) + (3x - 5x* + 8x - 14) = (3x) + (6x° + 3x°) +
+(-5X) + (- 4x+8x) + (19 - 14) = 3x‘ + Ox* - 5X*+ 4x + 5

Restar: (3x'+ 6x*-4x+19)-(3x*-5x*+8x-14)=(3x*+ 6x°-4x+19)+
+ (-3x* + 5x% - 8x + 14) = (3x*) + (6x* -3x% ) + (5x?) + (- 4x - 8x) + (19 +14)
=3x*+ 3x* + 5x* -12x + 33

Ejemplos

1. Calcula: a) 1x‘°’+1x3‘;
2 4 3 6

> 1 1 2 1 3 2 , 1, (4 1Y, 3, 1,
Solucion. a) —x*+—x* =S4 |x*=2x%:b) =y ——y*=| ——— =—y*=—
) X X (4+4)x i )3y = (6 5 1Y =g¥ =3Y
c) % 72— % z® ; los monomios no son semejantes y no se pueden simplificar.

2. Calcula:a) (13x*-6x+5)+ (4x*+7x*+ 11x+9); b) (3x*+9x*-6x+7)-(3x*+ 7x - 3)

Solucién. a) (13X - 6x + 5) + (4x° + 75 + 11x + 9) = (135 + 4x%) + T3¢ + (- 6x + 11x) +
+(5+9) =175 + 72 + 5x + 14.

b) (3x° + 90X - BX + 7) - (3X + 7x - 3) = (3x° + 93 - 6x + 7) + (-3x% - Tx + 3)
= 3x° + (9% - 3X2) + (- 6x - 7x) + (7 + 3 ) = 3x° + 6x° - 13x +10.

e~
2.2. Multiplicacion de polinomios

Multiplicacion de monomios

El producto de dos monomios es otro monomio, cuyo coeficiente es el producto de
los coeficientes de los monomios factores y el grado es suma de sus grados; ejemplo:

Multiplicar: (5x°)(3x%) = (5 -3)(x* - x*) = 15x** = 15x°

El producto de dos monomios es otro monomio, de grado suma de los gra-

dos de los factores.
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Multiplicacion de un monomio por un polinomio

Para multiplicar un monomio por un polinomio se multiplica el monomio por cada
uno de los monomios del polinomio factor; ejemplo:

Multiplicar: 3x* (2x® - 3x2 + 7x - 9) = (3x)(2x®) + (3x%)(-3x?) + (3x*)(7x) + (3x*)(-9)
=6x°-9x* + 21x° - 27x2

El grado del polinomio producto de un monomio por un polinomio es la
suma de los grados del monomio y del polinomio.

Factor comun

La operacion inversa de multiplicar un polinomio por un monomio se llama sacar
factor; ejemplo, sacar factor comun 3x? en el polinomio producto anterior.

Factor comun: 6x°-9x* + 21x* - 27x* = 3x* (2x° - 3x* + 7x - 9)

Multiplicacion de polinomios

Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada monomio del primer factor por
cada monomio del segundo factor; ejemplo:

Multiplicar: (3x*-5x-8) (2x* +5) =3x* (2x*+5)-5x (2x*+5)-8 (2x* + 5) =
= 6x° +15x* -10x° -25x -16x* - 40 = 6x° +15x* -10x* -16x* -25x- 40
Disposicion practica:

3x* -5x -8
2x° +5
15x* -25x -40
6x° -10x° -16x?

6x° +15x* -10x° - 16x°* - 25x - 40

El grado del polinomio producto es la suma de los grados de los polino-
mios factores.

Ejemplos

1. Multiplica: a) (3x*)(7x°); b) (%xz )(gxﬂ ; c) (3,5x%)(2,6x°).
7 _ : 3 2)5 s)_15 5. _
Solucion. a) (3x')(7x°) = 21x:  b) (Zx j(zx )=§x © ¢) (3,5%)(2,6x%) = 9,1,

© 8 ® 4P
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2. Calcula: a) 3x3(4x* - 6x* + 14); b) %xz(Sx3 -6x+3)
Solucién.
a) 3x2(4x° - 6x2 + 14) = 3x*- 4x® + 3x* (- 6x?) +3x°- 14 = 12x° - 18x* + 42x%

252(3)=1845 12,5, 8,2 165

2 2 2
b) Zx*(8x* -6x+3)==x*(8x)+=x*(-6x%)+=x*(3 —4x* +2x°
) 3 ( ) 3 (8x°) 3 (-6x%) (3) 3 3 3

3. Sacar factor comun: a) 4x* - 6x° + 2x%; b) 9x* + 12x° - 15x.
Solucion. El término 2x? es factor comun en todos los sumandos en a); por tanto,
a) 4x* - 6x° + 2x* = 2x* (2x* - 3x + 1).
El término 3x es factor comun en todos los sumandos en b; por tanto,

b) 9x' + 12x° - 15x = 3x (3x° + 4x° - 5)

4. Halla: (2x* + 4x* - 8x + 7)(3x* - x + 6).
Solucién. (2x* + 4x* - 8x + 7)(3x* - x + 6) = 2x* (3x* - x + 6) + 4x* (3x* - x + 6) -
-8x (3 - x+6) +7(3x - x+6) =6x°-2x" +12x° + 12x* - 4x° + 24x* - 24x° +
+8xX°-48x+21x° - Tx+42=6x" + (- 2x* + 12x*) + (12)¢ - 4x° - 24X°) + (24x*+
+21x% ) + (- 48x - 7x) + 42 = 6x° + 10x* - 16x° + 45%° - 55x + 42.

2.3. Division de polinomios

Division de monomios

El cociente de dos monomios si el grado del monomio dividendo es mayor que
el grado del monomio divisor, es otro monomio que tiene por coeficiente el cociente
de los coeficientes del monomio entre el monomio divisor y su grado es la diferencia
de los grados de los monomios que se dividen.

ax" _a
ax™):(bx")= =—x""
G = =

32x° 32
8x* 8

Dividir: X% = 4x?
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Division de polinomios

En el ejemplo resuelto aparecen los pasos que se deben seguir para dividir dos
polinomios.

Ejemplo: Dividir los polinomios: D(x) = 6x°® +8x* - x* + 8x* + 6x + 7
y d(x)=2x*-x+ 3.

Antes de comenzar la division se ordenan los polinomios de mayor a menor

grado y se dejan los huecos de los términos que falten en el divisor, como se indica
a continuacion:

6X°+8x - x*+8x2+6x+7 [2x°-x+3

- 6x° + 3x° - 9x* 3x2 +4x +1=c¢c(x)
1° Resto +8x*+2x° -x* +6x+7
- 8x* + 4x%-12x
2° Resto 2x°+ 3x*-6x+7
-2x +x -3
Resto 3x* -5x + 4 =r(x)

1° Se divide el monomio de mayor grado del dividendo entre el monomio de
mayor grado del divisor: (6 x°) : (2x*) = 3x* ; este es el primer monomio del
cociente.

2° Se multiplica el monomio cociente por el polinomio divisor; se van cambian-
do los signos de los monomios resultantes, se colocan bajo el dividendo y a
continuacion se suman.

3° Elresultado de la suma ( 8x* + 2x* - x¥* + 6x + 7 ) es el primer resto.

Se siguen los pasos anteriores 1, 2, y 3; los restos sucesivos seran los nuevos
divisores hasta conseguir un resto de grado inferior al divisor, que sera el resto de la
division.

El grado del polinomio cociente es la diferencia entre los grados del divi-
dendo y del divisor:

grado de c(x) = grado de D(x) - grado de d(x)

El grado del resto es menor que el grado del divisor:

grado de r(x) < grado de d(x)

Division entera y division exacta

En el ejemplo anterior, la divisién de D(x) (dividendo) entre d(x) (divisor), se han
obtenido dos polinomios; c(x) (cociente) y r(x) (resto). Se cumple:

% = C(X) 4e ﬂ
d(x) d(x)
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Si al realizar la division de dos polinomios se obtiene un cociente y un resto no
nulo la division es entera.

Si al realizar la divisidn el resto es cero la division es exacta.
Ejemplos:

Division entera. El ejemplo anterior se puede expresar como sigue

6x° +8x* —x* +8x* +6x+7 ) 3x*-5x+4
3 =3xX" +A4xX+1+ —5—
2x° -x+3 2x° —-x+3

Division exacta

6x° —16x° +23x* —36x* +57x - 40 _

= 3x* -2x°> +5x -8
2x° —4x+35

Ejemplos

x° 30x* 56y°
b) 2 ¢) 22X
6x Ty

2
1. Calcula los siguientes cocientes: a) 38x2 ;

Solucién. Se dividen los coeficiente y se restan los exponentes,

4 3
30x Ny ) 56y _

6x° Ty

2

32x°
8x?

a) 4x*; b)

8y

2. Calcula: @) (15x° - 10x* + 20%°) : 5x%  b) (12x° + 15x* - 24x°): 3%

Solucién. Se divide cada término de dividendo entre el monomio divisor,

15x° —10x* +20x> _15x° 10x* 20x°

a
) 5x3 5x3 5x® 5x°

=3x*-2x+4

12x° +15x* -24x> _12x° 15x* 24x°

b
) 3x2 3x2  3x> 3x°

=4x* +5x?> —8x

3. Calcula: a) (x*+6x*-4x+5): ( x>+ 2x + 3)

Solucion. Se dejan espacios para los términos que faltan en el divisor.

X +6x -4x +5 |x+2x+3
- x4 - 2x° - 3x? X? - 2x + 7—> Cociente
-2x° +3x* -4x +5
+ 2x° + 4x*> + 6x
x> +2x +5
-7x* -14x - 21
-12x - 16 —> Resto
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Actividades

" 1
I I
I I
i : 3. Dados los polinomios p(x) = 4x* + 3x* - 8x* + 10x - 5y q(x) = 2x* + 3x* - 6x - 9. :
| Calcula: 2p(x) + q(x) y 3p(x) - 2q(x). i
I I
I I
i : 4. Calcula: a) 3x*(x® - 4x -2); b) 3x*(5x* + 7x - 6); c¢) 0,5x(4x® + 6x + 16). :
I I
I I
i | 5. Saca factor comin: a) 6x* - 4x°* + 8x*;  b) 3x° + 12x° - 18x°. .
I I
I I
i | 6. Calcula: a) ( x* + 5x + 2)(x + 3); b) (x*- 2x* + 6x - 4)(x* + 2x + 3); :
. C) (2x° - 3x* + 4)(x* + 3); d) (4x* + 5x* + 3x)(x* + 3x -6) .
I I
I I
b | 7. Calcula: a) (2x+3)*; b) (3x-2)*; ¢)(3x+2)(3x-2); d)(2x*+ x-3) .
I I
I I
i i 8. Calcula: a) (36x* - 16x° + 8x% ) : (4x%) ; b) (24x° - 12x° + 18x) : (-3x) i
I I
I
i ! 9. En ladivisién D(x) : d(x) se sabe que el grado del dividendo es seis y el grado del divisor E
: es dos. ¢ Cual es el grado del cociente? ;Qué puedes decir del grado del resto? :
I I
I I
i : 10. Comprueba que las divisiones siguientes son exactas. .
I I
: a) (2x* + x*+ 6x + 3) : (x® + 3); b) (2x*-2): (*+ x+ 1). :
I I
I I
i I 11. Calcula a'y b para que la division !
I I
. (x*+2x*+ax+b): (x*-3x + 2) sea exacta. !
I I
I
b : 12. Halla el cociente y el resto de la divisiones siguientes y expresa el resultado en la forma: E
I I
! D(x) =c(x)+ o(x) :
! d(x) d(x) :
I I
I I
: a) (4x + 6) : (2x + 3); b) (6x + 12) : 2x; !
I I
E c) (4x*-2x+8): (x + 3); d) (6x°-17x* + 5x + 8) : (3x* - 4x +1); :
I
E e) (2x*-6x*+5x+4): (x*+3x-2); f)(2x°+4x°-x+12): (X* - 2x). E
| :
i : 13. Calcula a y b para que la siguientes divisiones den de resto x+7 :
I
E a) (2x*-3x*+ax +b): (x*-5x+3) i
I I
. b) (4 + 2x* + ax + b) : (® + 2x - 4). !
l I
[ o e e R R S R A R R R R A R R A R R R R R R ol
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3. Division de un polinomio por (x - a):
Regla de Ruffini

En este apartado vamos a dar una regla que simplifica la division de polinomios
por el binomio x - a; para ello se debe seguir el siguiente ejemplo:

Calcular el cociente vy el resto de la division: (2x* - 6x2 + 5x + 7) : (x - 2).
Solucién:

Al realizar la divisién se dejan las operaciones indicadas, con el fin de encontrar
relaciones que nos permitan nuevas disposiciones practicas.

2¢  -6x +5x  +7|x-2
-2+ (2:2) ¥ 2X°+ (- 6+2-2)x + (5-6-2 +2-2%) = Cociente
(-6+2:2)x? +5x
~(-6+2:2)x% + (-6:2 + 2:22)x
(5- 62+ 2:22)x +7

S (5-62+22)x+ (52 -62% + 2:2)

Resto= 7 +52-622+2:2°=9

La prueba de la division permite escribir: 2x* - 6x* + 5x + 7 = (x -2)(2¥* -2x+ 1) + 9
Disposicion practica:

Observa los coeficientes del cociente y el resto y comprenderas que la siguien-
te disposicion facilita los calculos.

2 -6 +5 +7
2 2:2 -6:2 +2:2° 52-6:2*+22°
2 (-6+22)=-2 (5-62+22°)=1 (7+52-622+22°)=9

Los numeros 2, - 2 y 1 son los coeficientes del polinomio cociente; el ultimo
numero 9 es el resto de la division, a esta disposicién practica se la llama Regla de
Ruffini.

La disposicion anterior se puede simplificar como sigue:

2 -6 5 7
2 4 -4 2

2 -2 1 19

Cociente y Resto
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A partir de los datos de la disposicién practica simplificada se escriben el cocien-
te y el resto de la divisién teniendo en cuenta:

e El grado del cociente es una unidad menor que grado del divisor; en nuestro
ejemplo el grado del cociente sera dos y se escribe: 2x? - 2x + 1.

e El grado del resto es cero; por tanto, un numero: 9

Ejemplos

Calcula mediante la Regla de Ruffini el cociente y el resto de la divisiones siguientes:
a)(3x*-6x+8):(x+3); b)(2x-8x+9):(x -3)

Solucion. Al realizar la disposicion practica, se deben poner ceros en los términos que
no figuran en el divisor y se cambia de signo el término independiente del divisor.

a) 3 0 -6 8 b) 2 -8 9
-3 -9 27 -63 3 6 -6
3 -9 21 -55 2 -2 3

a) Cociente : 3x* - 9x +21. Resto: - 55
b) Cociente: 2x - 2. Resto: 3

3.1. Teorema del resto

El resto de la division tanto en la disposicion usual como en la regla de Ruffini
viene dado por la expresion (7 +5-2 -6 - 2%+ 2 - 2%) =9, que coincide con el valor
numeérico del polinomio 2x* - 6x* + 5x + 7 para x = 2. La generalizacién de este resul-
tados generalizado se llama Teorema del Resto que dice:

El resto de la divisiéon de un polinomio por x - a es igual al valor
numérico de dicho polinomio para x = a; es decir, p(a)=r.

Con este teorema y los conocimientos anteriores tienes dos formas de calcular
el valor numérico de un polinomio.

e Sustituir x por a en el polinomio y efectuar los calculos.

e Dividir el polinomio por el binomio x - ay el resto sera el valor numérico
para x = a.

Demostracion: Si al polinomio p(x) se le divide por el binomio x - a, se obtiene un
cociente ¢(x) y un resto r (que es un numero). La propiedad de la division permite

escribir: p(x) = ¢(x)(x-a) + r
.. @B J >
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El valor numérico del polinomio para x = a, se consigue sustituyendo x por a,
resulta: p(a) =c(a)(a-a) +r

Se opera: > p(a)=c(a)-0+r

El producto por cero es cero. — p(a)=0+r

Se simplifica: > p(@a)=r

Calcula mediante divisiones el valor numérico del polinomio g(x) = x* - 4x* + 6x - 9, para

x = 2. Comprueba que el valor obtenido es correcto.

Solucién. Se divide q(x) entre (x - 2) y el resto sera q(2).

1 0 -4 6 -9
2 2 4 0 12
1 2 0 6 3 = Resto = g(2)

Comprobacion: q(2) = (2)*-4-(2)°+6:2 -9=3
e

3.2. Teorema del factor

Si al efectuar la division del polinomio p(x) por el binomio (x - a) el resto
resulta 0; la divisidn es exacta, lo que permite escribir: p(x) = (x - a) ¢(x)

Demostracion:
Como la division es exacta se tiene que: p(x) = (x - a) - ¢(x)
Para x = a ; se cumple: p(a) = (a-a)-c(a) =0-c(a) = 0.

A este resultado se le llama teorema del factor.

Ejemplos

1. Comprueba que la division de p(x) = (2x* + 3x* - 4x + 15) entre (x + 3) es exacta.

a) Escribe el dividendo como producto de factores. b) ¢Cual es el valor numérico del
dividendo para x = -37?

Solucion. Se aplica la regla de Ruffini.

2 3 -4 15
-3 -6 9 -15
2 -3 5 0 = Resto

a) 2x*+3x°-4x+15= (x+ 3)(2x° - 3x + 5)
b) Por el teorema del resto el valor numérico del dividendo para x = - 3 es cero; p(-3) = 0
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3.3. La regla de Ruffini con calculadora

La calculadora es un instrumento que facilita los calculos que aparecen al apli-
car la regla de Ruffini; el siguiente ejemplo aporta la idea para aplicar la calculadora.

Calcula el valor numérico del polinomio: p(x) = 4x> + 6x* - 8x + 13 para x = 7

Se aplica la regla de Ruffini para calcular el valor numérico.

4 6 -8 13
7 ' 28 238 1610
I'4 34 230 1623
. y .
a c Resto o valor numérico

Los coeficientes del cociente y del resto se calculan como se indica a continua-
cion: a=4; b=a7+6=34; c=b-7-8=230; Resto=c-7+ 13 =1623.

Se observa que:
e El numero 7 se repite tres veces como factor.

e Cada valor obtenido se utiliza para calcular el siguiente.

Esta observaciones sugieren la secuencia siguiente con calculadora:
7Mn x 4+ 6= x MR — 8 = x MR + 13 =

' Y |

4 34 230 1623 = p(7)

Calcula el valor numérico del polinomio p(x) = 4x® + 6x*> - 8x + 13, para x = 3.
Solucion. Se repite la secuencia anterior cambiando 7 por 3.

3Mn x 4 + 6= x MR — 8= x MR +13 =

oo f /

4 18 46 151 = p(3)
El valor numérico del polinomio para x = 3 es, p(3) = 151.

Actividades

3 ‘.
I I
I I
i a)(X*+4x*-6x+9): (x-1); b) (2x*-4x + 6) : (x - 2); E
i c) (4x*-10x + 4) : (x + 3); d) (x*-3x*+5x+7):(x+2). i
I I



16.
17.
18.

19.

20.
21.

. Calcula el valor numérico de los polinomios dividendos de la actividad anterior para:

a)x=1, b) x = 2, c)x=-3 y d)x=-2.

Calcula con calculadora los resultados de la actividad 15.

Halla m para que el polinomio 2x° - 8x* + 9x + m sea divisible: a) por x - 3 ; b) por x + 2.

En el polinomio x* - 7x* + 2x* + 4x + a. Determina a para que al dividirlo por x + 2 se obten-

ga de resto 130.

Calcular a y b para que el polinomio 3x*- 6x* + b x + a sea divisible por x - 2 y de resto

5 al dividirle por x + 3.

En el polinomio p(x) = x* - 3x* + 2x + 9 . Halla p(1); p(2) y p(-2) utilizando la calculadora.

Comprueba que el primer polinomio es factor del segundo.
a)x-2; 5x°- 8x*-x-6. b) x-4; 4x*-13x*-17x+ 20.
c)x-3; XxX-4x*+6x°-20x-33. d)x+1;, 6X-7x*-7x+6.

4. Divisibilidad de polinomios

La divisibilidad de polinomios se estudia de forma analoga a la divisibilidad entre
nuameros enteros que ya conoces, COmo veremos a continuacion.

Si la division D(x) : d(x) es exacta, como en el caso de los numero enteros se
dice, que D(x) es un multiplo de d(x) o bien que d(x) es divisor o factor de D(x).

Un polinomio es compuesto si admite polinomios divisores de grado superiores
o iguales a uno; el polinomio x*- 1 = (x + 1)(x - 1) es un polinomio compuesto.

Un polinomio es primo o irreducible si no admite polinomios divisores de grado
uno o superior; los polinomios 2x + 5y x> + 1 son polinomios irreducibles ; por tanto
los polinomios irreducibles pueden ser de primero o segundo grado.

Los polinomios compuestos se pueden descomponer de
forma unica en producto de polinomios irreducibles.

En los apartados que siguen veremos diversas formas de realizar esta descomposicion.

4.1. Raices de un polinomio

Se dice que un numero a es raiz del polinomio p(x) si p(a) = 0. Las raices

del polinomio son p(x) son las soluciones de la ecuacién p(x) = 0.

Por el teorema del factor si a es raiz del polinomio significa que x - a es un divi-
sor de p(x); esto es: p(x) = (x - a)- c(x)
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Puedes preguntarte, ¢ cuantas raices tiene un polinomio? ;cémo calcularlas? La
respuesta a la primera pregunta se encuentra en el teorema siguiente, que es obje-
to de demostraciéon en cursos superiores:

En un polinomio de grado n se deben buscar como maximo n raices reales.

Para comprender su significado vemos algunos 120
ejemplos; el polinomio:

p(x) = x* - 4; tiene dos raices x =2 x=-2 el
polinomio: p(x) = x* + 4, no tiene raices reales, y el
resultado no contradice el teorema. K

La repuesta a la segunda pregunta es complica-
da; no obstante, con calculadoras gréaficas o progra-
mas de ordenador se puede representar graficamen-
te polinomios; el representado en la figura corres-
ponde al polinomio p(x) = 10x* + 13 x - 30 y corta al
eje de abscisas en x =-25y x = 1,2; por tanto
p(-2,5) =0y p(1,2) = 0.

Mediante métodos algebraicos se calculan con facilidad las raices enteras de
polinomios con coeficientes enteros como se indica en el apartado siguiente.

4.2. Raices enteras de un polinomio

Muchos polinomios con los que trabajamos tienen coeficientes enteros; veamos
que para estos polinomios las raices entera son divisores del término independiente.
Realicemos la division exacta (x* - 6x> + 14x - 15) : (x - 3) y comprobaremos que
x = 3 es raiz.

1 -6 14 -15
3 3 -9 3-5
1 -3 5 | 0= Resto

Los numeros de la ultima columna - 15 y 3-5 son opuestos; - 15 es multiplo de 3
y 3 es divisor de -15, por lo que escribimos: x*-6x*+ 14x-15 = (x-3)(x*- 3x+5).

La generalizacién afirma:

Si un polinomio es divisible por x - a, la raiz entera a se
encuentra entre los divisores del término independiente.

Demostracion

La demostracion se realiza para un polinomio de grado dos; pero el razonamien-
to utilizado sirve para polinomios de cualquier grado.

Sea el polinomio p(x) = bx* + cx + d, que tiene por raiz el numero entero a.
Valor numérico para x =a: p(a)= ba*+ca+d=0
Despejar d- =-ba’-ca
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Sacar factor comun a: d=a(-ba-c)=an

n

En el segundo miembro de la igualdad figura a como factor, por lo que a (raiz de
p(x)), es un divisor de d (término independiente de p(x)).

Halla las raices entera del polinomio p(x) = x® - x* - 9x + 9 y descomponer el polinomio en
producto de factores.

Solucién. Las posibles raices se encuentran entre los divisores de 9 = {+1,+ 3}
Se aplica la regla de Ruffini al polinomio y a los sucesivos cocientes:

1 -1 -9 <
3 3 6 -9
1 2 -3 0
-3 -3 3
1 -1 0
1 1
1 0

Las raices del polinomio son x = 3, x =-3 y x = 1; y por la sucesivas divisiones el poli-
nomio se descompone en los productos siguientes:

px)=x-x-9x+9=(x-3)(x+ 3)(x-1)

Desde esta descomposicion se localizan con facilidad las raices del polinomio.

Actividades

r 1
1 1
22! ¢,Cuantas raices puede tener el polinomio siguiente? p(x) = x* + 2x* - 5x - 6. Calcula las :
: que puedas. .
1

: 23. Dados lo polinomios p(x) = (x - 2)(x +3)(x -4) y q(x) = (x - 3)(x - 3,5)(x - 4,4), ¢ cuales son i
! sus raices? i
E 24. Halla las raices enteras de los polinomios. a) x® - 2x*> + 2x - 1, b) x* + 2x* - 5x + 12. i
E 25. Calcula a y b para que el polinomio x* +ax® - 5x + b, tenga por raices x =3y x = -1. i
1 1
o o o o e e e e S S S S S R A N S S R S S N N S S A N N S R A S A S S S ol

5. Factorizacion de polinomios

Se trata de sustituir un polinomio por otro igual pero escrito como producto de
polinomios irreducibles. Para obtener éxito se deben utilizar diversas estrategias,
como se indica en los siguientes ejemplos.
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Ejemplos

1. Descomponer en factores el polinomio p(x) = x°* - 4x* + x + 6.
Solucion 1. Se buscan las posibles raices enteras, que se encuentran entre los diviso-
res de -6; esto son {1, £2, £3, £6}.

Se aplica la regla de Ruffini al polinomio y a los sucesivos cocientes y se obtienen sus
raicesque son: x =-1;x=2yx=-3.

La descomposicién del polinomio en producto de polinomios irreducibles sera:
X®-4x?+ x+6 = (x +1)(x-2)(x-3).
Solucién 2. Se busca una raiz mediante la regla de Ruffini
1 -4 1 -6
-1 -1 5 6
1 5 6 o0

El polinomio divisor se puede escribir: x° - 4x? + x + 6 = (x + 1)(x? - 5x + 6); como el
cociente es un polinomio de segundo grado, sus raices son las de la ecuacién de
segundo grado x2 - 5x +6 = 0.

5+1
L _5t\5%-4.1.6 _5+V1_5+1_| 2 =3
2 2 2 |5-1
°7 1 _9
2

La descomposicién seria: x* - 4x% + x + 6 = (x +1)(x-2)(x-3).

2. Descomponer en factores el polinomio g(x) = 3x° - 6x* + 3x® - 6x2.

Solucién. Se combinan los procedimientos de sacar factor comun y el calculo de raices
enteras.

e Se saca factor comun 3x?: g(x) = 3x° - 6x* + 3x°® - 6x* = 3x*(x® - 2x? + X - 2).

e Las raices enteras del polinomio x*- 2x? + x-2, se encuentran entre los divisores
del 2 y son{£1,+2}.

1 -2 1 -
2 0
| 1 10

El polinomio x° - 2x2 + x-2, se decompone x®-2x?+ x -2 = (x -2)(x?+1), como x*+ 1
es irreducible, la descomposicion de q(x) sera:

g(x) = 3x° - 6x* + 3x3 - 6x2 = 3x3(x®-2x2+ x-2)=3x? (x-2)(x*+ 1).
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3. Descomponer en productos: a) x*+ 8x + 16, b)4x*-12x+9, ¢)16x*-09.

Solucién. Estos polinomios se descomponen recordando las siguientes igualdades
notables:

Cuadrado de una suma: (@ + by =a’+ b*+ 2ab.

Cuadrado de una diferencia: (a - b)? = a*> + b? - 2ab.

Suma por diferencia: (a+ b)a-b)=a*- b’

Teniendo en cuenta estas igualdades resulta:

a) x> +8x+16=(x+4);5 b)4x>-12x+9=(2x-3); c)16x?-9 = (4x + 3)(4x - 3).

NN
MCDyMC M de dos polinomios

Como en los numeros enteros se define y calcula el maximo comun divisor y el
minimo comun multiplo de dos polinomios.

El maximo comun divisor d(x) de dos polinomios p(x) y g(x) es el polino-
mio de mayor grado que es divisor de ambos. M C D [p(x), q(x)] = d(x)

Para calcular el maximo comun divisor de dos polinomios se descomponen en
factores primos y se forma el producto de los factores comunes con sus menores
exponentes.

El minimo comun multiplo m(x) de dos polinomios p(x) y q(x) es el polino-
mio de menor grado que es multiplo de ambos. M. C. M. [p(x), q(x)] = m(x)

Para calcular el minimo comun multiplo de dos polinomios se descomponen en
factores primos y se forma el producto de los factores comunes y no comunes con
sus mayores exponentes.

Ejemplos

1. Calcula el M.C.D. y el M.C.M. de los polinomios p(x) = (x -2*(x -1)(x*+ 1) vy
q(x) = (x -2)(x -1)*(x +5)

Solucion. Para calcular el maximo comun divisor se toman los factores comunes con
menor exponente; por ello: M.C.D [p(x) g(x)] = (x -2)(x -1)

El minimo comun mudltiplo es el producto de los factores comunes y no comunes con
mayor exponente; por ello M.C.M [p(x) q(x)] = (x - 2)*(x - 1)*(x + 5)(x* + 1)

I ——
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Actividades

26. Descomponer en factores: a) x*+6x2-x-30; b) x*+2x2-5x-6; c¢€) x®+5x2+7x +3,
d) x*-10x2+9.

27. Factorizar: a) x* - 8x + 16; b) x*+ 12x*+36; c¢)x*-25; d)9x?-25.

28. Descomponer en producto de factores irreducibles los polinomios siguientes:

29. Calcula el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de los polinomios:
p(x)=x?-1yq(x)=x2-2x+1.

30. Calcula el M.C.D. y el M.C.M. de los polinomios: p(x) = x* -15x® + 75x2 -125x 'y
g(x) = x° - 4x* - 5x*.

|
I
1
1
1
1
I
1
1
1
1
1
1
a) 2x*+11x2 + 2x -15; b) 3x*-18x2+ 15x; c¢)4x?+12x+9, d)25x?-4. :
1
1
1
1
1
1
I
I
I
1

6. Fracciones algebraicas

Las fracciones numéricas se pueden considerar como el cociente de dos nume-
ros enteros; de la misma forma llamamos fraccion algebraica al cociente de dos poli-

nomios.
2 f—
Son fracciones algebraicas las siguientes: a) SX” —4x+5 ; b) S
2x+5 3x—-6
Se llama fraccién algebraica al cociente de dos polinomios: %
q(x

Simplificacién de fracciones

Para simplificar fracciones se divide el numerador y el denominador por el mismo

polinomio.
Ejemplos:
a) 6x*+5x _x(6x+5) 6x+5, b) xX*+4x+3  (x+3)(x+1) _ x+1
3x° 3xx 3x x> -x-6 (x+3)(x-2) x-2

Fracciones equivalentes

Dos fracciones algebraicas son equivalentes si una se obtiene de la otra
por simplificacion; o cuando al simplificarlas, dan lugar a la misma fraccion.

X+2

. 3x . L .
Las fracciones —; son equivalentes; al simplificarlas se obtie-

X2+ x-2 y 3x% -3x

. 1
ne la fraccion —— .
x -1
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6.1. Suma y resta de fracciones

e Para sumar fracciones algebraicas se transforman los sumandos en frac-
ciones equivalentes con el mismo denominador si es que eran diferentes;
se deja el denominador comuin y se suman los nhumeradores.

e Para restar dos fracciones se suma al minuendo el opuesto del sustraendo.

Ejemplos

2x+4 5
2 + 2
X°+5 x°+5
Solucién. como las fracciones tienen el mismo denominador se suman los numeradores
2x+4 5 2x+9
2 T =2
X°+5 x*+5 x°+5

1. Calcula:

3x+4 2x+1
+

x> -9 x*-3x
Solucion. Como tienen distinto denominador se calculan fracciones equivalentes con
denominador el minimo comun multiplo de los denominadores.

2. Calcula:

e Se descomponen los denominadores en productos; x2?-9 = (x +3)(x-3) y
x?-3x = x(x -3).

¢ El minimo comun multiplo es: x(x + 3)(x - 3)

3x+4  2x+1 _ (3x+4)x (2x+1)(x+3) _3x" +4x+2x* +6x+x+3 _ 5x*+11x+3
X*-9 x*-3x x(x+3)(x-3) x(x+3)(x-3) X(x+3)(x-3) X(x+3)(x-3)
3. Calcula: 39X __2x-4

X +2 xX*+2

Solucién. Tienen el mismo denominador; por tanto, se deja y se restan los numeradores.
3x  2x-4 _ 3x—(2x—-4) _ X+4

xX°+2 x*+2 x*+2 X +2

6.2. Multiplicacion y division de fracciones algebraicas

Para multiplicar dos fracciones se pone por numerador el producto de
los humeradores y por denominador el producto de los denominadores.

Para dividir fracciones se multiplica el dividendo por el inverso del divisor.

» @ B8 8 4P
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2 2

Xx=3_ x* x+4_  xX*(x+4) _x*+4x
Xx+3 x+4 x+3 x-3 (x+3)(x-3) x*-9

Dividir :

Ejemplos

X+3 x-2
1. Calcula: —
A o1 X+ 1
. X+3 x-2 (x+3)(x-2) x*+3x-2x-6 x*+x-6
Solucioén. : = = =2
2x—-1 x+1 (2x-1O)(x+1) 2x°—-x+2x-1 2x"+x-1
2
2. Calcula: X ;X_3
xX+3 x+4

Solucién. Se multiplica el dividendo por el inverso del divisor.

x> x=3 _ x* x+4  x*(x+4) _x*+4x°

X+3 x+4 x+3 x-3 (x+3)(x-3) x°-9

2

Actividades

r 1
1 1
! 2 3 2 1
I X°+4x+3 X +4x°+x-6 I
I 31. Simplifica: a8) —5——— ;

! implifica: a) 7% X+ TX2 +16x +12 E
1 — - — 1
| 32. Calcula: a) —; x—1 +— N ; b) 2X 2 __ 32X ; €) — 4 + X2+2 !
1 X -5x+6 x°-4x+3 X +x+1 x° -1 X°=2x+1 x"-1 |
: 3 . x=2 !
: x> +5x+6 x*-x-6 !
1 1
1 1
1 2 2 1
I . R -\ x“—-4x+4 x-1 . x*—4x+4 x-1 ;

33. Efectua y simplifica: a . ;b :

! Y S Q& ) e x2 P T a2 !
) )
o o e e e e S S R A N N S R S N N S N S A A S S R A N R A S S wll
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Ecuaciones y sistemas
lineales

e sobra son conocidas las ecuaciones. Refrescamos y profundizamos en su estudio:
ecuaciones de primer y segundo grado, asi como otras polindmicas de grados
superiores, irracionales.

Tampoco son nuevos los sistemas de ecuaciones lineales. Aqui introducimos el método de

Gauss, como generalizacion del método de resolucion, y lo usamos para resolver sistemas
de tres ecuaciones con tres incognitas.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:
1. Resolver con soltura todo tipo de ecuaciones de primer y segundo grado.

2. Aplicar razonadamente la formula de la ecuacién de segundo grado en ecuaciones
completas e incompletas.

3. Resolver ecuaciones bicuadradas.

Transformar ecuaciones irracionales en racionales para su resolucion y posterior discusion.

5. Utilizar los conocimiento de resolucion de ecuaciones para resolver problemas que se
plantean en la vida actual.

6. Conocer los tres tipos de sistemas lineales que existen atendiendo al numero de
soluciones.

7. Resolver sistemas lineales por sustitucion, igualacion y reduccion.

8. Conocer operativamente la propiedad en la que se basa el método de Gauss y que
permite obtener sistemas equivalentes al dado de facil solucion.

9. Utilizar los conocimiento de resolucion de sistemas de ecuaciones lineales para resolver
problemas que se plantean en la vida actual.

P
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1. Ecuaciones

Las relaciones numéricas o algebraicas separadas por el signo igual "=" se lla-
man igualdades. De una igualdad se puede afirmar que es verdadera o falsa.

1.1.

Identidades y ecuaciones

Las igualdades algebraicas pueden ser de dos tipos.

Identidad: Es una igualdad algebraica que es verdadera para cualquier valor
de las variables. Por ejemplo, la igualdad (a + b)* = a* + 2ab + b? es una iden-
tidad.

Ecuacion: Es una igualdad que es verdadera para algunos valores de las
variables.

Por ejemplo, la ecuaciéon 2x + 5 = 15, es verdadera Unicamente para x = 5; la
ecuacion x + y = 12 es verdadera para infinidad de valores de las variables;
por ejemplo, x=2 e y=10, x=4 e y=38.

Variables o incégnitas: Son las letras que intervienen en la ecuacion.

Soluciones o raices de la ecuaciéon: Son los valores de las incognitas que
convierten la ecuacion en una igualdad verdadera.

Resolver una ecuacion: Es hallar su solucion, o soluciones, o demostrar que
no tiene solucion.

1.2. Equivalencia de ecuaciones

Dos ecuaciones son equivalentes cuando toda solucién de la primera
es solucion de la segunda y viceversa.

Por ejemplo, las ecuaciones 2x + 4 = 10 y 2x = 6 son equivalentes, las dos tie-
nen por solucién x = 3.

Para resolver una ecuacion se transforma en otras equivalentes mas simples en
las que sea sencillo hallar la solucién. Los principios que permiten convertir una
ecuacion en otra equivalente son:

Si se suma o resta a los dos miembros de una ecuacion una misma
expresion, la ecuacion que resulta es equivalente a la primera.

p(x) = q(x)=<—= p(x) + a(x) = q(x) + a(x)
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e Si se multiplican o dividen los dos miembros de una ecuacién por un
numero distinto de cero, la ecuacién que resulta es equivalente a la pri-

mera.

p(x) = q(x) <> a-p(x) =a-q(x),con a=0

e Comprobar una solucion consiste en sustituir en la ecuacion la incogni-
ta por el valor calculado y ver que convierte a la ecuaciéon en una igual-
dad verdadera.

Actividades

En las igualdades siguientes indica las que son ecuaciones y las que son identidades:

a)3x-6=2x+4; b)(a-b)=a’-2ab+ b
Estudia si x = 3 es solucién de las ecuaciones: a) 2x* - 4x - 6 = 0;

Escribe dos ecuaciones que tengan por solucion x = 5.

2. Ecuaciones de primer grado

Son las ecuaciones mas sencillas que has estudiado.

c)x+3y=12; d)4(2x-3)+1=8x-11.

b |
1
1
1
1
1
1
b)X*+x-6=0 |
1
1
1
1
J

Una ecuacion de primer grado con una incognita es toda ecuacion
equivalente a otra de laformaax+ b=0, cona =0; ay bson nimeros
reales y se llaman coeficientes de la ecuacion.

Ejemplos

1.

Resolver: 6(x-3)-3(x-4)=x +8

Solucion.

Quitamos paréntesis:

Transponemos términos:

Simplificamos:

Despejamos la incognita:

6x-18-3x +12=x+8
6x-3x-x=18-12+8
2x =14

X=73

Comprobacion: 6(7 - 3)-3(7-4)=7+8

Simplificamos:

15=15
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2. Resolver

3x+8 _, 5x-8
10 12

Solucion. Se calcula el M.C.M. de los denominadores 10 y 12 que es 60; y se multi-
plican los dos miembros de la ecuacién por 60.

3x+8 _ _5x-8
GOT—60(3 7 )

Se quitan paréntesis y se simplifica: 18x + 48 = 180 - 25x + 40

Trasponemos términos: 18x + 25x = 180 + 40 - 48
Simplificamos: 43x = 172
172

Despejamos la incognita:  x 4

=13 =

Comprobacion: Sustituir x por 4 en la ecuacion como en el ejemplo anterior.

Actividades

‘ 1
1
(8 ! 4. Resolver las ecuaciones: a) 5 + 4x + 5(1 + 3x) = - 4(3 - 2x); i
E b) 5x - 2(x- 1)+ 5(2 +3x) = 3(x - 1);  ¢) 6(x - 10) = -3(2x - 7) - 34: |
1
l d) 8(6 + 2x) = 4(2 - 3x) - 72. !
i 1
i i 5. Resolver las ecuaciones: !
i 1
i 1
! X o 3Xx-2 . 1
E a) 7t 8= g E
I b) 20-x_10x+3_10-10x . !
: 8 16 4 !
i 1
I 2x-3 _4x+3  x+3 :
: c) 5 +17 = 3 + 5 :
1
! 3x+17 _1-4x _1-x_9+x . l
d) = = = ; I
! 8 3 4 6 :
. 3x-1 x+3 _ Xx+1 |
e) - = 1
: 2 3 2 !
. ol

3. Ecuaciones de segundo grado

Como ya sabes, las ecuaciones de segundo grado son de la forma:
ax*+ bx+c=0; con a #0; donde a, by ¢ son numero reales, llamados
coeficientes de la ecuacion.

Veremos varios métodos para resolver la ecuacién de segundo grado.
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3.1. Completar cuadrados

Este método es el mas antiguo para resolver ecuaciones de segundo grado; los
ejemplo siguientes daran las estrategias para resolver ecuaciones.

Ejemplos

1. Resolver la ecuacion x> + 8x + 16 = 0
Solucion. La ecuacién se puede escribir: X+ 24x+42=0
El primer miembro es el cuadrado de un binomio: (x+4)*=0

El paréntesis se anula para x = - 4 y esta es la solucion.

2. Resolver la ecuacion x?-6x+5=0

Solucién. El primer miembro no es el cuadrado de un binomio, se debe completar el
cuadrado.

e Pasar al segundo miembro el término independiente: x*-6x = -5

Ajustar el cuadrado sumando 9 a los dos miembros: x*-2-3x+9 = 9-5

El primer miembro es el cuadrado de un binomio: (x-3)2= 4

Despejar (x-3): (x-3)=4==% 2

x-3=2
X—-3=-2

Las soluciones se obtienen resolviendo las ecuaciones : {

La soluciones son x =5y x = 1.

3.2. Formula para resolver la ecuacion de
segundo grado

La generalizacion de completar cuadrados da lugar a la férmula
siguiente que permite obtener las soluciones de la ecuacion de
segundo grado:

X = —b++/b*-4ac

2a
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Resolver la ecuacion 2x*-x-6 =0

Solucién. Se aplica la formula, teniendo en cuantaquea=2, b=-1 y c¢=-6.

1+7
X=1i\/12—4'2'(—6)=14_r\/E=14_r7_ 4

2
2-2 4 4 |1-7 3

4 2

Las soluciones son x=2 y x= _3

2
S, D E—

3.3. Funcion cuadratica

Recuerda que la grafica de la funcion cuadratica y = ax? + bx + ¢ es una parabo-
la de la que conoces:

e Su eje es paralelo al eje de ordenadas Y.

e El coeficiente a de x? nos da la forma de la parabola.
Sia> 0 la parabola presenta un minimo.
Si a < 0 la parabola presenta un maximo.

Por otra parte, cuanto menor es el valor absoluto
del coeficiente a de X3, mas abierta es la parabola.

o La abscisa del vértice (maximo o minimo) viene dada

-b
or X=o-.
P 2a
e Los puntos de corte con el eje de abscisas son las Gréfica de la funcion
soluciones de la ecuacion: ax’* + bx + ¢ =0 y=12-x+x-4

3.4. Soluciones de una ecuacion de segundo
grado

A partir de la féormula y sin necesidad de resolver la ecuacién de segundo grado
se puede conocer el numero de soluciones de la ecuacion de segundo grado. Todo
depende del signo de la expresion A = b? - 4ac, que se encuentra bajo el signo radi-

cal, llamado discriminante de la ecuacion.
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e Sib? -4ac > 0 el doble signo de la formula proporciona dos soluciones para
la ecuacion.

e Si b?-4ac = 0 la raiz de cuadrada de cero es cero y la ecuacion tiene una
solucién.

e Si b?>-4ac <0 no existe raiz cuadrada y la ecuacion no tiene soluciones
reales.

Las graficas siguientes representan las situaciones indicadas anteriormente

Funcién y = x*+x-6 Funcién y = x*-6x+9 Funcién y = x*-x+6
A=25>0 A=0 A=-23<0

Ejemplo

Representa las parabolas: a) y = x* - 2x - 3; b) y=-x*+4x+12.

Solucion.
a) e Los cortes con el eje X son las soluciones de la ecuacion : x*-2x-3 =0

2+4
24\ -4%8) 2:T6_2:4_| 2 O
- 2 2 2 2-4_

2-4_

La parabola corta al eje X en A(3, 0) y B(-1, 0).
—h_2_
2a 2
Vértice de la parabola V (1, - 4)

e Abscisa del vértice: X = 1 ; ordenada del vértice y=12-2-1-3 =- 4.

e Tabla de valores préximos al vértice incluido este:
X | 2 -1 0 1 2 3 4
y| 5 0-3-4-3 0 5
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b) e Los cortes con el eje X son las soluciones de la ecuaciéon: -x* + 4x+12 =0

Se multiplica por -1y queda, x*-4x-12=0
4+8 _

A #-4112) 4:es_4rs_|2 O
- 2 2 2 |4-8_ 5
5 =
La parabola corta al eje X en A(6, 0) y B(-2, 0).
e Abscisa del vértice: X = ;—2 - % =2 ;ordenada del vértice y =-22+4-2 +12 =16.
Vértice de la parabola V (2, 16)
e Tabla de valores proximos al vértice incluido este.
x| 21 0 1 2 3 4 56
yl 0 7 12 15 16 15 12 7 0
V(2, 16)
y
y +
+
B(- 2, 0) X
A8, 0)
B(- 1, 0) A3, 0)
\ X
V(1, - 4)
a) Parabola y = x?-2x -3 b) Parabola y = - x* + 4x + 12

Factorizar la ecuaciéon de segundo grado:
La ecuacion ax? + bx + ¢ = 0 se puede factorizar cuando tiene soluciones y de

ellas nos informa el discriminante; por tanto, si:
e A=b?-4ac >0 la ecuacion tiene dos soluciones ry s y admite la factorizacion:
ax*+bx+c=(x-r)(x-s)
e A=b?-4ac =0 la ecuacion tiene una raiz r y admite la factorizacion:
ax*+bx+c=(x-r)?

e A=hb?-4ac <0 laecuacion no tiene solucion; no se puede descomponer, por

tanto, es irreducible.
o @ d b
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3.5. Ecuaciones incompletas de segundo
grado

Las ecuaciones incompletas de segundo grado se presentan cuando al
menos uno de los coeficientes b o ¢ son cero. La ecuacion general se reduce a:

a) ax?=0, Si by ¢ son cero.
b) ax?*+c=0, si b es cero.
c) ax*+bx =0, Si C €es cero.

Todas se pueden resolver mediante la formula general, pera es mas comodo
aplicar a cada una los razonamientos siguientes:

a) Ecuacion: ax? =0 ; dividir por ay queda, x*=0; x=0
b) Ecuacion ax?+ ¢ = 0 ; transponer c y queda, ax?=-c ; despejar X = i\/%
¢) Ecuacién ax? + bx = 0; sacar factor comun, x(ax + b) = 0.

Para que un producto sea cero uno de los factores o los dos deben ser cero:

X= . . -
{ 0 ; las soluciones seran , x=0y x= ?C

ax+c=0

Ejemplos

Resolver las ecuaciones: a) 4x*=0; b)2x?-8=0; ¢)3x*+12x=0

Solucion.

a) Despejar x*=0; x=0

b) Transponer, 2x?=8; x*=4; x= +J4 = +2

x=0

c) Sacar factor comun; x(3x +12) = 0; de donde
3x+12=0

Soluciones. x=0 y x=-4

6. Completa cuadrados y resuelve las ecuaciones: a) (x - 3> =64; b) x>+ 10x+ 25 =0;

c)x*+2x-15=0; d)x*-8x+15=0.

Actividades




7. Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)x?-3x+2=0; b) x? + 3x - 28 = 0; c)2x? +7x=15;
d) 12x2-7x+1=0; e)x*+x=42
8. Resuelve las ecuaciones:
4 2x+1 .
a) I =1;
) o=l
b) 2 1 _ 4
x+2 3x-1 (x+2)(3x-1)
9. Representa las parabolas:
a) y=%x2—3x+2; b) y=—%x2+2x+4

10. Resuelve y factoriza si es posible las ecuaciones siguientes: a) x? - 4x - 12 =0;

b) 3x?-18x + 15 = 0; c) 3x?-6x+ 3 =0; d) x2-5x+9=0

11. Resuelve las ecuaciones siguientes:
a) (x-4)(x-2)=0; b) (x + 3)(x - 2) = 0;
c)(x-5)(x+6)=0; d)(x-7)(x+9)=0

12. Resuelve la siguientes ecuaciones:
a)x*-25=0; b)x*-1=0; ¢)3x?=0; d)2x>-3x=0
13. Calcula las raices de las ecuaciones:

a) -3x+x?=0; b) -5x= x% ¢)x?2+10=19; d) x? +3x=17x

4. Ecuaciones de grado superior e
irracionales

4.1. Ecuaciones de grado superior

Algunas ecuaciones de grado superior al segundo se resuelven si se aplican
técnicas de factorizacion para transformarlas en otras equivalentes de primero y

segundo grado.
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Ejemplos

1. Resolver la ecuacion: x3 + 2x?-3x = 0.

Solucion.  x*+2x*-3x=x(x*+2x-3)=0
x=0
x*+2x-3=0

La ecuacién de segundo grado tiene por soluciones, x =1y x = - 3.

Se Igualan a cero los dos factores: {

Las soluciones de la ecuacion propuesta seran: x =0, x=1y x=- 3.

2. Resolver la ecuacion: 4x*-21x* + 29x* - 6x = 0.
Solucion.
Se saca factor comun x: 4x*-21x* + 29x* - 6 x = x(4x* - 21x* + 29x - 6) = 0
Se aplica la Regla de Ruffini al segundo factor:
4 -2 29 -6
2 8 -26 6

I4 -13 3 0

Se descompone en factores: x(x - 2)(4x*-31x+3) =0

La ecuacién de segundo grado tiene por soluciones, x =3y x :%

Las soluciones de la ecuacion de partida seran: x=0,x=2,x=3y X =% .

4.2. Ecuaciones bicuadradas

Las ecuaciones de cuarto grado ax* + bx? + ¢ = 0 que no tienen los grados uno
y tres se llaman ecuaciones bicuadradas; se reducen a ecuaciones de segundo
grado mediante el siguiente cambio de variable x? = y; por lo que, x* = y?; al susti-
tuir en la ecuacion dada se obtiene:

ay*+by+c=0

que es una ecuacion de segundo grado en la variable y.
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Ejemplos

Resolver la ecuacion: x* - 10x2+ 9 = 0.
Solucién. Se realiza el cambio x*=y, x* =y?

Se obtiene la ecuacion de segundo grado: y*-10y +9 =0

10+8 9
v \] 2 - : : @ I <4
Se resuelve esta ecuacioneny: y = W0y —riry (i | -
2
De y = x* =9, se obtienen las soluciones, x=3y x=-3
De y = x? =1, se obtiene las soluciones, x =1y x = -1.
La ecuacion propuesta tiene cuatro soluciones.
2. Resolver la ecuaciéon: x* + 3x?-4=0.
Solucién. Se realiza el cambio  x*=y, x*=y?
Se obtiene la ecuacién de segundo grado: y?+ 3y-4=0
- -3+5 1
3+ —4 1 (- _ -
Se resuelve esta ecuacionen y: y = 3+y3 —41(4) _8+5_J 2
="

De y = x? =1, se obtienen las soluciones, x =1y x = -1
De y = x? = - 4, no se obtienen las soluciones para x
La ecuacion propuesta tiene dos soluciones reales.

4.3. Ecuaciones irracionales

Son aquellas en las que la variable aparece bajo el signo radical. Estudiaremos
aquellas en las que aparecen raices cuadradas.

Para resolver estas ecuaciones se aisla la raiz en uno de los miembros
para a continuacion elevar al cuadrado los dos miembros y obtener
ecuaciones lineales o de segundo grado.

Al elevar al cuadrado pueden aparecer raices que no sean solucion de la ecua-
cion de partida y que deben rechazarse; se localizan mediante la comprobacion en
la ecuacion de partida.
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Ejemplos

1. Resolver la ecuacion: Vx+3-1=x

Solucién.
Aislar el radical: Jx+3=1+x
Elevar el cuadrado: (vx+3)? =(1+ x)?
Desarrollar: x+3=1+2x+x?
Simplificar: x*+x-2=0
Las soluciones de la ecuacion de segundo grado son x =1y x = — 2.
Comprobacion:
J1+3-1=1:1=1: x=1 es solucion
V-2+3-1=-2 ;0 =-2; falso, x = — 2 no es solucién.

2. Resolver la ecuacion: m +x-3=0
Solucién.
Aislar el radical: \/m =3-x
Elevar al cuadrado: (m)z =(3-x)?
Desarrollar: x*-3=9-6x+x?
Simplificar y despejar: 6x=12; x=2
Comprobacion: \/ﬂ +2-3=0; 0=0 ; x =2 es solucion.

Actividades

14. Resuelve las ecuaciones:
a) x*—x°*-6x?=0; b) x*+5x?—x—-5=0; ¢) 16x°>-16x2—9x+ 9 =0; d) x> —x?-14x +24 = 0.

15. Resuelve las ecuaciones:
a)x*—16=0; b)81x*—x2=0; c¢)4x*—x?=0; d)x*-9x2=0.

16. Resuelve las ecuaciones bicuadradas: a) x* —5x>+4=0; b)x*—10x?2=-09;
c) x*—16x2—-225=0; d)64x*—244x?+225=0.



17. Resuelve las ecuaciones:

a) Vx*-5+x-5=0; b) Vx-3++vx+2=5
) VI+x+J7+x=V16+2x ; d) Jx+4+Jx+20-2/x+11=0

18. El perimetro de un rectangulo es de 98 m. Su area es de 570 m?. Halla sus dimensiones.

19. Los tres lados de un triangulo miden 18, 16, y 9 m. Determinar que misma cantidad se

20. Determinar un numero que sumado con su raiz cuadrada es 132.
21. Dos numeros suman 62 y sus cuadrados 1954. Hallarlos.

22. El area de un triangulo rectangulo es 60 m* y la suma de sus catetos es 23 cm. Hallar
sus tres lados.

23. Un cuadrado tiene 33 m? mas que otro, y éste un metro mas de lado que el primero.
Hallar los lados de los dos cuadrados.

.
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
: debe restar a cada lado para que resulte un triangulo rectangulo.
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
k

3. Problemas que se resuelven mediante
ecuaciones

Recuerda que para resolver un problema mediante algebra se debe seguir el pro-
cedimiento siguiente.

Planteo. Consiste en traducir el enunciado escrito en una ecuacion o sistemas de
ecuaciones.

Resolucion. Parte en la que se resuelve la ecuacion o el sistema planteado.

Discusién. Se comprueba que la solucién obtenida es solucién de la ecuacién o
el sistema y que es valida para las condiciones impuestas en el enunciado.

Para plantear una ecuacion a partir de un enunciado debes:

Paso 1. Realizar lecturas comprensivas para identificar el dato que se debe cal-
cular y representarlo con una letra.

Paso 2. Trazar un plan para traducir el lenguaje escrito a lenguaje algebraico.
Planificar la informacion en resimenes. Comparar el problema con otros
conocidos.

Paso 3. Llevar a cabo el plan trazado y si este no funciona cambiar de plan.
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g™ Ejemplo

La cantidad de euros que un chico lleva en el bolsillo es tal que si gasta la tercera parte mas
su séptima parte, aun le quedarian 2,5 euros mas la mitad de lo que llevaba. ;Qué can-
tidad de euros llevaba en el bolsillo?

Solucion.
» Sea x el dinero que llevaba.
+ Gastos: x/3 + x/7
* Le queda: 2,5+ x/2
e Ecuacion: 2,5+ x/2 =x— (x/3 + x/7)
* Resolver la ecuacién: x = 105 euros.

* Discusion: La solucién cumple las condiciones del enunciado; veamos si
cumple la ecuacién: 2,5 + 105/2 = 105 — (105/3 + 105/7)

25+525=105-50
55 =55

El valor de 105 para x convierte la ecuacion en una igualdad numérica verdadera.

Actividades

24. Un ganadero vende los 3/5 de los corderos que posee. A continuacién compra 50, con lo
que se queda con 40 corderos menos que los que tenia al principio. ¢ Cuantos tenia?.

25. Un trayecto se ha realizado en tres etapas; en la primera se recorre 3/5 del trayecto, en
la segunda 1/4 del resto y en la ultima los 12 km. restantes. ¢ Cual es la longitud total del
trayecto?.

26. Una persona dispone de dos horas para dar un paseo en coche. ¢Qué distancia podra
recorrer sabiendo que a la ida la velocidad del coche es 80 km/h y que sin detenerse
regresa a 120 Km/h?.

una velocidad constante de 100 km/h. Al mismo tiempo, otro tren sale de B en direccion
a A con un velocidad de 140 km/h. 4 Cuanto tardan en encontrarse?. ;A qué distancia de
Ay B se encuentran?.

28. La base de un rectangulo es 6 cm mayor que su altura. si la base crece 4 cm y la altura
disminuye en 2 cm, el area crece 8 cm?®. Calcula sus dimensiones.

29. La suma de dos numeros es 24 y su producto 135. Calcula dichos numeros.

I
I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

: 27. La distancia entre dos estaciones Ay B es 480 km. Un tren sale de A en direccién B con
I

1

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

:

: 30. Calcula las dimensiones de un rectangulo que tiene de perimetro 24 cm y de area 35 cm?.
I
I
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6. Ecuaciones lineales con dos
Incognitas

Una ecuacion lineal con dos incégnitas es de la forma a,x + a,y = b; donde a,, a,
y b son numero reales; x € y son las incognitas.

Se Illama solucion de una ecuacion lineal a los pares de valores (o, B) pertenecien-
tes a R? que al sustituirlos en la ecuacion la convierten en una igualdad numérica ver-
dadera. El conjunto de todas las soluciones de una ecuacion lineal son los puntos de
una recta del plano.

Dada la ecuacion lineal x — 2y = 4; comprueba que los pares (4, 0); (8, 2) y (12, 4) son algu-
nas de sus soluciones; dibuja la recta que pasa por dichas soluciones.

Solucién.
6 4-2:0=4,4-0=4;4=4
4 + Y 8-2:2=4;8-4=4;4=4
5 12-24=6;12-8=4;4=4
(8,4)
Solucion general; x — 2y =4; x =4 + 2y; se cam-
e %0)6 Lo bia el nombre a y; y = A (. es un parametro); la
~2 . s o
/ solucién general se escribe (4 + 2A, A); para cada
-4 valor que asignemos al parametro A se obtiene una
solucion particular.

7. Sistemas de dos ecuaciones con
dos incognitas

Se llaman sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incognitas al conjunto
formado por dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, se expresa asi:

{aﬂx +a,y = b,
ayX +ayy =b,

Se llama solucién del sistema al par de valores (o, B) que cumplen las dos ecuaciones.
Resolver un sistema es encontrar sus soluciones o demostrar que no tiene solucion.
Resolucion grafica

Para encontrar las soluciones de un sistema lineal de dos ecuaciones con dos

incognitas, se pueden representar en coordenadas cartesianas las dos rectas que
forman el sistema; los puntos de corte seran las soluciones del sistema.
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X+2y =7 X+2y=7 X+2y=7
Resolver los sistemas: a) { / ; b) { v ; C) { 4

x-y=1 2x+4y =14 2x+4y =5
Solucion.

Sistema a Sistema b Sistema c

\ x+2y=17

2x +2y =14 x+2y=7

4

a) Las dos recta se cortan en (3, 2) la solucion del sistema es x = 3 e y = 2. El sistema
tiene solucién unica.

b) Las rectas coinciden. El sistema tiene infinitas soluciones.

c) Las rectas son paralelas, no tienen ningun punto en comun. El sistema no tiene solucién.

La solucion grafica permite clasificar los sistemas lineales en:
e Compatibles si tienen solucion.
» Sila solucion es Unica se dice compatible determinado.
» Si las soluciones son infinitas se dice compatible indeterminado.

e Incompatibles si no tienen solucién.

Actividades

; 1
1

i : 31. Resuelve graficamente y clasifica los sistemas siguientes: i
E A 2x+y=7 ) 2x+y=7 ) 2x+y=7 .d) 3x+y=3 :
‘ 4x-y=5 "lex-2y=2 'l8x-2y=10 ' |ox—-y=2 i
1 1
e L T T T T YT YT YT Y Y Y " """ “"“YYrYY/YUY/U"“‘’'T'TTé'Té€TfgT’T“TSTrTT’T’é'TéTs'"T“T€éTf“T€ét'T€Tfymh'khms ol
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8. Sistemas equivalentes

2x-y=3
Los sistemas: { x+3y =5

2x-y=3
2
2x+6y =10

x+3y=5

Tienen por solucion unica (2, 1); decimos que son equivalentes.

En general sistemas equivalentes son aquellos que teniendo el mismo numero
de incognitas ( el numero de ecuaciones puede ser distinto) tienen la misma solucién.

Las siguientes transformaciones realizadas sobre un sistema dan lugar a siste-
mas equivalentes.

1. Cambiar el orden de las ecuaciones.
2x-y =4 {x+3y=9

son equivalentes; ambos
x+3y=9 2x-y=4

Ejemplo, los sistemas {

tienen por solucion x =3 e y = 2.

2. Multiplicar los dos miembros de una ecuacion por un numero distinto de cero.
2x-y =4 {i(Zx-y)=A4

con A = 0 son equiva-
x+3y=9 x+3y=9

Ejemplo, los sistemas {

lentes.

3. Sustituir una ecuacion por la suma de ella con otras ecuaciones multiplicadas
por numeros distintos de cero.

. . 2X — y= 4 2X — y = 4
Ejemplo, los sistemas
x+3y=9 (x+3y)+3(2x-y)=9+3-4
son equivalentes, se opera en la segunda ecuacién del segundo sistema y se
obtiene,

2x-y =4 . . . .
; que es un sistema mas sencillo que el primero.

Tx =21

4. Suprimir una de las ecuaciones del sistema que sea combinacién lineal de
otras ecuaciones del sistema.

2x-y=4
Ejemplo, los sistemas x+3y=9 {ZX ;y:g son equivalentes, el
3x+2y =13 X+oy=

segundo sistema resulta de suprimir la tercera ecuacion del primero que es
suma de las otras dos.
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Actividades

i 1
! 32. Trasformar los sistemas siguientes en sistemas equivalentes con dos ecuaciones. E
E —2x+5y =3 3x-y =13 4x-y =5 i
: a)y 2x+y=3 ;b){2x+4y=4 ;c)ix-2y=-4 !
. 4x -4y =0 5x +3y =17 2x+3y =13 !
I I

9. Métodos de resolucion de sistemas
lineales

Entre los métodos algebraicos que existen para resolver sistemas vamos a tratar:

e Método de sustitucion. Se despeja una incognita en una de las ecuaciones y
se sustituye la expresion obtenida en las otras ecuaciones.

e Método de igualacion. Se despeja en todas las ecuaciones la misma incégni-
ta y se igualan las expresiones obtenidas.

e Método de reduccién. Se multiplican las ecuaciones por niumeros adecuados
de forma que al sumar los resultados se elimina una de las incognitas.

Ejemplos

4x+3y =10

1. Resolver el sistema: {
2x+y=4

Solucioén.
» Se resuelve por sustitucion.

» Se despeja una incognita en una ecuacion y se sustituye su valor en la otra ecuacion;
que se transforma en una ecuacion con una incognita.

» Se despeja y en la segunda ecuacion: y=4—-2x
» Se sustituye en la primera: 4x + 3(4 — 2x) =10
* Resolver esta ecuacion: x=1

+ Sustituir el valor de x en la incognita despejada: y=4-2-1=2
* La solucion de sistemaesx=1ey =2.

4x+3y =10

2. Resolver el sistema:
2x+y=4

Solucion.
» Se resuelve por igualacion.

» Se despeja la misma incognita en las dos ecuaciones y se igualan, con lo que se obtie-

ne una ecuacion con una incognita.
@) d D
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* Despejar y en las dos ecuaciones: 10 -4x

=—3 e y=4-2x
* Igualar los valores: L ;4X =4-2x
* Resolver esta ecuacion: x=1

o Sustituir este valor en la segunda y despejada: y=4-21=2
» La solucién de sistemaesx=1ey=2.

4x+3y =10

3. Resolver el sistema:
2x+y=4

Solucioén.
» Se resuelve por reduccion.

+ Consiste en conseguir que los coeficientes de una de las incégnitas sean opuestos en
las dos ecuaciones y a continuacion sumarlas.

» Se sustituye la segunda ecuacioén por el resultado de sumar la primera con la segun-
da multiplicada por —2; numero con el que se consiguen que las dos ecuaciones ten-
gan los coeficientes de x iguales y opuestos.

4x + 3y = 10
—4x—-2y=-8
Ox+ y= 2

4x+3y =10

» El sistema de partida es equivalente al sistema escalonado, { 2
y =

* En este sistema es sencillo ver que y = 2; se sustituye este valor en la primera ecua-
cion para calcular x; 4x + 3-2 = 10; x = 4/4 =1.

* La solucién del sistemaesx=1ey=2.

Actividades

: 1
I
i : 33. Resuelve los sistemas: i
I 3x+2y =14 2x+7y =1 2x -3y =4 +2y =3 I
: a){xy ;b){xy ;C){Xy ;d){xy !
i 5x-4y =5 X+y=-2 3x -2y =16 3x -2y =1 :
i i 34. Resuelve los sistemas: i
I
: a) 5x-3y =5 . b) 3x-y=5 e 2x+3y =-13 . d) 2x+y=5 ]
: 7x+2y =38 2x+3y =7 3x-2y =12 5x -2y =17 !
& | 35. Resuelve los sistemas: :
I
: 3x 4y o 3x 2y _ x y_1 Xty _7 i
I 4 5 4 3 3 4 12 x-y 3 I
I a) , b) ; ©) ; d) I
! 35 2 3 58 & y+4~6 |
I I
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ECUACIONES Y SISTEMAS LINEALES

10. Sistemas de tres ecuaciones lineales.
notaciones

Un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incégnitas se escribe de la forma:

X, +8X; + 83X, = by
851X, + 8X, + 8y X; = b,
831X, + 85X, + 833X; = by

A los numeros reales a; los llamamos coeficientes del sistema; a los b, términos
independientes y a las x; incégnitas del sistema.

Se llama solucion del sistema a los valores (o, a,, a.;) de las incognitas que con-
vierten las ecuaciones en identidades numeéricas.

Clases de sistemas lineales

Los sistemas de ecuaciones lineales atendiendo a los términos independientes se
llaman:

e Homogéneos cuando los términos independientes b, son todos ceros.
o No homogéneos si alguno de los términos independientes b,son distintos de cero.

Segun las soluciones, los sistemas pueden ser como hemos visto para los de dos
ecuaciones en:

e Incompatibles, si no tiene solucion.
e Compatibles, si tienen solucion.
* Determinado, si Unicamente tiene una solucion.

* Indeterminado, si tiene infinitas soluciones.

11. Resolucion de sistemas de tres
ecuaciones meétodo de Gauss

El método de Gauss permite, basandose en el método de reduccion para siste-
mas de cualquier numero de ecuaciones y de incognitas, averiguar si son compati-
bles y en este caso resolverlos.

La combinacion adecuada de las transformaciones a), b), ¢) y d) aplicadas a un
sistema permiten obtener un sistema escalonado equivalente al inicial, que facilita la
clasificacién y solucion en su caso, del sistema objeto de estudio.

Un sistema escalonado de tres ecuaciones con tres incégnitas tiene la forma:
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ay1X; +8X, +83X; = by
AyXy +axuX; = b,
Ay X3 = bs

Los ejemplos siguientes aclararan los pasos a seguir para trasformar sistemas en
sistemas escalonados equivalentes.

IS Ejemplos
X+y—-z=1
1. Resolver el siguiente sistema escalonado: { 3y -2z=0
3z=9
Solucion.
Se despeja z en la tercera ecuacion y = % =2
Se sustituye el valor de z en la segunda ecuacion y se despeja y ; 3y —2:-3=0; 3y =6;
_6_
y_3_2

Finalmente se sustituyen los valores de z e y en la primera ecuacion se despeja x:
X+2-3=-1;x=-1-2+3;x=0
La solucion del sistema sera: (0, 2, 3).

2. Transformar el sistema siguiente en un sistema equivalente escalonado, clasificarlo y en su
X-y— 2z=1
caso, resolverlo:y 2x -3y + 4z=4

5x-y+3z=16
Solucioén.

Primer paso: anular el coeficiente de x en las dos ultimas ecuaciones; para lo cual se rea-
lizan las dos transformaciones siguientes:

e Sustituir la segunda ecuacion, por la que resulta de sumarle a ella la primera multiplicada
por —2: 2X+2y+4z=2

2x -3y +4z=4
Ox—-1y+8z=6

e Sustituir la tercera ecuacion, por la que resulta de sumar a ella la primera multiplicada por —5:
-5x+5y +10z=5
5x—- y+ 3z=16
Ox+4y +13z=21

X-y-2z=-1
Ox-y+ 8z= 6
Ox+4y +13z=21
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e Con lo que resulta el sistema equivalente siguiente:



ECUACIONES Y SISTEMAS LINEALES

Segunda paso: anular el coeficiente de y en la tercera ecuacion; para lo que se realiza
la transformacion siguiente:

e Sustituir la tercera ecuacion, por la que resulta de sumarle a ella la segunda multipli-
cada por 4.
-4y +32z=24
4y +13z =21
Oy +45z =45

e Con esto se ha conseguido el sistema escalonado siguiente:
xX-y-2z= -1
0z-y+8z= 6
Ox+0y +45z=45

e | a tercera ecuacion se resuelve facilmente y permite afirmar que el sistema es com-

45

patible determinado y la solucion unica es:z = 15

=1,-y+8=6,y=2;,x-2-2=-1,
x=3.
e Que se expresa asi: (x,y,z)=(3,2,1)

El nombre propuesto a las variables en el sistema no es fundamental para su solu-
cion; por tanto podemos prescindir del nombre de las variables y operar con sus coe-
ficientes disponiéndolos en forma rectangular como se indica a continuacion.

1 -1 -2 -1
2 3 4 4
5 -1 3 16

A esta disposicion rectangular de los coeficientes se la llama matriz ampliada
asociada al sistema. Sobre esta matriz se aplican facilmente los pasos para trans-
formarla en la matriz ampliada asociada al sistema escalonado equivalente al dado.

1 -1 -2 -1
2 -3 4 4 |=1%filapor(-2)mas 2%fila=
5 -1 3 16 12 fila por (-5) mas 3%fila
1 -1 -2 1 1 -1 -2 -
=0 -1 8 6 |= =0 -1 8 6
0 4 13 21 2%fila por 4 mas 3%fila 0 0 45 45

X-y-2z= -1

Esta matriz es la matriz asociada al sistema escalonado: 1 0z2-y+8z= 6 ;
Ox+0y +45z=45
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3. Transformar el sistema siguiente en un sistema equivalente escalonado, clasificarlo y en
xX-y+3z=4
su caso resolverlo: 2x-y—-z=6
3x-2y+2z=10
Solucién.

Primer paso. Anular el coeficiente de x en las dos ultimas ecuaciones; para lo cual se
realizan las dos transformaciones siguientes.

e Sustituir la segunda ecuacion por la que resulta de sumar a la segunda actual la pri-

mera multiplicada por — 2: —2x+2y -6z=-8

2x—y— 2z =6
Ox+ 1ly—-7z=-2

e Sustituir la tercera ecuacion por la que resulta de sumarle a ésta la primera multiplica-

da por — 3: -3x+3y-9z=-12
3x-2y+2z=10
Ox+1y-7z=-2

xX-y+3z=4
e Con lo que resulta el sistema equivalente siguiente: 0x+y —7z=-2
Ox+y-7z=-2

Segundo paso: Anular el coeficiente de y en la tercera ecuacion; para lo que se realiza
la transformacion siguiente.

Sustituir la tercera ecuacion por la que resulta de sumarle a ésta la segunda multipli-
cada por — 1:

-y +7z=2
y—-7z=-2
Oy+0z=0
xX-y+3=4
e Con esto se ha conseguido el sistema escalonado siguiente: 10z +y -7z =-2
Ox+0y+0z=0

e Latercera ecuacion es 0z = 0; cualquier valor de z cumple la ecuacion, por lo que tiene
infinitas soluciones; que seran las infinitas soluciones del sistema; por lo que se trata
de un sistema compatible indeterminado.

X-y+3z=4

e El sistema que resulta es:
y-7z=-2

e Se toma z como parametro; z = con lo que y = -2 + 7, y por tanto:
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x=4+y—-3z=4-2+T7L—-31L=2+ 4\

e Lasolucidon sera: (x, y,z) = (2 +4A, -2 + 7\, A)
e Se trata de un sistema compatible, indeterminado uniparamétrico.
e Utilizando la notacion matricial, los pasos serian:

1 -1 3 4
2 -1 -1 6 [1%fila por (-2) mas 2%fila =
3 -2 2 10 |1%fila por (-3) mas 3?fila

1 -1 3 4 1 -1 3 4

=0 1 -7 -2 =0 1 -7 -2

0 1 -7 -2|3°fila menos 2?2 0 0 0 O
x-y+3z=4
e Esta es la matriz asociada al sistema triangular: y—-7z=-2
0z= 0

4. Transformar el sistema siguiente en un sistema equivalente escalonado, clasificarlo y en

sSu caso resolverlo:
2X—-y+3z=6

4x -2y +6z=9
X-y+ z =3
Solucién.

Primer paso. Cambiar el orden de las ecuaciones (colocamos la tercera en primer lugar);
esto facilita los calculos

X-y+z=3
2x-y+3z=6
4x -2y +6z=9

Segundo paso. Anular los coeficientes de x en las dos ultimas ecuaciones; para lo que
se realizan las dos transformaciones siguientes.

e Sustituir la segunda ecuacion por la que resulta de sumarle a ésta la primera multipli-

cada por — 2: ox+2y-27--6

2x—y + 3z=6
Ox+1y+1z= 0

e Sustituir la tercera ecuacioén por la que resulta de sumarle la primera multiplicada por — 4:
4x+4y-4z=-12
4x -2y +6z= 9
Ox+2y+2z=-3

xX-y+z =3
e Con lo que resulta el sistema equivalente siguiente: { Ox+y+z= 0
Ox+2y+2z=-3
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Tercer paso. Anular el coeficiente de y en la tercera ecuacion; para lo que se realiza la
transformacion siguiente.

e Sustituir la tercera ecuacion por la que resulta de sumarle a ésta la segunda ecuacién
multiplicada por — 2:

-2y -2z=0
2y +2z=-3
Ox+0y=-3

e Con esta se ha conseguido el sistema escalonado siguiente:
X-y+z=3
Ox+y+z=0
0x+0y+0z=-3

e La tercera ecuacion, 0z = —3, no tiene solucion; cualquier numero por cero da cero.

e Utilizando la notacién matricial los pasos serian:

2 136 1€INNKR3
4 -2 6 9 |3%ecuacioncomo1®=|2 -1 3 51¥F por (-2)+22F
1 -1 13 4 -2 6 9)1%F por(-4)+3%F
1 -1 1 3 1 -1 1 3
0110 =0 1 1 0
0 2 2 -3|2%Fpor(-2)+3°F |0 0 O -3
X-y+z=3
e Esta es la matriz asociada al sistema triangular: Ox+y+z=0
O0x+0y+0z=-3

Discusion de un sistema por el método de Gauss.
Sea un sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas.

Si al reducirlo a la forma triangular escalonada aparece alguna ecuacion del tipo
0z = b con b = Oel sistema es incompatible.

Si no sucede lo anterior, el sistema es compatible.

Si el niumero de ecuaciones no triviales (es decir, una vez eliminadas las de la
forma 0 = 0, si las hubiera) fuera tres, igual al nimero de incégnitas, el sistema tiene
solucion unica. Sistema compatible determinado.

Si el nUmero de ecuaciones es menor que el de incégnitas, el sistema tiene infini-
tas soluciones; el sistema es compatible, indeterminado; el nUumero de parametros
del que dependen las soluciones es igual al numero de incégnitas menos el de ecua-
ciones.
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[ g™ Ejemplos

X-2y+z=3
5. Discutir y resolver en su caso el sistema siguiente: J —x + y —2z =1

2x-3y+z=2
Solucion.

e Se parte de la matriz asociada al sistema y se opera para conseguir una matriz esca-

lonada:
1 -2 1 3 1 -2 1 3 1 -2 1 3
-1 1 -2 1 1°F+29F =0 -1 -1 4 =0 -1 -1 4
2 -3 1 2|1%Fpor(-2)+3%F 0 1 -1 -4/|22F+3%F 0 0 -2 0
X-2y+z=3
esta es la matriz asociada al sistema triangula: { -y -z=4
-2z=0

e La tercera ecuacion tiene solucion unica; por lo tanto el sistema es compatible deter-
minado.
C 0 : . A
e De la tercera ecuacion z = 5= 0 ; se sustituye en la segunda, —y—0=4; y =4y por
Ultimo se trabaja con la primera ecuacién; x +2.4 +0=3 x=-5

e |a solucioén es: (x, y, z) = (-5, 4, 0)
x+y+z=0

6. Discutir y resolver en su caso el sistema siguiente:
-x+3y-2z=0

Solucion.

e Se escribe la matriz asociada al sistema y se trata de escalonar.
11 1 0 11 10
=
-1 3 -2 0/1PF+2%F 04 10

x+y+z=0

e Esta es la matriz asociada al sistema:
4y -z=0

e En la segunda ecuacion se puede despejar z, puesto que es la que tiene como coe-
ficiente menos uno; con lo que la variable y se elige como parametro. El sistema es
compatible, indeterminado. Se hace y = 1 y se sustituye en la segunda ecuacion;
43 —z=0; z=4\.

e De la primera ecuacion se calcula x; x + A + 41 = 0; x = —=5A.

e La solucion sera: (x, y, z) = (54, 4, 41)
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Actividades

b |
1
35250 I 36. Indicar de qué tipo es cada uno de los siguientes sistemas: E
. X-y+3z=5 2x-4y -5z=8 X—-6y+8z=3 !
o5, B5. B a) {-4x+8y+2z=6 ; b) X+y—-2z=4 ; ¢) {4x-y+2z=15 ; !
: —7x+8y+3z=4 4x -2y -9z=16 5x-7y+10z=8 .
1 1
: d) x-y+z=1 !
: 2x+3y-4z=5 !
1 1
1 1
T | 37. Estudiary resolver en su caso los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: :
: X+2y+z =0 -X+y-4z=5 X+2y+z=1 .
57 i a) {—x-y =1 ; b) {2x+3y+5z=-2 ; ¢) :2x+3y+5z=2 E
: -y—-z=-1 3x+2y+4z=-2 x+3y+3z=0 :
l :
b o o o e S S S S S S R A N S N R R A N S N S A S N S R S A N R ol
Recuerda que un sistema es homogéneo si todos los términos independientes
son cero.

La expresion de un sistema homogéneo de 3 ecuaciones con 3 incégnitas sera:

a,.X; +a,X, +a,;,%X; =0
8y X, + 8y X, + 85X, =0
831X, + 83, X, +833X; =0

Los sistemas homogéneos tienen la particularidad de que todos son compati-
bles, pues al menos tienen como solucién x, =0, x, = 0y x; = 0, llamada impropia
o trivial.

Por tanto al discutir por Gauss un sistema homogéneo de tres incognitas se
pueden presentar los casos siguientes:

e Si el numero de ecuaciones no ftriviales (es decir, una vez eliminadas las de
la forma 0 = O si las hubiera) fuera tres, igual al nUmero de incégnitas, el sis-
tema tiene solucion unica; por tanto la trivial (0, 0, 0). Sistema compatible
determinado.

e Si el numero de ecuaciones es menor que el de incégnitas, el sistema tiene infi-
nitas soluciones, el sistema es compatible indeterminado; el numero de para-
metros es igual al nimero de incégnitas menos el de ecuaciones.
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7. Transformar el sistema homogéneo siguiente en un sistema equivalente escalonado,
x+y-z=0
clasificarlo y en su caso resolverlo: 2x -4y +2z=0

-Xx+5y-3z=0
Solucién.

Se parte de la matriz asociada al sistema y se opera para conseguir una matriz

escalonada:

1 1 10 11 10 1 1 1

2 4 2 01%Fpor(-2)+2°F=|0 -6 4 O =|0 -6 4 O]
-1 5 -3 0 1PF +3%F 0 6 -4 0)28F+3%F 0O 0 O O

xX+y-z=0
esta es la matriz asociada al sistema triangular: {6y +4z=0
0z=0

Como el numero de ecuaciones no triviales es dos, menor que el numero de incégnitas,
el sistema es compatible indeterminado.

De la segunda ecuaciéon; 6y +4z=0= -6y =-4z=y = % = % ; para evitar que las

soluciones se expresen como fracciones, expresamos z como producto de 3 por el para-
metro A; esto es

z=3\=>y="C2=21;

X+21L-31=0,x= A

La solucion del sistema es: (x, y, z) = (4, 24, 31)

Actividades

i 1
334 : 38. Estudiar y resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales homogéneos: i
i 2x-5y+3z=0 x+ y—z=0 i
I x-y+3z=0 1
gy 1 a)i2x -y =0 ; b){3x+2y-5z=0 ; c) 1
i 3x+y-5z=0 I
: X+ y+ z=0 2x+y-4z=0 .
38 : :
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13. Problemas que se resuelven plantean-
do sistemas de tres ecuaciones lineales

El lenguaje algebraico, como ya sabemos, es una potente herramienta para resol-
ver problemas; en este apartado trataremos la resolucion de problemas que preci-
san de los sistemas lineales estudiados.

Los pasos a seguir para resolver este tipo de problemas son los indicados en el
apartado 5.

Ejemplos

1. Una multinacional de seguros tiene delegaciones en Madrid, Barcelona y Valencia. El numero
total de altos ejecutivos de las tres delegaciones asciende a 31. Para que el numero de altos
ejecutivos de la delegacion de Barcelona fuese igual al de Madrid, tendrian que trasladarse 3
de Madrid a Barcelona. Ademas, el numero de los de Madrid excede en uno a la suma de los
destinados en las otras dos ciudades. ¢, Cuantos altos ejecutivos estan destinados en cada
ciudad?

Solucion.

Sean x, y, z los altos ejecutivos de Madrid, Barcelona y Valencia
X+y+z=31 X+y+2z=31
X=-3=y+3 =x-y =6
x-1=y+z x-y-z=1

Matriz asociada al sistema:

11 1 31 11 1 A 11 1 3
110 6|=/0 2 1 25|=/0 -2 -1 -25
1 -1 -1 1 0 -2 -2 -30 0 0 1 -5

X+ y+ z=31
El sistema triangular asociado a la matriz sera: -2y —-z=-25
-z=-5

La solucién sera: z = 5; 2y -5 = -25; -2y = -20; y=10; x + 10 + 5=31; x = 16

Por lo que los ejecutivos de la multinacional son: 16 en Madrid; 10 en Barcelona y 5 en
Valencia

2. Un hipermercado inicia una campana de ofertas. En la primera de ellas descuenta un 4%
en un cierto producto A, un 6% en el producto B y un 5% en el producto C. A las dos sema-
nas pone en marcha la segunda oferta descontando un 8% sobre el precio inicial de A, un
10% sobre el precio inicial de B y un 6% sobre el precio inicial de C. Se sabe que si un
cliente compra durante la primera oferta un producto A, dos B y tres C, se ahorra 16 euros
respecto del precio inicial. Si compra tres productos A, uno B y cinco C en la segunda
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oferta, el ahorro es de 29 euros. Si compra un producto A, uno B y uno C, sin ningun tipo
de descuento, debe abonar 135 euros. Calculese el precio de cada producto antes de las
ofertas.

Solucion.
Sean x, y, z los precios de los productos A, B y C antes de la oferta.

X+y+z=135 X+y+z=135

1 0,96x+0,942y +0,953z=(135+y +2z)-16 = :0,96x +0,88y +0,85z=119 =

10,92:3x + 0,90y +0,94-5z = (135 +2x +4z) - 29 0,76x+ 0,90y +0,70z=106
X+y+z=135

96x +88y +85z=11900

76x +90y + 70z =10600

Matriz asociada al sistema:

11 1 135 11 1 135

96 88 85 11900 (1?F por (-96)+2?F=|0 -8 -11 -1060 =
76 90 70 10600 [1?F por (-76)+3%F |0 14 -6 340 |2%F por 14+3%F por 8
1 1 1 135 X+y+z=135
=0 -8 -11 -1060 |esta es la matriz asociada al sistema triangular{-8y —11z = -1060
0 0 -202 -12120 -202z=-12120

La solucioén sera:
_-12120 -400

2=—57>==60; ~8y ~11-60=-1060; -8y =-400;y =—c==50

x +50 + 60 = 135; x = 135 -110; x = 25.

Los precios iniciales seran: A =25 euros; B = 50 euros y C = 60 euros.

3. Una empresa desea disponer de dinero en efectivo en euros, délares y libras esterlinas. El
valor total entre las tres monedas ha de ser igual a 264.000 euros. Se quiere que el valor del
dinero disponible en euros sea el doble del valor del dinero en ddlares, y que el valor del dine-
ro en libras esterlinas sea la décima parte del valor del dinero en euros. Si se supone que
una libra esterlina es igual a 1,5 euros y un ddlar es igual a 1,1 euros, se pide determinar la
cantidad de euros, doélares y libras esterlinas que la empresa ha de tener disponible.

Solucion.

Sean x, y, z respectivamente los euros, dolares y libras esterlinas el dinero que la empresa
desea disponer.
x+1,1y +1,5z=264000

x=2(11y)

X _157
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resolver el sistema planteado, por el método mas sencillo.

10x +11y + 15z = 2640000
10x-22y =0 ; sumar 12 ecuacion y tercera {
x—-15z=0

11x + 11y = 2640000
10x-22y =0

sumar la primera ecuacion multiplicada por dos mas la segunda;

32x=5280000:x=%=165000.
_10x _ 1650000 _ . x 165000 _
y =% =185000 _75000; 7= = 199300 11000

La empresa dispone de 165000 euros; 75000 ddélares y 11000 libras esterlinas.

Actividades

39. Para distribuir un lote de objetos, se le da igual numero de ellos a cada una de las
15 personas presentes; pero llega una persona mas y hay que dar a cada una un
objeto menos, sobrando ahora 11 objetos. Calcula los objetos del lote y los que
corresponden a cada persona de las presentes al final.

40. Dos grifos tardan en llenar un recipiente sin desaguie 27 y 54 horas respectivamen-
te. ¢ Cuanto tardaran los dos grifos juntos?.

41. Se desea cercar un campo rectangular con 1 200 m de alambrada. Un rio corre a lo
largo de un lado del campo y no es necesario vallarlo. Sabiendo que el area del
campo es de 160 000 metros cuadrados, ¢ qué dimensiones tiene el campo?

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
: 42. Encontrar tres numeros A, B y C, tales que su suma sea 210, la mitad de la suma
: del primero y del ultimo mas la cuarta parte del otro sea 95 y la media de los dos
! ultimos sea 80.

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

43. La suma de las tres cifras de un numero es 18, siendo la cifra de !as decenas igual
a la media de las otras dos. Si se cambia la cifra de las unidades por la de las cen-
tenas, el numero aumenta en 198 unidades. Calcula dicho numero.

44. Un individuo realiza fotografias con una camara digital. Sabe que cada fotografia de
calidad normal ocupa siempre 0,20 megabytes de memoria. Cada fotografia de cali-
dad optima ocupa siempre una cantidad A de megabytes, pero el individuo no la
conoce. Esta semana ha llevado a revelar 24 fotografias que le han ocupado un
total de 9,2 megabytes de memoria.
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a) Plantea un sistema de ecuaciones (en funcién de A) donde las incognitas sean
el numero de fotos de cada clase que ha realizado. Estudia la compatibilidad del
sistema.

b) ¢;Hay alguna cantidad de megabytes que es imposible que ocupe cada foto de
calidad optima?

c) La semana pasada también hizo 24 fotos y ocup6 9,2 megabytes de memoria en
total. ¢ Es posible que el numero de fotos de cada tipo fuera diferente al de esta
semana?

45. Las edades de tres vecinos suman 54 afos y son proporcionales a 2, 3 y 4. Halla la
edad de cada uno de ellos.

46. Juan, Pedro y Luis corren a la vez en un circuito. Por cada kilometro que recorre
Juan, Pedro recorre 2 kilometros y Luis recorre tres cuartas partes de lo que reco-
rre Pedro. Al finalizar, la suma de las distancias recorridas por los tres, fue de 45
kilbmetros. ¢ Cuantos kildbmetros recorrié cada uno?

1
1
I
1
1
I
I
1
1
I
I
1
I
1
1
I
I
1
1
I
I
1
I
1
1
I
I
1
1
I
I
1
I
1
1
I
I
47. Juana y Mercedes tenian 20000 € cada una para invertir. Cada una de ellas distri- :
buye su dinero de la misma forma en tres partes P, Q y Ry las ingresan en una enti- |
dad financiera. Al cabo de un afio, a Juana le han dado un 4% de interés por la parte :
P, un 5% por la parte Q y un 4% por la parte R y a Mercedes le han dado un 5% por :
la parte P, un 6% por la parte Q y un 4% por la parte R. Juana ha recibido en total :
850 € de intereses, mientras que Mercedes ha recibido 950 €. ;De qué cantidad de :
euros constaba cada una de las partes P, Q y R? :

1

I

1

1

I

I

1

1

I

I

1

I

1

1

I

I

1

1

I

I

1

I

1

1

I

I

1
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I
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I
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I
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48. Tres hermanos tienen edades diferentes, pero sabemos que la suma de las edades
de los 3 hermanos es de 37 anos, y la suma de la edad del mayor mas el doble de
la edad del mediano mas el triple de la edad del menor es de 69 anos.

a) Expresa las edades de los tres hermanos en funcién de la edad del hermano
menor.

b) Es posible que el hermano menor tenga 5 anos? y 12 afnos? Razona la respuesta.
c) Calcula las edades de los tres hermanos.

49. Una fabrica de helados elabora tres tipos de helados, H1, H2 y H3, a partir de tres
ingredientes A, B y C. Se desea saber el precio unitario de cada ingrediente sabien-
do que el helado H1 se elabora con 2 unidades de A, 1 unidad de B y 1 unidad de
C y supone un coste de 0,9 euros. El helado H2 se elabora con 1 unidad de A, 2 uni-
dades de B y 1 unidad de C y supone un coste de 0,8 euros. El helado H3 se com-
pone de 1 unidad de A, 1 unidad de B y 2 unidades de C y supone un coste de 0,7
euros.
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Funciones

n la presente Unidad estudiamos los fundamentos de las funciones. Veremos las dos

E notaciones existentes para familiarizarnos con los términos usados en Matematicas, y
asi poder introducir también el concepto de Dominio de una funcién. Cuando conocemos

la relacion entre variable independiente y dependiente podemos plasmarla en una grafica,

aunque el estudio riguroso y el esbozo de graficas de funciones no aparecera hasta la Unidad 9.

Una vez conocidos los términos basicos del lenguaje de funciones, pasamos a estudiar
las funciones mas elementales: lineales, cuadraticas, proporcionalidad inversa, valor absoluto,
segmentarias; todas ellas conocidas de la E.S.O. Nos centraremos sobre todo en su
representacion grafica, ya que son facilmente representables a partir de pocas propiedades y
sirven como un buen entrenamiento para funciones mas complejas. También citaremos las
funciones con radicales, aunque Unicamente las que tienen raices cuadradas, las mas sencillas.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Profundizacion y adquisicién del vocabulario para el estudio y comprensién del concepto
de funcion.

2. Estudio del dominio y de la imagen de una funcion.

. Interpretacion de graficas de valores desde un punto de vista funcional.

4. Uso de los métodos de interpolacion y extrapolacioén lineal para el calculo razonado de
datos desconocidos.

w

5. Introduccion de técnicas y procedimientos para el analisis de funciones, utilizables tanto
en funciones elementales como en cualesquiera otras.
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1. Concepto de funcion

Una funcién es una regla que permite transformar un nimero real en otro.
El numero que se transforma, habitualmente representado por x, se llama variable
independiente, y el resultado de la transformacion, representado por f(x) o y, se
llama variable dependiente. La notacion usada para las funciones es f(x) = regla
para transformar x, y esta regla vendra casi siempre dada por un férmula. Por ejem-
plo, fix) =2x, g(x)=x2-3x+5, y=In(x+4).

Hay que hacer notar que la funcion se llama fo g, y que f(x) o g(x) son los valo-
res que asigna la funcién f o g a la variable x. Sin embargo, también se emplea f(x)
para designar a la funcion, siempre que no haya problemas de interpretacion.

Alos numeros que se van a transformar por una funcién también se les llama ori-
ginales y los resultados de la transformacion imagenes. No todas las reglas son fun-
ciones, sino solo aquellas que transforman un nimero en una Unica imagen, es decir,
un valor x solo puede tener una imagen f(x).

Ejemplos

1. Calcula las imagenes de -7, 1, /6 por las funciones f(x) = 2x, g(x) = x?- 3x + 5,

e 4
X+2
Solucioén.

°* f(-7)=2-(-7)=-14; f(1)=2-1=2. f(/B5)=2-J5=25.
g(-7)=(-72 -3 - (-7)+5=49+21+5=75, g(1)=1 -3 -1+5=1-3+5=3;

g(vB)=(v5) " ~3-V5+5=5-3V5 +5=10-35

4 4 _ 4 4 __4 462
* =5 57F TS y(ﬁ)_£+2-(£+2)(£_2)—
=—4'(J§2_2)=4-(J§—2)
(¥5) -2
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FUNCIONES

2. Averigua las imagenes de -2, 0 y x + h por las funciones y = x + 4,

g(x)=XT+3, m(x)=~/x+1

Solucién.
o y-2)=-2+4=2; y0)=0+4=4; yxthy=x+h+4

1. Dada la funcién f(x) = x? - 5x + 6 averigua el valor de f(-3), f(0), f(7), f(- x).

2. Calcula las imagenes de —J2, x—h, 3 por lafuncién f(x)=7-x?

3. Dada la funcion g(x):);—-l_l, halla g(-5), g(0), g(3+h), g(5).

4. Dada lafuncién y=+x?+20 calcula y(-7), y(-4), y(x+h), y(4+h).

—2+3 1 0+3 xX+h+3

g(-2)= = —5; g(0)=T:>noexisteg(0); g(x+h)= 7

m(-2) =v-2+1=+-1=no existe m(-2); m(0)=+0+1=1=1;
m(x+h)=+x+h+1

Actividades

2. Dominio de una funcion

Hemos visto en los ejemplos que para determinadas funciones no todos los
numeros reales tienen imagen. En las funciones polinémicas podemos encontrar
siempre una imagen para cualquier valor de x, ya que un numero podemos elevarlo
a cualquier numero natural, mientras que si la funcion tiene denominador, no existe
imagen para aquellos valores que anulan dicho denominador, pues no podemos divi-
dir por cero. Otro caso en el que aparecen valores que no tienen imagen es en el de
las raices cuadradas (o en las raices de indice par), porque la raiz cuadrada de un
numero negativo no es un numero real. También aparecen numeros sin imagen en
el caso de los logaritmos, dado que no existen los logaritmos de los nimeros nega-
tivos ni el del cero.

Para identificar a los niumeros que tienen imagen por una determinada funcién
se usa el Dominio de una funcién, que es el conjunto formado por todos los ele-
mentos que tienen imagen por dicha funcién: Dom f={x € R /existe f(x)} . En el caso
de las funciones polindbmicas: Dom f= R.
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En la determinacién del dominio se pueden presentar los casos siguientes:

1° Si f(x) es una funcién formada por el cociente de dos polinomios, el polinomio
N

N(x) dividido por el polinomio D(x), f(x)= % , entonces el dominio esta forma-

do por todos los numeros reales menos aquellos que anulan el denominador, es

decir los que cumplen que D(x) = 0. Por tanto, Dom f= {x € R /D(x) # 0}.

2° Cuando f(x) es la raiz de una expresién algebraica, f(x)=m, entonces el
dominio esta formado por los numeros reales para los que el radicando es posi-
tivo. Por lo tanto, hemos de resolver la inecuacién R(x) > 0. Luego,
Dom f={xe R/R(x)> 0}

3° Cuando f(x) es el logaritmo de una expresion algebraica f(x) = log A(x) , entonces
el dominio esta formado por los nimeros reales para los que A(x) > 0, es decir,
las soluciones de la inecuacion A(x) > 0 . Por lo tanto, Dom f = {x € R /A(x) > 0}.

Ejemplos

1. Calcula el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x):%; b) g(x)=vx-4; c)h(x)=In(x+5).

Solucion.

a) Como es una funcién con denominador, igualamos éste a cero y resolvemos la
ecuacion. En este caso tenemos la ecuacion de segundo grado: x? - 5x + 6 = 0,
cuyas soluciones son x; = 2, x, = 3. Por lo tanto, Dom f= R - {2, 3}

b) Como es una raiz cuadrada, hemos de resolver la inecuacion x - 4 > 0 = x > 4,
entonces Dom g = [4, > )

c) Al ser un logaritmo neperiano (que son los mas usados), hay que resolver la inecua-
cion: x + 5> 0 = x > - 5 entonces Dom h = (- 5, =).

2. Halla el dominio de las siguientes funciones:

X+7 X+7
a) y=""L0 b= /X2 o) 9=

X" =1 X— -1
Solucion.

a)Comox?-1=0=x,=1,x,=-1, entonces Domy=R- {1, -1}

b) El radicando es una fraccion y resolvemos la inecuacién >0, igualamos

numerador y denominadoracero: x+3=0=x=-3;yx-7=0=>x=7

(00, -3)|(-3,7) | (7,0)

Descomponemos la recta real en tres interva-

los (-00,-3),(-3,7)y(7,W),yconstruimossgn(x+3J o AP S
X - - - +

la tabla:
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A partir de ella obtenemos Dom f = (- %, - 3]Ju(7, <°).

Observa que en el dominio entra - 3, porque anula al numerador, obteniéndose

f(-3) = 0, mientras que 7 anula al denominador, luego no existe f(7).

c) Resolvemos la inecuacion X2+71>0 X+7=0=>x=-7;x2-1=0=>x==+1.

Partimos la recta real en cuatro intervalos (-, -7), (-7,-1), (-1, 1)y (1, ).

Construimos la tabla

A partir de la tabla se obtiene

Domg=(-7,-1)uU (1, «). En este

(-oo! -7) (-7’ -1) (-1’1) (1, °°)
sgn(x;’?) YR BV . S
X —1 o — 45

caso no entran ni - 7 ni - 1 ni 1, puesto que como ya dijimos, no existe el In 0.

Aunque parezcan pocos, el calculo del dominio de otro tipo de funciones consiste en

mezclar convenientemente estos tres casos. Podria darse algun otro caso como el
siguiente, mas de astucia que de dificultad.

3. Averigua el dominio de la funcion f(x)

Solucioén.

={ 3

X+1 si x<0

si x>0

Observando la definicion de esta funcion segmentaria o definida a trozos, vemos que el
problema es que no se ha definido la funcién para x = 0, con lo que su dominio seria

Dom f= R - {0}.

Para terminar este apartado, mencionaremos un conjunto que en cierta medida
complementa al dominio: la Imagen o Recorrido de una funcion. Si el Dominio es
el conjunto de los numeros reales que tienen imagen por la funcion, la Imagen o
Recorrido es el conjunto de los nimeros reales que provienen de un original o

antecedente por la funcion:

Im f={y e R/existe x que verifica y = f(x) }

El problema de averiguar la Imagen es considerablemente mas complejo que el de
hallar el Dominio, no existiendo unas reglas fijas. Como ejemplo, podemos averiguar la
Imagen de la funcion f(x) = x2. Es facil ver que, pongamos el nimero que pongamos, la
imagen siempre va a ser positiva o, como minimo, cero. Por lo tanto, Im f = [0, ). El
estudio de la Imagen se hace mejor a partir de la grafica de la funcion.
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Actividades

5. Halla el dominio de las funciones f(x)= i—-l-g y g(x)=+v16-x?

6. Averigua el dominio de f(x)=£ y g(x)= il
x*+x-6 1-x

7. Calcula el dominio de  f(x)=In(x*-x-12) y g(x)= 1
2x-5

8. Averigua el dominio de f(x)=,/x—_3 y 9(x)=In(x*-2x)
X+5

3. Graficas de funciones

Como una imagen vale mas que mil palabras, si queremos averiguar las propie-
dades de una funcién, es mas rapido y efectivo el observar su gréfica.

¢ Como podemos construir una grafica? Necesitamos dos rectas: una para los
originales, variables independientes o x, y otra para las imagenes, variables depen-
dientes o y. La primera se denomina eje de abscisas Xy en ella marcamos el valor
de las x. La segunda se llama eje de ordenadas Y y en ella marcamos el valor de
las f(x). Los ejes son perpendiculares entre si y la grafica esta constituida por infini-
tos pares de valores (x,f(x)), denominados puntos. El sistema aqui descrito se llama
sistema de ejes cartesianos o simplemente sistema de ejes.

Observa que cuando se habla de un punto de una funcién se considera el par
(x,f(x)), no solo f(x); y es que necesitamos dos valores para determinar un punto en
un plano. También debes notar que hablamos de f(x) o y dependiendo de nuestro
estado de animo. Como ya sabes, en este contexto ambos términos son sinénimos.

A la vista de lo anterior podria A

pensarse que para representar cual-
quier funcién bastara con dar valo-
res a x y obtener los respectivos f(x). A
iPero x tiene infinitos valores! Hay
que buscar otro método (que se
estudiara en la unidad 9.4) que nos
permita esbozar una grafica a partir
de un pequeno numero de operacio-
nes. No obstante, existen funciones, Eje de abscisas
dada su sencillez, que pueden ser
representadas con pocos puntos;
algunas se estudiaron en los cursos
de E.S.0., como las funciones constantes, lineales y cuadraticas.
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FUNCIONES

Hasta ahora hemos hablado de las graficas de funciones, es decir, de funciones
de las que disponemos de una férmula. Sin embargo, en practicamente todos los
campos de estudio aparecen graficas como expresién de una relacién entre magni-
tudes que también pueden interpretarse con el lenguaje de las funciones. A veces se
trata de un grafico en el que aparecen reflejadas las variaciones de las cotizaciones
de la Bolsa en el tiempo, o la evolucion de la temperatura corporal de una persona
en el tiempo, o el crecimiento del P.1.B. de un pais en funcion del dinero invertido en
Educacion, etc. Estas graficas no se ajustan a formula alguna, aunque evidentemen-
te haya ciertas funciones, como veremos en estadistica, que se adaptan mejor a
ellas.

>~ Ejemplos

1. Construye una grafica uniendo los puntos de la siguiente tabla mediante segmentos:

L3
Ao | o (%) T
1970 2,1 5
1975 2,8 4
1980 | 4,6 4
1985 7,2 ot
1990 | 5,1 1
1995 4,9
2000 3,5 —t—F—t+—F——1—
1970 1980 1990 2000

2. La siguiente grafica muestra la evolucion de la cotizacién de las acciones de la empre-
sa Currando, S.A. durante una semana. ;Qué dia interes6 vender las acciones? ;Qué
dia interes6 comprarlas? Si se compraron el mejor dia para su compra y luego se ven-
dieron en el mejor dia para su venta, ¢ cuanto dinero se gand? ¢ Cual fue el porcentaje
de beneficio?

SOMLCIGE _‘ ‘_ Precio por accion (€)

El mejor dia para su venta fue el

sabado, pues estaban a 17 € apro-

ximadamente, mientras que el 15T
mejor dia para su compra fue el

jueves, ya que cada accion venia a

costar 10 € aproximadamente. La

ganancia obtenida por accion seria

17 - 10 = 7 €, lo que hace un por-

centaje de 7 100=70%. I i i i i i i >
10 L
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3. Representa la funciéon dada por la tabla siguiente: y

“3[-2[0[1]3
“4]-3[-1]0 ]2

XY

4. Representa la funcién dada por la tabla siguiente: A

x|-2]-110]1]2
512 (1]12]|5

Solucion.

En la tabla no se aprecia que existe la

relacion funcional y = x2 + 1, que nos daria

una parabola al ser representada. ||

XV

Actividades

9. Representa la funcion dada por la tabla siguiente:

Xl 0 100 200 300 400

y| 150 400 550 350 200

" 1
1 1
I I
1 1
1 1
1 1
I I
1 1
1 1
1 1
1 1
I I
1 1
1 1
1 1
I I
I 10. Se tiene la siguiente tabla, en la que se relaciona el dinero invertido en publicidad y las :
E ventas obtenidas de un cierto producto (ambos en miles de €). Haz un grafico. ¢ Para qué i

1
. gasto en publicidad se obtiene el mayor beneficio? ¢ Interesaria aumentar el gasto en !
: publicidad indefinidamente? !
I I
1 1
1 1
1 1
I I
1 1
1 1
1 1
1 1
I I
1 1
1 1
1 1
k ol

Publicidad (en milesde €)| 5 | 10| 15120 | 25|30 | 35
Ventas (en miles de €) |120(122(125]130|128(124]110
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4. Funciones lineales. Interpolacion

4.1. Funciones lineales

En este texto vamos a llamar funciones lineales a las que tienen la forma
y=m x + n,y su grafica es una recta. Recordemos que m se llama pendiente de la
recta y que n es la ordenada en el origen (si x = 0, f(0) = n). De los dos el mas
importante es m, que se calcula como:

_Yo Y _ Ay . . ..
m= H = Ax siendo (x,,¥4) Y (X,,¥,) dos puntos cualesquiera de la funcion.
Se ve facilmente que Ay = y, - y,, AX = X, - X, . Estos términos se llaman incremen-
to o variacién de y y de x, respectivamente. Considerados de esta ultima forma
vemos que se trata de variaciones absolutas, mientras que m representa una varia-
cion relativa, pues es el cociente de la variacion absoluta de y entre la variacion
absoluta de x, es decir, m es la tasa de variacién de f respecto de x. Como vere-

mos en 8.1., Ey es la tasa de variacion media de una funcion, que se convierte

en el importantisimo concepto de derivada de una funcién en un punto.

Cuando n = 0, la grafica de y = mx es una recta que pasa por el origen de coor-
denadas. Si m = 0, tenemos una funcion constante, puesto que f(x) = n para cual-
quier valor de x. Y como sabemos que para representar una funcion lineal o una recta
nos basta con conocer dos puntos de ella, la grafica de estas funciones se hace a
partir de una tabla con dos valores.

A A
Y
y=mx+n, Yy = mx,
m>0 \ my
Y = %
m=
X > >
_ X Y = mx,
e 0
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Ejemplos

1. Representa y = 2x - 1.
Solucién.

Podemos construir la siguiente tabla: y = 2x-1

X |y=2x-1 Puntos
3 12:(-3)=1=-6-1=-7| (-3,-7)
3 |12:3-1=6-1=5 3, 5)

[ 3,5)

y representar los puntos obtenidos.

x Y

Hemos cogido dos puntos cualesquiera,

uno positivo y otro negativo, suficiente-

mente alejados para que al poner una

regla las oscilaciones sean las menores

posibles. Podriamos haber cogido otros

distintos y obtendriamos la misma recta,

pero tal vez seria mas incomodo de repre- %8,-7)
sentar: x = 0y x = 1 tienen el problema de

su excesiva proximidad y podria bailar la /
regla al trazar la recta.

2. Representa la funcion y = 3.
Y A

Solucién.

Aunque no es necesario, pues se ve que la
imagen siempre es 3, independientemente
del valor de x, podemos construir la :
siguiente tabla para representar la funcion: _5'

x | y=3| Puntos
-5 3 (-5,3)
5 3 | (5,3)

e
4.2. Interpolacion

Muy a menudo, cuando tratamos con variables que estan relacionadas funcional-
mente, 0 que creemos que lo estan, sélo somos capaces de averiguar ciertos valores.
Podemos representarlos graficamente para hacernos una idea de la relacion que exis-
te entre x e y, aunque habitualmente solemos estar mas interesados en calcular el valor
que toma la variable y para ciertos valores de la variable x.

Si el valor de x esta dentro del rango de los valores conocidos, hablamos de inter-
polacion, y de extrapolacion si esta fuera. Para efectuar los calculos se usan polino-
mios: si solo disponemos de dos parejas de valores , la interpolacion (y extrapola-
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cion) ha de ser forzosamente lineal (mediante un polinomio de primer grado). Si dis-
ponemos de mas valores, podemos recurrir a polinomios de mayor grado, mas fia-
bles que los de primer grado. Sin embargo, suelen usarse a lo sumo polinomios de
tercer grado, siendo los de segundo grado (parabolas) suficientemente precisas para
la mayor parte de las necesidades.

Una condicion importante para que la extrapolacion sea fiable es que los valores
a calcular estén préximos a los conocidos, porque si estan muy alejados apenas
podremos confiar en nuestras predicciones. Esta es una diferencia importante con la
interpolacion, pues en este caso podemos hacernos una idea del error que comete-
mos (y por lo tanto de la fiabilidad) sin mas que calcular el valor que predice el poli-
nomio interpolador para datos conocidos entre los que se encuentre nuestra predic-
cion, algo imposible en el caso de la extrapolacion.

La interpolacion lineal puede llevarse a cabo de varias formas; vamos a verlas.

1. Mediante una proporcion. A la vista del grafico y teniendo en cuenta que se trata
de triangulos proporcionales (en los que se puede usar el teorema de Tales)

tenemos que: ¥ — Y1 _ Y2 = V1
X=X, X,—X,

donde (x,1), (X,,¥5) sonlos valo- Yo~~~ Tt oA ke
res conocidos y (x,y) los valores
a calcular por la interpolacion.  y f------mmmmmmme -

e

Yo=Y
Recordando que m=¥2=Y1
Xy — X yp-oe g Y3 Y
podemos escribir LOX— X,
y =y, + m(x - x,), mas comoda

para los calculos.

2. Mediante la ecuacion de la
recta que pasa por dos puntos.
Aparte de la ecuacion punto- X4 X
pendiente de la recta que aparece en la forma 1, podemos usar la ecuacion
explicita de la recta y =mx+ n. En ella calculamos my ny asi podemos hallar
cualquier otro valor que nos interese.

x

N

|
-_-_-_-__%_-. _——

X2

3. Mediante la formula y = a + b(x — x;). Se trata de rescribir el polinomio interpo-
lador de una forma mas sencilla. En este caso, coincide con la de la forma 1.

4. Mediante el polinomio interpolador de Lagrange. Es el procedimiento mas general,
mas rapido y comodo, y por ello mas usado, para la interpolacion mediante un poli-
nomio de cualquier grado. Para el caso que nos ocupa, parece mas lioso que cual-
quiera de los anteriores, pero es una sensacion enganosa: no tenemos que calcu-
lar ningun coeficiente, pues la interpolacion, o la extrapolacion, se obtiene median-
te operaciones aritméticas basicas. El polinomio interpolador de primer grado es:

X=X, X — X,

= - + -
Y=Y X — X, Y X, — X,
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Observa que hay una regularidad, que se mantiene al aumentar el grado y que es
lo que permite que se pueda programar en un ordenador facilmente. Fijate que al
sustituir x por su valor, quedan restas, divisiones, productos y sumas.

i Ejemplos

1. En la tabla de la distribucion normal N(0,1), averigua para qué valor de k se verifica que
P[z < k] = 0,8583.

Solucion.

En la tabla de la N(0,1) aparecen tabulados los valores de P[z < k], con k> 0,50, pues k
viene expresado hasta las centésimas. Lo que nos interesa aqui es dar un valor aproxi-
mado para una cierto k que no aparece en dicha tabla. Yendo a ella, encontramos dos
valores entre los que se encuentra el buscado: P[z < 1,07] = 0,8577, P[z < 1,08] = 0,8599.
Luego 1,07 < k< 1,08. Como k es el valor que buscamos (la y de la férmula), P[z < k] es
la x. Redondearemos k hasta las milésimas:

_ 1,08-1,07 ) .
k=107+ 55205 g577 " (08583~ 0,8577) ~1,073.

2. La accion de Park Bank se cotizaba a 33,25 € el martes de una semana, y a 34,52 € el
jueves de esa misma semana. Averigua el precio que tendria dicha accion el lunes, el
miércoles y el viernes de esa semana mediante interpolacion y extrapolacion lineal.

Solucion.

La variable y es el precio de la accién y la x el tiempo transcurrido desde el martes (que
podemos tomar como origen). Sabemos entonces que la recta y = mx + n pasa por los
puntos (0; 33,25) y (2; 34,52), por lo que podemos plantear el siguiente sistema:

n=33,25

=y =0,635x+33,25.
2m+n=34,52

Interpolando hallamos el valor de la accién el miércoles (x = 1) : y(1) = 33,885 ~ 33,89 €.
Extrapolando: lunes (x = 1) y( 1) = 32,615 ~ 32,62 €; viernes (x = 3): y(3) = 35,155 ~ 35,16 €.
s\ @

En el ejemplo siguiente se trata de justificar el motivo de utilizar polinomios inter-
poladores de grado superior a uno.
Halla, mediante interpolacién lineal, el valor de y para y de la siguiente tabla

X 1 4 8
y 2 0 9

Solucion.

Aqui tenemos 3 puntos, lo que nos complica la interpolacién lineal, y nos permite
hacer una interpolacién cuadratica. Usando la férmula y=a + b(x-1), y cogiendo
los puntos extremos, obtenemos:
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y(1)=a=2

Y(8)—a+7b—9}:>b=1:>y=2+(x_1)=X+1:>J/(3)=2+2=4;y(5,5)=6,5.

Comparando el valor intermedio se tiene que, en la tabla, y(4) = 0 y en la interpo-
laciony(4) = 4 +1 = 5, que son valores excesivamente alejados.

Podemos intentar resolver este problema de dos formas:

Primera, recurriendo a un polinomio interpolador de mayor grado (2° en este
caso).

Como ejemplo, vamos a usar el polinomio interpolador de Lagrange de 2° grado:

(x=%)(x=x) (x=x)(x- X3) (X x)(X=%,)

y:y1(X =%, ) (X = x;) y( = x;) (X, — Xs) (Xs %) (% —x;) eonloque
(3-4)(3- 8) (3 1)(3- 8) (3 1)(3-4)

(3):2(1 2)(1-8) " (4 )(4-8) " (8 1)(8—4) =-0,167

y(5,5)-2854)(55-8)  (55-1)(55-8) ((65-1(55-4) ...

(1-4)(1-8) (4-1)(4-8) (8-1)(8-4)
Si tienes conocimientos del uso de Microsoft Excel, puedes hacer lo siguiente:

escribe los datos en dos columnas (una lldamala X;y la otra yi). En la formula los
valores de X; van de la celda A4 a la A6, y los Yi de B4 a B6. Los valores de x a
calcular los escribo en la columna D, empezando por la celda D4, y la férmula
para y en la celda E4. La féormula es =$B$4*(D4-$A$5)*(D4-$A$6)/($3A%4-
$A$5)/($A34-3A$6)+3BS5*(D4-3A$4)*(D4-3A$6)/(3A$5-8A34)/($A$5-
$A$6)+3BE6*(D4-$A34)*(D4-$A$5)/(3A$6-3A$4)/($A$6-$A$5)

Los simbolos $§ se escriben porque las celdas en cuestion son referencias abso-
lutas (los valores con subindices 1, 2 y 3), no como las D que deben cambiar al
estirar la formula.

Uso del polinomio interpolador de Lagrange de segundo grado con Microsoft Excel:

Xj Yi X y

1 2,00 3 -0,167
4 0,00 5,5 1,813
8 9,00

Segunda, construyendo una funcioén a trozos, formada por dos polinomios inter-
poladores lineales.

Se trata de una funcién definida por dos rectas, una que pase por los puntos (1,2) y
(4,0), y otra por (4,0) y (8,9). Usando las formulas y=a+ b(x-1)ey=a+ b(x-4),

. . . . 2
se obtienen dos sistemas de ecuaciones con las soluciones a=2,b = ~3 para la
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o 2-2(x-1),si x<4
primeraya=0,b= 7 para la segunda. la funcion sera f(x) = 9
Z(X 4),si x>4
. . . 2 2 9
y las interpolaciones daran f(3) =2—§~2 =3= 0,667, f(5,5) =Z~(5,5—1) =3,375.

Observa que hay diferencia con la interpolacion cuadratica, aunque no tan abul-
tada como la primera que hicimos. Si representamos los puntos, vemos que la cua-
dratica se ajusta mejor a los datos.

Si s6lo estamos interesados en los valores, pero .
.y . . * H
no en la expresién de los polinomios, podemos usar e lineal
la formula del polinomio interpolador de Lagrange de

primer grado: /cuadrética

y=y X — X, X — X,
X=X, TP X, — X ’/
3_4 0. 3.1 2 067 A trozos
y(3)= 21 4 4-1-3° 7
55-8 55-4

y(5,5)=0-22==+9. 327 = 3,375

Actividades

11. De acuerdo con los datos del Instituto Nacional de Estadistica (INE) la poblacion total de
Espafia en los anos que se indican es la recogida en la siguiente tabla:

Afo 2000 2002 2004 2006
Poblacion | 40 499 790 | 41 837 894 | 43 197 684 | 44 708 964

Averigua mediante interpolacion lineal (con una funcién definida a trozos) la poblacion en
los anos 2001, 2003 y 2005. Mediante extrapolacion predice la poblacion que hubo en el
afo 2000 y la que habra en 2007 y 2008.

Responde a estas mismas preguntas usando el polinomio interpolador de 2° grado de

20047 ; Qué error estamos cometiendo con la interpolacion cuadratica?

12. Los beneficios de una empresa en los afnos 2005 y 2007 han sido 2,08 y 2,13 millones
de €, respectivamente.

a) ¢Cual fue el beneficio en el afno 20067?
b) ¢ Qué beneficio se espera para el afio 20087?

13. En la tabla de la distribucién normal N(0,1), averigua para qué valor de k se verifica que
Pz < k] =0,9142.

I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
1
i Lagrange para los afios 2000, 2002 y 2006. ;Qué valor da dicho polinomio para el afio
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
I
k
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Actividades

14. Dada la tabla

Afo 2001 2003 2005 2007
Gastos (en millones de €) 3,48 3,97 4,88 6,01

a) ¢Qué funcion afin pasa por los puntos (2001;3,48) y (2003;3,97)? ¢, Cual por los puntos

(2003;3,97) y (2005;4,88)? ;Y por (2005;4,48) y (2007;6,01)? Escribe la funcién definida
a trozos que, mediante interpolacion lineal, permitiria calcular el gasto en cada uno de los
anos intermedios y halla el gasto previsto para los afios 2000, 2002, 2004, 2006 y 2008.

b) Usando la formula del polinomio interpolador de Lagrange de 2° grado, y usando los puntos

(2001;3,48), (2003;3,97) y (2007;6,01) como los 1, 2 y 3 de la férmula, revisa las previsiones

efectuadas en el apartado a). Estima el error cometido en la aproximacion cuadratica.

5. Funcion cuadratica

La funcién cuadratica responde a la formula y = ax? + bx +c¢, que no es mas que
un polinomio de segundo grado, y cuya representacion grafica se llama parabola.

Para representarla podemos usar varios metodos; pero en la practica el mas
sencillo consiste en averiguar las coordenadas del vértice de la parabola y, a partir
de la abscisa del vértice, construir una tabla de valores donde figuren tantos valores
de x a la derecha como a la izquierda de la abscisa del vértice. Las coordenadas del

b 4ac-b?

vértice vienen dadas por V(—z— 2 ) y debemos tener en cuenta que si a es
a a

positivo la parabola esta abierta hacia arriba (el vértice es un minimo) y si a es nega-
tivo la parabola esta abierta hacia bajo (el vértice es un maximo)

Si en vez de la tabla resolvemos la ecuacion de segundo grado 0 = ax? + bx +c,
obtenemos los puntos de corte de la funcién con el eje X'y con el vértice ya tenemos
elementos suficientes para dibujar la parabola. Este ultimo recurso tiene algunas
particularidades que aparecen al resolver la ecuacion de segundo grado:

e Si ésta tiene dos soluciones reales distintas, ya tenemos dos puntos y con el vér-
tice podemos dibujar la parabola.

e Sitiene una solucién real doble, dicha solucion proporciona las coordenadas del
vértice, por lo que necesitamos otros dos puntos para trazar la grafica. Los halla-
mos de una forma sencilla desplazandonos simétricamente alrededor del vértice
(por ejemplo, haciendo x, + 3, x, — 3 y hallando sus respectivas ordenadas).

¢ Si no tiene soluciones reales, la parabola no corta al eje X. No obstante, pode-
mos averiguar las coordenadas del vértice y desplazarnos simétricamente en
torno a éste, igual que en el 2° caso, para hallar un par de puntos.
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Ejemplos

1. Representa las funciones a) y = x2-x-2; b)y=x%2-4x+4; c)y=-x2-x-1
Solucién.

2.1 4.1 2

a) El vértice es (— 41 (2)- () )=(1 2

9
g = —) y como a=1 es positivo, la para-

bola es abierta hacia arriba. Como la abscisa del vértice es x = = , construimos una

2
1
tabla dando valores a x alrededor de PR 1,2,3,0,-1y-2.

1
x| = 1 2 3 0 A1 ,

2 , llevando estos puntos sobre unos ejes de

9 coordenadas y uniéndolos mediante un trazo
Yl =2 2 0 4 0" continuo obtenemos la parabola.

b) En este caso, si hallamos los puntos de corte con los ejes, resulta:

~(-4)t(-4? -4-1-4 _4+\0
2.1 2
que ahora también es el vértice, tiene por coordenadas (2, 0). Desplazandonos
simétricamente en torno a dicho vértice tenemos:

X, +3=2+3=5=y(5)=5?-4.5+4=25-20+4=9 = (5,9)
X, -3=2-3=-1= y(-1)=(-12 —4-(-)+4=1+4+4 =9 = (-1, 9).

Con los tres puntos anteriores, y viendo que a es positivo, por tanto el vértice
es un minimo, no hay dificultad para trazar la parabola.

x> -4x+4=0= x = =2. El punto de corte,

c) No tiene soluciones reales. Resolvemos la ecuacion:

X -x-1=0=>x*+x+1=0= x = — ¢ R = no tiene

1+P-4.11_ -1+=3
21 2

-1 4= (18

2-(-1) 4.(-1) | 2 4

soluciones reales. Hallamos el vértice: [—

Como a = -1 es negativo, la parabola esta abierta hacia abajo. Desplazandonos
simétricamente alrededor del vértice, obtenemos dos puntos mas:

xv+Z=-1+Z=3:>y(3)=-32-3-1=-9-3-1=-13:>(3,-13).
2 2 2
7 17 ,
X, =5 =55 =4S Y(4) = ~(-4F ~(-4)-1=-16+4-1=-13 = (-4,-13).

Con tres puntos podemos dibujar la parabola. Observa que hemos utilizado como
desplazamiento fracciones de denominador 2 para que nos dé un numero entero.
Las graficas de las tres funciones las hemos dibujado en la misma ilustracion.
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2. Halla las coordenadas del vértice y los puntos de corte de la funcion y = 2x2 + 9x - 5 con
los ejes coordenados. ¢ Cual es la ecuacion del eje de simetria de dicha parabola?

Solucion. Resolvemos la ecuacion f(x)=0=2x* +9x-5=0=

—91,/92—4-2-(—5) 1 . 1 g
X = X =— X =- - o
2.2 = 5 y :[2 ),(5, 0) son los puntos de corte.
— 2 —
Vértice: x, =—£=—g;yv =4""C 4 = 121:>v _g’_ﬁ
2a 4 4a 8 4 8

Recordemos que el eje de simetria era la recta vertical (paralela al eje Y) que pasa por
el vértice. Por tanto la ecuaciones x=Xx, = x = —%.
3. Un canon lanza un disparo cuya trayectoria viene dada por y = - 3x2 + 18x, con x € y en
cientos de metros. Calcula la altura maxima alcanzada por el disparo, asi como el alcan-
ce del disparo.

dac-b*> -18?
4a 12
del disparo es el punto en el que la funcion corta al eje X: f(x) =0 =-3x2+ 18x=0 =
x; =0, y x,=06.Logicamente 0 se corresponde con el punto en el que se encuentra
el caindn, por lo que el alcance sera x = 6. Asi, teniendo en cuenta la escala de x e y,

la altura maxima que alcanza es de 2700 m y el alcance de 600 m.

Solucion. La altura maxima no es mas que y, = =27, y el alcance

4. Halla la ecuacion de la parabola que pasa por los puntos A(1, 3), B(0, -5) y C(2, 13).

Solucion. La ecuacién ha de ser de la forma y = ax? + bx + c¢. Sustituyendo las coorde-
nadas de los 3 puntos se obtiene un sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas y, aun-
que se estudiaran el préximo curso, en este caso particular es facil de resolver:

A(1,3) =a-12+b-1+c=3 =—a+b+c=3 (E,)
B(0,-5) > a-02+b-0+c=-5 =c=-5 (E,)
C(2,13) >a-22+b-2+c=13 =4a+2b+c=13 (E,)
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De (E,) sacamos que c = - 5, y sustituyendo en (E,) y (E;) tenemos un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas:

que resueltonosdaa=1,b =7,

a+b-5=3= a+b=8
4a+2b-5=13=4a+2b=18=2a+b=9

¢ = - 5, siendo la parabola buscada: y = x> + 7x - 5.

Actividades

15. Halla las coordenadas del vértice y de los puntos de corte con los ejes de coordenadas
de la grafica de f(x) = x? - 5x - 14. Represéntala.

16. Dibuja la funcion y = 3x - x? averiguando las coordenadas de su vértice y los puntos de
corte con los ejes.

" 1
I I
I I
I I
I I
I I
I I
1 1
I I
I I
i 17. La relacion entre el precio de un cémic y el beneficio mensual viene dado por G(x) = - x2 + :
: + 6x + 6,40, siendo x el precio en € y G el beneficio en miles de €. Halla el precio para el |
. que se obtiene el beneficio maximo y también dicho beneficio maximo. .
I I
1 1
I I
I I
1 1
I I
I I
I I
I I
I I
I I
1 1
I I
k ol

18. Un estudio de mercado para el lanzamiento de teléfonos moéviles ha obtenido que la fun-

cion demanda de dicho producto en funcion del precio x (en €) es D(x) = —%xz +11250

y la funcioén oferta F(x) = %xz ¢ A qué precio deben venderse los teléfonos moviles para

que la demanda iguale a la oferta?

6. Funcion proporcionalidad inversa

Sabemos que dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando su pro-
ducto se mantiene constante: x 'y = k, k constante. De aqui se deduce que si la mag-
nitud y aumenta, la magnitud x ha de disminuir para que el producto permanezca

constante, y viceversa. También se suele escribir la relacion funcional como y =—,
X

que es la nomenclatura de la que procede el término inversa, que en Matematicas se
aplica cuando la variable independiente esta en un denominador (el término directa
se usa cuando la x esta en un numerador, como por ejemplo y = k- x).

o . k
Para obtener la representacion grafica centrémonos en y = — y observemos que
X

x-y =1 representa rectangulos de base x y altura y con area fija igual a 1.
Podemos tener la siguiente secuencia: i-10 =1-5 = 1'2 =11= 2-1 = 5-1 = 10~i )
10 5 2 2 5 10
Para las x negativas, también las ordenadas seran negativas (porque =- (-) = +), pero
los valores no cambian en valor absoluto (es decir, para x = -1,y = -1).
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Hipérbola
-y equilatera

v

Llevandolo a un sistema de ejes cartesianos obtenemos la curva conocida como
hipérbola equilatera. Se observa que dicha curva es simétrica respecto al origen de
coordenadas (funcién impar), pues si cambiamos x por — x, y pasa a valer — y (por
ejemplo, x=1,y=1ysix=-1,y=-1).

Si aumentamos el valor de k lo que conseguimos es separar la curva del origen
de coordenadas (con k = 1 pasa por (1, 1) y con k = 10 pasaria por (1, 10)), mientras

C o . 1
que si disminuimos el valor de k la acercamos al origen de coordenadas (con k = 0

1
pasaria por (11 EJ ). Pero lo que no conseguimos es cambiar el comportamiento de

la curva cerca del origen y en  y -oo. Fijate que en las proximidades del origen la
funcién se dirige hacia % si nos acercamos a cero con valores positivos, y hacia - «

. . 1 1
si lo hacemos con valores negativos: ———————>c 0 |im —=oco,
X x—0 x—0* X

x — 0" se lee x tiende a cero por la derecha, que es donde estan los numeros
mayores que cero. La flecha se lee tiende. La segunda notacién se lee el limite,

. L
cuando x tiende a cero por la derecha, de X es infinito. Volveremos a verla cuan-
do estudiemos limites de funciones. Ambas notaciones son equivalentes. Si nos

. 1 .1
aproximamos a cero por otro lado: ——————>— 0 lim — = —co.
X Xx—0 x>0~ X

x — 0" se lee x tiende a cero por la izquierda, que es donde estan los nime-
ros menores que cero.

Decimos que una funcion f tiene una asintota vertical de ecuaciéon x = n cuando
ftiende hacia infinito al acercarse x a n. En este caso, y = ” tiene por asintota ver-

tical la recta vertical x = 0. Fijate que éste es el valor que anula el denominador y
que es el que excluiriamos del dominio (Dom y = R - {0}).
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Cuando hacemos que x crezca indefinidamente, o lo que es lo mismo, cuando x

. . gn . .y . 20 _ .

tiende a infinito, la funcion se acerca a cero: si x = 107, y vale 107 =10%, y si
. L 40 1 .

aumentamos el valor de x acercamos més la funcion a cero y(10°) = 07 =10"". Lo mismo

19 ceros
. . 20 -20

pasa cuando x tiene a -«: si x=-10",y=-10"=-0,00...1=0 , pues recuerda que 0
no tiene signo. Matematicamente escribiriamos los resultados anteriores como:

1 1 1 1

———=—0 o0 lim-=0, ———=——0 o Ilim—=0.

X X=X X X X

Decimos que una funcion f tiene una asintota horizontal de ecuacion y = m

cuando al tender x a t+ fse acerca a m. En este caso la asintota horizontal es la
recta y = 0 (eje X).

Ejemplos

1. Un listo afirma que para él no sube la gasolina, pues al repostar siempre pide 20 € de
combustible. Averigua la relacion que existe entre el precio x en € y la cantidad y en litros
de combustible que recibe.

Solucién. Lo que esta claro es que cuanto mayor sea el precio de la gasolina, menor
cantidad de combustible recibira. Por tanto x e y son inversamente proporcionales, por
lo que verificaran que: 20
d d xXy=20=2y=—.
X

1 1 1
2. C ida | afica d =— tay=—my=—-
onocida la grafica de y " representa y 1 y 12

Solucion. )

Para representar ¥ = 1 hay que desplazar la hipérbola 1 unidad hacia la derecha

(x-1=0= x=1)y para representar y = % hay que desplazarla 2 unidades hacia la
X

izquierda (x+2 =0 =x =-2).

La hipérbola no sufre cambio en su forma porque el numerador sigue siendo 1.

1 yo ! 1
y X x—1 y
A A

N )

=x+2

I 4
\ :\
| . I _L
> I Ll
X =1 \Ix—-z
|
|

135 @ E = C ’

-




FUNCIONES

1 1
3. Conocida la graficade y = " representa y =2+ X y=-1+—7.

1
xX-3
Solucion.

En la primera, al sumarle 2, lo que se produce es un desplazamiento de 2 unidades
hacia arriba. En la segunda hay un desplazamiento de 1 unidad hacia abajo, pues res-
tamos 1, y un desplazamiento de 3 unidades hacia la derecha, por restar 3 en el deno-
minador:

a

X X—>Feo X x—0 X x—0*
1 1 1
1+ -1+— —>—00, —1+—————>00
xX—3 =R x—-3 x—3 X — x—3
. - X+1
4. Conocida la grafica de y =— representa y =

Solucion. Lo que hemos de hacer es efectuar la divisién de los polinomios que apare-

o 2x+1
cen en la fraccion. 1 =

Una vez asi escrito procedemos como en el ejemplo 3, observando que hay que subir
la curva 2 unidades hacia arriba y desplazarla 1 unidad hacia la derecha. El 3 lo que
hace es deformarla, pues la separara del origen de coordenadas:

3
2+ 1 pues se obtiene 2 como cociente y 3 como resto.

1 Aly  2x+1
yz; y:§ I x—1
X > I
|
———— _y_=g i
> = \\ ' >
|
A|x:1
e i 2x +1 2x +1 e 2x +1 -
ora se verifica que — 54 T T oy S .
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Actividades

como su comportamiento en el entorno de su asintota vertical.

r 1
) 1 ]
. . . . . . Vs e I
i I 19. Averigua el dominio e indica hacia donde se acerca la funcion ¥ = ~+3 cuando: !
. X—> +t00, X > -3, x > —3". !
I I
. . - 4x -5
i I 20. ;C6mo seria la grafica de y = ? -
I I
1 x+3 1
: Xx+1 |
i : 21. Indica el dominio, la ecuacién de las asintotas y el comportamiento de la funcién y = ~_2 |
I en el entorno de su asintota vertical en o y — . :
I I
[ . 4x . . - . . o
i ! 22. Dada la funcion  f(x) = 5 x indica su dominio y las ecuaciones de sus asintotas, asi |
= 1
I X I
I I
I I
k ol

7. Otras funciones

Hasta el momento, las funciones que hemos visto tienen la misma férmula en
todo su dominio. Sin embargo, puede ocurrir que la funcion tenga formulas distintas
en intervalos distintos. Veamos algunas:

4,si x <1
a) f(x)=1x+3,si1<x<5;b) | x|=

37-x%,si x>5

—X. Si 0
{ X SEX<T. o) Ent(x) = parte entera de x.

X,8i x>0

Este tipo de funciones reciben el nombre genérico de funciones definidas a tro-
zos 0 segmentarias, pues su representacion suele estar constituida por segmentos
que pueden estar unidos o no. La forma de manejar estas funciones es sencilla:
hemos de averiguar la férmula que le corresponde a un valor de x . Veamoslo prime-
ro con la funcioén a):

Como -3<1=f(-3)=4
Como 1 esta en el intervalo [1, 5], (1) =1+3 =4
Como 4 esta en el intervalo [1, 5], f(4) =4+ 3 =7,

Como 6 esta en el intervalo (5, o], f(6) =37 6 = 1;

La funcién b) tiene un nombre propio y una grafia especial: |x| es la funcion valor
absoluto, que nos proporciona el valor absoluto de un numero. Fijate que efectiva-
mente lo hace:

|-10] =-(-10)=10;

|~41=~(-4)=4
|5]=5.
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La funcién c) se llama parte entera de x y se representa por Ent (x) 6 [x], y se
define como el entero inmediatamente menor o igual que x o como el mayor entero
menor o igual que x. Veamos algunos valores de esta funcion:

Ent(7,234)=7; Ent(3,4)=3; Ent(2)=2; Ent(0,987)=0.

Logicamente, la parte entera de un numero entero es él mismo. Hay que tener
cuidado con los nimeros negativos como veras a continuacion:

Ent (-0,25) = -1, porque 0 es mayor que -0,25.

Ent (-1,65) = -2, pues -1 es mayor que -1,65.

Ent (-3) = -3, pues — 3 es un numero entero.

Ent (-12,45) = -13, pues -12 es mayor que -12,45.

Otra funcion definida a trozos interesante es la funcién signo definida como:

-1, six<O0
f(x)=4 0, six=0
1, six>0

Para representar graficamente estas funciones lo que hemos de hacer es repre-
sentar cada formula en el intervalo en que esta definida. Volviendo al ejemplo a),
hemos de representar f(x) = 4 en el intervalo (-0 , 1), f(x) =x+ 3 en el intervalo [1, 5]
y por ultimo f(x) = 37 — x? en (5, ). Se trata por tanto de una recta horizontal (la fun-
cién constante), de una recta (la funcién lineal) y de una parabola (la funcién cuadra-
tica). Los intervalos nos dicen donde empieza y donde termina cada una de estas
funciones y no podemos prolongarlas mas alla de dichos intervalos. A continuacion
van las representaciones de los 4 ejemplos vistos hasta ahora.

7.\
A
AN x|
A
1
— >
A
-1
Ent(x) 2 —>
> 1| e—>
15 o ‘
2 3 Funcion
a) 11
C=p - signo
c—> |-2
o—>
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El convenio que se ha seguido en el grafico es el siguiente: si el valor de x entra
en el intervalo, se pone un circulo relleno y si no entra, un rombo relleno. Observaras
que en a) el rombo del primer trozo ha sido solapado por el circulo del segundo trozo
debido a que la funcion es continua en ese punto (f(1) vale lo mismo si lo calculamos
con la primera féormula o con la segunda). Sin embargo, en x = 5 se observa un salto:
el 2° trozo acaba en el punto (5, 8) y el 3° empezaria en (5, 12) (aunque no es correc-
to calcular f(5) con la 32 definicion, f(x) = 37 — x?, fijate que (5,00...1) ya si se calcu-
laria con esta 32 definicidén y nos saldria 11,99..., que es 12 a todos los efectos). La
forma matematicamente correcta de escribir estos resultados la veremos cuando
hablemos de los limites y de la continuidad. Por tanto, la funcion es discontinua en
x=5.

En el valor absoluto se solapan de nuevo el rombo y el circulo en x = 0, puesto
que la funcion es continua en dicho punto.

La funcion Ent (x) se llama funcién escalonada (no hay mas que ver el dibujo),
pues esta formada por segmentos de longitud 1, habiendo un salto de longitud 1
cada vez que encontramos un numero entero: fijate en que todos los numeros del
intervalo [0,1) son de la forma O,... por lo que su parte entera vale 0 y justo salta a 1
cuando entramos en el intervalo [1,2), que son nimeros de la forma 1,... por lo que
su parte entera vale 1 y salta a valer 2 cuando entramos en el intervalo [2,3), y asi
sucesivamente. Observa que esta funcion va a tener tantos puntos de discontinuidad
como numeros enteros hay, es decir, infinitos puntos de discontinuidad, aunque los
saltos son finitos.

La funcién signo solo tiene dos escalones y es discontinua en x = 0. Aparecen
funciones escalonadas, por ejemplo, cuando nos cobran el teléfono por pasos de 3
minutos: vale lo mismo una llamada de 30 segundos que otra de 2 min 50 s, y una de
3 min 10 s lo mismo que otra de 5 min 59 s. Es decir, una funcién escalonada esta com-
puesta de escalones que no son mas que funciones constantes en ciertos intervalos.

Otras funciones importantes son las radicales, que no son mas que funciones
definidas a partir de raices, como por ejemplo, \/;, ﬁ Y3x-1,..No podemos
dar propiedades generales, dado que el indice de la raiz puede tomar infinitos valo-
res, y ademas el comportamiento es distinto dependiendo de si dicho indice es un
numero par (el radicando no podra ser negativo) o impar (el radicando puede tener
cualquier signo).

La mas sencilla es la funcién raiz cuadrada de x, f(x)= \/; , aunque mas correc-
to es decir que es la raiz cuadrada positiva de x, puesto que sélo hemos cogido el
resultado positivo. Recuerda que la solucion de la ecuacién x2=1es x = +1=41.
Nosotros s6lo vamos a coger la parte positiva de la raiz, por lo que f siempre sera
positiva, algo que no hay que confundir con que su dominio sea [0, «), porque al
intentar hallar la raiz cuadrada de un nimero negativo aparecen nimeros que no son
reales. La grafica de esta funcidén es una parabola tumbada, consecuencia de la rela-
cion que existe entre la raiz cuadrada y el elevar al cuadrado. Una tabla de valores
para x iguala0, 1, 4, 9, 16, ...nos ayudara a completar la representacion grafica de
esta funcion.
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v

¢ Qué pasara con f(x)=+x-5 ? Pues que hemos de desplazar la gréafica de

f(x)= Jx 5 unidades hacia la derecha. Fijate que x— 5 =0 si x = 5.

Y con f(x)=+/x+2 ? Desplazaremos la figura 2 unidades hacia la izquierda
(pues x + 2 = 0 implica x = -2).

Las funciones radicales con indice distinto de 2 necesitan para representarlas un

tratamiento mas detallado.Lo mismo sucede con las funciones polinémicas de grado
mayor que 2, que no es posible conocer su grafica generalizando el comportamien-
to de las funciones lineales y cuadraticas.

Ejemplos

1. Representa la funcion:

x—-15si x<-2

f(x)=<x+1si -2<x<2

1,8i x>2

Solucion. Construimos la tabla teniendo en cuenta un

pequeno truco: calculamos la imagen de un valor dos A
veces para saber dénde acaba un trozo y donde
empieza el otro. El calculo no correcto con la defini-

cion lo marco con un asterisco:

X

-5

- 2*

-2

2*

v

y

-6

- 3*

-1

1
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2. Representa las funciones | x - 4| y | x+2 |.

Solucién. Construimos las tablas:

x | Ixl Ix - 41 x | Ixl Ix + 2l

-3 3 |1-341=1-71=7 -7 7 | 1-7+21=1-51 =5
0|0 |l0-4l=1-41=4 -3 3 |I-3+21=1-11=1
4| 4 14-41=0 0]0 0+21=2
717 I7-41=3 4 | 4 4+21=6

De la 12 tabla se desprende que se produce un desplazamiento de 4 unidades hacia
la derecha. El vértice del valor absoluto pasa de (0, 0) a (4, 0), pues x-4=0= x=4.

En la 22 tabla el desplazamiento es de 2 unidades hacia la izquierda, pasando el vér-
tice de (0, 0) a (- 2, 0). Observa que x + 2 =0 = x = - 2. Asi, la V del valor absoluto se
desplaza hacia la derecha o hacia la izquierda:

3. Escribe la expresion matematica de la funcion f que tiene la siguiente grafica. ¢ En qué
puntos presenta f discontinuidades?

Solucién. En el intervalo (-, - 3) tenemos una
recta que pasa por (-4, 0) y (- 3, 2). La ecuacién
de dicha recta es y = 2x + 8 (recuerda como
hallamos la ecuacion de la recta que pasa por
dos puntos). En el intervalo [-3, 1] la funcién es
constante, e igual a 2. Fijate que x = - 3 podia-
mos haberlo metido en el primer intervalo, pues
no se ve claramente si el punto esta en el primer 2
o en el segundo trozo, pero, por homogeneidad,

como x = 1 esta en el segundo trozo, se lo asig-

namos al segundo y no al primer trozo. La ecuacion es y = 2. En el intervalo (1, «) vol-
vemos a tener una recta que pasa por (1, - 2) y (2, 0), y su ecuacion es y = 2x — 4.

N
\
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2x+8,si x<-3
La funcion sera f(x)=12,si —3<x <1
2x—4,si x >1

La funcion presenta una discontinuidad en x = 1.

4. Representa la funcion y = V2x . ¢, Cémo serian y =+2x+3,y =+2x-5 ?

Solucion. Comparando con Jx se observa que lo que sucede con J2x es que la
curva se separa mas del eje X (para el mismo valor de la abscisa, la ordenada es
J2 ~1,414 veces mayor): x=3= J3=1732, J2:3=2449 (se puede usar la
calculadora para comprobar estos valores). Por lo demas, el Dominio es el mismo,
pues la inecuacion 2x > 0 tiene la misma solucion que x > 0.

Conrespectoa y =+/2x+3 , al sumar 3 se introduce un desplazamiento de % uni-

dades hacia la izquierda con respecto a J2x , siendo ahora el dominio Dom y = [—% oo).

Observa que 2x+3=0= x = —%. En J/2x — 5 aparece un desplazamiento de g unida-

des hacia la derecha, por lo que el dominio es Dom y = E oo), yaque2x-5=0= x= g

Las graficas son:

v

1l
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24. Representa las funcionesy =Ixl+4, e y=Ix-21-5

25. En un aparcamiento por la primera hora o fraccién nos cobran 1,20 €; el resto de horas
nos cobran a 1,10 €, pagandose como maximo 8,90 € por tener el vehiculo estacionado
durante un dia entero. Representa la funcion que nos da el coste por hora en funcion de
las horas aparcadas (sélo en un dia). ¢ Qué nombre reciben este tipo de funciones?
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Operaciones con funciones.
Funciones trascendentes:
exponencial, logaritmica y
trigonometrica

| algebra de funciones indica qué operaciones pueden realizarse con funciones
E y como hacerlo. Operacion nueva y muy importante es la composicion, pues per-
mite construir funciones complejas a partir de las sencillas, y lleva al concepto

de funcioén inversa.

La funcién exponencial se define a través del numero e, que es a la vez la base de los
logaritmos neperianos. Se pone de manifiesto la relacién entre ambas funciones, que son
inversas entre si. Definimos y describimos los datos basicos de las funciones trigonométri-
cas seno, coseno y tangente, y de sus inversas.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los
siguientes:

-_—

. Introduccién a la notacion matematica y al calculo de las operaciones con funciones.
. Construccién de funciones complejas mediante la composicion.
. Calculo de la inversa de funciones.

. Profundizacion en el estudio de las funciones exponencial y logaritmica.

a Hh WO D

. Conocimiento y manejo de las funciones trigonométricas.
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1. Operaciones con funciones

El conjunto de operaciones que podemos realizar con las funciones, asi como
las reglas que permiten efectuar dichas operaciones, recibe el nombre de algebra de
funciones. Las funciones, siempre que compartan el dominio, podemos sumarlas,
restarlas, multiplicarlas, dividirlas y, cuando el dominio de una contenga a la imagen
de otra, componerlas. El objetivo de este apartado es estudiar las cuatro primeras,
reservandole a la quinta un apartado completo. A continuacién estudiamos las cua-
tro primeras operaciones.

1.1. Suma de funciones f+g

La suma de las funciones fy g es otra funcién que simbolizamos por f+ g y defi-
nimos por

(f+ g)(x) = f(x) + g(x)

Es decir, para sumar dos funciones sumamos los valores que toman las funcio-
nes en cada punto; en Matematicas es equivalente hablar de puntos o de niumeros
reales, pues son considerados sinénimos.

Ejemplos

1. Dadas: f(x)=4x-5y g(x)=x*+7 = (f+g) (X)=4x-5+x*+7=x"+4x+2.

x>+ x+3

2. Dadas: f(x)=g y gx)=x+1 = (f+g)(x)=§+x+1=
X X X

3. Dadas: f(x)=x>-5x+4 vy g(x)=5x°-x*-8x=(f+g) (x)=6x>-x*-13x +4.

Parece claro que la adicion es conmutativa f+g=g + f.

1.2. Resta de funciones f-g

La resta de las funciones fy g es otra funciéon que simbolizamos por f - g y defi-
nimos por

(F-g)(x) = f(x) - g(x)

Igual que antes, hay que restar las dos funciones punto a punto.
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OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:
EXPONENCIAL, LOGARITMICA Y TRIGONOMETRICAS

Ejemplos

1. Dadas:f(x)=4x-5y g(x)=x*+7=(f-g) (x)=4x-5-(x*+7) =-x*+4x-12.

3—-x-x*?

2. Dadas:f(x):% y g(x)=x+1:>(f—g)(x):%—(x+1)=%—x—1= "

3. Dadas:f(x)=x>-5x+4 y g(x)=5x>-x*-8x=

=(f-g) (x)=x*-5x+4—-(5x°-x"-8x) =—4x*+x*+3x+4.
Y @@ |

Observa que para restar cambiamos de signo todos los términos de la funcién
que esta restando, y luego efectuamos las operaciones pertinentes. También se
puede interpretar como sumar a f la funcion opuesta de g (la opuesta de g es —g).
Obviamente la diferencia no es conmutativa.

1.3. Multiplicacion de funciones f-g

La multiplicacion de las funciones fy g es otra funcidon que simbolizamos por f- g
y definimos por

(f- g)(x) = f(x) - g(x)

Multiplicaremos punto a punto, y para todo x del dominio comun.

Ejemplos

1. Dadas:f(x)=4x-5vy g(x)=x>+7=(f-g)(x)=(4x-5)-(x* +7)=4x> —5x> + 28x — 35.

3

2. Dadas:f(x)== y g(x):x+1:>(f.g)(x)=%_(x+1)=3(X+1).

3. Dadas:f(x)=x>-5x+4 y g(x)=5x*-x*-8x=
(f-g)(x)=( x*—5x+4)( 5x° - x* —8x) =5x° — x* —33x* + 25x° +36x” - 32x.

El producto de funciones si es conmutativo f-g=g-f.

146 @ E a’



1.4. Division de funciones flg

f
La division de las funciones fy g es otra funcion que simbolizamos por — vy defi-
nimos por g
f(x)

i (x)=——=,si g(x)=0
g 9(x)

Dividiremos las funciones punto a punto en todos los puntos en los que no se
anule el denominador. Como esta prohibido dividir por cero, debemos excluir en la
definicion aquellos puntos que hacen cero el denominador.

Un caso particular de division de funciones es (;)(x) = % cuando f(x)#0,
X

que recibe el nombre de inversa para el producto, pues (f.%j(x):f(x).%:m
X

Hay que tener cuidado con el término inversa porque habitualmente se reserva para

la inversa obtenida a partir de la composicién de funciones.

Tampoco es conmutativo el cociente de funciones.

Ejemplos

1. Dadas: f(x)=4x-5 vy g(x):x2+7:>(§](x):4x_5

1 x(x+1) x*+x

3
2. Dadas: f(x)=g y g(x)=x+1:>(ij(x)= X
X g X+

3. Dadas: f(x)=x*-5x+4 'y g(X)=5x3—x2—8x:>(§](X)=5

Actividades

1. Dadas:f(x)=x+3 vy g(x)=2x-1, calcula f+g, f-g, f-g, y flg.
2. Dadas:fix)=3x*+8 y g(x)=x*+3, calcula f+g, f-g, f-g, y flg.

3. Dadas:f(x)=1 y g(x)=g, calcula f+g, f-g, f-g y é
X X

4. Dadas:f(x):L y g(x)=£, calcula f+g, f-g,f-g vy L
x+1 2 g
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OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:
EXPONENCIAL, LOGARITMICA Y TRIGONOMETRICAS

2. Composicion de funciones fog

Se define la composicion de dos funciones como (fe g)(x) = f(g(x)). La ante-
rior operacion se lee g compuesta con f (fijate que se lee de derecha a izquierda,
no de izquierda a derecha como es habitual). Si observas la definicién te daras cuen-
ta de que la funcion de la derecha, en este caso g, es la variable independiente para
la funcion de la izquierda, en este caso f. Es decir, en lugar de poner x en la f hay
que poner g(x). La composicion de funciones conduce a otra funcion que produce el
mismo efecto que g(x) y f(x) actuando sucesivamente.

@ g . f .

Ejemplos

Dadas:f(x)=x+3 y g(x)=2x-1 calculafog y gof.
Solucién. (feog) (x)=f( g(x))=f(2x-1)=(2x-1)+3=2x+2;
(gof) (x)=g(f(x))=9g(x+3)=2(x+3)-1=2x+5.

Dadas f(x)=5x-4 y g(x)=x*>+3 calculafog y gof.
Solucion. (fg) (x)=f(g(x))=f(x*+3)=5(x*+3)-4=5x"+11.
(gef) (x):g(f(x)):g(5x—4)=(5x—4)2+3=25x2—40x+19.

Dadasf(x)=1 y g(x)=E calcula fog y g-of.
X X

6 _ R B
Solucion. (fog)(x)_f(g(x))_f(xJ 2 2,(g f)(x)=g(f(x)) g(x) T 2x.
X X
Dadas f(x):);—j y g(x):% calcula fog y gof.
1+1 1+7X
L. . _ (1 _X____X =1+x
Solucion. (f g)(x)-f(g(x))-f(X] 1_1 Tox 1ox
X X
_ o (x+1)y 1 x—1
(g"f)(x)‘g(f(x))‘g(x_J‘x+1‘x+1
x -1
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De los ejemplos observamos que la operaciéon composicién no es conmutativa
en general, dado que el orden en el que coloquemos las funciones cambia comple-
tamente el resultado. Podemos componer tantas funciones como queramos, sin mas
que tener en cuenta el orden en el que debemos ir efectuando las operaciones: siem-
pre empezaremos por la derecha y nos iremos desplazando hacia la izquierda, cam-
biando en cada paso la variable independiente.

También es interesante descomponer funciones, es decir, dada una funciéon com-
pleja averiguar qué funciones mas sencillas la componen. Esto nos facilitara el estu-
dio de la regla de la cadena que veremos al tratar la derivada de funciones.

Ejemplos

1. Dada h(x) = (3x - 7)* averigua dos funciones fy g tales que (fog)(x)= h(x).
Solucién.
Para hallar fy g primero hemos de averiguar en la funcion a descomponer el orden en
el que deben realizarse las operaciones en ella especificadas: en este caso, hay que
multiplicar x por 3y restarle 7; después elevamos el resultado al cuadrado. La primera

operacion que hay que realizar debe corresponderse con g, pues es la primera funcion
que actua, mientras que la segunda operacién se correspondera con f, pues actua en

segundo lugar tras haberlo hecho g. Por lo tanto, g(x)=3x-7, f(x)=x.

Comprobémoslo: (fog) (x)=f(g(x))=f(3x-7)=(3x-T7).

2. Halla dos funciones fy g tales que (fog) (x)= /2 X T
X p—

Solucioén.
. L. . X
La primera operacion es efectuar el cociente = g(x) = X1

La segunda es sacar la raiz cuadrada = f(x) = Jx.

Comprobacion (fog) (x)= f(g(x)) - f(2xx—1) - \/Z

3. Averigua dos funciones que verifiguen que (f ° g) (x)=

6x +2
Solucion.

La primera operacién es multiplicar por 6 y sumar 2 = g(x)=6x + 2.
La segunda operacion es dividir 7 entre el resultado anterior = f(x) = Z
X

7
6Xx+2

Comprobacion (fog) (x)=f(g(x))=f(6x+2)=
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OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:
EXPONENCIAL, LOGARITMICA Y TRIGONOMETRICAS

En las actividades 7 y 8, que proponemos a continuacion, encontraremos funcio-
nes para las que la composicién si es conmutativa; pero no es una regla general, de
ahi que digamos que la composicion no es conmutativa. La conmutatividad de las
actividades 7 y 8 es un tanto especial, tan especial que nos conducira al concepto de
funcién inversa.

Actividades

|

i i 5. Dadasf(x)=2-7x y g(x)=1-x* calcula fog y gof. i

i i 6. Dadas f(x)=% y g(x)=g calcula fog y gof. i

) i 7. Calcula fog y gof siendo f(x)=+x+1y g(x)=x>-1. i

i i 8. Halla fog y gof siendo f(x)=3x+2 y g(x)=%. i
1

i i 9. Averigua dos funciones que verifiquen que (fog) (x) =4 —5x. i

' I

3. Funciones inversas

Las actividades 7 y 8 nos han mostrado dos casos peculiares: al componer dos
funciones el resultado ha sido el mismo que dejar las cosas como estaban. Dejar las
cosas como estaban también es una funcion, se llama funcién identidad y se simbo-
liza por: Id(x) = x. Es decir, partimos de la variable x y hemos vuelto a ella tras la
accién de una y otra funcion, como si lo que hiciera una lo deshiciera la otra. Si esto
ocurre, se dice que son funciones inversas una de la otra.

Decimos que f' es la funcién inversa de f cuando se verifica que

(fof™) (x)=(f"of) (x)=x 6 simbolicamente fof ' =f"of =Id.

Con el simbolo Id represento la funcion identidad, definida como /d(x) = x. El
nombre de funcién identidad le viene porque a cada numero x le asocia el mismo

namero X.
¢,Coémo calcular la inversa de una fun- f
cion? En principio parece que tenemos dos —
maneras: o0 bien con fof"'=/d o con —_—
-1
f'of =Id . En la primera forma deberia- f

mos cambiar x por f'(x) en la definicion de fy operar; en la segunda tendriamos que
cambiar x por f(x) en la definicion de f, lo que es imposible, pues no conocemos la
forma de 7. Por lo tanto, sélo tenemos una forma de calcularla. Habitualmente lo que
se hace es cambiar x por y e y por x en la expresion: y = f(x), y luego despejamos y.

Finalmente cambiamos y por .
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Ejemplos

1. Calcula la inversa de f(x) = x + 1
Solucién. Usando f = (fof™) (x)=f(f"(x)) =x=F"(x)+1=x=F"(x)=x-1.

X—=Yy
y

Eny = f(x),{ Sx=y+tl=sy=x-1=y=f"xX)=f"'(x)=x-1.
X

Aunque en este ejemplo el cambio sea mas largo, normalmente se compensa con la cla-
ridad, pues escribir cuando hay un exponente dificulta la lectura del ejercicio.

Como método para detectar si el calculo es correcto, componemos la funcién original
con la obtenida, y el resultado debe ser la funcién identidad:

(Fof™) ()=f(x-1)=(x-N+1=x & (f'of) (x)=Ff"(x+N)=(x+1)-1=x.

2. Halla la inversa de f(x) = 3x - 2.

Solucion. {X_)y:>x=3y—2:>3y=x+2:,y=X+2:>f‘1(x)=x_+2_
y —> X 3
3. Dada f(x)=3x+7, calcula f7'(x).
Solucioén. {X_)y:>x=3y—+7:>3y+7=4x=>y=4X_7:>f‘1(x)=4x_7.
y — X 4

4. Dada f(x)=x*+3, halla f'(x).

Solucioén.

y=x+3 {xey
Yy =X

=>x=y?’+3=y’ =x-3=y =+J/x-3. Aqui nos aparece un pro-

blema tipico de las raices cuadradas: el doble signo de la raiz. Asi, para un mismo valor de x
tendriamos dos posibles resultados: uno al coger la parte positiva de la raiz y el otro al coger
la parte negativa de la raiz. Si lo dejamos con el doble signo, la funcién f(x) = x* + 3 no ten-
dria funcion inversa porque no seria una funcién al no darnos una unica imagen para x.
Para resolverlo se recurre a separar las partes positiva y negativa de la raiz como si fue-

£l (x)=+x-3
5= %3

ran funciones independientes, escribiéndose f(x)=x?+3= {

1
5. Halla la inversa de f(x)= e

X—y 1 1 1 1 . .
= X=—=y=—=f"(X)=—. Curiosamente la inversa de esta fun-
Yy — X y X X

cién es ella misma, como le pasa a la funcion identidad: /d(x) = x.
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OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:
EXPONENCIAL, LOGARITMICA Y TRIGONOMETRICAS

. Halla la inversa de f(x)=7x+5.

. Dada f(x)=x—+1, averigua f7'(x).

. Calcula la inversa de g(x)=

. Halla la inversa de h(x)= x? +2x 1.

Actividades

X_

4x—
7x+5

4. Funcion exponencial

Se llama funcién exponencial a una funcion f(x) =a*, con ae R", (R+es el
conjunto formado por todos los nimeros reales positivos), en la que la variable inde-
pendiente aparece como exponente. El numero real a se llama base y ha de ser posi-
tivo. No hay que confundir la funcién exponencial con la funcién potencial f(x) = x"
pues en ésta la base es x y el exponente n es fijo, mientras que en la exponencial la
base es fija y varia el exponente.

Dada la forma de la funcién exponencial es facil deducir las siguientes propieda-
des comunes a todas, independientemente del valor de a:

I. Doma* =R, ya que siempre podemos elevar un numero positivo a cual-
quier exponente.

Il. a*>0, paratodo xe R, pues al elevar un nimero positivo como a a cualquier
L " a1
exponente, el resultado seguira siendo positivo. Recuerda que a © = —- .
a

ll. Todas las funciones exponenciales pasaran por el punto (0,1) pues a° =1.

Para obtener una representacién grafica de la exponencial hay que distinguir dos
casos:

1. Si a>1= La funcion siempre es creciente en todo su dominio, verifican-
dose que @ — -, a ——=——0. Estudiemos el caso de la expo-

nencial 2* y comprobémoslo.
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Calculamos 2 = 1,268 -10*. Con la calculadora cientifica usamos la tecla X’

siguiendo la secuencia 2 X¥* 100 = 1,268%. Si intentas calcular 2'° en la calcula-
dora te saldra un mensaje de error (-E-) pues supera el valor del niumero mas gran-
de que puede manejar la calculadora. Sin necesidad de calculadora parece claro que
a medida que aumentemos el exponente aumentara 2%, pues crece el numero de
veces que hay que multiplicar 2 por si mismo.

Para ver qué sucede cuando x — —eo, recurrimos a la definicion de potencia nega-
tiva. Como los numeros negativos que tratamos son muy grandes en valor absoluto,

resulta entonces que 27" = %TO . Con la calculadora 2 x* -100 = 7,889,y

si usas — 1000, obtendras 2% = Q.

Ademas, la funcion y = 2* crece muy rapidamente, de ahi el uso de crecimien-
to exponencial para indicar un crecimiento desmesurado y rapidisimo. Observa la
siguiente tabla:

X 1 10 50 100

2 2 11024 | 1,126:10" | 1,268-10%

Cuando x crece de 1 a 50 (multiplicar por 50), la funcion aumenta de 2 a
1,126-10" (multiplicar por 5,63:10%), lo que supone un crecimiento vertiginoso.

La grafica de una funcidn exponencial a*, con a > 1 seria:
3X
4 A
2X

_/ o *

> >

En la parte derecha estan representadas 2* y 3* en los mismos ejes. Fijate que
3*crece mas deprisa que 2% pues la base es mayor y también sera mayor el produc-
to de ella consigo misma tantas veces como queramos: 22 = 4 < 32 = 9, Por esta

misma razon, 3* se acerca mas rapidamente a cero que 2* cuando X — —oo:
2= 1 _9766-10¢, 37 =1 —1695.10° =27 >3
2 0 310
2. Si 0<a<1, los valores que toma a son decimales de la forma 0,mnp...

muchos de los cuales se pueden escribir como fracciones que tengan el

1
numerador menor que el denominador. Una de éstas puede ser 5 =0,3.
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1
=
sindnimas. La ultima nos proporciona la mejor pista: el exponente tiene el signo

negativo y légicamente hara lo contrario que 2*, decrece. En la siguiente tabla
parece mas claro:

X
La funcion seria (%J =27% , pues estas tres formas de escribirla son

X -100 | -10 -1 0 1 10 100

2—x 2100 210 21 1 2-1 2—10 2-100

La grafica de la funcion &%, con 0 < a < 1 sera como las graficas de 2* y 3* que
dibujamos a continuacion:

2—X

0.1)
\
- -

La funcién exponencial aparece en aquellos fendmenos en los que hay una tasa
de crecimiento o de decrecimiento constante. Veamos algunos:

Interés compuesto: C(t)=C, (1+r) , siendo C, el capital inicial depositado, r

el rédito en tanto por ciento al que se coloca el capital y t el tiempo en afios.

Evoluciéon de una poblacion: P(t)=F, (1+tc)t , siendo P, la poblacion inicial

(la poblacion que se tiene en una fecha determinada); tc la tasa de crecimiento en
tanto por ciento; t es el tiempo que puede medirse en afos, o en dias, dependiendo
del tipo de poblaciéon (humana en el primer caso, bacterias en el segundo).

Hay un montoén de funciones exponenciales, tantas como numeros reales positi-
vos tenemos para poner en la base. Sin embargo, en Matematicas Superiores se uti-
liza el término exponencial para designar a la funcién e*, cuya base es el nimero e,

definido como e = Iim(1 + %) , Y que ademas es la base de los logaritmos neperia-

N—oo

nos. El nUmero e es quiza el mas importante de todas las Matematicas. Se trata de
un numero real que tiene infinitas cifras decimales no periddicas y del que podemos

tener un valor aproximado con la calculadora cientifica. La tecla €* precedida de
SHIFT nos da un valor aproximado de e, asi:

1SHIFT € = 2,718281828
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Si queremos calcular e® procedemos asi: 5 SHIFT €* = 148,4131591...

Recordando la definicion de logaritmo neperiano de un numero, Ina, como el
exponente al que hay que elevar la base e para obtener a , entonces €™ = a, en cuyo
caso la funcién exponencial y = & puede escribirse asi: y = @ = (e")* = e*™.

xin2 0,693 x

Segun esto la funcion y = 2* se podria escribir también como y =e™ =e Y

. 1Y _ I xint _ .
la funcién y = (5 = 37" se escribiria y =€ = e, Observa que si a > 1 el expo-

nente es positivo, pues Ina > 0, y si 0 < a < 1 el exponente sera negativo, pues Ina < 0.

Ejemplos

1. Una ciudad tiene una tasa de crecimiento anual del 1,5%. Escribe la funcion exponen-
cial del crecimiento en una base a y también en base e. Si se mantuviese esa tasa de
crecimiento, ¢cuanto tiempo tardaria en duplicarse la poblacién?

Solucién. P(t)=P,(1+tc)' =P, (1+0,015)" = P, -1,015'. Escrito con base e quedara:

P(t) = Pe"™"® = P> Para encontrar el tiempo que tarda en duplicarse la pobla-

cién tendremos P, -1,015' =2P, =1,015' =2. Para poder resolver esta ecuacién

exponencial hemos de tomar logaritmos en ambos miembros, para conseguir bajar la
t del exponente:

log2

log1,015' =log2 = ¢ -log1,015 = log2 = t = 92 _
. = 92=1%15g1,015

= 46,55 afnos

Exactamente 46 anos y 0,55-12 = 6,6 meses, y con mas exactitud 46 anos, 6 meses y
0,6-30 = 18 dias.

2. Laboratorios Jaquecax ha medido la concentracion C en la sangre de un farmaco en fun-
cion del tiempo t transcurrido desde su administracion (en minutos), obteniendo
C(t) = Coe‘°'°°5', donde C, representa la concentracion en el momento de la administra-
cion del farmaco. ¢ Qué concentracion de farmaco habra en la sangre pasadas dos horas
desde que se administro el farmaco?

Solucién. Pasamos el tiempo a minutos (2 horas = 120 minutos) y sustituimos en la
funcion: C(120)=C,e " =C, -e%° =0,549 C,

Al cabo de dos horas habra un poco mas de la mitad de la concentracion inicial de
farmaco.
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3. Averigua las tasas de crecimiento de dos poblaciones Py Q de bacterias, sabiendo que

las evoluciones de sus poblaciones (en miles de individuos) en funcion del tiempo (en
horas) vienen dadas por las funciones P(t)=16-2, Q(t)=67,8-15".

Indica qué poblacién sera mayor al cabo de 20 horas. Escribe también ambas funciones
en base e.

Solucién. Comparando con la funcién general P(t) = F, (1 + tc)t obtenemos:

P=PF, =16, 1+tc=2=tc=1= La tasa de crecimiento de P es del 100%.
Q=PF, =67,8, 1+fc=15=tc=0,5= La tasa de crecimiento de Q es del 50%.
P(20)=1,6- 220 = 1677 721,6 miles, Q(20)=67,8 - 1,5%° =225 452,4 miles.

Observa cémo la poblacion de P, aunque empiece con un menor numero de indivi-
duos, consigue superar a la de Q en un numero no muy elevado de horas. Conforme
aumente el tiempo, la poblacion de P sera muchisimo mayor que la de Q. Esto nos da
idea de que lo que realmente importa en una funcion exponencial no es su valor inicial
sino su tasa de crecimiento.

P(t)=16-2' =16-6" =16, Q(t)=67,8-15' =67,8-e'"° =67,8.6°*

4. El| carbono 14 es un is6topo del carbono que se usa para la datacion de restos arqueo-

l6gicos. Se desintegra de acuerdo con la funcién C(t) = C, - e ™" siendoC, la canti-

dad inicial de carbono 14 presente en el material y t el tiempo en afos. ;Cuantos afios
han de pasar para que la cantidad se reduzca a la mitad? Si han pasado 10 000 afios,
¢qué fraccién de la cantidad inicial quedara?

Solucién. Para averiguar los afios que han de pasar para que se reduzca a la mitad

1 _ _ 1
deberemos resolver la ecuacion: ECO =C, - @ 200121 — g 0000 - o+ Tomamos In
1
1 1 InE
Ine™®%2" —|n— = —0,000121t =In— =t =——% =5728,49 afios.
2 2 -0,000121

En este caso no tenemos mas que sustituir el tiempo por el valor indicado:
C(10 000) = C, - e %0%1211%%% — C . 0,2982 = 0,3-C,

En 10000 afios el carbono 14 queda reducido al 30% de la cantidad inicial.
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Como se desprende de los ejemplos, el crecimiento exponencial es muy fuerte,
tan fuerte que lo convierte en poco valido para reflejar la evolucion de una poblacion
a largo plazo o de otros fendbmenos que, tarde o temprano, acabaran estabilizando-
se después de un crecimiento inicial espectacular. Para este tipo de fendbmenos
suele ser mas apropiada una funcion de crecimiento limitado, que contiene en su
seno una exponencial, y su férmula es:

Funciones de crecimiento limitado f(x)= c( 1—e"“) ; ¢,k>0

Actividades

14. Una ciudad tenia una poblaciéon de 100 000 habitantes hace 30 anos, teniendo actual-
mente el triple de dicha poblacién. Calcula su tasa de crecimiento y escribe la funcién de
crecimiento en base e.

15. Una figura de madera encontrada en una excavacion contiene el 25 % del carbono 14 que
contenia cuando se fabricé. Estima su antigiiedad por el método del carbono 14, sabien-

-0,000121¢

do que dicho elemento se desintegra de acuerdo con la formula C(t)=C, -e , sien-

do C(f) la cantidad de carbono presente en cualquier instante t y C, la cantidad inicial.

" b |
I I
1 I
1 1
I I
1 1
I 1
1 I
I I
1 I
1 1
I I
1 I
I 1
1 I
1 1
I I
1 1
I 1
: 16. Tras estudiar la evolucién de la poblacién de una ciudad se ha llegado a la conclusion de I
1 I
: que responde a la formula P(t):1zio—o_00(36t. Averigua la poblacién que tenia inicial- !
+4.e™
i mente, la que tendra al cabo de 10 afios y la poblacion alrededor de la cual se estabili- :
1
: zara. !
1
: 17. Una empresa ha comprobado que la relacion entre el nimero de veces que emite un anuncio i
: (x) y las ventas obtenidas (en miles de €) viene dada por la funcion f(x) = 4000( 1-e :
1 1
I I
1 I
I 1
1 I
1 1
I I
1 1
k ol

Haz una tabla y calcula el valor que toma la funcién para x igual a 0, 10, 100, 200, 300,
400, 500. ¢ Es beneficioso para la empresa emitir el anuncio mas de 200 veces, si han
de pagar por cada emision siempre la misma cantidad?

-0,05x )

5. Funcion logaritmica: logaritmos
decimales y logaritmos neperianos

Como ya sabes, el logaritmo en base a de un niumero x se define como el expo-

nente n al que hay que elevar la base a para que nos dé x: log,x=n < a" =x

Logicamente a recibe el nombre de base porque es la base en la ecuacién expo-
nencial que permite definir el logaritmo y ha de ser positiva. El numero x (lo que hay
dentro del logaritmo) recibe el nombre de argumento. Como sabes, los logaritmos
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mas usados son los neperianos o naturales y los decimales. En los neperianos la
base es el numero e y en los decimales es 10.

Recordemos las propiedades del logaritmo:

1. log, a =1 pues a' = a = el logaritmo de un numero en su propia base es 1.
2. log. 1 =0 porque a° = 1 Fijate que 1 va a separar el signo de la funcién logaritmo:

e Sia>1,log., x>0 cuando x sea mayor que 1y log, x < 0 cuando x sea
menor que 1. Por ejemplo, log, 4 = 2, log, % =-1.

e SiO<a<1,log, x <0 cuando x sea mayor que 1y log, x > 0 cuando x

sea menor que 1. Por ejemplo, log, 4 = -2, log, % =2.

No existe el logaritmo ni de cero ni de niUmeros negativos, ya que al elevar un
numero positivo a otro cualquiera el resultado siempre es positivo. Esto impli-
ca que el dominio de log, x es el conjunto de los niUmeros reales positivos.

Cuando calculemos el limite de una funcion logaritmo y el argumento se acerque
a cero, si la base del logaritmo es mayor que 1, diremos que tiende a — , y sila

base es menor que 1 tendera a o= . Por ejemplo, log0,0000001 = log10™" =-7,

log, 107" =7.

3. log, x? =pxlog, x . La demostracion de esta propiedad es muy sencilla y
se basa en la forma en que elevamos una potencia a otra potencia:

p . .
log,x=n=x=a"= x" =( a”) =a"" = log,x” =log,a”" =p-n=p-log,x

Esta propiedad es muy importante y convierte al logaritmo en una potente
herramienta, pues permite bajar los exponentes sin mas que tomar logarit-
mos: es la que nos permitié resolver las ecuaciones exponenciales que nos
aparecieron al tratar la funcion exponencial. Observa que para su demostra-

cién usamos la definicion (de ahi que Iogaap'n =p-n).

4. log,(xxy)=log, x +log, y . La demostracién tampoco entrafia dificultad y
nos permite familiarizarnos con la funcién logaritmo:

log,x=n=x=a"

I = log, (x-y)=log, (a"-a")=log,a™ =n+p=log,x +log,y
og,y=p=y=a
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log, § =log, x —log, y. Tampoco es dificil demostrar esta propiedad:

log,x=n=x=a"
a°

= log, (5) = Ioga[a ): |ogaan—P =n-p=log,x—log,y
y

log, X —=z—>», si a>1. Observa la siguiente tabla:

X 1 020 1 040 1 0100 1 01 000 1 01 000 000

log x 20 40 100 1000 |1 000000

Cuando x crece, log x también lo hace, aunque de una forma bastante mas
lenta: el paso de 10® a 10* supone multiplicar por 10?°, mientras que el paso
de 20 a 40 supone multiplicar por 2.

log, x ——-—>—, si0O<a<1. Observa la siguiente tabla:

X 1 020 1 040 1 0100 1 01 000 1 01 000 000

logino X -20 -40 -100 -1 000 |-1 000 000

Esta capacidad para ralentizar el crecimiento hace del logaritmo una herra-
mienta muy adecuada para la medida de magnitudes que presentan un
rango de variacion enorme, como la escala de Richter para la medida de la
magnitud de un terremoto; o la ley estimulo-sensaciéon o de Fechner-Weber,
que mide la sensacion producida al ser generado un estimulo; o la medida
del nivel de intensidad de un sonido (los belios y los decibelios).

El logaritmo es una funcion continua en todo su dominio.

Después de haber estudiado las propiedades de los logaritmos, podemos
representarlos:

A A

og, x,a>1 y =X

(01)

.
.
.
.
-
g
R
:
.
.
;
® Inx
g
-

(10)

(10)

>

log, x,0<a<1
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Dada la definicion de logaritmo y sus propiedades parece claro que hay una
estrecha relacion entre éste y la exponencial, y es tan estrecha porque son

funciones inversas: lo que hace una lo deshace la ofra.
Para que lo veas mas claramente hemos representado e*junto con In x y la
bisectriz del primer cuadrante (que es la grafica de la funcion identidad) .
Observa que si doblamos el papel por la bisectriz la grafica exponencial coin-
cide con la logaritmica.

Vamos a comprobar que Inx y e* son inversas; antes de componer recuerda,
de la definicion de logaritmo, que si y = In x entonces x = e = e"*, por tanto:

(Inee)(x)=In(e*)=x-Ine=x-1=x (eoIn)(x)=e(Inx) =" = x

i Ejemplos

1. Calcula la inversa de y =e***' .

- , ,
/ ¥*1 = tomando logaritmos neperianos en ambos

Solucién. Cambiamos {X =x=e
y—Xx
miembros = Ine*" =Inx= By +)Ine=Inx=3y+1=Inx=y= Inx-1 =f'(x)= '”’;—1

2. Representa ¥ =Inx-3, y=In(x+5).

Solucion. y = Inx - 3 sufre un desplazamiento vertical hacia abajo con respecto a In x
al restarle 3 a la ordenada. Ahora el punto de corte de la funcién con el eje X sera:

y=0=Inx-3=0=Inx=3=x=¢e® = punto( €°,0), e*=20,09.

y = In(x + 5) sufre un desplazamiento horizontal hacia la izquierda con respecto In x al
sumar 5 en el argumento. El punto de corte con el eje Xes y =0 =

In(x+5)=0=x+5=€" = x+5=1= x = -4 = punto (- 4,0).

Esta funcién corta también al eje Y, pues f(0) =In5 = (0, In5)

In(x+5

qumuwusSEEEEEEE
.

o Inx—3

(-4.0)

*
*
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3. Toma logaritmos neperianos en los dos miembros de las expresiones:

y=(x*+1) "%, f(x)=x —

Solucién. Iny =In(x* +1)X_3 =Iny =(x=3)In( x* +1).

Para tomar In, primero escribimos la raiz como un exponente fraccionario:

f(x):(%jx = Inf(x) = In(%)x = Inf(x) = %In( 3 )

X-2

4. Calcula la inversa de y = e**®

X
Solucién. Cambiamos { Y L x=6"" = tomamos In en ambos miembros:
Yy — X
4y+5 Inx-5 > Inx-5
Ine”*® =Inx= (4y +5)Ine=Inx=4y+5=Inx =y = =f(x)= :

Actividades

r 1

I I

I I

1 , e* +1 I

i I 18. Calcula lainversade y =—— I
I e’ -1 :

1 1

i I 19. Resuelve las ecuaciones: !
1 1

i a) e’ =5 l

I I

1 I

| :

: b) 103" =2. ]

. l

I I

i : 20. Toma logaritmos neperianos en los dos miembros de las expresiones: :
1 I

1 I

. fx)=(2x)" ", y= ¥(3x+5)". |

| :

2 1

i I 21. Calcula la inversa de f(x)=e*" ‘. :
) )

b e o i R S A R R R R S R R A R R S R R R ol
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6. Funciones trigonométricas

C!

A

B B’

El teorema de Thales aplicado en triangulos rectangulos semejantes nos da las

o . BC BC AB AB
siguientes igualdades — ==—, — =—= , lo que lleva a pensar que estas can-
AC AC' AC AC
tidades pueden asociarse de alguna manera al angulo del vértice A.

Asi se definen las razones trigonométricas del angulo A como:

~ BC cateto opuesto ~ AB cateto contiguo
= COSA=—=

sen A == : , — :
AC hipotenusa AC hipotenusa
A~ sen 2\ cateto opuesto
tgA = =
Se define atin otra como ‘9 cosA cateto contiguo

Dos observaciones:

s~ Como se deduce de la definicidn, las razones trigonométricas no tienen uni-
dades de medida, ya que son cocientes de longitudes.

&~ Los angulos hay que medirlos en radianes. El radian se ide6 para: a) tener
una medida de angulos en base 10, porque los grados, minutos y segundos
son unidades sexagesimales (base 60), lo que produce dificultades a la hora
de pasar de una a otra unidad, y b) para que la longitud de arco se calcule
mediante la sencilla férmula L = o - r, donde a es el angulo abarcado por el
arco y r el radio de la circunferencia. Recuerda que cuando el angulo se mide

angulo
360°

2n-r

en sexagesimal la longitud del arco es: L =

Esto ultimo nos permite establecer una relacion entre la medida de angulos en
sexagesimal y en radianes, pues los 360° que abarca una circunferencia son 2x

: . ., 21 i
radianes, o que nos permite usar la proporcion = . De este modo, para
360° 180°

[o]

pasar de sexagesimal a radianes multiplicamos por y para pasar de radianes a
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. . 180 . e -
sexagesimal multiplicaremos por . A continuacion incluimos una pequena tabla

T
con la equivalencia de los angulos mas empleados:

'Sexagesimal 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 180° | 270° | 360°
_Radianes ;| 0 | n/6 | n/4 | 73 | w2 | ®™ ;3n/2; 2n |

Observa que los radianes suelen escribirse en funcion de n. En la calculadora
cuando usamos los grados sexagesimales aparece D o DEG en la pantalla, y cuan-
do usamos radianes aparece R o RAD. Para usar unas u otras unidades hay que pul-

sar MODE Yy algun numero: eso hay que mirarlo en el manual de la calculadora,
aunque algunas traen una leyenda bajo la pantalla como recordatorio.

Para hallar los valores de las razones trigonométricas se escoge un triangulo rec-
tangulo inscrito en una circunferencia goniométrica (literalmente, para medir angu-
los). Se trata de una circunferencia que tiene un sistema de ejes cartesianos con ori-
gen en el centro de la circunferencia y cuyo radio mide 1:

YA
2° cuadrante X,Y) 1* cuadrante
sen>0 seno > 0
coseno <0 1 coseno > 0
tangente <0 Y\ tangente >0
e
| X
3% cuadrante X 4° cuadrante
sen<0 seno <0
coseno <0 coseno >0
tangente > 0 tangente <0

Los puntos de la circunferencia tendran por coordenadas (x, y) y aplicando las
definiciones anteriores en este triangulo y dado que la hipotenusa, que es el radio de
la circunferencia, mide 1, se obtiene:

seno = cateto opuesto = y, cosa = cateto contiguo = x, tgo = M =Y
c.contiguo  x

Usando el teorema de Pitagoras y teniendo en cuenta que los catetos coinciden
con las razones trigonomeétricas seno y coseno y que la hipotenusa vale 1, se llega

. 2 2
a una relacion fundamental: (seno)” +(cosa) ” =1 = sen’a +cos’o = 1.
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Para determinar las razones trigopnométricas usaremos la calculadora, en la que

encontraras las teclas Sin | cos y tan aunque conviene que aprendas los siguien-
tes valores, que son faciles de ver en el dibujo de la circunferencia goniométrica:

| Angulo | 0° [ m2=90° | n=180° 3m/2=270° 2 =90° |
seno [0 | 4 1 0 1 -1 1 0 |
T coso |1 0 a1 o 1
Twga 0 e o e e

De la relacion anterior para el seno y el coseno esta claro que ni seno ni coseno
pueden ser mayores que 1, porque al elevarlos al cuadrado quedaria una cantidad
mayor que uno, lo que iria contra la igualdad. Tampoco pueden ser menores que -1,
pues al elevarlos al cuadrado nos darian también cantidades mayores que 1.
Podemos escribir por tanto que:

-1<sena<1, -1<cosa<1,Yyademas, cuando el seno vale 1 6 -1 el coseno
ha de valer 0, y a la inversa, cuando el coseno vale 1 6 -1, el seno vale 0.

En cambio la tangente no esta acotada. Observa que para grad se obtendria
o, 1 . T .

por la definicion 0" lo que nos lleva a decir que th = o0, @aunque con las precaucio-

nes pertinentes, pues dependiendo de cémo nos acerquemos a g (por su izquier-

. , . 3n
da o por su derecha) podemos ira « 6 —. Lo mismo sucede en >

Un valor interesante para la tangente es el de % rad = 45°. Como 45° es la incli-

nacién de la bisectriz del 1¢" cuadrante, y en esta recta la abscisa y la ordenada coin-

ciden, también lo haran seng y cos% por lo que tg% =1.

La circunferencia goniométrica nos permite representar las funciones seno y
coseno y también hallar algunas propiedades importantes:
A A

—_—

N
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De la grafica del seno, llamada sinusoide, se deduce que el trozo que hemos
representado, que es el que va de 0 a 2x, se repite una y otra vez, pues al pasar de
2n lo que hacemos es dar vueltas a la circunferencia, obteniéndose de nuevo los mis-
mos valores. Por esta razén se dice que el seno es una funcion periddica, de perio-
do 2m, que es el angulo que hay que girar para que vuelvan a repetirse los valores.

Abreviadamente sen(o +2n) = sena .

El coseno tiene la misma forma, aunque empieza valiendo 1 (esta desplazada

m . . . |
Erad con respecto al seno), y el mismo periodo, por lo que escribiremos

cos (o +2m) = coso .

La tangente no se parece a ninguna de las anteriores.

. . s
Vale 0 siempre que lo vale el seno. A medida que nos acercamos a 2 por la

izquierda (angulos del 1¢ cuadrante) el coseno se acerca a 0 con numeros positivos
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. . T
y el seno a 1, por lo que la tangente tendera a «. Si nos acercamos a 5 por la dere-

cha (angulos del 2° cuadrante), el coseno se acerca a 0 pero con numeros negativos

, T
y el seno se acerca a 1, por lo que la tangente tiende a —~. Por lo tanto, x = > es

una asintota vertical de la tangente.

3n
2
el 3 cuadrante) por lo que la tangente tendera a «, mientras que por la derecha el
coseno es positivo y el seno negativo, con lo que la tangente se va a — «~. La recta

En tenemos que por la izquierda, el coseno y el seno son negativos (estan en

3
X = 7“ es otra asintota vertical de la tangente. Igual le sucede en x = 5775 X = 7—211:

es decir, la tangente tiene infinitas asintotas verticales, pasando dichas asintotas

. - . T . .
por puntos cuya abscisa es un multiplo impar de , teniendo por ecuaciones

2
+(2n+1) ] ) n  3n . ]
X = - Como las asintotas verticales van de 5 a o por ejemplo, el peri-
3n © 2n e
odo de la tangente es de 22 = > =T rad, repitiéndose los valores de la tangen-

te cada media vuelta a la circunferencia.

El siguiente paso es definir las funciones trigonométricas sen x, cos x y tag x,

- - senx . -
verificando esta ultima que tgx = osx. Las funciones responden a una abstraccion
X

de las razones trigopnométricas y conservan las propiedades que tienen dichas razo-
nes, que son:

e El dominio de las funciones seno y coseno es todo R, y el de la tangente

e

. e . T
tos cuya abscisa sea multiplo impar de 5 Esto hace que las tres sean con-

sera R - , pues como hemos visto tenemos que excluir los pun-

tinuas en sus respectivos dominios.

o sen’x+cos’x=1=-1<senx<1 -1<cosx<1= Las funciones seno y
coseno estan acotadas superiormente por 1 e inferiormente por -1, mientras
que la funcion tangente no esta acotada. Se dice que la amplitud del seno y
del coseno vale 1.

e Las tres son funciones periédicas: seno y coseno tienen de periodo 2n rad y

la tangente 7 rad: sen(x + 2m) = senx, cos(x+2mn)=cosx, tg(x+m)="tgx.
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Estas funciones se usan para la descripcidon de fendmenos periédicos, dadas sus
propiedades.

e Podemos cambiar la amplitud si multiplicamos seno y coseno por algun
numero distinto de 1 y de -1. Por ejemplo, la amplitud de 3sen x es 3, pues

verificara que -3 <3senx <3 .

e Podemos desplazarlas a izquierda y a derecha sin mas que sumar o restar
una cantidad en el argumento. Por ejemplo, cos(x + n) esta desplazado = rad
hacia la derecha en relaciéon con cos x.

e Podemos modularla (cambiarle el periodo T) multiplicando o dividiendo el
argumento por un numero. Por ejemplo, la funcion sen 2x tiene un periodo

de n[= 2—;) rad, ya que 2x crece el doble de lo que lo hace x, por lo que
X

sen 2x tardara la mitad en repetirse. En cambio, COS§ tiene un periodo de

6n (= 3-2n) rad, pues g crece la tercera parte de lo que lo hace x, por lo que

X . . . .
cos§ tardara tres veces mas en repetirse. En general, el sen kx 6 cos kx

tienen por periodo T = %
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sen2x

N|a

A . , 1
¢, Como podremos despejar x en la ecuacion senx = > ?

Para ello necesitamos definir unas funciones inversas. Tenemos tres, una para
cada funcién, que son:

e arc sen x, que en la calculadora suele aparecer como sin”, es la inversa
del seno, se lee arco cuyo seno vale x o, abreviadamente, arco seno de x.
Como el seno esta acotado por 1 y -1, la funcién arc sen x no admite que x
sea mayor que 1 o menor que -1.

e arc cos x, en la calculadora cos™, es la inversa del coseno, se lee arco cuyo
coseno vale x o, abreviadamente, arco coseno de x. Tampoco en este caso
x puede ser mayor que 1 0 menor que -1.

e arc tg x, en la calculadora tan”, inversa de la tangente, que se lee como
arco cuya tangente vale x o, abreviadamente, arco tangente de x. Como la
tangente no esta acotada, tampoco lo estaran los valores que podemos
poner en el arco tangente.

Estas tres funciones al introducirles un valor devuelven un angulo. El problema
es que no devuelven uno, sino que devuelven infinitos, porque las funciones de las
que son inversas son periddicas y por lo tanto se repiten indefinidamente. Aunque
evitemos la repeticion periddica restringiéndonos al intervalo [0, 2x], estas funciones
inversas nos devuelven mas de un valor, lo que en rigor les quitaria el titulo de fun-
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ciones. Por ejemplo, la ecuacion del principio senx = — tendria dos soluciones, una

N =

del 1 cuadrante y la otra del 2°, aunque la calculadora solo nos dara una: la del 1*
cuadrante. Fijate en el grafico:

Lo mismo le ocurre a la ecuaciéon cosx = 0,75: la calculadora nos dara una Unica
solucion (la del 1 cuadrante) y se comera la que hay en el 4° cuadrante (prueba con
la grafica del coseno para comprobarlo).

La forma de despejar es la siguiente:

senx = 1 = X =arc sen1 = 2,5—71 . Con la calculadora operariamos asi:
2 2 66
% SHIFT sin' obteniendo 30, silo tenemos en sexagesimal, 6 0,5236 en rad

(que son los g)

cosx =0,75= x =arc cos0,75 =0,7227 rad = 41,4096°,  5,5605 rad = 318,5904°.
Con la calculadora:

0,75 SHIFT cos' obteniendo solo el valor del primer cuadrante.

Una ultima observacion sobre las funciones inversas. Como son las inversas, al
componerlas con sus funciones nos daran la funcion identidad, segun las formulas:

(sen oarc sen)(x)=sen(arc senx) = x

Aqui x ha de ser una cantidad sin unidades, pues actua primero el arco seno,
que da un angulo que luego coge el seno para devolver un valor.

(arc sen o sen)(x) = arc sen(senx) = x

Aqui x ha de ser un angulo que el seno convierte en una cantidad adimensional
para que el arco seno nos devuelva un angulo.

w @ 8 8 4P



OPERACIONES CON FUNCIONES. FUNCIONES TRASCENDENTES:
EXPONENCIAL, LOGARITMICA Y TRIGONOMETRICAS

g Ejemplos

1. Indica la amplitud, el periodo y el desplazamiento lateral, si lo hubiera, de las siguientes
funciones:

a) y=sen(x+m); b) y=5cosx; c) y:2cos(3x_g)_

Solucioén.

a) El seno no esta multiplicado por ningun numero, por lo que su amplitud no cam-
bia, y vale 1; en el argumento x esta multiplicada por 1 por lo que no cambia el
periodo valiendo T = 2r; como tenemos x + & la funcion esta desplazada « radia-
nes hacia la izquierda, porque al resolver la ecuacion x + t=0=>x=-x

b) Como el coseno esta multiplicado por 5, su amplitud valdra 5; en el argumento s6lo
aparece x, lo que indica que ni se modifica el periodo, que sigue valiendo 2r, ni
hay desplazamiento lateral.

c) La amplitud vale 2; el periodo valdra T = %n y habra un desplazamiento lateral

. - s s s
que se obtiene de resolver la ecuacion 3x — 2 =0=3x= > = X= 5

2. Calcula la inversa de la funcién y =4sen(3x — )

Solucién.
Cambio X_)y:>x=4sen(3y—n):>sen(3y—n)=£:>(3y—n)=arcsen5:>
y > X 4 4

X

T+arc sen—
X 4 1 X » n 1 X
Jy=nm+arcsen—=y=—————=—+—arcsen—=f (x)=—+—arc sen—.
3 3 3 4 3 3 4

3. Halla la inversa de la funcion y = 5tg(§+1).

Solucion.

Cambio X_)y:>x:5tg X+1 = tg Z+1 :£:>1+1:arctgﬁz>
y — X 3 3 5 3 5

y X X
== =arctg——-1=y =3l arctg—-1|.
3 g5 y { g5 )

1l
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4. |Indica la amplitud, el periodo y el desplazamiento lateral, si lo hubiera, de las funciones:
1 3n X
a) y=7cosd4x; b) y=§sen x+? ; €) y=—63en5.

Solucion.

a) La amplitud es 7; no hay desplazamiento lateral, pues no hay ninguna cantidad

, . 2t T
sumando o restando en el argumento; el periodo sera T = ¢ = >

1
b) La amplitud es 5 ; el periodo no cambia porque el nUmero que multiplica a x es 1

y hay un desplazamiento lateral de 3—; rad hacia la izquierda, que se obtiene al

Sl

. 3n
resolver la ecuacion x + ? =0= x= 5

c) La amplitud vale 6, por que el signo - lo Unico que hace es dar la vuelta a la fun-
cion respecto al eje X (pasa lo positivo a negativo y lo negativo a positivo); no hay

desplazamiento lateral y el periodo valdra

23. Indica al amplitud, el periodo y el desplazamiento lateral de las funciones siguientes:

24. Averigua las soluciones que tienen en el primer cuadrante las ecuaciones siguientes,
tanto en radianes como en sexagesimal: a) senx =0,1; b)tgx=4; c¢)3cosx+2=4.

r 1
] I
I ]
I I
I I
I ]
I ]
I I
: 1 X+1 .
: a) y:—Ecos(4x+n); b) y=sen(—5 ); c) y=4sen(8x-7). .
I ]
I ]
I ]
I I
I I
I I
I I
I I
k ol

1l
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Limite y continuidad
de una funcion

mente riguroso, aunque manejando la notacién habitual, se introduce el calculo infi-

E n esta Unidad, de forma descriptiva, sin usar un aparato matematico excesiva-
nitesimal: continuidad, limites de una funcién, indeterminaciones, limites laterales.

Dada la relacion de las asintotas con los limites, se estudian las asintotas verticales,
como aplicacion de limite infinito en un punto, y las asintotas horizontales y oblicuas como
consecuencia del limite de una funcidon en mas o menos infinito.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:
1. Introduccion a la idea de continuidad.

2. Introduccion al concepto de limite de una funcion, tanto en un punto como en mas o
menos infinito.

3. Calculo de limites, mediante las reglas adecuadas.
4. Calculo de las indeterminaciones 0/0, ®/o, 0 —00.

5. Comprension del significado y célculo de las asintotas de una funcion, asi como el
estudio del comportamiento de una funcion cerca de sus asintotas.
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1. Idea de continuidad y de
discontinuidad

Al tratar las funciones definidas a trozos encontramos ejemplos de funciones
continuas y de funciones discontinuas en un punto. Habitualmente se dice que
una funcion es continua en un punto cuando su grafica se puede trazar sin tener que
levantar el lapiz del papel, mientras que decimos que es discontinua o no continua
en un punto cuando hay que levantar el lapiz del papel para seguir trazando la grafica:

A

L/ )
VAR

La funcién de la izquierda es continua en todo R; podria presentar problemas en
x=-2y x=3que es, como se aprecia por la grafica, donde hay cambios de defi-
nicioén, pero ahi los trozos de la funcién empalman perfectamente.

A

La funcién de la derecha no es continua en x = - 5 ni en x = 5, pues presenta sen-
dos saltos en los que es necesario levantar el lapiz.

Parece claro que podemos saber dénde una funcion es continua o no mirando
directamente su grafica, pero dibujar una grafica no es siempre facil.

En lo que respecta a las funciones definidas a trozos, los posibles puntos de dis-
continuidad suelen ser normalmente aquellos en los que la funcién cambia de definicion.
Asi, en estos casos lo que haremos es ver si los trozos empalman con continuidad. Por
ejemplo, en

4x -1 six<O0
X2
f(x)= 1+T, si0<x<4

i
i
i
i
i
H
4

9-x, six>4 \
los posibles puntos de discontinuidad son x = 0 y

x = 4. Para ver si las definiciones empalman los tro-

zos con continuidad calculamos lo que vale fen las

proximidades del 0, por la izquierda, f(0") y por la derecha, f(0*):

f(07)=4-0-1=-1 y f(0+):1+%:1

173
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Como no coinciden ambos valores, la funcion no sera continua en x = 0. Dado
que a la izquierda de 0 la funcién esta definida por 4x — 1, lo que hacemos es calcu-
lar el valor que toma este polinomio en x = 0, o mejor dicho tan cerca de cero como

2
queramos, pero a la izquierda. A la derecha de 0 la funcion esta definida por 1+ XT ,

y por eso calculamos el valor que toma este otro polinomio tan cerca de cero como
gueramos.

2
Si hacemos lo mismo en x = 4 tendremos: f(4™)=1+ 47 =5 y f(4")=9-4=5.

Al coincidir los valores por la izquierda y por la derecha concluimos que la funcion es
continua en x = 4.

Resumiendo, afirmaremos que la funcién es continua en todo R salvo en 0, que
es discontinua. Ademas como los valores que toma la funcion a la izquierda y a la
derecha del 0 son finitos, diremos que la discontinuidad es de salto finito.

Otro tipo de funciones que pueden presentar discontinuidades son aquellas defi-
nidas como cocientes, pues si el denominador se hace cero la funcidén puede presen-
tar saltos infinitos. Por ejemplo:

3

b x—5"
y:i:x—5=0:>x=5=> X=5
xX-5 3

%
X—5 x—5

—00

[oe]

Asi, la funcion sera continua en R-{5}, mientras que en x = 5 presenta una dis-
continuidad de salto infinito. En este caso no es necesario estudiar el comporta-
miento de la funcion cerca de x=5, pues directamente vemos que no existe. Es impo-

sible calcular % )

Otra posible causa de discontinuidad es que no se haya definido la funcién en el
punto. Esto puede deberse a que se haya olvidado en la definicion (caso de las fun-
ciones definidas a trozos), tal como ocurre en:

x+1, si x<2:> £l ount ot . o
5-x, si x>2 punto problematico es x=2, porque no existe f(2),

f(x)= {

ya que no esta definido en la funcion. Pero f(2°)=2+1=3 y f(2")=5-2=3 por
lo que fseria continua en x = 2. Si tuviéramos definida la funcién en ese punto, como:

x+1 si x<2 L, .
f(x)= . f si seria continua en R.
5-x, si x=22

La discontinuidad puede aparecer porque resulte la fraccion % Cualquier numero

es el cociente de esta division, pues todos los nimeros multiplicados por cero dan cero.
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A este exceso de resultados se le llama indeterminacion. Un modo de decidir si la
funcién es continua consiste en resolver la indeterminacion, que en el caso de frac-
ciones algebraicas se reduce a simplificarlas, como vemos en el ejemplo siguiente:

X+1

T =x?-1=0=x=+1,

g(x)=

Si hallamos el valor de la funcién en x = 1y x = -1 resulta:

2
g() = 6=> es una discontinuidad de salto infinito, pero g(—1):% es una inde-

terminacion. En este caso como numerador y denominador son polinomios y se anu-
lan para x = -1, este valor es una raiz de ambos polinomios, por lo que ambos ten-
dran al binomio x + 1 como factor. Factorizamos el denominador porque el numera-
dor ya esta, y después de simplificar obtenemos:

(x)= x+1 _ x+1 1 luego g(—1) = 1T _ 1
I X2 -1 (x+D)(x-1) x-1 99 —1-1 2

1
Es decir, sustituimos la funcion g(x) = por g(x)= <1

x? -1
X+1 si x<2
Un ultimo caso se presenta en f(x) =19, si x=2 . Fijate que:
5-x, si x>2
f(2)=9=f(27) y f(2"), por lo que la funcion no seria continua en x = 2, ya que

habria que despegar el lapiz para representar f(2). Esta situacién es facil de resolver
redefiniendo la funciéon de modo que f(2) sea igual a 3.

En estos tres ultimos casos se dice que la funcién presenta discontinuidades
evitables, o lo que es lo mismo, que haciendo un arreglo minimo podemos redefinir
la funcién para que sea continua.

En resumen tenemos 3 posibilidades :

I.  Que la funcién presente una discontinuidad inevitable de salto finito
(suele darse en funciones definidas a trozos).

II. Que la funcién presente una discontinuidad inevitable de salto infinito
(luego veremos que la funcion tendra asintotas verticales en los puntos en
los que presenta este tipo de discontinuidad).

IIl. Que la funcion presente una discontinuidad evitable y que se evita redefi-
niendo la funcién.

Los ejemplos y las actividades de este apartado van al final del apartado 3
Calculo de limites, pues es necesario saber calcular limites para poder estudiar
correctamente la continuidad.

@ 68 B8 4P
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

2. Limite de una funcién en un punto

El simbolo limf(x), que se lee limite de f(x) cuando x tiende a a, es el valor al

X—a

que se acerca f cuando x se aproxima a a. Consideremos las siguientes tablas de

valores para la funcion f(x)=x*+2x+3 en la que hemos dado valores préximos a

1, para calcular lim(x* +2x +3):
x—1

x | 0,9999 [ 0,99999 | 0,999999 | 0,9999999 (0,99999999 | 0,999999999
f(x)| 5,9996 | 5,99996 | 5,999996 | 5,9999996 |5,99999996 | 5,999999996
x | 1,0001 [ 1,00001 | 1,000001 | 1,0000001 [1,00000001 | 1,000000001
f(x)| 6,0004 | 6,00004 | 6,000004 | 6,0000004 |6,00000004 |6,000000004

De las tablas puede observarse que al aproximarnos a 1, por un lado o por otro,

el valor de la funcién se aproxima a 6, luego: Iirq(x2 +2x+3)=6. Hagamos unas
X—

observaciones a la vista de la tabla:

s Hemos construido dos tablas: una para acercarnos a 1 con valores menores que

él y muy proximos. Esta tabla nos daria el limite lateral por la izquierda, que se
representa por lim f(x). Recuerda que a” indica que estamos a la izquierda de

X—a
a. En la otra tabla usamos niumeros mayores que 1 pero también muy préximos
a él. De ella obtenemos el limite lateral por la derecha, que se representa por

lim f(x) . Con a' nos referimos a los nUmeros mayores que a , que estan a su

x—a*

derecha. Para que exista el limite de la funcion en el punto, han de existir y coin-

cidir los limites laterales: lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) . Normalmente son solo
x—a" x—a~ x—a

las funciones definidas a trozos las que pueden presentar problemas con los

limites laterales, mientras que en el resto de las funciones se puede calcular
el limite directamente, sin tener que recurrir a los limites laterales.

Observa que Iin](x2 +2x+3)=f(1)=6. Esto es lo que va a ocurrir habitual-

mente: limf(x) coincide con f(a), por lo que para calcular el limite bastara
X—a

con sustituir el valor al que tiende x directamente en la formula de la funcion.
Ya veremos que esto sucede porque trabajamos habitualmente con funcio-
nes continuas.

Fijate que conforme nos acercabamos a 1, tanto por la izquierda como por
la derecha, la funcion se iba acercando a 6. La definicién rigurosa de limite
se basa en el hecho de que si fijamos una cota para la diferencia entre 1y
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el numero x con el que nos acercamos a él, encontramos una cota para la dife-
rencia entre el limite 6 y f(x). Por ejemplo, cuando |1- 0,999999|<2-107° tene-
mos que |6 -5,999996|<7 -10-°. No obstante, la definicién rigurosa de limite
no nos proporciona un método para calcular limites, sino que permite afirmar
que el numero que damos como limite de verdad lo es.

Veamos algunos detalles curiosos y significativos:

. , L x+1 si x<1
# Consideremos, en primer lugar la funcién f(x)= . . Observa que
5-3x, si x>1

li_)rr11f(x)=1i_r)r11(x+1)=1+1=2, 1i_}n11f(x)=li_r>r11(5—3x)=2:>1i_r>r11 f(x)=2,
pero no existe f{(1), porque no esta definida. Aunque parezca extrano, recuer-
da que el limite es el valor al que se acerca la funcién cuando x tiende al
punto, pero no es el valor de la funcion en el punto. El que coincidan el limi-
te y el valor de la funcion en el punto es debido a que tratamos con funcio-
nes continuas, que verifican obligatoriamente esta igualdad.

Observa otro detalle: escribimos limite lateral cuando hablamos de la funcion
f(x) en general, y escribimos solo limite cuando sustituimos f(x) por la formu-
la con la que calcularemos el limite:

limf(x)=Ilim(x+1)=1+1=2
x—1 x—1

, . X+5 .
Veamos ahora qué sucede con Ilrr;—3. Observa que mientras que el
X—> X_

numerador se acerca a 8, el denominador cada vez se aproxima mas a cero,
por lo que el cociente sera cada vez mayor. Estamos tentados a escribir

directamente lerqi—f =0, Hay que evitar las tentaciones, porque depen-

diendo de como se acerque el denominador a cero, la funciéon puede ir a o

0 a - «, y la diferencia entre ellos no es poca. Asi, siempre que el denomina-
dor tienda a cero descomponemos el limite en sus limites laterales, pues
estos tendran comportamientos diferentes. Obviamente, decir que un limite
es infinito, es decir que no existe tal limite, pues la funcién crece sin que
nada la pare.

lim X—+5:—oo, pues 3" <3=x -3<0; lim X—+5:oo, pues 3" >3= x-3>0
x3 X =3 -3 x =3

Un resultado importante, que conviene no olvidar, es que el limite, si existe,
es unico.
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@ 68 B8 4P



LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Estamos en condiciones ahora de escribir la definicion de continuidad en un punto:
Decimos que fes continua en x = a cuando se cumplen las tres condiciones siguientes:

1. Existe f(a).

2. Existe limf(x), lo que significa, en el caso de funciones definidas a trozos,

que existen los limites laterales y coinciden:

limf(x) = lim f(x)= lim f(x)

3. lim f(x)=f(a):coinciden el valor del limite con el valor de la funcion en el punto.

Todas las funciones que hemos visto hasta el momento son continuas, unas en
todo R y otras en sus dominios, por lo que podemos escribir:

limk =k, paratoda constante k

X—a

limx" =a", paratodo n real. Aqui estan incluidas también las raices de

X—a

cualquier indice.

1 1
I|m _n = _n
X—a X a
lime'™ = gf@

X—a

Ixi_rgln(f(x)) =In(f(a))

IXiLna sen(f(x)) =sen(f(a))

Ll_rg cos(f(x)) = cos(f(a))

lim tg(f(x)) = tg(f(a))

IxiTa arc sen(f(x)) = arc sen(f(a))
!('Ta arc cos(f(x)) = arc cos(f(a))

!(I_I‘Q arc tg(f(x)) = arc tg(f(a))

De este modo, Im3=3; lim x° =3°=243; |in1\/; =4 =2

. 2 _1)2 . T .
lime* =e™ =¢'=¢; limsenx=sen==1 limtgx=tg0=0.
x——1 YT 2 x—0

2

En este apartado sélo hemos visto limites de funciones sencillas, en el apartado
siguiente vamos a ampliar el tipo de funciones, y por ello situamos al final del apartado 3
las actividades y los ejemplos concernientes a la continuidad y al calculo de limites.
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3. Calculo de limites sencillos

3.1. Algebra de limites

Con los resultados anteriores pocos limites podremos calcular. Necesitamos
algunas propiedades mas, que se engloban bajo el nombre de algebra de limites:

lim(f +g)(x) = limf(x) + img(x) el limite de una suma es la suma de los limites.

Ejemplos

Calcula los limites siguientes:
a) lim(4+x*)=lim4+limx*=4+3?=13
x—3 x—3 x—3
En lugar de escribir tantas veces el término limite, podemos hacerlo directamente,

calculando el limite término a término y sumando los resultados:

b) Iirr;(x3+x+5)=(—2)3+(—2)+5=—8—2+5=—5.
c) Iirq(x5+x4+e"):15+14+e1:1+1+e:2+e.

d) Iirrg)(senx—e"):senO—e0 =0-1=-1.

Con el limite de la suma también calculamos los de la resta, recordando que res-
tar es sumar el opuesto, y el opuesto no es mas que cambiar el signo.

!J_rg (f-9)(x)= (LI_I‘Q f(x))( !{I_I’l’; f(x)) el limite de un producto es el producto de limites.

Ejemplos

Calcula los siguientes limites:

a) lim(x*-e*)=(-2)-¢e” =i2
X——2 e

b) lim(5x°)=5-(4)° =564 =320
c) |irq(7&-|nx)=7ﬁ-|n1=7|n1=o

d) lim (senx-lnx):senE-InE=lnE
z 2 2 2

X—>—
2

e
©@ 6 8 4P
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

limf(x
lim| — |(x)=222——, limg(x)#0 el limite de un cociente es el cociente de
x-al g ||mg(x) x—a

X—a

limites.

Ejemplos

Calcula los siguientes limites:

a) lim

i
sen—
b) ""l senx _ 2__1
2 02 nE inZt
2
¢) lim cosX _ co§0 =1=1
x-0  @* e 1
d) lim tg(xt”:tg(__f;’ﬂzgzgzo
x—>-1  g** e " e e

Cuando el denominador se acerque a cero y el numerador a un nimero, hemos de
proceder como lo hicimos en el apartado 1, calculando los limites laterales:

im 3x+1_-5_
e) lim 3x+1_3-(=2)+1_-5)>2 x+2 0
X2 X + 2 -2+2 0 im 3x+1_5_

o2 x+2 0

Calcular el limite lateral no consiste mas que en averiguar el signo del denominador
cerca del valor del que tomamos el limite, pues el del numerador ya es conocido. En
e) para calcular el limite por la derecha de -2 podemos coger -1,99, quedando el
denominador positivo (lo indicamos con 0*); para el limite por la izquierda usamos -

2,01, quedando el denominador negativo (lo indicamos con 07).

jm =X 48
f) lim 1-x>  1-7" 48 |7 2x-14 0
=72x-14 2-7-14 0 i 1-x* 48

im =
7 2x-14 0"

@ 68 B8 4P
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. . lim g(x) o . .
!(l_rg(f(x))g(") = (!m f(x))~* el limite de una funcién elevada a otra es igual al

limite de la base elevada al limite del exponente.

Ejemplos

Calcula los siguientes limites:
a) lim(* +x =1y =(F +1-1)"* =1 =1
b) lim (x + 4)*™ = (0 +4)" = 4° =1
c) lm(x-2)% =(2-2)*=0%=0

d) lim(cosx +3)*™ =(cosm+3)*" =(-1+3)" =2° =1

3.2. Indeterminacion 0/0

Para hallar el limite de un cociente hemos exigido que el denominador no se anu-
lase, porque si se anula la funcién tiende a «© ¢ —c0 . Cuando se anulan simultanea-

. . ... 0
mente numerador y denominador estamos ante la indeterminacién 0 pues cual-

quier numero nos sirve como resultado del cociente (recuerda que cualquier nimero
por cero siempre es cero).

Vamos a estudiar esta indeterminacion en el caso de que numerador y denomi-
nador sean polinomios (a este tipo de funciones también se les llama fracciones
algebraicas) o funciones con raices cuadradas. Para otro tipo de funciones hay que
usar una regla llamada Regla de L'Hopital, cuyo contenido escapa al nivel de este
curso.

Si en una fraccion algebraica se anula el numerador y el denominador para un
valor a, esto significa que son divisibles por x — a. Lo que haremos sera factorizar
ambos polinomios y simplificar, con lo que desaparecera la indeterminacion.

Ejemplos

Calcula los siguientes limites:
im x*-9  3-9 _0
3 ¥ _2x-3 3¥-2.3-3 0

Factorizamos numerador y denominador usando la Regla de Ruffini o la ecuacion

Indeterminacion

de segundo grado (porque son polinomios de segundo grado) obteniendo:

@ 8 8 4P
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b)

d)

{x2—9=<x—3)(x+3) im o Xm9 _ (=8)(x+3) . x+3_6_3

X2 —2x—3=(x=3)(x+1) 3x°—-2x-3 x3(x-3)(x+1) x3x+1 4 2

lim X 6_(-2°-(-2)-6_4+2-6_0

= = Indeterminacion
x>2 X2 +8 (-2)° +8 -8+8 0

Factorizamos numerador y denominador obteniendo:

x*—x—-6=(x+2)(x-3); X} +8=(x+2)(x* -2x+4)=

im XoX=6 _ . (+2)x=8) _ .. x-3 _ 2-3 _ -5
im =—————=lim 2 = lim — = = =—
2 x°4+8  xo2(x+2)(X*-2x+4) =2x*-2x+4 (-2 -2(-2)+4 12

i x-2 __ 2-2
=2 x+7-3 J2+7-3

= % indeterminacion

Multiplicamos y dividimos por el conjugado del denominador:

Cuando tenemos raices cuadradas hay que multiplicar y dividir por el conjugado del
término que contenga las raices.

Multiplicamos y dividimos por el conjugado del numerador:

lim X-2 —lim (Xx-2)(Nx+7+3) —lim (Xx-2)(Nx+7+3) _"m(x—2)(\/x+7+3)=
2 +7 -3 O2(x+T7-3)Wx+7+3) =2 (Yx+7p-32 =2z X+7-9

|im(x‘2)(x"f;7+3):|in;(x/x+7 +3)=257+3=3+3=6

X—2

lim

x—0

P2x+1-1_ -1
X )

= % indeterminacion

im \/2x+ “1_im (V2x+1-N(2x+1+1) _ (\/2x+ 1)2 -
x=0 all x(\/2x+1 +1) = x(\/2x+1 +1)
Cfim2X+1=1 2

H0x(m+1) JﬂOx(mm) HO(\/WH) W+l

Los ejemplos y actividades siguientes versan sobre continuidad y calculo de
limites.
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1.

Ejemplos

Calcula los siguientes limites:

. 2x-5 2.1-5 -3
a = ==
) lem X+7 1+7 8

x—-1 si x#2

0 si x=2 =>!j_rgf(x):!j_rg(x—1):1

b) limf(x), siendo f(x):{

X, sSi x<0

; . Representa la funcién.
2x+6, si x=0

Estudia la continuidad de f(x)={

Solucion. El unico punto donde puede presentar problemas para la continuidad es x = 0,
que es donde cambia de definicion la funcién. Veamos si cumple las tres condiciones
exigidas para que la funcion sea continua en dicho punto:

Existe f(0)=2-0+6=6.

lim f(x)= Ll_rgx =0; lim f(x)= Ll_rg (x+6)=6= Como los limites laterales son distin-

x—0" x—0T
tos, no existe Ll_rjg f(x) , por lo que no es continua en este punto. Resumiendo, fes con-
tinua en R-{0}, presentando una discontinuidad de salto finito en x = 0.

Para representarla vemos que se trata de dos rectas por lo que seran suficientes 4 pun-
tos para hacerlo: A

x | 3]0 |03
fx)l 3| 0o | 6 | 12

6

/r

. Represéntala graficamente.

v

2 .
Estudia la continuidad de la funcion f(x) = {X , Six<T

2x, si x>1

Solucion. El Unico punto problematico es x=1, que es donde cambia de definicion la fun-
cion. Estudiamos las 3 condiciones:

F1)=12=1

lim f(x) = Iirq x>=1 limf(x)= Iirq 2x =2 = como no coinciden los limites laterales, no
— X—

x—1T" x x—1"
existe por lo que f no es continua en dicho punto. Resumiendo, f es continua en R-{1},
y presenta una discontinuidad de salto finito en x=1.

Ahora hay que representar una parabola y una recta:

©@ 68 8 4P
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fool 4 [ ol 1| 216

v

4. Estudia la continuidad de f(x)= X +1

x> -1

Solucion. En este caso los posibles puntos de discontinuidad son aquellos que anulan el
denominador. Resolver la ecuacién: x* —1=0= x = +1. Para saber si son discontinuidades

de salto infinito o discontinuidades evitables (indeterminaciones %) sustituimos estos

valores en la funcion:

f(1)= 12T+1 = % — en x=1, fpresenta una discontinuidad inevitable de salto infinito.

f(-1)= # - % —, en x=-1, f presenta otra discontinuidad inevitable de salto infinito.

Resumiendo, f es continua en R-{-1, 1}, y presenta discontinuidades inevitables de salto
infinito en -1y 1.

Estudia la continuidad de f(x) = ’; _3é(_
X pa—

Solucién. Resolvemos la ecuacion 2x -6 =0 = x =3, y sustituimos este valor en la fun-

2
cion: f(3) = 32 gig :% Indeterminacioén . Para resolver la indeterminacion factorizamos

los polinomios y calculamos el limite cuando x—3 y si este limite existe definimos

_ . x?=3x
0= I

Factorizamos: x> -3x =x(x-3), 2x-6=2(x-3)=f(3)= lim XX=3) _jim X _

Asi, f es continua en Ry presenta una discontinuidad evitable en x=3.
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b) lim—2—

x> -8x+16.
x-4 x-5 X —5

6. Calcula los siguientes limites: a) Iirrl
X—>

Solucioén.

a) im x?-8x+16 _4°-8-4+16 _0

x4 x—4 - =0 Indeterminacion

Factorizamos numerador y denominador, sabiendo que ambos tienen un factor x — 4.

2
El limite queda: [im (X_t) = Iin}(x—4): 4-4=0.

x—4 X —

b) lim < 5= g. Como queda un numero partido por cero, hay que calcular los

x—5 X — O
limites laterales: lim L _ Y = —oo(prueba con 4,99); Ilim — L

x—>57 A T 5 0_ x—5T X — 5 0+
(prueba con 5,01).

7. Calcula los siguientes limites: a) IimL ; b) lim M
x—=24x—8 x—>1X -x-2

Solucion.
a) I| m 4x6 8 g = calculamos los limites laterales al quedar un niumero partido por
cero: lim —— oW 5 _ —o(prueba con 1,99); lim —— 8 _9 . (prueba con 2,01).
X—2" 4 _8 O ’ x—2" 4 8 0+ ’
b) lim 3x+3 __ 3(=N+3  _ 0 yyeterminacion

x>-1x> —x-2 (=1%-(-1)-2 0
Factorizamos el numerador y denominador, sabiendo que x +1 es un factor, obte-
niendo 3(x +1), (x +1)(x —2), respectivamente. El limite valdra:

. 3(x+1) . 3 _ 3 _
T Nx—2) AMx—2- A=z
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Actividades

r a
i 1
: _ o xX*—x+1 si x<-2 :
i I 1. Estudia la continuidad de f(x)= ) : I
: 3x -3, Si x>-2 :
1 1
1 9 . 1
X —-2x+2, si x<£2
@ | 2. Estudia la continuidad de f(x)= _ . !
: In(x —3), si x>2 1
. ]
1 % 1
@ ! 3. Estudiala continuidad de a) y=> ; b) y= . !
: X X+4 :
1 1
1
& : 4. Estudia la continuidad de f(x)= X" l
: x°—2x-8 !
1 2 1
—x-2
@ | 5 Estudiala continuidad de flx)= "< :
I 2x°—x-3 I
1 1
: x2—6x+9 . .
| . . . Ym— = si x#3 I
i 1 6. Determina k para que f sea continua en x = 3, siendo f(x)=7 3x?-27 : i
l K, si x=3 !
' S x?-8x+12 '
7, lim X=X '
i ! 7. Calcula IIm & 314 !
1 1
L el T ]
@ ° S s i
1 1
I E v I
@ ! o calcula lim Y2 TX=2 !
1 x—-1 X +1 1
1 1
: X° —4x2-19x 14 ]
@& ' 1o0. calcula lim ~ . -
. x=7 x° —49 :
1 1
1 W~ 1
& ! 11. calcula Iimw. :
1 x—0 X 1
| |
i [ x®-2x*-2x-3 I
I 412, Calcula lim ) I
! Calcula x=3 x° —5x? +3x+9 :
] !
1 1
1 1
[ o e e R R S R A R R R R A R S A R R R R R R ol
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4. Limites en el infinito

4.1. Limites en el infinito de funciones basicas

¢ Qué significan lim f(x) 6 lim f(x) ? Por o« y - representamos valores
X—o0 X—>—oco

extraordinariamente grandes de la variable (en valor absoluto en el caso de -0, porque

considerado con el signo serian extraordinariamente pequefios). Graficamente, o
esta a la derecha y el limite nos puede indicar qué le ocurre a la funcién cuando la

variable independiente crece indefinidamente, sin nada que la pare. Por su parte, -«
esta a la izquierda, y en este caso nos indica qué le ocurre a la funciéon cuando x
decrece indefinidamente.

Se pueden plantear seis casos que recogen las graficas en colores:

lim f(x)=k, lo que indica que la funcion esta acotada acercandose a un valor k.

X—>too

Iirp f(x)=<0, lo que indica que f no esta acotada superiormente y aumenta
X—>Too

tanto si la variable independiente crece, como si disminuye.

lim f(x)=-co, lo que indica que f no esta acotada inferiormente y disminuye

X—>too

tanto si la x aumenta, como si disminuye.

Aunque para calcular limites en el infinito hayamos recurrido a usar valores de
X muy grandes, conviene tener en cuenta que infinito no es un numero, no sigue las

reglas que debe cumplir cualquier nimero, ya que, o +o00 = 0o, 00 -00= 00, 0~ =00, En
realidad, es una convencién matematica que indica la imposibilidad de detener algo
que aumenta.

Los siguientes resultados son bastante evidentes:

e |lim x=o0, lim Jx=o0, lim x2=c0o= lim x" =oo, r>0.

X—>o0 X—>o0 X—>o0 X—>o0

175
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Esto nos permite calcular limites como lim x" =, 6 lim x = oo, pues sirve
X—>o0

X—>o0

para cualquier valor real del exponente r.

o lim x=—c, lim x* =co, lim Xx* =—o0, lim x* =co= lim X" =(-1) -0, r > 0.
X——o0 X——o0 X——o0 X——o0 X—y—o0
Fijate que lo Unico que hemos de tener en cuenta es el exponente de la x, pues
si es impar, como se trata de - « , el signo sera -, y si es par el signo sera +.

o dim =0, fm =0 fm — =0 lim — =0,

X—teo ¥ X—>oo X Xoe  y x—teo !

i , 1 o 1
Ahora podemos calcular limites como Iim — =0, & lim — . Observaque
D ¢ X—>itoo Q/;

ahora el que sea « 0 -» es indiferente, pues 0 no tiene signo.

El multiplicar por una constante no cambia ni el valor ni el signo del limite si ésta
es positiva, y cambia el signo si es negativa:

lim (7x°)=co, lm (=2x*)=—0, lim (7x°)=—eo, lm (=3x*)=—(-co)=co

X—>o0

1 . " .
En el caso de — el multiplicar por una constante, ya sea positiva o negativa,
X

. - . . k
y aunque sea muy grande, no cambia el valor del limite, verificandose que lim —=0.

Xt

_ 20
Puedes ver que lim E =0, Ilim 18299 =0, Ilim 10
X—>too X X—>too X X—>too

=0. ¢Te sorprende el

ultimo resultado? Recuerda que calcular el limite cuando x tiende a infinito es poner x

muy grande, y siempre podemos encontrar nimeros mayores (y mucho mayores) que

10” (como 10200, 10400, 101000, etc.), por lo que el cociente tendera a cero, independien-

temente del valor de la constante, que es una cantidad fija, cosa que no ocurre con x.

Este resultado es importante ya que nos va a permitir simplificar el calculo de
limites de polinomios; bastara sacar en factor comun el monomio de mayor grado:

3x? N 6x 1
2x°  2x°  2x°

lim (2x° —3x* +6x-1) =lim (2x°)| 1-

X—>o0

= lim (2x5)(1— 3 + 6 1 )zlim (2x°)-1=lim 2x°.
X0 2x®  2x* 2x° ) xoe x>0

Observa que al sacar como factor comun el monomio de mayor grado tendremos
que ponerlo dividiendo a todos los demas términos. El unico término del segundo
paréntesis que no se anula, al calcular el limite, es el 1, con lo que el limite infinito
de un polinomio queda reducido a calcular el limite del monomio de mayor grado, que

siempre sera + « 0 - », Veamos otro ejemplo:
@ 6 d b
__*)
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3x*  3x*

X—>—o0

lim (3x* —1000x +2) = lim [(3x4)(1—1000"+ 2 ﬂ:

im [@x)[1=1999 L 2 W jim [(3x*)-1]= lim (3x*) = o
X—>—o0 3X3 3X4 X—>—o0 X—>—o0

Gracias a esto podemos escribir directamente que:

lim (3 - 2x +4x2) = lim (4x?)

X—>o0

Por lo que respecta a la exponencial y el logaritmo vimos que:

lim e* = oo, lim e* =0.
X—>o0 X—>—o0

lime™ =0, lim e = oo,
X—o0 X—>—o0

limInx = oo,

X—o0

Sin embargo, de las funciones trigonométricas no podemos decir qué les ocurre
ni en o ni en -, debido a la periodicidad, por lo que no se pueden calcular

XILTW senx, XILTOC COS X, J'_Tm tgx .
L ] L] w
4.2. Indeterminaciones — , o° —oo
(®.o)

Podemos aplicar las reglas del algebra de limites para el calculo de limites en el
infinito de funciones mas complejas que las tratadas hasta ahora. Aunque parezca
un tanto extrano vamos a empezar por el limite de cocientes de funciones:

H 5
3xS 4 4xd —6x? 41 Im3XT _—
a) lim " ~*>>——=— indeterminacion
X X" +1 lim x oo

X—>e0

. . .z oo . . .
Aparece la indeterminacion — , debido a que «© no es un numero, pues si lo
o0

fuera no tendriamos indeterminacion sino que escribiriamos que el resultado es 1.
Para resolver esta indeterminacion simplificamos el cociente y luego calculamos el
limite, obteniendo:

. 3x°+4x®-6x*+1 . 3x° .
a) lim 7 =lim ——=Im 3x=c
X—>o0 X +1 D¢ X—>o0
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_ 3 lim 4x3
b) lim 1-2x+4x -

Observa que en el caso de polinomios, tanto en el numerador como en el deno-
minador (lo que se denomina fracciones algebraicas), pueden darse tres situaciones:

&~ Que el grado del numerador sea mayor que el grado del denominador: el

&

xo—e Bx3 4 4x -7 xo= B5x3  xo

X—>—o0 —°

“ : = 2 -2 indeterminacion
xo-  3x° —15 lim 3x —oo oo

X—y—c0

Procediendo como antes obtenemos:

lim Mz lim ﬁz lim 4_4
o= 3x—15  xo= 3x° xo= 3 3
_ 7x+4 lim7x 7x 7
lim 5 = > =Ilim > =1lim —=0
x> 3x? -5 |im 3x* xo= 3x* xo= 3X

X—>o0

cociente sera o ¢ —oo.

x—e 1= 4X3 X—ro0 _4X3 X—>o0 4

. 3x5-x . 3x% . (3 ,
lim ——— = lim = lim _4x

lim 3XG—_Xinm £=Iim ix3 =—(o0) =0
X—>—o0 1_4X3 X——o0 _4X3 x——eo| —4

Que el grado del numerador sea igual al grado del denominador: el limite es
el cociente de los coeficientes de los monomios de mayor grado del nume-

rador y del denominador.

i 1+7x° o TXxE 7 7
m A - o2& lim 7= lim —_— ===
xo= 24+3x-5x* xo= —5x* xo= | b

—— = lim

5

. 6x°-18 . 6x° 6) 6
im ————— = Ilim =5

Que el grado del numerador sea menor que el grado del denominador: el

limite del cociente siempre es cero.

o 1-4x® . 4x® . -4

lim 6—z||m —6=I|m —3=0
xoe X% —x  xo=  3x x> 3

. 7x-45 7x 7

im ——— = Ilim — = lim —2=O
X—>—o0 X +1 Xo—eo ¥ X ¥

w © 8 8
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Estos resultados pueden usarse directamente, aunque hay que tener precaucion
con el primero de ellos, pues el que el limite sea o 6 —c0 depende no solo de hacia
donde tienda x, sino de los coeficientes de los monomios de mayor grado y del expo-
nente de la x.

[e ]

Esta forma de resolver la indeterminacion — solo sirve para las fracciones alge-

8

braicas y es necesario otro procedimiento para cocientes de otro tipo de funciones.

Casos triviales de limites en el infinito se producen cuando se suma infinito con
cualquier numero, cuando se suman infinitos, cuando se multiplica infinito por un

ndmero

lim

X—>o0

lim

X—>o0

lim

X—>o0

o cuando se multiplican infinitos:

( 3Inx+e"‘):oo+0:oo

También resulta una indeterminacién cuando se obtiene oo —oo:

&

Si se trata de la resta de fracciones algebraicas efectuaremos la resta de las
fracciones:

. x? x? . ox2 . x? . L
lim - =lim —lim— = - indeterminacion .
xoe | X=1 X4+1| xo=x—-1 xo=x+

El porqué cada fraccion sale infinito esta explicado al tratar la indetermina-

.z oo
cion — .

oo

Sin embargo, si restamos las fracciones:

. x* X X=X x=1) . X +x2-xP+x? . 2x?

lim - = = > =lim ——=2
o | X=1 X+1] xo=  (Xx=1)(x+1) X0 x° -1 xoe x4 —1
En este otro ejemplo el limite resulta —oo:

: x° . N : x° - x(x+1)-x°
lim | x-— = —oo indeterminacion = Iim | x—-— |[=lim————— =
X—>e0 xX+1 X X+1] o= x+1
2 3 3
X+ X=X — .
= lim ~lim=—=lim( -x*) =-e
X—yo0 X 1 X—oo X X—yo0



LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

s~ Si se trata de funciones con raices multiplicaremos y dividiremos por el con-
jugado del que tenga la raiz. Veamos algunos ejemplos:

) |im(\/X+3—\/;)=°°—°° indeterminacion = Iim(\/x+3—\/;)=

. (\/x+3—\/;)-(\/x+3 +\/;) . (\/x+3)2—(\/;)2
X Ix+3+x oo Ix+3+4x

=lim——— X+3-x =|lim————=0

oo Jx+3+4x == Jx+3 +J_

X—>o0

X—>e0 X—>o0

(\/xz—3x+1—x)~(\/x2—3x+1+x) X2 3x 41— x°

=lim

lim (\/x2 -3x+1- x) =oo—oo indeterminacion = lim (\/x2 -3x+1- x) =

=lim

X VX2 =3x+1+x """"\/xz—3x+1+x~
-3x 3
= lim =lim

X—>e0 / + X X—>e0 2X _E

En este tipo de indeterminacion con raices hay que tener cuidado con los
grados de numerador y denominador, y con el o los polinomios que poda-
mos tener dentro de la raiz, por lo que es aconsejable operar con los
monomios de mayor grado para simplificar antes de dar el resultado.

. o N . co - 1
Otra indeterminacion es o« - 0 que se convierte en = s escribimos 0 como —, o
oo

0 . , 1 .
en —~ siconvertimos o en —. En el nivel en el que nos desenvolvemos en el pre-

0

0

sente curso esta indeterminacion es trivial:

X—>o0

(1, . . (1 ) . xP
lim ;~x =00 indeterminacion = lim ;~x =lim=—=o

X—>e0 X—eo X

Fijate que para tener esta indeterminacién hemos separado un cociente. Dado

(o]

que esta indeterminacion puede convertirse en = o] 0" en el caso de que no sean

polinomios, hay que usar otro procedimiento llamado Regla de L'Hbpital, que no se
vera en este curso.
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NS Ejemplos

1. Calcula los limites siguientes:

3 2 2
XS =X +1 . 4x°+3
a) lim =———; b) lim———
x> x* 4+ 3x x>= - x*
Solucion.
3 2 3
X =X"+1 o . L . X A1
a) lim ————=—indeterminacion = lim —- = lim —=0
x> X° 43X = xomem x4 X X
. 4x*+3 o , > G
b) lim——==— indeterminacién = lim =lim(-4)=-4
R 1_X —00 X—eo _ ¥ X—yo0

2. Calcula lim (\/x2 +3 —x)

X—>00

Solucion.

( x2+3—x)-(\/x2+3+x)

lim (\/x2 +3- x) = —c indeterminacion = lim =

x> " x> +3+x
X +3-x 3
=lim————=lm——=0
I +3+x TTUX 43+ x
3. Calcula los siguientes limites:
- 4x° -1 - 1-x*
a) lim— ; b) Iim .
xo= X" +2 o= ]— X
Solucién.
. 4x° -1 e . L . 4x°
a) lim— =— indeterminacién = lim =lim4x =
X X7 4 2 oo X0 X—>o0
. 1-x' L . =5
b) lim > =— indeterminacion = lim — = lim x? =oo
X—>—o0 1 - X —co X——e0 _ ¥ X—>—o0

4. Calcula Iim(\/1+x+x2 —x)

X—>o0

Solucion.

lim (\/1+ X+ X2 —x) = —oo indeterminacion =
(\/1+x+x2 —x)-(\/1+x+x2 +x)

= lim =

X VI+x+x2 +x

1 x+x2=x> . 1+x . ox 1
=lim———"— = |lim =

o2 My x4 x2 +x OUx2 +x e 2x 2




LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Actividades

16. Calcula Iim(\/xz “3x+1-x2 —5x—1) .

X—>o0

F |
I 1
I 13. Calcula los siguientes limites: :
1 I
! 2 3 4 5 .4 1
: a) Iim1+x X +Xx 4x ; b) Iirnx 23x +6x_ :
: xoe 24+ 3x—-5x x——= 2X° +6Xx—3 [
| :
I I
| 14. Calcula Iim(\/2x2 +3x—1-+/2x2 +1) . :
| :

I
i 15. Calcula los siguientes limites: !
: |
I . —2x* +3x% +6x _ . —TX*+4x+1 I
[ a) lim - : b) lim —S——F—. I
: xo-e  Bx° —3x+1 x> 3x° —5x +6 :
I I
I I
I 1
I I
I I
1 I
| 8 ol

5. Asintotas

Se llama asintota a la recta a la que se acerca la funcién cuando la funcién no
esta acotada en un punto (asintota vertical), o a la recta a la que se acerca la fun-
cion cuando x — +~ (asintota horizontal y asintota oblicua). Asi, tenemos tres
tipos de asintotas que estudiaremos seguidamente.

Una asintota vertical indica que la funcién tiende a « 6 - conforme x se acer-
ca a un punto. Este es el comportamiento que hemos visto en las funciones

y =%, y =%, y=Inx, ... y se da en funciones definidas como cocientes en

los puntos que anulan el denominador, o en el caso del logaritmo, en los puntos que
anulan el argumento. La ecuacion de una asintota vertical es x = a, siendo a el nume-
ro que anula al denominador o al argumento de un logaritmo. Veamos algunos ejem-
plos:

y =% tiene una asintota vertical de ecuacion x = 0 (eje Y);

3 . , . .,
y= X—5 tiene una asintota vertical de ecuacion x = 5;

y = In(x + 4) tiene una asintota vertical de ecuacién x = - 4.
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Para hallar la ecuacion de las asintotas verticales hay que resolver la ecuacion:
DENOMINADOR = 0 o, si la funcion es logaritmica, ARGUMENTO = 0.

Una vez hallada la ecuacion de la asintota vertical, para dibujarla, interesa saber
qué le ocurre a la funcién cerca de dicha asintota. Para ello usaremos los limites late-
rales. En los ejemplos anteriores resulta:

1 1 ] 1 1
lim — = — = —o; im—-—=—=o
x->0" X 0 x-0t X QO
im-—"=2_c lim _5_
x53 3— X 0" ’ x53" 3 — X 0
A A
- 5
X
3-x x=3
> ] >
x=0

En el caso de la funcién In (x + 4) no tiene limite por la izquierda, porque no hay
logaritmos de numeros negativos.
Las asintotas horizontal y oblicua nos indican adonde se acerca la funcion

cuando x — oo . Son dos rectas, una de ellas horizontal, tiene pendiente cero, y otra
oblicua, de pendiente distinta de cero.

Una funcién f tiene una asintota horizontal cuando Iin+1 f(x)=k, siendo k un

numero real. La ecuacion de la asintota horizontal es y» = k, donde escribimos el
subindice ~ para distinguirlo de la funcion, que muchas veces se llama y. Una funcion

no tiene asintota horizontal cuando lim f(x) = e .
X—>too
Si la funcion tiene asintota horizontal, no tendra asintota oblicua, pues la horizon-
tal es un caso particular de la oblicua, con la pendiente igual a cero. Veamos algu-
nos ejemplos de asintotas horizontales:

a) y:X_+1:>||mX_+1,~_,||m£:1iy =1
X =1 X—too X — Xx—teo X H

=3 S lim=S_=0=y,=0 (ejeX

b) ¥=g—= lImg==0=y,=0 (eje X)
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c) y=e‘xz>lime‘*=0, lime™ = =y, =0, cuando x — oo

X—>—o0

En este ultimo ejemplo observamos que hay funciones que tienen distinta asin-
tota horizontal cuando x— que cuando x— —0, aunque éste no suele ser el caso de
las fracciones algebraicas.

Para saber como se acerca la funcién a la asintota horizontal (si lo hace por enci-
ma o lo hace por debajo), hay que estudiar el signo de la diferencia y—y tanto en

o0 como en —oo. Veamoslo en las funciones anteriores:

L>O cuando x o=y -y, >0
a) y- _X+1_1_x+1—(x—1)_ 2 NrE Y=VYu
Y=¥w=373717 X -1 Cx—1

%<0 cuando X > —e=y -y, <0

De que y - y» > 0 concluimos que la funcion y va por encima de la asintota y

cuando x—o, y de y—yy< 0 que la funcién y va por debajo de la asintota y, cuando

X— —oo. Graficamente:

]
N,
w-
~+
[
o

3 _ 3 8—x<0 cuando x » o=y -y, <0=y<y,

8—x>0 cuandox 5> —ce=y -y, >0=y>y,

Como y - yu < 0 cuando x— o, y va por debajo de y, e inversamente, como
y — yx >0 cuando x— —o0, iy va por encima de y .

©@ 68 B8 4P
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Graficamente:

¢) No es necesario hacer ningun calculo porque la exponencial siempre es posi-
tiva, luego la funcion e ira por encima de la asintota y .

-
N
w
N
(&)}

Una asintota oblicua es una recta de ecuacion: y,, = mx+n a la que se apro-
xima la funcién f cuando X — feo,

¢, Coémo calculamos m y n? Si f se aproxima a y,, debera verificar que

im F 1 jim T i T g i TX)
X—>too yob x—=tos MX + N x—t0 MX X—to X

XIi_)rl(f(x) ~Y)=0= XIi_}rgm(f(x) -mx-n)=0=n= )(Ii_)Tw(f(x) - mx)

Observa que primero calculamos m, y debe dar un valor finito, pues en caso con-
trario no tendria asintota oblicua, y luego calculamos n. Igual que en el caso de la
asintota horizontal, para ver como se acerca la curva a la asintota hay que calcular
el signo de la diferencia y—y. Recuerda que sélo buscaremos una asintota obli-
cua cuando la funcién no tenga asintota horizontal. También puede darse el caso
de que la asintota oblicua sea distinta para x— « que para x— —o0, aunque se pro-
duce en funciones mas complejas que las que trataremos aqui. Veamos algunos
ejemplos:

x2 +1 X2 +1

. ¢ . , . .
a) y= = lim = lim — = lim x =te = no tiene asintota horizontal.

X — 3 X—teo X — X—teo X X—>Foo
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE UNA FUNCION

Averiguamos si tiene asintota oblicua:

=1

X2+1 2 2 2
. f(x . _ . X +1 . x°+1 . X
m=I|mQ=I|m X=3 _ |im = lim = =~ lim =
X—teo X X—>too X X—>oo X(X —3) x>t ¥© 3 X xode X

X—>Feo X—>Feo X—>too X — 3

= im (F(x)=mx) = fim (:31] i G

. X2 +1-x*>+3x . 3x+1 . 3x
= lim = lim = |lim ==

X—teo x-3 X—to X — X—too X

3

La asintota oblicua tiene por ecuacion y,, = x + 3. Para representar la asintota
oblicua necesitamos dos puntos. Por ejemplo (-3, 0) y (3, 6) .

Para ver como se aproxima la funcién a la recta estudiamos el signo de la dife-
rencia y— Yo :
X2 +1 x> +1-(x-3)(x+3) X2+1—(x2—9) 10
y‘y‘)b:ﬁ‘("”): x-3 \ x-3 “x-3
10
x-3
10
x-3

>0 cuando X 5 e=y-y, >0=y>y, = yvaporencimadey,

<0 cuando x 5 —e=y-y,<0=y<y, = y vapordebajodey,

Graficamente

-20 20

2x* o2t 2kt . ) ,
35— = lim ———= lim —— = lim 2x =+ = No tiene asintota horizontal
x°+5 xoteo }° 4 B xote x X—>oo

2x*

(X)L 3ys L 2x! . 2x*
:>m=I|mQ=I|mX+5=I|m == lim &=
Xote X x>t X Xt T p By xode

4 _ 3
( 2x* —2x)= im 2x 2x(x +5)_

b) ¥=

2

0

n=lim (f(x)-mx)= lim

X—>too X—>too

. —10x
3 3 =lim ——=
x°+5 Xteo x°+5 xote x° + 5

©@ 68 B8 4P
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La asintota oblicua tiene por ecuacion y., =2x. Para representarla cogemos los pun-
tos (-3, —6) y (3, 6). La funcion se acerca a la asintota oblicua de la siguiente manera:

® x%i5 x*+5 xX+5 X X2

=Y -Yu<0=y<y, = yvapordebajodey,

0=

Graficamente seria:

Ejemplos

1. Averigua las asintotas de y = e indica como se aproxima la funcion a sus asintotas.

_ 5
3x%-12
Solucién. Para hallar las asintotas verticales resolvemos la ecuacion denominador = 0,
que en este caso es 3x° —12=0=3x* =12= x* =4 = x = +2 = La funcién tiene dos

asintotas verticales de ecuaciones x = 2, x = 2.
Para ver como se aproxima a cada asintota vertical hay que calcular los limites laterales:

5 5 . 5 5
=oo (pruebacon —2,01); Ilim = — = —oo(prueba con—-1,99
(P v =it )

lim 5 =—
x>2 3x°-12 0

; 5 5 . 5 5
lim ———=— =-= (pruebacon 1,99); I|im =— =o (prueba con 2,01
X2~ 3)(2 -12 0 (p ) v 3X2 -12 0 (p )

, . . 5 e
Para hallar la asintota horizontal calculamos lim W =0 = La funcioén tiene como
X—>too X -

asintota horizontal la recta y4=0, que es el eje X. La funcién se acerca a la asintota

horizontal de la siguiente manera:

@ 8 8 4P
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3. Halla las asintotas de la funcion f(x)=

5 0 5

Y-Y,=—5——-0 = i>0:> y-y,>0= y>y,= La funcion va
3x*-12 3x?

3x%-12
por encima de la asintota horizontal.
Como la funcion tiene asintota horizontal no tendra asintota oblicua.

4x+3
2. Averigua las asintotas de ¥ =~ —= 'y estudia como se acerca a sus asintotas.

Solucién. Para hallar las asintotas verticales resolvemos la ecuacion Xx—-7=0=x=7=
La funcion tiene una asintota vertical de ecuacion x = 7, a la que se aproxima del modo
siguiente:

, 4x+3 31 ) o _4x+3_31_
XIT; =570 - —eo (prueba con 6,99); )!T;] =7 "o (prueba con 7,01)
Para hallar la asintota horizontal calculamos el limite x"jll = 4;_+73 = X”_[Dw = 4—):( =4 | por

lo que la asintota horizontal de la funcion tiene por ecuacién y, = 4. La funcién se apro-

xima a la asintota horizontal de la siguiente manera:
31
_4x+3 , 4x+3-4(x-7) 31 x—7
Y=Yu=73"7 R x—7 Tx=7 31

X—7

>0 cuando x — =

<0 cuando x — —oo

Por lo tanto, la funcién va por encima de la asintota horizontal cuando x— « (pues
y — ¥y > 0)y va por debajo cuando x— — o (pues y — y, < 0).
2

X
x—-4

y estudia el comportamiento de la funcién

cerca de sus asintotas.

Solucion. Resolvemos la ecuacion x —4 = 0, x = 4. Por tanto f tiene la asintota vertical
X =4, a la que se acerca del modo siguiente:

2 2
lim ef E =—oo (prueba con 3,99); lim e A +oo (prueba con 4,01)
x—4 X — 0 x4t X —4 0"
TXE L TX , ; :
Como Xll_)rpmx_ zJI_)erT=X|I_)rDN(7X)=i°° no tiene asintota horizontal, por lo que

buscamos si tiene oblicua:

7 x?
il i Sl e (T b
X—>too X X—to X — X—to X X—>too
. (7x? _TX*-Tx(x-4)  28x . 28x
=t (10 me) =i 72 7 | i P e 2%ty 220

La asintota oblicua tiene por ecuacion yq, = 7x + 28. La funcion se acerca a la asintota
oblicua del siguiente modo:

@ 68 B8 4P

188




@ B O 4

_TX2—(7x+28)(x-4) 112

f(x)—yob=m‘(7x+28) X —4 “x-47
;1_24>0 cuando x > e =f >y, =f vaporencimade y,,

112
x—-4

<0 cuandox —-~=f<y, A =f vapordebajode y,

4. Averigua la asintotasde y = X — ~+9 © indica como se aproxima dicha funcién a sus asintotas.

Solucién. Resolvemos la ecuacion x + 9 = 0. Tiene como asintota vertical x = -9 y se
acerca a ella del modo siguiente:

: 1 1 .
xl_m(x - m) =-9- o o (prueba con -9,01);

: 1 1
XILTa (x - m) =-9- o —eo (prueba con -8,99)

Asintota horizontal no tiene porque Iirp (X_XL-FQ}: Iirp X =t , La asintota oblicua

. . . ] . 1
podemos calcularla sin necesidad de recurrir a la férmula porque I|n+1 (x %3917
X—>too

= lim x=y,, =X _ Lafuncién se aproxima a la asintota oblicua de la siguiente manera:

X—>too

1
1 1 x—+9>0 cuando x — o

Y =Yoo =X 39 7 X x50 ™

L<0 cuando x — —o
X+9

por lo que y va por encima de y,, cuando x — « y va por debajo cuando x — — 0.

L |
1 1
I _ I
i : 17. Averigua las asintotas de la funcién y = % y estudia el comportamiento de dicha fun- .
| _
! cion cerca de sus asintotas. i
1 2 1
i I 18. Halla las asintotas de f(x)= ¢ e indica como se aproxima la funcion a sus asintotas. |
1 1
' 7x2 -5 '
i | 19. Estudia el comportamiento de f(x)= T cerca de sus asintotas. Escribe las ecua- |
: x° + I
. ciones de dichas asintotas. |
1 3 1
& ! 20. Halla las ramas infinitas de f(x)=—; e indica el comportamiento de la funcion cerca !
| _
: de ellas. i
[ o e e e R R R S - o



UNIDAD

Derivada de una funcion

la Matematica y una de las mas potentes herramientas de analisis y de calculo para

las funciones: la derivada. Aqui la hacemos surgir de la tasa de variaciéon media,
como una generalizacion necesaria para el estudio del crecimiento de una funcién. De paso,
mencionamos el origen geométrico de la derivada (trazado de la recta tangente) y después
recordamos el origen fisico de la derivada hablando de la velocidad.

T ras los limites viene una de las operaciones con funciones mas importantes de toda

Una vez visto el origen de la derivada, aprendemos coémo calcularla. Hallamos la deriva-
da de algunas funciones sencillas con ayuda de los limites. No deducimos todas las reglas
de derivacion porque aumentaria la cantidad de calculos, pero no anadiria gran cosa a este
nivel. Aparte de las derivadas, aprenderemos el algebra de derivadas: como es la derivada
de la suma, del producto, del cociente y de la composicién de funciones, importantisima ope-
racion que nos va a permitir derivar cualquier funcion, por muy complicada que sea.

Terminamos explicando las derivadas sucesivas, centrandonos en la derivada segunda
que se usara en la Unidad siguiente para representar graficamente una funcion.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

Célculo de la tasa de variacion media.

Interpretacién y definicion de la derivada de una funcién en un punto.
Definicion de la funcién derivada y su calculo siguiendo ésta.

Calculo de derivadas mediante las reglas adecuadas.

Célculo de las derivadas sucesivas.

g A 0ON =
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1. Tasa de variacion media

Cuando vimos la funcion lineal destacamos que la pendiente nos proporcionaba

L . ‘. o - A
la Tasa de Variacion Media (T.V.M.) de la funcion y escribiamos m YTV _AY ,
X, =X, Ax
donde el simbolo A se llama incremento y nos mide la variacién (que puede ser cre-
cimiento, si hay un aumento, o decrecimiento, si hay una disminucion) de lo que
viene a su derecha: Ay es el incremento de y (la funcién) y Ax el de la x (la variable

independiente).

En el caso de la funcion lineal, cuya representacion grafica es una recta, m o la
TVM nos proporciona toda la informacion sobre el crecimiento de la funcion, de modo
que si m > 0 la funcion es creciente, si m < 0 es decreciente y es constante cuando
m = 0.

Podemos extender el concepto de TVM a las demas funciones sin mas que defi-
nirla como:

f(b)-f(a) Mz fOR) =) o 2 AT
b-a X; — X, Ax

TVM =

Sin embargo, la TVM para funciones que no son lineales no proporciona la

misma informacion que en el caso lineal, pudiendo incluso inducir a error como se
deduce facilmente del siguiente grafico

v

Esta claro que la TVM va a ser negativa en el intervalo [a, b], pues f(b) < f(a), lo
que nos llevaria a concluir que la funcién decrece en [a, b], lo cual no es del todo cierto.
Observa que crece alcanzando un maximo y después decrece hasta un minimo, vol-
viendo a crecer tras éste. También notamos que la TVM vale cero en el intervalo
[c, d], porque f(c) = f(d), por lo que concluiriamos que la funcion es constante en el
intervalo [c, d], lo que esta muy lejos de ser verdad, tal y como puedes ver en la gra-
fica. Toda la informacion anterior no la recoge la TVM debido a que abarca un inter-
valo muy amplio en el que la funcién puede sufrir muchas variaciones, indetectables
por la TVM.
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¢, Podemos arreglar las insuficiencias de la TVM? Si; lo que hemos de hacer es
reducir el intervalo, haciendo que su anchura sea cada vez menor. Para ello recurri-
mos al limite del cociente cuando la anchura del intervalo tiende a cero, por lo que

podemos escribir TVI= I|m Ay siendo TVI la tasa de variacién instantanea, mas

AX ’

conocida como derivada de una funcién en un punto. En el siguiente apartado segui-
remos hablando de la derivada.

1. Hallala TVM de f(x)—x—+:|I en [2, 5].
Solucion.
o : _ _ f(5)-£(2)
Usamos la definicion, teniendo en cuenta que a=2 y b=5 y nos queda TVM = 55
Calculamos las imagenes de 5y de 2: f(5)= £ +:: 2 :% ,
3 3 3

_2+1_ 2 ~__2_1

f(2)— 51 =3=TVM= =3 =73

2. Hallala TVM de f(x) = x> + 2x =3 en [-1, 3].
Solucion.
Ahora a=—1,b=3:>TVM=M

= 32 :3_-3=
3= . Obtenemos f(3) =3*+2-3-3=12,

1) =(-1) +2(-1)-3=1-2-3=-4=Tvm=12=CH T4
3. HallalaTVMde y=+vx+4 en|0, 12].

Solucion.

Ahora a=0,b=12:>TVM=% . Las imagenes son f(12)=v12+4 =4,
_ _ _4-2_2_1
f0)=V0+4=25TWM=2"2=5 =,
4. Hallala TVM de f(x)=—X_ en[o, 1].
4x -1 '
Solucion.
-0 p— _f(1)-1(0) : _ 31 _3_
Ahora a=0,b=1=TVM=—2—5= . Setiene f(1)==—=73=1
3-0 1-0
f0)= 75 —=0=TVM=2"c=1.
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Actividades

1. Halla la TVM de f(x) = x* — x en [-1, 1].
2. Calcula la TVM de y =2X*3 en 1, 21.
2x—-3

3. Averigua el valor de la TVM de f(x)=+3x+4 en[-1, 7].

4. ;Cuanto vale la TVM de f(x) = 4x + 5 en [-5, 10]?:Y en [0, 1]?

2. Derivada de una funcion en un punto

Hemos acabado el apartado anterior mencionando la tasa de variacién instanta-
nea, que nos permite estudiar el crecimiento de la funcién punto por punto, al hacer
que la anchura del intervalo de la TVM tienda a cero. Habitualmente esta tasa reci-
be un nombre especial: se llama derivada de una funcién en un punto y se define
como:

Fi(a) = im F@:+h)=f(a)

h—0 h
Te daras cuenta de unas pequenas diferencias con respecto a la TVM:

s En la TVM habldbamos del intervalo [a, b] y en la derivada lo hacemos del
intervalo [a, a + h], es decir, hemos cambiado b por a+ h, por lo que la anchu-
ra del intervalo sera ahora a+h—-a=h, que es lo que aparece en el denomi-
nador.

s En la primera definicion de la derivada, en el apartado anterior cuando la lla-

mamos TVI, dijimos que TVI :Alimo% , que parece muy diferente a nuestra

segunda definicion de derivada. Pues no, coinciden: recuerda que
Ay =f(b)-f(a)=f(a+h)—-f(a),yque Ax=b-a=a+h-a=h _ Laventaja
que tiene esta forma de escribir la derivada de una funcién en un punto es la

brevedad. El inconveniente: hay que saber lo que significa cada término para
poder calcular la derivada correctamente. La derivada se escribe con esta

e oo dy . Ay .
notaciéon (que se debe a Leibnitz) como ax —AI)I(TOE y se lee derivada de
y respecto de x o diferencial de y (dy) partido por diferencial de x (dx). Esta

ultima lectura procede de considerarlo como el cociente de los limites de los
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incrementos, lo que permite escribir %:y' y despejar dy =y"dx. Esta
notacién no es muy usada actualmente a estos niveles, aunque presenta
ventajas cuando se trata la integral (Qque veremos en 2° de Bachillerato).

Nosotros usaremos la notacion de f'.

Podemos hacernos una idea grafica de la derivada mirando la siguiente secuen-
cia para una misma funcion f. Por claridad hemos omitido escribir a + h, que ird cam-
biando conforme h tienda a 0, y también hemos omitido el valor de f para cada uno
de los puntos que aparece.

Observa la recta r: en principio corta a la funcion fen dos puntos distintos (es una
recta secante), puntos que conforme h tiende a cero se aproximan cada vez mas,
verificandose que en el limite cuando h tiende a 0 corta a la funcién en un unico
punto, por lo que la recta r se convierte en la recta tangente y la derivada en el punto
sera la pendiente de dicha recta tangente. Teniendo en cuenta este resultado pode-
mos escribir la férmula para calcular la ecuacion de la recta tangente a una funcién f

en un punto (X, o) cualquiera: y -y, =f'(x,)- (X - X, ) en la que hemos sustituido la

pendiente m por su valor, que es la derivada en el punto.

El encontrar un método que permitiera calcular la ecuacion de la recta tangente
a cualquier curva fue uno de los origenes de la derivada. El otro origen fue el encon-
trar un método que permitiera encontrar la velocidad instantanea que lleva un movil.
Recuerda que la velocidad media es el espacio recorrido partido por el tiempo y la
velocidad (instantanea) es el limite del espacio recorrido partido por el tiempo cuan-

. . . . AS _— .
do el tiempo tiende a cero: v = I|m0E . Este ultimo camino es el que lleva al concep-
At—
to de tasa de variacion instantanea.
Una vez vista la definicion y las interpretaciones de la derivada queda ver como se

calcula. Vamos a usar un procedimiento conocido como la Regla de los cuatro pasos,
que consiste en desglosar paso a paso la definiciéon. Veamoslo con un ejemplo:
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Ejemplos

Calcula la derivada de f(x) = x>+ 3x—1en x = 2.
Solucion.
Por definicion £(2)=lim &M =12)
1¢ paso: célculo de las imagenes f(2)=2?+3-2-1=9;f(2+h)=(2+h) F =3(24 h)—1=
=4+4h+h*+6+3h —1=4+4h+h=h*>+7h+9

2° paso: célculo de la diferencia f(2+h)-f(2)=h?+7h+9-9=h*+7h=h(h+7)

f(2+h)-f(2) _h(h+7)
h a h

3° paso: calculo del cociente =h+7

4° paso: calculo del limite del cociente ”mw

=lim(h+7)=7=1'(2)=7.

Una observacion: si en el paso 3° no hubiéramos simplificado y eliminado h de
numerador y denominador, al tomar el limite hubiéramos obtenido la indeterminacion

0 . , .

0 Este es un resultado necesario para que exista la derivada en el punto porque el

denominador, que es h, siempre valdra cero, y el unico resultado que no nos dara

infinito es que el numerador también sea cero. Para que el numerador sea cero ha

de verificarse que Ihirrg(f(a +h)- f(a)) =0=f(a)= Llrrg f(a+ h)= lo que significa que
—> —

si hay derivada de la funcién es porque la funcién es continua. De ahi la impor-
tancia de la continuidad, pues es una condicidn necesaria para que la funcion tenga
derivada (aunque no suficiente).

Ejemplos

1. Usando la definicion calcula la derivada de f(x) = 5x -2 en x = 1.
Solucién.
Definicién £'(1)=lim 0+ =10
1* paso: calculo de las imagenes f(1)=5-1-2=3, f(1+h)=5(1+h)-2=5h+3
2° paso: calculo de la diferencia f(1+h)—f(1)=5h

f(1+ h)-f(1) _5h

h e

3 paso: calculo del cociente
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f(1+ h) - (1)
h

4° paso: calculo del limite del cociente l,,'g?) = |hILT?)5 =5=f'1)=5

No habia necesidad de hacer operaciones porque en la funcién lineal, y f(x) = 5x -2
lo es, la derivada coincide con la tasa de variacion media y ésta con la pendiente de la
recta m = 5.

2. Calcula la derivada de f(x) = x* + 1 en x = — 3 usando la Regla de los cuatro pasos.

Solucion.

f(=3+ h) - f(~3)
h

Definicion f'(—3):!7igg
1°" paso: calculo de las imagenes

f(—3):(—3)2 +1=10, f(—3+h):(—3+h)2 +1=9-6h+h* +1=h*-6h+10

2° paso: calculo de la diferencia f(-3 +h)—f(-3)=h*-6h+10-10=h? —6h = h(h-8)

f(-3+h)-f(-3) _h(h-6)

h ph-t

3 paso: calculo del cociente

f(-3+h)-f(-3) _
. =

4° paso: calculo del limite del cociente m !,'E?J(h -6)=-6=>f'(-3)=-b6

3. Usando la definicion halla f'(5), con f(x):;(—i_i.
Solucién.
Definicion f'(5)= lim LG+ 1) =f0)
h—0 h
& , N o s ~5+h+3 h+8
1" paso: calculo de las imagenes f(5)——5_4 =8, f(5+h)= S h_4- hr1

. . . h+8 h+8-8(h+1) —-7n
2° : calculo de la dif = = - 8= =
paso: calculo de la diferencia f(5+ h)-f(5) g 8 — =
—7Th
- o - f6+h)-f®) _h+1_ -7
3° paso: calculo del cociente h = =R
4° paso: calculo del limite del cociente lim 1O+ =FO) _yy =7 _ 7, f'(5)=-7
h—0 h h—0 h+1
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4. Dada f(x)=+v2x-1 calcula f'(1) usando la definicion.
Solucion.

Definicion rm):uqfﬂil%:IgQ

1" paso: calculo de las imagenes f(1)=+2-1-1=1, f(1+h)=, /2(1 +h)—1=,2h +1
2° paso: calculo de la diferencia f(1+h)—f(1)=~v2h+1-1

f(1+h)—f(1) _~2h+1-1
~ T h

3 paso: calculo del cociente h

4° paso: calculo del limite del cociente Iimw = Iim—“2h+1_1 :9 indetermi-
h—0 h h—0 h 0
nacion = Multiplicamos y dividimos por el conjugado del numerador y obtenemos
2
(V2h+1) "= opiq_q oh . 2 2

lim im———— = lm————————

I T R P A B I T RN PR

I i
1 1
1 1
1 1
: . 3x+2 _ L .
; 6. Calcula la derivada de f(x)= 3x 1 en x = 1, usando la definicion. i
| |
| 7. Hallaladerivada de f(x)=+/5x+1 en x =0, usando la definicion. ]
i i
1 1 1
| 8. Usa la definicion para calcular f'(- 3), siendo f(x)= ; .
- X+4 -
i I

3. Funcion derivada

En el apartado anterior hemos calculado la derivada de una funcién en un punto
x = a. Sin embargo, dado lo tedioso que es seguir el procedimiento usado para cal-
cularla, es légico que nos planteemos si podemos encontrar una féormula o una fun-
ciébn que nos proporcione la derivada de una funcién en cualquier punto x, y que
pueda ser particularizado para un cierto punto a. Surge entonces el concepto de fun-
cion derivada, derivada primera o, simplemente, de derivada, definiéndose la deriva-
da de una funcion en un punto cualquiera x como:
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0 =im f(x+ hiz —f(x)

La forma de proceder es analoga a la anterior (regla de los cuatro pasos), pero
al tratarse de un valor genérico x podemos dar formulas que nos serviran para las
funciones que ya conocemos.

Ejemplos

1. Dada la funcién f(x) = k, k € R, averigua su derivada.
Solucion.

Definicion /(x) = ”"‘w
x—0

1° paso: calculo de las imagenes f(x +h)=k
2° paso: calculo de la diferencia f(x+h)-f(x)=k—-k=0

f(x+h)=f(x) _0 _

h h 0

3° paso: calculo del cociente

F(x + h)— f(x)
h

4° paso: calculo del limite del cociente f'(x):Ling =Lin?]0 =0=f'(x)=(k)'=0.

La derivada de una (funcién) constante es cero. Si piensas un poco, no hubiera sido

necesario aplicar ninguna definicién, pues una funcion constante nunca cambia, por
lo que su tasa de variacion, ya sea media, ya sea instantanea, sera cero.

2. Dada f(x) = x*, halla su derivada.

Solucion.
1¢ paso: calculo de las imagenes f(x + h)=(x+ h)’ = x* + 2xh + h*
2° paso: calculo de la diferencia f(x +h)—f(x)= x* + 2xh+ h* — x* = 2xh + h* = h(2x + h)

f(x+h)—f(x) h(@2x+h)
h = 5 =2x+h

3° paso: calculo del cociente

4° paso: calculo del limite del cociente [im

w:lim(2x+h)=2x:>
h—0 h h—0

’

f(x)=(x*) =2x.
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3. Halla la derivada de f(x) :%.
Solucion.

1
X+h

1° paso: calculo de las imagenes f(x+h)=

1 1 _x—(x+h)_ -h

x+h x  x(x+h) — x(x+h)

2° paso: calculo de la diferencia f(x +h)—f(x)=

-h
or . . f(x+h)-f(x) _ x(x+h) -1
3° paso: calculo del cociente h = h A )
4° paso: calculo del limite del cociente lim A gARLNX) = lim — = _—;I
h—0 h h-0 X(X+h) x

=1} =1
f (x)—(xj =z
4. Averigua la derivada de la funcion f(x)= Jx .

Solucion.

1° paso: calculo de las imagenes f(x+h)=~x+h
2° paso: calculo de la diferencia f(x + h)—f(x)=~/x+h —+/x

f(x+h)-f(x) _x+h-x
h

3¢ paso: calculo del cociente h
4° paso: célculo del limite del cociente lim Fx+h)=F(X) _ i NX+A —Vx _
h—0 h h—0 h
= \/_X—B\/; Z% indeterminacion = Multiplicamos y dividimos por el conjugado del

X+h-x . .
=lim = lim

. h 1
numerador y se obtiene lim S
/ "*Oh(\/x+h+\/;) 'Hoh(\/x+h+\/§) -0 \[x + h +/x

I N = N = S
“hrdx 2k ™ (¥) 2Jx
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¢, Donde esta la ventaja con respecto a lo que hicimos en el apartado 2? Pues la
ventaja es que si quiero calcular la derivada de f(x) = x> en x = 3, aprendo que

f'(x) :(xz)/ =2x=>f'(3)=2-3=6, 0 que si quiero hallar el valor de la derivada de

f(x)=+/x enx=9, tendré que f'(x)=(\/})/ =L:>f'(9)— 1 _1 Es decir, cono-

2Jx “2Jo 6

ciendo la derivada de una funcion no tengo mas que sustituir cuando me interese.

Todas las derivadas que aparecen en la tabla que viene a continuacion pueden
obtenerse como las tres anteriores. Sin embargo, lo que nos interesa es que apren-
das a derivar, es decir, que aprendas las derivadas de las funciones mas importan-
tes y que entiendas que tienen su origen en la definicion que hemos manejado en los
tres ejemplos anteriores.

Tabla de derivadas de las funciones usuales
Funcion Derivada
k (constante) 0
x", neR n-x""
1 -1
X X2
Jx 1
24/x
e e
In x 1
X
sen x CoS X
coS X -sen x
tg x 1+tg°x = L
cos’x
1
arcsen x >
1-x
-1
arccos x 2
1-x
arctg x 1
9 1+ x?

Una observacion al 2° caso: nos sirve para x elevado a cualquier exponente, ya
sea entero o fraccionario. Por ejemplo:

Entero: (%) = (x‘5) =5.x°"=-5.x"° =;—§ : escribimos el exponente como

negativo y le aplicamos la féormula. De igual modo, aunque ya la conocemos, pode-
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7’

1
mos calcular la derivada de 7 : (1) :(x‘1) =1.x"=-.x2%=.
X

7’

’ 1 il 8
Fraccionario:(z/;) =(X7J =;~x7 =_~x7=L: 1

= 5 = . Como Vx suele
7.x7 TVX

aparecer con cierta frecuencia, la hemos separado del caso general, aunque pode-
mos averiguar su derivada mediante la férmula general:

7’

’ 1 1 1
(Vx) (Xajzl.xa—glﬂ: 11
2 2

1. (x)/ =1-x""=1.x% =1 Apréndete bien este sencillo resultado, que a veces se atraganta
inexplicablemente. Recuerda que si no ponemos exponente se sobreentiende que es 1.

’

2. (ij :(x“"), ——4.x*"=—4.x° =i;

Es también importante recordar bien el manejo de exponentes negativos y frac-
cionarios para pasar de un modo de escritura a otro.

Actividades




UNIDAD

DERIVADA DE UNA FUNCION

4. Calculo de derivadas

Vamos a ver a continuacion el algebra de derivadas o conjunto de reglas para
derivar. Todas ellas proceden de combinar la definicion de derivada con el algebra de
limites que vimos en la Unidad 7.

4.1. Derivada de la suma de funciones

(f+g) =f (x)£ g (x) & La derivada de una suma (o resta) es la suma
(o resta) de las derivadas.

Ejemplos

r

1. (x2 +cosx) :(x

r

?) +(cos x) =2x-senx

L4

2. (\/;—senx)’ =(\/;) —(senx)’ =

|

—COsS X

<

2

@

1 (1Y r_ 1 »
(X+tng _(x) +(tgx) = = +1+tg°x
Dada la sencillez de la féormula suele escribirse directamente el resultado:
4. (x3 + 5)' =3x?
5 (x* +x)/ =4x° +1

6. (x5—x2+x—7)/:5x4—2x+1

y, claro esta, podemos poner todos los sumandos que queramos y lo que deberemos
hacer es ir derivando sumando a sumando.

7’
1 1 1 1
7. (\/x +;+senx+e" —Inx+tgx —cosx | =—=—-— +cosx + e —;+1+tgzx+senx.

24/x

(Recuerda que (cosx) =—-senx por lo que —(cosx) =senx ).
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4.2. Derivada del producto de funciones

(f-g)' (x)=F(x)- g(x)+f(x)-g'(x)< La derivada de un producto es

igual a la derivada del primer factor por el segundo sin derivar mas el primer
factor por la derivada del segundo.

’ ’ ’

1. (xz«cosx) :(xz) -cosx + x%-(Cos x) =2x-cosx — x* - senx

.%=5x4~lnx+x4 =x*(5Inx +1)

’ ’ ) 1
3. (v/x-senx) =(v/x) -senx ++/x - (senx) = ——=-senx++/x -cosx
TENEL e ]
1Y (1Y 1 . 1 , _x(1+tgzx)—tgx
4. (; tng —(;) tgx+;(tgx) = ?tgx+;(1+tg X)= —

Un caso especial de esta formula es cuando una de las funciones es constante, pues
como la derivada de una constante es cero, s6lo nos quedara uno de los términos de la
derecha:

(k- f)/ (x)=k -f(x), k constante (la constante multiplicativa no se deriva):

5. (5x°) =5-(x*) =5-3-x* =15x°
6. (3senx) =3-(senx) =3cosx

7. (7x5)/ :7(x5)/ =7.5.x* =35x*
Dejamos la constante y derivamos la funcién, multiplicando por el valor de la constante.

Podemos mezclar sumas, restas y productos, derivando cada una de estas operaciones
como les corresponde:

’

8. (x4 + xze") = (x4 )/ + (xze" )/ =4x°% + (x2 )/ e* + x? (e" )/ =4x° + 2xe* + x2e*

9. (4cosx —x"In x)/ =(4cos x)/ - (x7 In x)/ = —4senx - {7x6 Inx+x" %} =-4senx —7x°Inx — x°
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4.3. Derivada del cociente de funciones

» g(x)#0< | aderivada de un cociente

(L) ()= £ 9(x) =0 ' (x)
J [9(x)]

es igual a la derivada del numerador por el denominador sin derivar menos el
numerador por la derivada del denominador, partido todo por el denominador
al cuadrado.

Fijate que para que podamos calcular la derivada del cociente, el denominador
ha de ser distinto de cero, pues no podemos dividir por cero.

Ejemplos

’ ’

(x) cosx —x(cosx) cosx—x(-senx) cosx + xsenx

TN

3

o | X<

x

~—
I

(cosx) 2 cos?x cos®x

’ ’
 (senx) _ (senx) -cos x —senx -(cos x) _ COS X -COS X —senx -(—senx) _
oS X (cos x)” cos’x

1
2 2 2
_ cos’x +sen’x _ | cos®x
cos’x cos’x N sen®x
cos’x cos’x

=1+ tg®x

’

5 (X1 ':(x2+1)(x2—1) — (% +1)(x*-1) _2x(x2—1)—2x(x2+1)_ _4x
s

(x2—1)2 (x2—1)2 (x2—1)2

Los denominadores no se suelen desarrollar, sino que se dejan indicados.

" = = = , que es un resultado que ya obtuvimos
X X

(tg_x)/ Y (tgx)/ X —tgx - (x)/ (1 + tgzx) - x —tgx

al escribir la fraccién anterior como un producto (ejemplo 4 del producto).

Como puedes comprobar, hay que simplificar al maximo para obtener la derivada; no
sirve con dejarla indicada. Como hemos dicho la derivada se usa para estudiar las fun-
ciones y por ello hay que saber lo que vale, algo que no podemos conocer si solo la deja-
mos indicada.

(x=4)° (x=4)° (x=4)°

5 (;(ti)':(x+3)/(x—4)—(x+3)(x—4)/:x—4—(x+3) 7
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;s 1
A _x/: (Inx) -x-Inx-(x) :;‘X_|”X:1_|nx
X x? x? x?
( ) (e =1) (e +1)=(e" ~N)(e* +1) e*(e" +1)—e*(e"=1) g
7 = =
e +1 (e"+1)2 (e"+1)2 (e"+1)2
g [ 2x+senx 2x+senx) cosx—(2x+senx)-(cosx)/ _ (2+cos x)-cos x +senx(2x + senx)
( oS X j cos’x - cos’x i
_ 2C0S X +Cos x+22xsenx+sen2x _ 2003x+2>2(senx+1’ pues cos?x +sen?x =1,
cos’x cos’x
xe* \ (xe")/~|nx—xe"«(lnx)/ (e +xe) Inx—xe"% e* (1+ x)Inx — "
9 = = = =
(Inx) (Inx)* (Inx)* (Inx)*

e ((1+ x)Inx 1)
(Inx)*
==,

Dentro de la derivada de un cociente, podemos considerar el caso particular

0N, fx) kY o\ k-f(x)
(fj (x) [f(x)]2 o] (f) (x) [f(x)]2 con k constante. Observa que el
resultado se obtiene porque la derivada del numerador es cero, al ser constante (el
1 es una constante), por lo que en el numerador sélo queda la parte del numerador
por la derivada del denominador.

Ejemplos

’
3 |} _ _3cosx
senx senx

) (L)’ _7(1+tgzx)

tg®x

14

¢ 6
3. (ij 57X _ 35 . Esta se podria hacer escribiendo la funcién como un exponente
X x°

35
F-

negativo ( 5x~’ )/ =5. (_7) x ' =_
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i

I

I

I

5 !

. Halla la derivada de: a) y =8xtgx—56*;b) y=%x-Inx;c) y= ]
2x+3 I

I

. Calcula la derivada de las siguientes funciones: .
I

2x% +3x -1 6x x° .
f(x)==——=——:Db) f(x)= ; = . 1

. Deriva y simplifica las siguientes funciones: :
I

Jx 3x° —x 8 I

a = ;b)) f(x)= ;. ¢) f(x)= I
) y=p=mi B =S58 o) f=g :
I

. Halla la ecuacién de la recta tangente a la curva y = x* —=7x+1 en el punto (1, -5). i
1

I

Averigua la ecuacion de la recta tangente a la funcién y = x* - x* +1 en el punto (-1, 1). :

4.4. Derivada de la composicion de
funciones. Regla de la cadena

Definimos la derivada de la composicién de funciones como:

(fog) (x)=(f(g(x))) =F(g(x))-g'(x)

Es decir, la derivada de una composicion de funciones es igual al producto
de la derivada de la primera funcioén, particularizada en la segunda funcioén, por
la derivada de la segunda funcion, particularizada en x.

La dificultad estriba en averiguar cual es la primera y cual es la segunda funcion.
Para ello, hay que recordar lo visto al hablar de la composicion de funciones, y recor-
dar que g era la primera que actuaba y f la segunda. Comparando con la férmula
(también conocida como regla de la cadena, porque vamos derivando eslabon a
eslabodn), vemos que primero derivamos f (la ultima que actua) y después g (la pri-
mera que actua).

Ejemplos

1. Calcula la derivada de a) y =sen2x ; b) y =sen’x .
Solucion.

a) Tenemos dos funciones seno y 2x. Primero calculariamos 2x y después el seno, por

lo que derivamos primero el seno (y lo evaluamos en 2x) y después derivamos 2x:

’
(sen2x) =cos2x- 2 =2c0s2x
derivada  derivada
del seno de 2x
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b) Tenemos las funciones seno y x* (elevar al cuadrado). Primero calculariamos el seno
y después elevariamos al cuadrado, por lo que primero derivamos el cuadrado y

7’
después el seno: (sen’x) =  2senx - COSX  =2S€NXCOSX.
- —

derivada del cuadrado derivada del seno

2. Halla la derivada de a) f(x)=(7x+1)” ; b) y=cosx®.
Solucion.

a) Tenemos las funciones 7x + 1y x® (elevar al cubo). Primero operariamos 7x + 1y des-
pués elevariamos al cubo, por lo que derivamos primero el cubo y después 7x + 1:

((7x+1)3)/=3(7x+1)2~ 7 =21(7x+1)°

- derivada de 7 x+1
derivada del cubo

b) Tenemos la funcién coseno y x? (elevar al cuadrado). Primero calculariamos el cua-
drado y después el coseno, por lo que primero derivamos el coseno y después x*
’
(cosx*) = =senx’ . 2x = =-2xsenx’
~ —

derivada del coseno derivada de x2

3. Averigua las derivadas de a) y=e™; b) f(x)= e .
Solucion.

a) Tenemos las funciones exponencial y -x. Primero cambiariamos el signo (-x) y des-
pués la exponencial. Asi, derivamos primero la exponencial y después -x:

(e*)= X () =

derivada de la exponencial )
& derivada de —x

b) Tenemos las funciones exponencial y -x*. Primero calculariamos -x* y después la
exponencial, por lo que primero hay que derivar la exponencial y después -x*

( e‘xz) = e . (-2x) — _2xe
derivada de la exponencial — 2
derivada de —x
4. Deriva las siguientes funciones: a) y = In(x2 -5x +1) . b) y=In(tgx).
Solucion.

a) Tenemos las funciones x? - 5x + 1 (primera que se calcularia) y In (segunda que se
calcularia). Se deriva primero el In y después el polinomio:

’ 1 2 —
(In(x2—5x+1)) == @ =_X2_X5X5+1
2

derivada del In derivada de x“-5x+1

b) Tenemos las funciones tgx (la primera que se calcula) y In (la Ultima que se calcula).
Asi, se deriva primero In y después la tangente:

7 1 1+ tg®x
(In(tgx))z o (1+tgzx) :tg_?(

g
derivada del In
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En algunos textos se detalla mas la regla de la cadena, ampliando la tabla de
derivadas que hay que aprender. Aunque la regla de la cadena sélo exige pararse a
pensar el orden de ejecucion de las funciones, también puede ser de utilidad la
siguiente tabla:

Funcion Derivada

(f(x))" n-(fx))""-f(x), neR
ef f'(x)-e™ :
In(f(x)) %
sen(f(x)) f(x)-cos(F(x))
cos(f(x)) —f(x)-sen(f(x))
f' ; 2
tg(f(x)) % = f'(x)(1+tg’ ((x)))

Observa que en la tabla sélo tenemos dos funciones y que sus resultados se
obtienen de la regla de la cadena, que deberemos usar cuando aparezcan mas de
dos funciones.

Ejemplos

1. Averigua la derivada de a) y =e>** ; b) y=In(x*+x-1).

Solucion.

a) (95"*3 )/ =5e>"°, pues (5x +3)/ =5.

b) (In(x2+x—1))/:%, pues (x2+x—1)/:2x+1.

2. Calcula la derivada de a) (3x5 —-5x? +7)8 ; b) 3/(9x-5) 2
Solucion.

a) (3 -5x¢+7) ) =8(3x° ~5x> +7) (15x* ~10x), pues (3x° ~5x+7) =15x* ~10x.

’

b) (3(9x—5)2j=((9x—5)§) ~2(ox-5)3 0=

, pues 9x-5/:9.
J9x -5 P ( )

3. Deriva las siguientes funciones: a) f(x) :(x2 _4)2 ;b)Y :sen(x2 —3x) )

Solucion.

’
’

a) ((x2—4) 2) =2(x* -4)-2x=4x(x* -4), pues (x*-4) =2x.

220



b) (sen( x* —3x))/ = cos(x* - 3x)-(2x -3) = (2x - 3)-cos (x* —3x), pues (x* —3x)/ =2x-3

3x

4. Calcula la derivada de a) y=sen®(4x*-5) ; b) y=In o

Solucion.

a) Tenemos 3 funciones: el cubo (ultima en calcularse, primera en derivarse), el seno
(segunda en calcularse, segunda en derivarse) y el polinomio (primero en calcular-
se, Ultimo en derivarse):

(sen3 (4x2 - 5))/ =3.sen? (4x2 - 5) : cos(4x2 - 5) . 8x,  =24x-sen’ (4x2 X 5) cos(4x2 - 5).

derivada de 4x2— 5

derivada del cubo derivada del seno

( 3x )’ 12
’ _ 2 ,
b (3| Lrd] () 4 e (8x) Blxid) B 12
X+4 3x 3x x(x+4) X+4 (x+4) (x+4)
X+4 X+4

18. Calcula la derivada de las siguientes funciones:

a) y=sen(5t°-3t+2); b) y=y2x-3 .

19. Deriva las siguientes funciones:

a) f(x)=6cos®(3x+5); b) y=(x"+ 5)3 .
20. Halla la derivada de:

a) y=y{(3x+2)"; b) f(x)=In(2x-1).
21. Deriva las siguientes funciones:

a) f(x):5eX2+3X; b) y=|n(%).

5. Derivadas sucesivas

¢ Nos puede servir para algo hallar la tasa de variacién instantanea de la deriva-
da? Fijate que la derivada es una funcién, por lo que podemos calcular su TVI, que
sera la derivada de la derivada. La derivada de la derivada de una funcién recibe el
nombre de derivada segunda y en la unidad siguiente la usaras para estudiar la cur-
vatura (concavidad y convexidad) de una funcién. Se define como:

£ (x) = lim f'(x + h)—f'(x)

h—0 h
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Este proceso lo podemos prolongar indefinidamente y asi tendremos la derivada
tercera f" (que es derivar la derivada segunda), la derivada cuarta f"(que es deri-
var la derivada tercera), la derivada quinta fV (derivar la derivada cuarta),..., la deri-
va n-sima o enésima f. Observa la notacion: se usan nimeros romanos para las
primeras y un paréntesis con el grado para las de orden superior con el fin de no
confundirlas con las potencias. Estas derivadas sucesivas o de 6rdenes superio-
res se calculan con las mismas reglas que vimos para la derivada, que ahora se
llama derivada primera (y simplemente derivada cuando no hay confusion posible).

Ejemplos

1. Halla la derivada segunda, tercera y cuarta de las siguientes funciones:
a) y=x°; b) f(x)=senx; c) y=cosx .
Solucion.
a) y'=3x% y’=3-2x=6x; y"=6, y".

b) f(x)=cosx; f’(x)=-senx; f"(x)=-cosx; f"(x)=senx.

c) y'=-senx; y’=-cosx; y”=senx; y''=cosx.
2. Halla la derivada segunda, tercera y cuarta de las siguientes funciones:
a) y=6x"-5x>+4; b) f(x)=Inx; c) y=e*.
Solucién.
a) y'=6-7x*-5.2x=42x°-10x; y”"=42-6x>-10=252x"-10;

y”=252-5x* =1260x*; y'Y =1260-4x> =5040x°.

1_ ” __i__ 2. m - _(_ 3 _ B _
£V = —6(~4)x S = 24x° =22

x°

b) f(x)=
FV(x) = 2(-3)x* = —6x* = —%;
c) y'=2e*; y'=2-2e*=4e*; y"=4.2e"=8e"; y'' =8-2e* =16e>*.

3. Calcula la derivada segunda, tercera y cuarta de:

a) y=cos3x; b) f(X)=ﬁ; c) f(t)=t>-2t+1.

Solucion.
a) y'=-sen3x-3 =-3sen3x; y"=-3-3cos3x =-9cos3x

y"=-9-(=3)sen3x = 27sen3x; y"“ =27 -3cos3x = 81cos3x.

222



b) F(x)=(x+2)" = F(x)=~(x+2) =——— F(x)=~(-2)(x +2)° =2(x+2)" = —2=—:
(x+2) (x+2)

F(x) = 2-3)(x +2)* =—6(x +2)* = — =0 IV (x) =—6(4) (x+2)” =24(x+2) =—22
(x+2) (x+2)

c) f(t)=3t2-2 f'(t)=6t f"(t)=6, FY(t)=0.

4. Calcula la derivada segunda de a) y = x° —%xz +6x; b) f(x)=

x% -1
Solucion.
a) y’=3x2—%2x+6=3x2—9x+6; y"=6x-9.
2_q_x. B “2x(x2 = 1) = (=x% =1)-2(x? =1)-2x
b) f’(x):x 1-x-2x _ =x"-1. "(x) = ( ) ( ) ( ) _

(x? —1)2 (x? —1)2 , (x* —1)4

_ (X2 _1)[_2’((’(2 _1)_4X(_X2 _1)} _-2x°+2x+4x° +4x _2x° +6x _ ZX(XZ +3)_
(x2 —1)4 (x2 —1)3 (x2 —1)3 (x2 —1)3

En (1) hemos sacado factor comun en el numerador. Fijate que coincide con el
denominador, por lo que podremos simplificar. De este modo el denominador no
queda elevado a 4 sino a 3 y también disminuye el grado del numerador, quedando
una fraccion algebraica mas sencilla. Este procedimiento lo podemos realizar siem-
pre que derivemos fracciones algebraicas, y es la razén de no desarrollar el cuadra-
do que aparece en el denominador.

3

[ i
1 1
I 1
| 2 X i
_ A5x . — . = =
I 1
: 23. Calcula derivada segunda de a) y = ! b) y= X :
_— 9 9-x*"’ XX +4 :
1 1
1 2 4 3 ]
I 24. Halla la derivada segunda de a) f(x)= X ;4 , b) y :XT —X7 +2x -1, .
] i
1 1
I 1
I 1
1 1
y !



Aplicaciones de la derivada

las funciones), asi como sus maximos y minimos, estos conceptos tienen muchas

aplicaciones en economia ya que aparecen ligados a los conceptos coste mini-
mo y maxima produccion; el estudio de la monotonia y de los maximos y minimos de las
funciones se realiza con facilidad después del concepto de derivada estudiado en la
Unidad anterior.

E n la presente Unidad estudiamos la monotonia ( crecimiento y decrecimiento de

Se utilizaran los conceptos de maximos y minimos para resolver problemas de opti-
macion.

Una vez adquiridos los conocimientos anteriores, los aplicaremos a la representacion de

funciones, ya que la graficas nos aportan una vision rapida y clara del comportamiento de
las funciones.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

Determinar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de funciones sencillas.
Calcular maximo y minimos relativos de funciones derivables.

Determinar intervalos de concavidad y convexidad en funciones derivables.
Calcular los puntos de inflexion en el caso de funciones derivables.

Utilizar los conocimiento de crecimiento y decrecimiento, concavidad y convexidad
para la representacion grafica de funciones polinémicas.

ok 0=
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1. Crecimiento y decrecimiento de
las funciones

Al recorrer de izquierda a derecha la grafica de la funcién representada debajo
del texto se observa que va hacia arriba; es A
decir, el valor de la ordenada de la funcion
crece. Es un ejemplo de funcion creciente.

f(x2)

Una funcién f es creciente en un

intervalo (a, b) cuando para cualquier par
de valores x; y x, del intervalo, tales que

X, < X,, se cumple que fix,) < f{x,).

f(x4)

a X1 X2 b
Si con las condiciones para la variable x, < x,, se cumple la desigualdad estricta
para la funcion; es decir f(x;) < f(x,) se dice que la funcidon es estrictamente

creciente.

En la grafica de la funcion representada debajo del texto, se observa lo contra-
rio; es decir, al recorrer la grafica de izquierda a derecha el valor de la ordenada de
la funcion decrece, es un ejemplo de funcion decreciente.

Una funcion f es decreciente en un inter-

f(x1) valo (a, b) cuando para cualquier par de valo-
res X, y X, del intervalo, tales que x; < x,, se
f(x2) cumple que f(x,) 2 f(x,).

a X1 X2 b Como en el caso anterior, si para x; < x, la
desigualdad es estricta para los valores de la funcion; es decir f(x;) > f(x,) se dice

que la funcion es estrictamente decreciente.

Cuando las funciones son crecientes o decrecientes en todo el dominio, se las
llama funciones monoétonas. Las funciones representadas en la graficas anteriores
son funciones monétonas.

©@ 68 8 4P
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién y = x°.

Solucién. Se toman dos puntos x; < x, < 0 del intervalo (-« ,0);

se eleva al cuadrado la desigualdad y se tiene en cuenta que
los valores son negativos; por tanto x> > x;% ; lo que indica que

la funcién es decreciente en dicho intervalo.

Se toman dos puntos 0< x; < x, del intervalo (0, «); se eleva

Decreciente
al cuadrado la desigualdad y resulta x,*> < x.*; lo que indica , .
2 0 2'

Creciente

que la funcion es creciente en dicho intervalo.

Actividades

" o |
1

: 1. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimientos de la funcion frepresentada en i
: la grafica siguiente: 1 I
) ]
1 1
| /\/ ]
1 1
1 1
1 1
[ _ I
1 i 1
. 1 5 8 14 :
1 1
2. Dibuja la gréafica de la funcién y = x* — 4x + 4 y determina los intervalos de crecimiento y :
: decrecimiento. .
I 1
: 3. Dada la funcién y = — x* + 6x — 9; determinar el crecimiento y decrecimiento en los inter- :
. valos (- , 3) y (3, »). !
e o o e e e S S S S R A S S S R S S N N N S S A N N S R A A S S A S N N wll

2. Extremos de las funciones: maximos
y minimos

Al recorrer de izquierda a ol
derecha la grafica la funcién f
definida en el intervalo cerrado

[a, b] y representada aqui se
puede observar:

v" El valor f(a) es el menor
valor que toma la funcién en el
intervalo [a, b].
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v El valor f(x;) es el mayor valor que toma la funcién en el intervalo [a, b].

Los valores f(a)y f(xs;) son los extremos absolutos de la funcion fen el interva-
lo [a, b]; f(a) es el minimo absoluto y f(x;) es el maximo absoluto de la funcion f. A
partir de estas observaciones definimos:

Una funcién presenta un maximo absoluto en x, si f(x) < f(x,) para cualquier x
que pertenezca al dominio.

Una funcion presenta un minimo absoluto en x, si f(x) > f(x,) para cualquier x

que pertenezca al dominio.

Ejemplo

Representa graficamente la funcion y = x* — 2x — 8 y calcula sus maximos y minimos abso-

lutos en el intervalo [0, 5]. ;

Solucion. 15

Se representa la funcion, en este caso es una parabo-

la cuyo vértice es x=%:1 ey=-9; elpunto(1,-9)

es el vértice. 1 5

Se dan valores a x para construir una tabla
x| O 1 2 3
yl -8 -9 -8 —1 -5

El maximo absoluto se presenta en x = 5y su valor es
y=T. (19

El minimo absoluto se encuentra en el vértice; decir en
x=1ysuvaloresy=-9

Otras observaciones de la primera figura de este apartado son:

v' El valor f(x,) es mayor que todos los valores préximos a él.
v' El valor f(x,) es menor que todos los valores préximos a él.

v' El valor f(x;) es mayor que todos los valores proximos a él.

Los valores f(x,); f(x,) y f(x;) son extremos relativos de la funcién f en el inter-
valo [a, b].
Los valores f(x;) y f(x;) son maximos relativos y el valor f(x,) es un minimo rela-

tivo de f. A partir de estas observaciones definimos:

©@ 8 8 4P
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

Una funcion f presenta un maximo relativo en x, si existe un intervalo
abierto I que contiene a x,; tal que el valor f(x,) es mayor que el valor

que toma la funcién en el intervalo citado /.

Una funcion f presenta un minimo relativo en x, si existe un intervalo
abierto I que contiene a x,; tal que el valor f(x,) es menor que el valor

que toma la funcion en el intervalo citado /.

il Ejemplo

Calcula los maximos y minimos relativos de la funcién y = —x*> — x + 6 en el intervalo
[-2,3]. Indica si alguno de ellos es absoluto.

Solucion.
(-1/2, 25/4)

Se dibuja la funcidn, en este caso es una parabola de vér-
1 125

tice x=— e —é'elvért' | to| —=,—
- y_4, ice es el punto 24

Se dan valores a x para construir una tabla. T2

X -2 -1
y 4 6 6 4

2 2 3

. . . - 125
Tiene un maximo relativo que es el vértice >4
No tiene minimo relativo.

El maximo relativo es también maximo absoluto. o

Actividades

4. Las funciones siguientes alcanzan en los intervalos que se indican maximos y minimos
absolutos. Utiliza las graficas para calcularlos aproximadamente.

a) y=2x-6, en el intervalo [0, 4].

c) y =% en el intervalo [2, 5]

" 1
I I
I I
I I
I I
| 1
I 1
I I
1 1 1
i b) = 5x2 - x -4, en el intervalo [-3, 3] |
I
I I
I I
I I
| 1
I 1
: Indica si algunos de los valores obtenido son relativos. :
[ I
| 8 ]



aparecen dibujadas.

A
A

a) b) A

3. Funciones derivables

Si las funciones objeto de estudio admiten derivada, el comportamiento de la fun-
cion derivada facilita el estudio de la monotonia, y de los extremos de la funcion.

3.1. Crecimiento y decrecimiento para fun-
ciones derivables

La grafica de la figura adjunta A
corresponde a una funcién creciente y
derivable en el intervalo (a, b); sobre
ella aparecen dibujadas algunas tan-
gentes ; se observa que todas las rectas
tangentes forman un angulo agudo con
la direccion positiva del eje de abscisas,
lo que indica que sus pendientes son
positivas, y también la derivada de la
funcion, lo que nos permite afirmar:

Una funcién f creciente y derivable
en un intervalo (a, b) tiene su derivada positiva.

Por otra parte, si para un punto de la curva de abscisa x = x, de (a, b) se cumple

que Y'(Xy)=lim % >0 ; debe ocurrir que el cociente % sea positivo para valores
Ax—0

suficientemente pequenos de Ax'y como Ay = f(x,+h) - f(x,) > 0y Ax = X, + h - x,>0,

la funcidn f tiene que ser creciente; por lo que podemos afirmar:

Si la derivada f'(x) > 0 en un intervalo (a, b), la fun-
cion f(x) sera creciente en dicho intervalo.

©@ 68 B8 4P
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

Analogo estudio se puede hacer A
sobre una funcion f derivable y decre-
ciente en el intervalo (a, b); para concluir:

Una funcion f decreciente y deri-
vable en un intervalo (a, b) tiene su
derivada negativa.

Reciprocamente:
a b

Si la derivada f'(x) < 0 en un intervalo (a, b), la funcion
f(x) sera decreciente en dicho intervalo.

3.2. Maximos y minimos para funciones
derivables

La figura siguiente representa una funcién f con un maximo en x = x, y un mini-
mo en X = X,, ambos relativos. En ellos se observa que la tangente es horizontal y
por tanto la derivada es nula, que es la condicion necesaria de extremo.

A

Y

e En el caso del maximo la funcién pasa de creciente en (a, x,) (derivada posi-
tiva) a decreciente en (x;, x,) (derivada negativa), que es la condicién sufi-

ciente de maximo.

e En el minimo la funcién pasa de ser decreciente en (x;, x,) (derivada nega-
tiva) a creciente en (x,, b) (derivada positiva), que es la condicion suficien-

te de minimo.

©@ 68 8 4P

230



Esto nos permite afirmar:

e Si fes derivable y admite un extremo relativo en un punto entonces la
derivada en ese punto es nula.

e Si el punto es un maximo, la derivada a la izquierda es positiva y la
derecha es negativa.

e Si el punto es un minimo, la derivada a la izquierda es negativa y a la
derecha es positiva.
De esta forma, la derivada de una funcién proporciona un estudio rapido de la
funcién como se indica en ejemplo siguiente.

Si bien es cierto que con la derivada primera se puede realizar el estudio de
extremos relativos; conviene a veces aplicar la derivada segunda, con ella la regla
para determinar los extremos relativos es la siguiente:

1°. Se calculan los valores que anulan la derivada primera y estos valores se
sustituyen en la derivada segunda:

2°. Si y">0 nos encontramos ante un minimo; si y”<0 el punto es un maximo.

Ejemplos

1. Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento; los maximos y minimos relativos
de la funcion: f(x) = 2x® + 3x* — 12x.

Solucién. Funcién derivada: f(x) = 6x* + 6x — 12.
Puntos donde se anula la primera derivada: 6x* + 6x-12=0; x*+ x-2 =0
Soluciones: x, = -2y x, = 1.

Se construye una tabla en la que se divide la recta real en intervalos que tienen como
extremos los valores que anulan la derivada (—o0,-2)u(-2,1) U(1,«). Cogiendo un
punto arbitrario de estos intervalos y sustituyéndolo en f (x) calculamos el signo de f'(x).

X —> 2> 0> 1 >
fi(x) + — ;
f(x) creciente decreciente creciente

La funcion pasa de creciente en (—«, —2) a decreciente en (-2, 1); por tanto en x = -2
la funcién presenta un maximo relativo de valor f(-2) = 4.

Mediante la segunda derivada: f"(x) = 12x + 6; f"(-2) = -18 < 0 (méaximo)

La funcion pasa de decreciente en (-2, 1) a creciente en (1, «); por tanto la funcién
presenta un minimo relativo en x = 1 de valor f(1) = —7.

Mediante la segunda derivada: f'(x) = 12x + 6; f"(1) = 18 > 0 (minimo)
Funcién es creciente en (-, —2)U (1, «) y decreciente en (—2,1).

© e ® 4
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

2. Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento; los maximos y minimos relativos

X2

de la funcion: f(x)= e

Solucién. Resolvemos la ecuacion 1—x*= 0 para hallar el dominio de la funcién.
Dominio de la funcién: D = R — {-1, 1}
2x(1-x*) = x*(-2x) _ 2x-2x* +2x° _ 2x

Funcién derivada: f/(x)= (1= x2) (1-x2P  (1=-x?)

Puntos donde se anula la primera derivada: 2x =0 — x =0

Se construye una tabla en la que se divide la recta real en intervalos con extremos los
valores donde la funcién no esta definida y los valores que anulan la derivada.

X -1 0 1
f'(x) - - + +
f(x) decreciente decreciente creciente creciente

La funcion pasa de ser decreciente en (-1, 0) a creciente en (0, 1); por tanto en x = 0
la funcién presenta un minimo.

El criterio de la derivada segunda en este caso no es demasiado util.

Funcién es creciente en (0, 1)uU(1, «) y decreciente en (—o, —1) U (-1, 0)

Actividades

r 1
I 1
I 1
1 1
| |
i : 7. Calcular los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos y minimos relati- :
: vos de las funciones: :
1 1
: a)y=x-2x+5 b)y=2x¥-3x*-12x+4, c)y=x*-5x2+8x—-4, d) y=% :
1 I
1
i : 8. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento; los maximos y minimos relati- :
) vos de las funciones. :
I
2
E a)y=x-3x*-9x+5, b)y=x-2x*, c)y=x*+x+3, d)y=x2—4 i
1 1
1
i I 9. Hallar el valor de a para que el méximo de la funcién la funcién y = — X +4x + a valga 8. i
1 1
1
i : 10. Calcula a y b para que la funcién f(x) = x* + ax 2 + bx + 1 tenga un minimo en el punto E
I (2, —15) 1
1 1
1 1
1 |
e L L T T T T T T YT YT T Y Y S " """ ““"“YYUrYYY/'TYr'’''Y'’éTSTcT€TTTT'ST''TfTfT™md orys'éY“''/—mmummn ol



4. Problemas de maximos y minimos

Los maximos y minimos tienen aplicacién en los problemas de optimizacion que
se presentan con frecuencia tanto en matematicas como en otras ciencias. Merece
la pena destacar su aplicacién en economia para determinar los minimos de coste
en produccion y los maximos en beneficios.
™ Ejemplos
1. Calcular las dimensiones del rectangulo de area maxima cuyo perimetro sea de 40cm.
Calcular dicho area.

Solucion.

En este problema tenemos que encontrar el maximo de la funcion y
area.Si x es la base e y la altura de un rectangulo su area sera:

A(x, y) = xy

X

Como estamos ante una funciéon de dos variables, intentamos encontrar una relacion
entre las dos variables en este caso es el perimetro de los rectangulos:

40 = 2x + 2y
de donde : y=20-x
Se sustituye este valor en la funcién area: A(x) = x(20 — x) = 20x — x*

Se trata de encontrar los maximos de esta funcion; para la que se calcula la funcién
derivada: A'(x) = 20 — 2x.

Se iguala a cero: 20 — 2x = 0; solucion x = 10
Derivada segunda: A" (x)= —2, como es negativa el area sera maxima para x=10e y = 10

Resulta que, de todos los rectangulos con igual perimetro, el que tiene mayor area es
el cuadrado: A=10-10 = 100 cm?

2. Recortando cuadraditos de cada esquina de cartones rectangulares de dimensiones 12
y 16 cm. se pueden construir cajas sin tapa. Calcular las dimensiones de esos cuadra-
ditos, para que el volumen de las cajas sea maximo. ¢ Cuanto vale dicho volumen?

Solucién.
X X Estrategia: Cuando estamos ante problemas geométricos conviene rea-
lizar dibujos.
De la figura se deduce que la caja es un paralelepipedo; su volumen es
area de la base por la altura, en nuestro caso: V = (16 — 2x)(12 — 2x)x.
X X

® € 4D
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

1.
12

13.

14.

15.

16.

17.

Se opera: V = 4x* —56x*+ 192x

En este caso, la funcién a maximizar unicamente contiene una variable, por lo que no
se necesita buscar una relacion.

V'=12x"— 112x +192.

Los ceros de la derivada primera seran los posibles maximos o minimos de la funcion
volumen:

12x* — 112x + 192 = 0; simplificando, queda, 3x* — 28x+48 = 0
Soluciones: x, =721 y x,=2,26
Dadas las condiciones del problema, la Unica solucion valida es 2,26, puesto que no se

pueden cortar cuadrados de 7,21 cm en cartones rectangulares de 12 cm de altura.

V*"=24x—-112. Para x=2,26, V" =24 - 2,26 — 112 < 0, luego para este valor de x el volu-
men es maximo.

Valor del méaximo: V= (16 — 2 - 2,26)(12 — 2 - 2,26) 2,26 = 194,06 cm®

Actividades

Hallar dos numeros cuya suma sea 30 de forma que su producto sea maximo.

Se desea vallar un terreno rectangular con 6000 metros de valla de forma que la super-
ficie encerrada sea maxima.

Descomponer el numero 50 en dos sumandos de modo que la suma del doble del cua-
drado de uno de ellos y el triple del cuadrado del otro sea minima.

Un envase de cartén para envasar leche tiene forma de paralelepipedo con base rectan-
gular, con un lado de doble longitud que el otro y con doble espesor de cartén en estas
dos bases. Si la capacidad ha de ser de 1000 cm?, ¢ cuales son las dimensiones del reci-
piente mas econémico?

El dueno de un manantial de agua llega a la siguiente conclusion: si el precio al que
vende la botella es x euros, sus beneficios seran —x*+ 10x —21 miles de euros diarios.
Representa la funcion precio-beneficio, e indica: a) ¢a qué precio debe vender la botella
para que el beneficio sea maximo? b) ¢;cual sera ese beneficio?

Con listones de madera de 3 m. de largo queremos fabricar marcos de cuadros; si la base
mide 50 cm., ¢cuanto mide la altura y la superficie del cuadro? Busca una relacion fun-
cional entre la base del cuadro y la superficie del cuadro. jPara qué valor de la base la
superficie es maxima?

El beneficio de una empresa de automaviles viene dado por B(x)=-20000000 + 800000x
— 0,2 x*, donde x es el numero de vehiculos producidos semanalmente. Hallar la produc-
cion que hace maximo el beneficio en el supuesto de que la empresa pueda fabricar
semanalmente: a) hasta 800 vehiculos; b) menos de 1200 vehiculos.
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5. Concavidad y convexidad: puntos
de inflexion

Si se observa en la figura situada abajo la variacion de las derivadas, es decir,
las pendiente de las tangentes a la curva al recorrerla de izquierda a derecha, se
puede afirmar que:

v

v Entre Ay X, las pendientes son positivas y decrecientes hasta anularse en
X, a partir de este punto, las pendiente son negativas y decrecientes hasta
X, donde alcanza el valor negativo mas pequeno (un minimo).

v Apartir de X, las pendientes siendo negativas crecen de nuevo hasta anular-
se en X;, a partir de este punto se hace positiva y creciente hasta X, donde
alcanza el valor maximo, a partir de este valor la pendiente vuelve a decre-
cer hasta B.

A partir de las observaciones realizadas se estudia la curvatura de las funciones,
que puede ser de dos tipos diferentes:

v En el arco AX,, la derivada primera decrece y la curva se dice que es concava.

v En al arco X,X,, la derivada primera crece y la curva diremos que es con-
vexa; a partir de este punto vuelve a ser de nuevo céncava.

Los puntos X, y X, donde la curva cambia de curvatura y la funcién derivada pri-
mera alcanza un minimo y un maximo respectivamente se llaman puntos de inflexion.

El crecimiento y decrecimiento de la derivada primera f nos ha permitido carac-
terizar la curvatura; el signo de la funcién derivada segunda f’, como derivada de la

funcion f' nos permite afirmar:
©@ 6 4P
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

v/ Si f' es positiva, la funcién f' sera creciente y
la curva convexa.

v Si f’ es negativa, la funcién f sera decrecien- 15
te y la curva céncava.

Para que haya puntos de inflexién, es condicion 5
necesaria que se anule la derivada segunda; esta con-
dicion no es suficiente. Por ejemplo la funcién y = x*
representada al lado; tiene la derivada primera y segun- 2 2
das nula en x = 0 y no tiene punto de inflexion en él.

i~ Ejemplos

1. Estudiar la curvatura de vy los puntos de inflexién de la funcién y = x* — 1.
Solucién. Funcién derivada primera: y' = 2x. Funcion dervada segunda: y” = 2.
La derivada primera es creciente; la curva es convexa en todo R y no tiene puntos de
inflexion.
2. Estudiar puntos de inflexiéon de la funcion y = x* + 3x*—9x + 8
Solucién. Funcién derivada primera: y' = 3x* + 6x - 9
Funcion derivada segunda: y” = 6x + 6

La funcion derivada segunda se anula en: 6x + 6 = 0; la solucion x = —1 sera un posi-
ble punto de inflexién. Cogiendo un punto arbitrario en los intervalos (— oo, —1) y
(=1, —o0) y sustituyendo en y”, hallamos el signo de y".

X -1
yn _ +
y concava convexa

La funcién es céncava en (—oo, —1) y convexa (-1, )
La funcion presenta en x = —1 un punto de inflexién céncavo - convexo. De pendiente

y'=3(=1P+6 (1) =9 =12y valor y = (<1) +3(=17=9 (-1) + 8 = 19; /= (=1, 19)

2

X
3. Estudiar la curvatura y los puntos de inflexion de la funcion f(x) = X120 -

Solucién. Dominio de la funcion: R — { —-2}.

2x(x+2)-x*(1) _2x* +4x-x* _ x> +4x
(x+2) (x +2) (x+2)

©@ 68 B8 4P
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Derivada segunda:
(2x +4)(x+2) —(X* +4x)2(x +2) _ (2x+4)(x+2)-(x*+4x)2 _ 8

F7(x) =

(x+2)" (x +2)° C(x+2)

La derivada segunda no se anula en ningun punto, puesto que el numerador es 8, por
eso la funcién no tiene puntos de inflexién, aunque en la tabla consideremos el —2 en
él la funcién no existe.

X -2
y" - +
y céncava convexa

La curva es céncava en (-, —2) y convexa (—2, «)

Actividades

19. Estudiar la curvatura de las funciones: a) y =£—; ; b)y =%; c) y= Ix; d)y=2"

20. Determina los intervalos de concavidad y convexidad y puntos de inflexion de la funcién
siguiente: f(x) = x* —6x + 2

6. Representacion grafica de funciones
polinomicas

Las funciones polinémicas son de la forma y = p(x), donde p(x) indica un polino-
mio. Las siguientes funciones son polinémicas:

a)y=3x+4, b)y=x*-x-6; c)y=x-6x+2x-1; d)y=x'-4x

Los dos primeros ejemplos ya se han representado en unidades anteriores.

El primero y = 3x + 4 es una funcion lineal, su grafica es una 6
recta; para representarla se determinan dos de sus puntos. 4

El segundo y =x*—x—6 es una funcién polinémica de segun-
do grado y su grafica es una parabola; para representarla debes
recordar que lo mas comodo es determinar el vértice de la para- 4
bola y para ello, con los conocimientos que se han adquirido, se
calcula anulando la primera derivada.

2

-2
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

y'=2x-1=0; x=1/2 = -25/4

El vértice maximo o minimo se encuentra en V( 1/2; 25/4)

X 1/2
y' = | &
y decreciente -25/4 creciente

. . . - 40
Como la funcion pasa de creciente a decreciente el vérti-

ce es un minimo.
20
Otros valores para representarla se obtienen a partir de

los cortes con los ejes o con valores simétricos a la abscisa
del vértice

Funciones polindmicas de grado
superior a dos

Para representar las funciones polinémicas p(x) de grado superior a dos se debe
tener en cuenta:

e Que son funciones continuas en toda la recta real.
e Que tienen dos ramas infinitas, una en +w© y la otra en —w
e Se deben localizar los extremos relativos.

e Si es posible encontrar los puntos de cortes con los ejes.

Con los datos anteriores se puede realizar un esbozo de la curva con bastante
precision.

En consecuencia, para dibujar una funcion polinébmica y = p(x) de grado superior
a dos se deben dar los siguientes pasos:

e Calcular: limp(x) y lim p(x).

e Se calcula la funcion derivada y’ = p’(x) y se resuelve la ecuacion p’(x) = 0
sus soluciones son posibles extremos relativos. Se realiza el estudio del cre-
cimiento y decrecimiento de y = p(x) para ver qué valores de los obtenidos
son extremos y si son maximos o minimos relativos. Se calculan los valores
que toman las ordenadas.

e Se dibujan y se unen con las ramas del infinito y el resultado es la grafica de
la funcidn.

e Se puede determinar si existen cortes con los ejes.

©@ 68 B8 4P
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Ejemplos

1. Dibujar la grafica de la funcion y = (x—2)°

Solucién. Ramas del infinito: lim (X =2)* = =5 lim (X = 2)° = +eo

X—>—o0 X—>+oo

Derivada de la funcion: y’'= 3(x-2)?

y'=0 > 3(x-2) =0 > x=2

es extremo.

Como la derivada primera es positiva en todo la recta real x = 2 no /

Cortes con los ejes: (x —2 P =0—> x=2

2. Dibujar la gréfica de la funcién y = x* —2x* — 5x + 6
Solucién. Ramas del infinito: lim (X° —2x* =5x+6)=—; [im (x° -~ 2x* ~5x+6)=+eo

X—>—o0 X—>+eo

Derivada de la funcion: y'= 3x* —4x—5

Los posibles extremos son las soluciones de la ecuacion: 3x* —4x—-5=0

2+\/ﬁ
X_4i«/42—4-3(—5)_4i\/%_2i\/@_ 3~ 212
P 6 T 6 3 T o_

zg/ﬁz—o,?a

Los posibles extremos se encuentran en los puntos A(-0,78, 8,25) y B(2,12, —4,06).

-0,78 0 2,12

y' 4p = = +

y creciente decreciente creciente

A partir de la tabla se deduce que el punto A es un maximo relativo y el B es un mini-
mo relativo.

©@ 68 B8 4P
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APLICACIONES DE LA DERIVADA

(-0,7,8,2)

(-0,7,8,2)

-5

3. Dibujar la grafica de la funcién y = x* — 9x°

Solucién. Ramas del infinito: lim (x* —9x?) = o}

X—>—oco

Derivada de la funcion: y’ = 4x® — 18x
Los posibles extremos son las soluciones de la ecuacion: 4x* —18x = 0 ; 2x(2x* — 9) = 0;
de donde, x;, =0, x,=-2,1y x; = 2,1.

Los posibles extremos son A(-2,1, -20,2); O(0, 0) y B(2,1, —20,2)

w
(3}

(2,1,-4,0)

Los puntos de corte
con el eje de abscisas
se obtienen al resol-
ver la ecuacion:

X*=2x*—-5x+6=0; se
aplica Ruffini y como
las soluciones son
enteras se obtiene
que la curva corta al
eje de abscisas en:

X =-2;
x=1
x=3

Se representan estos
datos y al unirlos se
obtiene la grafica.

lim (x* —9x?) = oo
X—>+oo

X -2,1 0 2,1
y' - + - *
y decreciente creciente decreciente | creciente
Se deduce que A es un minimo, O es un maximo y B es un minimo, todos ellos
relativos.
-y ’ iy La curva corta al eje de las x en
las soluciones de la ecuacion:
20 20 x* — 9x* = 0; cuyas soluciones son
X, =0, x,=-3yx;=3.
\(—3, 0) 0, 0) I(3, 0) (-3, 0) 0, 0) (3,0)
-5 ! g 5 -5 5
Se representan estos datos y al
unirlos se obtiene la grafica.
\V/ 20 \J -20
(-2,1, -20,2) (2,1, -20,2) (-2,1, -20,2) (2,1, -20,2)

240
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4 3

4. Dibujar la grafica de la funcién y = XT - % ~3x% +4.

4 3 4 3
Solucién. Ramas del infinito: lim (XT - % ~3x2 + 4) = lim (XT - % —3x% + 4} =

Derivada de la funcién: y'= x* — x> — 6x

Posibles extremos son las soluciones de la ecuacion: x* — x* — 6x = x(X* — x — 6), de
donde, x, =0, x,=-2y x;, = 3.
Los posibles extremos son A(-2, -1,2); O( 0, 4)y B(3, —11,7)

X -2 0 3
y' — + - +
y decreciente creciente decreciente | creciente

Se deduce que A es un minimo, O es un maximo y B es un minimo, todos ellos

relativos.
\ 10 , 10
0,4 ° 0,4 °
CI9N ‘/’\
5 \/ 5
(-2,-1,2) (-2,-1,2)
-5 5
-10 -10
3, -11,7) (3, -11,7)

c)y= x*-6x+9, d) y=x* +2x°

c)y=-x> +6x*-9x, d)y=x'-2x

1

1

1

1

1

)

I ¥ < . . . . — 3 2 — 2
i i 23. Representa graficamente las siguientes funciones: a) y = x* —2x* + 1, b) y = x* — X%,

I

1

1

1

1



Distribuciones estadisticas

n la Estadistica distinguimos dos partes perfectamente diferenciadas.

E La primera de ellas se dedica a recoger datos, ordenarlos, simplificarlos, clasificar-

los y obtener a partir de ellos un conjunto de valores que los identifican, y que ade-

mas permiten hacer comparaciones con otros conjuntos de datos y estudiar relaciones entre
ellos; a esta parte se le conoce por Estadistica Descriptiva.

La otra parte de la Estadistica se denomina Inferencia estadistica o Estadistica Inferencial
y tiene por objeto hacer afirmaciones sobre una poblacién a partir de los datos recogidos de
una muestra de esa poblacion. En segundo curso de Bachillerato estudiaremos los concep-
tos basicos de la Inferencia estadistica.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Ordenar y disponer los datos de una variable estadistica en una tabla de distribucion
de frecuencias.

2. Representar graficamente los datos de una tabla de distribucion de frecuencias.

3. Calcular y utilizar las medidas de centralizacion para asignar un nimero que identifi-
que a los datos de la variable estadistica.

4. Calcular y utilizar las medidas de dispersiéon para conocer el grado de variacion de los
datos respecto a la media.

5. Conocer la utilidad del coeficiente de variacion para comparar distribuciones con la
misma dispersion y saber cual estd mas concentrada alrededor de la media.
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1. Variables estadisticas

La estadistica estudia una caracteristica o caracter de un conjunto de individuos
llamado poblacion. Cuando la poblacién es muy grande se recurre a un subconjun-
to denominado muestra.

El caracter en estudio puede adoptar diversas modalidades. A todas las modalida-
des que puede adoptar un determinado caracter le llamamos variable estadistica.

La variable estadistica puede ser cuantitativa o cualitativa. Por ejemplo, en la
poblacion de los alumnos de un instituto: edad, estatura, calificaciones, numero de
hermanos, etc., son caracteres cuantitativos; es decir, son caracteres contables o
medibles. Mientras que el lugar de nacimiento, el nombre de su equipo de futbol favo-
rito, etc., son caracteres cualitativos.

Los numeros que sirven para contar o medir un caracter cuantitativo, y que pue-
den variar con cada individuo, constituyen lo que se llama una variable estadistica
cuantitativa.

Las variables estadisticas cuantitativas pueden ser continuas o discretas. Las
variables son continuas si los valores que pueden tomar son los niumeros reales de
un intervalo, mientras que las variables discretas sélo toman valores enteros positivos.

1.1. Tablas de distribucion de frecuencias

Las variables estadisticas, cuantitativas o cualitativas, junto con las frecuencias
de cada modalidad constituyen una tabla de distribucidon de frecuencias o, simple-
mente, una distribucion de frecuencias. Estas tablas tienen, ademas de los valo-
res de las variables y sus frecuencias, otras columnas: la frecuencia relativa, la fre-
cuencia acumulada, etc. Veamos en los ejemplos como se construyen.

i Ejemplos

1. En una encuesta realizada a 20 familias, se les pregunté por el numero de hijos y se han
anotado los siguientes datos: 2, 0, 1, 3,1, 1,2,0,1,0, 2,3,5,2,1,0, 2,1, 1, 4.
Construye una tabla de distribucién de frecuencias absolutas y relativas. ¢, Podrias decir
qué porcentaje de familias tiene mas de dos hijos?:Y qué porcentaje de familias tiene
menos de tres hijos?

Solucién. Llamando x; a los valores de la variable estadistica, f, a sus frecuencias abso-

f. , : .
lutas, h, = ﬁl a las frecuencias relativas, donde n es el numero de datos, F; a las fre-

cuencias absolutas acumuladas y H, a las frecuencias relativas acumuladas podemos
confeccionar la tabla siguiente:

@ 68 B8 4P
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Xi f h, F H,

0 4 0,20 4 0,20
1 7 0,35 11 0,55
2 6 0,25 16 0,80
& 2 0,10 18 0,90
4 1 0.05 19 0.95
5 1 0,05 20 1

Las frecuencias relativas expresan porcentajes, la suma de las frecuencias relativas de
mas de dos hijos son: 0,10 + 0,05 + 0,05 = 0,20, el 20% de las familias de este estu-
dio tiene mas de dos hijos.

El porcentaje de familias con menos de tres hijos nos lo da H,, H, = 0,80 = 80%.

2. Setoma el pulso a un grupo de 30 personas, obteniéndose los datos siguientes: 72, 66,
81, 74, 57, 58, 74, 62, 73, 65, 78, 75, 84, 72, 69, 76, 65, 79, 76, 68, 82, 71, 77, 72, 56,
62, 83, 63, 70, 73. Construir una tabla de distribucién de frecuencias.

Solucion. Se trata de una variable discreta aunque con muchos valores. Cuando los
valores de la variable son muy numerosos, los agrupamos en clases o intervalos.
¢ Cuantas clases? Para responder a esta pregunta se puede utilizar el sentido comun
y establecer que no excedan la decena, y desde luego no menos que 5. Existe una for-
mula llamada féormula de Sturges que aconseja que sean:

N° de clases = 1 + 3,32 - log n,

siendo n el numero de datos; siempre que sea posible, nos interesa que las clases
sean todas de la misma amplitud.

En nuestro caso, es una variable discreta cuyo valor menor es 56 y el mayor 84, toma-
mos como rango de los valores de 55 a 84, y como clases: 55 - 59, 60 - 64, 65 - 69,
70 -74,75-79, 80 —84. Y construimos la tabla siguiente:

Clases marca de clase x; f, F,
55 -59 57 3 3
60 - 64 62 8

65 - 69 67 5 11
70 -74 72 9 20
75-79 77 6 26
80 -84 82 4 30

n=Xf=30

La marca de clase, x;, se usa como un valor representativo de todos los de la clase, y

corresponde al valor central de la clase, es decir, la semisuma de los extremos.

I —
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1.2. Representaciones graficas

El objeto de las representaciones graficas es mostrar de un modo ordenado y
agradable la informacion numérica para facilitar su estudio e interpretacion. A partir
de las tablas de distribucion de frecuencias se construyen representaciones graficas
para este proposito. Veamos algunas muy conocidas.

El diagrama de rectangulos

Es una grafica que se emplea para variables cualitativas y cuantitativas discre-
tas. Esta formada por tantos rectangulos como valores o modalidades de la variable
y todos con igual base. La altura de los rectangulos es igual a la frecuencia absolu-
ta o relativa de cada valor. En el caso del ejemplo 2 anterior el diagrama de rectan-
gulos seria:

Diagrama de sectores

Se emplea también con variables cualitativas y cuantitativas discretas. Consiste
en dividir un circulo en sectores proporcionales a las frecuencias. Para dibujar un
sector necesitamos conocer el angulo central, y que se calcula por la proporcién:

angulo del sector _ frecuencia
360° - n° de datos

En el caso del ejemplo 1 anterior correspondiente al niumero de hijos de 20 fami-
lias, los angulos centrales son los siguientes:

éngulo 0 _ 4 4.360 ., angulol 7 . . 7.360 .
360 —20,anguloo— 20 =72° 360 —20,<angulo1_—20 =126
%ug;z = % angulo 2=90°; angulo 3 = 36°; angulo4 =18°;angulo 5 =18°

Con un transportador de angulos, sobre un circulo, no es dificil dibujar un diagra-

ma de sectores como este:
© 6 d4p
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0o
|1
02
03
|4
as

Histograma

Cuando la variable es cuantitativa y los datos estan agrupados en intervalos, se
construye un diagrama de rectangulos especial, llamado histograma, en que las
areas de éstos, y no las alturas, indican las frecuencias. Al ser el area la frecuencia,
en los histogramas se cumple que: Frecuencia = amplitud de la clase - altura

Por ejemplo, si tuviéramos una distribucion como:

clases | £ | h,
0-30 | 6 [0,10
30-40 | 110,17
40-50 |17 | 0,26
50-60 (13 (0,20
60-70 |10 | 0,15
70-100 | 8 | 0,12

65| 1

que corresponde a las puntuaciones obtenidas por 65 personas en un test de
100 preguntas, entonces el histograma seria:
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Al histograma le hemos afiadido el poligono de frecuencias, que aparece si
unimos por trazos rectos los puntos medios de las bases superiores de los rectangulos
del histograma. Cuando el numero de datos crece indefinidamente y al mismo tiempo
hacemos los intervalos cada vez mas pequefos, el poligono de frecuencias tiende a
una curva suave y continua que, si se trata de frecuencias relativas, es conocida
con el nombre de funcidn densidad, y de la que oiremos hablar en la Unidad 12.

Actividades

1
i i 1. En una encuesta realizada a 40 familias, en la que se preguntaba el numero de hijos, se :
I obtuvieron los siguientes datos: 1,1,2,0,1,0,2,3,0,2,3,5,0,1,0,2,2,0,1, 3,1, 1, :
i 0,50,1,0,21,1,0,20,1,3,1,1,2,0, 4. !
1 1
: Construye una tabla de distribucién de frecuencias que incluya frecuencias relativas y |
. porcentajes. ¢Qué porcentaje de familias no tienen hijos? ;Cuantas familias tienen |
. menos de dos hijos? !
1 1
1
i ! 2. En un test de 100 preguntas, contestado por 120 alumnos, se han obtenido los siguien- E
: tes resultados: !
1 1
: Respuestas correctas | N° de alumnos .
: [0, 10) 6 .
. [10, 20) 4 :
. [20, 30) 12 !
! [30, 40) 8 :
: [40, 50) 14 :
! [50, 60) 15 I
i [60, 70) 12 :
l [70, 80) 23 |
! [80, 90) 19 :
i [90, 100) 7 :
1 1
i a) Completa la tabla con las columnas de frecuencias relativas, porcentajes y frecuen- :
i cias acumuladas. !
1 1
: b) Dibuja el histograma y el poligono de frecuencias de la tabla. .
1 1
: c) Calcula el porcentaje de alumnos que han contestado a menos de 50 preguntas :
: correctamente. !
[ e o S S R S R S S R S R R R R S R S R S S R S R S A S A R S R S R S R R S R R R S R S ol

2. Medidas de centralizacion de una
variable estadistica

A veces es necesario disponer de un valor numérico que represente la diversidad de
valores de una distribucion de frecuencias de una variable estadistica. A los valores numé-
ricos que cumplen esta funcion se les llama parametros centrales o medidas de centrali-
zacion de una distribucion, y, como sabemos, son: la media, la mediana y la moda.

© 8 @ 4p
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2.1. Media aritmética

La media aritmética de un conjunto de numeros es el cociente que resulta de
dividir la suma de todos los niumeros por el total de éstos. Se representa por X .

Si los valores de una variable estadistica no tienen frecuencias, y son:
X, X,,..., X, , €S decir n valores, la media aritmética se calcula por la férmula,

Si los datos vienen con frecuencias y los n datos se distribuyen en k valores de la
variable, o de las marcas de clase cuando estan agrupados, y éstos son X, X,,..., X,;

y f.f,,...T, | las frecuencias respectivas, donde f, +f, +...+f =n , entonces la media
aritmética se calcula con la férmula:

k

X, -f.
)_(_x1-f1+x2-f2+...+xk-fk _; b
n n

La media aritmética es la medida o parametro de centralizacion mas empleado.
Con todo, esta influida por los valores extremos de una distribucion o por algun valor
extravagante, en estos casos pierde algo de significado. Refleja, sin embargo, todas
las alteraciones que sufran los datos:

e Si se suma la misma cantidad a todos los valores de la variable, la
media resulta aumentada en esa cantidad.

e Si se multiplican todos los valores de la variable por el mismo nimero,
la media resulta multiplicada por ese nimero.

Existe ademas otra media de un conjunto de n nimeros, que se llama media
ponderada, y se calcula cuando los datos no tienen todos el mismo peso. La media
ponderada se obtiene sumando todos los productos de cada valor por su peso divi-
diendo el resultado por la suma de los pesos. La formula es:

n
in'pi
x X Pit X Pp bt X, Py _ S

P +p,+...+ 2
Py + P, Px Sp,
i=1
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2.2. Mediana

Mediana es el valor de la variable estadistica, suponiendo que los datos estén
ordenados, que ocupa la posicion central; es decir, deja a su izquierda el mismo
numero de datos que a su derecha. Se simboliza por Me.

En una distribucion sencilla de variable discreta, la mediana corresponde al valor
central si el numero de datos es impar, pero si el numero de datos es par, la media-
na es la media de los dos valores centrales.

En: 0,0,1,1,1,1,2,2,2, Me=1.

_4+5_

5 4,5

En: 1,2,3,4,5,6,7,8, Me

En el caso de una distribucion con muchos datos, pero sin agrupar, la mediana
es el primer valor cuya frecuencia absoluta acumulada esta por encima de la mitad
de los datos.

x |0 123 4
fl|56 943

cuencias absolutas acumuladas son: 5, 11, 20, 24, 27, la primera frecuencia acumula-
da por encima del mitad de los datos es 20, y corresponde a x; = 2, entonces Me = 2.

Por ejemplo, en la distribucion ,h=27,n2=135Yy las fre-

X; | 012 3 4

f|57 642
cuencia acumulada correspondiente al valor 1 es también 12, en este caso tomamos
como mediana la media entre los dos valores cuyas frecuencias acumuladas son

1+2
igual y mayor que n/2, Me = % =15

Sin embargo, en la distribucion n=24,n/2=12y la fre-

En el caso de una variable continua, cuyos datos se encuentran agrupados en
intervalos, se llama clase mediana a aquella cuya frecuencia absoluta acumulada
sobrepasa la mitad de los datos.

Como valor aproximado de la mediana puede tomarse la marca de clase de la
clase mediana, pero si queremos mayor precision, entonces la mediana es un nime-
ro dentro de la clase mediana que se obtiene por la formula:
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En dicha férmula, tenemos que:

& e, es el extremo inferior de la clase mediana;

& ¢ es la amplitud de la clase mediana;
& n es el namero total de datos;

s fye €5 la frecuencia absoluta de la clase mediana;

s Fye. €s la frecuencia absoluta acumulada inmediatamente anterior a la de la
clase mediana.

La principal ventaja de la mediana como medida de centralizacion es que no esta
influida por los valores extremos, ni por datos extravagantes, aunque tiene serios
inconvenientes: no es facil su empleo en operaciones algebraicas y no tiene en cuen-
ta el valor de todos los datos.

2.3. Moda

Se conoce como Moda de una variable estadistica al valor que tiene mayor fre-
cuencia absoluta. Se simboliza por Mo.

Cuando la variable es discreta la moda se obtiene buscando el valor de la varia-
ble que tiene mayor frecuencia. A veces, la moda no es unica, es decir, la distribu-
cion puede tener dos, tres 0 mas modas, en cuyo caso recibe el nombre de bimodal,
trimodal, etc.

Si los datos se encuentran agrupados en intervalos, la clase de mayor frecuen-
cia se llama clase modal. Es frecuente tomar como moda la marca de clase de la
clase modal, pero si queremos mayor precision, entonces el calculo de la moda se
hace por la férmula:

fMo — fMo—1 .c
(fMo - fMo—1 ) + (fMo - fMo+1 )

Mo=e, +

en la cual se tiene que:

& e, es el extremo inferior de la clase modal;

& ¢ es la amplitud de la clase modal;

& fus 5 Tuors Tuers SON, las frecuencias absolutas de la clase modal, la clase ante-
rior a la clase modal y la posterior a la clase modal.
La moda tiene las mismas ventajas e inconvenientes que la mediana: no esta

influida por los valores extremos, ni por datos extravagantes, pero no tiene en cuen-
ta el valor de todos los datos, ni se puede operar algebraicamente con ella.
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El tiempo en minutos que tardan 87 empleados de una empresa en llegar desde su casa al
trabajo se muestra en la tabla siguiente:

Minutos

(0, 5)

5, 10)

[10, 15)

[15, 20)

[20, 25)

[25, 30)

[30, 35]

empleados

6

7

18

22

17

11

6

a) Calcula la duracién media de los trayectos de casa al trabajo de los 87 empleados.
b) Calcula la mediana correspondiente a la variable duracion del trayecto casa-trabajo.

c) Calcula la moda correspondiente a la variable duracion del trayecto casa-trabajo.

Solucién. a) Construimos una tabla para hallar la duraciéon media

Minutos Marca de clase, Xx; f; x T,

0. 5) 25 6 | 15 | x= 15577'5 17,9022

[5, 10) 7,5 7 52,5

[10, 15 125 18 205 Por tanto, la duracion media es 17,9

’ ‘ minutos.

[15, 20 17,5 22 385 Con una calculadora cientifica es toda-

[20, 25 22,5 17 | 3825 | yiamas facil, con las teclas MODE

[25, 30 27,5 11 | 302,5 | ponemos la calculadora en modo esta-

[30, 35] 32,5 6 195 | distico, en la pantalla aparece SD
Totaled 87 | 15575 (standard deviation), y ya estan acti-

vas las teclas escritas en azul.

Borramos, antes que nada los datos de la memoria, por si los hubiera, con la tecla
SHIFT SAC e introducimos los valores y sus frecuencias

2.5 x 6 DATA 7.5 x 7 DATA 12.5 x 18 DATA 17.5 x 22 DATA 22,5 x 17 DATA

27.5 x 11 DATA 32.5 x 6 DATA

Una vez introducidos los datos las teclas SHIFT y X dan la media.

b) Como n/2 =435 la clase mediana es [15, 20), la primera cuya frecuencia acumula-
da sobrepasa a la mitad de los datos, la marca de clase correspondiente, 17,5, sera

la mediana. Si queremos afinar mas, por la formula de la mediana, obtenemos:

87 _ 44

_ 2
Me =15+ 55

-5 =17,84

Es decir, el 50% de los empleados tarda mas de 17,84 minutos y el 50% menos que
esa cantidad.
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c) La mayor frecuencia es 22 y la clase modal sera también [15, 20). Un primer valor
para la moda seria la marca de clase 17,5. Si queremos mas precision, usamos la
férmula de la moda y obtenemos:

22-18 .
(22-18)+(22-17)

Mo =15+ 5=17,2222

El valor 17,22 es el que tiene mayor frecuencia.
. .
2.4. Cuartiles

Si ordenamos los datos de menor a mayor, se llaman cuartiles a los valores de
la variable que dividen al conjunto de datos en cuatro partes iguales. El primero se
simboliza por Q; y deja a su izquierda el 25% de los datos y a su derecha el 75%,

el segundo cuartil coincide con la mediana, Q, = Me, y el tercer cuartil se simboliza

por Q; y deja a su izquierda el 75% de los datos y a su derecha el 25%.

El calculo de los cuartiles primero y tercero es similar al de la mediana y se
obtienen por las férmulas:

en donde:

& €, 0 e; es el extremo inferior de la clase a la que pertenece el cuartil;

& ¢ es la amplitud de la clase a la que pertenece el cuartil;

& n es el namero total de datos;

&, fQ1 o foa es la frecuencia absoluta de la clase a la que pertenece el cuartil;

& Fo1-1 o Foa-1 es la frecuencia absoluta acumulada inmediatamente anterior a
la de la clase a la que pertenece el cuartil.
Como en el caso de la mediana, la clase a la que pertenece Q, es aquella cuya

frecuencia absoluta acumulada sobrepasa la cuarta parte de los datos, y la clase a
la que pertenece Q; es aquella cuya frecuencia absoluta acumulada sobrepasa las

tres cuartas partes de los datos.
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Un test de 100 preguntas, realizado a 90 alumnos, ha arrojado las puntuaciones que figu-

ran en la tabla adjunta.

Hallar Q,, Q, 0 Me, Q.. Calificacion |N° de estudiantes

0-39 2
Solucién. La cuarta parte, la mitad y las tres cuartas| 40 -49 3
partes de los datos son: 22,5, 45y 67,5; por lo tanto, gg - gg 197
Q, pertenece a la clase 60 — 69, la clase mediana es 70 - 79 30
70 — 79y Qs pertenece a 80 — 89. 80 - 89 19
90 - 100 8

0 _14

Empleamos la formula que permite calcular los cuartiles, Q, =60 + 417 -10=65
s 0263
Me= Q,=70+ 35 -10=74,37 Q3=80+T-10:82,36

Entre 65 y 82,36 estan el 50% de las puntuaciones centrales registradas, a la diferen-
cia Q; —Q, se denomina el recorrido intercuartilico 82,36 — 65 = 17,64

A los cuartiles, y a otras medidas semejantes llamadas deciles y percentiles, también
se les conoce como medidas de posicion porque permiten situar un dato con
respecto al resto de la distribucion.

Actividades

Una asignatura se aprueba con un examen y un trabajo. El trabajo supone el 30% de la
nota. ¢ Qué nota tendra que sacar un alumno en el examen si en el trabajo obtuvo un 87

Un profesor ha realizado cuatro examenes a sus alumnos: el segundo cuenta el doble
que el primero, el tercero el triple que el primero y el cuarto el doble que el primero. ¢ Cual
sera la nota final de un alumno que obtuvo en cada examen: 3, 5, 4 y 67

Para determinar la nota de selectividad, el 60% corresponde a la media de los dos cur-
sos de Bachillerato y el 40% a la calificacion obtenida en las pruebas de acceso. Si un
alumno tenia 6,3 como media del Bachillerato y consiguié 5,2 en las pruebas de acceso,
¢cual sera su nota de selectividad? ¢ Qué nota minima debe conseguir en las pruebas de
acceso un alumno que tiene de media de Bachillerato un 5,2?

Las alturas en centimetros de 12 chicos son: 158, 162, 176, 184, 167, 196, 158, 165, 176,
184, 198, 165. Halla la media, mediana y moda.

Se toma el pulso a un grupo de 30 personas, obteniéndose los datos siguientes: 72, 66,
81, 74, 57, 58, 74, 62, 73, 65, 78, 75, 84, 72, 69, 76, 65, 79, 76, 68, 82, 71, 77, 72, 56,
62, 83, 63, 70, 73. Calcular la media, la mediana, la moda y el primer cuartil.
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________________________________________________________________ -
8. Se han anotado las duraciones de 50 viajes de ferrocarril entre dos ciudades y se ha con- :
feccionado la siguiente tabla: Duracion viaje en minutos |Frecuencia .
60 — 69 25 :
70 - 79 10 :
Calcula la duracion media del viaje, la 80 — 89 9 .
mediana, la moda y el tercer cuartil. 90 — 99 4 :
1
100 — 109 2 !
9. Un pediatra ha registrado el peso de 45 nifios y nifias de 6 meses, y ha confeccionado la i
tabla siguiente: Peso en kg Frecuencia !
Calcula el peso medio, la mediana y el [6,7) S i
recorrido intercuartilico de la variable [7, 8) 11 i
peso de todas esas criaturas. [8, 9) 18 :
[9, 10) 8 i
[10, 11) 3 :
10. Las temperaturas maximas en una ciudad durante el mes de mayo han sido: 26, 26, 30, i
30, 31, 27, 28, 27, 27, 26, 26, 37, 27, 28, 28, 29, 27, 26, 25, 22, 28, 28, 27, 28,29, 30, 26, |
25, 27, 29, 37. .
[) A 1
Calcula la media moda y la mediana. o AP G EEEIETIES :
[20, 25) 1231 :

2 1
11. Se han registrado los accidentes de trafico [32’ 22) 2 42 E
y las edades de los conductores durante [30, 35) I
cierto periodo de tiempo en un determinado [35, 40) 336 :
pais obteniéndose la siguiente distribucion [40, 50) 173 .
por edades. Calcula los tres cuartiles. [50, 60) 95 :
[60, 90) 30 i
1

3. Medidas de dispersion

Puede ocurrir que dos distribuciones distintas tengan los parametros centrales
muy parecidos o iguales y sin embargo las distribuciones ser completamente diferen-
tes. Por tanto, se necesitan otras medidas que nos indiquen el grado de variacién de
los datos respecto a la media. Estas nuevas medidas, que llamamos parametros o
medidas de dispersion, informan del grado de dispersion o de concentracién de los
datos en relacion a la media. Veamos cuales son.

3.1. Recorrido o rango

El recorrido o rango de una variable estadistica es la diferencia entre el mayor
y el menor valor de los datos. Se simboliza R, es decir,

R = Xméx - Xml'

n
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3.2. Desviacion media

Se define la desviacion media de una variable estadistica a la suma de los pro-
ductos de los valores absolutos de las desviaciones de los valores o marcas de clase
respecto de la media aritmética multiplicados por sus frecuencias y divididos por el
total de los datos. Se simboliza por DMy viene dada por:

S lx - x|-f
DM=+&=_____
n

3.3. Varianza

La varianza es la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones de
todos los valores de la variable estadistica o marcas de clase respecto de la media,
y se simboliza por s2.

Si los valores de la variable son X, X,, ...,X, , y no se repite ninguno, entonces

s (o RF 0~ R 4ot (x, % 2 EF
S = p _ i

La varianza, s?, también se puede expresar por:

n

S, -%xF Ix2-Fo2x, x+3% Ix? 2x¥x, ¥
— = — = i=1 i=1 — = _ i=1 +

i

Il
-

S2

n n n n n

< 2 < 2
X, 2 X,

que tambien se puede expresar por: = % _2x%+x% = % —x?

Si los valores (o las marcas de clase) vienen con frecuencias, la varianza se cal-
cula con las férmulas que figuran a continuaciéon que, como vimos anteriormente en
el caso sencillo, son equivalentes:

- 2

y (Xi_)_()z'ﬁ
=1 -X

n
zxiz f:
SZ _ 82 — =
n n
La varianza es siempre positiva, pero tiene un pequefio inconveniente no se

expresa en las mismas unidades que los datos; es decir, si por ejemplo los datos son
en cm la varianza seria cm?.

3.4. Desviacion tipica

Para subsanar el pequeno defecto de la varianza se define la desviacion tipica
de una variable estadistica como la raiz cuadrada positiva de la varianza. Y ésta si
tiene las mismas unidades que los datos.

255
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La representamos por la letra s y viene expresada por:

k k
X —x)-f x2-f
S=\/S_2= ;( 1 ) I= ; 1 1

n n

La desviacion tipica es el parametro de dispersion mas utilizado. Y tiene algunas
propiedades interesantes:
v" Si sumamos una cantidad constante a todos los valores de la variable, la
desviacion tipica no varia.
v~ Si multiplicamos todos los valores de la variable por la misma cantidad, la
desviacion tipica queda multiplicada por esa cantidad.

Ejemplos

1. Se han registrado las distancias en km, desde su casa al trabajo, de 40 empleados de
una empresa situada en un poligono industrial, y han resultado los siguientes datos: 3,
5,10, 15, 20, 25, 3, 6, 12, 18, 23, 28, 4, 8, 14, 15, 22, 25, 8, 19, 10, 20, 9, 12, 16, 11, 15,
13, 18, 23, 10, 17, 22, 12, 15, 25, 14, 18, 20, 22.

Hallar la media, la varianza y la desviacion tipica

Solucion. Agrupamos los datos en clases, de amplitud 5 km, que incluyan el extremo
izquierdo del intervalo, pero no el derecho. Construimos con los datos suministrados
la tabla siguiente:

Clases en km |Marcas de clase x; f; X f
[0, 5) 2,5 3 7,5
[5, 10) 7,5 5 37,5
[10, 15) 12,5 10 125,5
[15, 20) 17,5 10 175,5
[20, 25) 22,5 8 180
[25, 30) 27,5 4 110

Yf=40 |Yx-f =630

La media de las distancias sera:

P
g 2Xh _630 5,75 kilémetros

40

La varianza es la media de los cuadrados de las desviaciones, o separaciones, de
cada uno de los valores de la variable respecto a la media aritmética.

La desviacion tipica de una distribucion estadistica es la raiz cuadrada de la varianza.

! 1

s=s? =2 =14 -X?

n n

© 8 ® 4

K O K
X, —X) T, X T
(X —x)" 1, °f

=1 =
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Completamos el cuadro anterior con la columna x -f. Luego multiplicando la primera
. 2
columna de la tabla por la tercera se obtiene la columna encabezada por x_ - f .

Xi fi X+ X2 f;
2,5 3 7,5 18,75
7,5 5 37,5 281,25
12,5 10 125,5 1562,5
17,5 10 175,5 3062,5
22,5 8 180 4050
27,5 4 110 3025
Yf = 40 Y x2f = 12000
<\2 2
La varianza s2 = Z(X' nX) f _ 22 f X% - %—15,752 =51,9375.

La desviacion tipica s =+/s? =/51,9375 =7,20676...

2. Al pesar 32 profesores de un Instituto se obtuvieron los siguientes datos en kg: 48,5, 52,
58, 60, 65, 70,5, 77, 83, 89, 49, 53, 59, 61,5, 68, 74, 78,5, 55, 62, 67, 73, 63, 66, 71,5,
62, 65, 72, 64, 66, 71, 63,5, 69, 68,5.

Calcular la media, la varianza y la desviacion tipica.

Solucién. El mayor valor es 89 y el menor 48,5. Los agrupamos en clases o intervalos
semicerrados, de 5 kg, comenzando en 45 y terminando en 90. Hacemos un cuadro
con las clases, las marcas de clase y la frecuencia.

Clases X f
[45, 50) 47,5 2
[50, 55) 52,5 3
[55, 60) 57,5 2
[60, 65) 62,5 7
[65, 70) 67,5 8
[70, 75) 72,5 6
[75, 80) 77,5 2
[80, 85) 82,5 1
[85, 90) 87,5 1
yf=32

Este ejemplo lo vamos a resolver con ayuda de una calculadora.

1°) Establecemos el modo estadistico. Pulsamos MODE - . Aparece en pantalla las
letras SD.

2°) Borramos el contenido de la memoria estadistica SHIFT SAC .
3°) Introducimos los valores de la tabla:

47.5 x 2 DATA 52.5 x 3 DATA 57.5 x 2 DATA 62.5 x 7 DATA 67.5 x 8 DATA
72.5 x 6 DATA 77.5 x 2 DATA 82.5 DATA 87.5 DATA

©@ 68 8 4P
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4°) Con SHIFT X obtenemos la media, X =65,78125
Con SHIFT on obtenemos la desviacion tipica, s = 9,2372...

Con SHIFT on SHIFT X* obtenemos la varianza, s? = 85,3271....

En las calculadoras aparece la tecla ©..« que corresponde a un parametro cuyo

cuadrado se llama cuasivarianza y tiene importancia en el estudio de las estima-
ciones estadisticas, pero que no es nuestro caso. En otros modelos y marcas de
calculadoras debe consultarse el manual de uso, aunque todas tienen instruccio-
nes similares.

Actividades

Como ya sabes la duracién media del viaje, calcula la varianza y la desviacion tipica.

1
1 1
i : 12. Las alturas en centimetros de 12 chicos son: 158, 162, 176, 184, 167, 196, 158, 165, 176, :
: 184, 198, 165. Hallar la varianza y la desviacion tipica. :
1 1
1 1
i : 13. Se toma el pulso a un grupo de 30 personas, obteniéndose los datos siguientes: 72, 66, :
[ 81, 74, 57, 58, 74, 62, 73, 65, 78, 75, 84, 72, 69, 76, 65, 79, 76, 68, 82, 71, 77, 72, 56, 1
I 62, 83, 63, 70, 73. Calcular la desviacion media, la varianza y la desviacion tipica. :
1 1
1 1
i : 14. Las temperaturas maximas en una ciudad durante el mes de mayo han sido: 26, 26, 30, :
: 30, 31,27, 28, 27, 27, 26, 26, 37, 27, 28, 28, 29, 27, 26, 25, 22, 28, 28, 27, 28,29, 30, 26, |
: 25, 27, 29, 37. Calcula la varianza y la desviacion tipica :
1 1
1
i : 15. El sueldo mensual de 35 empleados de una empresa viene dado por: i
1 1
: Sueldo(euros)| 550 780 975 1100 1600 1800 .
1 1
: N° empleados| 10 8 7 5 3 2 !
1 1
1 1
: Calcular la media, la varianza y la desviacion tipica. .
1 1
1 1
i | 16. Se han anotado las duraciones de 50 viajes de ferrocarril entre dos ciudades y se ha con- :
! feccionado la siguiente tabla: :
1 1
i Duracion viaje en minutos | Frecuencia i
! 60 — 69 25 I
‘ 70 - 79 10 i
! 80 — 89 9 !
! 90 — 99 4 !
! 100 — 109 2 :
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
k ol
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4. Coeficiente de variacion

Al comparar la dispersion de dos distribuciones, puede ocurrir que tengan la
misma desviacion tipica y que las dispersiones sean totalmente diferentes. No es lo
mismo una desviacion tipica de 2 kg en una poblacién pollos que en una vacas. Por
lo que vamos a definir un parametro que nos permite medir la desviacion tipica,

. . . . S
tomando la media como unidad, y consiste en calcular el cociente =

A este cociente se llama coeficiente de variacion y suele expresarse en tantos
por cien, por lo tanto habra que multiplicarlo por 100, y lo simbolizamos por V,,

V. =2.100
X

p

El coeficiente de variacion mide, en tantos por cien, la desviacion de una dispersion
con respecto a la media. Cuanto mas pequeno sea el coeficiente de variacion, los datos
estaran mas concentrados alrededor de la media, y ésta resultara mas significativa.

Tenemos dos marcas de bombillas, A y B, elegimos dos muestras de 10 bombillas de cada
marca y anotamos la duracion, en horas, de cada una de ellas, resultando:

A 260 | 285 | 250 | 350 | 290 | 280 | 245 | 265 | 230 | 235
B 250 | 310 | 270 | 290 | 325 | 300 | 280 | 285 | 240 | 315

Calcula el coeficiente de variacion de cada muestra.
Solucién. Empleando la calculadora obtenemos que en las bombillas de la marca A,
X, = 269y s, = 33,3, mientras que en las bombillas de la marca B, x, =286,5y s; =26,17.
Los coeficientes de variacion seran:

_333 400-= 0 = 2617 4100=9130
v, _@.100_12,374, para la marca A, yV, = 2865 100=9,13% para la marca

B. La marca B tiene una duracion media mayor y ademas la dispersién es menor con
respecto a la media.

Actividades

1
17. Las alturas en cm de los jugadores de dos equipos de futbol son: i
Equipo A: 187, 170, 183, 177, 182, 174, 187, 180, 172, 177, 178, 187, 179, 174, 188, 175, 181. |
Equipo B: 188, 170, 176, 178, 185, 180, 185,177,173, 174, 174, 179, 182, 171, 191, 188, 168, 165. |
Calcula el coeficiente de variacién de cada equipo y compara su dispersion :

)

1

1

1

1

J

18. El peso de 5 chicos es: 55, 63, 57, 66 y 65 kg, y sus alturas respectivas: 175, 168, 174, 179
y 181 cm. Halla el coeficiente de variacién de cada grupo de datos y compara su dispersion.
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Distribuciones estadisticas
dobles

entre dos conjuntos de datos, o dos variables estadisticas, aun sabiendo que tal

relacion no puede ser funcional, es decir, que no existe una férmula que permita
obtener los datos de uno de los conjuntos, o de una de las variables, a partir de los del otro,
o de la otra variable.

E n muchos campos del conocimiento surge la necesidad de establecer relaciones

Hay dos problemas fundamentales en el estudio de las relaciones entre dos variables
estadisticas. El primero consiste en considerar una de las variables, la mejor conocida, como
variable independiente y encontrar una funcion, en nuestro caso sélo hablaremos de la fun-
cion lineal, que ilustre de modo aproximado la relacion entre las dos variables y permita
hacer predicciones para algunos datos desconocidos. A este problema se le conoce como
Analisis de la Regresion o simplemente ajuste de los datos por la recta de regresion. El
segundo de los problemas conduce al calculo del coeficiente de correlacion lineal que mide
el grado de interdependencia lineal entre dos variables estadisticas, cuando los datos de
ambas tienen la misma fiabilidad y no tiene mucho sentido tomar una de las variables como
variable independiente.

El propdsito de esta Unidad es, en primer lugar, encontrar la recta de regresion entre dos
variables estadisticas y continuacién, mediante el empleo de coeficiente de correlacion, ave-
riguar si el grado de relacion entre las variables es lo suficientemente grande como para que
la recta de regresion tenga alguna utilidad.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los siguientes:

1. Identificar las variables estadisticas dobles como el estudio de dos caracteristicas en
cada individuo de una poblacién.

2. Representar las variables estadisticas dobles por una nube de puntos.
. Calcular la funcién lineal que mejor se aproxime a los puntos de una nube.
4. Analizar el grado de relacion entre dos variables empleando el coeficiente de correlacion.

w
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1. Variables estadisticas dobles

En una poblacién estudiaremos dos variables estadisticas: una variable que
denominamos Xy otra que denominamos Y, de modo que cada individuo de la pobla-
cion estara determinado por un par de datos (x, y,), en el que x representa los valo-
res o marcas de clase de la variable X e y, representa los valores o marcas de clase
de la variable Y.

Al estudio conjunto de dos caracteristicas o variables estadisticas unidimensio-
nales X e Y sobre una misma poblacién se acostumbra a llamarlo variable estadis-
tica bidimensional.

Por ejemplo, en una evaluacion de 30 alumnos se ha registrado el niumero de
suspensos y el numero de horas diarias que dedica cada uno al estudio, obteniéndo-
se los siguientes resultados:

(0,2) (2,2) (5,0) (2,1) (1,2) (1,3) (0,4) (4,0)
4,2) (1,2) (2,1) (1,2) (0,2) (0,3) (2,3) (2,2)
(1,2) (3,1) 4,1) (1,2

Estamos ante dos variables. La variable X, la mas fiable, cuenta el nUmero de

suspensos Yy sirve para explicar la variable Y, las horas diarias de estudio. El par
(x, y;) registra el nUumero de suspensos, X , Yy el numero de horas de estudio, y; .

) (2,1) (1,2) (0,4) (1,3)

(2,
(2,2) (1,2) (6,0) 3,1) (2,2)

N N

Los datos de una variable estadistica bidimensional se distribuyen en tablas de
frecuencias de doble entrada, asi:

x~ o 1 2 3 4 |Totales

0 0 0 2 1 2 5

1 0 0 7 2 0 9

2 0 3 5 1 0 9

3 0 2 0 0 0 2

4 1 1 1 0 0 3

5 1 0 0 0 0 1

6 1 0 0 0 0 1
Totales 3 6 15 4 2 30

En la primera columna de la tabla hemos puesto los valores de la variable X'y en
la primera fila los valores de la variable Y, y en cada casilla figura la frecuencia abso-
luta f; del par (x, y;). La ultima fila y la ultima columna presentan las llamadas distri-
buciones marginales. En la ultima fila figuran las frecuencias de la variable Yy en
la ultima columna las frecuencias de la variable X. Las distribuciones de frecuencias
bidimensionales se reflejan en tablas de doble entrada, que en el caso general seria
asi:
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Y FRECUENCIAS
N yi y: Yo VARIABLE X
X; f fio fim Xf;
X; f f fom Xty
xn fn1 f;12 . fnm Zﬁu
FRECUENCIAS Em Eﬂz Zﬁm N
VARIABLE Y

Sin embargo, cuando el numero de datos u observaciones es pequefo, en vez
de tablas de doble entrada, emplearemos tablas simples de dos filas, de modo que
en cada columna figuren los valores, (x, y,), correspondientes a las dos variables. En
lo sucesivo s6lo emplearemos tablas de dos filas ( o de dos columnas, si las tablas
las ponemos de pie).

Por ejemplo, las calificaciones de 12 alumnos en Matematicas y Lengua son las
siguientes:

(2,2),(4,7), (4, 4), (6, 2),(4,5), (6,5), (3, 6), (6,4), (5,8), (7, 1), (3, 7), (7, 6).
Estos datos se disponen en una tabla simple de dos filas asi:
Matematicas 2 4 4 6 4 6 3 6 5 7 3 7

Lengua 2 7 4 2 5 5 6 4 8 1 7 6

2. Diagrama de dispersion o nube
de puntos

Cuando las variables X e Y de una distribucion bidimensional son cuantitativas
podemos representar los datos por puntos sobre unos ejes de coordenadas. En el
eje de abscisas llevamos los valores de la variable X, que hemos considerado como
variable independiente, y sobre el eje de ordenadas llevamos los valores de la varia-
ble Y, que hemos considerado como dependiente. Debe quedar claro que las dos
variables no juegan el mismo papel, la que hemos denominado independiente es la
que permite explicar el comportamiento de la otra, la denominada variable Y.

En el caso de las notas de Matematicas y Lengua de 12 alumnos, del apartado
anterior, si llevamos las calificaciones de Matematicas sobre el eje de abscisas y las
de Lengua sobre el eje de ordenadas obtenemos el siguiente grafico:
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La representacion grafica de una distribucion bidimensional se denomina diagra-
ma de dispersion o nube de puntos. Cada punto tiene por coordenadas los valo-
res que en cada individuo tienen las variables X e Y. La nube de puntos nos permi-
te apreciar si existe una posible relacion entre las variables.

En el diagrama anterior no parece que exista ninguna relacién entre las dos
variables, pero esto no siempre es asi. Veamos otros ejemplos.

Un pediatra ha anotado las edades, en meses, y la altura en cm de 12 nifios
obteniendo los siguientes resultados:

meses| 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
altura |76,1 77 781 78,2 78,8 782 795 81 812 818 828 835

La nube de puntos de esta distribucion seria:

84T
83T
82T
81T
80T
97
78T
7T
76T

75.

A6 19 22 25 28 31

Hemos dibujado una recta entre los puntos porque todo sugiere que la relacion
entre las variables edades y alturas se aproxima a una relacién lineal.
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La tabla siguiente indica la media de las temperaturas minimas en el mes de
enero y las latitudes de algunas ciudades de Estados Unidos

Temperatura Latitud
Los Angeles 8.3 34.3
San Francisco 5.5 38.4
Washington 1 39.7
Miami 14.4 26.3
Atlanta 2.7 33.9
Chicago -7.2 42.3
Nueva Orleans 7.2 30.8
Nueva York 2.7 40.8
Boston -5 42.7

La nube de puntos correspondiente a esta distribucién es la siguiente:

45

40

35

30

25

También hemos dibujado una recta que sugiere la existencia de una relacion
lineal, aunque no tan fuerte como en el caso anterior.

La nube de puntos permite apreciar si hay o no una relacién entre las dos varia-
bles. El problema que se nos plantea ahora es el siguiente: si la nube de puntos
sugiere una relacion lineal entre las variables, ;como podemos encontrar la
recta que mejor se ajusta a la nube de puntos? Porque, evidentemente, podemos
trazar varias rectas que pasen a través de los puntos del diagrama de dispersion. La
respuesta a esta pregunta la veremos en apartado siguiente.
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Actividades

Dibuja el diagrama de dispersion.

"
1 1
i ! 1. Los pesos y las alturas de los jugadores de un equipo de futbol estan dados por la !
: siguiente tabla: :
1 1
: X (peso kg) 80 80 77 68 8 80 74 79 76 73 78 :
1 1
: Y (altura cm) 187 185 184 173 189 183 177 189 180 176 182 :
1 1
. Dibuja el diagrama de dispersion. !
: !
| |
i | 2. Eltiempo que tarda la sangre humana en coagular, segun la temperatura, es la que figu- .
: ra en la tabla siguiente: !
1 1
: Temperatura en °C 5 10 15 20 25 35 40 45 :
1 1
: Tiempo segundos 45 38 32 28 24 19 22 21 :
: ]
1 1
1 1
k ol

3. Ajuste de la nube de puntos por
una recta. Recta de regresion

Pretendemos encontrar una recta y = ax + b que esté lo mas proxima posible a
los puntos de la nube. Podiamos hallar la pendiente, a, y la ordenada en el origen,
b, de modo que la suma de las distancias de los puntos a la recta sea minima, pero
€s0 nos obligaria a emplear la funcién valor absoluto y es un poco incémodo.

Determinaremos a y b imponiendo como condicién que la suma de los cuadrados
de las distancias de los puntos a la recta sea minima:

32 =3[y, - (ax, + b))

T &y
T|zyf

Jd,

ax,+b
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Para hallar el minimo de esta funcion hay que derivar e igualar la derivada a
cero. Lamentablemente esta funcion tiene dos variables: a y b, y eso obliga a un
meétodo de derivacion llamado derivacion parcial, que no esta entre los objetivos de
este libro. En cualquier caso, se trata de derivar primero como si la incégnita fuese a
e igualar a cero, y a continuacion hacer lo mismo suponiendo que la incégnita fuese
b, con lo que se obtiene un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

Yy, -aY x,—nb=0
Y xy,—ay xZ-bY x, =0

0, dejando las incognitas solas en el primer miembro,

ay x,+nb=>Yy,
ay x’+bY x, =Y Xy,

Las soluciones del sistema vienen dadas por:

a:nzxiyi_zxizyi b Zyi_azxi

y ==

nEx-(Tx) §

Es dificil memorizar estas formulas, pero si hacemos unas sencillas operaciones
se convierten en otras mas familiares. Dividimos el numerador y el denominador de
la formula de a por n* v queda:

Y XY,

”ZX,-Y,-—ZX,-ZY,- iny/' EX/' Ey/ iny/' - = - =
2 - : —-X-y —-X-y
_ n _ n n n_ _ n _ n
a= 2 2 2 2 - 2 - 2
nY % -(3x) T (Tx, DX s}
n2 n n n

Aqui vemos que el denominador es igual a la varianza de la variable X. Por su
parte la férmula de b indica que:

b=wz¥_a¥=7_ai o que ax+b=y y,portanto,la

recta de regresion pasa por el punto ()'()7) llamado centro de gravedad de la nube
de puntos.

Sabiendo que la recta que buscamos pasa por el punto ()_()7) y tiene como pen-

inyi_)—(.y Xiyi_)—(.y
n , entonces su ecuacion es: y—7=”s—2-(x—7()

X X
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A la recta que mejor se ajusta a la nube de puntos la llamamos recta de regre-
sion. Veremos ahora, en los ejemplos, que los ingredientes de la recta de regresion
son muy faciles de hallar con una calculadora cientifica sencilla.

Ejemplos

1. Hallar la ecuacion de la recta de regresion correspondiente a la tabla de las edades y
alturas de 12 nifios registrados por un pediatra

meses | 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
altura | 76,1 77 781 78,2 788 782 795 81 812 818 828 835

Solucién. Tenemos que encontrar los elementos de la ecuacion:
DY
- X .
n

y-F=— = (x-%)
S

X

1°. Con las teclas MODE - ponemos la calculadora en modo estadistico, en la
pantalla aparece SD, y ya estan activas las teclas escritas en azul. Borramos los

datos de la memoria con las teclas SHIFT SAC e introducimos los datos de la
variable X:

18 DATA 19 DATA 20 DATA ..29 DATA

Una vez introducidos los datos, con las teclas SHIFT X ylasteclas SHIFT 0,

obtenemos x =23,5 y s, =3,452, que elevando al cuadrado resulta, s2 = 11,91.
2°. Depués de borrar la memoria, introducimos los valores de Y
76.1 DATA 77 DATA 78.1 DATA ...83.5 DATA

y con las teclas SHIFT x  encontramos y = 79,683

3°. Por ultimo, después de borrar la memoria, introducimos inyi
18 x 76.1 DATA 19 x 77 DATA 20 x 78.1 DATA ..29 X 83.5 DATA
y con las teclas SHIFT }x  obtenemos que Y, x,y, = 22561,9
4°. Escribimos la recta de regresion

225619

- ~23,5-79,683
y — 79,683 =

11,916

- (x — 23,5)
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Haciendo operaciones  y— 79,683 = 0,638 (x — 23,5)
y =0,638x + 64,679

Hay calculadoras cientificas, mas completas, que dan directamente la pendiente y la
ordenada en el origen de la recta de regresion.

2. Hallar la ecuacion de la recta de regresion correspondiente a la distribucion de las tem-
peraturas minimas medias en el mes de enero y las latitudes de varias ciudades de
Estados Unidos

Temperatura Latitud
Los Angeles 8.3 34.3
San Francisco 5.5 38.4
Washington 1 39.7
Miami 14.4 26.3
Atlanta 2.7 9349
Chicago -7.2 42.3
Nueva Orleans 7.2 30.8
Nueva York 27 40.8
Boston -5 42.7

Solucion. Tenemos que encontrar los elementos de la ecuacion:

1°. Introducimos los datos de la variable X:

8.3 DATA 55 DATA 1 DATA ..-5 DATA

Con las teclas SHIFT X vy lasteclas SHIFT O, obtenemos x = 3,288 y
S, = 6,266, que elevando al cuadrado resulta, s? =39,267.

2°. Depués de borrar la memoria, introducimos los valores de Y

34.3 DATA 38.4 DATA 39.7 DATA ...42.7 DATA

y con las teclas SHIFT Xx  encontramos y = 36,577

©@ 68 8 4P
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3°. Por ultimo, después de borrar la memoria, introducimos EX;Y,-

8.3 X 34.3 DATA 55 x 384 DATA 1 x 39.7 DATA ... 5 X 42.7 DATA
y con las teclas SHIFT }x obtenemos que ¥, x.y; = 819,7

4°. Escribimos la recta de regresion

819,7

o~ 3:288-36,577
y — 36,577 =

39,267

- (x — 3,288)

Haciendo operaciones, resulta la recta de regresion
y =-0,743x + 39,021

Gréaficamente seria la recta de la figura:

30

20 y =-0,743x + 39,021

10

-10 10 20

La principal utilidad de la recta de regresion es hacer predicciones. Si quisiéramos
saber cual es la latitud de una ciudad de Estados Unidos cuya media de las tem-
peraturas minimas en el mes de enero es 4, 5° C, sustituimos x por 4,5 y obtene-
mos una estimacion de la latitud:

y=-0,743 - 4,5 + 39,021 = 35,677

La ciudad tendria 35,677 grados de latitud norte. Queda un problema por resol-
ver: ¢qué fiabilidad proporciona la recta de regresion para hacer estimaciones?
Eso lo sabremos conociendo el coeficiente de correlacion lineal de las dos varia-
bles que estudiamos en el préximo apartado.
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Actividades

a) Hallar la recta de regresién CV — Velocidad maxima, tomando como variable inde-
pendiente CV. ;Qué velocidad maxima alcanzaria un automévil de 110 CV?

b) Hallar la recta de regresion CV — Peso, tomando como variable independiente CV.
¢ Qué peso estimado tendria un automévil de 200 CV?

|
1 1
i : 3. El tiempo que tarda la sangre humana en coagular, segun la temperatura, figura en la :
: tabla siguiente: :
: 1
1
: Temperatura en °C 5 10 15 20 25 85 40 45 :
1 1
: Tiempo segundos 45 38 32 28 24 19 22 21 :
1 1
. Halla la recta de regresion y estima el tiempo que tardara la sangre en coagular a 30° C. |
| |
1
i | 4. Se ha medido las estaturas, en cm, de 12 madres y las de sus hijas, a partir de cierta .
: edad y se han recogido los siguientes datos: :
: 1
1
: X estatura madres 166 168 165 156 170 167 154 169 167 158 172 175 :
1 1
: Y estatura hijas 168 170 168 160 171 165 157 172 165 159 172 174 :
1 1
: Hallar la recta de regresion. .
l )
1 1
i | 5. Se ha anotado la potencia en caballos de vapor, la velocidad maxima que alcanzan yel |
: peso en kilos de nueve modelos de automovil: :
1 1
! Cv Km/h Kg :
1 1
1
: Honda Civic 92 180 1020 E
1 1
: Ford Scort 90 175 1133 :
1 1
: Toyota Cel. 102 175 1360 !
1 1
: Chevrolet B. 95 170 1360 !
1 1
E Saab 9000 130 185 1587 :
1
1 1
: Volvo 740 145 193 1587 :
1 1
. Chrysler N.Y. 150 188 1814 !
1 1
: Mercedes 500 322 265 2041 .
1 1
: BMW 750IL 295 252 2041 :
1
! l
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
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i i 6. Se han registrado las marcas olimpicas de tres especialidades de atletismo desde 1948 :
. hasta 1992. l
1 1
: salto de longitud salto de altura lanzamiento de disco :
E 1948 7.82 1.98 52.78 I
1
: 1952 7.56 2.04 55.03 :
i 1956 7.82 2.11 56.34 I
1
: 1960 8.1 2.15 59.18 :
E 1964 8.05 217 61 :
1
: 1968 8.89 2.24 64.78 :
i 1972 8.22 2.22 64.78 :
1
: 1976 8.34 2.24 67.49 :
E 1980 8.54 2.35 66.64 :
1
: 1984 8.54 2.34 66.6 !
1
! 1988 8.71 2.37 68.81 E
: 1992 8.69 2.33 65.11 !
| :
I a) Halla la recta de regresion afio olimpico — salto de altura. Estima las marcas olim- :
: picas de salto de altura de las olimpiadas de Seul (1996) y Sydney (2000). :
1 1
i b) Halla la recta de regresién afo olimpico — salto de longitud. Estima las marcas olim- :
: picas de salto de longitud de las olimpiadas de Seul (1996) y Sydney (2000). :
1 1
: c) Halla la recta de regresion afio olimpico — lanzamiento de disco. Estima las marcas :
: olimpicas de lanzamiento de disco de las olimpiadas de Seul (1996) y Sydney (2000). :
I l
1 1
b : 7. Estima la latitud norte de una ciudad del continente americano que tuviese una tempera- :
: tura minima media en el mes de enero de 0° C. ;Y la latitud de una ciudad que tiene de |
: minima media en el mismo mes —10° C? Comprueba en un atlas si esa ciudad pertene- :
: ce a Estados Unidos. Recuerda la tabla: :
: Temperatura Latitud :
1 .
! Los Angeles 8.3 343 E
: San Francisco 5.5 38.4 !
: Washington 1 39.7 :
1 1
: Miami 14.4 26.3 :
: Atlanta 2.7 33.9 .
i Chicago 72 423 |
1
: Nueva Orleans 7.2 30.8 :
: Nueva York 2.7 40.8 .
l )
1 1
k ol
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Un fabricante de automéviles experimenta un tipo de frenos y registra a varias velocida-
des, en km/h, la distancia, en metros, que recorre el coche desde que se pisa el freno
hasta que se detiene completamente. Los datos figuran en la tabla siguiente:

Xkm/h 25 45 60 80 95 120 130 135

Hallar la recta de regresion y estimar el recorrido antes de detenerse a una velocidad
de 100 km/h.

6 14 28 45 65 85 94 108

4. Concepto de correlacion

El grado de dependencia lineal entre dos variables se mide con el coeficiente
de correlacion lineal, y cuando la dependencia lineal es débil la recta de regresion
carece de interés.

4.1. Covarianza

En primer lugar queremos averiguar si la relacion entre dos variables es directa,
es decir, cuando al aumentar la variable independiente aumenta también la variable
dependiente, o si es inversa, qué ocurre cuando al aumentar la variable X disminu-
ye la variable Y.

La covarianza es un parametro que mide este tipo de relacion y esta definida
como la media aritmética de los productos de la desviaciones de cada uno de los
valores de las variables respecto a sus medias, se simboliza por s,, y viene dada por:

=2(X,—)_<)-(y,—)7)

Xy n

[}

La covarianza tiene una formulacion mas conocida si realizamos las operaciones
indicadas

s ZZ(Xi_)_()'(yi_}7):Z(Xfyi_xiy_)_(yi-l_)_('Y)ZEXfyi _yzxi _)—(zy,' N
n n n

4 n n

2:”"'—7-;—7-7+7-7=2:’3"‘-7-7.

La covarianza resulta ser el numerador de la pendiente de la recta de regresion.
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4.2. Coeficiente de correlacion

La medida precisa de la relacion de dos variables estadisticas lo proporciona el
coeficiente de correlacion lineal, representado por la letra r, y que esta definido por
la expresién siguiente:

Es decir, es el cociente entre la covarianza y el producto de las desviaciones tipi-
cas de X e Y. Como la desviacion tipica de una variable estadistica es siempre posi-
tiva, el signo del coeficiente de correlacion depende del signo de la covarianza, y
podemos afirmar:

Covarianza positiva indica correlacion directa.
Covarianza negativa indica correlacion inversa.
Covarianza nula indica que no hay correlacion entre la variables.

Se puede demostrar que el coeficiente de correlacién es un nimero comprendi-
do entre =1 y 1, y, en consecuencia, se pueden dar las siguientes situaciones:

s~ Que r = 1, entonces la relacion entre las variables es funcional directa y la
nube de puntos esta sobre una recta de pendiente positiva.

s Que 0 < r < 1, entonces hay una correlacion directa entre las variables.
Correlacioén fuerte cuando cuando r esta proximo a 1 y débil cuando r se
aproxima a 0.

s Que r = 0, entonces no existe ningun tipo de realcion o dependencia entre
las variables.

s~ Que -1 < r < 0, entonces hay correlacion inversa entre las variables.
Correlacion fuerte cuando cuando r esta préoximo a -1y débil cuando r esta
proximo a 0.

s Que r = -1, entonces la relacion entre las variables es funcional inversa y la
nube de puntos esta sobre una recta de pendiente negativa.

En las figuras hemos ilustrado algunas de esta situaciones:

y| T e
y ‘ -1<r<0
L °
/ O<r<1 ¢
X
X [ ]
y ...
o ©
o © L.
o o r proximo a 0
Y 0.0
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Resumiendo: la recta de regresion permite hacer previsiones o estimaciones,
pero no debemos olvidar que estas estimaciones soélo son fiables cuando r toma
valores proximosa—-1o0a 1.

> Ejemplos

1. Hallar el coeficiente de correlacion lineal correspondiente a la tabla de las edades y altu-
ras de 12 nifios registrados por un pediatra

meses| 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
altura |76,1 77 781 78,2 78,8 78,2 795 81 812 818 828 835

Solucién. El coeficiente de correlacion lineal viene dado por la formula:

Y Xy, -

s _ N "
~— donde s,, = S——-X:¥ y sy s sonlas desviaciones tipicas de X e Y.

r =
Sx'y

Ya sabemos, lo hemos calculado en el ejemplo 1, que

2256119

Y Xy,
Sy =54 12

-X-y = -23,5-79,68 = 7,6191

También conocemos que X =23,5 y s, =3,45.
Introducimos de nuevo los valores de Y

76.1 DATA 77 DATA 78.1 DATA ...83.5 DATA

y con las teclas SHIFT X ylasteclas SHIFT O, encontramos ¥ =79,68 s, =2,24.

Luego
Sy 7,61

s.s, 345224 0%

r =

Lo que indica un alto grando de correlacion y las previsiones que se hagan con la recta
de regresion son altamente fiables.

2. Hallar el coeficiente de correlacion lineal de las calificaciones de 12 alumnos en
Matematicas y Lengua:

Matematicas 2 4 4 6 4 6 3 6 5 7
Lengua 2 7 4 2 5 5 6 4 8 1
Solucion.

1° Después de borrar la memoria, introducimos los datos de la variable Matematicas,
que llamaremos X,
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2 DATA 4 DATA 4 DATA .. 7 DATA

Con las teclas SHIFT X ylasteclas SHIFT O, obtenemos X=4,75y s, = 1,68.
2° Borramos la memoria e introducimos los datos de Lengua, variable Y
2 DATA 7 DATA 4 DATA ...6 DATA
Conlasteclas SHIFT X vylasteclas SHIFT O, encontramos y =4,75ys,=2,12.
3° Por ultimo, introducimos
2 X 2 DATA 4 X 7 DATA 4 X 4 DATA ..7 X 6 DATA

y con las teclas SHIFT }x obtenemos que Y xy = 262

2XYi oo 262 405 405
Ahora, s, = ——-Xy =73 4,75-4,75= -0,7291

entonces, S, -0,7291
r=

"5, s, 168212 020

Lo que indica una correlacion negativa pero muy débil.

Actividades

4 1
I . S , 1
: 9. Halla el coeficiente de correlacion lineal de la altura, en centimetros, de 12 madres y las :
: de sus hijas, a partir de cierta edad, segun los datos de la tabla. :
: X(estatura madres)166 168 165 156 170 167 154 169 167 158 172 175 :
1 1
: Y(estatura hijas) 168 170 168 160 171 165 157 172 165 159 172 174 :
1 1
| |
: 10. Calcula el coeficiente de correlacion lineal de las variables velocidad maxima - peso en 1
| kg, en los automoviles de la tabla: i
1
: cv km/h kg !
1
: Honda Civic 92 180 1020 i
: Ford Scort 90 175 1133 !
1
! Toyota Cel. 102 175 1360 E
: Chevrolet B. 95 170 1360 !
1 1
: Saab 9000 130 185 1587 :
k ol
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Calcula el coeficiente de correlacion lineal entre las variables 100 m — 400 m, salto de
longitud — salto de altura y salto de altura — lanzamiento de disco.

L LT T LT T LT T LTI LT T LT LT T LT T LT T LT T LTI LT T T T LT LT T T ¥ ] L |
1
! Volvo 740 145 193 1587 i
: Chrysler N.Y. 150 188 1814 :
1
: Mercedes 500 322 265 2041 i
: BMW 750IL 295 252 2041 |
| :
1
i | 11. Calcula el coeficiente de correlacion lineal de los pesos y las alturas de los jugadores de :
: un equipo de fatbol que figuran en la tabla: :
! ]
: X( peso kg) 80 80 77 68 8 80 74 79 76 73 78 '
1
: Y(altura cm) 187 185 184 173 189 183 177 189 180 176 182 :
. !
! ]
i 1 12. En el cuadro siguiente aparecen las marcas en algunas especialidades de 10 atletas de :
i decathlon. :
1 1
E 100 m salto longitud salto altura 400 m Disco :
1
: A 1043 8.08 2.07 48.51 48.56 :
E B 10.44 8.01 203 4697  46.56 l
1
: (03 10.7 7.76 2.07 48.05 49.36 :
E D 11.06 7.79 2.03 48.43 46.58 :
1
: E 10.89 7.49 2.03 47.38 46.9 :
1
! F 105 7.26 211 4763 497 l
1
: G 1096 7.57 197 4872 48 |
1
: H 10.96 7.43 2.04 48.19 49.88 E
: I 10.87 7.42 2.1 49.75 51.2 :
1
: K 10.69 7.88 2.1 47.96 43.96 :
. !
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
k wll

@ 6 B 4P
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UNIDAD

Distribuciones de
probabilidad

en las distribuciones de probabilidad se entremezclan estadistica y probabilidad.

omenzamos la Unidad introduciendo los conceptos basicos de probabilidad, pues
C También repasamos conceptos de combinatoria que se usan en probabilidad.

Se estudian la distribucion binomial y la normal como ejemplos de distribuciones de pro-
babilidad de variable discreta y de distribuciones de probabilidad de variable continua,
respectivamente, por ser las mas usadas.

Los objetivos que nos proponemos alcanzar con el estudio de esta Unidad son los
siguientes:

1. Conocer el concepto de experimento aleatorio, el de suceso y las operaciones con
sSucesos.

2. Conocer los modos de asignar probabilidades a los sucesos de un experimento alea-
torio.

3. Distinguir las variables aleatorias discretas de las variables aleatorias continuas.

4. Utilizar férmulas y tablas para calcular probabilidades en una variable aleatoria que
sigue una distribuciéon binomial.

5. Utilizar tablas para calcular probabilidades de una variable aleatoria que sigue una dis-
tribucion de probabilidad normal.

6. Saber cédmo aproximar una distribucion binomial por una normal.
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1. Probabilidad

1.1. Experiencias aleatorias y sucesos

Muchos fenédmenos observables tienen un resultado imprevisto: el juego de arro-
jar un dado o una moneda, extraer una carta de un mazo de naipes, extraer nume-
ros de la Loteria Primitiva, etc.. A este tipo de fendmenos se les denomina experien-
cias aleatorias y se caracterizan porque:

a) su resultado es imprevisible;

b) podemos realizar el experimento tantas veces como queramos, siempre en
las mismas condiciones.

Se llama espacio muestral al conjunto de todos los resultados de un experimen-
to aleatorio y lo simbolizamos por la letra E. Al arrojar una moneda y observar si sale
cara o cruz, el espacio muestral es E = {cara, cruz}. Si tiramos un dado, el espacio
muestral resulta ser E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Al elegir un naipe en una baraja de 40 car-
tas, podemos suponer que a cada una le asignamos un numero distinto del 1 al 40,
entonces el espacio muestral es:

E={1,23 4, ...,39 40}

En el juego de lanzar dos dados el espacio muestral es:

11y (12) (13) (14) (1.5 (1,6)
(21 (22) (2,3) (24) (25) (26)
3,1 (3,2) (3,3) (3,4) (3,5 (3,6)
(41 (42) (43) (44) (45) (4,6)
(5,1 (52) (53) (54) (55) (56)
(6,1 (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

Se denomina suceso a cada uno de los subconjuntos de un espacio muestral.
Los sucesos como son subconjuntos se pueden determinar enumerando sus ele-
mentos o mediante una propiedad que cumplan exclusivamente sus elementos. En
el juego de arrojar un dado los subconjuntos A = {1, 4, 5} y B = {salir nimero par} son
sucesos, es evidente que B = {2, 4, 6}. Los sucesos constituidos por un unico ele-
mento se llaman sucesos elementales. En el espacio muestral E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
los subconjuntos: {1}, {2}, {3}, {4}, {5} y {6} son sucesos elementales.

Los conjuntos @ (vacio) y E (espacio muestral) se denomina suceso imposible
y suceso seguro.

Decimos que, al realizar un experimento aleatorio, se presenta un suceso A si el
resultado de dicho experimento es uno cualquiera de los sucesos elementales que
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pertenecen a A. Por ejemplo, si arrojamos un dado y el resultado es el suceso ele-
mental {4}, ademas de éste, se presentan todos los sucesos que tienen el 4 como
uno de sus elementos: A = {salir nimero par}, B = { salir nimero mayor que 3}, entre
otros.

En el juego de tirar dos dados y sumar las puntuaciones, ¢cuales son los elementos del
suceso A = {sumar 3} y del suceso B = {sumar 11}?

Solucion. A ={sumar3}={(1,2)y(2,1)} y B={sumar 11} ={(5,6) y (6,5)}.

Actividades

1. En el juego o experimento aleatorio de tirar un dado:
a) ¢,cuales son los elementos del suceso A = { salir un numero menor o igual que seis }?;
b) ¢ cual es el suceso B = { salir un multiplo de siete }?;
c) /,como se llaman a los sucesos A y B de este juego?

2. En el juego de tirar dos dados describe los sucesos A = {sumar 8} y B = {sacar al menos
un 5}.

1.2. Operaciones con sucesos

Con los sucesos podemos hacer dos operaciones: la union y la interseccion. La
union de dos sucesos A y B es otro suceso que simbolizamos por Au B y contiene
los sucesos elementales de A, de B o de ambos,

AuB={x/xe€A o xe€ B}

La interseccion de dos sucesos Ay B es otro suceso que simbolizamos por An B
y contiene los sucesos elementales que pertenecen simultaneamente a Ay a B,

AnB ={x/xe A y xeB}
Dos sucesos se dicen incompatibles cuando su interseccion es el suceso

imposible, @.
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Los conjuntos A = {1,3,5}, B={1,2,3} y C = {4,5} son sucesos del experimento de lanzar un
dado. Halla AuB, AuBUC, AnB,AUA, BnB, BnC, EUBY ENnB.

Solucion.
AuB={1,3,5)u{1,2,3}={1, 2, 3, 5},
AuBuUC ={1, 3, 5}u{1, 2, 3}u{4, 5} = {1, 2, 3, 4, 5},
AnB={1,3,5n{1,2,3}={1, 3},
AvA={1,3,5v{1,3,5}={1,3, 5},
BnB={1,23}n{1,2,3} = {1,2,3},
BnC ={1,2,3}1n{4,5} = @, son incompatibles,
EuB={1234,5,6}u{1,2,3} ={1,2,3,4,5,6} = E,
EnB={1,2,34,5,6}n{1,2,3} ={1,2,3} = B.

El contrario de un suceso A se representa por A,y se realiza siempre y cuando

no suceda A. Esobvio que el suceso contrario de A, E es A. Por tanto A= E .
También es evidente que A y lo que no es A constituyen todo el espacio muestral

AUA =E y AnA =0

Actividades

3. En el juego de lanzar un dado, ¢ cual es el contrario de A = {salir mayor o igual que 5}? Si
B = {multiplo de 3}, ¢cual es el suceso An B?

En el juego de lanzar dos dados describe los sucesos A = {sumar 7} y B = {salir al menos

un 6}. ;,Cémo son los sucesos AUBY AnB? ;Cuantos elementos tiene el suceso A ?

o
H
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1.3. Probabilidad de un suceso

Hay dos modos de atribuir probabilidad a un suceso:

a) Mediante la frecuencia relativa del suceso, cuando el nimero de veces que
repetimos el experimento es muy grande.

b) Admitiendo como axiomas de la probabilidad las afirmaciones siguientes:

1. La probabilidad de un suceso A es siempre un numero real no negativo,
P(A)> 0,

2. La probabilidad del proceso sequro Ees 1, P(E) =1,

3. Si Ay B son sucesos incompatibles, An B = @, la probabilidad de la
union es igual a la suma de P(A) y P(B),

P(AuB)=P(A) + P(B)

Estos axiomas unidos al hecho de que cada suceso elemental, de un espacio
muestral E de m elementos, cuando es previsible que tengan la misma disponibilidad
de salir, tiene una probabilidad de:

1
n° de sucesos elementales

permiten encontrar una regla para hallar la probabilidad de otros sucesos. Si A = {a,,
8y 8ypeeennns ,a .} es un suceso, entonces A = {a,yu{aju{atu........ via} , que evi-
dentemente son incompatibles dos a dos, por tanto,

1 1 n

1
P(A) = P({a}) + P({a}) + ........ tP({a)) = ottt =

Es decir, la probabilidad de un suceso A es igual a la suma de las probabilida-
des de los sucesos elementales que constituyen A. Luego,

n° de elementos de A
n° de elementos de E

P(A)=

A los elementos de A se llaman resultados favorables a la realizacion del suce-
so A, y a los elementos del espacio muestral E: resultados posibles, y por esto se
acostumbra a escribir:
n° de casos favorables

n° de casos posibles

P(A) =

A este cociente se llama Regla de Laplace.
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Ejemplos

1. Al tirar un dado, ¢ cual es la probabilidad de que salga numero par? 4,cual es la probabi-
lidad de que no salga numero par? ¢y de qué salga par y mayor que 27?

Solucion. El suceso salir pares A= {2, 4, 6}y P(A) :% :%

El suceso no salir par es el contrario de A, es decir, A y A ={1, 3, 5}, luego

P(Z\)=%=% . Observamos que P(A)+P(A)=1 o P(A)=1- P(A).

El suceso salir mayor que 2 es B = {3, 4, 5, 6} y salir par y mayor que 2 es An B = {4, 6};

luego: P(AnB)= % = %

2. Al tirar un dado, ¢cual es la probabilidad de que salga un niumero primo?; ;y de que
salga un numero primo e impar?; ¢cual es la probabilidad de que salga un numero que
no es primo ni impar?

Solucion. El suceso salir numero primoes A={1,2, 3,5}y P(A)= % :%

El suceso salir impar es B = {1, 3, 5} y salir primo e impar es AnB = {1, 3, 5}; luego:
P(ANB)= % _ %

El suceso no primo es A ={4,6}y no impar es B={2,4,6} luego de AnB = {46},
P(ANB)=2=1.

Actividades

5. En un sombrero negro hay 11 fichas iguales: 5 negras y 6 blancas. Al lado hay un som-
brero gris con 7 fichas iguales: 3 negras y 4 blancas. Si quisiéramos una ficha negra,
¢,qué sombrero ofrece mayor probabilidad?

6. En el juego de lanzar dos dados si A = {sumar 7}, calcula la probabilidad del suceso A y

7. Sea E={a,b,c,de,f} un espacio muestral y P una medida de probabilidad en E definida
por: P(a) = P(b) = P(c) = P(d) = P(e) = P(f) = 1/6. Se consideran los sucesos A={a,c,d,e}

1 1
I I
I I
I I
I I
1 1
I I
I I
I I
I I
1 1
I I
: del suceso A . ;Se cumple que P(A)+P(A) =17 :
I I
1 1
I I
I I
I I
I I
1 1
I I
: y B ={d,e,f}. Hallar P(A), P(B), P(AnB), P(AUB)y P(A) .
I I
I I
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1.4. Calculo de probabilidades en experiencias
de dos 0 mas pruebas

Cuando realizamos experiencias con varias pruebas, tirar dos dados, o un dado
varias veces, extraer varias cartas de una baraja, o varias bolas de una urna, para
calcular la probabilidad de un suceso es importante conocer si las pruebas son inde-
pendientes o, por el contrario, afecta el resultado de una en la siguiente.

Pruebas independientes

Analicemos un ejemplo. En una urna hay cinco bolas de igual tamafio, 2 son
negras y 3 blancas. Se extrae una bola al azar, se observay se devuelve a la urna.
Seguidamente se repite la misma operacion. Estamos ante una experiencia aleato-
ria de dos pruebas. El resultado de la primera prueba no influye en la segunda,
son pruebas independientes. Las dos primeras ramas del diagrama en arbol
corresponden a las probabilidades de la primera extraccion y las cuatro restantes a
las probabilidades de la segunda prueba:

2/5

2/5 [NJ— NN
[/\j 3/5
[B]|— NB
— 2/5
3/5 IN— BN
B s
[B|— BB

El espacio muestral de este juego es: E= { BB,BN,NB,NN } y la determinacion de
la probabilidad de un suceso elemental se hace mediante las probabilidades de las
ramas que conducen a él. Si queremos hallar la probabilidad de extraer una bola
blanca seguida de una negra,

6

=55 = 0,24 = p({Blanca en la 13} {Negra en la 2%}) =

alN

3
P(BN) = %

= P({Blanca en la 12}) - P({Negra en la 2%})
Por tanto, podemos hacer las siguientes consideraciones:

La probabilidad de un suceso elemental es igual al producto de las proba-
bilidades de las ramas que conducen a él. Pero ademas podemos afirmar que
la probabilidad de la interseccién dos sucesos independientes, o en pruebas
independientes, es igual al producto de las probabilidades de cada uno de
ellos.
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Pruebas dependientes

Si en una urna hay cinco bolas de igual tamafo, 2 son negras y 3 blancas, y
extraemos una bola al azar, se observa y no se devuelve a la urna, entonces en la
segunda extraccién cambian las condiciones iniciales del juego. El resultado de la
primera prueba influye en la segunda, son pruebas dependientes. Las dos pri-
meras ramas del diagrama en arbol corresponden a las probabilidades de la prime-
ra extraccién y las cuatro restantes, ahora con otros numeros, a las probabilidades
de la segunda prueba:

1/4
2/5 [j [IN]J— NN
N

3/4
[B]|— NB

— 2/4

3/5 [N—> BN
[éj 2/4

(B]|— BB

En este caso, si queremos hallar la probabilidad de extraer una bola blanca
seguida de una negra, tendremos:

P(BN) = P({Blanca en la 12}~ {Negra en la 22}) = P({Blanca en la 13}) -
- P({Negra en la 22 condicionado a la salida Blanca en la 1})
Por tanto, podemos hacer la siguiente consideracion:

La probabilidad de la interseccién de dos sucesos dependientes, o en
pruebas dependientes, es igual al producto de la probabilidad de uno de ellos
por la probabilidad del otro condicionado por el primero.

Ejemplos

1. Se tira un dado dos veces ¢ cual es la probabilidad de que salga al menos un 67

Solucion.

1/6
5/6
1/6

5/6 Wod o6 (6] — No6-6

No 6 No 6-No 6

No 6 6 No 6

P (Al menos un 6) = 1/6-1/6+1/6-5/6 +5/6-1/6 = 11/36
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Que es lo mismo que P (Al menos un 6) =1— P(No salir6)=1-5/6 - 5/6 = 1 — 25/36 =
= 11/36.

2. Se extraen simultaneamente dos cartas de una baraja de 40. Encontrar la probabilidad
de que salgan dos ases.
Solucion: P(Dos ases) = P({As en la 12yn{As en la 2%}) =
= P({As en la 1?}) - P({As en la 22 condicionado a la salida As en la 1%}) =

=4/40 - 3/39 = 1/130

Actividades

r L |
I . : . . .
: 8. De una baraja de 40 cartas se extraen dos cartas simultaneamente, ¢ cual es la probabi- :
I lidad de que sean dos oros? Si las dos cartas se extraen sucesivamente y la primera se |
: devuelve al mazo, ¢4 cual es la probabilidad de que salgan dos oros? :
[ I
[ I
[ 5 ol

2. NuUmeros combinatorios

Imaginemos una urna con m bolas numeradas de 1 a m, y extraemos n bolas
(con 0 <n < m)sin devolver ninguna a la urna. Obtenemos asi un subconjunto de
n elementos de un conjunto mayor de m elementos. ¢ Cuantos subconjuntos de n ele-
mentos hay en un conjunto mayor de m elementos?

) . . . m
El nimero total de subconjuntos se simboliza por y para calcularlo empleamos
n

m)  m!
n | n'(m-n)!

donde m! se llama factorial de m y corresponde a

la formula

m'=m-(m-1)-(m-2)-...-3-2-1
es decir, al producto de los m primeros numeros naturales, asi:

51=5.4.3.2.1=120; 8!=8.7-6-5-4.3.2.1=40320
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Observaremos, sin embargo, una convencion 0! =1 y 1! =1, con esta salvedad
podemos calcular algunos numeros combinatorios

5\___ 5! _5:4:3.2.1_120_ 4 a4,
3] 31(5-3)! 3.2.1.21 12 4| 410l

7 7! 7! 8 8! 8!
(5)=5!(7—5)!=5! 2121 (1)=1!(8—1)!=1! 718

Las calculadoras cientificas disponen de la tecla x! para calcular el factorial

de un numero, si la tecla esta en color encarnado debemos pulsar antes SHIFT , es
decir, 5! se calcula asi:

5 SHIFT x! —120
En otras calculadoras es aun mas facil con la tecla nCr , que nos da directa-

, m . , .
mente el nUmero ( J 0, si esta en color encarnado, por la secuencia SHIFT nCr.
n

En este caso

5
(sj seria 5 SHIFT nCr3 = —10

v caous [SM{}(2):(3(3

5 ] ]
Solucion. (5) o o 1, ( j > > 9,

0| 0iB-0) B~ G

5 51 51 5 51 5 51
(2)2 G2y 3 (3)2 B3 (4): A God

° + > + ° + ° + ° =1+5+10+10+5=31
0 1 2 3 4
2. Calcula 6118 (") (7 ; Cual sera el resultado de n n ?
' ol'leflof|7]¢ olY\nl
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. (868 _e_, (6)_ e _ (7). 7 _,. (T\_ T _,
Solucion. | o |=or--0) 6~ |e) 60l " (o) 0r7 " |7)T70r "

6 6
9. Calcula: a) (4j y (Zj b) (;) y (;) ¢,Son los pares de niumeros combinatorios iguales?
. m m .
Comprueba que la igualdad (n )=(m —’7) es cierta para cada valor que le demos a m

y n (m > n).

10 10 11
10. Comprueba que la igualdad es cierta (7 )+(8 J:(S J . Comprueba que la igualdad

m m m+1 )
( J+( J=(n+1 J es cierta para cada valor que le demosamyn(m > n).

3. Distribucion de probabilidad de
una variable aleatoria discreta

En los apartados anteriores hemos hablado de sucesos en general, pero nos
interesan los experimentos aleatorios cuyos sucesos sean identificables por un
numero; tal como ocurre al tirar dos dados y sumar sus puntuaciones o lanzar 5
monedas y contar el numero de caras, aunque también son de naturaleza numérica:
anotar, en un examen de 50 preguntas, el niumero de respuestas correctas o regis-
trar el numero de huevos rotos, por cada envase de 12, de una determinada granja.
En todos estos casos los sucesos son identificables por un numero.

Una variable numérica que toma diferentes valores, de los que conocemos o
podemos conocer la probabilidad de que cada uno ocurra, se llama una variable ale-
atoria discreta. Las variables aleatorias se simbolizan por una letra mayuscula como
X (0 Yo Z),y asociada con la variable aleatoria hay una funcion de probabilidad que
nos informa de la probabilidad de que X tome un determinado valor.

Una distribucion de probabilidad de una variable aleatoria discreta es semejante
a una distribucion de frecuencias de una variable estadistica, s6lo que en vez de fre-
cuencias relativas tenemos probabilidades.
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En el juego de lanzar dos dados y sumar sus puntuaciones la distribucion de pro-
babilidad es la siguiente:
x,|23456789101112

1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

La probabilidad de que en este juego la suma sea 3 se simboliza por

2
PIX =3]= 55

n

pi|p1 Py - Py

X | X X, .. X

En general, si

es una distribucion de probabilidad de una variable aleatoria X, entonces

PIX =x1=p,
P[szz]:pz

PIX=x,1=p,

donde p; es un numero comprendido entre 0y 1, 0< p, <1 | y la suma de los p;

n

es la unidad pr:P1+Pz+---+Pn=1

i=1

En ocasiones, la probabilidad de que una variable aleatoria X tome un determi-
nado valor x, P[X = x] , viene dado por una funcion de probabilidad, como veremos
en el préximo apartado.

Sabemos que los parametros principales de una distribucién estadistica son la
media, X ,y la desviacion tipica, s, y se calculan por:
- Xf+..+xf
— 11 nn
X=——7~ oo |2Xich
N

i=1

En el caso de las distribuciones de probabilidad de una variable aleatoria también
podemos considerar la media, que simbolizamos por la letra griega u, y definimos como

W=Xpy ...+ X, 0, = inpi
i=t

y la desviacion tipica, que simbolizamos por la letra griega o, y definimos como

G:\lzxiz.p’__uz
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Ejemplos

1. La tabla siguiente indica la distribucion de probabilidad del juego de lanzar 4 monedas y
anotar el nimero de caras:

I

x.|0 4
1 1

.[;|_\ —_
[ JNS I N
N w

Pr|16 16
Calcular y y o.

1 1 3 1 1
Solucion. M=X1P1+---+X,,P,,=0‘6+1‘Z+2‘§+3‘Z+4‘ﬁ=2;aeste numero se le

llama también valor esperado o esperanza matematica de la variable.

SR ae—c 2 1,023, 2 1 g2 1 52
o=\ X p, _\/0+1 g T2 g+ 3Rt n 2% =1

2. Calcular u y o en la distribucién de probabilidad de la suma de las puntuaciones de dos
dados.

Solucion. En el juego de tirar dos dados, la distribucién viene dada por la tabla

x|2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1 2 &M 5 6 5 4 3 2 1
P36 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

1 2 2 1 252
Luego, M—X1p1 +...+ann —2%+3%++11%+12%—¥—7

_Sxp-w=2 1322 2.2 42 1 52
o=\Yx"p, _\/2 gt ggt - t1T 3512 55 -7 =241

Actividades

11. Escribe la tabla de distribucion de probabilidad del juego de tirar tres monedas y anotar
el numero de cruces. Calcula upvy o.
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4. Distribucion binomial

Supongamos un experimento aleatorio que se pueda repetir indefinidamente y
que en cada prueba soélo tenga dos resultados. Experimentos de este tipo son: tirar
una moneda, donde uUnicamente sale cara o cruz; tirar un dado y observar si sale 5
0 no; anotar el sexo de los recién nacidos de una maternidad; registrar los resulta-
dos de un tenista contra otro determinado, etc.

A los dos posibles resultados de estas experiencias les llamaremos éxito

(E) y fallo (F).

Supondremos que p es la probabilidad de éxito en cada prueba vy, por tanto,
1 - p sera la probabilidad de fallo en cada prueba.

Si el experimento se repite n veces, al anotar los resultados, obtenemos una
palabra de longitud n formada por las letras Ey F

EEFFEFEEFEFFFE..

Estamos interesados en contar cuantas palabras de este tipo contienen x veces
la letra E. Esto es equivalente a decir: si tenemos n casilleros, ¢de cuantas maneras
distintas podemos situar x veces la letra E, una por casillero? O, mejor aun, ¢cuan-
tos subconjuntos de x elementos tiene un conjunto de n elementos?

. . . . . L
Esta ultima pregunta tiene una respuesta conocida, y es el numero combinatorio (Xj

Si ahora nos preguntamos ¢,cual es la probabilidad de obtener x éxitos en n prue-
bas del experimento? o, lo que es lo mismo, ¢cual es la probabilidad del suceso

xveces n-xveces

A=En.mnEnFn..NnF?

Como las pruebas son independientes, la probabilidad no varia de una a otra
prueba, entonces:

n—x veces

P(A) = P(E)T.Y?C?SP(E).P(F). .. - P(F)

X veces n—x veces

P(A)=p-...-p-(1=-p)- ... 1=p)=p*-(1-p)"*

n
Al haber (Xj palabras de longitud n con x letras E y cada palabra tiene una pro-

babilidad de p*-(1-p)™™ , entonces definimos una funcién de probabilidad para la
variable aleatoria X, que cuenta el numero de éxitos en n pruebas, asi:

P[X=x1=(f().p*o(1—p>"-x
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Esta funcion recibe el nombre de funcién de probabilidad de una distribucion
binomial de n pruebas con probabilidad de éxito p, simbdlicamente B(n,p), y que
tabulamos de este modo:

x |0 | 1. k || n

n n n i1 ny _ 1k ni n
(Ojﬂ—p) (JPU p) (kjp (1-p) ---Mn)p

Se puede demostrar que en una distribucién binomial B(n,p) la media y la des-
viacion tipica vienen dadas por las férmulas:

np=n-p oc=4n-p-(1-p)

P[X = x]

Ejemplos

1. En una distribucién binomial B(6; 0,25) calcular:
a)P[X:O], b) P[X:3], c) P[X:S], d) P[X>0], e) P[XZO], y f) P[X25].

Solucion:

6 6
a) P[X=0]=| _|-0,25°-0,75°=0,1779, b) P[X =3]=| _ |-0,25°-0,75° =0,1318,
0 3

6

c) P[X=5]=(5

J~0,255 -0,75=0,0044, d) P[X>0]=1-P[X=0]=1-0,1779=0,8221.

6 6
e) P[X20]=1y f) P[X25]=(5]-0,255 -0,75+[6]-0,256 -0,75° =0,0044 + 0,0002 = 0,0046.

2. En una distribucién binomial B(5; 0,3) calcular: a) P[X <2], b) P[X<4] y ¢) P[X #0]

Solucion:

5 5 5
a) P[XS2]=(O)«O,75 +(1 )-0,3-0,74 +(2)-O,32 -0,7° =0,8369

5 5 5 5 5
b) P[X<4]=| _|-0,7°+|  |-0,3:0,7*+| _|-0,3*-0,7°+| _|-0,3°-0,7°+| |-0,3*-0,7=
0 1 2 3 4

=0,9976 o también P[XS4]=1—P[X=5]=1—[:j~0,35=O,9976.

c) P[X=#0]=1-P[X =0]=1-0,1681=0,8319 . Dado que los sucesos ser [X=0] y
ser [X = 0] son contrarios.
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3. Si el 60% de los empleados de una empresa estan de acuerdo en que los salarios
dependan de la productividad, y se elige una muestra de tres empleados, hallar una
tabla de distribucion de probabilidad para la variable aleatoria que cuenta el nimero de
empleados que estan a favor de esta forma retributiva. Calcula 1 y o.

Solucion. Se trata de una distribucién binomial: 1°) en cada prueba hay dos unicos
resultados: estar de acuerdo o no; 2°) el resultado de cada prueba es independiente
del anterior; 3°) la probabilidad de encontrar un empleado que esté a favor de esta
forma retributiva es constante p = 0,6 y de que sea contrario 1-p = 0,4. Es, por tanto,
una distribucion binomial de parametros n = 3y p = 0,6, B(3; 0,6), cuya tabla es:

X | 0 | 1 | 2 | 3
(3)0,43 (3)0,60,42 (3)0,62 -0,4 (3)0,63
0 1 2 3
Ademas,

p=n-p=3-06=18y o=4n-p-(1-p)=43-0,6-0,4 =0,8485

PIX = x]

4. Enuna ciudad, el 40% de los alumnos que promocionan a Bachillerato tiene suspensa algu-
na asignatura de 4° ESO. Se eligen 6 alumnos de 1° de Bachillerato al azar, ¢cual es le
probabilidad de que la mitad de ellos tenga alguna asignatura suspensa de ESO?

Solucion. Se trata de una distribucién binomial: 1°) en cada prueba hay dos uUnicos resul-
tados: tener alguna suspensa o no, 2°) el resultado de cada prueba es independiente del
anterior, 3°) la probabilidad de encontrar un alumno con algin suspenso es constante
p = 0,4. Es, por tanto, una distribucién binomial de parametros n =6y p = 0,4, B(6; 0,4).

La mitad de 6 es 3, la probabilidad buscada es P[X = 3] :(5)0,43 -0,6° =0,2765

Nota: Cuando los datos de un problema de distribucién binomial no son extravagan-
tes, n < 10,y p es un numero multiplo de 0,05, entonces los valores de la funcion de
probabilidad estan tabulados. El resultado de este ejemplo se leeria asi en la tabla de
la distribucion binomial al final de la unidad:

p
n x| .. 0,4
)
6 0
1
2| ..
3 |— 0,27648

Comprobar los resultados de los ejemplos con la tabla de la distribucién binomial.
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Actividades

12. La probabilidad de que un jugador de baloncesto haga canasta en los tiros libres es 1/4.
Si lanza 6 tiros libres, ¢ cual es la probabilidad de que haga al menos 3 canastas?

13. La probabilidad de que un misil alcance su objetivo es 0,8. Si se lanzan 4 misiles, ¢, cual
es le probabilidad de que, como maximo, dos de ellos den en el blanco?

14. Una moneda se tira cuatro veces, ¢cual es le probabilidad de que al menos salgan dos
caras?

15. 4 Cual es le probabilidad de obtener cuatro veces 5 si tiramos un dado siete veces?

16. Un examen tipo test consta de 10 preguntas, y cada pregunta tiene 3 posibles respues-
tas, de las que solo una es cierta. Un alumno contesta al azar.

a) Sicada pregunta acertada es un punto y se aprueba con 5 puntos, ¢cual es la pro-
babilidad de que el alumno apruebe?

b) ¢ Cual es la probabilidad de que conteste bien al menos a 4 preguntas?

c) ¢Cual es la probabilidad de que conteste bien a lo sumo a 2 preguntas?

17. De la experiencia acumulada se sabe que un jugador de tenis A tiene una probabilidad
de 1/3 de ganar a otro B. Juegan un torneo a 5 partidos, ¢,cual es la probabilidad de que
A gane mas de tres partidos?

18. Se sabe que el 15% de las bombillas que produce una maquina duran menos de 100 horas.
Se escogen 4 bombillas de las que produce la maquina y se dejan encendidas, ¢,cual es la
probabilidad de que a lo sumo 3 se fundan antes de 100 horas?

19. Las parejas de cierta especie de aves incuban un huevo. La probabilidad de que la cria
alcance la madurez es 2/3. Se observan 4 nidos de esta especie, ¢cual es la probabili-
dad de que al menos dos crias alcancen la madurez?

20. Segun la herencia genética, la probabilidad de que un matrimonio tenga un hijo con ojos
azules es 1/4. Sabemos que un matrimonio tiene 5 hijos, ¢ cual es la probabilidad de que
a lo sumo haya dos con ojos azules?

21. Una encuesta revela que el 80% de los usuarios de una linea de transporte publico estan
satisfechos del servicio. Se eligen 10 usuarios al azar, ¢ cual es la probabilidad de que la
mitad de ellos estén descontentos con el servicio?

22. La probabilidad de que salga cara en una moneda trucada es 0,45. Se lanza la moneda
7 veces. Calcular la probabilidad de que:

a) salgan exactamente 3 caras;
b) salgan al menos 3 caras;
¢) salgan a lo sumo 3 caras.



5. Distribuciones de probabilidad de
una variable aleatoria continua. La
distribucion normal

5.1. Funciones de densidad

Al igual que las variables estadisticas continuas, las variables aleatorias conti-
nuas toman valores reales en un cierto intervalo. Las variables aleatorias continuas
tienen asociadas una funcién de probabilidad que se llama funcion de densidad.
Aunque desempefian el mismo cometido, existe una gran diferencia entre la funcién
de probabilidad de una variable aleatoria discreta y la funcion densidad de una varia-
ble aleatoria continua.

Si f(x) es una funcion de densidad de una variable X, entonces tiene las
siguientes caracteristicas:

1°) fix) = O, para todo x

2°) El area entre la grafica de f(x) y el eje de abscisas es 1.

3°) La probabilidad P[X = x] = 0, para cualquier valor, x, de la variable alea-
toria X.

4°) La funcion densidad solo permite calcular probabilidades de intervalos
Pla< X< b]=area limitada por f(x) y [a, b] y como P[X=a] = P[X=b]=
0, entonces Pla< X< b]=Pla<X<bh]

Por este procedimiento, calcular probabilidades equivale a calcular areas como
la de la regién sombreada de la figura

y esto nos obliga a resolver integrales, o que excede el nivel de este curso.
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5.2. La distribucion normal

Una variable aleatoria continua, X, se dice que esta normalmente distribuida o
que sigue una distribucion normal de media u y desviacion tipica o, y se simboliza
por N(u, o), si su funcion densidad tiene esta apariencia:

1 _(X_M)Z
f(x)=——=e > CON —oco< X<oo

ov2n

A pesar de su apariencia temible, la grafica de esta funcion tiene la forma de una
campana, llamada campana de Gauss, y es como la de la figura:

y

X

En la formula de f(x) observamos que depende de u y de o ; y un cambio en estos
parametros provoca una deformacion de la campana. Cuando ¢ aumenta la curva es
mas achatada, al estar mas dispersos los valores de la variable; por el contrario, cuan-
do o es pequefio la dispersién es menor y la grafica es mas esbelta, dado que los valo-
res se concentran alrededor de la media. En la figura hemos dibujado las funciones de
densidad de N(0,1), N(0,1/2) y N(4,2).

y 1
N(0,1/2)

N, 1) N(4, 2)

-4 -2 2 4 6 8 10

Esta funcién densidad tiene algunas caracteristicas interesantes:
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1
o Aw i P
1°) Alcanza un maximo en el punto (M,G '_211) .

2°) Es simétrica respecto a la recta x = u
3°) Tiene dos puntos de inflexibnen x=u-cy x=u+o

4°) El area limitada por la grafica de f(x) y el eje de abscisas es 1, y como es
simétrica respecto a la recta x = u ; a la derecha de u limita un area de 0,5
y a la izquierda de u, también.

5.3. Tipificacion de la variable

Si X esta normalmente distribuida, la probabilidad de que X tome un valor menor
o igual que x es el area de la region sombreada en la figura

P[X < x] = area sombreada en la figura

El calculo de esa area se hace mediante una integral, pero afortunadamente los
valores de estas integrales estan tabulados; naturalmente no hay una tabla para
cada N(u, o), que son infinitas. Pero si hay una tabla para N(0,1).

Entonces para hallar P[X < x]- con X, N(u, o), transformamos la variable X en
otra, que simbolizaremos por Z, que sea N(0,1). Esta transformacion se llama tipifi-
cacion de la variable. En realidad, consiste en dos operaciones:

1°) Trasladar la grafica de f(x) hasta que el eje de ordenadas sea el eje de simetria.

297



UNIDAD

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

2°) Achatar o estirar la grafica hasta que o sea 1.

Estas operaciones se reducen a cambiar la variable X por Z, donde:
X-u
o

7=

Esta transformacion se llama tipificacion de la variable, y se cumple que:

P[XSX]:P[@Su}zP[ZSX_“}
(8} (8} (8}

Veremos primero las tablas de Z, N(0,1), y luego en los ejemplos como calcula-
mos probabilidades en una normal cualquiera.

5.4. Calculo de probabilidades con la tabla N(0,1)

Estudiaremos los diferentes casos que se pueden presentar en el manejo de las
tablas de la N(0,1), que aparecen al final de la unidad.

1. P[Z<158]=0,9429

-2 158 2
El numero 0,9429 aparece en la tabla en la interseccion de la fila que empieza

por 1,5 y la columna que encabeza 0,08; y significa que el 94,29% de los
valores de Z estan comprendidos entre —o y 1,58.

2. P[Z20,46]=1-P[Z<0,46]=1-0,6772 =0,3228

—2 0,46 2

En la grafica vemos que la probabilidad buscada corresponde al area sombreada
y es igual al area total, 1, menos el area de P[Z < 0,46]
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3. P[Z<-179]=P[Z=179]=1-P[Z<179]=1-0,9633 =0,0367

2 179 1,79 2

En la grafica observamos que por simetria el area P[Z < -1,79] es igual que
PlZ>= 1,79]

4. P[22-179]=P[Z<179]=0,9633

Por simetria el area de P[Z> -1,79]esigual que P[Z< 1,79]

5. P[0,35<Z <2,54] = P[Z <2,54]- P[Z <0,35] =0,9945 - 0,6368 =0,3577

-2 0,35 2 254

El dreade P[0,35 < Z < 2,54] es la diferencia entre el area P[Z < 2,54]
y el area P[Z < 0,35]

6. P[-0,89<Z <1,98]=P[Z<198]-P[Z <-0,89]=
=P[Z <198]-(1-P[Z <0,89])=0,9761-(1-0,8133)=0,7894
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7. P[-0,89<Z <-0,25]=P[0,25<Z <0,89] = P[Z <0,89] -P[Z <0,25] =
=0,8133-0,5987 =0,2146

-

-0,89 -0,25 0,25 0,89

Por simetria, las areas del intervalo negativo y del positivo son iguales.

Ejemplos

1. Calculaa) PIZ< 0,75], b) P[Z<-0,75], ¢) P[Z>0,75] y d) P[Z> -0,75]

Solucion.
a) PIZ< 0,75]=0,7734, b) P[Z< -0,75] = P[Z> 0,75] =1-P[Z < 0,75]
=1-0,7734 = 0,2266, c) Por simetria P[Z> 0,75] = P[Z< -0,75] 0,2266,

d) P[Z> -0,75]= P[Z< 0,75] = 0,7734

2. Calculaa) P[0,75<Z< 2/12],b) P[-0,75<Z < 2,12]
Solucién.
a) P[0,75<Z< 212]=P[Z< 2,12]-P[Z<0,75] =0,9830 —0,7734 = 0,2096,
b) P[-0,75<Z< 212]=P[Z< 2,12]-(1-P[Z<0,75])=0,9830 — 0,2266 = 0,7564.

3. Si X es una variable aleatoria que sigue una distribucion N(60,12), calcula: a) P[X < 65],
b) P[X > 65], c)P[45<X< 65]
Solucion.
Los numeros que aparezcan al tipificar, los redondeamos a dos cifras decimales.

a) P[X < 65] =P[X1_260 < 651_260}=P{Z <

b _p|X-60_65-60]_
) P[X >65] P[ o P|Z>

=1-0,6628 = 0,3372.

} ~P[2<0,42] = 0,628,

oo

}P[z >0,42]=1-P[Z <0,42] =

oo

45-60 X -60 _65-60
12 12 - 12
=P[Z<0,42]-P[Z<-125]=P[Z<0,42] - (1- P|Z <1,25] ) = 0,6628 - 0,1056 = 0,5572.

c) P[45<X365]=P[ }:P[—1,25<2s0,42]:

4. Sabiendo que X es una variable aleatoria que sigue una distribucion N(10,3), halla el
valor de x en cada caso: a) P[X < x] = 0,9761, b) P[X< x] =0,5714
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Solucion.

X -10 X= 10
3 3

mos el valor de z con ayuda de las tablas y resulta que a 0,9761 le corresponde 1,98, luego

x-10
3

a) Como PX<x]=0,9761= P{ } =P[Z < z]; de P[Z<Z]=0,9761, averigua-

z=1,98. Dado que z = =1,98 despejando x obtenemos x=3-1,98+10=15,94

X-10 X= 10
3 3

mos el valor de z con ayuda de las tablas y resulta que a 0,5714 le corresponde 0,18, luego

x-10
3

b) ComoP[X<x]=0,5714 = P{ } =P|[Z < z|; de P[Z<Z]=0,5714, averigua-

z=0,18. Dado que z= =1,98 despejando x obtenemos x =3-0,18+10=10,54

5. Las estaturas de 600 alumnos de un colegio se distribuyen normalmente con media 148
cm y desviacion tipica 12 cm. Calcular cuantos alumnos no alcanzan los 160 cm y cuan-
tos hay cuya talla estd comprendida entre los 140 y los 160 cm. ;Qué intervalo centra-
do en 148 contiene al 60% de los alumnos?

Solucioén.

Las estaturas se distribuyen segun una N(148, 12). En primer lugar nos piden: P[X<160]
X —-148 - 160-148
12 12
alumnos no llega a los 160 cm. Como el 84,13% de 600 es 0,8413-600=504,78, trunca-

da la parte decimal, podemos decir que 504 alumnos no llegan a los 160 cm de altura.
En segundo lugar, P[140< X< 160]=P[X< 160] -P[X< 140]=0,8413 —P[Z <-0,66]
= =0,8413-(1-0,7454) = 0,5867.

Es decir, el 58,67% tiene una altura en el intervalo [140,160] y como 0,5867 -600 = 352,02,
hay 352 alumnos cuya talla esta comprendida entre los 140 y los 160 cm.

Por ultimo, tenemos que hallar un niumero c tal que P[148 —c< X< 148+¢]=60%=
0,6
Graficamente

y P[X<160] = P{ }:P[Z<1]:O,8413, es decir, el 84,13% de los

En consecuencia,
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PIX< 148 + c] =60% +20% =0,6 +0,2=0,8

Y tipificando

148 + ¢ -148 c
<—1-_ = <—|=
P{Z_ 1 } P{Z_,Iz} 0,8

En las tablas N(0,1) vemos que el mas proximo a 0,8 es 0,7995 y corresponde z = 0,84,

por tanto z= % =0,84, ¢=0,84.12=10,08. El intervalo que contiene al 60% de los

Actividades

23. La media anual de dias de sol en una ciudad son 220 dias, con una desviacion tipica de
35 dias. Suponiendo que la distribucién sea normal calcular la probabilidad de que en un
afno no se superen los 200 dias soleados.

24. Los ventas diarias de una gasolinera se distribuyen normalmente con media 1280 euros
y desviacion tipica 260 euros. ¢ En cuantos dias al afio cabe esperar unas ventas supe-
riores a 1200 euros? ¢ En cuantos dias al afno las ventas estan comprendidas entre los
1100 y los 1300 euros?

25. En una oposicion se necesitan 30 puntos para aprobar. Se sabe que las puntuaciones
obtenidas por los alumnos siguen distribucion normal con media 28 y desviacion tipica 8.
¢,Cual es la probabilidad de que un alumno apruebe? Si se han presentado 528 alumnos,
¢cuantos alumnos aprobaran?

1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
1
I
1

26. El tiempo de retraso sobre el horario previsto en una linea de autobuses sigue una distri- |
bucién normal con media 8 minutos y desviacion tipica 3 minutos. Calcula: a) la probabi-
lidad de que un autobus llegue con mas de 8 minutos de retraso, b) la probabilidad de |
que un autobus llegue sin retraso, c) la probabilidad de que llegue con menos de 5 minu- |
tos de retraso. :

1
I
1
I
1
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I

27. Los pesos de las vacas de una granja lechera se distribuyen normalmente con media 450
kg y desviacion tipica 75 kg. Si en la granja hay 250 vacas, ¢ cuantas pesan mas de 500
kg? y ¢cuantas pesan menos de 400 kg? ¢Qué intervalo centrado en 450 contiene el
80% de las vacas?

28. En un examen de Matematicas se ha calificado de 0 a 10 puntos, obteniendo el 65% de
los alumnos una puntuacion igual o inferior a 6,5 puntos y el 10% de los alumnos pun-
tuaciones superiores a 7 puntos. Sabiendo que la distribucién de las puntuaciones es
normal, calcular i y o.

29. Para promocionar a un puesto de trabajo mejor remunerado se hace un examen a todos
los empleados con la misma cualificacion de una empresa. Se sabe que las calificacio-
nes siguen una distribucion normal de media 11,5 y desviacion tipica 3,75 puntos. Si s6lo
han promocionado el 8% de los presentados, ¢ qué calificacion minima obtuvieron?



5.5. Aproximacion de la binomial por la normal

Si n es grande el calculo de probabilidades en una distribuciéon binomial B(n,p)
puede ser demasiado laborioso. Cuando esto ocurre la distribucion binomial se
puede aproximar por una normal, pero ¢ cuales son los parametros de esta distribu-
cién normal?

Se puede demostrar que cuando n es suficientemente grande la
distribucion binomial B(n, p) se puede aproximar por la normal

N(n~p, n~po(1—p)),siempreque n-pz 5yn-(1-p)=> 5.

Es evidente que estas condiciones ocurren cuanto mayor sea n y cuanto mas
cerca esté p de 0,5.

Se sabe que un determinado farmaco produce efectos secundarios en el 20% de los enfer-
mos que se tratan con él. Se toma una muestra de 50 enfermos a los que se les administra
el farmaco. ¢ Cual es la probabilidad de que haya a lo sumo 8 enfermos que sufran efectos
secundarios?

Solucion. La probabilidad buscada es

P[X38]=(5§)~0,85° +(510J~0,2~0,849 + . +(5§)~0,28 -0,8%

Es obvio que calcular los ocho sumandos y luego sumar es trabajoso. Como
n-p=50-0,2=10>5y n-(1—-p)=50-0,8=40> 5, podemos aproximar la B(50; 0,2)
por la variable aleatoria Y que sigue una distribucién

N(50-0,2; \/50-0,2-0,8) =N(10; 2,82),
entonces, como la variable X es discreta e Y continua hacemos una correccion de 0,5,

y resulta de modo aproximado que

Y-10_85-10
282 - 282

P[XS8]=P[YS8+O,5]:P{ }zP[ZS—O,53] =1-0,7019 = 0,2981.

Cuando sea necesario calcular una probabilidad puntual, que si es posible hacer
en una binomial, procedemos asi:

P[X =k]=P[k-0,5<Y <k+0,5]
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UNIDAD

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Actividades

30. La probabilidad de que un futbolista falle un penalti es 0,3. Si le hacemos tirar una tanda
de 20 penaltis, ¢cual es la probabilidad de que falle mas de la mitad?; ¢y de que falle

exactamente 67?

31. En una empresa el porcentaje de empleados con estudios superiores es el 35%. Se eli-
gen 25 empleados al azar para realizar un cursillo, ¢ cual es la probabilidad de que haya
al menos 15 titulados superiores?; ¢y la probabilidad de que haya exactamente 107

Tabla de la distribucion binomial
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n | x| o0t ] o005] o01] o015] 02 025] 03] 035] o04] o045] 05 |
1] 0] 099000 0.95000 0.90000 0.85000 0.80000 0.75000 0.70000 0.65000 0.60000 055000 0.50000
1| 001000 0.05000 0.10000 0.15000 0.20000 0.25000 0.30000 0.35000 0.40000 0.45000 0.50000
2| o] 098010 0.90250 0.81000 0.72250 0.64000 0.56250 049000 042250 0.36000 0.30250 0.25000
1| 001980 0.09500 0.18000 0.25500 0.32000 0.37500 0.42000 0.45500 0.48000 0.49500 0.50000
2| 000010 0.00250 0.01000 0.02250 0.04000 0.06250 0.09000 0.12250 0.16000 0.20250 0.25000
3| o] 097030 085738 0.72900 0.61413 051200 0.42188 034300 0.27463 0.21600 0.16638 0.12500
1| 002940 0.13538 0.24300 0.32513 0.38400 042188 044100 0.44363 0.43200 0.40838 0.37500
2| 000030 0.00713 0.02700 0.05738 0.09600 0.14063 0.18900 0.23888 0.28800 0.33413 0.37500
3| 0.00000 0.00013 0.00100 0.00338 0.00800 0.01563 0.02700 0.04288 0.06400 0.09113 0.12500
4| o 096060 0.81451 0.65610 052201 040960 0.31641 024010 0.17851 0.12960 0.09151 0.06250
1] 003881 017148 029160 0.36848 040960 042188 041160 0.38448 0.34560 0.29948 0.25000
2| 000059 0.01354 0.04860 0.09754 0.15360 021094 0.26460 0.31054 0.34560 0.36754 0.37500
3| 0.00000 0.00048 0.00360 0.01148 0.02560 0.04688 0.07560 0.11148 0.15360 0.20048 0.25000
4| 0.00000 0.00001 0.00010 0.00051 0.00160 0.00391 0.00810 0.01501 0.02560 0.04101 0.06250
5 o] 095099 0.77378 0.59049 044371 0.32768 0.23730 0.16807 0.11603 0.07776 0.05033 0.03125
1| 004803 020363 0.32805 0.39150 040960 0.39551 0.36015 0.31239 0.25920 0.20589 0.15625
2| 000097 002143 0.07290 0.13818 0.20480 0.26367 0.30870 0.33642 0.34560 0.33691 0.31250
3| 000001 0.00113 0.00810 0.02438 0.05120 0.08789 0.13230 0.18115 0.23040 0.27565 0.31250
4| 0.00000 0.00003 0.00045 0.00215 0.00640 0.01465 0.02835 0.04877 0.07680 0.11277 0.15625
5| 0.00000 0.00000 0.00001 0.00008 0.00032 0.00098 0.00243 0.00525 0.01024 0.01845 0.03125
6] 0] 094148 073509 0.53144 037715 026214 0.17798 0.11765 0.07542 0.04666 0.02768 0.01563
1| 005706 023213 0.35429 0.39933 039322 0.35596 0.30253 0.24366 0.18662 0.13589 0.09375
2| 000144 003054 009842 0.17618 024576 029663 0.32414 032801 031104 0.27795 0.23438
3| 000002 0.00214 001458 0.04145 0.08192 0.13184 0.18522 0.23549 0.27648 0.30322 0.31250
4| 0.00000 0.00008 0.00122 0.00549 0.01536 0.03296 0.05954 0.09510 0.13824 0.18607 0.23438
5| 0.00000 0.00000 0.00005 0.00039 0.00154 0.00439 0.01021 0.02048 0.03686 0.06089 0.09375
6 | 0.00000 0.00000 0.00000 0.00001 0.00006 0.00024 0.00073 0.00184 0.00410 0.00830 0.01563
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0.93207
0.06590
0.00200
0.00003
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.92274
0.07457
0.00264
0.00005
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.91352
0.08305
0.00336
0.00008
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.90438
0.09135
0.00415
0.00011
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.69834
0.25728
0.04062
0.00356
0.00019
0.00001
0.00000
0.00000

0.66342
0.27933
0.05146
0.00542
0.00036
0.00002
0.00000
0.00000
0.00000

0.63025
0.29854
0.06285
0.00772
0.00061
0.00003
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.59874
0.31512
0.07463
0.01048
0.00096
0.00006
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000
0.00000

0.47830
0.37201
0.12400
0.02296
0.00255
0.00017
0.00001
0.00000

0.43047
0.38264
0.14880
0.03307
0.00459
0.00041
0.00002
0.00000
0.00000

0.38742
0.38742
0.17219
0.04464
0.00744
0.00083
0.00006
0.00000
0.00000
0.00000

0.34868
0.38742
0.19371
0.05740
0.01116
0.00149
0.00014
0.00001
0.00000
0.00000
0.00000

0.32058
0.39601
0.20965
0.06166
0.01088
0.00115
0.00007
0.00000

0.27249
0.38469
0.23760
0.08386
0.01850
0.00261
0.00023
0.00001
0.00000

0.23162
0.36786
0.25967
0.10692
0.02830
0.00499
0.00059
0.00004
0.00000
0.00000

0.19687
0.34743
0.27590
0.12983
0.04010
0.00849
0.00125
0.00013
0.00001
0.00000
0.00000

0.20972
0.36700
0.27525
0.11469
0.02867
0.00430
0.00036
0.00001

0.16777
0.33554
0.29360
0.14680
0.04588
0.00918
0.00115
0.00008
0.00000

0.13422
0.30199
0.30199
0.17616
0.06606
0.01652
0.00275
0.00029
0.00002
0.00000

0.10737
0.26844
0.30199
0.20133
0.08808
0.02642
0.00551
0.00079
0.00007
0.00000
0.00000

0.13348
0.31146
0.31146
0.17303
0.05768
0.01154
0.00128
0.00006

0.10011
0.26697
0.31146
0.20764
0.08652
0.02307
0.00385
0.00037
0.00002

0.07508
0.22525
0.30034
0.23360
0.11680
0.03893
0.00865
0.00124
0.00010
0.00000

0.05631
0.18771
0.28157
0.25028
0.14600
0.05840
0.01622
0.00309
0.00039
0.00003
0.00000

0.08235
0.24706
0.31765
0.22689
0.09724
0.02500
0.00357
0.00022

0.05765
0.19765
0.29648
0.25412
0.13614
0.04668
0.01000
0.00122
0.00007

0.04035
0.15565
0.26683
0.26683
0.17153
0.07351
0.02100
0.00386
0.00041
0.00002

0.02825
0.12106
0.23347
0.26683
0.20012
0.10292
0.03676
0.00900
0.00145
0.00014
0.00001

0.04902
0.18478
0.29848
0.26787
0.14424
0.04660
0.00836
0.00064

0.03186
0.13726
0.25869
0.27859
0.18751
0.08077
0.02175
0.00335
0.00023

0.02071
0.10037
0.21619
0.27162
0.21939
0.11813
0.04241
0.00979
0.00132
0.00008

0.01346
0.07249
0.17565
0.25222
0.23767
0.15357
0.06891
0.02120
0.00428
0.00051
0.00003

0.02799
0.13064
0.26127
0.29030
0.19354
0.07741
0.01720
0.00164

0.01680
0.08958
0.20902
0.27869
0.23224
0.12386
0.04129
0.00786
0.00066

0.01008
0.06047
0.16124
0.25082
0.25082
0.16722
0.07432
0.02123
0.00354
0.00026

0.00605
0.04031
0.12093
0.21499
0.25082
0.20066
0.11148
0.04247
0.01062
0.00157
0.00010

0.01522
0.08719
0.21402
0.29185
0.23878
0.11722
0.03197
0.00374

0.00837
0.05481
0.15695
0.25683
0.26266
0.17192
0.07033
0.01644
0.00168

0.00461
0.03391
0.11099
0.21188
0.26004
0.21276
0.11605
0.04069
0.00832
0.00076

0.00253
0.02072
0.07630
0.16648
0.23837
0.23403
0.15957
0.07460
0.02289
0.00416
0.00034

0.00781
0.05469
0.16406
0.27344
0.27344
0.16406
0.05469
0.00781

0.00391
0.03125
0.10938
0.21875
0.27344
0.21875
0.10938
0.03125
0.00391

0.00195
0.01758
0.07031
0.16406
0.24609
0.24609
0.16406
0.07031
0.01758
0.00195

0.00098
0.00977
0.04395
0.11719
0.20508
0.24609
0.20508
0.11719
0.04395
0.00977
0.00098
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

Tabla de la distribucién normal, N(0,1)

x 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,56398 10,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 05793 0,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6141
0,3 06179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7291 10,7324 0,7357 0,7389 0,7422 10,7454 10,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 10,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 10,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
09 08159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389
1,0 08413 10,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 09032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 09115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 09192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 09332 0,9345 0,9357 0,9370 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 09452 10,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 09554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 09641 10,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 09713 09719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767
20 09772 09778 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 10,9817
21 0,9821 10,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
23 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
24 09918 0,9920 0,9922 0,9925 10,9927 0,9929 10,9931 0,9932 0,9934 0,9936
25 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
26 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
28 09974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 10,9979 0,9980 0,9981
29 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986
3,0 0,9987 0,9987 0,9987 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9989 0,9990 0,9990
3.1 0,9990 10,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992 0,9993 0,9993
3,2 10,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 10,9994 10,9995 0,9995 0,9995
3,3 0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997
3,4 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998
3,5 10,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998
3,6 10,9998 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 10,9999 0,9999 0,9999
3,7 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 10,9999 0,9999 0,9999
3,8 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 10,9999 0,9999 0,9999
3,9 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
4,0 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
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A continuacion se detallan los pasos que se deben seguir cuando se utilice una calculadora dis-
tinta a la propuesta en el texto.

Unidad 1.
3 125 =] - 5
Unidad 2.

En algunas calculadoras cientificas, de uso corriente, las instrucciones que aparecen en esta uni-

dad se hacen de un modo mas directo, asi:

8 =] — 0,903089987

[ In |8 [=] — 2,079441542

2.4849066 |=| — 11,9999994 0 sea 12

12000 | X |[ (]1[*+]0.04[) || *]10[z] — 17762,93142

[log] 1.504 [ = | [log] 1.06 [=] — 7,004

s|x]LCl2[r 2= 1[I ][CI2[=11[) ][=] - 20475

600 | X |1.08| (|1.08[ " |15/ =|1[) |[ = ]0.08][z] - 1759457

log|[ (74 =53+ ]1][) ||+ [log]1.06[z] — 1499762397

7000 | X |0.06| X |1.06 A |14 = || ( |106] * |14 = 1] ) |[z] — 753,00435
Unidad 3.

Regla de Ruffini

7Ix]aE [+ e[ x]7[*][@]8[X]7[*]13 - 1623 = resto

Unidad 10.
Calculos estadisticos con otro modelo de calculadora

Con la calculadora esté disponible para hacer calculos de una variable estadistica.

Con \SHIFT\ \CLR\ \ 1 \ E vaciamos la memoria estadistica que permanece aun después de apa-
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gar la calculadora. Con la tecla introducimos los datos y con las teclas |SHIFT D , las fre-

cuencias. En el ejemplo 3 de la Unidad 10 procedemos asi:

2.5 [SHIFT ;|6 DT | 7.5 [SHIFT, ;| 7 [ DT | 12,5 [SHIFT] [;] 18 [ DT | 17.5 [SHIFT| |; | 22

| DT | 22.5[SHIFT| ;| 17 [ DT | 27.5 [SHIFT| [;| 11 [ DT | 32.5 [SHIFT| [; |6 [ DT |

Las teclas [SHIFT| [S-VAR| | 1 | [=] nos dan la media, X = 17,902. Con [SHIFT| [S-VAR| | 2 |

B obtenemos la desviacion tipica s = 7,849 y con E obtenemos la varianza s* = 61,619.

En el ejemplo 6 de la unidad 10 procederemos asi:

475 ;12| DT 525[sHIFT] [; ]3| DT |57.5 [SHIFT|[;] 2 | DT | 62.5 [SHIFT] [ ;| 7
| DT | 67.5|SHIFT|[; |8 [ DT | 725 [SHIFT| [ ;|6 | DT | 77.5 [SHIFT| |; ]2 82.5

87.5
Las teclas |SHIFT| [S-VAR| | 1 | B nos dan la media, x = 65,78125. Con

E obtenemos la desviacion tipica s = 9,23726 elevando ésta al cuadrado E obte-

nemos la varianza s? = 85,32714.
Unidad 11.

Silo que queremos es hacer calculos con una variable estadistica doble, debemos borrar la memo-

ria y poner la calculadora en ; es decir, calculos de la regresion REG. Aparece una

pantalla y si pulsamos 1, escogemos la regresion lineal. Introducimos los datos de la tabla del ejem-

plo 1 de la unidad 11:

18,1761 [ DT |19],]77[DT|20[,]78.4[DT|21[,|782| DT |22[, 788 DT] 23], ]
782 DT |24, |795 DT |25[,|81[DT]26[,]812[DT |27 ,|818[DT] 28/,]828
DT |29/,/835 DT |

Con [SHIFT| [S-VAR| | 1 | [=] obtenemos X =23,5 y con [SHIFT| [S-VAR| [REPLAY [>][ 1 |

B obtenemos y = 79,68333. La recta y = Bx + A se logra de las secuencias |[SHIFT| |S-VAR

|REPLAY >>| | 2 | [=|, para A=64,69592, y [SHIFT| |S-VAR| |REPLAY>>| | 2 | |=] para

B =0,63776. Por su parte el coeficiente de correlacion lo conseguimos de la secuencia |SHIFT
[S-VAR| [REPLAY >> || 3 | |=] que resulta ser r = 0,98004.
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Acotada. Una funcién f estd acotada superiormente
cuando f(x ) < M, siendo M un nimero real llamado
cota superior, y esta acotada inferiormente cuando
f(x) > m siendo m un nimero real llamado cota infe-
rior. Es decir, esta acotada superiormente cuando es
menor que un cierto numero y lo esta inferiormente
cuando es mayor que otro cierto numero.

Algebra de derivadas. Es el conjunto de reglas que
nos permiten derivar cualquier funcién:

o (Frg) =F(0+g')
(F-g) () =F'(x)- g(x)+£(x)-g'(x)

’

o (k-f) (x)=k-f'(x), k constante

* (fog) (x)=f'(g(x))-9'(x)

Algebra de funciones. Es el conjunto de operacio-
nes que se pueden realizar con las funciones.

Anualidades de amortizacion. Pagos que se efectu-
an anualmente para saldar una deuda.

Anualidades de capitalizacion. La cantidad a ahorrar
todos los afios para formar un capital al cabo de t afios.

arc sen x , arc cos x y arc tg x. Son las funciones
inversas de cos X, sen x y tg x, respectivamente.

Argumento. Es el nombre que recibe la variable inde-
pendiente en las funciones logaritmicas y trigonomé-
tricas.

Asintota. Es la recta a la que se acerca la funcion
cuando la funcién no esta acotada en un punto (asinto-
ta vertical), 0 a la recta a la que se acerca la funcion
cuando x—zoo (asintota horizontal y asintota obli-
cua).

Aumentos porcentuales. En aumentos porcentuales

el indice de variacion es: 1+i =1+r

100

@

Capital final con interés compuesto: C,= C (1+ r)f
Capital final con interés simple: C,=C+ t-j

Centro de gravedad de la nube de puntos. Es el

punto de coordenadas (X, ).

Circunferencia goniométrica o unidad. Es la que se
usa para averiguar los valores de las razones trigono-
métricas. Su radio vale 1.

Clase mediana. Es la clase cuya frecuencia absolu-
ta acumulada sobrepasa la mitad de los datos.

Clase modal. Es la clase con mayor frecuencia.

Clasificacion de los sistemas de ecuaciones. Los
sistemas que tienen solucién se llaman compatibles;
los que carecen de solucion son incompatibles.

Coeficiente de correlacion lineal. Es un parametro
que mide el grado de dependencia lineal entre dos

. , s
variables y su formula es: r = —=~
S, S,

Coeficiente de variacion. Es el cociente entre la
desviacién tipica y la media; suele expresarse en tan-

L S
tos por cien: V, =7100
Composicion de funciones. Es la operacién para
obtener una funcion de funcién: (fg)(x) =1 (g(x)
se lee g compuesta con f.

Conjugado. Dado un numero radical de la forma

avb+c+/d, el conjugado es el nimero radical

avb—cd.

Covarianza. Es un pardmetro que mide la relacién
directa o inversa entre dos variables, se simboliza por

D =%)-(y;-¥)

n

s,, Y viene dada por: s,, =

Crecimiento exponencial. Es el que presentan las
funciones exponenciales, caracterizado porque a un
pequefio incremento de la variable independiente x le
corresponde un crecimiento enorme de la variable

dependiente .
@) Dy
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Cuartiles. Valores de la variable estadistica que divi-
den al conjunto de datos en cuatro partes iguales.

Decimal exacto. Un nimero decimal es exacto cuan-
do tiene un nimero finito de cifras decimales.

Decimal periédico mixto. Un numero decimal es
periddico mixto cuando hay una cifra o grupo de cifras
que se repiten, pero no inmediatamente después de la
coma.

Decimal periédico puro. Un ndmero decimal es
periodico puro cuando, inmediatamente después de la
coma, hay una cifra o grupo de cifras que se repiten
indefinidamente.

Derivada de una funcion. Se define como:
F'(x) = lim fix+h)—f(x)

h—0 h

Tabla de derivadas de las funciones usuales
Funcion Derivada
k (constante) 0
n
X" neR nex"™"
1 =i
X x2
Jx 1
2%
e e
In x 1
X
sen x oS X
coS X - sen x
2
tg x 1+tg°x = —;
COS“X
1
arcsen x
1—-x2
—1
arccos X
1-x°
arctg x 1
1+ x2
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Derivadas sucesivas 0 de o6rdenes superiores.
Consiste en derivar la derivada de orden anterior.

Desviacion media. Es la suma de los productos de
los valores absolutos de las desviaciones de los valo-
res 0 marcas de clase respecto de la media aritmética
multiplicados por sus frecuencias y divididos por el
total de los datos.

Desviacion tipica. Es la raiz cuadrada positiva de la
varianza.

Diagrama de dispersion o nube de puntos. Es la
representacion grafica de una distribucion bidimensional.

Diferencial. Es el término que aparece en la notacién

- . dy . Ay
de Leibnitz para la derivada i Al)I(TO Ax

Discusion de un sistema por el método de Gauss.
Si al reducirlo a la forma triangular escalonada apa-
rece alguna ecuacion del tipo 0z = b con el sistema
es incompatible.

o Sino sucede lo anterior, el sistema es compatible.

¢ Si el niumero de ecuaciones es igual al numero de
incognitas, el sistema es compatible, determinado.

e Si el numero de ecuaciones es menor que el de
incognitas, el sistema es compatible, indeterminado.

Discutir por Gauss un sistema homogéneo. Si el
numero de ecuaciones es igual al numero de incég-
nitas, el sistema es compatible, determinado.

Si el nimero de ecuaciones es menor que el de
incognitas, el sistema es compatible e indeterminado.

Discriminante de la ecuaciéon. Es la expresion
A = b* -4ac que aparece en la formula que resuelve
la ecuacion de segundo grado bajo el signo radical.

Disminuciones porcentuales. En disminuciones por-

centuales el indice de variacion es: 1—% =1-r

Distribucion de frecuencias. Tabla en la que figuran
los valores de las variables estadisticas junto con las

frecuencias de cada valor.
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Distribucion normal. Una variable aleatoria continua,
X, se dice que esta normalmente distribuida o que
sigue una distribucion normal de media xt y desviacion
tipica o, y se simboliza por N(u , &), si su funcion den-
2

_(x=p)

1 )

e
ov2m

sidad es: f(x)= CON —co < X < oo

Distribuciones marginales. Son las distribuciones de
frecuencias de las variables X e Y separadamente.

Division de polinomios. Para dividir polinomios se
siguen los pasos siguientes:

o Se divide el monomio de mayor grado del dividen-
do entre el monomio de mayor grado del divisor;
este es el primer monomio del cociente.

e Se multiplica el monomio cociente por el polinomio
divisor; se van cambiando los signos de los mono-
mios resultantes, se colocan bajo el dividendo v, a
continuacién, se suman.

e El resultado de la suma es el primer resto de la
division.

e Se siguen los pasos anteriores con los restos suce-
sivos que serén los nuevos divisores hasta conse-
guir un resto de grado inferior al divisor, que sera
el resto de la division.

Dominio de una funcién. Es el conjunto formado
por todos los elementos que tienen imagen por dicha
funcion.

Ecuacion. Es una igualdad que es verdadera para
algunos valores de las variables.

Ecuacion de primer grado. Una ecuacion de primer
grado con una incognita es toda ecuacién equivalen-
te a otra de la forma ax+b =0, con a = 0.

Ecuacion de segundo grado. La ecuacién de segundo
grado simplificadas toman la forma a x>+ b x + ¢ = 0;
con a #0.

Ecuaciones bicuadradas. Son ecuaciones de la
forma ax* + bx* +¢ = 0.

Ecuaciones de grado superior. Son aquellas en las
que la variable tiene grado superior a dos; se aplican
ciertas técnicas en lugar de formulas para encontrar
las soluciones.

Ecuaciones equivalentes. Dos ecuaciones son equi-
valentes cuando toda solucién de la primera es solu-
cion de la segunda y viceversa.

Ecuaciones incompletas de segundo grado. Se pre-
sentan cuando al menos uno de los coeficientes b o ¢
son cero; por tanto son ax* =0, ax*+ ¢ =0, ax* + bx = 0.

Ecuaciones irracionales. Son las que tienen la varia-
ble bajo el signo radical.

El grado del polinomio producto. Es la suma de los
grados de los polinomios factores.

El grado del resto. Es menor que el grado del divisor.

El recorrido o rango. En una variable estadistica, se
llama asi a la diferencia entre el mayor y el menor
valor de los datos.

El valor numérico del polinomio. Es el nimero que
se obtiene al sustituir en el polinomio la variable por
un valor numérico.

Error absoluto. Es la diferencia entre el valor del
numero y su aproximacion.

Error relativo. Es el cociente entre el error absoluto y
el valor del nimero.

Espacio muestral. Es el conjunto de todos los resul-
tados de un experimento aleatorio

Fraccion algebraica. Es la expresion formada por un
cociente de polinomios.

Fraccion generatriz. Es la fraccion que corresponde a
un decimal exacto o periédico.

Fracciones algebraicas equivalentes. Dos fraccio-
nes algebraicas son equivalentes si una se obtiene de
la ofra por simplificacion; o cuando al simplificarlas,
dan lugar a la misma fraccion.

Fracciones numéricas equivalentes. Son las frac-
ciones que conducen al mismo cociente.

©
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Funcion. Regla que permite transformar un nimero
real en otro.

Funcion continua. Una funcion es continua en un

punto cuando se cumple que limf(x) =f(a)

X—a

Funcion de crecimiento limitado.
f(x)=c (1-e™), con ¢,k>0

Funcién cuadratica. Tiene por formula y = ax*+bx+c
y su grafica es una parabola.

Funcion de densidad de una variable aleatoria
continua X. Es una funcién f(x) que tiene las siguien-
tes caracteristicas:

1°) f(x) > 0, para todo x;

2°) el area entre la grafica de f(x) y el eje de abscisas
es1;

3°) la probabilidad P[X = x] = 0, para cualquier valor, X,
de la variable aleatoria X.

Funcién de probabilidad de una distribucién bino-
mial. La funcién de probabilidad de una distribucion
binomial de n pruebas con probabilidad de éxito p,
simbdlicamente B(n,p) es la funcion definida por:

P[X=x1=('x']-p* (1-p)

Funcion discontinua. Una funcion es discontinua en
un punto cuando no es continua en dicho punto.
Tenemos tres posibilidades:

o Discontinuidad evitable: redefiniendo la funcion
en el punto evitamos la discontinuidad.

e Discontinuidad inevitable de salto finito: la dife-
rencia entre los limites laterales es finita, es decir,
€S un numero.

e Discontinuidad inevitable de salto infinito: la
diferencia entre los limites laterales es infinita.

Funcion exponencial. Es toda funcién de la forma
y=a",a>0.En Matematicas Superiores se llama
exponencial a e*, siendo la base el numero e.
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Funcion identidad o unidad. Es la funcién que aso-
cia a todo numero él mismo.

Funcion inversa. Es la funcion 7 que compuesta con
fda laidentidad: ( fof ") (x)=(1"of) (x)=x.

Funciones lineales. Las que tienen la forma y=mx+n
y su grafica es una recta.

Funcion periodica. Es aquella que se repite a interva-
los regulares: f(x +T)=f(x) . Aunque no son las uni-

cas, las funciones trigonométricas si son las funciones
periodicas mas importantes y usadas.

Funciones trigonométricas. cos x, sen x, tg x son
funciones que se definen por analogia con las razones
trigonométricas seno, coseno y tangente.

Grado de un polinomio. Es el mayor exponente de la
variable.

Grado del polinomio cociente. Es la diferencia
entre los grados del dividendo y del divisor.

Grafica de la funcion cuadratica. La gréfica de la
funcion y = ax* + bx +c es una parabola.

Histograma. Es un diagrama de rectangulos especial
en que las areas de éstos, y no las alturas, indican las
frecuencias.

Identidad: Es una igualdad algebraica que es verda-
dera para cualquier valor de las variables.

Imagen o Recorrido de una funcién. Es el conjunto
de los nimeros reales que provienen de un original o
antecedente por la funcion.

Indeterminacion. Aparece cuando tenemos infinitos

0 o ,
valores, como es el caso de 6,;,00—0000-00 .

Existen ofras indeterminaciones que no se ven en el

presente curso (17, ).

indice de variacion. Es el factor por el que se multi-
plica el precio inicial para obtener el precio final cuan-

do intervienen porcentajes.
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Infinito. En el caso de una funcion es una convencién
matematica para designar la no acotacién superior
(caso de +o0) y la inferior (caso de -). En el caso de
la variable independiente, designa valores extraordi-
nariamente grandes, todo lo grandes que queramos Y,
gréficamente, esta a la derecha del eje X; -« designa
valores de x extraordinariamente pequefios (pero
enormes en valor absoluto) y graficamente esta a la
izquierda del eje X.

Interés compuesto. Los intereses se acumulan al
capital después de cada periodo de capitalizacién
para producir nuevos intereses.

Interés simple. Si los beneficios se retiran al finalizar
un periodo.

Interseccion de dos sucesos. La interseccion de Ay

B es otro suceso que simbolizamos por ANB 'y con-
tiene los sucesos elementales que pertenecen simul-

taneamenteaAya B, ANB={x/xeA y xe B}

Intervalo abierto. Es el intervalo que no contiene a
sus extremos.

Intervalo cerrado. Es el intervalo que contiene a sus
extremos.

Limite de una funcién en un punto. Es el valor al
que se acerca la funcién cuando x tiende a dicho
punto. Si nos acercamos con valores menores y muy
préximos, hablamos del limite lateral por la izquier-
day si es con valores mayores y muy proximos tene-
mos el limite lateral por la derecha. También pueden
calcularse limites en « 0 —oo | consistentes en evaluar
la expresion para valores enormes de x, positivos en
el caso de « y negativos para —ce.

Logaritmo. Se llama logaritmo en base a, positiva y
distinta de uno, de un numero x, a otro numero y que
es el exponente al que hay que elevar la base a para
reproducir el nimero dado x; se escribe:

Log,x=y -—a =X

Logaritmo de un cociente. El logaritmo de un
cociente es igual al logaritmo del dividendo menos el
logaritmo del divisor.

Logaritmo de un producto. El logaritmo de un produc-
to es igual a la suma de los logaritmos de sus factores.

Logaritmo de una potencia. El logaritmo de una
potencia es igual al producto del exponente por el
logaritmo de la base.

Logaritmo de una raiz. El logaritmo de una raiz es
igual al cociente entre el logaritmo del radicando y el
indice de la raiz.

Logaritmos decimales. Utilizan como base el 10.

Logaritmos neperianos. Utilizan como base el
namero e = 2,7182...

Matriz ampliada asociada al sistema. Disposicién
rectangular de los coeficientes y de los términos inde-
pendiente del sistema, que facilita las trasformaciones
de un sistema en otro triangular equivalente.

Méaximo comun divisor de dos polinomios. El maxi-
mo comun divisor d(x) de dos polinomios p(x) y q(x) es
el polinomio de mayor grado que es divisor de ambos.

Maximo relativo. Una funcién presenta un maximo
relativo en x,, si existe un intervalo que contiene a x, y
f(x;) es el mayor valor de la funcion en el intervalo.

Media aritmética. En un conjunto de nimeros se
llama asi al cociente que resulta de dividir la suma de
todos los nimeros por el total de éstos. Se representa

por X.

Media ponderada. La media ponderada se obtiene su-
mando todos los productos de cada valor por su peso divi-
diendo el resultado por la suma de los pesos. La formula

n
in P
j=
n

p;

o ¥ = XPAXy Pyt X, Py
CoP p+p,+..+p
1 2 n

i=1

Mediana. Es el valor de la variable estadistica, supo-
niendo que los datos estén ordenados, que ocupa la
posicion central; es decir, deja a su izquierda el mismo
numero de datos que a su derecha.

Minimo comun muiltiplo de dos polinomios. El mini-
mo comUn mdltiplo de dos polinomios p(x) y q(x) es el
polinomio de menor grado que es mdltiplo de ambos.
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Minimo relativo. Una funcién presenta un minimo
relativo en x,, si existe un intervalo que contiene a x, y
f(x;) es el menor valor de la funcién en el intervalo.

Método de Gauss. Permite basandose en el método
de reduccion, tratar sistemas de cualquier nimero de
ecuaciones, obtener un sistema escalonado equiva-
lente al inicial, lo que facilita la clasificacién y solu-
cion en su caso del sistema objeto de estudio.

Moda. En una variable estadistica se llama Moda al
valor que tiene mayor frecuencia absoluta.

Muestra. Subconjunto de una poblacién.

Multiplicacion de polinomios. Para multiplicar dos
polinomios se multiplica cada monomio del primer fac-
tor por cada monomio del segundo factor.

Numero combinatorio. Es el nimero total de subcon-
juntos de n elementos que se pueden formar en un con-

junto de m elementos, se simboliza por y para cal-
. m I
cularlo empleamos la férmula: =MW
n | ni{m-n)!

Numero de soluciones de la ecuacion de segundo
grado. Del numero de soluciones de una ecuacion
completa de segundo grado nos informa el discrimi-
nante de la ecuacion; si es positivo, la ecuacion tiene
dos raices; si es nulo, una raiz doble, y si es negativo,
la ecuacion no tiene raices reales.

Numero e. Es el nimero hacia el que se aproxima la

e 1Y
sucesion (1+ﬁ cuando a n le vamos dando valo-

res cada vez mas grandes. Aproximadamente vale
2,718281...

Numeros enteros. Z={...-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..}

Numero escrito en notacion cientifica. Un nimero
escrito en notacion cientifica se compone de un nime-
ro decimal mayor que uno y menor que diez multipli-
cado por una potencia de diez.

Numeros indices compuestos. Se emplean cuando
queremos estudiar una variable o una magnitud X que
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tiene muchos componentes. Por ejemplo, si queremos
estudiar la evolucion de los precios en un pais, no sélo
tendriamos que analizar el precio de un producto sino
los precios de un conjunto de productos.

Numeros indices simples. Se emplean para mostrar
los cambios de una variable entre dos periodos tem-
porales de los que uno de ellos se toma como base 0
referencia.

Numeros irracionales. Son numeros con infinitas
cifras decimales no periédicas.

Numeros naturales. N={1, 2, 3,4, 5, 6,...}
Numeros racionales.

Q :{%, donde ay b sonenteros y b # 0}

Numeros reales. Es la uniéon de racionales e irracio-
nales.

Poblacion. Conjunto de individuos en los que se estu-
dia una caracteristica o caracter.

Polinomio. Es una expresion en la intervienen
sumas, restas y multiplicaciones de numeros por
potencias de una letra llamada variable.

Polinomio compuesto. Es el que admite polinomios
divisores.

Polinomio irreducible. Es el que no admite divisores.
Potencias de exponente racional. Son los radicales.

Probabilidad de un suceso A. La probabilidad de un
SUCESO en un juego cuyos sucesos elementales son
equiprobables se calcula por la regla de Laplace y

_ n° de elementos de A
"~ n° de elementos de E

es: P(A)

Progresiones geométricas. Son sucesiones en las
que un término cualquiera se obtiene al multiplicar el
anterior una cantidad constante r llamada razén; esto
es: a,=a,. I

Racionalizar. Convertir una divisién por un radical en
otra divisién en la que el divisor es entero.
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Radian. Es la unidad de medida de angulos que nos
permite calcular la longitud de arco como L=a.* 1, sien-
do a el angulo en radianes y r el radio de la circunfe-
rencia. De esta formula podemos obtener la definicion,
ya que si hacemos a = 1 obtendremos L = r, por lo que
1 radian es el angulo abarcado cuando la longitud de
arco coincide con el radio de la circunferencia.

Raices enteras de un polinomio. Las raices enteras
de un polinomio se encuentran entre los divisores del
término independiente.

Recorrido de una funcion. Es el conjunto de los
numeros reales que provienen de un original o ante-
cede por la funcion:

Im f={yeR /existe x que verifica y = f(x) }

Recta de regresion. Es la recta que mejor se ajusta
a la nube de puntos y tiene de ecuacion:

DY
n Xy

y—y :T.

(x=Xx)

Recta tangente. Es la recta que corta a una curva en
un Unico punto. Su ecuacion es y-y,=f"(X,) (X=X,)

Redondeo. Un tipo de truncamiento en el que se cam-
bia 0 no la Ultima cifra.

Regla de la cadena. Es la derivada de una composi-

cion de funciones: (fog) (x) =f'(g(x))-g'(x)

Regla de los 4 pasos. Es el procedimiento en el que se
desglosan los pasos que se siguen para el calculo de la
derivada de una funcién de acuerdo con la definicion.

Regla de Ruffini. Procedimiento que facilita la divi-
sion de un polinomio por el binomio (x — a), y que se
emplea fundamentalmente para factorizar polinomios.

Resolver una ecuacion. Es hallar su solucion, o solu-
ciones, o demostrar que no tiene solucion.

Resolver problemas. Para resolver un problema
mediante algebra se deben seguir los pasos siguien-
tes: lectura comprensiva del problema, eleccién de
incognitas, planteo, resolucion y discusion.

Sistema de ecuaciones. Es un conjunto de ecuacio-
nes que deben cumplirse simultaneamente.

Sistema escalonado de tres ecuaciones con tres
incognitas. Tiene la forma:

Xy +aX, + 83X, = by
AyXy +8yX; = bz
Ay X5 = b3

Sistema lineal de tres ecuaciones con tres inc6g-
nitas. Se escribe de la forma:

X, +8pX, +83X; = by

Ay Xy +8y,X, + 83Xy =b,

83Xy + 83X, + 333X; = by

* Homogéneos. Sistemas en los términos indepen-
dientes bi son todos ceros.

* No homogéneos. Sistemas en los que algunos de

los términos independientes bj son distintos de cero.

¢ Incompatibles. Sistemas que no tienen solucién.
* Compatibles. Sistemas que tienen solucion.

* Determinado. Sistemas que Unicamente tiene una
solucion.

* Indeterminado. Sistemas que tienen infinitas solu-
ciones.

Solucion de la ecuacion de primer grado. Se des-

. T o
peja la x en la ecuacion simplificada: x = >

Solucién de la ecuacion de segundo grado. Se aplica

—b++/b*—4ac

la formula; x =
2a

Suceso. Es cada uno de los subconjuntos de un
espacio muestral.

Suceso contrario. El suceso contrario de un suceso
A se representa por A , y se realiza siempre y cuan-
do no suceda A.

Suceso imposible. Es el conjunto @ (vacio).

Suceso seguro. Es E, es decir,
muestral.

todo el espacio
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Sucesos dependientes. Son los sucesos en que el
resultado de uno afecta a la probabilidad del otro. La
probabilidad de la interseccién de dos sucesos depen-
dientes, o en pruebas dependientes, es igual al pro-
ducto de la probabilidad de uno de ellos por la proba-
bilidad del otro condicionada por el primero.

Sucesos elementales. Son sucesos con un Unico
resultado.

Sucesos independientes, o en pruebas indepen-
dientes. Son los sucesos en los que el resultado de
uno no afecta a la probabilidad del otro. La probabili-
dad de la interseccion de dos sucesos independientes
es igual al producto de las probabilidades de cada uno
de ellos.

Suma de los términos de una progresion geomé-

. ar-a
trica: S, =—-——

r—1

Suma y resta de fracciones. Para sumar fracciones
algebraicas, se transforman los sumandos en fraccio-
nes equivalentes con el mismo denominador si es que
eran diferentes; se deja el denominador comun y se
suman los denominadores. Para restar dos fracciones,
se suma al minuendo el opuesto del sustraendo.

Sumay resta de polinomios. Para sumar polinomios
se agrupan los monomios de igual grado o semejan-
tes. Para restar polinomios se suma al minuendo el
opuesto del sustraendo

Tasa de Variacion Instantanea. Es la derivada de
una funcion.

Tasa de Variacion Media (TVM): TVM = w
oTum =) ) gy A7
X, — X, Ax

Teorema del factor. Si al efectuar la divisién del polino-
mio p(x) por el binomio (x — a) el resto resulta 0; la divi-
sion es exacta, lo que permite escribir: p(x) = (x - a) ¢(x)

Teorema del resto. El resto de la division de un poli-
nomio por x - a es igual al valor numérico de dicho
polinomio para x = a.

Término general de una progresiéon geométrica:

a =ar"’
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Tipificacion de la variable. Transformar una variable
aleatoria continua X que es N(u, o) en una N(0,1)

Truncamiento. Consiste en suprimir las cifras deci-
males de un nimero, a partir de una determinada.

Union de dos sucesos. La unién de Ay B es otro
suceso que simbolizamos por AUB y contiene los
sucesos elementales de A, de B o de ambos,
AUB={x/xe€A o xe B}

Valor absoluto. EI valor absoluto de un nimero real
positivo es el mismo. El valor absoluto de un nimero
real negativo es su opuesto.

Valor de la anualidad de capitalizacion:
_ Cr
(+r) [ (A+r) 1]

Valor de la anualidad de amortizacion:
t
A= Dr(1+r)

(1+r) -1

Al (+r)-1]
Valor de ladeuda: D=—————=
r(1+r)'

Valor numérico de un polinomio. Es el nimero que
resulta al sustituir la variable por otro nimero.

Variable aleatoria discreta. Es una variable numéri-
ca que toma diferentes valores, de los que conocemos
0 podemos conocer la probabilidad de que cada uno
de ellos ocurra.

Variable estadistica bidimensional. Es la variable
que estudia dos caracteristicas, X e Y, sobre una
misma poblacion.

Variable estadistica cuantitativa. EI conjunto de
numeros que sirven para contar o medir un caracter, y
que pueden variar con cada individuo.

Variable estadistica. Es el conjunto de todas las
modalidades que puede adoptar un determinado
caracter.

Varianza. Es la media aritmética de los cuadrados de
las desviaciones de todos los valores de la variable
estadistica o marcas de clase respecto de la media, y

se simboliza s2.
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