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Introduccion

El estudio de la continuidad de una funcidn se inicia desde el andlisis de
la gréfica de la funcién. Este andilisis, intuitivo y facil, pero insuficiente pa-
ra resolver todos los problemas, conduce a la necesidad de una herra-
mienta analitica que permita estudiar la continuidad de una funcién de
forma precisa. Esta herramienta es el concepto de limite.

Tan importante como el concepto de continuidad de una funcién es el
concepto de funcién discontinua y su clasificacion. Por esta razén, el te-
ma comienza analizando las funciones parte entera, parte decimal, la fun-
cién signo, el valor absoluto de una funcién y funciones definidas a trozos.
Estas funciones son muy utilizadas como ejemplos de funciones disconti-
nuas y merece la pena estudiarlas en detalle.

Se profundiza, posteriormente, en el cdlculo de limites de funciones poli-
némicas, racionales e irracionales para resolver algunas indeterminacio-
nes. Como caso particular, se estudian los limites de las sucesiones.
Como aplicacién del cdlculo de limites, se estudia el comportamiento de
las funciones polindémicas en el +« y en el -, se calculan las asintotas
de las funciones racionales y se estudia la posicién de una curva respec-
to de sus asintotas.

Organiza tus ideas

tienen pueden ser pueden
tener
limites —_ continuas  discontinuas:
I si lim f(x) = f(a) e evitable
X—a .
pueden ser * 1° especie
I e 29 especie
determinados indeterminados: asintotas:
0 e verticales
‘ 0 e horizontales
e oblicuas

[ - o]
e [0 - ]
“ [17]
« [=]

* [0°]
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Funciones

1. Funciones especiales

Piensa y calcula

Completa la siguiente tabla:

X 0,3 -0,3 1,8 -1,8 2,4 -2,4 3,9 -3,9
Parte entera de x Ent (x)
Parte decimal de x Dec (x)
Valor absoluto de x [x]

1.1. Funcidn parte entera, parte decimal y signo
a) Funcion parte entera

Se define la parte entera de un ndimero como el mayor nimero entero que
es menor o igual que dicho ndmero.

Ejemplo
Error habitual Ent(2,6) = 2 Ent(-2,6) = -3
Ent(-2,6) = -3
No es—2,ya que =2 > -2,6
Si se hace la representacion gra-
fica del nimero decimal, se ob-

serva que su parte entera es el
primer nimero entero que estd

La funcién parte entera de x asigna a cada x su parte entera. Se representa
por y = Ent(x), o bien, y = E(x)

b) Funcion parte decimal de x

a su izquierda. Se define la parte decimal de un ndmero como la diferencia entre dicho ni-
26 2.6 mero y su parte entera.
-3 01 2
Ejemplo

Dec(2,6) =2,6 -2 =0,6
Dec(-2,6) =-2,6-(-3)=-2,6 +3=0,4

Observa que la parte decimal es siempre un niimero positivo o cero.

La funcién parte decimal de x asigna a cada x su parte decimal. Se repre-
senta por y = Dec(x), o bien, y = x — E(x)

¢) Funcion signo de x

La funcidn signo de x asigna a cada x positivo el nimero 1, y a cada x negati-
vo, el ndmero —1. Se representa por y = Signo(x). Para x = 0 no estd definida.

Ejemplo
Representa gréficamente las funciones y = Ent(x), y = Dec(x) e y = Signo(x)
AY Y Y
y = Ent(x) y = Signo(x)
*—0
*—0
X X
> >
*—(
*—C
*—O
226
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Tema 9. Continuidad, limites y asintotas

1.2. Funcion definida por un valor absoluto

Para representar una funcién definida por un valor absoluto, se representa la
funcién prescindiendo del valor absoluto, y en los intervalos donde la funcién sea
negativa, se representa la parte simétrica respecto del eje X

f(x) si f(x) =2 0
W”F{_ﬂggﬂ@<o

Ejemplo
Representa la funcién y = [x? — 4]
AY AY AY
Yy
NS X X
\/y4 il SRRk

1.3. Funciones definidas a trozos

Una funcién estd definida a trozos si en distintos intervalos del dominio la fun-
cién estd definida por una férmula diferente. Son funciones muy utiles para estu-
diar la continuidad.

Para representar una funcién definida a trozos, se puede pensar en cada férmula
por separado en toda la recta real, y luego representar solo la parte del intervalo en
el que estd definida. Se debe prestar atencidn especial a los extremos finitos de los
intervalos del dominio de definicidn.

Ejemplo

Representa la gréfica de la funcién definida a trozos:

Observa que la gréfica de
f(x) es la de la parte derecha,
y que estd compuesta por
tres trozos de funciones ele-
mentales, como se indica en

1 six< -2 S (
fx) = § x* si—2<x<1 las dos imdgenes de la iz-
2x—5 six> 1 quierda.
AY AY AY
! / yl= )

y=x /
1
!
y=1 4
/ TN TTX

.\,

X X
y=2x-5 // /
Aplica la teoria
I. Representa las funciones: 4. Representa las funciones:
a) y = Ent(2x) b)y = |x| Cfxosix<—l _Jx six<0
. VY= six>-| P)Y=1Vx six20
2. Representa las funciones:
a) y = Signo(x? — 4) b)y = |-x%+ 1| 5. Representa la funcion:
; . 2% six< |
3. Representa las funciones: y=i-x+3 sil<x<2
a)y = [log, x| b) y = |sen x| log, x  six>2
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Funciones

2. Continuidad

Piensa y calcula

Completa mentalmente las siguientes tablas:

x 1.9 1,99 1,999  1,9999 x 2,1 2,01 2,001 2,0001
y = Ent(x) y = Ent(x)

2.1. Estudio grafico de la continuidad de una funcion

Una funcién es continua en un intervalo si se puede dibujar la gréfica en dicho in-
tervalo de un solo trazo. Las funciones elementales que se han estudiado hasta aho-
ra, que se expresan con una sola férmula, son siempre continuas en su dominio.

Una funcién es discontinua en un punto si la grifica de la funcién se “rompe”
en dicho punto.

Ejemplo
Estudia la continuidad de las siguientes funciones analizando su grdfica:

AY AY AY

Siseey

y=x3— 3x

o |k

anil

\ Lo
\ L

\ L

Es una funcién polindémica y es Es una funcién racional y es Es una funcién irracional de {ndice
continua en todo su dominio, continua en todo el dominio. par y es continua en todo el
la recta real, R Es discontinua enx = 0 dominio.

2.2. Limite de una funcion en un punto

El estudio grdfico de la continuidad de una funcién es evidente. Pero en la ma-
yoria de las ocasiones debe hacerse de forma analitica; es decir, a partir de la f6r-

mula de la funcién. Para hacer el estudio analiticamente, hay que introducir el
AY concepto de limite.

El limite de la funcién f(x) en x = a es el valor al que se aproxima la funcién
f(x) cuando la variable independiente x se aproxima al valor x = a. Se repre-
< senta por lim f(x) y se lee “limite de f(x) cuando x tiende hacia a”.
[ x—a

Si una funcién es continua en un punto, el valor del limite coincide con el valor
de la funcién.

Ejemplo

lim x2=2%2=4
x—2

x 1,9 1,99 1,999 1,9999 - 2 — 2,0001 2,001 2,01 2,1
y 3,61 3,9601 3,996001 3,99960001 — 4 < 4,00040001 4,004001 4,0401 4,41

Cuando la variable independiente x se aproxima a 2, tanto por valores mayo-
res como por valores menores, la variable dependiente y se aproxima a 4
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Tema 9. Continuidad, limites y asintotas

2.3. Limites laterales

El limite lateral de la funcién f(x) en x = a por la izquierda es el valor al que se
aproxima la funcién f(x) cuando la variable independiente x se aproxima al valor
x = a por la izquierda; es decir, por valores menores que a. Se representa por

lim f(x) y se lee “limite de f(x) cuando x tiende hacia a por la izquierda”.
x—a

El limite lateral de la funcién f(x) en x = a por la derecha es el valor al que se
aproxima la funcién f(x) cuando la variable independiente x se aproxima al valor
x = a por la derecha; es decir, por valores mayores que a. Se representa por

lim f(x) y se lee “limite de f(x) cuando x tiende hacia a por la derecha”.
x—a*

Para que exista el limite de una funcién en x = a, tienen que existir los limites la-
terales y han de ser iguales.

Ejemplo
2 . AY
Calcula el lim f(x), siendo: f(x) =4 * ~ > L =3
x—3 2x -8 six>3 4l——=
Limite lateral por la izquierda: Limite lateral por la derecha: !
1
X
lim £0) = lim (2= 5) = lim f(x) = lim (2x-8) = 7
x—3 x—3" x—3* x—3* Ll L i
=(3)2-5=9-5=4 =2.3"-8=6-8=-2
Como los limites laterales son diferentes, el 1im f(x) no existe.
x—3
2.4. Relacion entre continuidad y limite 3ty 3-
Una funcién es continua en x = a si existe el valor de la funcién y el limite en 3% es un poco mis de 3

x = a, y ambos son iguales, es decir:
f(a) = lim f(x)
x—a

3~ es un poco menos de 3

Ejemplo
. . X 1x <
Estudia la continuidad en x = 2 de f(x) = K S? x<2
—3x+ 10 six>2
a) f(2)=2%2=4
b) Como la funcién estd definida a trozos y 2 es un extremo de los intervalos 4Y
del dominio, se calculan los limites laterales. 4 1;(2’ )
lim f(x) = lim (-3x+10)=-3-2"+10=-6+10=4 |
x—2" x—2" = : N
— | .
lim f(x) = lim 2¥=2% =4 2 v
x—2 x—2"
Como los limites laterales son iguales, se tiene que lim f(x) = 4, y, como es
x—2
igual al valor de la funcidn, f(2) = 4, la funcién f(x) es continua en x = 2
Aplica la teoria
6. Representa las siguientes funciones y estudia la conti- ) )
nuidad analizando su grafica: 8. Representa la funcién f(x) = {—x +5 stx i ;
a)y=—x?+4x+ | b) y =2/x c)y=\/; _X Stx
y calcula los limites laterales en x = 2
7. Representa la funcién f(x) = Vx + 3
y calcula los siguientes limites: 9. Representa la funcién f(x) = {ZX X <
2/x six>|
a) lim f(x) b) lim f(x) . L
x| x—-2 y estudia la continuidad en x = |
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Funciones

Piensa y calcula

Completa la siguiente sucesion:

29 299

Funcién continua
en un intervalo (a, b)

Una funcién es continua en un
intervalo abierto (a,b) silo es
en todos los puntos de dicho in-
tervalo.

Funcioén continua en
un intervalo cerrado
[a, b]

Una funcion es continua en un
intervalo cerrado [a,b] silo es
en todos los puntos del intervalo
abierto (a, b) y ademds lo es por
la derecha en a y por la izquierda
enb

Esto quiere decir que:

im, 69 = @)

lim () = (o)

AY
Q6,2
X
g
:
WPG3, - 4)
VA RN ,
N
AY
70,3
! X
> g

230

3. Discontinuidades

- 3 3 3* <~ 3,01 3,1

3.1. Funcion discontinua en un punto

Una funcién es discontinua en x = a si se cumple una de las tres condiciones si-
guientes:

a) No existe el valor de la funcién en x = a; es decir, no existe f(a)

b) No existe el limite de la funcién en x = a; es decir, no existe lim f(x)
X—a

c) Existen f(a) y el lim f(x), pero son distintos; es decir, f(a) # lim f(x)
X—a X—a

Existen tres tipos de discontinuidades: evitable, de 12 especie y de 22 especie.

3.2. Discontinuidad evitable

Una discontinuidad en x = a es evitable si existe el limite de la funcién en
x = ay es finito, pero es distinto del valor de la funcién en x = a 0 no existe el
valor de la funcién en x = a.

Esta discontinuidad se llama evitable porque la funcién se convierte en continua
al asignar el valor del limite al valor de la funcién en x = a:

f(a) = lim f(x)

X—a

Ejemplo
Estudia la discontinuidad de las siguientes funciones:
5-x% six#3
flx) =
¥ f&o {2 six=3
Es discontinua en x = 3 porque

f(3) =2 # lim f(x) =—4
x—3

En x = 3 tiene una discontinuidad evitable, y se evita definiendo f(3) = -4

2
b) flx) = X —X=2
) f(x) N

Esta funcién no estd definida parax =2
fx)=x+1six#2

Es discontinua en x = 2 porque no existe f(2) aunque lim f(x) = 3
x—2

En x = 2 tiene una discontinuidad evitable, y se evita definiendo f(2) = 3
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3.3. Discontinuidad de 1% especie o de salto

Tema 9. Continuidad, limites y asintotas

Una discontinuidad en x = a es de 1* especie o de salto si existen los limi-

tes laterales y son distintos, o alguno es infinito.

Se llama de salto finito si los limites laterales son finitos, y de salto infinito

si alguno de los limites laterales es infinito.

Ejemplo
Estudia la discontinuidad de las siguientes funciones:
a) f(x) = Ent(x)

Es discontinua en los niimeros enteros.

Por ejemplo, para x = 2 se tiene f(2) = 2

lim f(x)=2# lim f(x) =1

x—2* x—2"

En cada ndmero entero tiene una discontinuidad de 12 especie de salto 1

X
b) f(x) = —"
Es discontinua en x = 3 porque no existe f(3)
lim f(x) = + o lim f(x) = —oo
x—3* x—3"

En x = 3 tiene una discontinuidad de 1?* especie de salto infinito.

3.4. Discontinuidad de 2 especie

Una discontinuidad en x = a es de 2? especie si uno o los dos limites late-

rales no existen.

Ejemplo

Estudia la discontinuidad en x = 2 de la funcién: f(x) =

lim fx) = lim Vx—2 =V2"—2 =0

x—2* x—2*

lim f(x) no existe.
x—2"

En x = 2 tiene una discontinuidad de 2? especie.

Aplica la teoria

10. Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades:

_J—x+1 six#3
f(x)_{Z six=3

I I. Representa la siguiente funcion y estudia sus disconti-
nuidades:
y = Dec(x)
12. Representa la siguiente funcion y estudia sus disconti-
nuidades:

y=Vx+ |

x—2

AY
y = Ent(x)
————— '?:O
|
1——'.ﬁ|5
| X
L
R —
*~—
*~—0
*—0
AY
1
Llx
Y x—3
X
>3- v
AY
-]
y=vx-2

\ L

?)1

. Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-

nuidades:
_ 3x-1
T ox—1

. Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-

nuidades:

y =tgx

. Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-

nuidades:

f(x)={3—x2 six #—-2
5 six=-2

231

|© Grupo Editorial Bruno, SL. Matematicas de 1° BCT. Autores José Maria Arias Cabezas e Ildefonso Maza Saez



Chema
Text Box
© Grupo Editorial Bruño, SL. Matemáticas de 1º BCT. Autores José María Arias Cabezas e Ildefonso Maza Sáez


Funciones

Piensa y calcula

4. Limites de funciones polindmicas y racionales

Calcula mentalmente los siguientes cocientes y di cudl o cudles no tienen solucién, tienen una solucién o tienen muchas

soluciones.

Indeterminacion

Son valores que estdn sin deter-
minar; es decir, sirve cualquier nd-
mero:

Ejemplo

g—5 0=0-5
o = > puesO=

0 = =) -
677, pues0=0-7
El infinito

Infinito es un limite y no es un nu-
mero, pero se puede considerar un
ndmero muy grande.

No todos los infinitos son igual de
grandes.

Ejemplo
im x< lim x2< lim x3
X—>+o0 X—>+oo X—>+oo

\Y

A
M=k 2x3 +x—2

\ Lo

X — o0 —40
y + 00 67158

232

9>

6 0 0
2 b) 0

0 )5

4.1. Limites determinados e indeterminados

Cuando una funcién es continua, se verifica que:

lim f(x) = f(a)

X—a

Por tanto, para hallar el limite de una funcién continua en x = a, es suficiente con

hallar f(a)

Cuando la funcién no es continua en x = a, o se quiere hallar un limite cuando x
tiende hacia + e, se deben aplicar unas reglas que se estudiardn en detalle.

Un limite determinado es un nimero real, o bien — o, 0 + o. En otro caso
es indeterminado. Los tipos de indeterminaciones son los siete siguientes. Se
representan entre corchetes:

(3] B[2] 9m-=1 a0« 9u DI P

4.2. Limites de funciones polinomicas

Las funciones polinédmicas son siempre continuas en su dominio, que es R

Limite de una funcion polinomica cuando x — +eo

Un polinomio cuando x — = oo es equivalente al término de mayor grado; el res-
to de los términos son muy pequenos comparativamente y se pueden despreciar.
El limite es + o0 0 — oo segun resulte de operar el signo del coeficiente principal con
la potencia. Hallar esta tendencia es muy importante para estudiar las funciones
polindmicas, y se puede calcular mentalmente.

Ejemplo

Calcula los limites cuando x — + oo de f(x) = —x + 2x% + x — 2

lim (x3+2x?+x=2)= lim (=x3) =— 03 = — oo
X—>+ 0 X—>+ o0

lim (x3+2x2+x=2)= lim (=x3) = —(—00)3 = —(—00) = + 00
X—>— oo X—>— oo

Una tabla de valores indica la tendencia de los limites cuando x — + oo

=20 -10 0 10 20 30 40 + 00
8778 1188 -2 =792 -7182 -25172 -60762 —oo
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Tema 9. Continuidad, limites y asintotas

4.3. Limites de funciones racionales

Las funciones racionales son siempre continuas en su dominio, que es R menos
las raices del denominador.

a) Limite en una raiz del numerador y del denominador

Por ser a rafz del numerador y del denominador, ambos son divisibles por x—a.
La indeterminacién se evita dividiendo el numerador y el denominador por x—a

Ejemplo
, -2 2-2 0 ,  x—=2 , 1 1
lim X - :[7]4 =7 _ypydi_ 1l
X14)H12 x2 - 2x 22_2.2 0 xlarré XM xl%rréx 2

La funcién es como la hipérbola y = 1/x, salvo que para x = 2 no estd definida.

b) Limite en una raiz solo del denominador

Por ser a solo rafz del denominador, el limite es + e 0 — oo, y por lo general
serd distinto por la derecha y por la izquierda, por lo que se deben hallar los
limites laterales.

. AY
E 1
jemplo y s [
Calcula el lfm 2X=2 AP
x—3 X—
3 <
[ . + —_— [y
* Limite por la derecha: 1im x-5 _2:-3"-5_1_ + 00 >
x>3 X—3  3*_3 0 i
y= 3 +2
— R X =
* Limite por la izquierda: 1im x-5_2:3-5_1__
x—3 x—3 37 -3 0~ i
c) Limite de una funcién racional cuando x — # =
Se aplica el siguiente criterio: Ejemplo
0 sin<m lim s 3X_25 =
ax'+ ... +tax+a, a x>ee X7 —4x* + 7
lim —2 == sin=m 5
x>z b x™ 4+ .. +bx+by b, . lim =X =7x+1__5
+o0 sin>m x> 3x% + 2x + 4 3
lim DX =3% __
* Si el grado del numerador es menor que el del denominador, el limite es cero. x—+o0 —4x% 4 1
* Si los grados son iguales, el limite es el cociente de los coeficientes principales.
* Si el grado del numerador es mayor que el del denominador, el limite es + oo o
— oo, seguin resulte de operar los signos de los coeficientes principales con las po-
tencias correspondientes.
Aplica la teoria
16. Calcula mentalmente los siguientes limites: 18. Calcula mentalmente los siguientes limites:
a) lim (=5x3+3x-7) b) lim (x*—5x3+3) . 3x%+5x . 3x2+5x
T S 2 Nm a 7 o) Nim 7
—x5 + 3x2 —x3 + 3x2
17. Calcula los siguientes limites y representa la funcién c) lim ¥ d) lim %
. x—+eo  Ix7 — | x——eo  Ix> — |
correspondiente:
2 2 2
x2—4 3x+5 x“+3 x“+3
. . i |
2) xILnJZ x+2 b) Jinl x— | ¢ x> oo 4x3 -5 ) X 4x3 -5
233
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Funciones

5. Limites de funciones irracionales y limites de operaciones

Piensa y calcula

Halla el resultado de operar los siguientes simbolos; puede dar + co,— oo 0 indeterminado.
a)+oo+oo b)+oo—oo c)—oo+oo d)—oo—oo

5.1. Limites de funciones irracionales

a) Limite de una funcion irracional cuando x tiende a un extremo del
AY dominio

fx) =Jx+3 Cuando el indice de la raiz es par, solo existe un limite lateral.

Ejemplo

\ Lo

Halla el limite de f(x) = Vx + 3 cuando x — —3*

lim Vx+3 =V=3"+3 =V0* =0

x—-3*

Fijate que lim Vx + 3 no tiene sentido porque a la izquierda de —3 no exis-
x——3"

te la funcién.

b) Limite de una funcion irracional cuando x — 4o

Cuando el indice es par, puede que alguno de los limites o los dos no existan por
AY no estar definida la funcién para valores muy grandes o muy pequefios.

\ Ejemplo

Halla el limite de f(x) = V1 —x cuando x — % o

v
Y<

lfim V1 —x no existe, por no estar definida la funcién parax > 1

X—>+00

lim V1-x=V1—(=o) =Vl +o00 = V4 oo =+

X——o0

5.2. Limites de operaciones con funciones

A veces, cuando hay que hallar el limite de una funcidn, ésta es la suma, diferen-
cia, cociente, etc., de funciones elementales, por lo que habrd que operarlas pre-
viamente. Cuando se trabaja con radicales, suele ser muy ttil multiplicar y dividir
por la expresion conjugada.

a) Limite de la diferencia de funciones racionales

AY Se suele evitar la indeterminacién operando previamente.

Ejemplo

lim (x— X ) c oo o] = lim X&#2)=x* _
X+ 2

X—>+ 00 X—>+00 X + 2

f(x) =
ERErS K 2x-A , 2x | oo
lim &=——=""2 - Iim =

X—> 400 X+ 2 x—+o0 X +
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Tema 9. Continuidad, limites y asintotas

b) Limite de la diferencia de funciones irracionales

Se evita la indeterminacién multiplicando y dividiendo por la expresién con-
jugada.

* La expresion conjugada de Va + Vb esVa — Vb

* La expresion conjugada de Va —Vb esVa + Vb

Ejemplo
xl_f)x?m(\/ﬁ +7x = Vx4 3x) = [eo— o0] =
-~ lim (\/XZ + 77X — V2 + 3X)(\/x2 + 77X + Vi + 3X) _ AY
x> oo Vx2 + 7x + V2 + 3x
X 7x= (3% L+ T7x-o-3x  _ = x

xoree 32 4 7X + Vx? + 3x

]:

x>+ 2 L 7y 4 Vx4 3x
4 f(x) = Vx? + 7x —Vx2 +3x
X

oo

=[7

oo

1/ 4X
im
X—reo \/x2 +7x + \/Xz + 3x

lim
X—>+00

_4
> =2

= lim 4x

, 4x
lim 22
X—> 400 2X

x—+0 X + X

5.3. Limites de sucesiones

Las sucesiones son un caso particular de funciones discretas. Por tanto, son fun-
ciones y se puede aplicar para ellas todo lo dicho para funciones. Como las
sucesiones solo estdn definidas para los niimeros naturales positivos, Unicamente
tiene sentido hallar el limite en el “mds infinito” (+ oo)

Ejemplo

lim (V573 V) = oo -] = limm Y #3=Vn)(Vo+3 .+ V)

a =Nn+3-vVn

n

n—+oo n—>+co \,1’1+ +\/; ""Oo.‘.“::‘é
g A3-A 3 3
no+re \ny34Vn o= Yn434Vn *®
Aplica la teoria
19. Representa la funcién f(x) = 3 + V2 —x 23. Halla el siguiente limite:
Halla el limite de f(x) cuando x — 2~ lim (x —Vx? + 6x)
X—>+oo
20. Representa la funcién f(x) = Vx + 2 24. Halla el siguiente limite:
Halla el limite de f(x) cuando x — + oo lim (\/xz 5+ | -2 4x)
X—>—co
21. Halla el siguiente limite:
52 4 x— | 25. Halla el limite de la siguiente sucesion:
XL'”J.,Q( x+3 ‘5") lim (Vn2+3n-5 —\n2+1)
n—+oo
22. Halla el siguiente limite: 26. Halla el limite de la siguiente sucesion:
34 1452
lim (7x2 - w) lim (3n—9nZ+5n)
X—>—o0 x+2 n—+eo
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Funciones

6. Asintotas de funciones racionales

Piensa y calcula

Dibuja la siguiente hipérbola, halla sus asintotas y represéntalas.

YT %3
6.1. Calculo de asintotas verticales
Para hallar las asintotas verticales, x = k, se resuelve la ecuacién que se obtie-
ne al igualar a cero el denominador; se toman solo las rafces que no lo sean
del numerador.
AY Para conocer la posicién de la curva respecto de las asintotas, se hallan los limites
L 2x-5 T laterales.
Y x—3
Ejemplo
S Aaml B . . iy 2x -5
NS Halla las asintotas verticales de la funcién: y = 3
Ll X A |
=3 a) Asintotas verticales: x—3=0=x=3
b) Posicién de la curva respecto de la asintota vertical:
i i 2225 2325 1
>3 X—3 3¥_3 0
lim 2X=> _2-3-5_1 __
x—3 X—3 3=-3 0~
6.2. Calculo de asintotas horizontales
Para hallar la asintota horizontal, y = k, se halla: k = lim pk)
x>+ (X)
Para conocer la posicién de la curva respecto de la asintota horizontal, se hallan:
lim (P(X) - ) lim (P w _ k)
oo X —oo X
Evitar errores . o x| %) . x>\ q( _) _
, , Si el limite tiende a 07, la curva estd encima de la asintota, y si tiende a 07, estd debajo.
Hay una cierta creencia de que una
curva nunca corta a las asintotas Ejemplo
horizontales u oblicuas, lo cual es . . 3X2 +4x+3
falso. Véase la gra/ﬂca siguiente, Halla la asintota hOleOntal de la funclén: y= 5 1
X~ +
2
AY a) Asintota horizontal: lim Sx7+dx+3 [i] =3=y=3
Xx—>zeo x%+ 1 o
y=3 — b) Posicidn de la curva respecto de la asintota horizontal:
= Se calcula en primer lugar:
X
= —4> 3x2+4x+3_3:3x2+4x+3—3(x2+1):
B+ dn+ 3 241 24+ 1 es equivalente
y = cuando x — o
i :%+4x+‘&—}{2—‘&: 4x igzé
2+ 1 2+ 1 XX
, 4 4 . .. ,
Lt QUIRES funea @eirEn & s asfie lim = = —— = 0* = La curva estd encima de la asintota.
o oo
totas verticales. x>k X +
lim 4 = 4 = 0~ = La curva estd debajo de la asintota.
x——o0 X —0o0
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Tema 9. Continuidad, limites y asintotas

6.3. Calculo de asintotas oblicuas

Para hallar la asintota oblicua y = mx + b, se hace la divisién del numerador
entre el denominador; el cociente es la férmula de la asintota. Para que el co-
ciente sea un polinomio de 1¢ grado, el grado del numerador tiene que ser
uno mds que el del denominador.

px) & :)p(x):mx+b+r(x)i?—(mx+b)=r(){)

r(x) mx+b q(x) q(x) (x) q(®)
Para conocer la posicién de la curva respecto de las asintotas oblicuas, se hallan:
lim &) lim 1)
X—>+00 q(X) X—>—o0 q(X)
Siel limite tiende a 0%, la curva estd encima de la asintota, y si tiende a 07, estd de-
bajo.
Ejemplo
x2 +5x + 5

Halla la asintota oblicua de la funcién: y = 3
X +

a) Para hallar la asintota oblicua, se efectiia la divisién:

2 +5x+5 |x+2 x2+5x+ 5 -1
5 = =x+3+
—x% —2x x+3 x+2 x+2
73x+5 AY+X"3/'
-3x-6 Asintota oblicua:y =x + 3 Ry

1 _x2+5x+5
- /Y* X+ 2

b) Posicién de la curva respecto de la asintota oblicua: </ | )é
, -1 -1 _ , y ,
lim = = 0~ = La curva estd debajo de la asintota. Y
X—+00 X+ 2 400
, -1 -1 . AW ,
lim = —— = 0* = La curva estd encima de la asintota.
Xx—-—00 X+ 2 —00
Resumen
Una funcién racional puede tener asintotas verticales, horizontales y oblicuas.
a) Tiene tantas asintotas verticales como raices reales distintas tenga el deno-
minador y que no lo sean del numerador.
b) Tiene una asintota horizontal si el grado del numerador es menor o igual
que el del denominador.
¢) Tiene una asintota oblicua si el grado del numerador es uno mds que el del
denominador.
Por tanto, una funcidn racional puede tener varias asintotas verticales y, a lo
sumo, una horizontal u oblicua. Si la tiene horizontal, no la tiene oblicua, y
viceversa.
Aplica la teoria
Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales y la posicion de la curva respecto de cada una de ellas:
2 6
x* + 4 — X
27.y= 29.y=5
2x x*+3
x2—x—12 30. y= x?
28. Y= ﬁ 4 X2 —
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

238

Ejercicios y problemas

Funciones especiales

Representa las funciones:

a) y = Dec(2x) b) y = Signo(sen x)

Representa las funciones:

a)y = |2x— 4| b) y = |x2 —2x - 3|

Representa las funciones:

ay=|+ b)y = [cos x|
X
Representa la funcion:
y= x2—1 six<2
3 six>2
Representa la funcion:
y= I six<|
3/x six> |
Representa la funcion:
=3 six <-2
y=19-X si-2<x<|
Vx =1 six>1
Continuidad

Representa las siguientes funciones y estudia la conti-
nuidad de forma grafica:

2x

3
a)y=T—|

X

b)y =

Representa las siguientes funciones y estudia la conti-
nuidad de forma grafica:

a)y = x| b) y = Dec(x)

Representa la funcién:
f(x) = sen x
y calcula los siguientes limites:

a) I_i}r::/2 f(x) b) IiLnn f(x)

Representa la funcién:
Vx+4 six<0
f(x) = .
2% six >0
y calcula los limites laterales en x = 0
Representa la funcion:

_ )4 six <-—I
f(x)'{s/(xn) six>—|

y estudia la continuidad en x = — |

3.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Discontinuidades

Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades:

_Jx+2 six<|
f(x)_{3 six> |

Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades:

y = Signo(x)

Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades:

y=7V2-x

Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades:
_2x+6
7T

Representa la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades:

y = —log, x

Representa la siguiente funcion y estudia sus disconti-
nuidades:

f(x) = {ZX

—x+3

six < |
six 2> |

Limites de funciones polindmicas
y racionales

Calcula mentalmente los siguientes limites:

a) lim (—x®+7x2-3x+ 1)
X—>+oo

b) lim (—x°+7x2—3x + 1)
X—>—00
Calcula el siguiente limite:
i 2x —2
im ———
x——1 X+ |

Representa la funcién correspondiente.

Calcula el siguiente limite:
x2+2x -3

lim
x— |

x—
Representa la funcién correspondiente.
Calcula mentalmente los siguientes limites:

o) i =2l R
x—+o0 92 + 5§ x——c %2+ 5

Calcula mentalmente los siguientes limites:
3x*-5 3x*-5

a) lim —()———= b) lim —(———
) x—+eo —x + 2x3 ) x——eo —x* + 23
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53. Calcula mentalmente los siguientes limites:
5 3 5 3
—x> + 7x —x> + 7x
a) lim ———— b) Ilim ———
) x—+e 4x2— 3x ) x——c 4x% — 3x

5. Limites de funciones irracionales
y limites de operaciones

59.

60.

Halla el siguiente limite:

lim (\/x3+2x—l —\/x3—5x)

X—>+oo

Halla el limite de la siguiente sucesion:

lim (V3n— —\ln+2)

n—>+oo

L, 61. Halla el limite de la siguiente sucesion:
54. Representa la funcion: 5
f(x)=2+m nI_l)er(Zn—S—\Mn —7n)
Halla el limite de f(x) cuando x — —5*
g 6. Asintotas de funciones racionales
55. Representa la funcion:
f(x) = V3 —x 62. Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales
Halla el limite de f(x) cuando x — — o y la posiciéon de la curva respecto de cada una de ellas:
a) = )(2_?’7)(4'3 b) = x?
56. Halla el siguiente limite: / x—1 YT 3
i 3 6x2+5x — 4
X_',Tm x= 2x + | 63. Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales
y la posicion de la curva respecto de cada una de ellas:
57. Halla el siguiente limite: a)y = X - b)y = 2x; |
i 10x3 +x2—7 5 4-x X
o\ 22 +3 X
64. Halla las asintotas de las siguientes funciones racionales
58. Halla el siguiente limite: y la posicién de la curva respecto de cada una de ellas:
2+ 2x— |
lim (2x—V4x2—3x) a)y = 25 b)y=¥
X—>+oo x+ | X
Para ampliar
65. Representa las funciones: 69. Halla el dominio y el campo de continuidad de cada una
| de las siguientes funciones y razona por qué son iguales
a) f(x) = = b) f(x) = |2%| o distintos.
66. Representa la funcion: &) ey =2 ) {89 = iz 3¢
2 c) f(x) = sen x d) f(x) = tg x
09 = |
x e) f(x) = Ent(x) f) f(x) = signo(x)
67. Representa la funcion:
—;( Sf x<-2 70. Halla y clasifica las discontinuidades de la siguiente fun-
Yy=3% si-2<x<| cion a partir de su gréfica:
log, x six2 |

68. Halla el dominio y el campo de continuidad de cada una
de las siguientes funciones, es decir, el conjunto donde
es continua, y razona por qué son iguales o distintos.

2) f(x) = 5x3 — 3x2 + x — 4 b)f(x)=);t|2
o) f(x) = :2134 d)f) = Vx=3

AY

—
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Ejercicios y problemas

71. Hallay clasifica las discontinuidades de la siguiente fun-
cion a partir de su grafica:

AY

f(x) = @
Q@
N

X

72. Hallay clasifica las discontinuidades de la siguiente fun-
cion a partir de su grafica:

AY

¥X

\J

f(x) = X2+ 4x + | six;_t—l
4 six=—1

73. Calcula mentalmente los siguientes limites:

a) lim (x° — 7x2 — 4x + 23)
x—0

b) lim (—x6 + 7x® —2x + )
x— |

74. Calcula mentalmente los siguientes limites:

—5x3 + x —5x3 + x
a) lim ——— b) lim ———
) x—+oo 2x2— | ) x——oo 2x2 — |

75. Calcula mentalmente los siguientes limites:

a) lim (3 +5x2-2x+7)

X—>+oo

b) lim (=x*+ 2x2—4x + 5)
X—>—co

76. Calcula los siguientes limites:

— b lim ===

a) lim —_——
x—3 x2—4x + 3

x—5 X+ 2
77. Calcula mentalmente los siguientes limites:
—x3+7 >3 +7

gl xl_'>"+1m 2x3+ 5 b) xl_'fl, 2x3+ 5

78. Calcula el siguiente limite:
lim = + 1
im
x—5 X—5

240

79.

80.

8l.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

Calcula mentalmente los siguientes limites:

. 5x — | . 5x — |
a) xI—I::-]oc —23+5 b) xI—I>njoo —2x3+5

Calcula los siguientes limites:
x% = 2x

a) lim
)x—>2 X2 —4

|
b) lim —
) x—0 x2

Halla el siguiente limite:
im X3

x—>\3 x2—13

Halla los siguientes limites:

a) lim Nx+8-3 b) lim _x=2
x— | x— | x=2 | —\3x-5

Halla una funcién racional que tenga como asintota ver-
tical la recta x = 2

Halla una funcién racional que tenga como asintota ho-
rizontal larectay = 3

Halla una funcién racional que tenga como asintota obli-
cualarectay =2x— |

Representa y halla mentalmente las asintotas de las si-
guientes funciones exponenciales:

a)y=2% b)y =—5+2x~!
) y=-3+2" dyy=1+2-!

Representa y halla mentalmente las asintotas de las si-
guientes funciones logaritmicas:

a) y = log, x
c)y =log, (x +3)

b) y =3 +log, x
d)y =1 +log, (x-3)

Dada la funcién:

() = %

a) completa mentalmente las siguientes tablas:

x 0.l 001 000l 0,000l
f(x)
x -0l -00l -000l 0,000l
f(x)

b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:

| o

lim —

x—0~ X

c) Calcula f(0), razona si la funcién f(x) es continua en
x = 0y, en caso negativo, clasifica la discontinuidad.
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Con calculadora

89. Dada la funcién:
f(x) = 2%
a) completa las siguientes tablas:

X 0,1 0,01 0,001 0,0001
f(x)
X -0,1 —-0,01 —-0,001 —0,000l
f(x)
b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:
lim 2% lim 2%
x—0* x—0"

c) Calcula f(0) y razona si la funcién f(x) es continua en
x=0

90. Dada la funcién:
f(x) = Vx

a) completa las siguientes tablas:

X 0,1 0,01 0,001 0,0001
f(x)
X -0,1 -0,01 —-0,001 —0,0001
f(x)
b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:
lim_x lim Vx
x—0*" x—0"

c) Calcula f(0), razona si la funcién f(x) es continua en
x = 0y clasifica la discontinuidad.

91. Dada la funcién:
fx) =x2+x+9

a) completa las siguientes tablas:

92.

93.

x -10 -100  -1000 —10000
f(x)
x 10 100 1000 10000
f(x)

b) Observando las tablas, induce los siguientes limites:

lim (2 +x+9) lim (2 +x+9)
—— x—>+oo

Dada la funcién:

-1
a) completa la siguiente tabla. En la cuarta fila esta el valor
de la funcién menos el valor de la asintota horizontal.

X 10 100
f(x)
y=3
f(x) -3

1000 10000

b) Observando la tabla, razona si la curva esta encima o
debajo de la asintota.

2x2+ x + |

Dada la funcioén: f(x) = ”

a) completa la siguiente tabla. En la cuarta fila esta el valor
de la funcién menos el valor de la asintota horizontal.

X 10 100
f(x)
y=2x+1
f(x)-(2x+ 1)

1000 10000

b) Observando la tabla, razona si la curva estd encima o
debajo de la asintota.

Problemas
94. Representa la funcion:
f(x) = I%I

iQué funcién es?

95. Halla el valor de k para que la siguiente funcién sea con-
tinua en todo R
2x— | six<2
f =
¢ {k six > 2

96.

97.

Halla el valor de n para que la siguiente funcién sea con-
tinua en todo R

_J=x+*+n six<-=-2
f(X)_{xz—l six>-2

Halla el valor de k para que la siguiente funcién sea con-
tinua en todo R

_Jx+2 six<|
f(x)_{k/x six> |
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Ejercicios y problemas

98. Halla el valor de n para que la siguiente funcién sea con-
tinua en todo R

f(x) = 2 six< |
3x+n six> |

99. Los ingresos de una empresa, en funcion del nimero de
afios que lleva funcionando, vienen dados por la funcion:

Vx Si0<x<9
f(x) = _
(=1 4x=30 . .o
x—-7

donde x viene dado en afios, y f(x), en millones de
euros.

{Es continua la funcioén f(x)?

100. En un aparcamiento que permanece abierto 10 horas
diarias, hay un cartel que dice: “cada hora, |,5 €” y “mas
de 4 horas, 7 €”

a) Representa la funcién correspondiente.

b) ;En qué puntos es discontinua, y qué tipo de dis-
continuidad tiene en cada uno de ellos?

101. Calcula el valor de a para que:
ax? + 3x

lim X T2X 3
2

102. Observando la grifica:

Y
3
y = X2 = 4x
X
calcula:
A A RS
a) XI_LTOQ (T — 4x b) xl_'fl. 3" 4x
103. Observando la grifica:
AY
2+ |
NS
g

242

calcula:
X2+ X2+
a) lim b) lim
x—+oo X x——co X
24+ | X2+
c) lim d) lim
x—0" X x—0- X

104. Observando la grifica:
AY

=) fx)|FVx +#5—yx+3
] =X

a) calcula:  lim (\'x +5 —Vx+3 )
X—>+oo
b) halla el limite analiticamente para comprobar el re-
sultado.

105. Rocio comienza a trabajar en una empresa de informa-
tica. La funcion que calcula el nimero de ordenadores
que monta, en funcién del tiempo, viene dada por:

6t
t+5

f(t) =
donde t es el nimero de dias que lleva trabajando, y
f(t), el ntmero de ordenadores que monta.
a) ;Cuantos ordenadores monta el primer dia?
b) ;Cuantos ordenadores monta el quinto dia?
c) {Cuantos ordenadores monta el décimo dia?
d) ;Qué dia montara 5 ordenadores?
e) ;Puede llegar a montar algiin dia 7 ordenadores?

f) ¢A qué numero tenderd cuando lleve mucho tiempo
trabajando?

106. Los gastos mensuales en euros que una familia tiene en
alimentacién vienen dados por la funcién:

04x +k si0<x< 1000
fo = _2000x o ) 000

x + 3000
donde x son los ingresos de la familia en euros.

a) Halla el valor de k para que los gastos sean conti-
nuos; es decir, no haya salto en x = 1 000 €

b) ;Hacia qué valor se estabilizan los gastos de alimen-
tacion de las familias con la renta mas alta?
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107. En una ciudad se hace un censo inicial y se sabe que el
numero de habitantes evoluciona segln la funcién:

t2 + 500t + 2500
(t + 50)2
donde t es el nimero de afios transcurridos desde

que se hace el censo, y P(t) es el nimero de habitan-
tes en millones.

P(t) =

a) ;Cuantos habitantes hay cuando se realiza el censo
inicial?

b) ;Cuantos habitantes habra dentro de 50 afios?

c) Con el paso del tiempo, ;hacia qué poblacion se es-
tabilizara? Halla la asintota horizontal para compro-
barlo.

108. Halla las asintotas de la siguiente funcion racional y la po-
sicion de la curva respecto de cada una de ellas:
3x
x2+ |

109. Halla las asintotas de la siguiente funcion racional y la po-
sicion de la curva respecto de cada una de ellas:
X2+ |

y =

x2— |

Para profundizar

110. Halla el valor de f(3) para que la siguiente funcién sea
continua en todo R

x2 — 3x
fed="—3

111. Halla el valor de m y n para que la siguiente funcién sea
continua en todo R

x2 six<—1|
f)=9mx+n si—-1 <x<2
2/x six>2

112. Halla el valor de m y n para que la siguiente funcién sea
continua en todo R
2% six < |
fx) =4mx+n sil <x<2
logy x six>2

113. Una determinada especie evoluciona segln la funcién:
fe)=5+2"¢
donde t es el nimero de afios y f(t) son los millones
de unidades existentes.

Representa la grifica y, observandola, contesta a la si-
guiente pregunta: ;la especie esta en vias de extincién?

114. Una determinada especie evoluciona segtn la funcién:
f(t) = %,t >0

donde t es el niumero de afios y f(t) son los millones
de unidades existentes.

Representa la grafica y, observandola, contesta a la si-
guiente pregunta: ;la especie esta en vias de extincion?

115. Observando la grafica de la sucesion:

AY
y=3
...o-oul‘g
L ]
i X
"
_3n%-2n+4
i n2+5
3n2-2n+4

a) calcula:  lim 5
no+e  n-+5

b) halla el limite analiticamente para comprobar el re-
sultado.

116. Una entidad financiera paga un tanto por ciento en fun-
cién del dinero depositado, definido por:
_ 6x+8000
R =5+ T0000
donde x es la cantidad de dinero depositado en euros,
y R(x), el valor del tanto por ciento.

Hacia qué valor se estabilizard el tanto por ciento cuan-
do se deposite una cantidad muy grande.

117. Los beneficios o las pérdidas de una empresa vienen da-
dos por la funcién:

_ 5x2-20
f(x) = 24
donde x es el numero de afios que lleva funcionando,
y f(x) son millones de euros.

a) Halla los beneficios o las pérdidas en el 1€, 2°y 3¢"
afnos.

b) Hacia qué valor se estabilizan las ganancias o pérdi-
das con el paso del tiempo.

118. Halla una funcién racional que tenga como asintotas ver-
ticales las rectas x = 3,x = —|

119. Calcula una funcién racional que tenga como asintotas
las rectasx =—-2ey =3

120. Halla una funcién racional que tenga como asintotas las
rectasx =l ey =x-2
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Tema 9. Continuidad, limites y asintotas

Paso a paso

121. Dibuja la siguiente funcién, identificala y estudia

Solucién:
sus discontinuidades.

En |&nalisis |, elige im0 Limite. El +&2 Infinito

y = suelo(x) positivo estd en | Simbolos
* 7
_Soluc1on. Ejercicio 123
9. Continuidad, limites y asintotas lim [-x3+2x% + x-2) =+ -00
Alba Maza Sanchez p

£ % 9 ‘ dibujar (- x3 + 2x2 + x - 2, {color=rojo, anchura_linea=2}) =+ tablero
Oscar Arias Lopez Se observa que cuando x = +00 = y — -00
Paso a paso

[ Ejercicio 121

| I 3 x| "
|n:ﬂ:@_oﬁnl c@anEe ___QQJ
\ dibujar (suelo(x), {color = rojo, anchura_linea = 2}) =+ tablero1 |
Es la funcion parte entera, y = Ent(x) |
1
Es discontinua en los nameros enteros, \
donde tiene una discontinuidad de 1? especie de salto finito unc ||
g |
0 et — . ll"\»/ \'.
[peEEe e c@ss sBea] "I
= |
|
|
JE| e
I _ 124. Representa la siguiente funcién, halla sus asintotas
S y dibujalas.
= _ X +5x+5
£ X+ 2
- Solucién:
= a) La asintota vertical es x = — 2. Dibgjala.
122. Dibuja la siguiente funcién y estudia sus disconti- b) No tiene asintota horizontal.
nuidades. ¢) Asintota oblicua, en | Cperacianes | elige 0|0 Di-
. visién euclidiana y escribe el dividendo y el di-
x> -5 six<3 . Y y
= . VISOr:
2x -8 six>3 , .
., La asintota oblicuaesy =x + 3
Solucién: )
Ejercicio 124
Ejercicio 122 X2 +5x+5
| dibujar (x2 - 5, -00..3, {color=rojo, anchura_linea=2}) =+ tablero1 ‘ d|bujar(T,{color=rOJo, anchura_llnea=2}) =$."ablero]
| dibujar(2x - 8, 3..+09, {color=rojo, anchura_linea=2}) =+ tablero1 Asintota vertical :
Es discontinuaenx =3, | dibujar(x = -2, {color=verde, anchura_linea=2}) => tablero1
donde tiene una discontinuidad de 1® especie de salto finito 6 Asintota horizontal : no tiene.
Asintota oblicua:
Bt — x2+5x+5 |x+2 => x2+5-x+5 |x+2
|[ne BEes e s o@es e Ben] I— Iﬁ
| i -1
| /
l|| / | dibujar(x + 3, {color=verde, anchura_linea=2}) =+ tablero1
| !
I' Vi =D ; -
\ |.' / (05 CEe 20 oEas e 8080
||| |II i |

123. Halla el siguiente limite y dibuja la funcién corres- _ _ T
pondiente para comprobarlo grificamente.

lim (=x3 + 2x% + x— 2) 125. Internet. Abre la web: www.editorial-bruno.es,
X—>+00 clige Matemdticas, curso y tema.
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Asi funciona

Linux/Windows wiR:s

En las graficas realizadas con Wiris de las funciones definidas a trozos, no se aprecia el valor de la funcién en los pun-
tos extremos de los intervalos. El valor de la funcién en dichos puntos se debe estudiar en la férmula.

Funciones especiales
y = suelo(x) es y = Ent(x)

y = decimal(x) es y = Dec(x)

y = signo(x) es y = signo(x)

Para introducir la funcién valor absoluto, se clige en | @peraciongs | e simbolo |0| Valor absoluto

Funciones definidas a trozos

Para dibujar una funcién en un intervalo, se escribe la funcién, una coma y los limites del intervalo separados por

dos puntos alineados horizontalmente.

Cdlculo de limites

Para hallar un limite en |Analisis |, se elige una de las siguientes opciones lim0 Limite, im0 Li{mite derecha, lim0
Limite izquierda. Los simbolos +22 Infinito positivo, -©3 Infinito negativo, *&3 Infinito sin signo estdn en

Simbolos

Descomposicion en fracciones simples

En [Cperaciones |, se clige 0|0 Divisién euclideana y se escribe el dividendo y el divisor. Tiene aplicacién al cdlcu-

lo de asintotas oblicuas en las funciones racionales.

Practica

126. Dibuja las siguientes funciones, identificalas y es-
tudia sus discontinuidades.

a) y = decimal(x) b) y = signo(x)

127. Dibuja las siguientes funciones y estudia su conti-

nuidad.

a)y = |2/x| b) y = [x? + 2x - 3|

128. Dibuja las siguientes funciones y estudia sus dis-

continuidades. .
X+5six<—-2

2/x six<0 2 G 2<x<]

a)f(X):{\/; six=>0 b) flx) = 1%

2x—3 six>1

129. Halla el siguiente limite y dibuja la funcién corres-
pondiente para comprobarlo grificamente.
lim (\/x2 +7x = Vx4 3X)
X—>+00
130. Halla los limites laterales en el punto que se indica
y dibuja la funcién para comprobarlo grificamen-
te. Clasifica la discontinuidad en dicho punto.

x—2 2x -5
a)y= enx=2 b)y=
)y x% — 2x )y x—3

131. Dibuja las siguientes funciones, halla sus asintotas
y represéntalas.

enx=3

2

2
a)y=3x +4x+3 b) _ X —2x+3

x2+1 x—1

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda de

Wiris:

132. Una determinada especie evoluciona segin la fun-
cién: f(t) =3 + 27¢
donde t es el ndmero de afios y f(t) son los millo-
nes de unidades existentes.
Dibuja la gréfica y, observdndola, contesta a la si-
guiente pregunta: ;la especie estd en vias de extin-
cién? Para comprobarlo, calcula el limite cuando
t — + oo y representa la asintota horizontal.

133. En una ciudad se hace un censo inicial y se sabe que el
ntmero de habitantes evoluciona segtin la funcién:

P(t) _ t2 ar SOOt P 2 500
(t + 50)2
donde t es el nimero de afios transcurridos desde

que se hace el censo, y P(t) es el ndmero de habi-
tantes en millones.

a) ;Cudntos habitantes hay cuando se realiza el
censo inicial?

b);Cudntos habitantes habrd dentro de 50 afios?

c) Con el paso del tiempo, ;hacia qué poblacidn se
estabilizard?

d) Representa la funcién y la asintota horizontal.
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Tema 9. Continuidad, limites y asintotas

Paso a paso

121. Dibuja la siguiente funcién, identificala y estudia
sus discontinuidades.

y = floor(x)
Solucién:
a) En la barra de Entrada de Expresiones escribe:
floor(x)

b) Representa la funcién.

e [he e b Jrefur Gede Qi e feies b
" FEE LR L@

122. Dibuja la siguiente funcién y estudia sus disconti-
nuidades.

{XZ -5 six<3

" l2x-8 six>3

Solucién:

En la barra de Entrada de Expresiones escribe:

(xA2 — 5)CHI(~o2, x, 3) + (2x — 8) CHI(3, x, + o0)

Es discontinua en x = 3, donde tiene una disconti-
nuidad de 12 especie de salto 6

123. Halla el siguiente limite y dibuja la funcién corres-
pondiente para comprobarlo grificamente.

lim (-x3 +2x%+x—-2)

X—>+00
Solucién:
a) En la barra de Entrada de Expresiones escribe:

—xA3 + 2xA2 +x -2

246

b) Elige Calcular un limite; en Punto: escri-
be oo; en Tendiendo por activa el botén de op-
cién Izquierda y pulsa el botén Simplificar.

— 00

¢) Selecciona la férmula de la funcién y represéntala.

& & LUL
) .

Se observa que cuando x — + 0o =y — — oo

124. Representa la siguiente funcién, halla sus asintotas

y dibdjalas.

_x2+5%+5
X+ 2

Solucién:

En la barra de Entrada de Expresiones escribe:

xA2 +5x +5)/(x +2)

Dibuja la funcién.

a) La asintota vertical es x = —2. Dibujala.

b) No tiene asintota horizontal, porque el grado
del numerador no es menor o igual que el del
denominador.

¢) Tiene asintota oblicua porque el grado del nu-
merador es uno mayor que el del denominador.
Para obtenerla, selecciona la funcién.

d) Elige Simplificar/Expandir.../Expandir

—) +xX+3

La asintota oblicuaesy = x + 3

-3
%
3

125. Internet. Abre la web: www.editorial-bruno.es,
elige Matemdticas, curso y tema.
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Windows Derive @

Asi funciona

En las grdficas realizadas con Derive de las funciones definidas a trozos, no se aprecia el valor de la funcién en los ex-
tremos de los intervalos; el valor de la funcién en dichos puntos se debe estudiar en la férmula.

Funciones especiales
y = floor(x) es y = Ent(x)

y = mod(x) es y = Dec(x)

y = sign(x) es y = Signo(x)

El cardcter del valor absoluto | estd en la tecla del nimero 1 y se obtiene manteniendo pulsada la tecla [Alt Gr] y

pulsando la tecla del nimero 1

La funcién CHI(a, x, b)

CHI hay que escribirlo en mayutsculas. En pantalla aparece la letra griega chi. También se puede elegir en la
barra de Simbolos. Esta funcidn toma el valor uno dentro del intervalo (a, b) y cero en el exterior. Se utiliza para
representar funciones definidas a trozos, a puede ser —oo y b puerde ser +oo

Limites

Para hallar un limite se elige Calcular un limite; en Punto: se escribe el punto; en Tendiendo por se activa el
botén de opcidn correspondiente: Izquierda, Derecha o Ambas y se pulsa el botén Simplificar

Descomposicion en fracciones simples

Se selecciona en la ventana Algebra la expresién, y en la barra de ments se elige Simplificar/Expandir..., y se pulsa
el botén Expandir. Tiene aplicacién al cdlculo de asintotas oblicuas en las funciones racionales.

Practica

126. Dibuja las siguientes funciones, identificalas y es-
tudia sus discontinuidades.

a) y = decimal(x) b) y = signo(x)

127. Dibuja las siguientes funciones y estudia su conti-

nuidad.

a)y = |2/x| b) y = [x? + 2x - 3|

128. Dibuja las siguientes funciones y estudia sus dis-

continuidades. .
X+5six<—-2

2/x six<0 2 G 2<x<]

a)f(X):{\/; six=>0 b) flx) = 1%

2x—3 six>1

129. Halla el siguiente limite y dibuja la funcién corres-
pondiente para comprobarlo grificamente.
lim (\/x2 +7x = Vx4 3X)
X—>+00
130. Halla los limites laterales en el punto que se indica
y dibuja la funcién para comprobarlo grificamen-
te. Clasifica la discontinuidad en dicho punto.
x—2 _2x-5

a)y= enx=2 b
)y x% — 2x )y x—3

enx=3

131. Dibuja las siguientes funciones, halla sus asintotas
y represéntalas.
3x% + 4x + 3 x2—2x+3
Q) y="_— "7+ b)y= ——=="2
4 x2+1 x—1

Plantea los siguientes problemas y resuélvelos con ayuda de

DERIVE:

132. Una determinada especie evoluciona segin la fun-
cién: f(t) =3 + 27¢
donde t es el ndmero de afios y f(t) son los millo-
nes de unidades existentes.
Dibuja la gréfica y, observdndola, contesta a la si-
guiente pregunta: ;la especie estd en vias de extin-
cién? Para comprobarlo, calcula el limite cuando
t — + oo y representa la asintota horizontal.

133. En una ciudad se hace un censo inicial y se sabe que el
ntmero de habitantes evoluciona segtin la funcién:

P([) _ t2 ar SOOt P 2 500
(t + 50)2
donde t es el nimero de afios transcurridos desde

que se hace el censo, y P(t) es el ndmero de habi-
tantes en millones.

a) ;Cudntos habitantes hay cuando se realiza el
censo inicial?

b);Cudntos habitantes habrd dentro de 50 afios?

c) Con el paso del tiempo, ;hacia qué poblacidn se
estabilizard?

d) Representa la funcién y la asintota horizontal.
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