INICIACION AL CALCULO
DE DERIVADAS.
APLICACIONES
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Tomar un autobus en marcha

En la grdfica siguiente, la linea roja representa el movimiento de un autobiis
que arranca de la parada y va, poco a poco, ganando velocidad.

® y @ corresponden a pasajeros que llegan tarde y corren para tomar el auto-
biis en marcha.

/
/
/
4
50m /
d
| ®
—’,_-@
5s 10s 15s 20s

a) Al viajero @ lo acercan en bicicleta. Describe su movimiento y halla la veloci-
dad a la que corre.

b) ¢Cual es la velocidad aproximada del autobiis en el momento que lo alcanza el
pasajero ?

¢Entra este pasajero suavemente en el autobus?

a) El pasajero 2 llega a la parada 10 s después de que saliera el autobus, y lo alcanza 5 s
después, 40 m mds alla.

Corrio, por tanto, a 4?0 = 8 m/s. Es decir: 8 - 3,6 = 28,8 km/h

b) En el instante 14 s estd a 35 m de la parada. En el instante 16 s estd a 50 m de la
parada.

Velocidad media = 1;—? =7,5m/s = 27 km/h

Las velocidades del pasajero 2y del autobus son, aproximadamente, iguales en el mo-
mento en el que el pasajero accede al autobus; por tanto, accedera suavemente.

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones




¢Es preferible esperar o correr tras el autobus?

Los viajeros @ y @, en el momento de la salida del autobiis, estaban a 100 m de
la parada. El ® decide esperarlo y entrar en él cuando pase por alli.

El @ tiene un extraiio comportamiento. ;Extraiio?

100 m fegzz-- 5 &
~ Y/
oN T A
4
/
50 m
7
L~
I
5s 10s 15s 20s

a) Describe el movimiento del pasajero @.

b) Explica por qué el comportamiento del pasajero @ es mucho mas sensato que
el del ®, quien tendra muy dificil la entrada en el autobus.

a) Intenta alcanzar aproximadamente la velocidad que lleva el autobus para acceder a €l
suavemente.

b) El pasajero 4 accede suavemente al autobis (con la misma velocidad, aproximada-
mente); sin embargo, el 3 no.

Carrera de relevos

La siguiente grafica refleja el comportamiento de dos atletas, del mismo equipo,
durante una carrera de relevos:

a) ¢Por qué en las carreras de relevos 4 x 100 m cada relevista empieza a correr
antes de que llegue su compafero?

b) ¢Qué pasaria si esperara quieto la llegada del

otro? 2.9 refleviiste
c) ¢Es razonable que las graficas de sus movi-
mientos sean tangentes? kel
- —
¢Como son sus velocidades en el momento 1.l releviistd
. 7

de la entrega del “testigo”? /
/
/

a) Para que el “testigo” pase sin brusquedades del que llega al que se va.
b) El intercambio seria muy brusco y se perderia tiempo.

¢) Si, asi llevaran los dos la misma velocidad,

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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1. Halla la T.V.M. de la funcién y = x? —8x + 12 en los siguientes intervalos:

(1, 2], [1, 3], 1, 4], [1,5], [1,6], [1,7], [1, 8]

S@-fD _0-5

TV.M. [1, 2] = T : =_5
FB SO 3o
B = = =4
T.V.M. [1, 3] - .
_ J@ - f(D _ —4-5 _
TV, Al = S . ;
O 35
T.V.M. [1, 5] E— - >
_f©O-fD _0-5 _
TV 6= L2 S
TV.M. (1, 7] = SD-JO _5-5 _
7-1 6
TV.M. (1, 8] = S8 - (D) _12-5 _ 1
8-1 7

2, Halla la T.V.M. de y = x2 - 8x + 12 en el intervalo variable [1, 1 + h]. Com-
prueba, dando a h los valores adecuados, que se obtienen los resultados del ejer-
cicio anterior.

SA+D D) _ A+h?-81+h+12-5 _
h h

_h?—6h _hh-6 _,
h h

Dando a h los valores 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 se obtienen los resultados del ejercicio
anterior.

TV.M.[1,1+h]=
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1. En la grifica, en verde, de la funcion adjunta, se han sefialado cinco puntos,
A, B, C, Dy E.

En cada uno de ellos esta trazada la recta tangente, cuya pendiente se puede
calcular.

Expresa los resultados utilizando la expresion f'(a) = ...

Por ejemplo, para el punto B:

S'3)=...

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones




B
C
A
1
D 5 # \
N 7 ‘ It
9 1 1
f’(—8)=§; f’(—3)=7; S =-1; f’(5)=—?; J10) =2
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2. Halla, aplicando la definicion, el valor de la derivada de y = 5x — x> en los

puntos de abscisas 0, 1, 2,4y 5.

Hazlo también, aproximadamente, con calculadora, tomando h = 0,0001.

Por la definicion f'(a) = lim
h—0

SO =5 f(D =3 f(2)=1; ['D

Jla+h - fla)

35 f15) =5

Con calculadora (numéricamente, de forma aproximada):

/(0,0001) — £(0)

SO=""00001 ~*P
=L (1’083)10)011[ D 59999
@=L (2’0870010)0;-’( 2 _ 16,9999
sy » LOOOD SO _ 00,

0,0001

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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1. Halla la derivada de f(x) = 5x — x> y comprueba que, a partir de ella, se pue-

den obtener los valores concretos hallados en la pagina anterior.

16O = lim S+ h)— [ _ lim &+ h) = (x + h)?] — [5x — x7]
h

-0 h h—0 h
2
= g Oh=ht-2xh s h o =5 ox
h—0 h h—o0

JS'3)==1 [0 =5; f/(D =3 f[2)=1; ['(D=-3 [(5=-5

2. Halla la derivada de y = x?> —5x + 6 Yy, a partir de ella, halla f'(-2), f'(0) y

S'(3). ¢Qué significan los resultados?
flx+h) - f(x) [(x + h)? — 5(x + h) + 6] — [x? — Sx + 6]

h h
_x?+2xh+h?-5x-5h+6-x2+5x-6
- - -
2 _
zhewos
h
h) —
jim LX) ok ih—s) = 2x—5
h—-0 h h—0
S0 =2x-5

fi=2=2-(=2-5=-9
f=2-0-5=-5
f'3)=2-3-5=1

Significa que la tangente pasa de tener pendiente negativa a tenerla positiva.
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Halla la funcion derivada de las siguientes funciones:
1. f(x) =3x2-6x+5

J'(x) =6x—-06

2. f(x) =V + Vx
1 1

(x) = —— + ——
. 2Vx 3a2

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones




3. f(x) = V2x + Ysx

1 5
W)= —— +
S et 3
4. ()= 1

XNX

5. f(x) = sen x cos x

J(x) = cos? x — sen? x

[0 =x2 5 f1i(x) = _% 52 =3 -3

Nxs 2xVx

6. f(x) = tg .
sen x . . . .
Expresa ig x = ——— y deriva como cociente. Al simplificar, ten en cuenta
cos X
que:
(sen x)? + (cos x)2=1
g x = sen x
Ccos X
D(sen x) - cos x — sen x - D(cos x) COS X - cos x — sen x - (=sen x)
D l’g X = 5 = 5 =
(cos x) (cos x)
_ cos® x + sen® x 1
cos? x cos? x
7.f(x)=xe~

S0 =eX¥+xe¥=e 1 +x)

8.f(x)=x-2%

Sl =2"+x-2-In2=2"A+xIn2)

9.f(x) =(x%+1)-log, x

/ — 1 1 _ (.X'2+1)
f(x)—2x10g2x+(x2+1).;.m_2_2x1082X+ L
2+1
10. f(x) =~
f x2-1
f1(x) = 2x(x%? -1 —(x?+ 1) 2x _ 2x3 — 2x — 2x3 — 2x _ —4x
l (x? = 1? (x? - 1)? (x? - 1)?

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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1. f(x) = X2+ 365 =5x+3
X

F10) = Gx?+0x—5x—(x?+3x?-5x+3) _ 2x>+3x?-3 -
x2 x2 x2
12. f(x) - 108X
100 = [L/Un 10 —logx _ 1-1Irn10 log x
x? x2In 10
X x
3./ =21~ %21
0 = -+ D -xQ2x)  1x?-D-x@2x)  1-x° -1-x*
f X) = (xz +1)2 - (x2—1)2 - (xz + 1)2 y (x2—1)2 -
o 1-x? . 1+ x2
o2+ D (x2-1)2
x Vx
14. f(x) = —=——
S N
fo = —%=X1/Z—x‘l/2
x
1 1 1 1
Df(x) =—xW2-1_ (__) w2 -1 2 "
S0 =3 2 x| 2w
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Halla la funcion derivada de las siguientes funciones:

15. f(x) = sen (x*>-5x +7)
S0 = 2x —5) cos(x? = 5x+7)

16. £(x) = U(5x + 3)? = (5x + 3)/3

10

2
() = 5 Gx+ 313 5= e
! 5 3350+ 3

17.f(x) = sen Bx + 1) - cos 3x + 1)
J1(x) = 3 [cos? Bx + 1) —sen? Bx + 1]

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones




18. f(x) = log x?
X

f(x) = 2logx = [0 = 2 = In 10 log x)
l X ' x?1n 10

19. f(x) = cos Bx—1)
S0 = -3 sen(3x — 1)

20. f(x) =V1+2x

1

X)) = —
S V1 + 2x

21.f(x) =xe?x*1

f/(x)=e.2x+1 +xe2x+l L = 92x+1(1 + 2.%')

sen(x2+1)

22. f(x) = Nrppe:
- X
P = 2V =x? cos 2+ 1)+ lsen (e + DINT -2

1 — x2

2x (1 —x2) cos (x2+ 1) + xsen (x%+ 1)

V(1 - x?)3
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1. Calcula la funcion derivada de f(x) = x3—4x2 + 1 y halla:
a) Las pendientes de las rectas tangentes en las abscisas -1, 1y 3.
b) Las ecuaciones de dichas rectas tangentes.
c) Las abscisas de los posibles maximos y minimos relativos.
d) ¢Es f(x) creciente o decreciente en x =2?
S0 = 3x% — 8x
) f'D =11, f"(D=-5, '3 =3
by=11+1D -4 y=-5&-1D-2; y=3k-3)-38
Of(x)=0 — 3x2-8x=0 = x=0, x=8/3
d) f'(2) =-4<0 — decreciente

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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LENGUAJE MATEMATICO

1. En la formula que sirve para hallar la ecuacion de la recta tangente a una cur-
va en un punto

y=fla)+f'(a)(x—a)

di el papel que desempeiia cada una de las letras que intervienen. La x es la
variable independiente, ;de qué funcién?

[ es el nombre de la funcién; a es la abscisa, el punto de la curva en el cual se traza
la tangente; f(a) es la ordenada de ese punto, y f{(a) es la pendiente de la recta
tangente, pues [’ es el nombre de la funcién derivada.

Las variables x e y son la abscisa y la ordenada de un punto genérico (un punto
cualquiera) de la recta tangente.

x es, pues, la variable independiente de la funcion lineal descrita por la recta tangen-
te a / en el punto de abscisa a.
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1. Representa estas funciones:

a)y=2x3-3x2-12x+8 b)y=-3x%+4x3+36x2-90 )y=x%+4a3

a) [((x) =6x?-0x-12=0 = x,=-1, x,=2

|
Maximo en (=1, 15). II
/

Minimo en (2, =12).

b) f1(x) = =12x3 + 12x% + 72x = -12x (x> —=x - 6) = 0

x=0

C1eN1+24 15 x=3 il

X 2 ) _<x=—2 \
Miéximo en (=2, —26) y en (3, 99). = /’c N

Minimo en (0, —90).

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones




-0

= _3 Ay

O f1x) = 4x® + 1222 = dx(x + 3) = 0 <

Minimo en (=3, —27). 20

\\\

Punto de inflexién en (0, 0).

f(x)=0—>x3(x+4)=o<§:f4 \\/ 20

)

Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (=4, 0)
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1. Representa las siguientes funciones racionales, siguiendo los pasos de la pagi-
na anterior:

x2+3x+11 x2+3x x2
a =L "~ JA " 2 b =L = JIA C =
)y x+1 )y x+1 )y xZ2+1
1 x%+2 x%-1
d = [ = f = =
)y xZ2+1 )y x2-2x )y x2
(22
) f1(x) = 2x+3)(x+ D (926 + 3x + 11)
e+ 1
_ 2x*+2x+3x+3-xf-3x—-11 _
(x + 1?
2 _
:LM:O_)X1=27 _x2=_4
(x + 1)?
11,
Maximo en (=4, =5). .
Minimo en (2, 7). s r
=
Asintota vertical: x = -1 87 |, 418
=l R
Asintota oblicua: y = x+ 2 \
N 0
I
2x + + 1) — (x2 +
b) 10 = QRx+3)(x+1) 2(x 3x)
(x+ 1
_ 2x?+2x+3x+3-x2-3x _
(x + 1)?
_ x*+2x+3 12
2 1
(x+ D 0
/i
Puntos de corte con los ejes: (0, 0) y (=3, 0) » A7 -
Asintota vertical: x = -1 1o
Asintota oblicua: y = x + 2 120

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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o 2x(e? + D =% 20 200 + 20— 2x7
C)f(.X') (x2 N 1)2 (,x2 N 1)2 o)
- 2x -0 T =1 |
(XZ + 1)2

Minimo en (0, 0).

=

Asintota horizontal: y =1 2
D= —2X 5 x=0 A
(xz + 1)2
Maximo en (0, 1). /
! T
Asintota horizontal: y =0 75 ) i

=

2x(x%2 = 2x) — (x2 +2) 2x—2) 203 — 4% — 2x3 + 2x% —4dx + 4

e) f(x)= = =
/ (x? = 2x)? (x? = 2x)?
_ 2x%—dx+ 4 212 x; = 0,73
g 0T k-7
Maximo en (0,73; =2,73). 4 ‘\
Minimo en (-2,73; 0,73). 2 -
Asintotas verticales: x =0, x =2
4| 2
Asintota horizontal: y =1 2 1
I\
[HA

f) e Dominio = IR — {0}

e Asintota vertical:

_ X%
lim 5— = —%
x— 0 X . .
) x =0 es asintota vertical
_ x“—1
lim = —oc0
x— 0* x2

e Asintota horizontal:

x2 -1 1 . .
y= =1-—; y=1 es asintota horizontal
x? x?

Cuando x — —eo, p < 1; ycuando x — +oo, < 1.

Por tanto, la curva estd por debajo de la asintota.

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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e Puntos singulares:

F1G0 = 2x-xt— (X —1)-2x _ 23 —2x3 + 2x _ 2x _
xt x4 xt a3
S0 #0 — f(x) no tiene puntos singulares

Observamos que f'(x) <0 si x<0; yque f'(x)>0 si x>0. Luego la fun-
cion es decreciente en (—eo, 0) y es creciente en (0, +oo).

e Corta al eje x en (-1, 0) y (1, 0).

e Grafica:

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS
PARA PRACTICAR
Tasa de variacion media
1 | Calcula la tasa de variacion media de esta funcion en los intervalos:
2,0  bI0,21  OI25] /
270 )
|

SO 5o
a) TV.M. [-2, 0] = ) =——=1

~ [ -fO . 0-3 _ 3
b)T.V.M. [0, 2] = T - i

@ 1y
o T.V.M. [2, 5] = c— 7SN\ 5

2 |Halla la tasa de variacién media de estas funciones en el intervalo [1, 3] e in-
dica si dichas funciones crecen o decrecen en ese intervalo:

a) f(x)=1/x

b) f(x) = (2 - x)3
Af(x)=x?-x+1
D f(x) = 2%

@ Sila T.V.M. es positiva, la funcion crece.

TVM. [1, 3] = L8 =/D
’ 3-1

a) T.V.M. [1, 3] = 1/32_ L. —% — Decrece
-1
b) T.V.M. [1, 3] = > =-1 — Decrece

o) T.V.M. [1, 3] = % =3 — Crece

DTV.M. 1, 3] = 82;2 =3 — Crece

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones

7

13
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Compara la T.V.M. de las funciones f(x) = x3y g(x) = 3% en los intervalos
[2, 3] v [3, 4], y di cual de las dos crece mas en cada intervalo.

Para f(x): T.V.M. [2, 3] = 19
T.V.M. [3, 4] = 37
Para g(x): T.V.M. [2, 3] = 18
T.V.M. 3, 4] = 54

En [2, 3] crece mas f(x).

En [3, 4] crece mas g(x).

Dada la funciéon f(x) = x2 -1, halla la tasa de variacién media en el inter-
valo [2, 2 + h].

f(2+hf)1_f(2) _4+h’+4h-1-3 —h+4

T.V.M. [2,2+h] =
h

Comprueba que la T.V.M. de la funcion f(x) =-x? + 5x—3 en el intervalo
[1,1 + h] es iguala —h + 3. Calcula la T.V.M. de esa funcion en los interva-
los [1, 2], [1; 1,5], utilizando la expresion anterior.

TV.M.[1,1+h]=

JA+h-fQ) _ —A+h*+2h+5+5h-3-1 _3_p
h h

TVM. [1,2] =2

TV.M.[1;151 =25

Derivada en un punto

En esta funcion se han trazado las tangentes en los puntos 4, B y C. Ha-
lla sus pendientes y di el valor de f'(=5); f'(0) y f'(4).

A
B —
2
N C
0-4 4 4
my = 2+5 ——g —>f(—5)——g
my=0 = f10)=0
2-0 2 e 2
me=—_—5-3 > @W=3

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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a) Halla f' en los puntos de abscisas -3, 0 y 4. |
@ Halla las pendientes de las rectas tangentes trazadas en |\ y
esos puntos. 4
b)En x =1, ¢(la derivada es positiva o negativa? ) 1
\\
) 4 \
DS =3, O =2, [ =-2
b) Positiva.
a) ¢En qué puntos de esta funcion la derivada vale 0?
-+ \
1 [ 17 3]
SRS ER
b) ¢Cuanto vale f'(4)?
c) Di para qué valores de x la derivada es negativa.
a) En (1, 5) y en (=3, 2).
_2-0 _ A —
b)m——4_5 2 = f1(4) =2
©) (=o0, =3) U (1, +0)
Aplicando la definiciéon de derivada, calcula f'(-2) y f'(3), siendo:
) = 2x—3
5
2(2+h) -3 L7
p (=2 +h) - f(-2) 5 5 . ~4+2h-3+7
(=2 = lim i = = lim —————— =
/ h—o0 h h h—o0 5h
= im = =2
h— 0 5 5
26+h-3 3
, ‘G +h)-f(3) 5 5 _ 6+2h-3-3
'3 = lim J = = lim —————— =
4 h— 0 h h h— 0 Sh
= iim =2
h— 05 5
Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones

15



10 |Halla f% para valores muy pequeiios de h (por ejemplo, h = 0,01

o bien h =0,001) y di después el valor de f'(1) en cada caso:

a) f(x) =3x%-1 b)f(x) = 2x + 1)?
A f(x)=x2%+5x d)f(x) = 2
X

SA+h)—f1) _3h+1*-1-2 3h>+6h _
a) o o D 3h +6

Sih=001 — JEFD=SD _ 443

) h b
f=6
Sih=0001 — LAV SD _ (s

h

4h + 12

by LA+ —fD Qh+D+1*-9 4h*+12h _
h h h

Sih=0001 — &g-m) = 12,004 — (1) = 12

~h+7

SWACEAVEVICV A+h?+50+h) -6 _h?+7h
‘ h h h

Sih-0001 —» SEERZSD 7001 5 pi1) -7

o LA+ _@h+D-2  2h 2
h h h(h+1 h+1

Sih=0001 — w = 1998 — f(1) = -2

2

11 |Halla la pendiente de la tangente a la curva y = x*—5x + 1 en el punto de

abscisa x =-2, utilizando la definicion de derivada.
m =2 = I L2/
’ h—0 h
f(2+h)-f=2)  (2+h?*-52+h+1-15 h*-9%h
= = =h-9
h h h
lim h-9=-9
h—>0

Por tanto, la pendiente es 9.

16 Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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UNIDAD ﬁ

Halla el valor del crecimiento de f(x) = (x — 3)2 en los puntos x =1y
x = 3, aplicando la definicion de derivada.

—_2)2 _
f’(l): lim M: lim M= lim (h—4)=—4
h—>0 h h—0 h h—-0
_2)2 _
F(3) = lim SG+h-fB) _ Iim B+h-3"-0_ lim h=0
h—0 h h—0 h h—0

Comprueba, utilizando la definicién de derivada en cada caso:

a)f(x)=5x — f'(x)=5 b) f(x) =7x% — f'(x) = 14x

Af()=x+x - fl(x)=2x+1 d)f(x)=% —>f'(x)=;—32

D 0= g LEFW S e St -5 o Ser ShoSx
h—0 h h—0 h h— 0 h
_ 5h
= lim — =5
h—o h
- 2 _ 2
b o= g LETW S e Tk 2o Tt
h—o0 h h—0 h
2 2 2 2
o gy G2 2xh) —7x% 0 7h?+ l4xh _
h—0 h h—0 h
h—0 h

o0 = lim M= lim (x+h)?++h) - +x) _

h—o0 h—o0 h

- gy X2FRP+2xh+x+hox?ox _ o hP+2xh+h _
h—0 h h— 0 h

= lim hth+2x+D 500
h—0 h

5 3
D fCO = lim Jatrb-fo x+h x
h— 0 h h—o0 h
3x—3(x+h) 3x — 3x - 3h —-3h

= lim b lim _xerly lim o)
h—o0 h h—0 h h— 0 h

= [lim __3h lim 3 -3
h— 0 hx(x+h) h_>0x(x+h) xz

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones 17
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14

¢Existe algiin punto en esta funciéon en el que la derivada sea ]
negativa? 4

no

Ordena de menor a mayor los valores de f'(-2), f'(2) y

JS'(0).

No, pues es creciente.

J'(=2) < f1(0) < f1(2)
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15

16

17

18

19

20

Reglas de derivacion

Halla la funcién derivada de estas funciones y calcula su valor en los pun-
tos que se indican:

S(x)=2x3+3x%2-6; x=1
10 = 6x2 + 6x; f(1) =12

f’(x)=—+\/5;x=—1—37
oy = Lo A7) 1
S0 5’f( 3) 3
S= 2302 % a2

1 =22 _l. / = _l=§
S0 > X + 3x 2,f(z) 6+6 > 5

D S
f(x)—7x+1,x 0
-7
/ — ; "0) = —7
() e 1) JE©)
_ 2x -
j‘(x)—x+3,x 1

! = 6 I(— =é
S = s > S =5

S(xX)=mBx-1); x=3

1 — 3 / — é
100 A - f'(3) 3

X —

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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f(x)=sen2x+cos2x; x=1

[(x) = 2cos x — 2sen 2x — ['(w) =2

22 | f(x) = ; x=8
x—4
£1(x) = ; — f1(8) = __1
‘ 2\ — 4)? 16
23 [f(x)=x-2%"1 x=-1

Fix) = 25 Q)+ 27 5 f1(-1)

24

S@) = Gx=2% x=

[0 = 15G5x - 27 — f(%) _15

x+5

25

S(x) = ; x=3

~10
S@ =g = S

1

2

26 f(x)=x%+1log x; x =

+

FiG0 = 20+ N f(%) -1

(D) =e** -m(x?+1); x=1

1
xIn 10

27

[0 = 262 |In (22 + D+ —

28 a)ﬂx)=%+@

1 1
VI = — +—
a) f'(x 3
29 |a) f(x) = x3‘2x2
x

a) [ =1 (si x#0)

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones

/ — 2
1] S (1) = 2e

7

=—/n2+1

2
In 10

an+l
2

Halla la funcion derivada de estas funciones:

b) f(x) = (x%-3)°

b) f1(x) = 6x(x? — 3)?

b) flx) = Vx2+1
b) fi(a)= ——x
x2+1

19



20

30

31

32

33

34

35

a) f(x) = Y(x + 6)2 b) f(x) = (1 + e*)?

D) 100 = 33—\% b) f1G0= 2¢% (1 + &%)
X +
-3
) f(x) = ———=
a) f(x .
b)j(x)=7x+1
S 31 —a)V2 fra) = (a2 (2) = X
a) f(x) =31 —xH7V% 1o > xH32 - (=2x) NP
b) fi) =71 In7
D)=+ 5 b) f(x) = In 3x
) = —L 4 L ) = 5 = L
a) f'(x) e t3 b) /() )
X eZ.x
a) f(x) = 1o a2 b) f(x) = Ty
oy = LA x?—x-2x _ 1-—x?
a) f(x0) Qa2 Qv x2?
2x
b) () = € (7 — 10x)
) f1(x) TR
2 f(x) = (x’i)z b) f(x) = In Vax
o - 3xie =12 =% 2= 1D _ 3xfr—D —2x3 _ 3xd-3x%-2x3 _
2R -1 (- 12 (- 17
_xd = 3x?
(x—- 17
- v2_ 1 PO
b) f(x)=Inx 3 nx — f'(x0) o

a) f(x) =

x2-4

b) f(x) = x3.el—*

32 (02 —4) = 2x - x% _ 3wt —12x% - 2x% _ x?(?-12)

a) [(x) = Y 2

(x? - 4)?

b)f/(x)=3x2‘el—x_xﬁ.el—x=el—X(3x2_x3)=x2.el—x(3_x)

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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37

38

39

40

UNIDAD | 7
2 () = In Ve b)) = log X
a) f'(x) =0
b) f(x) = log x? — log (3 — x) = 2 log x — log (3 — x)
, _ 2 1
SO =0t Gow o
2 flx) = 22X b) f(x) = Vin x
x“+1
o B2+ D) 2+ D —2x 3+ 2x0) _ xt+x?+2
R (x2 + 1)2 (x?% + 1)?
1
b) f/(x) = ——
e 2xNIn x

Puntos en los que la derivada vale k

Halla los puntos en los que la derivada es igual a 0 en las siguientes funcio-
nes:

a)y=3x%-2x+1 b) y = x3—3x
A [f'()=6x-2=0 — x=%. Punto(%, %)

b) f'(x) =3x?>-3=0 — x=-1, x=1. Puntos (-1, 2) y (1, -2)

Obtén los puntos donde f(x) =1 en los siguientes casos:

- 2 - x+1

a) f(x)=x%?-3x+2 b) f(x) x+5
D) =2x—3 2x-3=1 = x=2 f(2)=0 = P20

\ _x+5-x-1 4
A e e

4 x=-3 f(:3)=-1 - P(3,-D
— =1 2=4
(x +5)2 - s < x=-7, fDHD=3 = 07,3

Halla los puntos en los que la derivada de cada una de las siguientes fun-
ciones es igual a 2:

= 2 _ = X
aAy=x°-2x b) y —+ 2
Oy=4Nx+3 dDy=m(¢x-1)

Df(0)=2x-2 - 2x-2=2 - x=2; f(2)=0 —» P20

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones

21



41

42

22

2 2

b)f(x)=(x+2)2 - (x+2)2=2—>
=-1; f(-<D=-1 - P(-1,-1)
(c+2?=1 N ’
o < x==3 f(-3)=3 - (3,3

2 2

o) fllx) = - =2 - x+3 =1 = x=-2
Vx +3 Vx +3

[ =4 - P2, 4

) = — 4 _ _3 43 3
d)f(x)—4x_1 - 4x—1_2 %x—4,f(4)—ln2 %P(4,Zn2)

Halla los puntos en los que la derivada vale 0 en cada uno de los siguientes
casos:

a)y=2x%2-8x+5 b)y=-x%+5x

1

A y=x4_4x2 dy=
)y )y 2.1

) f(x)=4x-8 = 4x-8=0 > x=2; f(Q)=-3 - PQ2,-3)

25 (5 25)
27 4

b) fi(x) = 2x+5 = 2x+5=0 — x=2; f(i) -2 . p
27\ 2] 4
x=0; f0O=0 — PO, 0
O [0 = 4x> = 8x > dxd = 8x =0 <— x=V2 0D -4 - 002, -9
x=N2 (N2 =-4 5 R2, -4
2% —2x
1?12

d) [0 = (xz_ =0 5 2x=0 > x=0; (O=1 — PO, 1

Comprueba que las siguientes funciones no tienen ningin punto en el que
la derivada sea igual a 0.

a)y=7x2_3 b) y =2x3 + 6x
c)y=x3_x2+x d)y= sx

x—2

7 7 .
a) f'(x) = 5 57 0 para cualquier x.
b) f'(x) = 6x? + 6 — 6x%+6 =0 no tiene solucion.
2 N4 -12

Ofx)=3x>-2x+1 — 3x2-2x+1=0; x= ¢ o tiene solucion.

6 6
x—22 7 x-272

= 0 no tiene solucion.

d fx) =

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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43

44

a5

46

47

48

Recta tangente

Halla la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x> —5x + 6 en el pun-
to de abscisa x = 2.

fl) =2x-5 m=f'2Q)=-1, f(=0

Larectaes y=-(x—-2)=2-x

Escribe la ecuacion de la recta tangente a y = —x2 + 2x + 5 en el punto de
abscisa x =-1.

S0 ==2x+2 m=f'(D=4 f(-D=2
Larectaes y=4(x+ 1D +2=4x+06

Escribe la ecuacion de la recta tangente a y = x? + 4x + 1 cuya pendiente
sea igual a 2.

[ =2x+4=2 - x=-1; f(-1)=-2

Larectaes y=2(x+1)—-2=2x

Halla la ecuacion de la recta tangente alacurva y = Vx+1 en x=0.

G0 = m = f10) = % £0) =1

1
2Nx+ 1

La rectaes y = %x+ 1

Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion y = 4 —x? en los
puntos de corte con el eje de abscisas.

Puntos de corte con el eje de abscisas: 4 —x?=0 — x=2, x=-2
Puntos (2, 0) y (-2, 0)

S0 ==2x, [f1(2=-4, [fl(-2)=4
Las rectas son: eEn x=-2, y=4(x+2)=4x+38

*En x=2, y=-4(x—-2)=—-4x+8

Puntos singulares
Obtén los puntos singulares de las siguientes funciones:
a)y=3x%2-2x+5 b)y=2x3-3x2+1

Oy=x*—4x3 dDy=x3-12x

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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49

50

51

24

A () =6x-2 > 6x-2=0 > x
D) f/(x) = 6% — 6x = 6% — 6w = 0 <_
o) fi(x) = 4x3 - 12x% — 4x3—12x2=0<

D) =3x2-12 — 3x2-12=0 <_

LISV
?’f(s)_s *p(s’a)
x=0; (O =1 — PO, 1
x=1, (=0 = Q1,0

x=0; 0 =0 — P, 0)
x=3 f3)=-27 - OB, -27)
x=2 f(2)=-16 — P(2,-16)
x=-2; f(-=2) = 16 — Q(=2, 16)

Halla los puntos singulares de las siguientes funciones:

_ox2+1
a)y= -
N -1
) f1x) = X3
o< "7
Lo 4x 4x
b)f (x) = (xz + 1)2 (xz + 1)2

2 2
b)y-= 2"
x“+1

-1, (D=2 — P(1,2)

x=-1; f-1) =2 - QO(1, -

=0 > 4x=0 > x=0;, (0)=0 — P, 0)

Comprueba que las siguientes funciones no tienen puntos singulares:

a)y=x3+3x

-1
b)y= o

Oy=Vx dDy=mnx

a) f'(x) =3x?+3 — 3x?+3=0 no tiene solucion.

b) f1(x) =

o f'(x) = —= — —= =0 no tiene solucion.

V}

2\/_

1
d) f(x) = ; ndv 0 no tiene solucion.

Crecimiento y decrecimiento

Observa los resultados obtenidos en los ejercicios 15 al 27 y di si cada una
de las funciones dadas es creciente o decreciente en el punto que se indica.

15) Creciente.
19) Creciente.
23) Creciente.

27) Creciente.

16) Creciente.
20) Creciente.

24) Creciente.

17) Creciente. 18) Decreciente.
21) Creciente. 22) Decreciente.

25) Decreciente. 26) Creciente.

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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52 | Obtén los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de cada una de las si-
guientes funciones:

3x+1
2

a)y= b)y=5-2x Ay=x2-3x+2
d)y=2x-x? ey=x3 Hy=x3-3x

a) f(x) = % — Creciente en (—eo, +co).

b) f'(x) = =2 — Decreciente en (—oo, +o0)

o) f'(x)=2x—-3 — Crece en . Decrece en

—, too

o 2)
b 2 N
d) f(x) =2 -2x — Crece en (—oo, 1). Decrece en (1, +eo).

e) f'(x) = 3x? — Creciente en (—oo, +o0).

f) [(x) = 3x? -3 — Crece en (—o, —1) U (1, +e0). Decrece en (-1, 1).

53 |Indica en cada una de estas funciones los valores de x en los que ' es po-
sitiva y en los que f' es negativa.

]

o

-2

@ Observa su crecimiento y decrecimiento. La primera crece si x < —I.
a)['>0 si x<-1
f1<0 si x>-1
b) >0 si x<0
f'<0 si x>0
Q>0 si xe(=oo, —1) U (1, +o0)
f'<0 si xe(=1, D

54 |Dada la funcion f(x) = x3 - 6x?% + 9x + 4, obtén su funcion derivada y es-
tudia su signo.

¢Cuales son los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f? ;Tiene f
maximo o minimo?

x=1

(o) = 3% — 12 2-12 =0
S1(x) = 3x x+9 — 3x X +9 <x=3
j‘/>0 fr<0 fr>0

/1\5/

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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Crece en (—oo, 1) U (3, +0).
Decrece en (1, 3).

Maximo en x = 1. Minimo en x = 3.

Grdficas de funciones polinémicas y racionales

55 |Representa una funcion y = f(x) de la que sabemos:

56

e Es continua.

o Ilim f(x)=+c; Ilim f(x)=—oco

X — —oo X — +oo
e Tiene tangente horizontal en (-3, 2) y en (1, 5).

Indica si los puntos de tangente horizontal son maximos o minimos.

(-3, 2) es un minimo.

(1, 5) es un maximo.

De una funcioén polinémica sabemos que:

o lim f(x)=+oo; lim f(x)=+c

X — —co x> +oo
e Su derivada es igual a 0 en (-2, 2) y en (2, -1).
e Corta a los ejes en (0, 0) y en (4, 0).

Represéntala graficamente.

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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UNIDAD
Representa la funcién continua y = f(x) de la que sabemos:
e En los puntos (-1, -2) y (1, 2) la tangente es horizontal.
~
e Sus ramas infinitas son asi: -~
AN
i AN
[ N\
T —
Y -2 | -
N /1,
N\
N

Comprueba que la funcion y = (x— 1)3 pasa por los puntos (0,-1), (1,0) y
(2, 1). Su derivada se anula en el punto (1, 0). ;Puede ser un maximo o un
minimo ese punto?

10 = 3(x— 1% f(0) =-1 — pasa por (0, —1)
f(1) =0 — pasa por (1, 0)
f(2)=1 — pasapor (2, 1)
S (=0

El punto (1, 0) no es ni maximo ni minimo, porque la derivada no cambia de signo.

Pagina 197

59

x2+1

Comprueba que la funcién y = tiene dos puntos de \
tangente horizontal, (-1, -2) y (1, 2); sus asintotas son x =0
e y = x Yy la posicion de la curva respecto de las asintotas es )
la que se indica en la ilustracion de la derecha. Represéntala. >
foo =x+ L p
i X /l
2_1 7

[0 = —L—x—_=0—>x=—1,x=1 A

2 2 P,

P4

Puntos (-1, =2) y (1, 2).
lim f(x)=+eo; [lim [f(x)=—oo

x— 0* x— 0 =
Asintota vertical en x = 0. /)}’
Asintota oblicua en y = x. // r

paf

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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61

2x2
x2+1

Comprueba que la funcion y =

¢ Tiene derivada nula en (0, 0).

e Larecta y =2 es una asintota horizontal.
¢ Posicion de la curva respecto a la asintota:
Si X = —oo, y<2. Si x — +oo, p<2.

Represéntala.

dx(x?+ D —2xQx?) _ 4x
(x? + 1)? (x?+ 12

o[G0 =

J1(0)=0; f(0)=0

, 2x2
e [im +=2
x—teo X+ 1

Completa la grafica de una funcion de la que sabe-
mos que tiene tres puntos singulares:

5.3

5
(_3, _E ) (0, 0) Y E

Yy que sus ramas infinitas son las representadas.

AN

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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UNIDAD | 7

PARA RESOLVER

ALOR (én mile§ de leuros)

V
201\
\

[en}

234 7 1011 | TiEMPO (en anos)

Los coches, una vez que se compran, empiezan a perder valor: un 20% cada
afno, aproximadamente. Esta grafica muestra el valor de un coche desde que
se compro hasta 12 afios mas tarde.

Calcula lo que se deprecia el coche en los dos primeros afios, entre los afios
4y 6,y entre los afios 8 y 10. ¢Es constante la depreciacion?

Depreciacion: [0, 2] — 9000 €
[4, 6] — 3500 €
[8, 10] — 1500 €

La depreciacion no es constante.

Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = x3—3x que sean
paralelas a la recta 6x—y + 10 = 0.

@ La pendiente de la recta es el coeficiente de x cuando la y estd despejada.
fl0)=3x2-3=6 — x=-V3, x=3. Puntos: (—\/5,0) y (\B, O)
Rectas: y = 6(x+ \/g), y= 6(x— \/g)

¢En qué puntos la recta tangente a y = x3 — 4x tiene la pendiente igual a 8?
[0 =3x>-4=8 - x=-2, x=2
Puntos (=2, 0) y (2, 0).

Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva y = 2_x1 que son
paralelas a la recta 2x + y = 0. xX-

f/(x)=2(x_1)_2x= =2 =2 5 (x-1?%=1 - x=0, x=2
(x = 1)? (x = 1)?

En (0, 0), y=-2x

En(2,4), y=-2x-2)+4=-2x+8

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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67

68

69

Halla los puntos de tangente horizontal de la funciéon y = x3 - 3x2-9x—1.
S0 =3x2-6x-9=0 — x=-1, x=3.
Puntos (-1, 4) y (3, —28).

¢En qué puntos de la funcion y = 1/x la recta tangente es paralela a la bi-
sectriz del segundo cuadrante?

¢Existe algin punto de tangente horizontal en esa funcion?

[0 = —% =-1 - x=-1, x=1. Puntos (-1, -D y (1, D.
x
No existe ningtin punto de tangente horizontal, pues ['(x) = % =0 no tiene solu-
X

cion.

La altura que alcanza una piedra lanzada hacia arriba viene dada por la fun-
ciéon f() = 20t—5t? (¢ en segundos, f en metros).

a) Calcula su velocidad media entre t=0 y ¢£=5.
b) ¢En qué instante la velocidad es igual a 0?

c) ¢En algin momento su velocidad de la piedra es 15 m/s? En caso afirma-
tivo, ¢a qué altura?
— 25—
orvanlo 5= LOZI0 20

b) f'(t) =20-10t —» f')=0; 20-10t=0 — t=2

A los 2 segundos.

Off)=15 - 20-10t=15 — t=0,5s
A los 0,5 segundos la velocidad es 15 m/s.
La altura en ese instante es:

/(0,5) = 8,75 m.

Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las siguien-
tes funciones y di si tienen maximo o minimo:

a)y=-3x%+6x b) y=2x%>-8x+7
_ 2x _ x-1
C)y_x—S Dy 2x+3

a) ['(x) = -6x+ 6 — En (—oo, 1) crece y en (1, +eo) decrece.

Tiene un maximo en (1, 3).

b) f'(x) = 4x — 8 — Creciente en (2, +e0); decreciente en (—oo, 2).

Tiene un minimo en (2, —1).

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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UNIDAD | 7

— Decreciente en todo su dominio: IR — {3}

-6
o) fl(x) = o3

. . 3
— Creciente en todo su dominio: IR — {——

dfx) = >

5
(2x +3)?

Halla el vértice de la parabola y = x% + 6x + 11 teniendo en cuenta que en
ese punto la tangente es horizontal.

) =2x+6=0 > x=-3
Punto (=3, 2).

Halla el valor de k para que la tangente a la grifica de la funcion y = x2? +
kx—1 en x =0 seaparalelaalarecta y=3x+ 2.

[ =2x+k = f(O)=k —> k=3
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En cada una de las siguientes funciones, halla los puntos singulares y, con
ayuda de las ramas infinitas, decide si son maximos o minimos. Represén-
talas:

Ay = a3 b)y=x3-3x+2
O y=x%+4x3 )y = x%—9x? + 243 — 20
e)y=12x—x3 f)y=—x4+x2
gy=x3-6x3-8x-1 h)y=x%—8x2+2
a) f'(x) = 3x% - 6x .
S0 =0 & 3x2-06x=0 6 ’
{x=0 — f(0O=0 — (0,0 4 ',
x=2 - f@Q=-4 - 2,-D { ;
lim (x3 —3x%) = —co 6L / ]
X — —oo r I
lim (x3 = 3x?) = +oeo "
X — too - y= 3_nx
(0, 0) maximo y (2, —4) minimo. ”__8
Lo
¥

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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b) f(x) = 3x2 - 3

[0 =0 & x=tl

{f(l) =0 — (1,0
FED =4 = (1,4

lim (x3=3x+2)=—co
X — —oo

lim (x3=3x+2) = +oo
X — +oo

(-1, 49 maximo y (1, 0) minimo.

©) f(x) = 4x3 + 12x?
flx0)=0 <

- {x=0 > f(0)=0 - (0,0
x=-3—> f(-3)=-27 = (=3,-27)

lim (x4 + 4x3) =
X — —o0

= lim (x*+ 4x%) = +oo
X —> +oo

(-3, —27) minimo.

d) f'0) =3x2—18x + 24; [((x) =0 <

6+V36-32  6+2 _ 4
IN2 _<2

2
{f(ff) SN )

=0 > 2,0

lim  (x3 —9x? + 24x — 20) = —eo

X —> —oo

lim  (x3=9x2 + 24x — 20) = +oo
X —> +oo

& X =

(2, 0) maximo y (4, —4) minimo.

e) f'(x) =12 -3x% [fi(x)=0 & x==2
{ ) =16 = (2, 16)
[(2) =16 = (=2, -16)

lim (12x —x3) = +o
X —> —oo

lim  (12x — x3) = —oo
X = +oo

(2, 16) maximo y (-2, —16) minimo.

N

T ——

——

D

T—

§§§

T—

e~

——

™~

3

T~~~

.

-

~
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£) filx0) = —4x3 + 2x; f1(0) =0 &

M

[x=0 > sl =0 > (0,0 + a2
X
el ) (2 ) 1
PN 2 2 4 27 4 / \
V2 ( \/5) 1 ( V2 1) ! \
S A B Rl e Y
lim (=x*+x2) =—c0; [im (—x*+ x%) =—co
X —> —oo X — +oo
(ﬁ l)y(—ﬁ l) son maximos y (0, 0), minimo
27 4 27 4 T '
Y
2 f1(0) =5x1 —18x2 -8 () =0 & NERRERERY
- {x=2 - [ =-33 > (2,-33) 3
x=-2 — [f(-=2)=31 - (-2,3D 7
lim (x> —6x3-8x—1) =—co ;
X —> —co +
X
xznim(xs—6x3—8x—l)=+°° 0l 55 15
0
(=2, 31) maximo y (2, —33) minimo. "
:(\
0
h) /() = 4x3 — 16x; f'(x) =0 <
x=0 > f(O=2 - (0,2
S x=2 o fQQ=-14 = (2,-14) Y
xX=-2 — f(—2)=—14 — (=2, -14) B 8x? +
e
lim (x%—8x2+2) = +oo f
X —> +oo X
lim (x%—8x2+2) = —co
X — —oo

(0, 2) maximo, y (2, —=14) y (=2, —14) minimos.

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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Representa las siguientes funciones hallando los puntos singulares y estu-

diando sus ramas infinitas:

a)y=x3-2x%+x

b) y = —x*+ 2x2

1
c) = ; d) = _  +r
Y x2+5x+4 Y x2-3x+2
x 2x2
e y=—-= — f)y=
2V s RS
2 1 Y /
Af(x)=3x"-4x+1=0 > x=—, x=1 ]
3 3 xb 4 2x2 1 |
Puntos de tangente horizontal: ' /
1 4
e =~/ [
B
Lim (x3—2x2%+x)=+o0
X —> +oo .
fr
lim (x3—2x2%+ x) = —o0
X — —oo
b) f(x) = —4x3 + 4x = —4x (x> -1 =0 = x=0, x=1, x=-1
Puntos de tangente horizontal:
yl= Eadt 4 22 s Y
1, D, 0,0y, D N
lim (=x* + 2x?) = —c0 _Zl i } \
X = tee | ) \
lim (—x*+ 2x2) = —c0 ” 2 \\
X — —oo
T |
2 _ a2
c)f/(x)=x toxtd-xQit3) _ X7t A =0 - x=2, x=-2
(x? + 5x + 4)? (x2 + 5x + 4)?
Puntos de tangente horizontal: (-2, 1), (2, %)
lim —=—— =0 \ | Y]
x> too X2+ 5x+4 \ |
| i Xl
lim X -0 ] xP 4 Sk 4 4
x>0 X2+ 5x+ 4 \\
Asintotas verticales: —_
—— 4 3 15 g > | 3 | |X
x=-4 x=-1 §
|
[
\

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones



-Qx-3) 3
Df0) = —SE=D g 5 x=2
/ (2 = 3 + 2)? 2
Puntos de tangente horizontal: (%, —4)
lim I S
x> teo X2 —3x+2
lim ———— =0
x> -0 X2 —3x+2
Asintotas verticales: x =1, x = 2
Y
’ \
4 \
=3 |2 |- 1 P2
= 1 > / B \
I —Bal+ 12| 15 [ -4
J Y 7
¥
2 _ 4. —
&) f1(x) = x+57-x-2+5 _ S5-x _, x=5
(x + 5t (x+5)3
Puntos de tangente horizontal: (5, ZLO)
) X _
i \ W
x— 4o (X + 5)2
lim —X— =0
x> - (x+5)?
Asintota vertical: x = -5
LY
h\\ — —4 — 2 4
N /1L
/,
/ | [ A
\[/ T T +]5e
6
|
|
1

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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4 (x + 2) — 2x2

2x2% + 8x

f / - =
) (%0 127

Puntos de tangente horizontal:

(-4, -16), (0, ®
2
27 _ox— 44 8
X+ 2 x+2

(y = 2x — 4 asintota oblicua)

Asintota vertical: x = -2

(x + 2)?

2x(x + 4
= ( 2) =0 - x=0, x=-4
(x +2)
Y]
7
0
Sh2 P
VT /(’
tz
5 Z
.
\ 7.
AN - X|
-6 4 _ 4
=3
O
5
= 20
\

Comprueba que estas funciones no tienen puntos de tangente horizontal.
Represéntalas estudiando sus ramas infinitas y los puntos de corte con los

ejes:
x-3 x2-1 x3 1
ay= b)y= Ay=2_+4 dHy=——
)y x+2 )y x )y 3 ~ )y (x—2)2
D)= —2 0
4 (x + 2)?
Los puntos de corte son: (O, —%), 3,0
lim x=3 1
X—> -0 X+ 2
iim X=3 1
X — +oo X + 2
Asintota vertical: x = -2
Il Y
+3 0
-+ / 4
7
A N
— i 6| 4 _ 7 4 X
¥
|
1

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones



x%+1
2

b) f'(x) = #0

x%-1 1
_— X
X X

(y = x asintota oblicua)

Asintota vertical: x =0

O =x>+4%#0

El punto de corte es: (0, 0)
3

X
lim  — + 4x = —oo
x> - 3
X3
lim ——+ 4x = +oo
x—> 4o 3
Dfi) = —=2 %0
(x-2)°

El punto de corte es: (O, %)

Asintota vertical: x = 2

Asintota horizontal: =0

Los puntos de corte son: (1, 0), (-1,

75 |Estudia y representa las siguientes funciones:

ay=—X _
y x2-16
2
Oy=—_X*ts
Y x2—6x+5
x2-1
e =
)y x+2
2
)y = x
8y x2—4x+3
Dy= x“—x+1
xZ+x+1

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones

UNIDAD
Y 7
6 Pl
e /
0) 4
’)'7;,
X|
do | 4 | DA
/"'7
/
)
)
) 5
7
s
Y]
]
RE: |
X
RN
|
|
|
Y
[ N 4 /2 || . A
5 - 2)2
[ X
b y=—X
Y 1-x2
2
d =(x—1)
)y x+ 2
f) ?
r= 1— x2
2
Yy %
Y -2
~a o X325
Dy 2x—4

7
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2
—x% - 16 Y
@) fx) = =20
(.X‘ — 16) EAl B 16
Asintotas verticales: x = -4, x =4 6
Asintotas horizontales: y =0 4
No hay asintotas oblicuas ni puntos \ 2
de tangente horizontal. S~
8 = | A X|
5 \
4
Y]
2
x“+1
b) fix) = —~_* 1
= 5 :
- . 1 - /‘/?
Asintotas verticales: x =1, x=-1 1 2 |
Asintotas horizontales: y =0 [
No hay asintotas oblicuas ni puntos 151k 1 S
de tangente horizontal. j
. /
1L
|
M N N N S — ‘__5,77, 1 { ! ! |
2
—x*—4x + 17
O fiw) = 2 =X
(x*—6x+5)
Asintotas verticales: x =5, x=1
Asintotas horizontales: y =0
No hay asintotas oblicuas.
Sus puntos de tangente horizontal son, aproximadamente:
(-6,58; —0,052), (2,58; -1,197) YT :
H51f :
x|+ H
= 2 26 1 M .
a5/l :
v an :
dll .
— 4 ] ' 4 E X
sl 1 .
S :
ws AN
Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones



x%+4x-5

d /') =

(x + 2)?

Asintotas verticales: x = -2

en)

Asintotas oblicuas: y=x-4

No hay asintotas horizontales.

Sus puntos de tangente hori-

zontal son:

(1, 0), (-5, 12)

In

en)

N

(I

e5]

x2+4x+ 1

e f'(x) =

(x +2)?

Asintotas verticales: x = =2

Asintotas oblicuas: y=x— 2

No hay asintotas horizontales.

Sus puntos de tangente hori-

zontal son, aproximadamente:

NS
N

(=0,26; —0,54), (-3,73; —7,46)

2X
£ = —2
T A

Asintotas verticales: x =1, x=-1
Asintotas horizontales: y = -1
No hay asintotas oblicuas.

Su punto de tangente horizontal es:

0, 0

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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—4x? + 6x
2 [0 = it 3t
Asintotas verticales: x =3, x=1
Asintotas horizontales: y =1
No hay asintotas oblicuas.

Sus puntos de tangente hori-
zontal son:

0, 0, (% —5)

4x
(x—2)3

Asintotas verticales: x = 2

h) /(%) = -

Asintotas horizontales: y =1
No hay asintotas oblicuas.

Su punto de tangente hori-
zontal es: (0, 0)

2x% -2
(x%2+x+ 1)?

D o) =

Asintotas horizontales: y =1

No hay asintotas verticales ni oblicuas.

Sus puntos de tangente horizontal son:

3} oo

2x% —8x+ 10

DI

Asintotas verticales: x = 2

p . X
Asintotas oblicuas: y = 5 +1
No hay asintotas horizontales

ni puntos de tangente hori-
zontal.

\
6 \
2 \
VE 2L Tt 4 ‘\
2
I
—
6| 4| 4 4 X
2
4 \
\
\
\
Y
L | Ix? \
7 xl=2)32 |g ‘
\
4 \
21
—_—
ARAE A X
Y
X2 —|x 6
Jr XX
4
P
-
gt
6| 4 | 4 4 X
2
Y
il T
‘ 2+ 4
,2/
4 z/'
A
2 A
pZay,
il X
Pzl )
i 5

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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_
UNIDAD ﬁ

Determina la paribola y = ax? + bx + ¢ que es tangente alarecta y=2x-3
en el punto A(2,1) y que pasa por el punto B(5,-2).

f(x) = ax?+ bx+ ¢

[1(x) =2ax + b
f2=1 - 4a+2b+tc=1 a=-1
f(2=2 > 4a+b=2 b=06

f(5)=-2 — 25a+5b+c=-2 | c=-7

La funcion es f(x) = —x? + 6x — 7.

Halla el valor de x para el que las tangentes a las curvas y=3x%-2x+5 e
y = x2+ 6x sean paralelas y escribe las ecuaciones de esas tangentes.

SO =3x?-2x+5 > fi(x0) =6x-2

} 6x—2=2x+6 — x=2
g =x2+6x = g)=2x+6

Para f(x) = 3x% - 2x + 5 latangente en x =2 es:

y=10x-2)+13 — p=10x-7

Para g(x) = x>+ 6x la tangente en x =2 es:

y=10(x-2)+16 —» y=10x—4

Halla a,b y c en f(x)=x3+ ax?+ bx + c de modo que la grifica de f ten-
ga tangente horizontalen x=-4 yen x =0 y que pase por (1, 1).

o) =x3 + ax? + bx + ¢
f1(x) = 3x2 + 2ax + b
F4=0 = 48-8a+b=0) a=6

S(®=0 — b=0 b=0
fW=1 > 1+a+b+c=1| c=-6

La funcion es f(x) = x3 + 6x2% — 6.

Calcula a y b de modo que la funcion f(x) = 2x3 + bx? + ax -5 tengaun
maximoen x =1 yun minimo en x = 2.

[(x) = 6x% +2bx + a
[(D=0 > 6+2b+a=0
f'2)=0 > 24+4b+a=0

a+2b=-6 a=12
a+4b =24 b=-9

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones 41
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CUESTIONES TEORICAS

Calcula la T.V.M. de f(x) = 3x—2 en los intervalos [-1, 2], [1, 3] vy [-3, 4l.
Justifica por qué obtienes el mismo resultado.

4+5 _
3

TV.M. [-1, 2] = 3

TV.M. [1, 3] = % -3

TV.M. [-3, 4] = % -3

T.V.M. = 3 para todos, porque la funcién es una recta de pendiente 3.

Dibuja una funcion que tenga derivada nulaen x=1 yen x =-1, deriva-
da negativa en el intervalo [-1, 1] y positiva para cualquier otro valor de x.

[N

Pon ejemplos de funciones f cuya derivada sea f'(x) = 2x. ¢Cuantas exis-
ten?

Existen infinitas.

f(x) =x%+ k, donde k es cualquier nimero.

Esta es la grafica de la funcion y = x3. |

¢Por qué podemos asegurar que el eje de abscisas es la
tangente de esa curva en (0, 0)?

i

Ecuacién de la tangente en (0, 0):

F0)=3x2 = f(0)=0 = y=0+0x—9 — y=0 es [
el eje de abscisas.

Demuestra, utilizando la derivada, que la abscisa del vértice de la parabola
y=ax*+bx+c es x=2
2a

/ = = =i
[ =2ax+b=0 - x >

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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Si f'(2) = 0, ¢cudl de estas afirmaciones es correcta?
a) La funcion f tiene maximo o minimo en x = 2.

b) La recta tangente en x =2 es horizontal.

c) La funcién pasa por el punto (2, 0).

La correcta es la b).

Pagina 199

86
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88
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PARA PROFUNDIZAR
La ecuacion de la recta tangente a una funcion f(x) en el punto de abscisa
x=2 es4x—3y+1=0. ;Cuales el valorde f'(2)? ;Y elde f(2)?

4x + 1
3

La recta tangente es y =

J(2)=3

; su pendiente es % =12

Y] ¢Qué relacion existe entre fy g?

\N\

éYentre f'y g'?

\[\

X

0

S=g+1
f/=g/

} Son rectas paralelas (de igual pendiente).

y Esta es la grafica de f', la funcion derivada de f.

a) ¢Tiene f algin punto de tangente horizontal?

J!

b) Di para qué valores de x es f creciente y para cudiles es
X decreciente.

a) Si, en x =2, puesto que ['(2) =0

b)Si x <2 es creciente, pues f'>0; ysi x> 2 es decreciente, pues ['> 0.

El coste total (en délares) de fabricacion de g unidades de cierto articulo es
Cl@

C(q) = 3q* + 5q + 75. El coste medio por unidad es: M(q) = p

a) ¢Cuantas unidades se deben fabricar para que el coste medio por unidad
sea minimo?

b) Calcula C(q) y M(q) paraelvalorde q que has hallado en el apartado a).

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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3g% +5g + 75

a) M(q) =
7 q
2 2 2
M) = (6q+5)q—(3g] +5q+75) _ 6g +5q—30§ -59-75 _
q q
2_
=¥=0 — ¢*=25 — ¢ =5 unidades

Se deben fabricar 5 unidades.

b) C(5) = 175; M(5) = 35

60x

La funcién f(x) = — indica los beneficios obtenidos por una empresa
xZ+

desde que comenzé a funcionar (f(x) en miles de euros, x en afios).
a) Represéntala graficamente.

b) ¢Al cabo de cuanto tiempo obtiene la empresa el beneficio maximo? ;Cual
es ese beneficio?

c) ¢Perdera dinero la empresa en algin momento?

60(x? +9) — 60x - 2x _ 60x% + 540 — 120x% _ —60x*+540 _

VS0 = (2 + 0)2 (2 + O)2 (2 + 9)2

— x =3 (x=-3 no estd en el dominio)
Maximo en (3, 10).

lim [(x) =0 — asintota horizontal: y =0
X —> +oo

La grafica serfa:

N B OV @
~

2 4 6 810121416 18

b) Beneficio maximo en x =3 — A los 3 anos.

El beneficio seria f(3) = 10 miles de euros.

¢) No perdera dinero pues f(x) =0 y f(x) >0 para todo x> 0.

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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Pagina 199

AUTOEVALUACION

1.

Observa la grafica de la funcion y = f(x) y responde.

Y

SN~

—4/ 21 12 3 X

a) ¢Cual es la T.V.M. en los intervalos [0, 3] y [-4, —-2]?

b) ¢Tiene algin punto de tangente horizontal?

c) ¢Para qué valores de x es f'(x) > 0?

d)Sabemos que la tangente en el punto de abscisa x = 0 es paralela a la bi-
sectriz del segundo cuadrante. ;Cuanto vale f'(0)?

[ —f0) _12-2 1

) T.V.M. [0, 3] =

3-0 3 2
S -/ 40
TVM. 4, 2l === == =

b)Si, P(=2, 4.
o) Si x<-=2, f'(x)>0.

d) La recta y = —x (bisectriz del 2.° cuadrante) tiene pendiente igual a —1. Por tanto,

10 = 1.

Dada f(x) = x?—-3x, prueba que f'(-2) =—7 aplicando la definicion de deri-
vada.

—2+h) - f(=2

S22 = lim JC2 ) Z /D

h—0 h
S22 =(2?-3(-2=4+6=10
f(2+h) =(2+h?-3(-2+h)=4-4h+h?+6-3h=h?-7h + 10
f(=2+h) - f(=2) =h?>-7h
S2+) - f(=2)  h2-7h

h  h
lim h-7=-7

h—o0

h-7

Por tanto, f'(-2) = -7.

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones

45



3. Halla la derivada de las siguientes funciones:

a)y=\/;+% b)y=§-e‘x
3x—5)\3 x2

9y=[22] Dy-—

) a0 = e — 2
a X)=—"—T="———F

' 2Nk x?
b)f’(x)=%eﬂ+§<—1)eﬂ=e-x 1;’“)
c)f/<x>=3(5x_5)2~i=2 3x_5)2=2(3x—5)2

2 2 2 2 8

o 2x(x — 2) — x2 ~ 2x% — 4x — x? ~ X2 — 4x N X2 — 4x

D == T T T —2? o 2? X —dx+d

4. Escribe la ecuacion de la tangente a la curva y = In x?> en el punto de abscisa
x=1.

Punto de tangencia: x=1, y=m1>=0 — P(1, 0)
. 2x 2
Pendiente de la recta tangente: f'(x) = 75 - (D=2

Ecuacion: y=0+2(x-1) —» p=2x-2

5. Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de

3
f(x)=%—x2—3x — [0 =x*-2x-3

Buscamos los valores de x para los que [ (x) >0 — x?-2x-3>0
S >0 - f)<0 0> 0

/_'1\3' __—

Intervalos de crecimiento de [ (—eo, —1) U (3, +o0)

Intervalo de decrecimiento de f: (-1, 3)

La funcion tiene un maximo en x =-1 y un minimo en x = 3.

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones



UNIDAD | 7
6. Determina los puntos singulares de: ’\v\ Y 1:
_x?-2x+4 S| E
Y 2-x S !
de la cual conocemos sus asintotas y la posicion ) > - : > X
de la curva con respecto a ellas. Represéntala. F~
S
[ IR
AN
x?—2x+4
f(x) = T
o Qx-2Q2-x)-r-2x+4D(D)
f(x) - (2 _ .X')Z -
CUx—2x2 -4+ 2x0) + (0P - 2x—4)  —x?+4x
(2 - x)? (2 - x)?
—x?% + 4x x=0
! - - 2 -
flo=0 - 2= =0 > x*+4x=0 < 4
0-0+4 42-2-4+4
= 2 f(4) == " =
SO = =S =2 fld) = 6
Los puntos singulares son (0, 2) y (4, —6). El primero es un minimo y el segundo, un
maximo.
Y
-2 : S 2 X

’
W N N U S DRI N M S S T S . .

7. Representa la funcion y = x3—12x + 16.

y=x3—-12x+ 16 es una funcién polinémica, por ello es continua en R.

e Ramas infinitas:

lim (x3—12x + 16) = +oo

X = +oo

lim  (x3—12x + 16) = —o

X —> —oo

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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e Puntos singulares:

S0 = 3x% - 12

=2
S0 =0 = 3x2-12=0 <x

x=-2
J(2=22-12-2+16=0 > (2,0
f2)=(=2¥%-12(=2) + 16 =32 — (-2, 32)
Los puntos singulares son (2, 0) y (=2, 32).

Esta es su grafica:

[SY]
b

——
‘\\

8. Estudi ta y= 4

. Estudia y represen y—x2+1.
4

f(X)=x2+1

e Fl dominio de esta funcion es IR.

e Asintotas:

Iim f(x)=0
X — too
/ » =0 es una asintota horizontal.
Iim f(x) =0
X —> —oo

Cuando x — +eo, f(x) >0 — la curva estd por encima de la asintota.
Cuando x — —eo, f(x) <0 — la curva esta por debajo de la asintota.
e Cortes con los ejes:
=0 - 4x=0 - x=0
La funcion corta a los ejes en el punto (0, 0).

e Extremos relativos:

f,(x)=4(x2+1)—4x-2x=4x2+4—8x2 —4x% + 4

(x? + 1)? 2+ D2 @+ 12

x, =1
=0 - —4x?+4=0 - x?=1 !
S0 " N <x2=—1

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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Asi, observando la asintota y el corte con el eje X, (1, 2) es un maximo relativo, y
(=1, —=2), un minimo relativo.

La grafica es:

0 [~

L\

9. La funcion f(x) = x2 + bx + ¢ tiene un minimo en x =2 y pasa por (2, 2).
Calcula b y c.

S =x>+bx+c
S0 =2x+b
e x =2 esun minimo:
fi(2)=0 = 2-2+b=0 — b=-4
e Pasa por (2, 2):
S =2 > 22-4-2+¢c=2 > ¢c=6

Asi, la funcion es y = x? — 4x + 6.

Unidad 7. Iniciacién al célculo de derivadas. Aplicaciones
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