FUNCIONES Y FORMULAS
TRIGONOMETRICAS
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1. Aunque el método para resolver las siguientes preguntas se sistematiza en la
pagina siguiente, puedes resolverlas ahora:

a) ¢Cuantos radianes corresponden a los 360° de una circunferencia?

b) ¢Cuantos grados mide 1 radian?

c) ¢Cuantos grados mide un angulo de T radianes?

d) (Cuantos radianes equivalen a 270°?

a) 2m by 390° _ 570 171 44,80
21
360° T _ oo 270° _2 T

e T D3er T3
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2. Pasa a radianes los siguientes angulos:

a) 30° b) 72° c) 90°

d) 127° e) 200° f) 300°

Expresa el resultado en funcion de n y luego en forma decimal.

Por ejemplo: 30° = 30 - —— rad= " rad ~0,52 rad
or ejemplo: 3 3 180 6 5

a) % - 30° = % rad = 0,52 rad

b) Lo 720 = 2T pad = 1,26 rad
360° 5

c) % - 90° = % rad = 1,57 rad

21
d -127° = 2,22 rad
) 360° ra

e) % - 200° = 1(9)75 rad = 3,49 rad

£ % - 3000 = 57“ rad ~ 5,24 rad
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3. Pasa a grados los siguientes angulos:

a) 2 rad b) 0,83 rad ) % rad
51
d) 3 rad e) 3,5 rad f) n rad
a) 500° -2 =114° 35' 29,6" b) ﬁ - 0,83 = 47° 33' 19,8"
21 21
. 360° T _ 240 360° 5T _ o
e) 360° -+ 3,5 =1200°32'6,8" ) ﬁ - = 180°
2T 27

4. Completa la siguiente tabla y afiade las razones trigonométricas (seno, coseno
y tangente) de cada uno de los angulos. Te sera ttil para el proximo apartado:

0° 30° 60° 90° 135° 150°

T
RADIANES Z 3 s T
210° 225° 270° 330° 360°
RADIANES LR Sx I
DL 3 3"

La tabla completa estd en el siguiente apartado (pagina siguiente) del libro de texto.
Tan solo falta la dltima columna, que es igual que la primera.
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1. Demuestra la formula I1.2 a partir de la férmula:

cos (o + B) = cos o cos B —sen o. sen 3

cos (0. — PB) = cos (o + (=P)) = cos o cos (=) — sen o sen (—P) =

= cos o, cos B — sen o (=sen B) = cos o cos B + sen o sen P

2. Demuestra la formula I1.3 a partir de la formula:

__ga+tg
tg (o +B)=
g (@+P) 1-tgoigf

go+igp © o+ gh _ go-igP

g (0= P =1g (0 + (=P) = 1-1gotg (P 1-1go(-tgP) B 1+tgatgP

sen (—o) = —sen o,

(*) Como
cos (—0o) = cos q,

} — g (o) =-tg o
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3. Demuestra la formula I1.3 a partir de las siguientes formulas:
sen (0.—PB) = sen o cos B — cos o. sen

cos (0.—B) = cos o cos B + sen o sen

sen (—PB) _ seno cosP—cososenf ©
cos(a—PB)  cosa cosP + sen osen B

1g (00— P

sen o cosP  cosasen

cosoccosB_cosoccosB 1go—1g B

cosa cos B sen o sen B L+igoigh
+

cosocosPB cosa cosP

(*) Dividimos numerador y denominador por cos o cos .

4, Si sen12°=0,2 y sen37° = 0,6, halla cos 12°, &g 12°, cos 37° y g 37°. Cal-
cula, después, a partir de ellas, las razones trigonométricas de 49° y de 25°,
utilizando las féormulas (I) y (ID.

e sen 12° = 0,2
cos 12° = V1 — sen? 12° = V1 - 0,04 = 0,98
1g 12° = (%8 =0,2

e sen 37°=0,6
cos 37° = N1 —sen?37° =1 -0,36 = 0,8
1g 37° = % = 0,75

e 49° = 12° + 37° luego:
sen 49° = sen (12° + 37°) = sen 12° cos 37° + cos 12° sen 37° =
=0,2-0,8+0,98-0,6=0,748
cos 49° = cos (12° + 37°) = cos 12° cos 37° — sen 12° sen 37° =

=0,98-0,8-0,2-0,6= 0,664

N o oy Wg12°+1g37° 0,2+ 0,75 _
A9 =g 127+ 37%) = T s 3 ~ 1202075 12
Podria calcularse 1g 49° = %

e 25° = 37° —12° luego:
sen 25° = sen (37° — 12°) = sen 37° cos 12° — cos 37° sen 12° =
=0,6-098-0,8-0,2=0,428
cos 25° = cos (37° — 12°) = cos 37° cos 12° + sen 37° sen 12° =
=0,8-098+0,6-02=0,904
tg 37° —1g 12° 0,75 -0,2

18250 = 1g (37° ~12°) = 15 == s = 13075 07 - 478
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5. Demuestra la siguiente igualdad:

cos(a+b)+cos(a-b) _ 1
sen(a+ b) + sen(a—b) iga

cos(a+ b)+cos(a—b) _ cosacosb-—senasenb+ cosacosb+senasenb _
sen (a + b) + sen (a — b) sen a cos b + cos a sen b + sen a cos b — cos a sen b

2cosacosb _ cosa _ 1

2sen acosb sen a lga

6. Demuestra las tres formulas (II1.1), (I11.2) y (IIL.3) haciendo o = en las for-
mulas (I).

sen 200 = sen (0L + O) = sen 0, cos O, + cos O, sen o, = 2 sen o. cos o,
cos 20, = cos (0. + ) = COs 0. COs 0L — sen O. sen o. = cos® o, — sen? o

go+igo _  2Ilga

1g 20, =1g (ot + @) =
& 8( ) l-tgogo 1-ig?a

(=N

7. Halla las razones trigonométricas de 60° a partir de las de 30°.

sen60°=sen(2-30°)=259n30°00550°=2'%-§= g
\/5)2 12 3 12 1
o — . 0) — 2 o _ 2 o (Y2 _ (L -2 L -~ - -
cos 60° = cos (2 - 30°) = cos? 30° — sen? 30 (2 (2) v 7 5
2 1g 30° 2-43/3 2-3/3 _ 2-43/3
1g 60° = 1g (2 - 30°) = - - - -3
8 8 1-1¢230°  1-{N3/3 1-3/9 2/3
8. Halla las razones trigonométricas de 90° a partir de las de 45°.
sen90°=sen(2-45°)=25€n45°cos45°=2-g-g=1
2 2
cos 90° = cos (2 -+ 45°) = cos? 45° — sen? 45°=(¥) —(%) =0
o _ im0y — 2 1g 45° =2~1 .
1g 90° = 1g (2 - 45°) - 1% 45° -1 No existe.
9. Demuestra que:
2seno —sen20. _ 1—coso
2 sen o + sen 20, 1+ cos o
2sen o —sen20. _ 2seno—2seno . coso _ 2seno (1 —cosa) _ 1—cosa
2 sen oL + sen 20 2 sen oL+ 2 sen o cos o 2 sen o (1 + cos o) 1+ cos o
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10. Siguiendo las indicaciones que se dan, demuestra detalladamente las formu-
las IV.1, IV.2 y IV.3.

'COSOL=COS(2‘g)=COSZE—S€n2g
2 2 2

Por la igualdad fundamental:

+ sen

| R
| R

00522+sen2%=1 — 1= cos

De aqui:

a) Sumando ambas igualdades:
+ 1+ cos o
2% 5 cos? _(Zx - Lrcosa o _(; =i,\,2—

1+ cosa=2coss =
2 2

b) Restando las igualdades (22 — 12):
o Senz%=1—cosoc 4 Sen%=i,,1—gosoc

1—cos(x=25€n2?

+ ll—cosoc
tgg=sen0c/2= 2 =\/1—cosoc
2 cos 0/2 1+ - 1+ coso
N 2cos

11. Sabiendo que cos 78° = 0,2, calcula sen 78° y g 78°. Averigua las razones
trigonométricas de 39° aplicando las formulas del angulo mitad.

e Por altimo:

e cos 78°=0,2

sen 78° = \1 — cos? 78° = V1 - 0,22 = 0,98

0,98
1g78° = 222 =4
g 78 0.2 ,9

78° 1 — cos 78° \/1—02
® o o = = = ) = O 6
sen 39° = sen > \/ > > ,03
o_ T8 _ 1+cos78°=\/1+0,2 _
cos 39° = cos 5 \/ 5 > 0,77

78° 1 — cos 78° \/1—02
1g 39° = g Lo = = £ - 0,82
§39° =18 — \/1+cos78° 1+02
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12. Halla las razones trigonométricas de 30° a partir de cos 60° = 0,5.

e cos 60° = 0,5

° _ 60° _ 1-0,5 _
sen 30° = sen > '\'—2 0,5
cosS 300 = CcoS 600 = ﬂ = 0,866
2 ‘J 2
o _ 60° _ 1-05 _
1g 30° = 1g > ’\,—1 105 0,577

13. Halla las razones trigonométricas de 45° a partir de cos 90° = 0.

® cos 90° =0
°sen45°=sen%= %=\/Z=g
COS45°=COS%= 1;():%
tg45°=tg%= 11:%=\H=1

14. Demuestra que 2ig 0. - sen? % + sen 0. = tg O.

—1_203(1 + sen o =

2tga-sen2%+sena=21goc~

1-cosa
Ccos O

+1) =

= sena (1—cosoc)+senoc=senoc(
cos o,

1
Cos O

— +
sen o, 1 - cos o cosoc)=sen0c.
cos o,

_ sen o
cos o,

=g

2sen 0 —sen 20, _

15.D tra que =12 &,
§; Demues raq 2sen o + sen 20, g 2

2sen o —sen 200 _ 2 sen OL.— 2 sen o cos O _
2 sen o + sen 200 2 sen o+ 2 sen oL cos O

2seno(l—cosa) _ 1-—cosa 2

= [
2 sen o (1 + cos o) 1+ cosa J

@
2
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16. Para demostrar las formulas (V.3) y (V.4), da los siguientes pasos:
e Expresa en funcionde o y P:
cos (0L +B) = ceveueeens cos (=) = ceeeenens
e Suma y resta como hemos hecho arriba y obtendras dos expresiones.

e Sustituye en las expresiones anteriores:

a+P=A N 0(=A+B _A-B
o—B=B 2 2
. cos (oL + B) = cos o, cos B — sen o sen B

cos (o — P) = cos o cos B + sen o sen B

Sumando — cos (ot + B) + cos (o —B) = 2 cosacos B (1)

Restando — cos (ot + B) — cos (0. — B) = -2 sen a.sen fp (2)

(al resolver el sistema)

+ = p—
e Liamando B A}—) (x=A+B, B=A X

o-B=B 2 2

e Luego, sustituyendo en (1) y (2), se obtiene:

1 - cosA+cosB=ZcosA;B cos A;B
A+ B A-B

(2) —» cosA—cosB=-2sen > sen >

17. Transforma en producto y calcula:

a) sen 75° — sen 15° b) cos 75° + cos 15° ©) cos 75° — cos 15°
a) sen 75° — sen 15° = 2 cos >~ ; 5% sen 22 ; 1
° o \/E 1 \/E
= 2 cos 45° sen 3 _2.7.5_7
b) cos 75° + cos 15° = 2 cos 75 ; 15 cos 75 ; 15° _

V5 _ V8

= 2 cos 45° cos 30° = 2 -

2 2

o[

750 +15° 759 15° _
2 2
Z.

¢) cos 75° — cos 15° = -2 sen

V2

=2 sen 45° cos 30° = -2 - —

V3

2

NP
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18. Expresa en forma de producto el numerador y el denominador de esta frac-
cion y simplifica el resultado:

sen 4a + sen2a
cos 4a + cos 2a

4a + 2a 4a — 2a
2 sen cos
sen 4a + sen 2a_ _ 2 2 _ 2sen3a - 1g 3a
cos 4a + cos 2a 4a + 2a 4a — 2a 2 cos 3a
2 cos > cos >
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1. Resuelve estas ecuaciones:
a)2cos’x+cosx—1=0 b) 2sen?x—-1=0

Atg?x—-tgx=0 d) 2sen?x +3cos x=3

1+V1+8 _113_<1/2—>x1=60°, x, = 300°

W) cosx = 4 T i -1 > x, = 180°

Las tres soluciones son validas (se comprueba en la ecuacion inicial).
1 V2
b)2sen?x-1=0 — sen2x=? — senx =% =t

Sl

e Si senx=72 — x; =45°, x,=135°

e Si senx = —72 - X3 = —45° = 315°, x, = 225°

Todas las soluciones son validas.
tox=0 — x,=0° x,=180°
Q1g?x—1gx=0 — gxlgx—-1=0 < t§x= 1 > x;=45° i4= 225

Todas las soluciones son validas.

d2sen?x+3cosx=3 D2 —cos2x)+3cosx=3

2

™ Como sen?x+cos?x=1 — sen?x=1-cos?x

2-2cos’x+3cosx=3 — 2costx—-3cosx+1=0

1/2

Q
9
(95}
b
[
[
5N
I

Entonces: ® Si cosx=1 — X, = 0°
e Si cosx = % - x,=060° x;=-60°=300°

Las tres soluciones son validas.
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2. Resuelve:
a)4cos 2x+3cosx=1 b) tg2x +2cos x =0
V2 cos (x/2)—cos x =1 d) 2sen x cos?x—6sen3x =0
a)4dcos2x+3cosx=1 — 4(cos?x—sen’x)+3cosx=1 —
— 4 (cos?x—(1—-cos?x)+3cosx=1 — 4Qcos*?x-1)+3cosx=1 —

— 8cos?tx—4+3cosx=1 = 8cos’x+3cosx—5=0 —

—> COSX = =

16 16
e Si cosx=0,625 = x =51°19' 413", x, = -51° 19' 4,13"

-3+V9+160 _ -3 +13 =< 10/16 = 5/8 = 0,625
-1

eSi cosx=-1 > 963=180O

Al comprobar las soluciones, las tres son validas.

21t0x
b)ig2x+2cosx=0 — 28X L ocosx=0 —
1-1g%x
19 x sen x/cos x
- g—+cosx=0—> / +cosx=0 —
1-1g%x 1 — (sen? x/cos? x)
5 SCMXCOSX 4 cosx=0 — senxcosx+ cosx (cos?x—sen?x) =0 —

cos? x — sen? x

2

— cosx (senx+ cos?x—sen?x)=0 — cosx (senx+1—sen?x—sen?x) —

— cosx(1+senx—-2sen?x)=0 —

cosx =10
- 2 ~1+V1+8 _ -1/2
—4

l+senx—-2senx=0 — senx= 1
®Si cosx=0 — x; =90° x,=270°
e Si senx = —% - Xy = 210°, x, = 330° = -30°
°eSi senx=1 — x5=90°=ux
Al comprobar las soluciones, vemos que todas ellas son validas.

+ X
c)\/zcos%—cosx=l - 2 % —cosx=1 —

- Vl1+cosx —cosx=1 —> Nl—-cosx =1+cosx —

— 1+cosx=1+cos?x+2cosx = cos>x+cosx=0 — cosx(cosx+1)=0
®Si cosx=0 — x; =90° x,=270°

*Si cosx=-1 — x;=180°

Al comprobar las soluciones, podemos ver que las unicas validas son:

x; = 90° y x; = 180°
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d)2senxcos?x—6sen3x=0 — 2senx(cos?x—3sen?x)=0 —
— 2senx(cos?x+sen’x—4sen’x)=0 — 2senx(1—-4sen?x)=0

e Si senx=0 — x; =0° x,=180°
* Si sen?x = % — senx = i% = X3 = 30°, x, = 150°, x5 =210°, x4 = 330°
Comprobamos las soluciones y observamos que son validas todas ellas.

3. Transforma en producto sen 3x — sen x Yy resuelve después la ecuacion
sen 3x —sen x = 0.

sen 3x—senx =0 — 2 cos 3x2+x sen sz—x =0 > 2cos2xsenx=0 —
cos 2x =0
senx =0
2x = 90° - x1=45°
) 2x = 270° - x, =135°
e Si cos2x=0 — 2x = 90° + 360° — x3=225°

2x = 270° + 360° = x; = 315°
*Si senx=0 = x5=0° x5=180°
Comprobamos que las seis soluciones son validas.
4. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sen (T — x) = cos +CcosT

3n
2 X

b) sen + \/Esen x=0

T _x
4
a) sen (L —x) = sen x

31

cos (T - x) = —sen x ¢ Entonces, la ecuacion queda:

cosTt=-1
-1
senx=-senx—1 — 2senx=-1 — senx= -
Si senx=—L = X, = 7% rad, x, = 1én rad
Al comprobar vemos:
Ve Ve - -1
X, = 1= —>sen(n—x)=sen(n——)=sen— = —
! 6 6 6 2

COS(‘%—‘R:—X)=COS(3—7E—7—n)=C052—ﬂ:=COS£=l
2 2 6 2
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Luego la solucion es valida, pues:
-1 3m ) 1
M—X)=— = = —x| + n=—+(1
sen (T — x) 5 = ¢os ( 5 = x| + cos 5 D
x, = AT sen (- x) = sen (Tl:— HTTE) = sen (_STTE) =—%
cos (3_7r —x) = cos (S—TE - _111r) = cos(_zn) = cos (i) =1
2 2 6 6 3 2
Luego también es valida esta solucion, pues:
-1 31 ) 1
n—Xx)=—= = —x| + n=—+(1
sen (L — x) 5 = cos ( 5 x| + cos > D
Por tanto, las dos soluciones son validas: x, = 7% rad y x, = 1%” rad
b) sen (% - ) = sen % COS X — COS % sen x = g coS X — N2 sen x

Luego la ecuacion queda:

V2 V2 V2

2
— cosx— —senx+ \N2senx=0 - —cosx+ —senx=0 —
2 € 2 ¢ 2 € 2

31

— cosx+senx=0 — cosx=-senx — xl=Trad, x2=77nrad

Comprobamos que ninguna solucién vale. Luego la ecuacion no tiene solucion.

5. Escribe, en radianes, la expresion general de todos los angulos que verifican:
a)tgx=—\/§ b) sen x = cos x
c) sen?

a) x =120° + k- 360° o bien x = 300° + k - 360°

x=1 d) sen x = 1g x

Las dos soluciones quedan recogidas en:

x=120°+/e'180°=2?n+/enrad=x con ke ”Z

b)x=%+/enrad con ke ”Z

OSi senx=1 — x=%+2/enrad

- x=%+/enrad con ke ”Z
Si senx=-1 — x=37n+2/enrad

d) En ese caso debe ocurrir que:
O bien senx=0 — x=kmnrad

— x=kmnrad con ke Z
O bien cosx =1 — x=2kmnrad
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Grados y radianes

1 |Expresa en grados sexagesimales los siguientes dngulos dados en radianes:

T 2n 4n
= b)== C) —
a) 3 ) 3 ) 3
51 7n on
D 4 ©) 6 D 2
@ Hazlo mentalmente teniendo en cuenta que: T radianes = 180°.
a) 30° b) 120° ©) 240°
d) 225° e) 210° f) 810°

2 |Expresa en grados sexagesimales los siguientes angulos dados en radianes:

a) 1,5 b) 3’2

5 d2,75

2_) 3600 . 1,5 = 85° 56; 37" b) ﬁ . 3,2 = 183° 20" 47"
on 271

o 300 5 - 2860 28 4a ) 3275 - 1570 337 48y

3 | Pasa a radianes los siguientes angulos dados en grados. Exprésalos en fun-
cion de © y en forma decimal.

a) 40° b) 108° ©) 135°
d) 240° e) 270° f) 126°
- Simplfica la expresién que obtengas sin multiplicar por 3,14...

a) 40m _ 2% _ 0.7 rad

180 9

) 2% 40° = 2% =07 rad b) 2% 108° = 3T ~ 1,88 rad

300° 9 300° 5

27 5n 2 _ 4

-1 =~ 2,36 rad d - 240° = =~ 4,1 d

<) 360° 35° ,36 ra ) 360° 3 9 ra
&) 2T . 2700 3“ ~ 471 rad £) 2% 1260 = 7T 2272 rad

300° 300° 10
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Halla el resultado de las siguientes operaciones sin utilizar la calculadora:

b 3n
a)ScosE—cos0+200sn—cos7+cosZn

T 3n
b)Stgn+3cosE—2tg0+ sen7—2sen2n

c)gsen£ 4sen3—n+ 3senT isenﬁ
3 2 2 3 2

Comprueba el resultado obtenido utilizando la calculadora.
D5 0-1+2-(-D-0+1=-2
b)5~0+3~0—2-0+(—1)—2~0=—

c)— 1-4D+3-0-—-1=3

Uol\.h

Prueba que:

i b
a)4sen—+\/zcos—+cosn=2

6 4

2
b)2\/§sen?n+ 489”%—289n%= 3

\/7

a)4sen€+\/7cosz+cosn 4 - —+\/7 —+(—1)—2+1—1—2

b)Z\/gsen 3 +4seng—25en?—2\/7 g+4 ——2 1=3+2-2=3

Halla el valor exacto de cada una de estas expresiones sin utilizar la calcu-
ladora:

T T
a) sen—+sen5+ senT

4
3n

T
b) cos T —cos 0 + cos;—cosT

2n 7n 4n 11n
c)sen——cos——+ig——+ig——

3 6 3 6

Comprueba los resultados con la calculadora.

V2 +2
2

\2
a)7+1+0=

D) -1-1+0-0=-2

C)ﬁ_(_£+ 5+(_£)=\/g(l+l+1_l)=ﬁ
2 3 2 2 3 3
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10

Halla el valor exacto de estas expresiones sin usar la calculadora:

S son ™+ cos 3 conTE
a) sen =~ + cos —~—sen—
b)cosS?Tt+t,g4?n—tg767c

c)\/gcosz+sen —\/_cos —2\/_sen—

Comprueba los resultados con la calculadora.

V2 (N2} [ 2} 2

) | - [ ==

2 2 2 2
b)—+\/_—£=l 23
3 2 3

En cada caso halla, en radianes, dos valores para el angulo o tales que:

a) sen o = 0,32 b) cos . = 0,58
otgo=-1,5 d) sen 0. =-0,63

a) o, =033 o,=282 b)oy =095 o, =533
o a, =-098 o, =216 doa, =-0,68 o, =382

Indica, sin pasar a grados, en qué cuadrante esta cada uno de los siguientes
angulos:

a) 2 rad b)3,5 rad c)5rad
@ Ten en cuenta que:
T . - . 3T Lo -
2 - 1’57; T 3’14; 2 457) 2n 6’28
a) 2.° cuadrante b) 3. cuadrante C) 4.° cuadrante

Formulas trigonométricas

Halla las razones trigonométricas del angulo de 75° sabiendo que
75° = 30° + 45°.

sen 75° = sen (30° + 45°)

sen 30° cos 45° + cos 30° sen 45° =

SRR PR
4

2 2
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cos 75° = cos (30° + 45°) = cos 30° cos 45° — sen 30° sen 45° =

1g 30° + 1g 45°  _ V3/3 + 1 _ W3+3)3 _
1-1g30°1845° 1 _~33  (3-3)3
3+V3 _[3+V3) _9+3+6V3 _

18 75° = 1g (30° + 45°) =

3-43 9-3 6
_ 12+66\/g=2+\F3

NOTA: También podemos resolverlo como sigue:

sen75°=\/5+\/g (\/E+\/g)2=2+6+2\/ﬁ=

1g 75° =

cos 75° N6 2 6-2 4
=—8+44\/g =2+13

b
Sabiendo que sen x = 3 yque > < x < m, calcula, sin hallar previamente el

5

valor de x:

x T
a) sen 2x b)tg C) sen x+—)
2 6

e x T

d) cos x—g) e) cos > g x+Z)

@ Calcula cos x y tg x y después aplica las formulas.

cosx=-N1-sen?x =- \’ 1- 29—5 = —% (Negativo, por ser del 2.° cuadrante).

_Ssenx _ 3

‘8 x cos X 4
3 (4) 24
a) sen 2x = 2 ¢ =2 = |-=|=-=
a) sen 2x sen X cos x 5 5 5

1 - cosx 1-(=4/5) 9/5
e
)ig 2 1+ cos x 1+ (=4/5) 1/5 5
Signo positivo, pues si x € 2.° cuadrante, entonces % € 1.°" cuadrante.

C)sen(x+ %)=S€7Z.XCOS%+COSXS€H%=

N3 (4) 1V -4
5]

3.
5 2 5

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas
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CDCOS(.X’—%)=COS.X'COS%‘*’S€1’Z.X'S€7’l£ =

=(_i).i+i.£ 395 — 4
2 5 2

5 10
x(j)\/1+cosx_\/1—4/5_\/1/5_ 1 10
e) cos = = = =Al—=\—7=—+
2 2 2 2 10 10
) Signo positivo, porque % € 1.°" cuadrante.
f)tg(x+£)= gx+igm/4 _  -3/4+1 _1-3/4 1
4 1—ig xig /4 1-(=3/4)-1 1+3/4 7

Pagina 143

12 |Halla las razones trigonométricas del angulo de 15° de dos formas, conside-
rando:
00
a) 15° = 45° - 30° b)15° = 32

a) sen 15° = sen (45° — 30°) = sen 45° cos 30° — cos 45° sen 30° =

V2 3 V21 We-v2
3

= 0,25881
S > 0,258819

cos 15° = cos (45° — 30°) = cos 45° cos 30° + sen 45° sen 30° =

- @ = 0,965926
fo 15° = sen 15° _ \/E—\/E _ 6+2—2\/E _
g cos 15° \/—+ \/E 6 -2

- # = 2 -3 =0,267949

by sen 150 = sen 3 =\/1—cosso° A 1=v32 =\/2—@ _
2 2 2 4

_ V23 s
2

cos 15° = cos 3(2)0 = \/1 i COZS 507 _ \/ L+ f/z = \/ 2 +4\/§ = 0,9659258

V2-+3 _ 0258819 = 0,2679491
\/2 " \/g 0,9659258

1g 15° =
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UNIDAD ﬁ

Sabiendo que sen x = 2/3 y que x es un angulo del primer cuadrante,
calcula:

a) sen 2x b) tg% ©) cos (30° — x)
2
senx=§ cos x, 1g x>0
- senx/2 >0
x € 1.°" cuadrante % € 1.°" cuadrante — { cos x/2 >0
1gx/2>0
23 245
elgx= L2 =22
V53 5
a)sen2x=25enxcosx=2~§ . g=#

by ﬁz\/l—cosx =\/ 1-2V5/5 =\/5—2\/§ _
8 2 1+ cosx 1+2\/§/5 5+2\/§

=\/25+4-5—20\/§= 45 =205 _ oS

25-4-5 5
c)cos(30°—x)—cos30°cosx+sen30°senx—g‘ 2;6 +%‘%=
_N15 1 _3V15+5
5 3 15
Si tgo=—-4/3 y 90° <o <180° calcula:
T o
a) sen E—Oc) b) cos (180 —5)
sen o> 0
90° < o, < 180° — {
cos o< 0
Ademas, % € 1.°" cuadrante
4
e O = ——
6 3
OL—tg 0c+1—1—6+1 2—5 — cos? oc—i — cosoc=—é
cos? o 25 5

esen o =V1 - cos?a \/ ‘\,1 =%

a)sen(n —oc)—senlcosoc—cos—senoc=1~(——)—0-i=—é
2 2 2 5 5
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15

16

b) cos (180° — %) = cos 180° cos & + sen 180° sen & = —cos & =

2 2 2
=_1/M=_1/w=_1/5—_3=
2 2 10
Y P FU F)
10 5 5

Sabemos que cos x = —% y senx<0.

Sin hallar el valor de x, calcula:

a) sen x b) cos (1t + x) c) cos 2x

x T x
d)th e) sen > ) f) cos TE—E)
cos x = =3/4

X
— x € 3.% cuadrante = = € 2.° cuadrante
senx <0 2

a)senx=—\/m =—'\’1—i £ _ L=_ﬁ
16 16 4

b) cos (T + X) = cos T cos X — Sen T sen x = —coS X = %

2 senlx=_2 1 2 _ 1

16 16 16 8

C) COS 2X = COS

ll—cosx '1+3/4 7
d) ¢ £=_ —_ " = _ 2~ = - =
)gZ 1+ cosx 1-23/4 1 \/;
e) sen (£—x)=sen£cosx—cosﬂsenx=cosx=—2
2 2 2 4
f) cos(n—£)=cos7ccos£+sennsen£=—cos£=
2 2 2 2

)

Si cos 78°=0,2 y sen37°=0,6, calcula sen 41°, cos 41° y tg 41°.

41° = 78° - 37°

e sen 78° = V1 — cos? 78° = V1 - 0,22 = 0,98

o cos 37° = V1 —sen? 37° = V1 - 0,6 = 0,8

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas
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UNIDAD | 5

Ahora, ya podemos calcular:
o sen 41° = sen (78° — 37°) = sen 78° cos 37° — cos 78° sen 37° =
=0,98-0,8-0,2"0,6 =0,664

e cos 41° = cos (78° — 37°) = cos 78° cos 37° + sen 78° sen 37° =
=0,2-08+0,98-0,6=0,748

41° 0,664
o g 410 = SN = 2 =0,88
J cos 41° 0,748 8877

Sitg(a+P)=4 vy tgo=-2, halla tg 2.

go+igP o4 2+igB

g+ P = 1-tgoigP 1+21gf
— 4+81gPf=-"22+1gP - 71gP=-6 -
__6
— g B =
Luego:
wop- 2188 _ 2-(=6/7) _ =12/7 _ -12-49 _ 84

1-1g2B 1-36/49 13/49 713 13

Ecuaciones trigonométricas

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)2cos?x—sen’x+1=0 b) sen?* x —sen x =0
)2cos? x—\3 cos x=0

@ b) y c) son ecuaciones de 2.° grado incompletas.

(S ——

2

2 2 _
a)2coscx—sen“x+1=0 }% 2 cos? x—cos®x=0
cos* x

9 x, = 90°
cos“x=0 — cosx=0 — x, = 270°

Al comprobarlas en la ecuacion inicial, las dos soluciones son validas. Luego:

x1=90°+/e~3600=%+2/en
con ke”Z

x, = 270° + ke 360° = 2+ 2t

Lo que podemos expresar como:

x=90°+/e~180°=%+/en con ke”Z

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas
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b)senx(senx—-1)=0 —
senx=1 — x3=90°

x, =k 360° =2k T
x, = 180° + k- 360° = 1 + 2k

=90° + k- 360° = L + 2k
x3=9 3 5 T

O, de otra forma:

x, = km=Fk- 180°
x3=%+2/en=900+/e~360°
(2, asi incluye las soluciones x;

C) cosx(Z COS X — \/§)=O -

3
= = o
CcoS X > - X 30°, xy

Las cuatro soluciones son validas.

x1=9O°+/e'360°=%+2/en
x2=270°+/e-360°=377‘+2/en

— o . o_ T
Xy =30°+ k 360 —€+2/e7r

x; =330° + k- 360° = LT + 2k
sola de la siguiente forma:

Resuelve:
a) sen’* x—cos®* x=1

©)2cos*x+senx=1

a) (1 — cos? x) — cos?

x, = 90°

— cosx=0 — {x2=2700

{senx=0 - x;=0° x,=180°
%

Comprobando las posibles soluciones, vemos que las tres son validas. Luego:

con ke”Z

con ke”Z

Yy X, anteriores)

cosx=0 — x; =90° x,=270°

= 330°

Luego:

con ke”Z

NoTA: Obsérvese que las dos primeras soluciones podrian escribirse como una

x=90°+/e~180°=%+/en

b) cos? x—sen? x=0

D312 x—V31gx=0

x=1 > 1-2cos?x=1 - cos?x=0 —
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Las dos soluciones son validas. Luego:

x1=90°+/e'360°=%+2/e7r

con ke”Z
x2=270°+/e-560°=57n+2/en

O, lo que es lo mismo:
x=90°+/e~180°=%+/en con ke”Z
b)(1-—sen?x)—sen?x=0 —- 1-2sen?x=0 —

, 1 V2

—  sen X=? ad senx=17

e Si senx=72 - x; =45° x,=135°

e Si senx = —ﬁ = Xy =225° x,=315°
2 3
Comprobamos que todas las soluciones son validas. Luego:

x1=45°+/e~360°=%+2/en

x,=135° + k- 360° = 3% + 2k 7

4
con keZ
x3=225°+/e-560°=57n+2/en
x4=515°+/e-360°=77n+2/en
O, lo que es lo mismo:
x=45°+/e~90°=%+/e-% con keZ

)21 —sen?x)+senx=1 —> 2-2sen’x+senx=1 —
— 2senix-senx-1=0 —

_1+N1+8 _ 1+3 _ L = x, =90°
— senx % Z <

Las tres soluciones son validas, es decir:

x1=9O°+/e~360°=%+2/e7c

x2=210°+/e-360°=7%+2/en con keZ

Xy =330° + k- 360° = LT + 2k

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas
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d)tgx(Stgx—\/g)=O -
gx=0 — x =0° x,=180°
- V3

tgx=? - xy3 = 30° x,=210°

Comprobamos las posibles soluciones en la ecuacion inicial y vemos que las
cuatro son validas.

Entonces:
x1=/e-5600=2/en
X, =180° + k- 360° =T + 2k

x,=30°+ k3607 = B v opm [ eon ke

x4=210°+/e-560°=%7‘+2/en

Lo que podria expresarse con solo dos soluciones que englobaran las cuatro
anteriores:

X, =k 180° = km yx2=30°+/e-180°=%+/e7t con keZ

Resuelve las siguientes ecuaciones:

n x)_l
3

+ cos
2

T
— =X

6

b)sen2x—2cos?* x=0

a) sen

@ Desarrolla sen 2x y saca factor comziin.

c)cos2x—-3senx+1=0

2 2

@ Desarrolla cos 2x y sustituye cos< x = 1 —sen~ x.
T
d) sen Z+x —\/Esenx=0

1
21)5871%COSX—COS%SQ?’Z.X“FCOS%COS.X'+S€7Z%S€VLX=7

%cosx——gsenx+lcosx+—359nx=%

Locosx+ Leosx=L > cosx=l<xl=n/3

2 2 2 2 x, = 5m/3

Comprobamos y vemos que:
T T T T b1 -1 1

X, = sen|=——-=|+cos|=—-=|=sen|-=|+cosO0=—+1=—

! (6 5) (3 5) (6) 2 2

%, = son B ST+ cos [T - )= son (-3 4 co (-] - - 2 - L
6 3 3 3 3 3 2 2
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Son vilidas las dos soluciones. Luego:

xy = L+ 2k m = 60° + k- 360°
3 con ke”Z
xzz%n+2/en=3oo0+/e-360°

b)2senxcosx—2cos?x=0 — 2cosx(senx—cosx)=0 —

cosx=0 — x; =90° x,=270°
Senx = cosx — X3 = 45°, x, = 225°

Comprobamos las soluciones. Todas son validas:
x1=9O°+Ie'360°=%+2/e7r
x, = 270° + k- 360° = 2L+ 2k

con ke”Z
=450+ k- 360°= T + 2k
X, 5 3 7

x4=225°+/e-5600=57n+2/en
También podriamos expresarlas como:

x1=90°+/e~180°=%+/en

con ke”Z

x2=45°+/e~180°=%+/e7t

2 2 2

Ocostx—sen?x—-3senx+1=0 - l-sen’x—sen’x—-3senx+1=0 —

—>1-2sen?x-3senx+1=0 — 2sen’x+3senx—-2=0 —

= senx = 379 +16 = _34i5 =< 1/2 - x; =30° x,=150°

4 -2 — iImposible;j, pues |sen x| < 1
Comprobamos que las dos soluciones son vilidas.
Luego:
x1=300+k~360°=%+2/e7t

con keZ
x2=150°+/e-360°=5?n+2/en

d)sen% cosx+cos%senx— 2senx =0

V2

- cos x + gsenx—\/asenx=0
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gcosx—gsenx=0 - cosx—senx=0 —

— COSX =Ssenx — x1=£, x2=—5n
4 4

Al comprobar, podemos ver que ambas soluciones son validas. Luego:

x, %+2/en=45°+/e-560°
con ke”Z

x, 57”+2/en=225°+/e-560°

Podemos agrupar las dos soluciones en:

x=%+/e7c=45°+/e-180° con ke”Z

Resuelve estas ecuaciones:

a)4 sen?* x cos’ x+2cos2x-2=0

2 2

@ Al bacer sen x = 1 —cos” x, resulta una ecuacion bicuadrada.

Haz cos?

X =z y comprueba si son vdlidas las soluciones que obtienes.
b)4 sen? x + sen x cos x —3cos®? x =0
@ Divide por cos? x y obtendrds una ecuacion con g x.
2 X 1
c)cos*—+cosx——=0
2 2

x
d)tg25+ 1=cos x

x
e)Zsen25+cosz.x=0

) 4(1 —cos?x) cos?x+2cos?x—-2=0
4 cos?x—4costx+2costx—2=0
4costx—6costx+2=0 —> 2costx—3coslx+1=0

2 4

Sea cos’x =z — costx =22

Asi:

2z2_3z2+1=0 > z= 3:N9-8 _ 321 <

<

_ o x, =0°
z;=1 = cosx i1<x2=1800

1
2, = = = COSx =%

W2 xy = 45°, x, = 315°
2 2

xg = 135° xg = 225°
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UNIDAD ﬁ

Comprobando las posibles soluciones, vemos que todas son validas. Por tanto:
X, =k-3060°=2km

X, =180° + k- 360° =T + 2k

x, = 45° + k- 360° = L + 2k m
3 4

5 con ke”Z
x, = 315° + k- 360° = 2% + 2k
x5 = 1359+ k- 360° = 2% + 2k 1

xg=225°+ k- 360°= ‘T + 2k

O, agrupando las soluciones:
x; =k-180° =k

on ke”Z
X2=450+/€'900=%+]e% con S

b) Dividiendo por cos? x:

4 sen? x cos? x
: L+ senxcosx 3 : =0 > 41g2x+1tgx-3=0 —
cos? x cos? x cos* x

3 2, = 36° 52 11,6"
4 7 \x, = 216°52' 11,6
S tgx-= -1+V1+48 _ -1+7 _ 2 ’
8 8 Xy = 135°
-1 x, = 315°

Las cuatro soluciones son validas:

x, = 36° 52/ 11,6" + & - 360° = % +2km

x, = 216° 52/ 11,6" + & - 360° = 6?“ +2km

con ke”Z
x3=135°+/e-360°=5?n+2/en
x4=315°+/e-560°=7?n+2/en
O, lo que es lo mismo:
X, =36°52'11,6" + k- 180°z% +kT
con ke”Z

x2=135°+/e~180°=37n+/en

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas
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) 1+ cosx

> +cosx—%=0—>1+cosx+2605x—1=0—>

— 3cosx=0 — cosx=0 — x;=90° x,=270°
Las dos soluciones son validas. Luego:
x1=9O°+/e'36O°=%+2/eTt

con ke”Z
x2=270°+/e-360°=37n+2/en
Agrupando las soluciones:

x=90°+/e~180°=% +km con keZ

1-cosx
—— "2 +1=cosx > 1l—cosx+ 1+ cosx=cosx+ cos?x —
1+ cosx
— 2=cosx+cos?x = cosix+cosx—2=0 —
L e lxN14s 123 1 - x=0°
) 2 2 -2 — Imposible!, pues |cos x| <1

Luego: x=k-360°=2kT con ke ”Z

6)2'1_#+C052

x—sen’x=0 —
— 1-cosx+cos?x—(1-cos2x)=0 —
— 1—-cosx+cos?x—1+cos2x=0 — 2cos?x—cosx=0 —

cosx=0 — x;=90° x,=270°

- 2 -D=0 —
cos x (2 cos x = 1) {cosx=1/2 = x5 =60° x,=300°

Se comprueba que son vilidas todas. Por tanto:
xl=90°+Ie~360°=%+2/en
X, = 270° + ke - 360° = 2L + 2k

con ke”Z
x3=60°+/e~560°=%+2/en

x4=3000+/e-360°=5?n+2/en
Agrupando las soluciones quedaria:

x1=9O°+/e~180°=%+/e1t

x2=600+k-360°=%+2/en con keZ

x3=500°+/e-560°=5?n+2/en
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Identidades trigonométricas

22 | Demuestra que:

sen(a.+B) tgo+igf
sen(o.—P) tgo—igP

& Aplica las formulas de sen (0. + ) y sen (0. —f).

Divide el numerador y el denominador por cos o. cos B y simplifica.

sen (00 +PB) _ seno cosP+cosasenfp ©

sen (0. —B) sen o, cos B — cos o.sen B

sen o cosP  cos o sen B
cosoucosB  cos o cos B _ igo+ g B
sen oL cos B cos o sen P igo—igfP

coso. cosB cos o cos B

® Dividimos numerador y denominador entre cos o cos B.

2

x
23 |Prueba que 21g x cos S T senx=igx.

x _I+cosx
2 2

X 1+ cosx X 1+ cosx
Como cos?=i’\,T - COSZE=T

Y sustituyendo en la expresion:

& Sustituye cos?

2 X senx 1+ cosx
21igxcost — —senx =72 : —sen x =
2 COS X 2

senx (1 + cos x) —sen xcosx @
cos x

senx [l + cosx—cosx] _ senx _
cos X cOoSs X

® Sacando factor comun.
24 | Demuestra que:
= cos x

COos — COS

ea X s 2
3 3

@ Desarrolla y sustituye las razones de % y 2r,

3
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cos(x+ l)—cos(x+ 2_75):
3 3

= [COS.X'COS % — sen x sern %] - [COS.X'COS Z?TC — Sen x sen Z?TC] =

[(005 X) % — (sen x) g] - [(cos x) (—%) — (sen x) %] =

L cosx—ﬁsenx+ L cos x + —359nx=cosx
2 2 2 2

Demuestra que:
cos o cos (o.—P) + sen o sen (0. — P) = cos B

@ Aplica las formulas de la diferencia de dngulos, simplifica y extrae factor co-
mauin.

cos o, cos (0. — B) + sen o sen (o —P) =

= cos o (cos oL cos B + sen o sen B) + sen o (sen o cos  — cos o sen B) =

cos? o, cos B + cos a.sen o sen B + sen? o cos B — sen o cos o, sen B =

= cos? o cos B + sen? o cos B @ cos B (cos? o + sen? o) = cos B - 1 = cos B

) Extraemos factor comun.

Pagina 144
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PARA RESOLVER

En una circunferencia de 16 cm de radio, un arco mide 20 cm.

Halla el angulo central en grados y en radianes.

2

o

Como la circunferencia completa (100,53 cm) son 2w rad, entonces:

10055 _ 2m _, oo 2021 _ 55 4
20 o 100,53
o = 300° 1,25 = 71° 37' 11"
27
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UNIDAD ﬁ

En una determinada circunferencia, a un arco de 12 cm de longitud le co-
rresponde un angulo de 2,5 radianes.

¢Cual es el radio de esa circunferencia?

C’]}

N\ 2,5 rad _12cm . 12
1 rad R cm 2,5

Halla, en radianes, el angulo comprendido entre 0 y 27 tal que sus razones
11n

trigonométricas coincidan con las de 5
0<o<2m
11w 8w + 3n 11w 37 37
= - =2+ =— = o=
4 4 4 4 4
Demuestra:

cos(o—PB) 1+tgotgf
cos(0.+B) 1—tgoigP

) i1 X §
cos(—P) _ cosocosP+senasenf © DlVldm}% numerador y
cos(ou+B)  cosocos B —sen asen B denominador entre:

cos oL cos B

cos o, cos B | Sen o sen B

_ cosacosP  cosocosB_ 1+igotgP
coso. cosP sen o sen B l-1gaigP
coso cosPB cos o cos P

Simplifica la expresion:

sen 20
1 - cos? o
T
Calcula su valor para o = e
sen 20, _ 2sen o, coso _ 2 cos o
1 - cos? o sen? o sen o
V2
2 -
Por tanto, si o = * = sen20, _ 2coso __ ‘2T _,
4 1 - cos? o sen o V2
2

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas




31

32

33

30

Prueba que:

2sen 0. — sen 20,

o2
2sen o + sen 20 g 2

2seno—sen20 _ 2sen o —2seno cos o _ 2sen o (1l —coso) _
2 sen o + sen 20 2 sen o+ 2 sen oL cos O 2sen o (1 + cos )

- l-cosa _ ;20
1+ cosa 2

Simplifica:
2cos (45° + o) cos (45° — o)
cos 20

@ Al desarrollar el numerador, obtendrds una diferencia de cuadrados.

2 cos (45° + a) cos (45° — o)
CcoSs 200

2 (cos 45° cos o, — sen 45° sen o) (cos 45° cos oL + sen 45° sen o)
cos? o — sen? o

2 (cos? 45° cos? o — sen? 45° sen” o) _
cos? o — sen? o

2 2
2 [(V272)* cos? o - (\/5/2) sen? o _ 2-1/2cos*a—2-1/2sen* o _
cos? o — sen? o cos? o — sen? o

_ cos? o —sen’ o _1
cos? o, — sen? o

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a)cos2x+3senx=2
b)ig2x-tgx=1

C) cos x cos 2x +2cos’  x=0

d)2sen x = tg 2x
x
e)\/gsen5+ cosx—-1=0

f) sen 2x cos x = 6 sen’® x

gig %—x tigx=1

2 2 2

a)costx—sen’x+3senx=2 — l-sen’x—sen’x+3senx=2 —

— 2sen’x—-3senx+1=0 —

3:V9-8  3+1 1 - x =90°
= 7 < 1

_ 9
— osenx= 4 1/2 = x, =30°, x,=150°
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Las tres soluciones son validas:
x1=90°+/e'360°=%+2/e7r

x2=30°+/e-360°=%+2/en con ke”Z

xy = 150° + k- 360° = 2% + 2k

b) 28X . px=1 5 212x=1-1g2x > z‘g2x=l
1-1g%x 3
\/g x, =30°, x, =210°
- l‘gX—i? — .X3=1500, .X'4=330°

%

Las cuatro soluciones son validas:

x1=30°+/e-360°=%+2/en

x2=210°+/e-5600=7+2/€11:
con keZ
Xy = 150° + k- 360° = 2% + 2k
X, = 330° + k- 360° = 1%" + 2k
Agrupando:
xl=5O°+/e~1800=%+/e1t
con keZ

x2=1500+/e-1800=%"+/en
¢) cos x (cos? x—sen?x) +2cos?x=0 —
— cosx(cos?x—1+cos?x)+2cos2x=0 —
— 2cos3x—cosx+2costx=0 > cosxcos*x+2cosx—1)=0 —

— cosx=0 — x; =90° x,=270°

2+V4+8 _ 2+2V3 _

coS X = 4 = 4
 1+43 ~-1,366 — iImposible!, pues |cos x| < —1
- =< 0366 » Xy = 68° 31' 51,17, x, = 291° 28 80"
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Las soluciones son todas validas:

x1=9O°+/e'360°=%+2/e7t

x2=270°+/e-3600=37n+2/en con ke”Z

2y = 68° 31' 51,1" + k - 360° = 0,38T + 2k T
x, = 291° 28'8,9" + k- 360° = 1,621 + 2k T |

Agrupadas, serfan:

xl=9O°+/e~1800=%+/e1t

‘xZ - 680 31v 51,111 + k- 3600 ~ O,38TE + 2k T con ke Z/

x3=291°28' 89" + k- 360° = 1,02w + 2k

2igx
d)25€nx=¢ — 2senx—2senxig’x=21gx —
1-1g°x
sen’x _ senx
— sen x—senx =
cos? x cos x

—  Sen X cos? x — sen x sen? x = sen x cosx —

— sen x (cos? x — sen?

X—cosx)=0 —
— senx(cos?x—1+cos?x—cosx)=0 —

senx =0 — x;=0° x,=180°

- 1+V1+8

2coslx—cosx—1=0° - cosx=—-—" =

4
_ 1 = x3=0°=x
- ~1/2 = x, = 240°, x; = 120°
Las cuatro soluciones son vilidas. Luego:
x, = k- 360°=2kT
X, =180° + k- 360° =T + 2k

x4=240°+/e-560°:4?“+2/€n con ke”Z

x5=120°+/e-360°=27n+2/en

Que, agrupando soluciones, quedaria:
x; =k-180° =k

21
=120° + k- 360° = 2= + 2k
%2 07 360 3 TeRT con ke”Z

x3=240°+/e-5600=4?n+21en

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas



UNIDAD ﬁ

e)\/g 1-cosx

5 tcosx—1=0 — 5_5&=(1—cosx)2—>

— 3-3cosx=2(1+cos’x—2cosx) = 2costx—cosx—1=0 —

1+V1+8
— cosx =

_1+3 1 = x =0°
7 7 SN x, = 120°, x; = 240°

Al comprobar, vemos que las tres soluciones son validas:

x, =k 3060°=2kmn

- o . c>=27.c
x, =120° + k- 360 ?+2Ien con keZ

X, = 240° + k- 360° = AT

+2kT

f) 2 senxcosxcosx=06sen’x — 2sencos?x=06sen’x —

— 2senx (1 —sen?x)=6sen’x — 2senx—2sen3x=06sendx —

= senx=0 — x; =0° x,=180°

1 1 x; = 30° x, = 150°
2,=1 =+ P o
Sentx = = senx =i _>< x5 = 210°, x4 = 330°

Comprobamos que todas las soluciones son vilidas.
Damos las soluciones agrupando las dos primeras por un lado y el resto por otro:
x = k-180°=km

con ke”Z
x2=300+/e'90°=%+/e~%

g /) +igx +tigx=1 — 1rigx +tigx=1 —
g)l—tg(n/4)tgx s 1-1gx s
— l+tgx+1gx—1gx=1-tgx = 1g°x-31gx=0 —
- gx(gx-3=0 —>

igx=0 — x,=0° x,=180°

1gx =3 — x,=71°33 542", x, = 251° 33' 54,2"
Las cuatro soluciones son validas:
x, = k- 360°=2kT
X, =180° + k- 360° =T + 2k

X, = 71° 33 54,2"+Ie-560°z2?n+2/e1t con keZ

X, = 251° 33 54,2" + k - 360° = 7?” +2km

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas
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O, lo que es lo mismo:

x, =k 180°=km

x, = 71° 33 542" + k- 180° = 2?7‘ kT

Resuelve las siguientes ecuaciones:
a) sen 3x — sen x = cos 2x

sen 5x + sen 3x

cos x + cos 3x

sen 3x + sen x
cos 3x + cos x

d)sen 3x — cos 3x = sen x — cos x

con keZ

@ Transforma las sumas o diferencias de senos y cosenos en productos.

a) 2 cos 5x2+ X sen 3x2—x = cos 2x

2cos2xsenx=cos2x — 2senx=1 — senx=% — x; =30° x, =150°

Comprobando, vemos que las dos soluciones son vilidas. Luego:

x1=50°+/e-360°=%+2/en

con keZ
x2=150°+/e-560°=57“+2/en
2 sen 4x cos x sen 4x sen (2 - 2x) _
e e T T B e o
2 Cos 2x cos X cos 2x Ccos 2x
M=l — 2sen2x=1 — sen2x=l -
cos 2x 2
2x = 30° %x1=15°+1e-360°=1—n2+2/en
23 = 150° —>x2=75°+/e'3600=i—72t+2/en
- con ke”Z
20=390° = x; =195 + k- 360° = 2 4 2k
2x=510° - x,=255° +k-360°= L/ 4 ok

Al comprobar, vemos que todas las soluciones son validas.
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UNIDAD | 5
2sen2xcosx _ cosx _ 1 _ NER x=—£ ENDE T 150°
—2 sen 2x sen x —sen x g x & 3 X, = 330°
Ambas soluciones son validas. Luego:
x1=150°+/e-360°=%“+2/en
con ke”Z
117w

+2kT

x, = 330° + k- 360° =

d) sen 3x — sen x = cos 3x — cos x —
— 2 cos 2x sen x = =2 sen 2x sen x — (dividimos entre 2 sen x)

— Cos 2x = —sen 2x — M=—1 - g2x=-1 —
cos 2x

2x =315 — x; =157,5° + k- 360°
2x=135° - «x, = 67,5° + k- 360°

2= 675° — x, = 337,57 + k - 360°
2x = 495° — Xy = 247,5° + k- 360°

con ke”Z

Podemos comprobar que las cuatro soluciones son vialidas. Agrupandolas:

x=675°+k-90° con keZ

a) Demuestra que: sen 3x = 3 sen x cos? x — sen3 x
b)Resuelve la ecuacion sen 3x —2sen x = 0.

@ q) Haz sen 3x = sen (2x + x) y desarrolla.

b) Sustituye sen 3x por el resultado anterior.

a) sen 3x = sen (2x + X) = sen 2X cos x + cos 2x sen x =

= 2 sen x cos x cos x + (cos? x — sen? x) sen x =

2 2 2

= 2 sen x cos< x + sen x cos .X'—S€1’Z3X=5S€ﬂ.X'COS .X'—S€1’l3.96'

b)sen 3x — 2 senx =0 — por el resultado del apartado anterior:

2x—sendx—2senx=0 — 3senx(1—sen?x)—sen3x—2senx=0 —

3 sen x cos
— 3senx—3sendx—send3x—-2senx=0 —
— 4sendx—senx=0 — senx(4sen’x-1=0 —
{senx= 0 — x, =0° x,=150°

senx=+1/2 — X3 = 30°, x, = 150°, X5 = 210°, xg = 330°
Todas las soluciones son vilidas y se pueden expresar como:
x, =k-180°=km
x,=30°+k-180°=(n/6) + kT con keZ
X3 = 150° + k- 180° = (5m/6) + kTt

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas
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Demuestra las siguientes igualdades:

a) cos (0. + B) - cos (0.—P) = cos? o.— sen?

oa+f o-P
2 2

b) sen? —sen? =seno - senf}

2 2

o — o+
©) cos Tﬁ—cos 2[3 =seno - senf}

a) cos (oL + B) cos (0. — B) = (cos o cos B — sen osen PB) (cos o cos B + sen o.sen B) =

= cos? o, cos? B —sen? o sen? B =

cos? o (1 —sen? B) — (1 — cos?> o) - sen? B =

= cos? o — cos? o sen? B — sen? B + cos? o sen? B =

cos? oL — sen’ B

b) El primer miembro de la igualdad es una diferencia de cuadrados, luego pode-
mos factorizarlo como una suma por una diferencia:

(58] (58] o 38

= ZSenﬁcosE]~ ZCosgsenE]=
2 2 2 2

=4\/1—cosoc _\/1+COSB .\/1+cos(x ‘\/1—005|3 _
2 2 2 2

=1 - coso) (1 + cos B) @+ coso) (1-cosP) =

=1 - cos? o) (1 - cos? ) = Vsen? o - sen B = sen o sen B

) Transformamos la suma y la diferencia en productos, teniendo en cuenta que:

0B, 0B _ a+B _a-B _
DI i A e

¢) Procedemos de manera andloga al apartado anterior, pero ahora:

ocB o+pB o o-B _ a+p _
2 ¢ v 2 2 P

)=

s (5B« cos 28]

cos ( — cos? (

+
=

cos[£5B) 2

2 )

: ZSQVZESQ?’ZE =
2 2

= Zcosgcosi]- —ZSengseni]= 2 cos & cos
2 2 2 2 2

(S]]
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:4\/1+cosoc .\/1+cos[3 .A\/l—COSOC .\/1—605[3 _
2 2 2 2

=1 - cos? o) (1 —cos? B) = Vsen? o - sen? p = sen o sen p

NoTA: También podriamos haberlo resuelto aplicando el apartado anterior co-
mo sigue:

COSZ(OLT_B)—COSZ(OL;B)=1—S€n2(a;B)—1+S€n2(a;B)=

_ )
= sen? (OCTJrB)—senz ( az B) = sen o, sen B

® Por el apartado b).

37 |Simplifica la expresion: sen o. - cos 20.— cos 0. - sen 20,
sen o. (cos? o — sen? ) — cos o, - 2 sen O cos O, =
= sen o, cos? o — sen’ o — 2 sen o. cos? o =

= —sen o, cos? o — sen’ o = —sen o (cos? o + sen? o) = —sen o.

38 |Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al
primer cuadrante:

x +y=120°
a)

senx—seny=%

b) sen? x + cos?*y=1
cos? x—sen’>y=1
@ Haz cos’y=1-sen’y y cos?x=1-sen’ x.

sen x+cosy=1
C
x +y=90°

a) De la segunda ecuacion:

2cos XXV gon XZ¥ - L
2 2 2
Como:
x+y=120° = 2 cos 60° sen 2= =% S o2 Len x;y =% -

— sen x;y =% - x;y =30° > x—y=060°
Ast: x +y =120°
x—y= 060°
2¢ =180° — x=90° — y=30°

Luego la solucién es: (90°, 30°)

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas
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b) Como

1 - sen

e sen 40

® Cos 40,

38

cos?y=1-sen?y

2

cos“x=1-sen

El sistema queda:

sen’x+1—sen’y=1

Zx—sen’y=1

T

S o
4

cos?x-0=1 - cos?x=1 = {

4

2 0 con2 =
N sen® x —seny =0
—sen? x —sen® y =0

(Sumando ambas igualdades) — 2sen’y=0 — seny=0 — y=0°

Sustituyendo en la segunda ecuacion (por ejemplo) del sistema inicial, se obtiene:

cosx=1 — x=0°
cosx=—1 — x=180° € 2.° cuadrante

Luego la solucion es: (0°, 0°)
) x+y=90° — complementarios — sen x = cos)y

Sustituyendo en la primera ecuacion del sistema:

cosy+cosy=1 — 2cosy=1 — COS}/=% - y=060° -

— x=90°—y=90° - 60° = 30°

=@(%COSQ+¥S€VZO€

Luego la solucion es: (30°, 60°)

Justifica que para cualquier angulo o se verifica:
V2 cos
Desarrollamos la primera parte de la igualdad:

\/E'COS(

T
Z—OC =sen o + cos 0

)=\/§(COS%COS(X+S€7Z%S€H(X)=

\/5'ﬁ(cos(x+sen(x)=%(COSOCJrS?ﬂOO:

coS oL + sen o

Expresa sen 40. y cos 40, en funcion de sen o y cos o.

=sen (2 -20) =2 sen 0. cos 200 = 2 - 2 sen o cos 0. - (cos? o — sen? o) =

= 4 (sen o cos> o, — sen3 o cos o)

cos (2 - 200 = cos? 20, — sen? 20, =

(cos? o — sen? a)? — (2 sen o cos o)? =

cos

cos

4

4

o+ sen

o+ sen

4

4

o — 2 cos? o sen? o — 4 sen? o cos? o, =

o — 6 sen? o cos? a
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Pagina 145

41

42

43

CUESTIONES TEORICAS

¢Qué relacion existe entre las razones trigono-métricas de los angulos que
miden /5y 4n/5 radianes?

4m _ 5m

% + == =7 — son suplementarios, luego:

sen£=sen(n—4_n)=sen4_n
5 5 5

T
Ccos — =—cos —; 1g = =—1g —
5 5785 TR
Relaciona estas expresiones con las razones trigonométricas del angulo o:
a) sen (T — o) cos (1 — o); tg (m—o)
b) sen (1 + o); cos (T + o) tg(n+0)
c)sen(2r—a); cosQn-oa); tgn—-o)

{sen(n—oc)=senoc S gt =—fga

cos (T — o) = —cos o,

= g@+o)=1Iga

sen (L + o) = —sen o,
cos (T + o) = —cos 0,

O {sen Qn - o) = —sen o R S

cos 2m — o) = cos o,

Expresa A(x) en funcion de sen x y cos x:

a) A(x) = sen (—x) — sen (T — x)

b) A(x) = cos (—x) + cos (T + x)

c) A(x) = sen (1 + x) + cos (2w — x)

a) A(x) = sen (=x) — sen (T — x) = —sen x — sen x = -2 sen x
b) A(x) = cos (=x) + cos (M + x) = cos x + (—cos x) = 0

Q) Ax) =sen (W+x)+ cos QT —x) =—senx + cos x

Unidad 5. Funciones y férmulas trigonométricas
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Haz, con la calculadora, una tabla de valores de la funciéon y = cos 2x , dan-
do a x valores comprendidos entre 0 y 21 radianes y represéntala grafica-

mente.
5% o| | ® | ®| ® |30 |50 ® | 7% | 5% | 2%
12 8 4 3 8 12 2 12 8 3
Y = cos 2x 1 ﬁ ﬁ 0 _l _ﬁ _ﬁ -1 _ﬁ _ﬁ _l
2 2 2 2 2 2 2 2
L A N L I (N (A (R
4 8 12 4 8
o |21 5] [ Lo o
2 2
1
AN \ /1 N
\ / N\
\ / \
NEEAY / \
T\ i 3 b3 3\ 3n 70 | 2n] [9m\
4 2 4 4 2| [/[4
\ / A\
1 A N / ]
PARA PROFUNDIZAR
Representa las funciones:
T T
a)y = cos x+5) b)y = sen x+5
T T
c)y = cos > ) d)y = sen E—x)
a) 1
= N ] ™~
/ /
T T S 7t 3n T i 0 T n T /n 51 3n 7n | [2%
4 2 4 2 4 43 2 4 4 2
L~ 1
b)
A N A
In n 5T 4T 1 Jt T 0 T ; T T ST T n 2n
ARE 4 4 4 i 2 4 D[ [
1 ™~
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T T S| N 3n P b n m T o\ S 3n 7n 2
4 2 4 2 4 i 2 4 4 2
N~ ™~ 1
D
A N
i N
In| |31 ST T 3 t T 0 19 T u T ST an 7n 2n
4 2 4 4 4 “ 2 4 4 2 i
1 1 ™~

46 |Resuelve los sistemas siguientes dando las soluciones correspondientes al
primer cuadrante:

a){senx+seny=\/§ b){sen2x+cos2y=3/4 {COS(x+y)=1/2

cos x+cosy=1 cos? x—sen’*y=1/4 sen(x—y)=1/2

a) Despejando en la segunda ecuacion:

cosx=1-cosy®™

entonces:
Como sen x =N1 - cos? x }

senx=N1-(1—-cosy?=V1-1-cos?y+2cosy =\2cosy—cosy

Y, sustituyendo en la primera ecuacion, se tiene:

senx+seny=\3 — \2cosy—costy +seny=3 —
— seny =3 =2 cosy— cos? y

Elevamos al cuadrado:

seny =3+ (2cosy—cos?y) —2V3 (2 cos y — cos? y)

sen?y + cos?y—2cosy—3=-2\3 (2 cosy— cos? )

1-2cosy—3=-2V3(2 cosy— cos? y)

—2(1+cosy) =-2V3 (2 cos y — cos? y)
Simplificamos y volvemos a elevar al cuadrado:
(1+cosy?=3(2cosy—cos?y —

— 1+cos?y+2cosy=06cosy—3cosy —

— 4cos’y—4dcosy+1=0 — cosy=4i+é_16=% -y =060°
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Sustituyendo en ), se tiene:

cosx=1-+=L 5 x=60°
2 2
2 2,23
b) sen= x + cos Ve
Sumando:

2 2,1
cos? x —sen?y = —
4

sen® x + cos? x+ cos’ y—sen’y=1 — 1+ cos’>y—sen’y=1 —

— 2cos’y=1 — c052y=% — cosy = g — y=45°
(Solo consideramos las soluciones del primer cuadrante).

Sustituyendo en la primera ecuacion:

2 + 2 =é - 2 +l=2 -
sen? x + cos?y = = sen?x+ — ==
- sen2x=%—% - sen2x=% - senx=i%

Nos quedamos con la solucién positiva, por tratarse del primer cuadrante. Asi:
1 °
sen x = > — x =30

Luego la solucion es: (30°, 45°)

x + y € 1.°" cuadrante

©) Como x, y € 1.°" cuadrante
y ademds cos (x +)) >0 - {

x —p € 1.°" cuadrante

sen (x—1)) >0
Teniendo esto en cuenta:
cos(x+y)=% - x+y=060°
sen (x —y) = % — x -y =30° (Sumamos ambas ecuaciones)

2x=90° — x=45°
Sustituyendo en la primera ecuaciéon y despejando:
9= 60° — x = 60° — 45° = 15°

La solucién es, por tanto: (45°, 15°)
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47 |Demuestra que:
21g x/2 1-1g? x/2 21g x/2
a)sen x=—>5—— b) cos x = ————— oOigx=
) 1+1g2 x/2 ) 1+1g2 x/2 18X =11 /2
a) Desarrollamos y operamos en el segundo miembro de la igualdad:
> ll—cosx > ll—cosx
2 tg (x/2) 1+ cosx 1+ cosx
5 - = =
1+1g% (x/2) L 1-cosx 1+cosx+1—cosx
1+ cosx 1+ cosx
2 , 1-cosx
1+ cosx _
=———— =1+ cosx) 1 = cgs s
2 1+ cosx
1+ cosx
1 - cosx
(1 + cos x)* ——=" = \(1 + cos x) (1 — cos x) =
1+ cosx
= V1 - cos?x = Vsen2 x = sen x
1 - cosx 1+cosx—1+cosx
1— ng (x/2) 1+ cosx 1+ cosx 2 cos x
- z = = cos x
1+ 1g2 (x/2) 1+ 1—-cosx 1+cosx+1-cosx 2
1+ cosx 1+ cosx
2 ’1—cosx > ll—cosx
) 2 tg (x/2) 1+ cosx 1+ cosx
c = = -
1-1g% (x/2) _ 1-cosx 1+cosx—1+cosx
1+ cosx 1+ cosx
2 , 1-cosx
T+cosx 1+ cosx ll—cosx _
2 cos x CoS X 1+ cosx
1+ cosx
5 1—cosx
= (1 +cos x)r ———— =
cosx 1+ cos x
1
= V(1 + cosx) (1 — cos x) = N1 - cos? x
Ccos x Ccos x
1 \/72 1
= “Nsen- x = csenx =1g X
CcoS X CcoSs X
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AUTOEVALUACION

1. Expresa en grados: 3—: rad, 52_15 rad, 2 rad.
STTE rad = 135° 57112 rad = 450° 2 rad = 114° 35' 30"

2. Expresa en radianes dando el resultado en funcion de 7 y como nimero de-
cimal:

a) 60° b) 225° <) 330°

a) 60° = g rad = 1,05 rad

b) 225° = STR rad = 3,93 rad
¢) 330° = HTR rad = 5,76 rad

3. En una circunferencia de 16 cm de didmetro dibujamos un angulo de 3 rad.
¢Qué longitud tendra el arco correspondiente?

/=8-3=24cm

4. Asocia a esta grifica una de las siguientes expresiones y di cuil es su periodo:

a)y=cosx b) y = cos 2x c)y=2cos x

—1+

Completa estos puntos para que pertenezcan a la grafica: (51/6, ...), (41/3, ...),
(-r/4, ...).

La grafica corresponde a la b) y = cos 2x. Su periodo es .
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5. Si cosa=-_y a<m halla:

_a)

a) sen 20, b) cos (t + o) ) tg% d) sen

”’k‘\?\l NE]

5 1\2 15
coso=—— o<mt — sen“o=1—-|——| = - sen o=

T 16

a)sen2a=236n0ccosoc=2(——

1
b)cos(n+0c)=—cosoc=z

C)ZE=\/1—COSOL=\/1—(—1/4)= fi
) 1 + cos o 1+1/49) 3

d) sen

11y 3 15
-5

Y T T
— — O =8sen — cos oL — cos — sen o = —

6 6 6
V45 —1-3\5

8 8

L
8

6. Demuestra cada una de estas igualdades:

2tg o
1g 20 = ——S "
a)ig 20 1-tg?a

b) sen (0. + P) - sen (0. — B) = sen? o.— sen? B

2sen 0, cos «,
sen 200 2sen 0. cos o cos? o 21g o

cos 20 cos? o —sen? o sen? o, 1-1g% 0

a) tg 200 =
~ cos?a

b) sen (o + B) - sen (0. — B) =
= (sen o cos B + cos o sen PB) (sen o cos B — cos o sen P) =
= sen? o cos?® B — cos? o sen? P = sen? o (1 — sen? B) — (1 — sen? o) sen’ P =

= sen? o — sen? o sen’ P —sen? P + sen? o sen? B = sen’ o — sen’ B
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7. Resuelve:

T
a) cos 2x — cos E+x =
T
a) cos 2x — cos E+x =1
cos? x — sen?

1 b)2tgxcoszg—senx=1

x—(=senx)=1 — l-sen?x-sen’x+senx—-1=0

2sen?x+senx=0 — senx(2senx+1)=0

Soluciones:

x) = 360°k; x, = 180° + 360°%; x; = 30° + 360°k; x; = 150° + 360°k, con ke Z

2 X

b) 21g x cos S —senx = 1

1+ cos x

— 2igx —-senx=1 —

— lgx+igxcosx—senx=1 —

sen x
— lgx+ cosx—senx=1 —

X, = 45° + 360°%
tgx=1 ' on keZ
- igx <x2=225°+360°/e} con ke

8. Simplifica:
sen 60° + sen 30° sen? o , O
a b)——|1+itg°-—
cos 60° + cos 30° 1—-cos o 2
60° + 30° 60° — 30°
2sen cos
sen 60° + sen 30° 2 2 sen 45°
; = = =t045°=1
cos 60° + cos 30° 60° + 30° 60° — 30° cos 45°
cos
2 2
2 o 2 1 — cos o 2 2
by _Sen o (1+z‘g2— __sen’o . _ _sen’o _
1 - cos o 2 1 - cos q 1+ cos o 1—coso \1+ cosa
2sen? o 2sen’ o

1—cos?o  sen’a

-2
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