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1 Explica si es verdadera o falsa cada una de estas frases:
a) Todo niimero decimal se puede expresar como fraccién.
b) La suma de dos niimeros irracionales es irracional.
¢) Hay niimeros irracionales que no son reales.
d) El producto de dos niimeros irracionales puede ser un nimero racional.
a) Falsa. Los nimeros decimales no periédicos no se pueden poner como fraccién.
b) Falsa: n+ (—n) =0€Q
c) Falsa. Lo sntimeros reales contienen a los nimeros racionales y también a los irracionales.

d) Verdadera: y2-y2=2€lNcQ

2 Dados los intervalos A = [1,6) y B= (-2, 5], expresa como intervalo AU By AN B.
AUB=(=2,6); ANB=[1,5]

3 Efectiia las siguientes operaciones y simplifica:

a) «/E—Zaé/?+3a6~/;—§/ﬁ
b) (/2 +3)(/6 - 1)
C)M.3OB

/96
2 442

Y "HE B
a) ava—2aja+3ala—afa=ala
N;Ff 3043 = j? 3043 - 30% -30
O V12-42+18-y3=2/3-y2+3{2-y3=13+242
&S, 2W6-32) 4253 506 _2/6-6/2 46 _
6 W0 -G 3~ 6 12 3

56 J6-32 4J6 _5J6-6+3/2-8J6 _3/2-4/6
6 6 3 6 6

4 Expresa el resultado de la siguiente operacién con tres cifras significativas y da una cota del error
absoluto y otra del error relativo cometido:

(5-10718)(3,52 . 10'%) : (2,18 - 107)?
3,70 - 101!

|Error absoluto| < 0,005 - 101! = 5. 10%

5.108

_ -3
W—1,35-10

|Error relativo| <
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5 Si logk=-1,3 calcula el valor de estas expresiones:
a) log k>
b) log %

k
100

c) log
a) /og/e3:3/ogk:3(—l,3):—3,9
b) log%:logl—logk:O—(—lﬁ):lﬁ

9 logl—éozlogk—log100=—1,3—2:—3,3

6 Calcula x aplicando la definicién de logaritmo:
a) log, Jx =-1
3__1
b) In i

2
a) long;:—l - 21 > x=<é) =%

ool 5123 1.3 3/
X 2 X X

1
/e

7 Escribe los valores que puede tomar x para que sean vilidas las siguientes expresiones:

a)[x2-3]|=1
b)[5-x|<2
x2-3=1 - x2:4<x:2
x=-2
a) [x2-3|=1

2 2 2 x=y2
x“—3=—-1—> x _2<x=—«/§

Soluciones: xq =23 x, = =25 x3=2; x4=—y2

5—-x=2 > x=3
b) |5 - x| =2 <_

5—-x=-2 > x=7

Soluciones: x;=3; x,=7
5 8
8 Escribe el cuarto término del desarrollo de (% - %) .
8
L X2 3
El cuarto término del desarrollo de (7 - ;) es:
5
8 <x_2> (if _ 8l x10 (:3)° =56x7<—27)=_ 189 7
3/\ 2 X 5130 25,3 32 4
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9 Calcula el término general de cada una de estas sucesiones; halla después la suma de los 20 pri-
meros términos y, si es posible, calcula la suma de sus infinitos términos:

13,3 1 _7
a) 4)2) 4’ 2) 4..-

b) 8, 18, 32, 50, 72...
) 512,16,/128,8,32...

d)18,-6,2,— 2,
) 3

N-118)

a) Progresién aritmética de diferencia 4 = — >

Z.
I SR ] _13 _o)__41
ﬂ”— 4 +(71 1)< 4> [lzo— 4 +(19)< 4) )
£+<_4_1>
4 2 4

b) No es progresion.
b,=2(n+1)2
Usamos la fé6rmula de la suma de los cuadrados de los 7 primeros niimeros naturales.

Para la suma que nos piden, tenemos que sumar desde 22 hasta (7 + 1)?. Para eso, sumamos los
cuadrados de los 7 + 1 primeros nimeros naturales y le restamos 12.

520=2<(20+1).(20+62).(2.21+1) _1)

$20-2( 2128 1) 6620

¢) Progresién geométrica de razén 7= 2.
¢,=512(/2)" " =427 (D)1 = /278
Cl =4 5 1 2

020=‘/ﬁ

28 29 _ 29
Jz_-g—lblz:&_ﬁ—lﬁz1638%ﬁ116ﬁ=16368ﬁ+32736

1

520

d) Progresién geométrica de razén r = —

n—1
— _ 1_
dn_18( 3)

19
g1\ 2
d2°‘18< 3) 129140163
_#._l_lg
S 129140163 3 _ 1743392200
20 1y 129140163
3
__18 _27
S = =5
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10 Calcula la suma de los doce primeros términos de una progresién aritmética con a3 =24 y
ay +ag = 41.

Expresamos las condiciones mediante un sistema de ecuaciones para calcular el término general de la

sucesion:

43=ﬂ2+d 24=612+d

411243+8d% 4112241'86{%[6{:—1, 42:25, 6111:16]
612+ﬂ11=41 ﬂz+ﬂ11=41

ﬂ1=26

a,=26+(n-1)(-1)=27-n

ﬂl +6112

ﬂ12=27—12=15
512=26;15-12=246

11 Sial comienzo de cada afio ingresamos 500 € en un banco al 4% anual, ;cudnto dinero tendre-
mos al final del quinto afio?

1.°" afio 2.9 afio 3.°" afo 4.9 afio 5.2 ano
500 500 - 1,04°
500 500 - 1,04%
500 500 - 1,043
500 500 - 1,042

500 —> 500 - 1,04
Capital

El capital disponible al final del 5.° afio es la suma de los 5 primeros términos de una progresién
geométrica con 4; = 500 - 1,04 y razén r=1,04:

g_“@s"=41_500-1,04°-1,04-500-1,04

= 1041 =2816,49 €

12 Estudia el comportamiento de las siguientes sucesiones para términos avanzados e indica su

limite:

3 1 n?+1
an=? bn=5—; Cn=T
J - 4n—5 . - 3n2_2n £ =1)*.243
7 2m+l " 4242 " 4n3+3n?
an=%; 2100 =0,0003; 2, 40 = 0,000003 /l'm%=0
bn=5—%; b100=4,99; 5100024;999 ll,ms_%=5

2 2
¢, =21 n+1;c100:100,01; ¢1000=1000,01 zzm”—n”: +o0

4n—5 . 4n-5

312 —2n . 3nt-_2n 3
€,="—-; ¢ =-1,499 im 22— =2 = 2

40,2 1000 %2 >
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Los términos pares se acercan a % y los impares a — %, luego no tiene limite.

13 Simplifica la expresién del término general de la siguiente sucesién e indica su limite:

1 2 3 n
WAt At e
2
Sumadel,2,3,...,n e §,= l+n ,_n+n"
2 2
n+n’ ,
2 n+n . n+n 1
= = — / =
“n n? 2n? " 21?2 2
14 Simplifica:
a) x+3x+2 b) 2+ 2x4 4 223 1 &2

K2 -1 43x4 143 1352 4+ x

2) x2+3x+2 _ (x+2)(x+1) _x+2
x2—1 x+1)(x-1) x-1

b) 10 1 2x* 4 2663 4 &2 :xZ(x+1)(x2+X+1): x
W43t dxd 3% v x x4 x+)(x+1)2 x+1

15 Resuelve las siguientes ecuaciones:

a) (x+4)?2-7=02x+3)%+2x b)8x°-7x3-1=0
c)V3-2x +yl—-x=5 d) 35 — 4% —5x3 + 242 =0

a) 2 +16+8x—7=4x2+9+12x +2x
=0
) x
3x“+6x=0 > 3x(x+2)=0 <x=—2
Soluciones: x; =0, x, =-2
b) 8x° — 7x3 —1=0. Hacemos el cambio de variable x3 = 7.

/ =1
8}/2—7y—1=0—>y=7i 49+32_7i9_<}’

16 B ].6 B }/:—1/8
y=1 = x=1
R v\ i
J= 3 — X >
Soluciones: x; =1, xzz—%

Q) V3-2x+{l—x=5 = y3-2x=5-J1-x >
= 3-2x=(5-Y1-%)2 = 3-2x=26-10y1-x—x —
— 10yI-x=x+23 = 100(1-x)=(x+23)% —
— 100 — 100x = x2 + 46x + 529 — x2 + 146x+ 429 =0 — x=-3; x=—143 no vélida

Solucion: x=-3

d) 3x5 —4xt = 5x3 4 262 = x2(3x3 — 4x? —5x + 2) = 3o 2
-1 -3 7 =2
=x2(x+ 1)(x—2)(3x—1) 3 -7 2 0

Soluciones: x =05 xy=—1; x3=2; x4 = < 2 6 =

3 3 1.0
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16 Resuelve los siguientes sistemas:

2) x+y=3 b) x+1>3
xy+x=0 2x-1<9
x+y=3| = y=3-x

. xy+x=0| = xB-x +x=0 = 3x—x?+x=0

x1=0 —> _)’1:3
2 dee
X~ + 4x 0<x2=4—>}’2=—1

Soluciones: (0, 3) y (4, -1)

x+1>3 - x>2
)2x—1s9 — 2x<10 — x<15

2 5

Soluciones: x € (2, 5]

17 Operay simplifica: (’52—_4 : M) — (x2 - 3x)
X

+1 x3—x

-4 P42\ 2 _(x2—4)(x3—x)_ 2 a2y
(x+1 'xs—x) (= 3x)= (x+1) (x2 +2x%) (= 3x)=

_ (x+2)(x-2)x(x+1)(x=1) B

: =(x=2)(x—1)=(¥?=3x)=x?—3x+2— x>+ 3x=
1) x(xs2) (¢ =3x)=(x = 2) (x— 1) - (x* = 3%) 3542 3522

18 Resuelve:

7-x x
a + =
)x2+4x+4 x+2

b 1 _ 3+x
)«/2x+6 J5-11x

0 3-2-1/3
d)4%>*-2.4*14+16=0

e) log(x+1)=1+logx

\Infx +1=lnx

7 —x X 7—x+x(x+2)
=1 » —= - = _
) (x+2)2+x+2 (x +2)2

= 7 —x+x*+2x=x?+4x+4 > 3x-3=0 > x=1

1 —>

Solucion: x=1

‘/21 6=\/53+1xl - 5-1lx=B+0y2x+6 = (5-11x2=(B+x)y2x+6)> —
X + —11x
- 5-11x=(x*+6x+9)2x+6) —

= 232 +18x2 +54x+11x+49=0 —

= e+ 1) (2x2+16x+49)=0

Solucion: x=-1
x=1
c) 3x2_2=%=3_1 - x2-2=-1-> x*=1 <

x=—1

Soluciones: x; =1, x,=-1
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d) (492 -2-4%.4+16=0

cam
X

bio
———— #-8+16=0 >
4%=¢

- (t-4)%2=0 5 t=4 > 4*=4 > x=1
Solucion: x=1
e) log(x+1)—logx=1 — logﬁzl - ﬂ:lo -
x x

— x+1=10x > Ix=1 > x=

\g|._.

Solucién: x= L

£) nfx+l=lnx = Iidx+lne=lnx — Inefx=lhnx —

2 2

- efx=x > ?x=x> = x(?=x=0 > x=0 no valida; x=e

Solucién: x = e

19 Resuelve los siguientes sistemas:

—_ = x _ _1—_
a){x 4y=5 b){Z 37-1-_5

log (x +1)=1+log y 22 _3y-_11
x+2y+ z=1 x— y+3z=7
)12x+ y— z=-5 d)q 2x+ 39— z=5
3x— y+32=10 —4x—11y+92z=0
a) x—4y=5 x—4y=5 x—4y=5
log (x +1)—log y=1 %%=10 %x+1:10y
—x+4y=-5
- —6y=-6 = y=1
x—10y=-1

—x+4y=-5 > —x+4=-5 > x=9

Solucion: x=9, y=1

2¢-37-1=-5
){ 5 Hacemos el siguiente cambio de variable: 2¥=1# 3/ =2
22 _37__1
r—%-— z=15+3¢
3 - 5 — 15+3t=2+11 — t=4, t=—1 no vélida
2_z-_11 z=t"+11

t=4 — z=15+3r=27

Solucion: x=2, y=3

x+2y+ z=1 (1.9 x+2y+z=1 x=1
Q) 2x+ y— z=-5; @9-2-019 Sy+z=-3F y=-1
3x— y+3z=10| (H=3-(19 7y = z=2

Solucion: x=1, y=-1, z=2

x— y+3z=7| 1 x—y+ 3z=7 (1.3 x—y+3z=7
d) 2x+ 3y— z=5;p @9-2-019 S5y— 7z=-9; @3 57-7z=-9
—4x—11y+9z=0] GH+4- (1.9 —15y+212=28| BH+3-2.9 0=1

La dltima ecuacién es imposible, luego no tiene solucién.
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20 Resuelve:

A -2x*—x+2<0

2

6

b) ﬁ >0

a) ¥ —2x"—x+2<0 = (x-1)(x—2)(x+1)<0

(_°°) _1) (_l) l) (l) 2) (2’ +°°)
(x-1) — - + N
(x—2) - - - +
(x"' 1) — + + +
x—1Dx-2)(x+1) - + - +

Solucién: (—oo, —=1) U [1, 2]

x2+6
b) ey >0 El numerador nunca vale cero.
x J—

(=00, —2) (_2’ 2) (2, +°°)
x2+6 + + +
x2—4 + - +
% +6
x*—4 + - +

Solucion: (—eo, =2) U (2, +e0) Los intervalos son abiertos porque el denominador no puede ser 0.
21 Una pasteleria vendi6 27 tartas. El niimero de las de chocolate duplicé al de tartas de nata y entre
ambas excedieron en 3 a las ventas de tartas de queso. ;Cudntas se vendieron de cada tipo?
x = n.° de tartas de chocolate
y = n.° de tartas de nata
z = n.° de tartas de queso
Expresamos las condiciones mediante las siguientes ecuaciones:

x+y+z=27
x=2y — x=10, y=5, =12

x+y=2+3

Vendié 10 tartas de chocolate, 5 tartas de nata y 12 tartas de queso.
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1 Halla el lado de un pentdgono regular inscrito en una circunferencia de radio 8 cm.

360° _ 0.

El d4ngulo central del pentigono regular es

Si / representa al lado: sen36°= Z/TZ — [=165e1n36°=9,4 cm

2 Calcula los lados y los dngulos del tridngulo ABC.

c0s50°= =5 — AB=—3 ~=4,67 cm
AB cos 50

tg%u% — BD=3-1£50°=3,58 cm
DC?+3,582-72 — DC=472-3,582-6,02 cm

AC=3+6,02=9,02 cm

Ao BD _3.58 sq

anC=:

BC 7

~

C =30°43"49"

~

B =180°-50°—-30°43"49" = 99° 16' 10"

3 Un globo aerostitico estd sujeto al suelo en dos puntos que distan entre si 50 m. El cable mds
corto mide 75 m y el més largo forma un dngulo de 35° con el suelo. Halla la altura a la que se

encuentra el globo y la longitud del cable mds largo.

75m

35°
< 50 m

Llamemos h alaaltura del globo y x ala distancia desde la base de esa altura hasta el cable més corto.

tg35°=50—hx — h=£35(50+%) — h=0,7(50+x) — h=3,5+0,7x

+

x%+h%2=752

x2+(3,5+0,7x)%2 =752 — 1,49x% +4,9x - 5612,75=0, que da lugar a una solucién vélida, x=59,7 m.

La altura del globo es h =3,5+ 0,7 - 59,7 = 45,29 m

La longitud del cable més largo es (50 +59,7)2 + 45,292 =118,68 m
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4 En un tridgngulo ABC conocemos AC =115m, BC =83m y ABC =28°. Calcula los demis
elementos del tridngulo. ;Podemos asegurar que AB> AC?

28°

A C

115 83 = end = 83 . 5en 28°

sen28° sen A 115
C =180°—(28°+19°52'37"")=132°7' 23"

0,34 — A=19°52'37"

115 AB —5 115-56”6
= > — AB=—"2"—=-181,
5en28°  n C sen 28° /m

Si podemos asegurarlo porque los dngulos opuestos respectivos cumplen que C > B.

5 Justifica si existe algiin dngulo o tal que g o = % y sen O.= L

>
2 _y seno_2 _3 _3.1_3
tg()c—3 — s 3 —> cos O 2sen0c PRI
2 2
xenz(x+coszoc=<%) +<%> =}—2¢1

No se satisface la identidad fundamental, luego no existe tal dngulo.

6 Las diagonales de un paralelogramo miden 16 cm y 28 cm y forman un dngulo de 48°. Calcula
el perimetro y el 4rea de dicho paralelogramo.

Utilizamos el teorema del coseno en los tridngu-

los BOC y AOB.

BC?=14%+82-2.14 805 48° — BC=10,49 cm

AB* =142 +82 ~2-14-8 cos (180° — 48°) — AB=20,25 cm
Perimetro = (10,49 + 20,25) - 2 = 61,48 cm

Para hallar el drea, necesitamos conocer un dngulo del paralelogramo.

Hallamos el 4ngulo A del tridngulo AOB.

14 20,35 DA 14‘56711320 . . ' )
B BAO = —— = BAO = 4
sen BAO  sen132° = sen BAO 20,25 — BAO =30°54'57

En el tridngulo ACD, hallamos la altura.
BAO=ACD — sm30°54'57"=1—hé > h=8,22 cm

i 20,25-8,22
N 2

Area =83,23 cm?
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7 Busca, en cada caso, un dngulo del primer cuadrante que tenga una razén trigonométrica igual
que el dngulo dado y di cudl es esa razén.

a) 297° b) 1252° c) —-100° d) BTR

a) 297° = 360° — 63° — cos 297° = cos 63°
b) 1252°=360°-3 + 172°% 172°=180°— 8% sen 1252° = sen 8°

c) —100° + 360° = 260° 260° = 180° + 80°% z¢g (—100°) = z¢ 80°
d) lgn:2n+3_7t,3_n: 27, 13n 2n

T—— Sen——=5en—

575 5 5 5

8 Sitga=2y coso >0, halla:

a) cos 20, b) sen (% - 0() c) sen % d) zg <£ + Oc>

tg =2y cos0 >0, 0 estd en el primer cuadrante.

1+t o= L 5.1 5 w?a=L 5 wsa=
cos® o, cos o, 5

265
5

S~
W

sen O _
cos O

sen Ol

J5/5

2 2
a) 6052(X=605206—S€n2()€=<£> —<£) _1_4_3

5 5
b) 5en(%—0(>=6050c=§

) sen%=W=\/l—(«f/5) =\/5;f

tg%+tg0€ 142

g o — =2 > sen O =

=3

d) tg(%+0c>=
l—tg%-tg(x

9 Asocia a cada grifica una de estas férmulas:

a)y=1gx b) y = sen 2x c)y=cos<%—x) d)y:sen(%+x>

1 i i
T T 3m 2n EI
7\/ 7\/ Nk

=1

a) > IV b) — III c) —1 d)—-1I
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10 Demuestra las siguientes identidades:

a) cos* x —sen* x =2 cos? x— 1

2%—senx:tgx

b) 2tg x cos

a) cos x — sen® x = (cos® x + sen’ x) (cos* x — sen® x) = cos® x — sen’* x = cos* x — (1 — cos® x) = 2 cos® x — 1
b) 2tgxcosz%—senx=2tgx%—smx=tgx+tgxcosx—senx=tgx+ SNX o5 x —sen x =1g x

11 Resuelve las ecuaciones siguientes:

a)2senx+cosx=1
b) 2sen? % +cos2x=0

a) 2senx+cosx=1 - 2senx)%=(1-cosx)%> — 4dsen® x=1+cos®> x —2cos x —

cos x=1
— 5cos2x—2cosx—3=0 = cosx= 2i1«(/)@ < o5 % =35

cosx=1— x;=0°+360°-k; keZ — Vale.

w3 — x,=126°52"12"+360°k, keZ — Vale.
5 x3=233°7"48" — No vale.

Hemos comprobado las soluciones en la ecuacién dada.
b) 2sen2%+6052x=0 - 2%+60:2x—5m2x=0 -

— 1—cosx+cos>x—(1—cos?x)=0 = 2cos* x—cosx=0 —

cosx=0 — x=90°+360°k; x=270°+360°F%

N -1)=0 —>
cos x(cos x —1) {msle — x=0°+360°k

12 Dado el nimero complejo z =34y, expresa en forma polar el conjugado, el opuesto y el inverso.
2 =3360° - 60° = 3300°

2 =360°4180° = 3240°

e
z 3600 \3/60° \3/300°

-10 7
13 Simplifica: © =27
2+17
0= A 21 =4 =
P3=(%8.i=i

027 1-2() | 142i _ (1420 Q1) _ D+iv4i-22 _Si_,
2439 2+4i 24i  (2+)(2-)) @*-@* 5

14 Escribe una ecuacién de segundo grado cuyas soluciones sean —1 + V3i y -1- V3i.

[x—(=1+y39)][x = (=1=4/3)]=0 = x2+2x+4=0



Bloque Il. Trigonometria y nimeros complejos VNANNSACHILLERATO)

Matematicas |

15 Un cuadrado cuyo centro es el origen de coordenadas tiene un vértice en el afijo del niimero
complejo 1 + J3i. Determina los otros vértices y la medida del lado del cuadrado.

______ A4 5 Hacemos giros de 90°. Para ello, multiplicamos por 1.
B A i A=1+Bi=260° B=2600'190°=21500
> '
€ =250 Logo = 22400 D =254 190 =2330°
b AB*=2242> — AB=2{2u
C

16 Calcula @ y b para que se verifique esta igualdad:

a-2i _b-i
3-7 5
‘g——};z% 5 5(a—20)=(b—1)(3=4) — 5a—10i=3b—bi—3i+i* —
Sa_10i=3b-1+(b-3)i — 10! 4 b=7
— Da—-101=50—-1+(-0— zﬁ_loz_é_aﬁa—,-
17 Resuelve la ecuacién 222 + 8 = 0.
22248=0 > 22=—4 — z=+{-4=42i = z,=2i z,=-2i
18 Representa grificamente:
a) Re(z) 23 b)|z| <2 ¢ z-z=-4i
a) [ . b)
T 1. "—'- .‘~~
2. ,‘ 'I' \“
| ] \ !
| T ‘\~ x'l
T e
4 VL. N\ ‘
|

o) Si z=a+bi > z—Z=a+bi—(a—bi)=2bi
z—Z=-4i

Por tanto: 2bi=—4i — b=-2
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1 Dados los vectores E(%, —1) y ;(0, -2), calcula:

a) |;| b) —2u+3v c) 2u- (—2;)

E(l,—l) v (0,-2)

2
b) 20 +3v = —2(%,—1) +3(0,-2) = (=1, 2) + (0, =6) = (=1, —4)

Q) 2u-(=2v)=2-(=2) - (0~ V) :_4<%.0+(—1)-(—2)>=—8

2 Determina el valor de % para que los vectores a 1,3) y b (6, k) sean ortogonales.
alboa-b=0

a+b=(1,3)+(6,k)=6+3k=0 — k==2

3 Dados los vectores u -1,0) y v (1, 2):

a) Calcula proy; v.

b) Calcula el 4ngulo que forman u y v.

c) Da las coordenadas del vector ;(4, 6) enlabase B(u, v).
Iv]-(@-v) 3.3 =

a) pmy;;=|_\;|c‘050(= -> -> - -> 1
luf-fv]  [u]

> = _>._) _ B g~ ﬁ , "
b) cos (u, v) = LY ) S PN (u,v) = arc cos |— =] = 116° 33' 54
jallv| 1655 >

> . —k+s=4
ow=ku+sv = 4,6)=k(=1,0)+s5(1,2) = (-k+s5 25 —

25:6Jl $=3, k=-1

> >
wW=—u+3v

4 Determina el valor de y para que los puntos A4(0, 1), B(-1,4) y C(3,y) estén alineados.

Para que A, B y C estén alineados, AB y BC deben tener la misma direccién, es decir, deben
ser proporcionales.

g(_lﬁ) E=i - 4-y=12 - y=-8
BC (4, y—4)

3 _

5 Halla las coordenadas del vértice D del paralelogramo ABCD, donde A(2,2), B(3,1) y C(4,2).
D= (x,y)
Elvector DC = AB en un paralelogramo.
AB =(1,-1); DC = (4-x2-y)

l=4-x > x=3 D03
12—y = y=3 =(:3)
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6 Halla en las formas paramétrica e implicita la ecuacién de la recta que pasa por P(0, 3) y es
x+1

perpendicular a la recta s: =1-y.
gl gy 5 2L VT Vecror direccion de s: v (2, -1)
: T = —y T—T. ector alreccion de s: viZ, —

Un vector perpendicular a v oes u(l,2).

Buscamos una recta 7 que pasa por P(0, 3) y tiene como vector direccién a u(1, 2):

X=t
— Ecuaciones paramétricas: {
y=2t+3
xX=t
y-3
t—y_3 X="m— — 2x=y-3 = 2x—-y+3=0

2

— Ecuacién implicita: 2x—y+3 =0

7 Se consideran las rectas 7:2x+y—1=0y s:kx—y+ 5 =0. Determina % en cada uno de los
siguientes casos:

a) r y s son paralelas.
b)  y s se cortan en el punto P(2,-3).
¢) r y s son perpendiculares.
Q) ri2xey—1=0
st kx—y+5=0

7y s son paralelas si sus vectores de direccion 3(2, 1)y ;(k, -1), lo son:

> k=2t
v=tu = (b,-1)=£(2,1) — ) t} t==1, k=-2

b) Comprobamos que P(2,-3) esun puntode » = 2-2-3-1=0
Buscamos ahora el valor de # para el que P también pertenece a s:
E-2-(-3)+5=0 = 2k+8=0 — k=-4

¢) Vectores de direccién de las rectas: 3, = (-1, 2), d =1, k)

Para que sean perpendiculares, el producto escalar de sus vectores de direccién tiene que ser cero.

d,+d,=(-1,2)« (1, k) ==1+2k=0 — /e:%

8 Halla la distancia entre las rectas 7 y s.

x=t
Y= 2 :
riy=x+ s {y=t—2

Vectores de direccién de las rectas: d, = (1,1), d,=(1, 1), luego son paralelas.
Sea Pes, por ejemplo, P=(0,-2).

rry=x+2 — x—y+2=0

dist (r, s) = dist (P, r) = ‘%‘:2\5
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9 Obtén la expresién analitica del haz de rectas al que pertenecen 7:2x+y-3=0y s:x+y—-2=0.
Halla la recta de ese haz que pasa por P(2, 3).

Expresién analitica del haz: #(2x+y—3) + t(x+y-2) =0
Como la recta que buscamos ha de pasar por el punto (2, 3),
k(2-2+3-3)+1(2+3-2)=0 — 4k+3:=0
Cualquier par de valores de 4 y # que cumplan la igualdad anterior dan lugar a la misma recta.
Tomamos, por ejemplo, k=3 y r=—4. Asi:
32x+y-3)—4(x+y—-2)=0 = 6x+3y—-9—-4x—-4y+8=0 —
— 2x—y—1=0 eslarecta del haz que pasa por el punto (2, 3).

10 Solo una de estas ecuaciones corresponde a una circunferencia. Justifica cudl es y determina su
centro y su radio:

Ciix?+y?—2x+6y+6=0

Cyx?+y?—2xy+6y+6=0

Cyx?+y*-3x+5x+18=0

Cy: r=4y149-6=2 — Circunferencia de centro O = (-1, 3) y radio 7= 2.
C, No es una circunferencia porque tiene término en xjy.

Cy: 72=4-18 <0 — No es circunferencia porque 72 < 0.

11 Escribe la ecuacién de una elipse de centro (0, 0) y focos en el eje de abscisas, sabiendo que su
excentricidad es igual a 4/5 y que uno de sus focos es F(8, 0).
2

. x> )
La ecuacién debe ser de la forma S S =1
a*  b?
a’=b%+c? ¢ F(8,0)=(,0) > c=8
exc:%:i °ex€=%=§ - %:% - a=10
F(8,0) = (¢, 0) ca?=b>+c* = b=a>—2=J100-64=6
2 _yz
Por tanto, la ecuacién buscada es: % + 3€°

12 Sin resolver el sistema formado por sus ecuaciones, estudia la posicién relativa de la circunferen-
cia de ecuacién C: (x—1)2 + (y+2)2=4 ylarecta 7:3x—4y—1=0.

Calculamos la distancia de la recta al centro de la circunferencia, C(1, -2):

3:1-4(2)-1_10 _,
V32+42 5

Esta distancia coincide con el radio de la circunferencia. Por tanto, son tangentes.

dist (r, C) =

13 Determina las coordenadas de un vector unitario a(x, y) sabiendo que forma un 4ngulo de 60°
con el vector u(2, 0).

E-E=|;|-|E|-60560°%2x=1~2- — x=

1
2

|;|:1 - x2+y2:1 —>x2+)/2:1 - %+}/2:1

%
Existen, por tanto, dos soluciones: a (L ﬁ) y a' (%, —£>



Bloque Ill. Geometria NENTNSAC HILLERATO

Matematicas |

14 Sean } (-5,5) y b (-1, 3). Exp£esa a como suma de dos vectores, uno con la misma direccién
que b y otro perpendiculara b.

Los vectores paralelos a b son de la forma k(-1,3), ke R.

Los vectores perpendicularesa b son de la forma 5(3, 1), s€ R.

—k+35=-5

a=(575)=k(13)+53,1) - 3k+ 5=5

} s==1, k=2
Por tanto, a = (=2, 6) + (=3, —1)

15 Halla el simétrico del punto A(0, 0) respecto alarecta 7:x+y—2=0.
* Buscamos la ecuacién de la recta s que pasa por A y es perpendicular a 7:
six—y=0
* Punto de interseccién de 7 y s:

x+y—2:0} 2x=2 - x=1

}M(l, 1)
x—y=0 y=1

* El punto A'(x, y) que buscamos es el simétrico de A respecto a M:

X+0y+0 X:2 '
=, —1]=(1,1 A'(2,2
(2’2)(’)*%2} 2,2)

y A
Ly
I~ ‘7
]
A7
00 S
1 I/ X
HEN
] ,
|

16 Halla la ecuacién de la recta que pasa por el punto de interseccién de las rectas 7:2x—y+1=0
y st % = % y forma un dngulo de 45° con la recta 7.

Hallamos el punto de interseccién de 7 y s:

2x—y+1=0
x+1 -5 [ Resolviendo el sistema obtenemos el punto P(1, 3).
2 2

La pendiente de 7 es 2.

2-m=1+2m — m=L

1:t4so:‘2—m‘ 3
g 1+2m <2—m:—1—2m%m:—3

Hay dos soluciones:
try—3= % (x—1)

t'iy—3=-3x-1)
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17 Halla los puntos de la recta y = 0 que distan 3 unidades de la recta 3x— 4y = 0.
Los puntos de la recta y =0 son de la forma P(x, 0), x € IR.
r:3x—4y=0

dist (P, 7) = [3x—4-0] 3] _;

V32 + 42 5

3x=15 > x=5

=1
3| = 15 <_ Srerl

5 = x=-5

Hay dos puntos que cumplen la condicién pedida: P(5,0) y P'(-5, 0).

18 En el tridngulo ABC de la figura, calcula: Y ;L T.
a) El ortocentro. A | | |
1
b) El 4rea del tridngulo. \\ _
) 1\
\
T C
. g _J|

a) Ortocentro: R=h, N hz N h, donde hy, hy y he son las alturas del tridngulo desde A, B y
C, respectivamente.

A(l,2) B(-1,-2) C2,-2)
Calculamos las ecuaciones de dos de las alturas:

a1l BC=(3,0) > a=(0,3) x=1
— hA'

h
414(1,2)e hy y=3t+2

{ELA—CE(L_@ — b=(41) {x:4t—1
B = hg:

B(—l,—Z)E hB }/Zt—z
t:x+l
42 %=y+2 —> x+1=4+8 > x-4-7=0
t=y+
hp:x—4y-7=0

Calculamos ahora h, N hg:

x=1

3
x—4y—7=0} 1-4y-7=0 > y=—=

2

R=hAth= (1,—%)

b) Area del tridngulo ABC = %, donde M =h, N rz- y rpe eslarecta que contiene al
lado BC.
hyx=1 " )
Nrge=(01,-2)=M
rpery=-2 4

BC =(3,0) - |BC|=3
AM = (0,-4) — |AM|=4

Area del tridgngulo ABC = % =6 u?
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19 Considera el tridngulo formado por la bisectriz del primer cuadrante, b, el eje de abscisas y la
recta 7:y =—x+ 4. Obtén:

a) La mediatriz del lado contenido en la recta r.
b) La bisectriz del dngulo que forman 7 y el eje OX.

c) La mediana relativa al lado contenido en 4.
Lado AB, eje de abscisas: y=0
Lado BC, bisectriz del primer cuadrante: y = x

Lado AC, recta r:y=-x+4
\ Y
\ my

by 3 \
x
1
B

M

N\ AC
Mpc A
3 -2 -1 /2 3 4 7 8 X
1 \

_4 AN
N

[

|\

i
Vértices:

y=—x+4
A — 0 - x=4,y=0 - A=(4,0)
}I:

y=x
B — 0—>x=0,y=0—>B=(0,0)
J

Jy=x

€= {y=—x+4

> x=2,9=2 > C=(2,2)

a) La mediatriz pasa por M y es perpendiculara AC = (-2, 2)

MAC: (33 1)

R -1
Luego my;: x23 =yT

b) Sea X = (x, ) un punto genérico de la bisectriz, entonces cumple:

x+y—4
x+y—4 V2
uzm N
J2 x+y—4
2

La bisectriz del d4ngulo A es by: x+ (1 + y2)y—4 = 0 porque debe tener pendiente negativa como
se observa en el dibujo.

=y = x+(1—«/§)y—4:0

= = x+(1+y2)y—4=0

¢) La mediana pasa por 4 y Mp.

Mpe=(1,1)
Luego ny: x—4_J)

3 -1
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20 Identifica las siguientes cénicas, calcula sus elementos caracteristicos y dibujalas:
a)2y2-12x=0
b) 4x2% + 492 = 16

0) 25x2 + 49% = 100
2 2
d (x=1) _(J’+1) _

1
16 9 H A
a) 22— 12x=0 — y%=6x A
H /
Es un pardbola. .
' \ J2
Foco — F(3 O)' recta directriz — r: x = _3 : N
2°7) 2 : \\\
Vértice — (0, 0) A
b)4x2+4y2: 16 — x2+y2:4
Es una circunferencia. T
Centro — (0, 0)
N /
Radio — r=2
2 }/2
o) 25x% + 4}/2 =100 — %+E=
Es una elipse con los focos en el eje Y. 7N
x> J’z x* )’2 |
x>V g x )
b2 + az 4 4 + 25
a=5 b=2; x=45%2-22=21 \\ //
Focos: F(0, y21) y F'(0, —y21) -
Semieje mayor: 5
Semieje menor: 2
.. c 21
Excentricidad: exc = Pl ~0,92
x-D> @+D*
4 16 g !
Es una hipérbola. N 7
AN /
R 4
Centro: (1, -1) \\ 4 //,//
Semiejes: a=4; b=3, c2=42+3> = ¢=5 T A/
Of-~,.” X
5 i B &
exc=t=2=1,25 . SN
a 4 . <\
y. LN
/ |- YN
’3]:%(’6_1)_1 /l" N
Asintotas: & h

r':y:—%(x—l)—l

Focos: F(6,-1) y F'(-4,-1)
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21 Halla la ecuacién de la pardbola de vértice V(-1,-1) y directriz r: x = -3.
Puesto que el vértice tiene que equidistar del foco y de la directriz, ha de ser F(1, -1).
Los puntos P(x, y) de la pardbola han de cumplir:
dist (P, F) = dist (P, d)
Joe-1)2+(+1)? = |x+ 3|
Elevamos al cuadrado ambos miembros:
G+1)2+x2+1-2x=x2+6x+9 > (y+1)?=8x+8 — (y+1)?=8(x+1)
La ecuacién de la pardbola es (y+ 1)® = 8(x + 1).

22 Dado un segmento AB de longitud 4, halla la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P
del plano que verifican:

2AP*+ BP? =18

* Toma como eje X la recta que contiene al segmento, y como eje Y la mediatriz de AB.
Tomamos como eje X la recta que contiene al segmento AB, y como ¢je Y, la mediantriz de AB.
En este caso, serd A(-2, 0), B(2, 0).
Sea P(x, y) un punto genérico del plano que verifica:

2AP* + BP*-18

2(frr2) % yz)z (=27 yz)z _18

20 +dx+d+yh) + (k2 —dx+4+y?) =18

2x% +8x+8 +2y2+x2—4x+4+}/2= 18
3x2 + 3y + 4x+ 12 =18
La ecuacién pedida es: 3x2 + 3y% + 4x— 6 = 0.

Y
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1 Observa la grifica de la funcién y = f(x) y a partir de ella responde:
Y
X
-

a) ;Cudl es su dominio de definicién? ;Y su recorrido?
b) Representa grificamente: y = f(x + 2); y=f(x) + 15 y=—f(x)
©) Representa la funcién inversa de f(x).
a) Su dominio es el intervalo (— oo, 3].
Su recorrido es (—oo, 0].

b) La gréficade f(x +2) eslade f(x) desplazada dos unidades a la izquierda.

R

— o W

La grificade f{x) + 1 eslade f(x) desplazada  La grifica de —f{(x) es la simétrica de f(x) res-

una unidad hacia arriba. pecto del eje OX.
" "
3 ] 3
2 )
1 1 B
—4-3-2-1 |~ 34X “4-3-2-1, 4X
T 2 )
3 3
4 4

c) La gréfica de la funcién inversa de f(x) es simétrica de la de f(x) respecto alarecta y = x:

Y
3

Q\
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2 Representa las funciones:

a) y=|x?+2x-3|

b) y = log, (x + 3)

a) y = |x? + 2x - 3|. Estudiamos la pardbola y = x% + 2x - 3:
x=0, y=-3

Cortes con los ejes < ) x=1
y=0 - x*+2x-3=0 <x=—3

Verti x=_—22=—1
értice < )’=(—1)2+2(—1)—3=—4

Su representacion es:

Y Y

yax2+2x-3 y=k?+2x-3

= -

3 1 X -3 1 L X

/ i
WA

Ast, los valores positivos quedan igual, y para los negativos tomamos sus opuestos.

b) y = log, (x + 3) — Dom = (-3, +o0)

-2 | -1 1 5
Hallamos algunos puntos y vemos que:
0 1 2 3

/l'm3+log2 (x+3)=—o0

Su grifica es:

3 Un parque de atracciones estd abierto al publico entre las 10 y las 20 horas. El nimero
de visitantes viene dado por la funcién N(z) = —at? + 680t + ¢, donde ¢ es la hora de visita.

Sabiendo que a las 17 h se alcanza el mdximo de 1500 visitantes, halla @ y ¢ y representa la
funcién.

Como la grafica de la funcién N(#) es una pardbola, el mdximo se alcanza en su vértice, luego:

~680 _ 680 _ 0,2
N =17 = a_—34 20 — N(t) =20t + 680z + ¢

Como a las 17 h el parque tiene 1500 visitantes, se tiene que:
1500 =20 - 17+ 680 - 17 + ¢ — c=-4280
La funcién es N(z) = —20¢% + 680 — 4280
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Para representar la funcién calculamos N(10) y N(20). El vértice y estos dos puntos son suficientes
para construir la grafica.

N(2)

1600
1400
1200
1000
800
600
400
200

2 4 6 8101214161820222426

4 Representa la funcién y=2!~%-3 y halla su funcién inversa.

_2lx o3 (l>x_l 3
.y_ - - 2 -

Por tanto, se trata de una funcién exponencial con base menor que 1. Su grifica es como la de (%)
desplazada 1 unidad hacia la derecha y 3 unidades hacia abajo.

IS

5 Una poblacién de insectos crece segiin la funcién y =1 + 0,5 - eV (x = tiempo, en dias;
y = nimero de insectos, en miles).

a) ;Cudl es la poblacién inicial?
b) Calcula cudnto tarda en llegar a 10 000 insectos.

A)x=0 = y=1+0,5-¢"=1,5 — Poblacién inicial: 1500 insectos.

b)y=10 = 10=1+0,5. 0% — %:é’Ax > 04x=n18 > x= /61148 -7,23

Tarda entre 7 y 8 dias.

6 A partir de las funciones f(x) = e*; g(x) = sen x; h(x) = Jx, hemos obtenido, por composicidn,
las funciones:

P&) = sen x5 q(x) = e*"*5 () = Je*
Explica el procedimiento seguido.
p&) =senx — p() =glh¥)] — p=g°h
qx) =" = q(x) =flgW] = g=f°g
r() = V' = r@)=hlfW] = r=hof
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7 Calcula los limites siguientes:

., 3x-5 . l-x . x2—2x+1

a) lim == —= b) lim e c) lim X —=272

x—-0 221 x—+00 x=1 x2_3x42
a) lim ?”;—_5 =0 porque el grado del numerador es menor que el del denominador.

T X+

b) lim e'=*= lim £ =0

X — +0o X — +oo ex

2

c) lim X =dxrl (Q) — Indeterminacién.

x=1 x2 _3x+2 0

x2—2x+1 _ (X—l)z - lim x—1 -0
v=1 2 342 x-l (x=1)(x=2) x-1 x-2

8 En la funcidn:

3x—b six<2
S =13 si x=2

2x+9 si x>2

a) Calcula b para que tenga limite en x = 2.

b) Después de hallar b, explicasi f es continuaen x = 2.

3x—b six<2
a) f(x) =13 si x=2

—2x+9 si x>2
Para que tenga limite en x =2, debe cumplirse: lz’nzz_ flx) = lz’nzz+ flx)
lim f(x)=3-2-b=6-0b
x— 27

lim f(x)==2.2+9=5 - 6-b=5—>b=1
x—=2*

b) Para que sea continua en x =2, debe ser lz;m2 flx) = £A2).
lz’mzf(x)=3-2—l=5
f2)=3

Como f(2) = lz’m2 f(x), f noescontinuaen x=2.
X —

9 Prueba, utilizando la definicién, que la funcién derivada de f(x) = 3x=5 o [ = 3

2 2°
vr g flerh) = flx)
o= fim JER I
f(x)z%

Flerh) - 3(x+2h)—5
_ 3x+3h-5-3x+5 _3h
S+ h) - flx) = 5 =3
So+W-fY) _3h 3
h S22
) .3 3
feo=im5=3
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10 Halla la recta tangente a la curva y = —x? + 5x que es paralelaalarecta x+y +3 = 0.
Pendientede x+y+3=0: m=-1
El valor de la derivada en el punto de tangencia debe ser igual a —1.
Flx) = —x? + 5x

f'x)=-2x+5 > 2x+5=-1 > x=3

F3)= 32,5.3-6 — Punto de tangencia: P(3, 6)

Ecuacién de la recta tangente buscada: y=6-1(x—3) — y=9-x

11 Halla los puntos singulares de f(x) = —x* + 8x2 — 5. Con ayuda de las ramas infinitas, di si son
mdximos o minimos y representa la funcién.

f(x):—x4+8x2—5 = fl) =—4x3 + 16x = fl0) =0 — —4x> + 16x=0 —
x=0 = f(0)=-5

— dx(—x2+4)=0 <x=2 — f(2)=-16+32-5=11

x=-2 > f-2)=-16+32-5=11
Los puntos singulares son (0, -5), (2, 11) y (-2, 11).

lim (—x*+8x%—5)=—o0
X —> +0o

Ramas infinitas: [

lim (—x*+8x%—5)=—oo
X —> —o0

Maiximos: (2, 11) y (=2, 11)
Minimo: (0, —5)

BB/ R

12 Halla la funcién derivada de las siguientes funciones:

a) f@) = Jig x b fx) = % 0) f() = arc 1gx? & F@) = em
€) flx) = AT £) f&) = {x + 9f@=lnx-0>  hfe) =3
X

(%) = Leig ! _;'x_lnx_l—lnx
a) f'lx) = i b) £(x) = PR
Q) flle) = 2 d) £ = 0

1+x
1+21f 2Vx+1

' — 1 f £ _ X _ X+

A 21— x?% ) f& 2x +4dx  4yfxyx+4x

(. 2 2 _ 2x-06
b) 1) = 2x+3 x x(2x+3)

v
I

(O8]

4N

. 2 (1
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13 Determina los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de las funciones siguientes:

a)y=x>-12x b)y=%
] x=2
) flx) =x3 - 12x — Fx) =3x2-12; 3x2-12=0 <x:—2

Estudiamos el signo de f” para saber dénde crece y dénde decrece la funcién:
f'>0 . f'<0 . f'>0
/ -2 \ 2 /

f crece en (—o0, =2) U (2, +o0). f decrece en (-2, 2).

X2 4 vy 2xox—xt+4d x*+ 4
DA = £ frg - Zrexmted o

2
fx)=0 — % =0 No tiene solucién.
x

" es positiva para cualquier valor de x. f es creciente en todo su dominio: IR — {0}.

14 Enlafuncién y= ZL estudia:
x“—4x+3

a) Las asintotas y la posicién de la curva con respecto a ellas.
b) Los méximos y los minimos relativos.

©) Representa su grifica.

a) * Asintotas verticales: x2—4x+3=0 — x=1, x=3

2 . .

[l'm 2x7=+00 E E

x—17 x*—4x+3 ' '

Posicién de x =1 ! '
x2 :

lim - =
x—1" x*—4x+3

—00

o x =37 flx) > - : :
Posicién de x =3 : :
x— 3% flx) > +oo / \

¢ Asintota horizontal:

2
im — X 1 — y=1
x=teo 2 4y 13 1 S~

x —>+o0 flx)>1
Posicién:
x = —co flx)<1

b) Mdximos y minimos:

2x(x? — 4x +3) — x% (2x — 4) _ —4x* + 6x

£ = (x% — 4x +3)2 (x% — 4x +3)2

vy a2 _ x=0
fx)=0 = —4x*+06x=0 <x=3/2
f(0)=0 — P(0,0) esun minimo relativo.

f(%) =3 -5Q (%, —3) es un maximo relativo.
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15 ;Cuadl de estas funciones tiene asintota oblicua?

2x% — &3 3 4 +2x2

a) = b) =1+ = C) = ‘

Y x-1 y x Y x /
Hallala y sitdia la curva con respecto a ella.

2
Tiene asintota oblicua y = 4+2x° _4 5,
x x
La asintota es y = 2x.
o X —> 400 curva > asintota
Posicién: , /
X — —oo curva<asintota

16 Calcula 2 y b de modo que la funcién y = x> + ax + b tenga un punto singular en (2, 1).

3

Si y=x”+ax+ b tiene un punto singular en (2, 1), la curva pasa por ese punto y su derivada es igual

a0enél
2, )e fix) > 1=22+a-2+4b > 2a+b=-7
F)=0en x=2 = fl¥)=3x2+a > 0=3-22+2 = 12+a=0

{24+b=—7

— a=-12, b=17
12+4=0

La funcién es y = x> — 12x + 17.

17 Esta es la grifica de f, la funcién derivada de f.
Y

—

a) Di para qué valores de x es f creciente y para cudles f es decreciente.

b) ;:Tiene f algin punto de tangente horizontal? Justificalo.

a) f es creciente cuando f'>0 — fcrecesi x <1 ydecrecesi x> 1.

b) Tiene un punto de tangente horizontal en x =1, porque en ese punto f"'=0.
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18 Estudia la continuidad y la derivabilidad de esta funcién:

19

20

2 .
2x -1 si x<1
(x) = X<+
f x+1 si x>1

Llamamos fj(x) =x2+2x—1 y f(x) =x+ 1
Ambas funciones son continuas.
A()=12+2.1-1=2
H1)=1+1=2

Por tanto, la funcién es continua en todo IR.

fi)=2x+2 = f1(1)=4
fHhx)=1—> fH(1)=1

} Como coinciden, la funcidén es continua en x = 1.

} Como son distintos, la funcién no es derivable en x = 1.

2x+2 si x<l1
La funcién derivada es f'(x) =

1 six>1

Calcula el siguiente limite:
_ X
lim In(x+e)—e
x—0 sen x
1 ) 1
ll/m n(x+€)—€ =(g)= ll/m X+e _]. _1
x—0 sen x 0 x—0  cosx e

De todos los rectingulos de 60 m? de drea, ;cudles son las dimensiones del que tiene el menor
perimetro?

Supongamos que x e y son la base y la altura del rectdngulo, respectivamente.
Como el drea es igual a 60 m?, se tiene que xy = 60 — y= 60
x

El perimetro del rectdngulo es P=2x+2y=2x+2- 00 _ 9y, 120
x

X

Buscamos el rectdngulo de perimetro minimo:

P'=2—% - Z—LZO=O — x2=60 — La dnica solucién valida es x = 24/15.
x x

Comprobamos que el valor obtenido es un minimo de la funcién P:

P'<0 . P'>0

~ 5 —

Por tanto, las medidas son x = 2y15 m, y= _60 _ 2/15 m y el perimetro minimo es 8415 m.

2415
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