Analisis Matematico |

EXAMEN FINAL

CUESTIONARIO DE RESPUESTA MULTIPLE (50%)

(Cada respuesta errénea resta 0,2 puntos)

e Lacontinuidad, en el punto x =0, de la
funcién dada por

2 -1

f(x)=4 PX
(X) COS X

six<0

six>0

x> +1

se consigue cuando:
a) p=1
b) p=In2
c) Ninguna de las anteriores.

e Los infinitésimos, en x =1,
f(x)=pxInx y g(x) =x—e"™ son
equivalentes.

a) Sip=0
b) Sip=2
c) Ninguna de las anteriores.
e Lafuncion f(x) = ¥ tiene en el
2 —COS X

intervalo [1, 3]:
a) Un maximo
b) Un minimo.
c) Un punto de inflexion.

e Laecuacion de la recta tangente a

f(x) = xv4—x? enel punto (0, f(0)) es:
a) y=x-1
b) y=-2x
c) Ninguna de las anteriores, su ecuacion
es:

e Lafuncion f(x)=x>+x%+x-1 cortaal
eje OX:

a) Unasolavez.

b) Exactamente dos veces.

c) Ninguna de las anteriores.

e Lafuncion f(x)=6x"-15x* +10x°
tiene:

a) Un maximo y un minimo.

b) Dos puntos de inflexion.

c) Ninguna de las anteriores.

In(L+x?), x>0

) en
X<, x<0

e Lafuncion f(x) ={
el punto x =0, es:
a) Continua pero no derivable.
b) Ni continua ni derivable.
c) Continuay derivable.

3
! dx:
o(x-1)3
a) Converge a 3/8
b) Converge a -1/6.
c) Ninguna de las anteriores.

e Laintegral j

e El area del recinto plano encerrado entre
2

- X .
la curvas de ecuacion y = i X, yeleje

OX, vale:
a) 2/5
b) 8/3
¢) Ninguna de las anteriores, el area vale

e Lafuncion f(x)=x"e™ verifica:
a) Siempre es decreciente.
b) Tiene un maximo y un minimo.
c) Tiene una asintota vertical



PROBLEMAS:

X3

x% +1
a) Dominio de definicion, cortes con los ejes y simetrias. (0,5 puntos)

b) Asintotas. (0,5 puntos)

c) Intervalos de crecimiento de la funcién. ¢ Tiene extremos la funcién? (0,5 puntos)
d) Representacion aproximada de la curva. (0,5 puntos)

1. Se considera la curva definida por la funcion y =

Se pide:

2. a) Halla el polinomio de Taylor de grado 3, en el punto x = 1, para la funcién f(x) = e (0,8
puntos)

b) Utilizando el polinomio hallado calcula el valor aproximado de f (1,1). (0,2 puntos)

3. Calcula las siguientes integrales:

2
a) %dx (0,3 puntos) b) j(s “x2—(x=1%dx (0,3 puntos)
5x“ -4 0
c) Jx7ex4dx (0,7 puntos) d) j 21 dx (0,7 puntos)
X"+ X



Soluciones

1. La continuidad, en el punto x =0, de la funcién dada por
X

six<0
f(x)=4 PX
9 CoOSX .
5 six>0
X“+1
se consigue cuando:
a) p=1
b) p=In2

¢) Ninguna de las anteriores.

Solucién:

Para que una funcidn sea continua en x = a es necesario que los limites laterales existan
y sean iguales.

Por la izquierda:

2" -1

lim f(x) = Iim

x—0" x—0"

2*In2 _In2

= {%} = (aplicando la regla de L"Hopital) =

= |im
x—0~ p p
Por la derecha:

COS X
2

lim f(x) = lim
x—0" x—0" X

+1 1

Seré continua cuando In2 =1l=p=In2
p

2. Los infinitésimos, en x =1, f(x) = pxInx y g(x) = x—e'™* son equivalentes.

a) Sipz0

b) Sip=2

¢) Ninguna de las anteriores.
Solucion:
|imM: 0 =(L'H) = lim Mzﬁzl —=p=2
x—1 X_el_x 0 X—>+00 1+el—x 2

3. La funcién f (x) = _S*™_ tiene en el intervalo [1, 3]:
2—COS X

a) Un maximo
b) Un minimo.
¢) Un punto de inflexion.

Sol.

Fx)=-2%%X=1 9 cosx-120 = cosx=0,5 = x= /3

(2 -cosx)?



_ 2senx(cosx+1)
(cosx —2)3

S ()3 = Zsen(zr/3)(cos(7r/§)+1) =ﬂ<0 _
(cos(z 13)-2) )

£ (%)
Maximo

4. La ecuacion de la recta tangente a f(x) = xv'4—x? en el punto (0, f(0)) es:
a) y=x-1
b) y=-2x
¢) Ninguna de las anteriores, su ecuacion es: y = 2x

Sol
y—f(0)=f(0)(x-0)

f()=xdd—-x2 = £ (x)=v4-x? - X

4—x?

Se tiene: f(0) =0, f(0) = 2.
La recta tangente sera: y-0=2(x-0) = y=2x

5. La funcién f(x) = x3 + x? + x—1 corta al eje OX:

a) Unasola vez.
b) Exactamente dos veces.
¢) Ninguna de las anteriores.

Sol.
Como f(0)=-1y f(1)=2, por el teorema de Bolzano se deduce que la funcion corta

al eje OX en el intervalo (0, 1). Luego la ecuacion x® + x? + x—1=0 tiene una raiz
entre0y 1.

Como f'(x) =3x% +2x+1 > 0 para todo x, la funcion sera siempre creciente. En

consecuencia, sélo corta una vez al eje OX. Luego la ecuacién x* +x* +x—1=0 sélo
tiene una raiz real.

6. La funcion f(x) = 6x> —15x* +10x® tiene:
a) Un maximo y un minimo.
b) Dos puntos de inflexion.
¢) Ninguna de las anteriores.

Solucién:
Derivadas:

f(x) =6x° -15x* +10x®> = f(x) =30x* —60x> +30x>

= f7(x) =120x> —180x? + 60x

Puntos singulares:

f7(x) = 30x* —60x> +30x? = 30x?(x* —2x+1) =30x*(x-1)? =0 =

= x=0,x=1
Como f7(0)=0y f7@)=0,enx=0yx =1 puede haber puntos de inflexion. Para
determinarlo hay que estudiar la derivada tercera, que es:



7" (x) = 360x* —360x + 60

Como f7'0)=60-0y f7""1)=60=0,enx=0yenx =1 se tienen sendos puntos
de inflexién (con tangente horizontal). En consecuencia, esta funcidn no tiene maximos
ni minimos.

La funcion es asi:

—1 1
t-1

InL+x?), x>0

) , enel punto x =0, es:

7. La funcion f(x) ={ 0
X<

y =

a) Continua pero no derivable.
b) Ni continua ni derivable.
¢) Continuay derivable.

Solucioén:
La funcion dada esta definida siempre. Tambiéen es continua y derivable en todos los
puntos, salvo, quizas, en x = 0.

Estudiamos la continuidad en x = 0.
Six >0, f(x)=x* >0
Six » 0%, f(x)=Inl+x?) >0
Como ambos limites coinciden, la funcidn es continua en x = 0.

Estudiamos la derivabilidad en x = 0.

2X
Salvo en x = 0, su derivada vale: f'(x) =175 2’ X °
2X, x<0

Six >0, ffx)=2x - 0
2X

1+ X
Como las derivadas laterales coinciden, la funcion es derivable también en x = 0.

Six » 0", f(x)= -0

2

3

8. La integral dx:

0o (x=1)°

a) Converge a 3/8

b) Converge a-1/6.

¢) Ninguna de las anteriores.

Solucion:



Es una integral impropia, pues la funcion tiene una discontinuidad infinita en x = 1.
3 t 3
j l3dx:Iimj 13dx+limj‘;3:
0o (x-1) t>1"Jo (x —1) t>1" i (X =1)°dx

t 3
] -1 1) . (-1 1 _
=M ——+- [+lim —+———— | > ¢?
to1" Z(t—]_) 2 t->1*{ 8 Z(t—l)
2
9. El area del recinto plano encerrado entre la curva de ecuacion y = XT_ X,Yyeleje

= im— 2 | i
t-1"2(x —1) 0 t-1" 2(x —1) .

OX, vale:
a) 2/5
b) 8/3
c) Ninguna de las anteriores, el area vale

Solucion:
El area encerrada curvas es la sombreada.

10. La funcién f(x) = x*e™ verifica:
a) Siempre es decreciente.
b) Tiene un maximo y un minimo.
c) Tiene una asintota vertical

Solucioén:
Hacemos la derivada:

f(x)=xe™ = f(x)=4x’e ™ —xe* =x%e*(4-x)
La derivada se anula cuando x = 0 y x = 4, por tanto debemos estudiar lo que pasa en los
intervalos: x <0; 0 <x<4; x>4.

e six<0,f"(X)<0 = fesdecreciente;

e si0<x<4,f(X)>0 = fescreciente;

e Six>4,f(xX)<0 = fesdecreciente;
Como la derivada se anula en x = 0, es decreciente si x < 0y creciente cuando x > 0, en
x =0 la funcion tiene un minimo. De manera analoga concluimos que en x = 4 se da un
maximo.
Su gréfica es asi:

14




Problemas
3

1. Se considera la curva definida por la funcion: y =

IR Se pide:

a) Dominio de definicion, cortes con los ejes y simetrias. (0,5 puntos)

b) Asintotas. (0,5 puntos)

c) Intervalos de crecimiento de la funcién. ¢ Tiene extremos la funcion? (0,5 puntos)

d) Representacién aproximada de la curva. (0,5 puntos)

Solucion:
a). La funcidn esta definida siempre, pues el denominador no se anula en ningun caso.
Corte ejes:
six=0 = y=0 — punto(0,0)
siy=0 = x=0 — seobtiene el mismo punto.
La funcion es simétrica respecto del origen de coordenadas (impar), pues
(_X)3 X3
f(-x)=—"—=-—F5—=-1(x)
(=x)°+1 X< +1
b) Tiene una asintota oblicua (y = mx + n), pues:
3
m = Il’mw: Il'm);—:l y
x—o X X—>00 X(X +1)

3
X —X
n=1lim(f(x)=mx)=lim —X [= lim =0
Xaw( () ) x»oo(xz+]_ J X~>00X2_|_1

La asintota es la recta y = x.

X x+x-x X
Como y=——=— =X-—,
X“+1 X“+1 X“+1
cuando X — +oo, la curva va por debajo de la asintota (- —; resta)
X“+1
cuando x — —oo, la curva va por encima de la asintota (- —; I suma)
X“ +

(X2 +) - (x>2x)  x*(x*+3)

(x2 +1) (x*+1)2
Salvo en x = 0, la derivada siempre es positiva = la funcion es creciente siempre. En
consecuencia no tiene extremos. En x = 0 hay un punto de inflexion con tangente
horizontal.
d) Algunos valores de la curva son: (0, 0), (1, ¥2), (2, 8/5), (3, 27/10), y sus simétricos.
Representandolos se obtiene la gréfica siguiente.
4

c) Derivamos: y'=

Lol = N X




2. (1 punto) Halla el polinomio de Taylor de grado 3, en el punto x = 1, para la funcién
f(x)=e"™ (0,8 puntos)

Utilizando el polinomio hallado calcula el valor aproximado de f (1,1). (0,2 puntos)
Solucion:

f(x)=e = f(1) =1

' (x) = —2xe*™* = (1) =-2

f7(x) = —26" +4x2e = (4x? —2)etX = F' (1) =2

) = (12x—8x3)er™ = (1) =4

Por tanto, P(x) :1—2(x—1)+§(x—1)2 +%(x—1)3 1-2(x—1) +(x—1)2 +§(x—1)3

e f(l1)~P(11)=1-201+01%+ %-0,13 = 0,810666...

3. Calcula las siguientes integrales:

X 2
a) | —————dx b)I(S—xZ—(x—1)3)dx
0

J\5x% -4

¢) | x7e* dx d)I 21 dx
X2 + X

Solucion:

a) [ ax=2 [ 22X g -1Ve_aac

Jsx2-4 100 oys5x2_4 O

.2 2

b) | 5—x%-(x-1)*)dx = J-(—x?’ +2x% —3x+6)dx =
0 0

x* 2% | 16 22
=|l-——+——-——+6X| =4+—-6+12=—
4 3 2 0 3 3
c) jx7ex4dx
Por partes:
u=x* = du=4x3dx
3 x4 1 o
dv=x’e"dx = V=Ze
Por tanto:
jx7ex4dx = x“ieX4 —jx3ex4dx = x“leX4 —lex4 +c
4 4 4
d)j 21 dx
X% + X
L A, B _AKHD+BX L Ax+1)4+Bx = B=-1:A=1
X2 +x X x+1 X(x+1)
Por tanto:

.[21 dx:J‘(l—ijdx:lnx—ln(xﬂhc

X + X X X+1
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