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7.0.- Introduccion

Esta unidad sobre derivacién y representaciones graficas resume de alguna manera, todo un trabajo que
hasta el momento de abordarla se ha desarrollado en este curso y en cursos precedentes. La relacién entre
derivacién, continuidad v limite tiene aqui su punto culminante, cuando en 4° de la ESO se trataba de dejar patente,
en sentido puramente geométrico, el concepto de limite y de continuidad.

Se trata asi de repasar, consolidar y aportar nuevos planteamientos y desarrollos préacticos a lo aprendido en cursos
precedentes y en este mismo de primero, todos los cuales seréan de vital importancia tanto en el préximo curso
como en los previsibles afios universitarios.

Los contenidos de esta unidad didéactica estan estrechamente relacionados con todos los de este mismo
bloque de anélisis, con el de trigonometria y geometria e incluso con el de aritmética y algebra.

El célculo de funciones derivadas se conforma en uno de los procedimientos mas utiles para resolver
cantidad de situaciones relacionadas con las diferentes ciencias: numerosas magnitudes fisicas, como la velocidad
y la aceleracién de un mévil en cierto instante o rapidez con la que varia la cantidad de movimiento de una particula
se expresan mediante la derivada de una funcién.

Relacionados con las ciencias econémicas aparecen conceptos, tales como inflacién, presién fiscal o producto
interior bruto que pueden ser presentado mediante gréaficas de funciones, por tanto de puede realizar mediante la
ayuda de conceptos mateméaticos, como crecimiento y curvatura, lo mismo que ocurre a la hora de ajustar mediante
funciones numerosos conceptos de la fisica: movimientos de particulas, el trabajo desarrollado al aplicar una fuerza
para desplazar un objeto, la ecuacién del estudio de un gas ideal o la propagacién de la onda sonora plana son
solo algunos de los numerosos ejemplos que se podrian enunciar.

Aprovecharemos los conocimientos adquiridos sobre derivadas, junto con los de limite y continuidad, para afrontar
el fin principal para el que se aprenden: la representacién y el estudio local y global de funciones que constituyen
la segunda v udltima parte de la unidad.

En ella, las etapas a seguir seran tres: estudiar “f” determinando sus caracteristicas generales y realizando la
determinacién de sus posibles asintotas, estudiar f’ y obtener intervalos de monotonia y extremos y estudiar f”’
obteniendo los intervalos de curvatura y puntos de inflexién. Para ello, se recuerdan los Teoremas pertinentes sobre
la relacién entre las derivadas sucesivas de una funcién y sus caracteristicas locales. Los rasgos de la curva se iran
perfilando “haciéndole preguntas” a la funcién. Empezaremos con la monotonia de una funcién.

7.1.- Crecimiento y decrecimiento de una funcion

Sea f una funcién definida en un intervalo I. Si la funcién f es derivable en el intervalo I, se verifica:
e fescrecienteenl 2 f(x) =0 Vxel

e fesdecrecienteenl =2 f(x) <0 Vxel

e fesconstanteenl = f'(x) =0 Vxel

e fesestrictamente crecienteen = f'(x) >0 Vx el

e fes estrictamente decrecienteen I =2 f(x) <0 Vx el

Lo que ocurre, es que una funcién no es siempre creciente ni siempre *
decreciente, sino que tiene intervalos en los que es creciente, e intervalos en T
los que es decreciente.

Para hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de una funcién f -10
definida en [a,b], hemos de considerar:

e Los extremos a y b del intervalo
e Los puntos donde f'(x)=0.
e Los puntos donde no existe f’(x)

Tendremos asi los posibles extremos de los intervalos en los que cambia de signo f'(x).
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Ejemplo 1: Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = 2x 2
X2 =
Lo primero que tenemos que hacer es calcular la derivada de f'(x)
2,2
-12
f'(x)= X -12) y la igualamos a cero para obtener sus raices:
b —af
x=0
2,2
-12
f’(x)=%:0 > 2(x*-12)=0 > {x =412
—af
o x =12
Dibujamos una linea recta en la que ponemos los puntos que hacen la derivada O, y los puntos donde no estd definida la derivada,
-2y2.

£(x)>0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)<0 f(x)>0
|

E Nz S0 e N m

7(x) es creciente en el intervalo (7 oo,f«/ﬁ)u («/E,Jroo)
F(x) es decreciente en el intervalo (7 Jﬁ,—Z)u (-22)u (+ JE,J@)

Simbolizamos con / que la funcidn es creciente, y con \ que es decreciente.

7.2.- Maximos y minimos de una funcién

e Sedice que una funcién f tiene en el punto a un mdximo relativo, o que a es un maximo relativo de
f, cuando para todo h, ndmero real, suficientemente pequeno, y tal que a+h pertenezca al dominio
de f, se cumple: f(a+h) < f(a).

e Se dice que una funcién f tiene en el punto a un minimo relativo, o que a es un minimo relativo de
f, cuando para todo h, nimero real, suficientemente pequeno, y tal que a+h pertenezca al dominio
de f, se cumple: f(a+h) > f(a).

También podemos decir que:

e Lafuncién f posee un méaximo relativo en el punto a, si en este punto la funcién cambia de ser creciente
a ser decreciente.

Y Y

Maximo

e La funcién f posee un minimo relativo en el punto a, si en este punto la funcién cambia de ser
decreciente a ser creciente.



7.2.1.- Maximos y minimos absolutos

Decimos que un punto x=a de una gréfica es el maximo absoluto, si ademas de ser maximo relativo, el
punto a es el punto mas alto de la gréfica, es decir: f tiene en el punto a un mdximo absoluto, cuando para todo
h, nimero real, suficientemente pequerio, y tal que a+h pertenezca al dominio de f, se cumple: f(a+h) < f(a).

Y de la misma forma, que un punto x=a de una gréfica es el minimo absoluto, si ademéas de ser minimo relativo,
el punto a es el punto méas bajo de la gréfica, es decir: f tiene en el punto a un minimo absoluto, cuando para
todo h, nimero real, suficientemente pequeno, vy tal que a+h pertenezca al dominio de f, se cumple: f(a+h) > f(a).

Y Absolute max.

Relative max. Relative max.

Relative min.

: Relative min.
Absolute min.

> X

7.2.1.- Condicion necesaria de extremo

Sea a un punto interior del dominio de la funcién f. Si f tiene un extremo relativo en a y ademas f es
derivable en a, entonces f'(a)=0.

En el ejemplo anterior:
f(x) tiene un mdximo en x = /12 F(—/12) =-343 en el punto (— «/E,—SJE)
f(x) tiene un minimo en x =412 £(+12) =33 enel punto («/53\/5)

7.3.- Concavidad y Convexidad

Sea f una funcién dos veces derivable en un intervalo I, decimos que:

¢ La gréfica de la funcién es céncava en un intervalo (a,b) si la grafica de la funcién estd por encima de
cualquier tangente a la gréfica en dicho intervalo.

% La gréfica de la funcién es convexa en un intervalo (a,b) si la grafica de la funcién esta por debajo de
cualquier tangente a la gréfica en dicho intervalo.

La funcién es convexa si: N La funcién f es céncava si: A

(x) = 0 k/ f(x) < 0 ﬂ




A los puntos donde una funcién cambia de céncava a convexa o viceversa se les v
llama puntos de inflexion, y en ellos ocurre que ”’(x)=0. y=fx)

En este ejemplo, la funcién tiene en x=0 un punto de inflexién.

3
i X . » .
En la funcién £(x)= > Vamos a calcular ahora los puntos de inflexién. Para ello trabajamos con la segundq
xc -4

derivada. f''(x) . Calculamos f"(x).

2
f'(x)= B v y la igualamos a cero F''(x) =

o]

8x(x2 +12)

=0 D 8x(x2+12)=0 S x=0
(x2—4

f(x)<0 (x)>0

N o —/

S
; Tiene un punto de inflexién en el punto (0,0)
xc -4

Por tanto, la funcidn £(x)=

7.4.- Calculo de Limites: Regla de L’Hopital

Sean f y g dos funciones reales que cumplen las siguientes condiciones:

v las funciones f y g son derivables en un entorno E del punto a.
v fla)=g(a)=0
v Existe lim&

x>ag (X)

flx)

Entonces se cumple que: lim—— = lim&
x—a g(x) x>a g (X)

Si f'(a)=g'(a)=0, siendo las funciones f’'(x) y g’(x) derivables en a, se puede aplicar otra vez la regla de L’Hépital,
y asi sucesivamente.

Ejemplo: Calcular lim senx —x
x—0 Tgx —x

0]
Este limite es una indeterminacién del tipo 6 , como ambas funciones son derivables en R, y ademds son nulas en 0, podemos

aplicar L* Hopital, de forma que:

senx — x . cosx -1 . 2 cosx-1 . 2 1-cosx
————=lim ———=lim cos® x ————= lim (~cos” x)- =
x>0 fgx-x x50 _1 1 x50 1-cos®x x—0 (1-cosx)(1+cosx)
cos® x
-cosx -1

=l =
x—>0l+cosx 2

De las 7 formas indeterminadas que vimos en el capitulo de funciones y continuidad, la Regla de L’'Hépital solo es

. 0 o .. . o .
aplicable en los casos 0 e — . Sin embargo todas las otras indeterminaciones pueden reducirse a estas dos.
o0



7.4.1.- Indeterminacion 0-co

Si lim f(x) =0 y lim g(x) = o entonces: lim f(x)-g(x) = 0.0 = lim¥ =% , que se puede resolver con la
glx)

regla de L’'Hopital.

7.4.2.- Indeterminacion co-co

Si lim f(x) = limg(x) = ©; entonces lim[f(x)— g(x)] =0 - y operando un poco, podemos

11
llegar a la expresién limM que se puede resolver con L’Hépital.

7.4.3.- Indeterminaciones 0°, oy 1*

=
x
Q.
=

Para estas, aplicaremos logaritmos: A? =e®"* de modo que las tres indeterminaciones se

reducen a formas %,2 , que resolveremos mediante la regla de L’Hépital.
0

7.5.- Representacion de funciones

A la hora de estudiar funciones, seguiremos el siguiente esquema:

Dominio y recorrido
Simetrias
Periodicidad
Continuidad

Puntos de Corte
Asintotas
Monotonia
Curvatura
Representacién

00 N0 O W

Veamos paso a paso cada uno de los items anteriores:

7.5.1.- Dominio y recorrido

Dominio: Valores de x para los que estéa definida (existe) f(x)

Recorrido: Valores que toma f'(x)



Polinémica

a,>0 e nimpar Exponencial 0<a<i a>1
AL AL ~L L~
ViV [ | |
a,<0 npar nimpar Logaritmica I 0<a<1 T a>1
NN, \ .
/ \ o/ \ ' 1\_ {1
Irracional meEr Almper / sen x .
[, . LN /s
J —2n —17\40_1 m o
cos x tgx

e Funciones Polinémicas, son de la forma f(x)=a,x" +ax"" +.....+a,_x+a, ysudominioes R.

e Funciones Racionales, son de la forma f(x) =

1

n n—
a,x" +ax"" +....+a, x+a

los valores que anulan el denominador.

byx" +bx" 4 ..4b, x+b

e  Funciones Irracionales, son del tipo f(x) =%/ f"(x) , siendo su dominio:

El mismo que f(x) sin es impar

El conjunto de valores reales que hagan f(x) > 0 sin es par

e  Funciones exponenciales, son de la forma f(x)=a’™, cona>0vy a=1, su dominio es R .

e  Funciones logaritmicas, son de la forma f(x)=1log, f'(x),cona>0y f'(x)>0

e Funciones circulares: f(x) = senx, f(x)=cosx , sudominio es R.

A partir de estas dos, podemos definir el resto de funciones circulares:

senx
tg(x) = , sec(x) =
COS X Cos X
COS X
ctg(x) = , cosec(x) =
senx senx

sus dominios son R — {g(Zk +1),k e Z}

sus dominios son R —{kr,k € z}

7.5.2.- Simetrias

e Lafuncién f: A~ R esparsi Vxe A, f(-x)= f(x)

La curva de cualquier funcién par es simétrica respecto del eje OY

Y

(x)

B4 \ X X




e Lafuncién F:A—= R esimparsi Vx e A, f(-x)=—f(x) :

flx)

La curva de toda funcién impar es simétrica respecto del origen de Coordenadas (0,0)

-f(x

7.5.3.- Periodicidad

e Lafuncién 7 : A R es periédica, si existe un nimero real T distinto de cero, llamado periodo, tal que:

Sx+T)=1(x)

7.5.4.- Continuidad.

Las discontinuidades de una funcién, son los puntos donde la funcién no es continua.

Segtn la definicién de continuidad en un punto, una funcién es continua en un punto a cuando se cumple:

a) 3 f(a)
b) 3 lim f(x)

X—>a

¢) lim f(x) = lim f(x) = f(a)

Si en algin punto no se verifican los tres puntos anteriores, decimos que en dicho punto la funcién no es continua.

7.5.4.1.- Discontinuidades de una funcion

En la tabla siguiente se resumen los 4 tipos de discontinuidades:

Continua Evitable
Existe el limite y coinci- Existe el limite, pero no coin-
de con la imagen. cide con la imagen.

xﬁjr;of(x) = f(xo) flx) # lim f(x) ER

De salto Y0 Asintética
Los limites laterales son Los limites laterales son infi-
finitos, pero diferentes. nitos.

lim f(x) # lim f(x) lim f(x), lim f(x) =
x=x; x> x; X x; X~ x;




7.5.5.- Puntos de Corte con los ejes

v" Con el eje X: Para calcular los puntos de corte de la funcién con el eje x, hacemos f(x) =0 y calculamos
las soluciones de dicha ecuacién, y éstas son los puntos de corte con el eje x.

v Con el eje Y: Calculamos f(0), v los puntos de corte son los puntos (0, f (O)).

7.5.6.- Asintotas y ramas infinitas

7.5.6.1.- Asintota Vertical

La recta x=a es una asintota vertical de la funcién f(x) si existe alguno de estos limites:

1.—lim f(x) = 20 2.— lim f(x) =00 3.— lim f(x) =+

x->a x—>a" x—>a~

Normalmente las asintotas verticales se hallan en los valores de x que anulan el denominador.

7.5.6.1.- Asintota Horizontal

La recta y=k es una asintota horizontal de la funcién f(x) si existe alguno de los siguientes limites:

1.— lim f(x)=k 2.~ lim f(x)=k'

X—>+0 X—=>—00

Una funcién tiene como méximo 2 asintotas horizontales correspondientes a cada uno de los limites en el infinito.
: Y : Y =X
@ Y 3 @ 3 - f(x) =X2):_i ® - - f(x) V 1+lx!

o0 = 2 [T T S D £x) = 1
fx) =3 : . fx)=0 oL —— ‘ \ 0

T =1

7.5.6.3.- Asintota Oblicuas y ramas parabdlicas

Se estudian solo si lim f(x) =+o0, es decir si no hay asintota horizontal.

x—>%o0

Lo primero es estudiar el limite: lim S

x—>t0 ¥

e Si lim PAC) =+ la curva tiene una rama parabdlica en la direccién del eje OY.
x—>to0 X
e Si lim S =0 la curva tiene una rama hiperbdlica en la direccién OX. (de la forma y = «/; )

x—>t0 X



e Silim S _ m# 0 , estudiamos el limite: lim [f(x)—mx]

Xx—>t0 ¥ X—=>%00

v Si lim S =m=#0vy lim [f(x) - mx] =b, la curva tiene la asintota en la direccién y=mx+b
x—>t0 X x—>t0

llamada asintota oblicua.

v Si lim PACI m=#0y lim [f(x) - mx] =00, la curva tiene una rama parabélica en la direccién
x—>to0 X x—>%0

de la recta y=mx

Asintota vertical x=0
Asintota Oblicua y=x

Rama Parabdlica Rama Hiperbdlica

7.5.7.- Monotonia

En este punto, estudiaremos los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos y
absolutos. Para ello nos ayudaremos de derivada, que igualaremos a cero para obtener los posibles extremos.

En una tabla, en la que representaremos la recta real, indicaremos con una linea sencilla los puntos de derivada
nula, y con dos rayas los puntos de no dominio.

Por tanto, si utilizamos la tabla, tenemos:

X (-0070) (071) (1,+OO)
F(x) 4 N N
f(x) N /! /

Min (0,1)

Calculamos el signo de la derivada en cada uno de los intervalos formados y veremos si la funcién es creciente o
decreciente, sefialandolo con una flechita, v donde estan los extremos relativos, que calcularemos.

Véase el ejemplo del final.

~ Puntoscriticos: f(@)=0

Punto minimo: f"(a) > 0 Punto maximo: f'(a) <0

Y y ='x42x
Y Y (=0
Mk ] f(x)<0 f(x)>0 f(x)>0 ! f(x)<0
_1 Maximo 1

Minimo 9




7.5.8.- Curvatura

Para la curvatura, nos ayudaremos de la segunda derivada. Calculamos f’(x) y la igualamos a cero, de
forma que estos puntos seran los posibles puntos de inflexion.

7

‘Tangente | pj. — Convexa

; X ¢ /T tangente
, ; 1
f) = 3 f(x) <0\
x)=x / ;
a

X 0

Punto convexo-céncavo: f

Y :
. \ N \Y () >0
Convexa — pi. . Tangente f(x) >0

' P / & f(a)=0 tangente

' o\ X v
u : £(x) < 0

o) == ~—Cdéncava ;

o a N\ X 0

7.5.9.- Dibujo de la grdfica

Atendiendo a todos los datos obtenidos una vez seguidos los 8 pasos anteriores, ya estamos en paraje de
poder representar la funcién.

Veamos todo esto con un ejemplo.

7.6.- Ejemplo

x3

Representar la funcién f(x)=—;
¥2 -
1.- Dominio:

La funcién es un cociente de polinomios, por tanto su dominio es el conjunto de los nimeros reales, menos los
valores que anulen el denominador.

x2-4=0 2> x?=4 > x=42
Dom(f) = R - {2,-2)

2.- Simetrias:

3 3
-X
f(=x) =( ( )2) 2 =— 2x 2 =—f(x) =» Por tanto la funcién es impar, es simétrica respecto del origen de

coordenadas.




3.- Periodicidad:

La funcién f(x) no es periddica, no aparecen funciones circulares.

4 .- Puntos de discontinuidad:

Como f(x) es un cociente de polinomios, es una funcién continua excepto donde se anule el denominador.

3 _ 3
5 =—+4m lim — =—
x—>-2" x° — 0 x=>2" X% — 0
x* -8 x* 8
lim — =—-0 lim — =——00
x>2 x“—-4 0 x>2 x“ -4 0
La funcién f(x) presenta en x=2 y en x=-2 dos discontinuidades asintéticas.
5.- Puntos de corte con los ejes.
x* x°
Hacemos f(x)=——=0 & ——=0 2 x’ =0 & x=0
x" -4 x° -4
Calculamos f(0)=0
Por tanto el punto de corte con el eje X y con el eje Y es el (0,0)
6.- Asintotas:
Como hemos visto ya, f(x) presenta en x=2 y en x=-2 dos asintotas verticales.
Como lim f(x)=w y lim f(x)= -, no presenta asintotas horizontales, pero si puede presentar alguna
X—>+00 X—>=00

asintota oblicua o rama parabdlica.

Calculamos lim
X—>+0 X x—>+0 x° —4x x—>Fo x° —4

3 343
Y ahora calculamos lim [£(x)~x]= lim { X _x} = lim {L“‘x} =0

x—>% x—>%00 x2 -4

Por tanto f(x) presenta una asintota oblicua en y=x.

7.- Monotonia y curvatura:

Para ello, lo primero es calcular la derivada de f(x)

f'(x)= M y la igualamos a cero para calcular los extremos relativos:
(* —af
, x=0
f’(x):M:O D> 22 -12)=0 D {x=+12
(x - 4)2 =12

Estudiamos ahora el signo de f'(x) para ver los intervalos de monotonia.



Dibujamos una linea recta en la que ponemos los puntos que hacen la derivada 0, los puntos que hacen la funcién
cero, y los puntos donde no es continua.

X (w0-V12) | (-+12,-2) (-2,0) 0.2) (2,V12) | (V12,+o)
F(x) + : : i i +
f(x) J N \ N N /

Min (-2,1) Punto de Inflexién Max (-2,1)

f(x) es creciente en el intervalo (— oo,—\/E )u (\/E ,+oo)

f(x) es decreciente en el intervalo (— Jiz ,—Z)U (— 2,2) ) (+ 12,+oo)

f(x) tiene un méximo en x = 12 f (—\/E )=-34/3 en el punto (— V12,-343 )
/f(x) tiene un minimo en x = Ji2 f (\/E )=34/3 en el punto (x/ﬁ 343 )

Vamos a calcular ahora los puntos de inflexién, donde la curva cambia de céncava a convexa. Para ello trabajamos
con la segunda derivada. f"'(x)

2 £'(x)<0 £(x)>0
f"(x)= SX(X—+132) y la igualamos a cero |
(x2 - 4) l
2 0
f"(x):SX(X—”f):o > 8x(x*+12)=0 > m u
(x*-4)

{x=0
Obtenemos 1 punto, vamos a ver dénde la funcién cambia de convexa
a concava. Tenemos un punto de inflexién en el punto (0,0)

L

8.- Gréfica de la funcién:

N\
|S¥]
e

\

Con todos los datos que ya tenemos de f(x), lo Gnico que nos falta
es representarla. -

\
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