TRIGONOMETRIA

Para medir angulos se utilizan las siguientes unidades:
1Grado sexagesimal (°):

Si se divide la circunferencia en 360 partes iguales, el angulo central
correspondiente a cada una de sus partes es un &angulo de un grado (1°)

sexagesimal.
Un grado tiene 60 minutos (') y un minuto tiene 60 segundos ('").

2 Radian (rad): Es la medida de un &ngulo cuyo arco mide un radio.

Razones trigonométricas

Seno

Seno del angulo B: es la razén entre el cateto opuesto al angulo y la

hipotenusa.

cateto opuesto _ b

sen B= .
hipotenusa a

Coseno

Coseno del angulo B: es la razon entre el cateto contiguo al angulo y la

hipotenusa.

cateto contiguo _ c

cos B= _
hipotenusa a
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Tangente

Tangente del angulo B: es la razén entre el cateto opuesto al angulo y el

cateto contiguo al angulo.

g B= = =

cos B cateto contiguo

sen B cateto opuesto E
C

Cosecante

Cosecante del angulo B: es la razon inversa del seno de B.

. 1 _ hipotenusa _ a
cosec B= ——— = = =
sen B cateto opuesto b

Secante

Secante del angulo B: es la razén inversa del coseno de B.

. 1 _ hipotenusa _a
sec B= = : = —
cos B cateto contiguo C

Cotangente

Cotangente del angulo B: es la razén inversa de la tangente de B.

1  cosB _ catetocontiguo _ cC
cotg B= = =
g B sen B cateto opuesto b
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Razones trigonométricas de cualquier angulo

Se llama circunferencia goniométrica a aquélla que tiene su centro en el
origen de coordenadas y su radio esla unidad. En la circunferencia
goniométrica los ejes de coordenadas delimitan cuatro cuadrantes que se

numeran en sentido contrario a las agujas del reloj.
El seno es la ordenada.

El coseno es la abscisa.

-l1<sena=s1

-1<cosa=s1

Ts‘
Y ’/”
= ﬂ = @ = = Dp = DS' = DS' = f
sen a= 55 - PQ cosecd PO oT" - 05
_ 0Q _ _ Oop _0O5 _ 05 _
COs a= P 00 sec ad 00 oT - s
tg a= PR _ ST _ 5T =571 cotg a= oQ _ ST _ ST = 5T

oQ OT r PQ  OT r
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Signo de las razones trigonométricas

| cos - cos + E'.I_
t : {
I\ sen - sen - |
1."-.
‘\\ cOs cos +/
~ . ___-ff
g 0" ag- 180" 270"
san 0 1 0 -1
Cos 1 0 -1 0
tg 0 —» @ 0 — —©

! 43
sen 300=|2=— sen 60° = EI —g
CoS 300=g=ﬁ cosﬁnc*:IZ:l
| 2 | 2
1 \f— J3
I::'= E = 1 =_3 ID=z=
tg 30 NN tg 60 1 3
2 2
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/30§

/\ 60°

2

Razones trigonométricas del angulo de 45°

sen 45%= | = 1 = \E
W2 N2 2
cos 45°= = 1 = \E
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Razones trigonométricas de angulos notables

a: oo 30~ 45° 60~ ape° 180¢ 270°
sen 0 l E E 1 0 -1
2 2 2
3 2 1
1 _— - — 0 -1 0
COS 5 5 5
g 0 g 1 J3 —> 0 — —o

Relaciones trigonomeétricas fundamentales
sen2 a + cos2a=1
sec2a=1+ tg2a

cosec2 a =1 + cotg2 a

Angulos complementarios

o

sen |- —a|= cos &
2
T

COS (E—rx)= sen &

tg [g—a)z cotg &
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Angulos suplementarios
sen (m-a)= sen a
cos (m—a)=-cos &

tg (m—a)=-tg a
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Angulos que se diferencian en 180°

sen (m+a)=-sen a
cos (wt+a)=-cos @

tg (r+a)=tg «

Angulos opuestos
sen (2r-a)= -sen a
cos (2a@—-a)=cos a

tg a-a)=-tg a
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Angulos negativos

sen (-a)= -sen a
cos (—a)=cos &

tg (-a)=-tg @
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Mayores de 360°

sen (a+2ak)= sen a
cos (@+2ak)=cos a

tg (a+2ak)=1tg «

Angulos que difieren en 90° 6 n/2 rad

a
5eENn | —t+ta|= COs5 &
2
a
CO5 [§+£}.'J=—SEH &

tqg (g + r,r] =—cotg «

10
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e

Angulos que suman en 270° 6 3/2 n rad

5N 3—7!-— = —C05 &
5 =
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Angulos que difieren en 270° 6 3/2 n rad

(5]
5N ?+a: = —C05 &

(5]
CO5 ?+CI'.' =5cn &

// g A
y, Y
\e
§ -__—'1&1
| o a
270°vu.‘\._ \
/,J
™,
ot ,//
e —
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Resolucion de triangulos rectangulos

1. Se conocen la hipotenusa y un cateto.

B: senE!‘-zE E!'-=ar'(:5|enE
a a
C=90"-B
C
cosB==— c=a.cosB
C: a
c=-~at —b?
C
d
b
B A

2. Se conocen los dos catetos

B: tgb== E‘-=arcth
C
C=90*-B
b
senB== a-=
a sen B

13
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B A

3. Se conocen la hipotenusa y un angulo agudo.

C= 90~ -B
a:rsenbB== a= b
a sen B
C
cotgB=_- c=b.cotgB
C: b

c =-/af — b?

B A

4. Se conocen un cateto y un angulo agudo.

C= 90°-B

a: senbB= a=

sen B

o | T

14
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coth:E c=h.cotgB
c=+a -b?
C
a
b
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Razones trigonomeétricas de la sumay
diferencia de angulos

sen({a+b)=sena cosb+cosa senb
sen{a—-b)=sena cosb-cosa senb
cos (a+b)=cos a cosb-sen a senb

cos (a—b)=cos a cosb+sen a senb

tga+tgb
l-tga-tgbh

g (a+b)=

tga-tgb
b -b)=
g (a-b) l+tga-tgh

Razones trigonométricas del angulo doble

senza=2 sena cosa

cos 2a=cos? a-sen‘a

Razones trigonométricas del angulo mitad

sen£—+ 1-cos A
2 2

c05£—+ 1+cos A
? d 2

16
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Transformaciones de sumas en productos

A+B A-B

senA+senB =2 sen c0s
2 2
senA-senB =2 cos At+E sen A-8
A+B A-B
CcoSs

cos A+cos B=2 cos

A+B A-8
sen 5

cos A-cos B =-2 sen

Transformaciones de productos en sumas

senA-cosB = %[sen (A+B)+sen(A —B)]
cos A-senB = %[sen (A+B)-sen(A —B)]
cos A.cosh =%[c05 (A +B)+cos (A —B)]

senA.senB = —%[CDS(A +B)-cos (A —B)]

Teorema de los senos

Cada lado de un triangulo es directamente proporcional al seno

del angulo opuesto.

a b C
sena senb senc

17
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Teorema del coseno

En un triangulo el cuadrado de cada lado es igual a la suma de
los cuadrados de los otros dos menos el doble producto del producto

de ambos por el coseno del angulo que forman.

al=bh*+c?-2bc cosA

Teorema de las tangentes

" A+ B
a+b g 2
a-b ., A-8B

t_

9=

Area de un triangulo

El drea de un tridangulo es la mitad del producto de una base por la

altura correspondiente.

El drea de un triangulo es el semiproducto de dos de sus lados por el

seno del angulo que forman.

S:%b-a-senc

El drea de un tridngulo es el cociente entre el producto de sus lados y

cuatro veces el radio de su circunferencia circunscrita.

_abec
4R

5
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El 4drea de un tridangulo es igual al producto del

circunferencia inscrita por su semiperimetro.

S=r-p

Formula de Herén:

S=yp(p-a)(p-b)(p-c)

radio de

la

19
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Sabiendo que sen a =

3/5, y que 90° <a <180°. Calcular las restantes
razones trigonométricas del angulo a.

3 )
Sen a=— COSEC &= —
o
cosa=—1—§2=—i Sec a=--
5 )
3
__5..3 -4
tga i a cotg «
)

Sabiendo que tg a = 2, y que 1800 < a <270°. Calcular las restantes

razones trigonométricas del angulo a.

COoSs a:—i:—g

= sec @=—1+4 =-/5

sen @=2-» —”E E\E "E

20
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Comprobar las identidades trigonométricas:

1tga:+c.0tg & = sec & - COsecC &

sena cosa sen‘a+cosia

tga+cotg a= + = =
COS & Seha COS & Sen &

1

= =SeCagcoseca
COsS =5 &

, Cotg® a = cos® a +(coty a:cos a¥

2
cos® & +(cotg a:cosa) =cos’ a+cotf acos’a =

cos’ a

cos’a(l+cotg a)=cos’a.coseC a=——;—
sen®a

=cotg *a

— —_ _-—sen?a.cos’a+cos‘a
3sec a

sen‘’a.cos’a+cos *a=-cos’a (sen ‘a +cos Za) =cos ‘a=

4t:0tga »S0C 3 = COSeC 3

cosa 1 1
sena cosa sena

cofga.seca= =Ccoseca

1

sec’a

21
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2 2 1
Sec a+oosecta = = =
5 5en” a-0o05" a

1 1 sen® a+cos? a
sec a+cosec® a= + = =

1

cos2a senfa senfa.cos’a sen’a.cos’a

gSenb.cos(a-b)+cosb.sen(a-b)=sena

sen[b +(a—b)]= sena

cotg a-cotg b-1

cotg [a+b)=
7 9 [ ) colg a+colg b
1 1 1-tga-tgb

cotg (a+ b= = = =

9 ) tg(a+b) tga+tgb tga+tgb

1-tga.tgb
1 _tga-igb

_lga-tgbh tga:tgb _ cotg a-.cotg b-1

tga | tgb cotg a+cotg b

tga.tgbh tgastgb
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Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricastrigonométricas

1
senx=0
arcsen(senx)=arcsen0 fof'=x
x, = 0°+360% x, =0°,360°,720°,...
X =arcsen0 =
x, = 180°+360°% x, = 180°,540°,900°, ...
x =0°+180°%
2
cos x=0
arccos {cos x)=arccos 0 fof'l=x
X, =90°+360°% X, =90°,450°,810%,...
X =arccos 0=
X, =270°+360% X, =270°,630°,990%...
X =90°+180%
3
tg x=0

arctg (tg x)=arctg 0 fofl=x
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x =arctg 0

4
senx =1

arcsen(senx)=arcsenl
x =arcsenl

5

cos x=1
arccos {cos x )= arccos 1
X =arccos 1

6

g x=1
arctg (tg x)=arctg 1
x =arctg 1

7

senx =-1

x =0°+180°k

Fof1l=x

x =90°+360%

Fof1l=x
x =0°+360°%
Foftl=x

x =45°4+180%

24
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arcsen (senx)=arcsen(-1) foft=x

x = arcsen(-1) x =270°+360%
8
cos X =-1

arccos {cos x)=arccos (-1) foft=x

x = arccos (-1) x =180°+360°%
9
g x=-1

arctg (fg x)=arctg (-1) foft=x

x =arctg (-1) x =135°+180°%%
10

senx ==

arcsen (sen x): arcsen (%] Foftl=x

25
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11

12

1

[1) {X = 30°+360°%
x =arcsen| s |=

1
Senx =—=
2

x, = 150° +360%

arcsen (sen x) = arcsen [—%)

X =arcsen (—%) =

COSs X =

X, =210°+360%
x, = 330°+360°

1
arc cos (cos x) = arc cos [E]

1
X = arccos (E) :}{

X, = 060°+360°%

1

X, = 300°+360%

Foftl=x

Foftl=x

26
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13

COS X =—

arccos (cos x) = arccos [— %) Foftl=2x

v — arceos [ 1) [¥1=120°+360%
N 2 X, = 240° +360%

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas

2

sen[x + E] = E

4)" 2
3 sen 600
=
2 senlz200
X +45° =60° X, =152+360°%k
X +45°=120° X, =795°4360°k

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas

3

2gx-3cotg x-1=0

ztgx—i—lzﬂ 2tg°x-tgx-3=0

27
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tgx:% X =56°18'35"+180%

tgx =-1 x =1352+180%

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas
4

3sen?x-5senx+2=0

5+25-24 5+1

¥) 5]

Senx =

sen X =1 x =90°4+360°%

S5EN X =

_ [41°48'37" +360%
- |138°11°23° 4+ 360%

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas

5
cos’ x —3sen®x =0
1-sen*x —3sen’x =0 1-4sen*x =0
sen?x = & senx = +1
4 2

x, = 30°+360°k

1
X =4arcsen - =
{xz =150° +360°k

2

1) {XS =210°+360°k

X =arcsen|——|=
( 2 X, =330° +360°k
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Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas

6

0s2x = 1+ dsenx
cos?x—sen?x=1+4senx
l-sen?x-sen?x=1+4senx

?sen?x+4senx =0

senx =0

25enx(senx+2)=[] =
senx+2=0

%, = 0°+360°k
x =arcsen( = x =0°4+180°k
X, =180°+360°k

x =arcsen(-2) Sin solucion

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas
7

sen(2x +60°)+sen(x +30°)=0

2 sen [3;+ 45"](:05 (; +15°) =0

= +45°=0°+360°% x =-30°+120°K

3x

sen [3; +45“) =0=
T+-45"=18l21l"+36~[1l"1f< x =-30°+120°K

29
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%+15“=QD“+360".‘< ¥ =150°+360°

CcOSs X +15°|=0 =«
2 B %+15°=2?D°+360“k X =510+ 360°%

¥ =150°+360°K

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas

8

2 2 1
sen’x - cos® x =

2 2 1 2 2 1 1
sen’x - cos® x = = CoS” X - sen’x = - = nt:t::-sb(:—E

120°+360°% 60°+180°%
2% = = W =
240°+360°%k 120°+180°k

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas

9

cos8x +coosbx = 2cos210° cosx

2c08Fx-cosx =2c08210%.COS X
cos X (cos 7x —cos 210°)=0

cosx =0 x = X =90 +360° x =90° +180°k
x =270°+360°%k

Ccos /x—c0s210°=0 7x=210° x =30°

30
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Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas

10
g 2x =—1fgx
2t X
ek~ SR
1-tg® x gx
tgx(tgzx—B)zﬂ
tgx =0 x =0°+180%

tgx = /3 {x:ﬁﬂ +180°%

X =120°+180°%

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas

11
SN X+ +3Co0sx =2
senx+d’§cosx=2 %senx+§cosx=l
sen(x +60°)=1 X +60°=90°+360°%

x =30°+360%

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas
12

sen?2x = cos 60°

senZ?x = cos6l” Senz2x = %

31
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2x =30"+360°% x =15"+180°%
2x =150°+360% x =75°+180°%

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas

13
dsen (x —30° cos (x —-30°) =3
2[25&:}[}( - 30°)cos(x - 30”)] =3

senz(x - 3[1”) = §

2(x —30°)=60°+360% X =60°+180°%

2(x —30°)=120°+360% X =90°+180°%

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas

14
2cosx = 3tg x
2C08X = STy 2cos® x = 3senx
COS X
2(1—sen2x)=35enx 2-2sen’x =3senx

?senix+3senx -2=0

-3t49+16 -3x5

Senx = =
4 4

x, =30°+360%

1
Senx =3 :}{xz —150°+360%

2

32
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senx =—2 Sinsolucion porque -1 =senx =1

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas
15

sen?2x-cosx =b6senix

25senx-Ccos X -cos X =bsen’x

senx (cosz ¥ —3sen’ x) =0

senx=0= x =0°+360% =x =0°+180°%%
x =180°+360°%

cos?x —3sen*x =0 cos® x =3sen?® x

1 3
tg'x = = tgx = £
g 3 g 3
tgx=§:>x=30“+180"k
tgx:—%:>x=15[]“+18[]“k

Ejercicios resueltos de ecuaciones trigonométricas
16

4 son % +2c08x =3

b4 > -
4sen 2 +2|cos? Z —sen? 2 |=3
sen2+ [CDS > s5en 2)
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asenX 120052 X —2s5en? X -3
2z 2 2

x x x
4senZ +2|1-sen®* 2 |-2sen®* 2 =3
sen2+ ( s5en 2] s5en >
asen?X _asenX+1-0
2 2
x .Y X
[2sen——1 =10 Z2eenn—-1=10
2 2
X = 30°+360% x =60°+360%
:~3-5~4r".-i=l 12
2 2 %:150%350% x = 300°+360°%
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