LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD
Y RAMAS INFINITAS
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REFLEXIONA Y RESUELVE

Aproximaciones sucesivas

B Comprueba que:
S@ =6,5; f(4,9 = 6,95; f(4,99) = 6,995
B Calcula f(4,999); f(4,9999); f(4,99999); ...

E A la vista de los resultados anteriores, ;te parece razonable afirmar que,
cuando x se aproxima a 5, el valor de f(x) se aproxima a 7? Lo expresamos
asi: lim f(x)=7

x—5
oy X2+ 4x—45 _
Si [0 Sy entonces:
f(4,999) = 6,9995; f(4,9999) = 6,99995; f(4,99999) = 6,999995
lim flx) =7
X =5

2 —
B Calcula, analogamente, lim w

f(2)=55; f(2,9) =595 f(2,99) =5995; f(2,999) = 5,9995; [(2,9999) = 599995
lim f() =6

x—3
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1. Cada una de las siguientes funciones tiene uno o mas puntos donde no es conti-
nua. Indica cuales son esos puntos y qué tipo de discontinuidad presenta:

3six+4
1six=4

a)y=x+2 b)y=x2—3x C)y= x2—3 d)y={
X — X X

3
a) Rama infinita en x = 3 (asintota vertical).
b) Discontinuidad evitable en x = 0 (le falta ese punto).
¢) Rama infinita en x = 0 (asintota vertical).

d) Salto en x = 4.

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas




2. Explica por qué son continuas las siguientes funciones y determina el interva-
lo en el que estan definidas:

a)y=x%2-5 b)y=V5-x
_J)3x—4, x<3 X, 0<x<2
C)y_{x+2, x>3 Dy {2,23x<5

a) Esta definida y es continua en todo IR.
b) Esta definida y es continua en (—eo, 5].

Las funciones dadas mediante una expresion analitica sencilla (Ias que conocemos)
son continuas donde estan definidas.

©) Estd definida en todo IR. Es continua, también, en todo R. El Gnico punto en
que se duda es el 3: las dos ramas toman el mismo valor para x = 3:

3:3-4=9-4=5 3+2=5

Por tanto, las dos ramas empalman en el punto (3, 5). La funcién es también conti-
nua en x = 3.

d) También las dos ramas empalman en el punto (2, 2). Por tanto, la funcién es con-
tinua en el intervalo en el que esta definida: [0, 5).
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1. Calcula el valor de los siguientes limites:

a) lim 3 b) lim (cos x—1)
x—>0X—2 x>0

2) — 2

a) > b) 0

2. Calcula estos limites:

a) lim Vx%?-3x+5 b) lim log,,x

x—2 x — 0,1

3 b) -1
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3. Calcula k para que la funcion y = f(x) sea continua en R:

_Jx3-2x+k, x#3
S {7, x=3
lim (x3-2x+k) =21+k
x—=3 21+ k=7 —> k=-14
f3 =7

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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4. Calcula los limites de las funciones siguientes en los puntos que se indican.
Donde convenga, especifica el valor del limite a la izquierda y a la derecha del
punto. Representa graficamente los resultados:

_al _4x—12
a)f(x)-x2_4 en-2,0y2 b)f(x)-m en2,0y3
o x?-_2x+1 o xt
C)f(x)—m enly—3 d)f(x)——x3+3x2 en0y—3
S L : :
A e Yo A i\
lim  [f(x) = —eo
x— =2 i !
No existe  [im [(x). | '
lim f(_x) = +o0 x— -2 -2 213
x— 2" ! i
1 =0 i
Jim SO \ \
lim  f(x) = —oo
x— 2
No existe /lim f(x).
lim _f(x) = +oo x—>2
x— 2
_4x-3) .
b = 0 D .
) [ (x) P 5
lim [f(x) = —eo
X =2 !
lim f(x) =-3 BE
x—0 '
lim f(x) =0
K Xad S\

O S = —x=D?

(x-D x+3)

lim f(x) =0 Ik
x—=1 ;

lim [f(x) = +oo
x—> =3 |

No existe fim [ (0. = .

lim [(x) =—oco X3

x = 3" '
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d - X
) (0 TR
lim f(0) =0
x—=0

lim  [(x) = —eo
x— -3

lim  f(x) = +eo
x— 3"
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No existe

lim  f(x).

X = -3

1. Di el limite cuando x — +< de las siguientes funciones dadas por sus grafi-

cas:
Y=/
/
7
lim  fi(x) = =0 lim (0 = =3
X — +oo X —> too
lim  f3(x) = +oo lim  f,(x) no existe.
X — +oo X —> too
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1. Di el valor del limite cuando x — + de las siguientes funciones:

a) f(x)=—x%?+3x+5

o) f(x) = x—3x4

e) f(x) = _lz
x

a) —oo

d o

b) f(x) = 5x3 + 7x
_1
d f(x) = 3x

x3-1
-5

) f(x) =

b) + oo
e) 0

C) —oo

£) —co

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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2. Como lim (x3 — 200x2) = +, halla un valor de x para el cual sea
X —> +oo

x3-200x2>1000000.

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 800 000 000.

3. Como lim 1

= 0, halla un valor de x para el cual sea:
x>+ X% —10x

1

2

< 0,0001
x“—-10x

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 0,000001.
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4, Calcula Iim f(x) y representa sus ramas:
X — +oo

-1 -3 -\ = 3x—
a)f(x)—a b) f(x) = ) f(x) 2 df(x) =3x-5

a) 0 b) 0
— | > — >
o0 d) +eo /
—t— S
5. Calcula lim f(x) y representa sus ramas:
X — +oo
_x3-1 _x%2-3 _oal _1-—x3
a) f(x) = = b) f(x) = 3 o) f(x) = 2 3 D f(x) = T3
a) —oo b) 0
S S
C) +oo o d)-1
__________ >
-1

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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1. Halla las asintotas verticales y sitia la curva respecto a ellas:

x2+3x+11

ay=
Y x+1

2
byy= X 13%

x+1

x—> -1

) lim f(x) = —co | 5\

x = -1 es asintota vertical. ;
lim [(x) = +oo -1;

x—-1* | \:

b)  lim f(x) = +eo | .
x— -1 ’E

= -1 es asintota vertical.
lim f(x)=—co

x—-1* | _

2. Halla las asintotas verticales y sitia la curva respecto a ellas:

)y = x2+2
x2-2x
242
b y=—> T2
Y x2-2x+1
Q) lim f(x) = +oo | ] A\
x=0 x =0 es asintota vertical. ‘
lim [(x) = —oo B
x— 0" ‘l \:
lim f(x) = —oo |
x— 2"

X =2 es asintota vertical.
lim [f(x) = +oo
x— 2"

b)) lim  f(x) = +eo ,
X = 1_f I \
) x =1 es asintota vertical.
lim f(x) = +oo
x— 1"

6 Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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3. Halla las ramas infinitas, x — +, de estas funciones. Sitiia la curva respecto
a su asintota:

3
x x
a)y= b) y =
)y 1+ x2 4 1+ x2

a) Iim f(x)=0 — y=0 esasintota horizontal.
X = +oo

b)y=x+ — y=x es asintota oblicua.
1+ x?

4, Halla las ramas infinitas, x — +oo, de estas funciones. Sitiia la curva respecto a sus
asintotas, si las hay:
2 4 2 3 _ 2
a)y = x2 b)y=2x 3x°+7
xX°—2x X

a) Iim fx)=1 — p=1 esasintota horizontal. ... W >
X — +oo

b) grado de P — grado de Q> 2 /

lim f(x) =+e — rama parabdlica hacia arriba.
X —> +oo
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1. Halla #m jf(x) y representa la rama correspondiente:
X —> —oo

S =2x3+7x%-3

lim fx) = Iim 7x%=+c
X — —o0 X —> —oo

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas




2. Halla Ulim jf(x) y trazalas ramas correspondientes:
X — —oo

a) f(x) = (x? + 3)/(—x3)
b) f(x) = —x3/(x2 + 3)

2
D lim 0= lim = iim =0 —
X —> —oo X = —o0 =X X —>—o0 X
3
b) Iim f(x)= lim LZ= lim —x = +oo \
X —> —o0 X = —c0 X X — —oo RN
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3. Halla las ramas infinitas, x — —, de estas funciones, y sitia la curva respec-
to a las asintotas:

1 X
a)y= b) y =
Y x2+1 Y 1+ x?
2 3
x
Qy= dy=
)y 1+ x? )y 1+ x?
_ _ ) P . <«
a) lim [f(x)=0 — p=0 esasintota horizontal.
X —> —oo
b) By l_i)nz . f) =0 — y=0 esasintota horizontal. —
<A
o Iim f(x)=1 — y=1 esasintota horizontal.
X —> —oo
1.
d y=x+ = Yy =x es asintota oblicua. = :
1+ x?

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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4., Halla las ramas infinitas, cuando x — —, y si tienen asintotas, sitda la curva
respecto a ellas:

4 2
X x“+2
ay-= b)y-=

! x?+1 Y x2-2x

2 3 _ 2
o y=X"*3x 4y y= 2x2=3x
+1 ~
a) grado P — grado Q = 2 \
lim f(x) =+e — rama parabdlica.

X —> —o0
b lim f(x)=1 — y=1 es asintota horizontal. < i

X —> -
O y=x+2+ x_+ T ™ Y=x+2 esasintota oblicua. 2}\

47

D tlim [ = lim (2x?—3x) = +oo N ‘

X —> —o° X — —oo

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Discontinuidades y continuidad

1 |a) ;Cual de las siguientes graficas corresponde a una funcién continua?

b) Senala, en cada una de las otras cinco, la razoén de su discontinuidad.

a) b) 9]
\\& : ~ 7
]/ A
T2 2 Y 2
[ o [ \l/
I Wl
d) e) f) P,
. pd
o} / o} L* ;/
z 4 2 £ 4

a) Solo la a).

b)b) Rama infinita en x =1 (asintota vertical).
¢) Rama infinita en x = 0 (asintota vertical).
d) Salto en x = 2.

e) Punto desplazado en x =1; f(1) =4; [im f(x) = 2.
x—1

f) No esta definida en x = 2.

2 |Halla los puntos de discontinuidad, si los hay, de las siguientes funciones:

aAy=x2+x-6 b y=—X_
y y (x—2)
x—1 1
QAy=—— dDy=——
2V awi 4 x2+2x+3
2 1
ey=—="— fy-=
7 S5x — x2 VT 2
a) Continua. b) 2
<) —% d) Continua.
e)0y5 f) Continua.
Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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Comprueba si las siguientes funciones son continuasen x=0 yen x=-2:

1
a)y=T b)y=x2x4
x _

Ay=Vx2-4 dDy=V7-2x

a) No es continuanien x=0 nien x=-2.
b) Si es continua en x =0, noen x=-2.
¢) No es continua en x =0, sien x=-2.

d) Continuaen x=0 yen x=-2.

Indica para qué valores de R son continuas las siguientes funciones:

Dy=5-7 b)y=Vx-3
d)y=V-3x

e)y= NS — 2x ﬂy:xz_x

®|=

Ay=

a) R b) [3, +e0) o R {0}

5
d) (—ee, 0] e) |—oo, E] HR

Comprueba que las graficas de estas funciones corresponden a la expresion
analitica dada y di si son continuas o discontinuas en x = 1.

Do

1-x2 si x=<1
x—1 six>1 5

a) f(x) = {

x+2 si x<1 2
3 si x>1

b) f(x) = {

x2 six=1 \l2| [/

o) f(x) = {

-1 six=1

a) Continua.
b) Discontinua.

¢) Discontinua.

Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 11




2_16i x<
6 | Comprueba si la funcion f(x) = xo-1 Sf x<0 es continuaen x = 0.
x—1 si x>0

@ Recuerda que para que [ sea continua en x = 0, debe verificarse que:
Em f(x) = f(0)
lim [f(x)= lim f(x)= lim f(x)=-1=/f(0)
x— 0 x— 0F x—0

Es continua en x = 0.

7 | Comprueba si las siguientes funciones son continuas en los puntos que se
indican:

a) f(x) = {(S_x)/z st a<-l o x=1

2x + 4 si x>—-1

2—x%2 six<2
b) f(x) = {(x/Z)—3 si x>2 en x =2

c)f(x)={3x si x<1 en x=1

x+3 six>1
a) No, pues no existe f(-1).

b) lim f(x) = lim f(x)=f(2)=-2. Siescontinua en x =2,

x— 2" x—2"

o lim fx)=3# lim f(x)=4. Noescontinuaen x= 1.
x—=1 x— 1"
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Vision grafica del limite

8 £ D) rars \l
NAS /H 73% /I
T
2
EECEEN [
|

Estas son, respectivamente, las graficas de las funciones:

VAGE v fy(a)= —

x+ 2

1
(x +2)?

¢Cual es el limite de cada una de estas funciones cuando x — —2?

@ Observa la funcion cuando x — -2 por la izquierda y por la derecha.

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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lim _f(x) = +oo ]

x— -2

lim  f,(x) = +eo
x - =2F

lim _f,(x) = +oo |

x = -2

lim  f,(x) = —oo

x— 2

lim  f,(x) = +o0

x = -2

No existe  lim f5(x).
2

x— -

Sobre la grafica de la funcién f(x), halla:

a) lims_ S(x)

e) lim f(x)
x— 27

a) + oo

e) 0

b) lim f(x) c) lim f(x)
x — -3 x—0
) lim f(x) g lim f(x)
x— 2 X — +oo
| y
] pid
pd PARN
T N
=3
[
|
b) —eo )2
)3 g) +oo

Limite en un punto

Calcula los siguientes limites:

a) lim (5—%)

x—0

e) lim 10+ x— x?2

X — -2

g) lim cos x
x—0

a) 5
e) 2

b) 0
)2

b) lim (x3-x)

x—> -1

d) lim 2%

x — 0,5
) lim log,x
x—4

h) lim e~
x—2

c) -2

21

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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d) lim f(x)

x = —oco

h) lim f(x)
x — -2

do

h) o

d 2
h) e2

13



x2+1si x<0

11 Dada la funcio = )
& cion f(x) {x+1 si x>0

a) lim f(x) b) lim f(x) o) lim f(x)
x— -2 x—3 x—>0
@ Para que exista limite en el punto de ruptura, tienen que ser iguales los limites
laterales.
a5
b) 4
o lim fo= lim f)= lim f(x) =1
x— 0 x— 0" x—0

12 |cCalcula los siguientes limites:

2

a) lim — 3% b) lim 2%°+3x
x>0 x2-2x x—=0 X
3 _ 2 2 _
h—0 b b—>o 4b

@ Saca factor comiin y simplifica cada fraccion.

a) [lim 4—x=_2 b) lim X(ZX—“L5)=3
x>0 xX(x—=2) x—0 X
N 6 ) _ hh=7 7
o Iim 2222 - d) fim 2P =7 __7
Py h hoso  4b 4
13 |Resuelve los siguientes limites:
2 3
a) lim X —1 b) tim X1
x—>1 x—1 xo>-1 x%+x
2
o) lim X*2 d) lim X =X=2
x>-2 x2-4 x—>2 Xx-=2
e) lim _x*3 ) lim 1
x>-3 x2+4x+3 x—>1 x°-1
o x+ D -1
/ = o 2 =2
@ xlinl x-1
3 2
b tim L o gy D@ ox+D 3 4
x—>-1 X°+X x—o-1 x(x+1) -1
_ (x +2) _ 1 o (x+ D (x=2) _
O D -D 4 D im S 3
P (x +3) 1 o (xf+ D2 -1
—_— = f s TN =)
O m Ry D 2 ) i A

14 Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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2
14 | Calcula el limite de la funciéon f(x) = 2x— en x=3, x=0y x=-1.
x%’+x

lim f(x) = % lim f(x) =0
x—3 x—0

lim  [(x) = +oo lim  [f(x) = —oo
x— -1 x— —1*

Limite cuando x — +~ 0 X — =«
15 | Calcula los siguientes limites y representa la informaciéon que obtengas:

a) lim (7+x-x3)

X — too
b) lim x2—10x—32
X — +oo 5

4
o tim |-* +2%X_17
X — +oo 3 2

d) lim (7-x)?

X —> +oo

@ Dale a x “valores grandes”y saca conclusiones.

16 | Calcula el limite de las funciones del ejercicio anterior cuando x — —c y
representa la informaciéon que obtengas.

Resolucion de los ejercicios 15 y 16: —
) lim T+x-x3=-cc; lim (7+x-x3)=+c _—
X —> +oo X = —c -~
. —
2 _ _
by am XINZ32 —
X —> oo 5
4
O hm [+ _17)= - -
x> %o\ 3 2 s —~
~— —
d lim (7 - x)* = +eo -
X —> oo
Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 15
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18

16

Comprueba, dando valores grandes a x, que las siguientes funciones tienden

a0 cuando x — +oo,

_ 1
) S(x) x2-10
-7
) f(x) = —
=72
a) Iim f(x)=0
X — +oo

o lim fx)=0

X o> +eo

/

—

_ 100
b) f(x) = 3x2
2
d | —
S 10x2 — x3

b) lim f(x) =0

X > +oo

d Iim fx) =0

X = +oo

/

Calcula el limite cuando x — +o y cuando x — —- de cada una de las si-

guientes funciones. Representa los resultados que obtengas.

a) f(x) = x3-10x
b) f(x) = Vx2-4

3—x
2

o) f(x) =

) fx) = =2

Cuando x — +oo:

a) lim [f(x)=+oo
X = +oo

o) lim f(x)=—co

X = +oo

Cuando x — —oo:

a) lim [f(x) =—oo

X —> —oo

o lim f(x) = +eo

X —> —oo

~ >

b) lim  f(x) =+

X = +oo

d lim fx) = -

X = +oo

b) lim [f(x) =+

X —> —oo

D lim f(x) = —oo

X —> —oo

/

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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19 | Calcula los siguientes limites y representa las ramas que obtengas:

2
a) lim — 9 b) lim —2X
x>+ (x—1)2 x>+ 3—X
o lim —=1 & tim —1
x4 x%2—1 x =+ (2 —x)3
— 2
e) lim 2x—1 ) lim x°+5
x>t X+2 x>t 1=
_ 2-3x . 3-2x
lim h) lim
g)x—)+oo x+3 )x—>+oo 5-2x

20 |Calcula el limite de todas las funciones del ejercicio anterior cuando
X —> —oo,

Resolucion de los ejercicios 19 y 20:

) 3 o0 o 3 Yl
a lim —=—=0; [lim 0 e
x = +oo (2 — 1)? X —oo (x—1)? !
/ ? E
: >,
—4 -2 :2 4
41
_ —2x2 P —2x2
b) lim =+oo;  [im = —oo
X — +oo 3—-x X — —oo 3—-x /
/
Yo
o lim =l =0; lim -1 __p o
x> tee x2—1 x> -0 x%2—1 2
4 2E E2 4 X
~ i~
41
_ 1 _ _ 1 _
d lim —5—0; lim —3—0 —
x— +o (2 —X) x— - (2-x) P
Y
4
e) lim 2x =1 =2, lim 21 =2 ____4_{___ _________
X o 4o X T2 x> —eo X T2 2
s~ .
-4 =2 2 4
-2
4

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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x>t 1l—X xSl 1-x \
N\
Y
4
2 3x 2 3x 2
g) 11 _—3; lim =3 X
X too XT3 X— - X*3 -4 =2 2 4
24 No
\_4
Y|
4 '
3 _ 2 3_2x 2q S
h)  lim =1, lim =1 R G R
x> e 5= 20 x> - 52X 4 -2 S a
-2 H
41

Resuelve los siguientes limites:

P sz P 2
a) lim b) lim 1-(x-2)
x — +oo (x —1)? X — —oco
3
x— +oo (2 + 1)2 X —> =0 X
a)3 b) —eo o0 d) +eo

Calcula el limite cuando x — +e y cuando x — — de las siguientes fun-
ciones y representa las ramas que obtengas:

a) f(x) = =% b) £(x) = 10x — x3
x
\ _1-12x2
o) f(x) = T d f(x) Tt
a) xl_i)rriwf(x)=0; xl_z’)nzwf(x)=0 —
b) fim - f(x) lim  f(x) =+ _\ A
Xx) = —oo; X) = +oo
3 4o R N
e
l’ = +oo; l’ = _oco _
OB S A e g
d lim [ =-4 Ilim [f(x)=-4 —__|. =~
X —> too X — —o0 —4

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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23 |Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitia la curva respecto a cada
una de ellas:
__2x _x-1
ay= x—3 b) y xt3
2x +3 2
= d. = —
Ay 4—x )y 1-x
a) Asintotas: b) Asintotas:
x=3 y=2 x=-3 y=1
Y :\ ]: Y
| S ~ 5
\ i _4._{ ______ P ]_ ____________
| : g
13 X -3 X
¢) Asintotas: d) Asintotas:
X=4, y=-2 x=1 =0
Y ‘): Y /7
54 X -~ : X
~ | 1, 11 —
-2 L~ 5

24 |Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitia la curva respecto a

ellas:
x2 3
ay-= b)y=
)y x2+4 )y x2+1
2x2-1 x4
—ex"—1 dDy=_X_
C)y x2 )y x—-1

a) Asintota: y =1 b) Asintota: y = 0

Y Y
.............. 1
X X
Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 19
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©) Asintotas: x=0; y=2

Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitia la curva respecto a
ellas:
4x+1 3x 1
G = S5 )G = 32 ) S = 1
1 3x -1
d f(x) = e) f(x) = ——— Df(x)= ——
x2+9 x2-1 (x + 2)?
a) Asintota vertical: x = 3 ONY B s
Asintota horizontal: y = 2
b) Asintota vertical: x = % \
________________ LT
3 - |
Asintota horizontal: y = > 5
©) Asintota vertical: x =2
«~ !
Asintota horizontal: y = 0 2
d) Asintota vertical: y =0
No tiene mas asintotas. — —

d) Asintota: x =1

Y

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas



Asintota horizontal: =0

UNIDAD |11
e) Asintota vertical: x =1, x=-1 ‘
| | ~
Asintota horizontal: y =0 -~ -1 ‘ 1
f) Asintota vertical: x = -2 , ‘
-~ %

26 |Cadauna de las siguientes funciones tiene una asintota oblicua. Hallala y es-
tudia la posicion de la curva respecto a ella:

2 —x2 2_
a) f(x) = X b) f(x) = 3FX=x2 )= 4x°=3
x+1 X 2x
24+ x— 2x3-3 —2x%2+3
d X t+tx-=2 _ f _
) f(x) x_3 e) f(x) 2 2 ) f(x) o2
a) et 3x -3+ 5 /!
x+1 x+ 1 /’
Asintota oblicua: y = 3x -3 ,1/

2 "
by Drx=x" _ g4 3 A\
X X Y
Asintota oblicua: y =-x+1 ‘1\ \
)
C) 4.%' _5=2x_i ,’/
2x 2x i
Asintota oblicua: y = 2x S

2 g
d)x+x—2 —x+ 4+ 10 v
x—-3 x-3 41"
Asintota oblicua: y=x+ 4

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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28

22

3 _
29-3 _ 5., 4x-3
x2-2 x2-2

e)

Asintota oblicua: y = 2x

Asintota oblicua: y=-x-1

PARA RESOLVER

Calcula los limites de las siguientes funciones en los puntos que anulan su
denominador:

__3x . x-1
a) f(x) = o+ 4 b) f(x) 2 ox
x2-2x 13— 2¢2
o) f(x) = m df@® = T
) lim fx) =+, lim  f(X) = —oo
x— =2 x — =2
b S = =1
x(x—2)
lim f(x)=—co; [im [f(x)=+oc0; [im [(x)=—o00; [im [(x)=+oco
x— 0 x— 0" x— 2 x— 2"
_ x(x—2)
A A TS
lim f0 =2 =Lt 0 = vy im0 = e
x =2 4 20y x — =2
2
& @) = =D @ = 22
I3 t—0

Halla las asintotas de las siguientes funciones y sitiia la curva respecto a cada
una de ellas:

_(-x) _ 5x-2 _ x+2
VY= 1 Dy = =7 Y= 5
2 3
d =x— = X f = 3x
)y xZ+x+1 )y x2-4 ) x+2

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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O R {
1 1. 13 - R
Asintotas: X=—os V=5 X- 2 722/4/’6 ]
,/\:
b
5 7 - 2 o
b) Asintotas: y = =; x = = :
2 2 6 —4 -2 >4 6
) '
4 \
Yo
754 E\
ot
o) Asintotas: y =0; x =1 . ~. .
~-4 21112 4 6
=21
%
4
d) Asintotas: y =1 by o e
S S22 46
-2
—4
®wyl o
1 A
A
4x ; L
ey=x+—0——- po2r A
)y x+2 -2 L .
Asintotas: y=x; x=-2, x=2 -0 _2_2 2 + 0
Al
. Y ,
LN /4
1 1 /
f) Asintotas: x=-2; y=3x-0 3 2 -1 11 ’2 3 X
e
\; *31”/

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas




Halla las ramas infinitas de estas funciones. Cuando tengan asintotas, sitia
la curva:

4 2
x*-1 (x+3) 1
= b)y=X*2) =
DT PV G N
21 2x? x3
dy=X—-2 e)y= fy=
)y 2x2+1 )y x+3 )y 2x -5
a)  lim f(x) =+,  lim f(x) = +oo 1§ P
X — +oo X —> —o0
Asintota vertical: x =0
b) Asintota vertical: x = -1 f‘
. . i1 —
Asintota horizontal: y =1 =~ i
_15
¢) Asintotas verticales: x =3, x=-3 ‘ f
Asintota horizontal: y =0 — _3§ §3 —
. . 1 1
d) Asintota horizontal: y = > S AR =
e) Asintota vertical: x = -3 \ VA
Asintota oblicua: y = 2x -6 _4 4
»
!
£) Iim f(x)=+e;  lim [f(x) = +oo

[ L S|
5

Asintota vertical: x = >

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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31

32

x2-4

x2-2x

Prueba que la funcion f(x) = solo tiene una asintota vertical

y otra horizontal.

@ Al ballar lim f(x) verds que no es .
x—2

lim f)=2; [lim [f(x)=—o0; [im [f(x)=+c; [lim [f(x)=1
x— 2 x— 0" x— 0 X —> oo

Asintota vertical: x =0

Asintota horizontal: y =1

Calcula los siguientes limites y representa los resultados que obtengas:

2 N 2 _
a) lim X.—%=0 b) lim X_=3x*2
x—3 x2-3x x—>1 x2=-2x+1
o ox2-x-6 _ . (x-3x+2 _5 3
a lim ——————— = im —V———— = — 2
x—3 x%-3x x—3 xx-=3) 3 1
123
2_ (x—2)(x—-1 _ I
by s Aom3x*2 g, oDOCD 0 xo2 |
x—1 X2=2x+1 x—1 (x—1 g x—1 -
Calculamos los limites laterales: I

-2 _ -2
= +oo;  [im X = —oo

x—>1 X¥—1

lim
x—>1 x—1

2_3x+2
No existe [im XT=3xt2
x—1 x2—2x+1

Calcula los siguientes limites y representa los resultados que obtengas:

2
_ xX“—-2x
a) lim ———
x>0 X3+ x

34 x2
b) lim —X_*TX~
x—>-1x2+2x+1

4_
c) lim x"—1
x—>1 x-—1

2 _
& lim X" -8
x—>2 X2—4x+4

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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33

a) lim L lim xx=2 m =2 !
xo0 X3+x2 x50 X2+ D x50 xx+ D
Calculamos los limites laterales:
p X =2 P x—2 I
lim ———— =+c0; [Im ———— =—00
x—0 X+ 1) x— 0t X+ 1D
, x3+x2 x2x+ 1D x2
b lim —————— = s 2 = :
x— -1 x2+2x+1 x— -1 (x+ 1)2 x— -1 x+1 -1
Calculamos los limites laterales: \
2 2
im X = lim X -t
xo-1" x+1 xo-1 x+1
1/
4 _ _ 3 2
O tim =L = G-D@tatrxtrD _ g
x—1 X— x—1 x—1 I I
2_ 200—2) (x + 2 A
& fim 8 g, 2XEDD 22 ;
x—>2 X2—4dx+4 x—2 (x—-2) o x=2 !
2
Calculamos los limites laterales: ‘
lim 2+, lim 2&+2) +oo0 |
x—>2 X—2 T2t X=2
Halla las asintotas de estas funciones:
3
X 1
a = b = 2 -+ —
)y x2-1 Vy=x x
2x2+5 x2+1
Qy=_—2X"2 dDy=-X """
Y x2—4x+5 Y (x2-1)2
e)y=x+ f)y=x+1+2
5 x
a)y=x+ m b) Asintota vertical: x =0

Asintotas verticales: x=-1, x=1

Asintota oblicua: y = x

¢) Asintota horizontal: y =2

e)x=5 y=x

d) Asintota horizontal: y =0

Asintotas verticales: x = 1

f) Asintota vertical: x =0

Asintota oblicua: y=x+1

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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Representa las siguientes funciones y explica si son discontinuas en alguno
de sus puntos:

_J2x—-1 si x<3
.S {S—x si x23
1 si x<0
b) f(x) = {x2+ 1 si x>0
x2-2 si x<2
DS () = {x si x>2
a) Discontinua en x = 3. Y
4 S
5 /|
// X
///7 34 -
/
b) Funcién continua. % I
J
[

L&
—

/
X
-4 - 4 o]
¢) Discontinua en x = 2. Y
o) /
i /| ¥
\ AR

-2

a) Calcula el limite de las funciones del ejercicio anterioren x=-3 y x=35.

b) Halla, en cada una de ellas, el limite cuando x — +o y cuando x — —co.

a lim fx)==7, lim fQ)=0; [lim [fx)=-e; [lim [(x)=—oo

x—-3 X =5 X —> +oo X —> —o0

b) Iim fo) =1, lim f(x)=26; lim [f(x)=+c; [im [fx)=1

x—-3 x—=5 X —> +oo X —> —oo0

o lim f) =7, lim f() =5  Ilim f(x)=+e;, [im [f(x)=+o
x—5

X = -3 X —> +oo X —> —o0

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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37

38

Calcula los limites cuando x — +c y cuando x — —c de las siguientes fun-
ciones:

a) f(x)=2x"1 b) f(x) = 0,75%
Af(x)=1+e~ d) f(x)=1/e*
a) lim f(x)=+e;  im f(0)=0

X = +oo X —> —oo

b) lim fx)=0; lim f(x)=+oco

X — too X —> —oo

O lim fx) =+ Iim fx)=1

X — too X — —o°

D lim o f0)=0; lim [f(x)=+teo

X — too X — —o°

Halla las ramas infinitas de las siguientes funciones exponenciales:
a)y=2%*3 b)y=15-1
Ay=2+e* dDy=e>
a) lim f(x) =+,  lim [(x)=0
X — +oo X = —o0
Asintota horizontal cuando x — —oo: =0
b) lim f(x)=+e; lim [f(x)=-1
X — too X — —o°
Asintota horizontal cuando x — —eo: p = —1
O lim [f(x)=+e; Iim [f(x)=2
X —> +oo X = —o0
Asintota horizontal cuando x — —eo: =2
dD Iim [0 =0, Iim [f(x)=+o
X —> +oo X —> —oo

Asintota horizontal cuando x — —ee: =0

Calcula, en cada caso, el valor de k para que la funciéon f(x) sea continua
en todo R.

_Jx%2-4 si x<3 _]6—(x/2) si x<2
a)f(x)_{x+k si x>3 b)f(x)_{x2+kx si x>2
2 .
C)f(x)={(x + x)/x si x#0
k si x=0

a) lim [f(x)=5=f3)
X =3
5=3+k = k=2
lim f(x)=3+k

x—3

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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b) lim fx)=5
x— 2
5=4+2k > k=1/2
lim f(x) =4+ 2k=f(2)

X — 2
o) lim f(x)= lim x(x—+1)=1 - k=1
x—0 x—0

39 |Estudia la continuidad de estas funciones:

2—-x si x<1

a) f(x) = {l/x si x>1

—-x—-1 si -1>2x
b)f(x)=11-x2% si -1<x<1
x—1 si x2>1

1-x2 si x<0

05 - {173

si x>0

Q) lim f(x) = Iim f(x)=f(1)=1 — Continuaen x =1
x—1 x— 1

x#1 — Continua

Es continua en R.

b) lim fx)= Ilim [f(x)=/f(=1) =0 — Continuaen x=1

x— -1 x— -1

lim f(x)= lim f(x)=/f(1)=0 — Continuaen x=1
x— 1 x— 1

x#1 y x#-1 — Continua

Es continua en R.
o lim fx)=1#% [lim f(x)=2 — Discontinuaen x=0
x—0 x— 0"

Si x# 0, es continua.

40 |calcula a para que las siguientes funciones sean continuas en x = 1:

b) f(x) = {(xz—l)/(x—l) s% x#1
a si x=1

x+1 si x<1
4—ax? si x>1

a) f(x) = {

) lim f(x) =2=f(1)
ol 2=4—-—a — a=2

lim f(x)=4-a
x— 1"
) =D+ D
b = A R
IS I TG a-2

S =a

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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En una empresa se hacen montajes en cadena. El nimero de montajes rea-
lizados por un trabajador sin experiencia depende de los dias de entrena-
miento segun la funcion M(?) = t3+02

a) ¢Cuantos montajes realiza el primer dia? ;Y el décimo?

(¢ en dias).

b) Representa la funcion sabiendo que el periodo de entrenamiento es de un
mes.

©) ¢Qué ocurriria con el nimero de montajes si el entrenamiento fuera mu-
cho mas largo?

a) M(1) = 6 montajes el primer dia.

M(10) = 21,43 — 21 montajes el décimo dia.

b) 55 =TT |

20 A

1511/

10

>

~

5 10 15 20 25 30

¢) Se aproxima a 30 (pues [im 50 _ 30).

>+ [+ 4

Pagina 299
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43

30

CUESTIONES TEORICAS

¢Se puede calcular el limite de una funcién en un punto en el que la funcién
no esté definida? ;Puede ser la funcion continua en ese punto?

Si se puede calcular, pero no puede ser continua.

¢Puede tener una funcion mas de dos asintotas verticales? ;Y mas de dos
asintotas horizontales? Pon ejemplos.

1

———  tiene x=0, x=1 X =2 como asin-
xr—Dx-2) ’ y !

Si. Por ejemplo, [(x) =

totas verticales.

No puede tener mas de dos asintotas horizontales,
una hacia +eo y otra hacia —eo, por ejemplo:

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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El denominador de una funciéon f(x) se anulaen x = a. ;Podemos asegu-
rar que tiene una asintota vertical en x = a? Pon ejemplos.

xZ + x

No. Por ejemplo, f(x) = 5 en x=0; puesto que:

lim [0 = fim 28X

x—0 x—0

Si lim f(x) =5, ¢podemos afirmar que f es continua en x = 2?
x—2

No. Para que fuera continua deberia ser, ademas, f(2) = 5.

Representa una funcion que verifique estas condiciones. ¢Es discontinua en
algin punto?

lim f(x)=2 lim f(x)=0 lim f(x)=+oo lim f(x)=—co

X — —oo X = +oo x— 1" x—1*

Es discontinua en x = 1.

K

4 e ) X
Ll
i
PARA PROFUNDIZAR
47 | Calcula los siguientes limites:
+
) tim A3 b) fm X1
X — +oo x—-2 X — +oo X
2 -
o) lim Nx“+1 d) lim 3x-1
X = —co X x>+ Vx2+4
a) lim ‘\IX+3= lim ‘\,£= im N1 =+1=1
X — +oo X=2 x40 VX x5 4o
b) lim x+1 lim £= lim Lo
X — teo X x— o0 X — +oo N X
Unidad 11. Limites de funciones. Continvidad y ramas infinitas 31
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32

2 2
x°+1 P Va2 i XL _ 4

o lim ——= Ilim =
X — —oo X x— -0 X x— -0 X
d lim a1 lim = lim 5x_ 3

3x
x>+ VX2 + 4 x—>+oo\/P X = +oo |X|

Halla un valor de x para el cual f(x) =

sea menor que 0,001.

Por ejemplo, para x = 1000, f(x) = 0,00033.

Halla los siguientes limites:

a) lim (\/;—x) b) lim (2%¥-x3)
X — +oo X —> too

o lim X d) lim (0,75%—x)
X >+ € X —> —oo

a) —o00 b) + oo C) O d) + oo

¢Cual es la asintota vertical de estas funciones logaritmicas? Halla su limite
cuando x — +oo:

a)y =log,(x—3) b)y=mn(x+2)
a) Asintota vertical: x =3

lim  f(x) = +oo
X — +oo

b) Asintota vertical: x = -2

lim  f(x) = +oo

X = +oo

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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AUTOEVALUACION

2x -5, x < .
en los puntos de abscisas 0,3y 5.

1. Calcula el limite d =
cula e ede f(x) {xz—x—7, x>3

Di si la funcién es continua en esos puntos.

2x -5, x<3
x2—x-7 x>3

S0 = {

lim f(x)=2-0-5=-5

x—0

lim flx)=2-3-5=1

x— 3
lim [f(x) No tiene limite en x = 3.
x—>3f lim f(x)=3*-3-7=-1

x— 3"

lim fx)=5*-5-7=13
x—5

Es continuaen x=0 yen x=5. No es continua en x =3, porque no tiene limi-
te en ese punto.

2. Halla los siguientes limites:

x
a) lim 21 b) lim o) lim ———
)x—>0 )x—>5 x+4 )x—>4(x—4)2
1 1 1 1
a) lim2¥-1=21=—= b) lim - =
x—0 2 x—>5Vx + 4 \/5 3
) lim Lz= +eo (Si x > 4" osi x — 47, los valores de la funcion son posi-
xo4lx—4) i
VOs).
3. ¥ / [V
/
\ / X X
N / —
[
[

Sobre la grifica de estas dos funciones, halla, en cada caso, los siguientes li-

mites
lim f(x); lim f(x); lim f(x); lim f(x)
x—3 x—2 X — +oo X — —o0

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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lim  f(x) = +eo
a) lim f(x) < r No tiene limite en x = 3.

x—3 lim  f(x) = —eo
x— 3"

lim () =1

x—2

lim f(x) =0

X — +oo

lim f(x) = +eo

X —> —o0

b) lim f(x) =0

x—3
lim f(x) =3
x— 27
lim f(x) . No tiene limite en x = 2,
x—2 Iim f(x) =1
x — 2"
lim  f(x) = —oo
X —> +oo
lim  f(x) =3
X —> —o0

2

4
4. Halla las asintotas de la funcién f(x) = xz—xz.x' y estudia la posicion de la

curva respecto a ellas.

Simplificamos 4xr 4x N 4
implificamos: o PG Y o
e Asintota vertical: x = 2
4,
lim AN
L xo>2-X—2
Posicion
_ 4
lim = +oo
x—o 2t X — 2
) . B 4x
e Asintota horizontal:  /im =4 y=4
X > 4o0 X — 2

L x> tee, y>4
Posicion
X = -0, p<4

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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5. Justifica qué valor debe tomar a para que la funcion sea continua en R:

ax—-2 si x<1

J(x) = {

4x—2a si x>1

ax—2 si x<1

S = {

4x—2a si x>1

La funcion es continua para valores de x menores que 1 y mayores que 1, porque
ambos tramos son rectas.

Para que sea continua en x = 1, debe cumplirse: flim f(x) = f(1)
x—1

S =a-2
Iim fx)=a-2
lim f(x0) o
x—>1 lim [f(x) =4 - 2a
x—1*

Para que exista el limite, debe ser:

a-2=4-2a = 3a=6 — a=2

x3 — 32

6. Halla el limite de f(x) = 2 cuando x > 3; x > 2; x — +oo; X = —o0

—-5x+6
y representa la informaciéon que obtengas.
o lim —X3 - 3 _ 0
x—o3 X2=5x+6 0
2(nr _ 2
Simplificamos: D) ==
(x-2)(x—-3) x-2
X3 — 3x? x?
lim —————= Ui =
xli/)n3 x2—5x+6 xli;nﬁ x-=2 ?
lim  f(x) = —oo
N x5 — 3x? B X2 x— 2" S
e [im 2——6 = lim ) ~ _
x—2 X5—5x+ x—>2 X lim  f(x) = +oo
x— 2
3 _ 2,2 2
e [lim X7 3x lim Y e vyl A\

s doo X2 —5X + 6 x4 X—2

p x3 — 3x2 3 x2
o lim —————= i
s oo X2 =5X+ 06 e X—2

= —oo

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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7. Representa una funciéon que cumpla las siguientes condiciones:

lim f(x)=—oo lim f(x) = +oo lim f(x)=0 lim f(x)=2
x — =2

x —> =27 X —> +oo X —> —oo

2x3
8. Estudia las ramas infinitas de f(x) = xZL

R sitia la curva respecto a su asin-

tota.

No tiene asintotas verticales porque x? + 4 #0 para cualquier valor de x.

. . _ , 2x3 _ 2x3
No tiene asintotas horizontales porque  lim — =+4c0 y lim ——— =
X 4o X° + 4 X —eo X*+ 4

—00,

Tiene una asintota oblicua, porque el grado del numerador es una unidad mayor
que el del denominador.

2x3 x2+4
2x3-8x 2x

— 8x

200 8x
LR

Asintota oblicua: y = 2x

L X — +oo  curva < asintota
Posicion < .
X — —co  curva > asintota

Unidad 11. Limites de funciones. Continuidad y ramas infinitas
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