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1. LOS NUMEROS COMPLEJOS

Aproximadamente en el afo 275 d.c., el matematico griego Diofanto, planted el siguiente pro-
blema:
“Dado un triangulo de drea 7 unidades cuadradas y de perimetro 12 unidades, calcular sus
lados”.

Siresolvemos el sistema de ecuaciones
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Que con los conocimientos griegos no se podia obtener nigin
valor positivo para X, ya que las soluciones de la ecuacion son:
_ 43+ /=T67

N 12

]
) = 4. (62® — 43z + 84 =0)

x=0x



Sin embargo, no tenia sentido, en aquella época, las raices cuadradas de nimeros negativos,
ni las raices reales no exactas

El matematico suizo Leonhard Euler (1707-1783), fue posiblemente el primero en utilizar la
letra i, para designar V—1 , de este modo, si tenemos por ejemplo +—3, lo expresaremos

asi:
designando i=+v-1 entonces: V-3 = V3-V-1=+3"i
Las soluciones de la ecuacién anterior serian:
_ 434+V167- X = 43—/167-i
o 12 - 12
De esta forma se define UN NUEVO CONJUNTO DE NUMEROS, el CONJUNTO DE LOS

NUMEROS COMPLEJOS como los nimeros de la forma:
C={a+hi / abeR}

Se denomina forma binémica del n2 complejoa z = a+Dbi siendo:
a = Re(z) = partereal b =Im(z) = parte imaginaria

a2y
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se le denomina unidad imaginaria.
Nota:
Los numeros reales son nimeros complejos cuya parte imaginaria b es nula, estoes: R € C

Ejemplo: 3=3+4+0-1i

Los numeros “imaginarios puros” son los que tienen la parte real nula.
Ejemplo: 4i=0+4-1i

Relacidn entre los numeros complejos y los puntos del plano. Afijo de un n? complejo

Definimos R? = {(a,b) / a,b € R} esto es el conjunto de puntos del plano.

Al nimero complejo a + bi le asociamos la pareja (a,b) € R? , que se denomina AFIJO
del n2 complejo. De éste modo, podemos representar el nimero complejo a + bi a través del
par (a, b) en unos ejes coordenados

Ejemplo: Representa el numero complejo z=6+4i - (6,4)
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Diagrama de Argand para representar un nimero complejo z=a + bi > (a, b) € R?


http://divulgamat2.ehu.es/divulgamat15/index.php?option=com_content&view=article&id=3341:euler-leonhard-1707-1783&catid=37:biograf-de-matemcos-ilustres&directory=67

Conjugado y Opuesto de un numero complejo

Dado un numero complejo Z, el nimero complejo conjugado y se escribe Z, tiene la primera

componente igual y la segunda cambiada de signo.
Los afijos de un nimero complejo y su conjugado son simé-
tricos respecto del eje OX.

Ejemplo: z=3+2i —(32) z=3-2i —(3-2)

Propiedades del conjugado:

Dado un numero complejo Z, el nimero complejo
opuesto y se escribe — Z, tiene las dos componentes
cambiadas de signo.

Los afijos de un nliimero complejo y su opuesto son si-

(3:2)

conjugadao

{3.-2)

(32

métricos respecto del origen O =(0,0).

Ejemplo:

-3.-2)

2=3+21 —»(32) -z=-3-2i —(-3-2)

Igualdad de nimeros complejos

Dos nimeros complejos Z Yy Z' son iguales si sus respectivas componentes lo son, esto es:

z=a+bi —>z=(ah)
z’=a'+bi —>z'=(a,b)

Moddulo de un nimero complejo

Seraniguales z=2'<a=a’

Seaz=a+hi —-z= (a,b), se define el médulo de z como:

El médulo representa la longitud del segmento OP,
basta para ello aplicar el Teorema de Pitagoras.

7=a +b’

y b=b’

El médulo de un nimero complejo Z, de su conjugado Z y de su opuesto — Z son iguales.

2] =|7]=]-2|

Ejemplo: Calcular el médulo de zZ = (— 2,4)

2| =y/(-2) +4% =J4+16 =20 =25
Propiedades del médulo:
z-Z=|z|?
|z-wl| = |z| - |w|
|z +w| < |z| + [w]

{-a-b]

{a-o)




Nota: En el caso en que el complejo sea un numero real su médulo coincide con su valor abso-

luto, pues seria Z=a+0i —>| z | = »\/az +0% = |a| lo que nos permite utilizar el mismo simbo-

lo para ambos conceptos: el médulo de un complejo es una generalizacién del valor absoluto.

2. OPERACIONES CON NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA BINOMICA

Suma de numeros complejos Regla del paralelogramo (8:5)

. . 33
Sean z=a+bi z'=a'+b’'i entonces: @2

z+7' =(a+a’)+(b+b')-i z 5.2
Interpretacion geomeétrica: se suman mediante la

regla del paralelogramo. 1

Producto de un nhumero real por un nimero complejo
Sean Z=a+bi aeR entonces: @-z=a-a+a-bi

Potencias de la unidad imaginaria “i” il

i°=1 .9 ol - 0
| A |

it =i 12 w1

A . 3

2

1-=-1 W '

i°=i%.i=-1i=-i

i =i i=—i-i=—i’=—(-1) =1

serepiteel bloque 1,i,-1,-i

Para hallar la potencia n-ésima de la unidad imaginaria:

i" serealiza la division entera de'"n"entre4, entonces
iI" =i" siendo"r"el restode la division

. 20 _ -0 18 _ :2
Ejemplo: calcular 1© =1 =1 T =1"=-1

Producto de numeros complejos en forma bindmica

Sean z, =a, +bji z,=a,+b,i entonces se define:
z,-2,=(a,+bi)-(a, +b,i)=aa, +ab,i+ba,i +blb2i2 =a,a, +ab,i+ba,i—bb, =
=aa, - blbz + (a1b2 + blaz)i

Ejemplo:  (243i)-(1—2i)=2—4i +3i —6i2=2—i—6(-1) =2+6—i=8—i



Cociente de numeros complejos en forma bindmica

Sean z, =&, +bji z,=a,+b,i entonces se define:
z, _ (a+hi) (3, +hi) (a,-byi) aa,—ab,i+ba,i-—bb,i’

z, (a,+byi) (a,+byi) (a, —bi) a; — (b,i)’
_aa, —ab,i+ba,i+bb, _aa, + bb, +(b,a, —a,b,)i
as +b’ a’+b?

) z, 3+2i 3+2i 2+3i 6+91+4i—-6 131 .
Ejemplo: — = - = —. _ = ==
z, 2-31 2-3i 243 449 13

Potencia de nhumeros complejos en forma bindmica

. , . . m m! 1
Se define el nUmero combinatorio =
n) nl(m-n)! 1 1
Ejemplo: 1 2 1
1 3 3 1
5 51 51 5.4 10 1 4 & 4 1
2) 215=2)1 2131 2 T s

Para obtener los nimeros combinatorios podemos hacer uso del tridangulo de Tartaglia:
La potencia de un binomio:

n_ n n-0 ,,0 n n-1 ,,1 n n-2 ,,2 n n-n ,n
(x+y) _(OJX y+[1Jx y+(2jx Yo+ +(njx y

n
en general un sumando sera de la forma: (k} X”’kyk

Ejemplo:

(1+2i) = (g} 1° (20)° + [?J 1% () + (2} 1° (2if + (3 1% (2i) + GJ 1' (2i)

(o) oy -sr-as
+H 7)1 @)p =41-38i
5
(2-3i)° = (SJ 2° (-3i)° + [?J 25 (-3i) + [ZJ 2% (-3i)?
(o) o[z vt o+ (] can ‘
+ 2% (=30 +| |22 (=3i) +| _ | 2" (=30 +| _ | 2° (-3i)° = 2035 + 828i
3 4 5 6
\5 S 5 (7:\0 S 4 (Al S 3 ()12 S 2 (713
(~1+2i) :LOJ (~1)° (2i) +(1](—1) (2i) +(2J (~1)° (2i) +(3J (~1) (2i)° +

[i] 1) (2i)* +( j (~1)° (2i)° = -41-38i



3. NUMERO COMPLEJO EN FORMA POLAR

Sea el numero complejo z =(a,b) >z =a+bi
Hemos definido anteriormente el mdédulo de z:
Mddulo del n? complejo z como la distancia del punto (a, b)

al origen, viene dado por |z| = Va? + b?

Ahora ademas definimos el argumento de z:
Argumento del n2 complejo z como el angulo que forma el
vector de posicion con el semieje positivo real.

Antes de continuar hay que darse cuenta de que el mddulo de

z=a+bi

un complejo queda univocamente determinado pero el argumento no del todo, ya que si te-

nemos que Q@ es el argumento de un numero complejo, entonces 0+2KTt, donde k es un nu-

mero entero, es también argumento del complejo.

Es por ello que, lo que vamos a hacer, es quedarnos con un intervalo de longitud 2m, el interva-
lo [- w, m] y al Unico angulo que esté en ese intervalo es lo que llamaremos el argumento prin-

cipal de z y lo denominamos arg(z) y al conjunto de todos los argumentos Arg(z).

El ARGUMENTO PRINCIPAL de un complejo z=a+ib # 0 sera:

b
arctan (Z) si a>0 (primer,cuarto cuadrante)
I
> si a=0yb>0 (sobreelejeimaginario+)
s
arg(z) = x =4 3 si a=0yb<0 (sobreelejeimaginario—)

b

\

Arg(z) = { conjunto de todos los argumentos } =
{a+2knt donde a = arg(z) = argumento principal

Si z =(a,b) = z = a+ bi entonces en forma polar se escribe:

arctan (—) —m si a<0,b<0 (tercercuadrante)
a

Q€ [-m,mn }

z=r, siendo r=|zl y a el argumento

Ejemplo: pasar a la forma polar los siguientes complejos

z=1-i—>2z=(,-1)

modulo — | z | =41 +(-1 = J2

. -1
argumento principal - o = arctanT =arctan(-1) = -z

22

b
arctan (E) +m si a<0,b>0 (segundo cuadrante)




z:—1+«/§i—>z=(—1,\/§)
médulo — | z |:«j(—1)2 +(W3) =2

argumento - « = arctan£?; = arctan(—\/g )= —g + =

z:22i
3

z=-2J3-2i—> z=(-2J3,-2)

médulo — | z | = \/(—2\@)2 +(-2) =4
—2 4 S

1
argumento - o = arctan—— = arctan(—=)=——- =——
& -243 56

z:4ir
6

4. COMPLEJO EN FORMA TRIGONOMETRICA

Si nos fijamos en la figura observamos que:

a
cose =— — a=]|z|-cosa

|z]

b
sena =r. > b=|z|-sena

Tendremos:

z=a+bi :(rcosa)+(rsena)=t‘: r(cosa +isena)

se denomina forma trigonométrica.

Resumiendo, las formas que hemos visto de representar un niimero complejo son:

1. EnformadePar: z = (a, b)
2. EnformaBinémica: z=a+bi
3. Enforma Polar:
z=r, donde r=|z|=vVa’+b® y «aelargumento principal
4. En forma Trigonométrica:
z=r(cosa+isena) siendo r=moédulo y a el argumento principal

Ejemplo: Expresar en todas las formas el nimero complejo z = (2,2):

Par:z = (2,2) Binémica: z =2+ 21



Polar:
z=r, donde r=|z|=y22+2 ={8=22 y a:arctan%

V4
— o =arctanl = —

por tanto z = Qf%
Trigonométrica: z = 2\/5( cos— 1isen —)

Si se desarrolla la trigonométrica se obtiene la forma bindmica:

Z = 2»\/_(cosz+lsen— —2«/_(£+£z =2+2i

5. PRODUCTO DE NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA POLAR

Sean los numeros complejos 212

!
Zz=T1, Y 2 =Tg entonces el producto
Z - z, es un numero complejo que tiene de modulo Z
el producto de los médulos y de argumento la suma
de los argumentos, esto es: 0y +|62

z-z, =(r-r

Z
02 !

+
a+p o,

Demostracion:

Expresemos el producto con los nimeros complejos z Yy 2z, expresados en forma trigono-
métrica y desarrollamos el producto

z-z =r(cosa+isena)-r (cos f+isenf)=r-r'(cosa +isena)(cos f+isenp)=
=r-r'(cosa-cos f+icosa-senf+isena-cos f+i’sena-senf)=
=r-r'((cosa-cos f—sena-senf)+(cosa-senf + sena-cos f)i) =
=r-r'(cos(a+ p)+isen(a+ f))

_ '
z-z =(r-r i

INTERPRETACION GEOMETRICA

Si multiplicamos un n? complejo z =rg por otro n? complejo de médulo 1y argumento a, lo
que estamos haciendo es GIRAR un angulo a el n2 complejo z, pues recordemos que si reali-
zamos el producto en forma polar tenemos:

rB * 1a - rB+a




6. COCIENTE DE NUMEROS COMPLEJOS EN FORMA POLAR

. . . Z .
Sean los nimeros complejos z =71, Yy 2z = r,,; entonces el cociente — es un nimero
Z
1
complejo que tiene de mddulo el cociente de los mddulos y de argumento la diferencia de los
argumentos, esto es:

Demostracion:

Expresemos el cociente con los nimeros complejos z Yy 2z, expresados en forma trigonomé-
trica y multiplicamos y dividimos por el conjugado del denominador:
z r(cosa+isena) r (cosa+isena) (cosp—isenp)

z, r'(cospB+isenf) r'(cosp+isenp) (cosp—isenp)

(cosa +isena)(cos f—isenfy)

r
r

"(cos f+isenp)(cos B—isenp)

(cosa-cos B—icosa-senf +isenacos ff—i’sena-senfl)
(cos B)’ — (i senB) -
(cosa-cos B+ sena-senf)+i(sena-cos f—cosa-senf))
cos’ f —i’sen’p -
cos(a — p)+isen(a—f) r cos(a-—p)+isen(a-p)
cos® B +sen f r 1

-
=
.
=
-
=
.
”

= —[cos(a - p)+isen(a - p)]

!

7. POTENCIA DE UN NUMERO COMPLEJO EN FORMA POLAR
Sea el numero complejo z =7, entonces la potencia z" es un nimero complejo que tiene

“_n

de médulo elevado a “n” el argumento multiplicado por “n”, esto es:
n
7 =

no
Demostracion:

Z =T, T, T, ... r,=r

a [24 na

8. RADICACION DE UN N2 COMPLEJO EN FORMA POLAR

Sea el nimero complejo z = R, entonces la raiz n-ésima {/z en forma polar serd un nime-

ro complejo mg tal que:

=R -1, (1) <R,

Entonces para obtener p Yy /£, teniendo en cuenta lo anterior:



(rﬁ)n =R, or1" ,=R,

de donde: r" =R:>r=ﬁ el médulo "r"serd la raiz n-ésima de R

la diferencia de argumentos serda un miultiplo entero de vueltas:
n-f-a=2r-k keZz
a+2r k
de donde: f=—— k=0,1,2,....... (n—-1)
n
existiran n raices distintas de argumentos S, ,.....

para los distintos valores de k

Las n raices de se obtienen girando la raiz n—ésima principal Zy = 7’'a con giros su-
n
cesivos de amplitud 2m/n. Es decir, si representamos todas las raices n—ésimas de z obtenemos

n puntos sobre una circunferencia de centro (0,0) y radio r = YR que forman un poligono
regular de n ladgs — R,

EJEMPLO: Calcular 3z siendo z = 271
‘/_— 27 \/_7 =3, 22k
T T
o 27[4(_;4_27[ k_£+27z-k
3 3 3 6 3
K =0 gt 0 T, 3
6 3 6 z
_g[¥3,1) 33, 3 (383
2 2 2 2 2 2
7 271 brx
k=1 = =—t—=— 7 3(cos—+isen—) =
ﬂZ 6 3 6 2 5?72' ( )
g ¥3,.1)_ 33 3 [ 333
2 2 2 2 2 2
k=2 = pf= % 2”—32:3— =3,, =3(cos—+isen—) =

2



Representemos graficamente los afijos de las raices y veamos qué figura forman:

3z 3|27, :4\3/27%{k
> 23 z2 1 z1
7 onk T o
IBiZZTZE‘F?'k con k:O,l,Z

Luego cada raiz se obtiene de la anterior girando 120 grados:
Los afijos de las raices son los vértices de un tridngulo equilatero.

9. FORMULA DE DE MOIVRE

Sea el nimero complejo en forma polar z =M ,, sabemos que:
2"=(M_)' =M" =M"(cosna +isen na)
Y por otra parte:
2"=(M_)' =M"(cosa +isena)'
De donde resulta:
M"(cos e +isena)" = M"(cosna +isen na)

Simplificando se obtiene la férmula de De Moivre:
- n -
(cosa +isena)” = (cosna +isen na)

Esta formula sirve para calcular razones trigonométricas de dngulos multiplos de uno dado.





