LIMITES DE FUNCIONES.
CONTINUIDAD
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REFLEXIONA 'Y RESUELVE

Vision grafica de‘los limites

B Describe analogamente las siguientes ramas:

a) .

lim f(x) =3

X' oo

b)

lim . f(x) no existe
©) '
( lim  fx) =3
a-
N A0 . lim f(x) = +e
AN
D
€) T~
// : ' o im f) = —eo
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1. Si #(x) > 2y v(x) > =3 cuando x — +oo, calcula el limite cuando x — +« de:

) u(x) + v(x) b) v(x)/u(x)
c) 5% d) Vo(x)
&) u(x)- v(x) £) Yu(x)
p Z oS - eV =3,
a) xli)”:lrw[u(X) N U(X)] : +( 3) ! b) xlinzoo M(X) 2
& xlinwaM(x) =52 =75 d Ylinzm Vo (x) no existe

o) lim [(x) @] =2-(3)=-6 £ lim Vo) =32

X = +oo X' +oo

2. Si u(x) > -1y v(x) > 0 cuando x — +, calcula el limite cuando x — += de:

a)u(x)—v(x) b) v(x) —u(x)

o) v(x)/u(x) d) log, v(x)

e) u(x) - v(x) f) 3'\lu(.vnv)

a) Iim  fulx)—vx)]=-1-0=-1 b) Iim [v()—ux)]=0-(1)=1
! v 0 _

C) xlin/ioo M(x) - =1 0

{—oo sitv(x) = 0F

d) lim log,v(x) =
B2 no existe si v(x) = 0~

X > teo

e lim [ulx) v)]==1-0=0

X — +oo

D lim %lu(x =E=—1

X = +oo
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3. Indica cuales de las siguientes expresiones son infinitos (=) cuando x — +co:

a) st ¥ \/"; + 1 b) 0,5x C) _1’5.76
d) log, x e) 1/(x3+ 1) )Vx
g)4* h)4—~ ) -4~

) lim Bx®—Vx +1) =+ =5 Si

X => +os

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



b) Lim 05°=0 = No

X = +oo

O limo (15%) =< = S
X —> *oo

e) lim 1 =0._— No

x = o0 X3+ 1

A lim logyx = +oo = Si
X —> Foo

£) dim Vx =40 > S Q) lim 4% = oo =5 S

X = +oo X —> +oo
h) lim 4%=0 — No i lim —4¥=—c0 — Si
X —> oo X = +oo

4. a) Ordena de menor a mayor los 6rdenes de los siguientes infinitos:

log,x x x% 3x5 1,5 4*
b) Teniendo en cuenta el resultado anterior, calcula:
_log,x o 3x5 g \Vx
lim m — lim

X —> +oo '\/;

X
X <> +00 X x~—}+ool,5

a) log,x Vo a? 3x0 1,5% 4%
b) lim 2%
X K=t oo x$
5
lim % = +oo
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3. Si, cuando, x — +oo, fi(x) — +oo, g(x) > 4, h(x) > —o, u(x) — 0, asigna,
siempre que puedas, limite cuando x — +oo alas expresiones siguientes:

a) f(2) — b(x) b) f(a) S ) f(x) +b(x)
D (x)* e) f(x) - b(x) £) u (x)*

8) f(x)/b(x) h)[=b(x)]P) D g()r™

P u(x)/b(x) K) f(x)/u(x) D b(x)/u(x)
m) g (x)/u(x) n)x + f(x) 1) f(x)P)

0) x + h(x) p) h(x)?® Qx

a) lim (f(x) = h(x)) = +eo — (—o0) = +oo + 00 = +oo

X = 400

b)  lim f)T® = (#00)* = +os

X —> teo

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



o dim (f(x) + h(x)) = (+0) + (—=o0) ' 5 Indeterminado

X = +oo

i f)X =

X —> ¥oo

+00T? = 400

e) lim (f(x) 1 hx)) = (+00) + (—o0) = —o0

X = +oo

£) lim u@)U = ()@ - Indeterminado

X T3 tee

i

X = +oo b(.X')

)

(te0)
(=)

— = Indeterminado

hy lim [=h (2017 = [+eo]=< =0

X 5> Heo

D lim g™ =4-==(

X = +oo

; _ o u(x)

k) = lim [@ 2

x s +oe 1(X0)

_ h(x)
1 I — =

80 _
m)xlinzoou(x)

e
2 = too
(0)
ﬁ = t+o0
0)
i = too
(0)

n) lim (x+ f(x) = +o0+ (+00) = +60

X =3 4o

8 lim (0P = (ke0)"> = 0

X —> +eo

o) lim (x+ b)) = (+s0) + (—o0), =5 Indeterminado

X —> oo

p) ' lim h(x)P 0 = (Loo)== 3 No existe

X = +oo

Q lim x™ = (+0)"* =0

X = +eo
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6. Las funciones f, g, b y u son las del ejercicio propuesto 5 (pagina anterior).
Di cuales de las siguientes funciones son indeterminaciones. En cada caso, si

es indeterminacion, di de qué tipo, y, si no lo es, di cual es el limite:

a) f(x) + b(x)
QS (2P
e) f(x)*®
2 [g(x)/41/®

b) f(x)/b(x)
D) f(x)P
£) u(x)?@®
h) g (x)/®

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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a)  dim (f(x) + h(x)) = (+00) + (—o0).  Indeterminado.

X = +oo

b)) lim LOOL (Fo0) i Jeterminado,
x> 400 D(X)  (=o0)

o) lim [P = (+00) T2 = +oo

X — +oo

d) lim f(x)h(x) = (o)™ = ()

X = +oo

e) lim fo)"® = (+00) @ Indeterminado,
X —> +oo

£ lim u(x)P =07 = teo

X — +oo

0
) lim [%]f = (1% Indeterminado.

X = +oo

W lim g0/ = 417 = +eo

X — +oo
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1. Calcula los siguientes limites:

3xt—6x+1 3x%t—6x+1
lim ———— lim ————
%) TS 3 AN b) TS wBR?
6x%2-3x 5x%—6x+2
lim ———— im ———— —
C)xi”zoo a3 +1 d)xi"afoon4+x—1
4 4
25l SXEE6x + Lapl by fm  SXLE6X 1 g
x> oo 5x3 4 3x2 x o teo =5x3 + 3x2
2 "
o “rim  QKEEBX _ DOt L 2,05
Xt x3 +11 xoe 3xd 41 3
2. Calcula:
Gx + D*(x—Dx Gx+ 1)%x
lii lim ———
a) \ i"fm x3—(x+3)3 b) L i"fw x3—10x
; x3—5x+3 o gx3_5x
O . A [F = g0 0) et — 2K
X — +oo x2-2x X = +oo 3x
D lim Bx + D*(x—Dx 25m Oxt = 3x3 —5x2— x 0
x ot ¥ (x +3)3 x>t X0 — (a3 + 9x? + 27x + 27)

4 _ 343 _ 542 _
ol DXL 3x7 ST

x — 4oy 20x2 _ 27x ~ 27

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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2 3 2
b) - Jim Gx +x Iim Ox? + 6x +x=9

x — +eo 60— 10x x> 4o x3—10x

, 3 _5x+
c) lim L Ll st 3 = 4o
X — too X —Zx

- Alxd sy Rl _ Ny o
d) dim-———— = i ———— = Tlim = 2
X — +oo 3x X' = +oo 3x x_>+°o3x 3
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3. Sin operar, di el limite, cuando x — +«, de las siguientes expresiones:

a) (x2=2x+1) b) (2 — 2%)

) VxZ+1 —x d) 33 2%

e) 5 - x8 -2 f)\/—.xﬁ'—logsx4

) lim (32 =2 +1) = +eo b)Y lim (x? — 2%) = —oo
X —> +oo X 5Ritod

o tim (Naz+1 —x)= e d) lim (3= 2%) = +oo
X — +oo X — too

& lim (5% “x8 — 2) = +eo £ tim. (Vo log, xt) < oo
X —> +oo X.—> too

4. Calcula el limite, cuando x — +oo, de las siguientes expresiones:

3x3+5 4x3-«x b x3 x
x+2 . x—2 2x2+1- 2
2—
c)3x+5_x 2 d)(x+5)x2—5x+l
2 X
3x+5|x xX—2 \x*#x
f
e)(2x+1 )(2x—3)
1 (3x5+5 A —x) o Bxd 4 5~ 2) = (G — 0+ D)
Y x 12 Xi= 2 PO x+2)(x=2)
anes 3x% < 6x3 + 50— 10 — 4ot —8x% + X2+ 20 _
X —> Hoo X% —4
iy =X A4 2+ Tx =10
X —> +oo x2—4
3 3 _ 2 3 3 _
b) Zim( % _£)= G 200 —x2x¥ 1) o0 20220 —x
x> e\ 262+ 1T 2] x5t 202x% + 1) x> dee 4x2 4 2
X

lim — =0
XD +oo 4X2H 2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



2 2 2 2
s (3x+5_x —2)= Jing, X0 SX2xP¥ 4 G X2+ 5K+ 4 il
X —> +oo X X = +oo 2x X —> +oo 2
d)olim (g S L (o)t = oo
X —> +o0
X =3
6) lim (ﬂ =(i)+ = + o0
N re 22X+ 1 2
X —2 \xi+x 1 \Fe
I =l—=] =0
Dxi"fw(Zx—ﬁ) (2)
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1. Hallael Uim de las siguientes expresiones:
X — —oo
S5x%~6x + 2 Vx3-5x+3
a) 3xt+x—1 b) x?%_2x
e Sxt—6x 2 ) Sxt+6x+2 5
X — —oo 3xt+ x -1 X — +oo 3o — -1 3
o ooxd —5x+ 3 200 N3 41500+ 3
Botm™ it A=
% — —os (X — 200 X —> +oo R A
No existe, pues el radicando toma valores negativos cuando x — —oo.
2. Hallael Um de las siguientes expresiones:
X — —oo
\a2—5x+3 3x3+5 4x3
AN, T . S = x
s\ D) oA 2 oo 2 20
VX2 5+ 3 o Nx245x+3 CA2 ) x 1
A dim ——————= lim —=5————="lim.——= lim ‘- ==
P 3x -2 X = oo —3x =2 X Hoo =X - x =3 +e0 —IX 3

=3x2 +.5 43 —

X3+ 4x3 —x
b) " lim 2 5— )= lim ( L1 =
X —> —oco X+ 2 xX—2 X — +oo —x+ 2 —xX -2
y 3t — 5%+ 6x3 = 10— 4t + x2+ 8x3 —2x
= \lim 5 =
X —> 400 xXe=4
} Sxt + 14wd + x2 7210
= lim 5 T —o°
X —> +oo X —4

1
S lim 8= liph\F* = _ liml"— = Q)
X~ —oo X —> +oo X 40 D

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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1.8i lim f(x)=3 y . lim g(x)=2, dielvalor del limite cuando x tiende a 1
x—>1 x—>1

de las siguientes funciones:
a) f(x) + g(x)
Jx)

9 g(x)

e) Vg (x)

a) hm (f(0) +g))=3+2=75
X 21

JACH) 3

D lim
© e g0 2

e) lim Ng(x =2
x—=>1

Si lim f(x) =1y lim g(x)=m,
X —a

X —a

b)f(x) - g(x)
d) f(x)8 (x)

£)4/(x)-5g(x)

b lim (f@)" g) =326
%=1

d) lim f(0)8W =32=9
K o

£) lim (4f(x0) - 5g(x) = 12~ 10 = 2
Yestiil

entonces lim, [f(x) + g(x)] = 1 + m.
X —>a

Enuncia las restantes propiedades de los limites de las operaciones con fun-
ciones empleando la notacion adecuada.

Si lim fo) =1y Iim g(x)=m, entonces:
X—=>a

x—=a

D lim [f(x) + gl =1+ m

X —»na

2) ~lim [f(x) =gl =1—-m
X —> d

3) lim [f(x) - gl =1 m
X — d

% 1B . de
xX—a g(x)

5)Si f(x) >0, lim [f(x)g(x)] —m
X—a

(Si m #0).
m

6)Si n esimpar, osi‘n espary f(x) 205 lim Nf(o =T

X=a

7S a>0 y f(0) >0, lim [log, f(x)]=Ilog, !
X —na

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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x—2

3. 81 lim p(x) = +o, lzm q(x) = +co, lzm r(x)=3 vy lzm s(x) = 0, di, en los

casos en que sea posible, el valor del lim de las siguientes funciones:

x=>2

[Recuerda que las expresiones (+o0)/(+0), (+0) = (+0), (0) + (+o0), (1)+*),

(0)/(0) son indeterminaciones].

D2+ 4 DPD=3a() O 7S
s(x) p(x)
, : kol
D p )" i) (x5 1 %
m) r(x) Pp(x) n) r(x)—-q(.x) i) %)P(x)

) lim [2p(x) + g(x)] = +oo + (+e0) = +oo
x— 2

b)) lim [px) — 3g(x)] = (+00) — (+00). Indeterminado.
X 2

Iim M:i:@

9 x— 2 px) +00
px) A
lim / =
eX 2x0,—>2 p( x) xz—>WlZ =
e) lim s, 0 _ 0
x— 2.q(x) teg
£ lim P £ 5+e) . Indeterminado.
x—2q0) (400

@) lim [s(x) - p(x)]=(0) - (+eo). Indeterminado.
X 2

h) lim s = (). Indeterminado.
2

X712

). it P07 @ L o3 = oo

x— 2

D lim (xS =

K2

3051

3=rx) _3=3_ (O

k) lim

x>2 s

= —Z . Indeterminado.

- O

D lim (_Vé”)m —10=

X2

p(x)
p(x)

d

h) s(x)s®

1)[r(x) Wil
—p(x)
o r(3x)) p

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



m) Lim ()P = 3% = too
X— 2

n) lim r(x)_q(x) = 3A%1="0
x—2

n) lim = (1)), Indeterminado.

26 K

( 7(x) )p(x)
3

_ —p(x)
o) hmz (%) o (1)), Indeterminado.
o

Pagind 138

4. Calcula los limites siguientes:

x3-2x2+2x+5

I
a)x:"zl x2—6x—7
x3—5x+1
BT S OM
b) xl—'>n4 x3+2x%23x
a) lim a0 — 22402+ 5 U n, (i DO = 3% +5) _
2> -l X2 6x 7 x>l (oD —7)
lim X 3x+5_i_ﬁ
X =1 X = -8 8

by lim x3~'5x + Lol 145 15
x—>4x3+2x2_3x 84 28

2_5x+2 342x+1
5. Calcula: lim (x 24 i =

xool aZ+2x T a3+
S a2 =5x+ 2 o+ 2x+ 1 C(xPotx 2 a3+ 20+
lim ; - 3 = lim — = =
AeM T vl Ik X0+ X 0 0. At 2) x(x*+1)

@A DS+ 2) e DG 2+ D)
x=0 x(+ 22+ 1)

L 05N + 298 x? — Soeb2 — 2% o 205 = dx 2 Y
x50 x(x + 2)(x? + 1)

733 a2 a2 N
im0+ X7 10x g x(CTx 4 x—10)
x50 x(+ D2+ 1) xo0 xlx+ 22+ D

“TIx*+ x =10 -10

= lim = =3
o0 (x+2)(+ 1D 2-1

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR

Limites cuando x — *«

1 |Sabemos que' lim f(x) = +co, lim g(x)=—c y lim b(x)=3.
X —> +oo

X —> +oo X — +oo
¢En cuales de los siguientes casos hay indeterminacion para x — +oo?

En los casos en que no la haya, di el limite:

a) f(x) + g(x) b) g(x) + h(x)
J(x) Jx)

Q b(x) D 8g(x)

e) [h(x)]8™ ) [3=b(x)] - f(x)

) lim (f0) + g@0) = lim (fx0) + lim (g(x) =
= (+0) + (—00) = (+0) — (+00) — Indeterminacion

b) fim (g + hGo)= lim gx) + lim h(x)=-co+3=—oco

X —> +oo X = +oo X = +oo
oo Jl) Ao
LSl e
d) lim & = G2 — ~Indeterminacion
x5 oo 8X)  (—o0)
1
&) Ilim [h(x))8Q=3"==—=0
Xy oo 3

£ lim [3= b)) - flx) = (0) : (+e0) — Indeterminacion

X = too

2 |cCalcula los limites cuando x — — de las siguientes funciones:

12

2x+'5 10x—-5
A (S PeI - Tm T

3x2—4 el 2
) b(x) 55— 3 di(x) = 73 5x3
B 17 Rl CA g PN " Sl S

X — —oo 2-Xx X — +oo 2%

b) Jim AX=5g

x> e X2+ 1

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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2 %
3y -4 lim M_

o) lim =—— = = _oo
Xx—> e 2X+3 X = o0 —2X + 3
3 x3
) tim X g WA S Y L
x> =60 -7 + 5x3 x5 +e0 T —5x3 5

3 | Calcula los siguientes limites comparando los exponentes del numerador y
del denominador:

P “3x2+6x 1 5x2_7
a) lim —— b) lim _—
x B4 2xF1 X — +oo x+1

c) lim i d) lim 3¥

x— 40 2X—3 x—+o N3 42
3% + 6x 3 3x _ 3

a) lim —/——— = [im —— = _—=
(ISR 4\ A oo o 200 2

) 5x% -7

b)xlinzw x4+ = + o0
o 1+4x

o) Ilim =0

)x—>+m 2x—3

Ay m X =

x = +es A\ x3 +.2

4 | Calcula estos limites comparando los 6rdenes de infinito:

2+1
a) lim (e*-x3) b)  lim X
X —> +oo x>t €
m(x?+1
c) lim (\/x2+x—\/x+7) d) lim gt + 1),
X — +oo X — +oo X

a) lim (e* - x3) = +oo
Xx'— +oo

Porque e¥ es un infinito de orden superiora 3.

2
x4k
b) flim
X =+ €

Porque ¢~ es un infinito de orden superior a x? +1.

o) dim (Nx2+x =x +7) = +oo

X —> +oo

Porque Nx? + x - es de mayor grado que Vx + 7.

2
Do B LD

X —> too

Porque cualquier polinomio, x, 'es de orden superior a un logaritmo, /2 (x? + 1).

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 13



Calcula los siguientes limites y representa graficamente los resultados
obtenidos:

a) lim (0,5% +1)

X = —oo

b) lim 2x*1

X — =00

a) lim 055+ 1= lim (05%+1) =+ \

X — —o0 X — +oo

b) lim 2¥*l= [im 2%+*1=90
<

X —> —o0 X — +oo

Calcula los limites de las siguientes funciones cuando | x — +eo;

5x2—2x+1
gabc e
x +1
b)g(x)—logx
O by - 3
2x + 1
X
d)z(x)=2§€+1
2 Sy
2 Ot S5x 2x+1= lim 5x 2x+1_2

i (20 = D2 s wAx? —4dx+1 4

+ 1
b lim —
x — too lOg X

)l 3+2\/; 2\/; 2
. S+ 2Nx 2
x>+ \2x +1 0 xore 2Vx 2

¥ 3¥ 3\x
l’ = ] —_—= 17 —_ = oo
atin_ e limi o= im0 (5] =

= +o0

Limites en un punto

Calcula los siguientes limites:

3x+6 x2+4x+3
im ————— lim N ————
a)xi"iz x%2+4x+4 b)x:"£3 x+3
4 2
x*-1 5x%+ 15x
lii d) lim ————
A oy %201 )xl—tno x3 - 3x2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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) lim ﬂ = o Indeterminacién
A Mt A4 (O '
Simplificamos la fraccion dividiendo por x + 2:
3x+6. 3x+2 " 3
A A + 4N+ 238 x + 2
o g~
B 3x + 06 B 3 x—=2-x+2
lim —————= lim =too
x>z XShAX+4 s 2 x+2 ) 3
lim = +oo
x> 2t K2
244
b) lim 1 ks Q Indeterminacion.
x — -3 x+3 )
Simplificamos la fraccion:
24 4+ + +1
xl + e + 3T (a1, ep B X AL R D o0
a3 x+3
2
tim et T3 e e B
x123 x+3 x— -3
xt-1.000
17 = ——. Indeterminacion.
P TI1 DO
Simplificamos la fraccion:
xf—1 2+ D=1 2
%200 x2-1 "
4
-1
lim T = i (% 1) =12
x>1 X°—1 x—1
Sx2 +15x° ()
d) lim ————— =——. Indeterminacion.
)x_>0 B 32 0 ndeterminaci
Simplificamos la fraccion para resolver el limite:
5x% + 15x " Sx(x+3)  S(x+3)
x2=3x2  xHx - 3)x(x = 3)
X 5(x +3)
lim —————=+
l5x2+ 15x 5 +3) 15 x>0 Xl =3)
i ——ytev— = i T = e
x—0 X7 =3x x>0 x(x=3) 0 5+ 3)
lim = —————==—
xs 00 x(@=3)

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



Si lim p(x) = +oo, lim q(x) = —o,

x -2 x—2
limr(x) =3, lim s(x) =0,
x—2 x—2

di, en los casos en que sea posible, el valor de los siguientes limites:

Cos(x) .
a) xlTZ P b) xhin2 [s(x) - g(x)]
©) lim2 [r ()] d limz [p(x) — 2q(x)]

Dugid 08 02
sl o e

b) lim [s(x): q(x)] =(0) - (=) —  Indeterminado

x— 2

Q) Ilim [sQOIP® = pte =0
X =2

d) lim2 [p(x) — 2g(x0)] = +o0 — 2 (=00) = (+20) + (+00) = +oo

Calcula:
2

a) lim ad ;3—1)

x—0 X X

1 ]

b lim[ g
) S| G P (e

) 23 d _ ONT3 — 20 S 3eD 3
a) lim (x ——)=lzm S - =B s

x—0 x3 X x—0 x3 x50 x3 ©

Hallamos los limites laterales:

lim - = —oo; [im 22— too
x>0~ a0 x=0" x3
by 4O 2aenl e oy (2 DN, 222Xt ]

x> 1 [x—1D? xx=1 s x(x = 1)2 x—>1 x(e—=1)72

= lim Al

2
x51 x(@=12% 0

Hallamos los limites laterales:

” X+ 1 3 x +1
lim ————— = +o0; lim —S—— — = +o0,

x— 1 x(x — 1)? "ot ia(x — 12

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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Calcula:
—1)2 20
a) limﬁ b) ,,—mw
x—>1 X¥—=5 x—1 x -1
2 _ 3_ 242
ST e Rt & i 3%
xo1 2x°=2x x50 X°—X
L1)2
a) lim g= lim L=O
X —1 -X_S x.=1 —4
219%+ 6 —0)(x—-1
By LT 2 8c0V GROPE AW N 18 e
x—1 o+ x—=1 x—1 x=1
) lim —X2+X_2 =i G - L lim XRATS
s 22 SR 40 P (e D s 2, 2
3 Al 2 205 1
o i, IR o X T O DO
x>0 X g% x—0 X&x—-1 x—0 x—1 -1

Pagina 146
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Continuidad

Averigua si las siguientes funciones son continuas en x =2:

3x—2 si x<2

6—-x six=>2

x2-1. si x<2

2x+1 six>2

a) f(x) ={ b) f(x) = {

a) lim fx)="lim (Bx—-2) =4
X =

ROA
f(x) es continua-en x = 2,

U = - I = M puesto que - lim f(x) = f(2).
X 2

x— 2% x— 2%

fO)=6-2=4

b lim f(x) = dim (x2-1)=3 |
x— 2-

i f(x) no'es continua en x = 2,

lim f(x)= lim (2x+1) =5 [ Puesto queno existe lim [(x).

x— 2" x— 2% % K%

Estudia la continuidad de las dos funciones siguientes:
2% si x<2

a) f(x) = {4

six=>2

1/x si x<1
b) f(x) = {2

x—1 six>1

a)e Si x#2 — Escontinua, pues esta formada por funciones continuas.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad

UNIDAD
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s13

e En x=12: lim f(x) = lim 2¥=4
S 2~ x — 27
f(x) es continua en x = 2,

lim f(X) = lim 4=4 pues lim f(.x) =f(2) = 4.
xX\— 2

x— 2" x— 2

f@=4
Por tanto, f(x) es continua en todo, R.
b) El dominio de la funcién es Dom = IR —{0}.
e Si ¥#0 y x#1 — Lafuncion es continua.
e En «x =0: es discontinua, puesto que [f(x) no esta definida para x = 0.

Ademéls, lim f(x) =—ocoy lim f(x) = +oo,
x— 0 x— 0

Hay una asintota vertical en x = 0.

e En x=1L. lim fo= lm L -1
x— 1= x> 1 X
JS(x). escontinua en x = 1,

fim fOO = i Qx- DS gaes gimOfGe) = f0E 1.
x—1

x— 1"

YL 2R T'= 2010y

Estudia la continuidad y representa graficamente la funcion f(x):

—x2+5x si 0<x<5
x—-5 si 55x<10

ﬂx)={

Dominio = [0, 10]

e Continuidad: Si x € [0, 5) U (5, 10], 'es continua, pues estd formada por
funciones continuas.

lim f(x) = lim (=x?+5x) =0

Ko 5 x5 lim ~ f(x) = f(5).
En x=5 - Im flx)="lim (x=5) =0 Yoo
x— 5 X215 Es continua.
J3) =0
e Grafica:
.
6
5
4
3
2
1
ofl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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UNIDAD

Estudia la continuidad de las siguientes funciones y represéntalas grafica-

mente:
(1 si x<0
aA)f(x)=7x+1 si 0<x<1
| x%2-2x  si1<x
[3x—a2" six<3
b) f(x)=9x-3 si 3<x<6
L0 si x>6
1 six<O0
a) flo) ={x+1 si 0<x<1

x2—-2x si 15«

e Continuidad:

—Si x#20 vy x#1 — Es continua, pues esta formada por funciones
continuas;

lim f(x) = dlim'1=1

x— 0 x = 0 ling f(.X‘)=1
—En x=0 — lim flx)="1lim (x+1D=1] x>0
x> 0F x — 0"
No existe' f(0).
Hay una discontinuidad evitable en x = 0.
lim - f(x) = lim (x +1)=2
x> 10 X1
—Fn x=1 - lim  flx)="lim (x*=2x) =-1
x> 1* x > 1
S =~

Discontinuidad de salto finito en x = 1.

e Grafica:

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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3Ix—x* si x<3
b) f(x) =13 x—-3 si 3<x<6
0 si x=6
e Continuidad:

—Si x#3 y x#6 — Es continua, pues estd formada porfunciones

continuas.
limf) = lim Bx—x? =0
X -3 X =3
—En x=3 - Iim f(x)= lim (x-3)=0 lim . f(x) = f(3)
x —.3% X3 x>3
S =0

J(x) es continua en x = 3.

lim flx)= lim (x-3)=3

X 6" x— 6"

—En x=6 = < lim flx)="lm 0=0
x— 6" x —> 06"

f(6) =0
Discontinuidad de salto finito en x = 6.

e Ilim flx)= lim 0=0

X — +oo X = +oo

Iim  f(x)= lim (B3x—Xx?) =—c

X — —o0 X ——oo

e Grafica:
5 ____________________
- el s,

bt =L
[SY
o\
U
7~ S M S

Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean
continuas:

) (%) x+1 six<2 b () x+k six<0

a) f(x)= x) =

S k—x si x>2 S x2-1 si x>0
o\ 2x+k _six<-1

A S P R |

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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a) ® Si x # 2, lafuncién es continua.

o En x = 2:
lim fo)= lim (x+1)=3
X — 27 x> 27

lim fx)= Ilim (k—x)=Fk-2 Para que sea continua, ha de ser:
x—= 2% x— 2% k_2=3 =y k=5

f(2)=2+1=3

b) e Si x# 0, la funcion es continua.

e En x=0:
lim, fx)= lim (x+ k) =k
x =107 x—= 0"
lim f(x)="lim (x2=1)=-1 Para que sea continua, ha de ser: k= -1
x— 0" x— 0
fO=0+k="F

c) e Si x#-1, lafuncion es continua.

e En x=-1:

lim -~ fx)=_lim QRx+k) ==2+k

x = -1- x —zvedll Para que sea continua ha de
, _ o ser: —2 + k =k — 2. Esto se
xl_lzquf o = xﬁ”fl+ Gl 2 WEL - 2 cumple para cualquier valor
de k.
JED =k-2

La funcion es continua para cualquier valor de ' k.

PARA RESOLVER

a) Calcula el limite de la funciéon f(x) cuando x —» 0, x — 2, x —> 3,
X —> +oo, X —> —oo:

RS 23

x2-5x+6

b)Representa grificamente los resultados.

) B xX—3 ~ P
DS o Oes ol - D D
. - oW

T

; = L@l ¥ Jlg
xhizlzf(X)_lenzx—Z 0

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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Hallamos los limites laterales:

lim f(x) = =o0;  lim f(x) = +eo
X =27 x =2

lim f(x) = lim % =1

x—3 x—3X—

lim f(x)=0; lim f(x)=0

X = too X = 593

b)

2 _
a) Calcula el limite de la funciéon y = ;;—

en aquellos puntos en los que
no esta definida. B

b)Halla su limite cuando x — + y cuando x — —co,
c) Representa la funcién con la informacién que has obtenido.

d) ¢Cuales son los puntos de discontinuidad de la funcion?

a) El dominio de la funcién es:

Dom=1R — {0, 3}, pues el denominador se anula en:
x=0

x2-3x=0 - x(x=3)=0
X153

=9 x+ 3 =B)
x2_3x x(x—3)

3 LD

y:

lim
x—>0 X (©)

Hallamos los limites laterales:

[ii —oo
x—=>0" X
+
tim X33 -
x— 0t X
¥ +
lim X 3=£=2
x> 3 X 3

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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by fim XISl g =1
X = ¥eo X xX— —e0 X
)
2
P P BT o
1 2.3

d)Ta funcion es discontinua en x =0 (tiene una asintota vertical) y'en x =3 (no
estd definida; tiene una discontinuidad evitable).

18 |cCalcula el valor de k para que cada una de las siguientes funciones sea con-

tinua:
xfl1 x2 -1
si x#1 si <1
a)f(x)=9 x—-1 b) f(x)=7 x—-1
k si x=1 k six=>1

a) e Si x#1, lafuncion es continua.

e Si x=1:
xt -1 @+ x2+x+Dx-1
lim f(x) = lim = lim =
x—1 x—=1 x-=1 %=1 x-D

Iim (3 +x2+x+1)=4%
x —A

JSD=k

Para que sea continua, ha de ser k= 4.

b)Para x# 1, f(x) es continua.

Para que f(x) sea continua en x =1, ha deser [lim f(x) = f(1):
x—1

x%<1 (x+ D=1

lim f(x)= lim =, lim Iim (x+1)=2
x—>1‘f x—=1" X — x— 1 (x-1D x— 1"

lim [0 = lim k=k

x— 17 x— 1"

S =k
Ha de ser k= 2.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad 23
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Estudia la continuidad de estas funciones para los distintos valores del pa-
rametro a:

edx si x<0

x+2a si x>0

x2+axsi x<2

a) f(x) ={ b) f(x) = {

a—x2 six>2
a) o En x # 2, la funcion es continua.
o /En x =.2:

lim f(x)="[lim (x> + ax) = 4+ 2a
X N2

X3 )2e .
Para que sea continua, ha de ser:

lim. [ = lim (a—-x?=a-4 4+2a=a-4 — a=-8
x— 2" x— 2%
f(2) =4+ 2a
Por tanto, la funcién es continua si - a = -8, 'y es discontinua (en x = 2) si
a#+—8.

b) e En x# 0, la funcién es continua.

e Fn x=0:
lim" f(x) = lim e*™ =1
x— 0 x— 0 |
Para que sea continua, ha de ser:
lim f(x)= lim (x+2a)=2a 1
x—>0+f x=0* I'=2a — 6l=3
SO =1

Por tanto, la funcion es continua si. a = %, y es discontinua (en x=0) si a# %

4 3 2
x*—3x°+ 2x
Sea la funcion f(x) = %

a) Calcula: lim f(x); lim f(x); Ulm f(x); lm f(x)
x—=0 x—>1

X = +oo X — —o°
b) ¢Cuil es la funcién que coincide con f(x) exceptoen x=0 yen x =1?

c) ¢En qué puntos no es continua f(x)?

x =303+ 2x2  Ux?(x — 2)(x = 1)

fe) 5 x2 =% B x(x—1)

a) lim flx) = lim [x(x—2)=0

x—=0 x—0
lim f(x) =" lm [x(x-2)]=-1
x—1 x—1
ltm. . f(x) = +ea
X > +eo
lim  f(x) = +eo
Xl —oo

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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b) g(x) = x(x—2) = x? — 2x

) En x =0 yen x=1 la funcién no estda definida (hay discontinuidades
evitables).

Pagina 147
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Calcula los limites de las siguientes funciones cuando x — +co:

a) f(x) = (x;: Slx—STx

b)g(x)=(2‘:j31 1-x

c)h(x)=(1,2x_ jle

s e T b e ol

22— 10x 2 3x% — 3065 o o2 13x0 o0

X — +oo 2x + 2 X — +oo 200 %
1-x
b) lim (2x+1) 0P~ - Jo0ly
X —> +oo x—3 A7

2
o lim (1,29‘— X, ) = +oo

X = +oo 20+l

i TEA2X + 5

& lim (3x+4)x‘1=(i)+°°=+m

Dada la funcion:
Lib silv<a
x
SJX)=93x2+ 4 si-1<x<1
—x3+8 six>1
calcula el valor de b para que f(x) sea continuaen x=-1.

¢Es continuaen x = 1?

e Para que f(x) sea continua en x=-1, ha de tenerse que:

lim  f() = f(~1)

x5l

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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1
lim fex) = lim |—+bl=1+b
x5 =1 x = —1"\X
lim f(x)= lim Bx?+4)=7 Ha de ser. 1 +b = 7; ‘es decir,. b =0.
x —-1* x—=>-1"
fED=1+b

e Veamos que la funcién también es continua en x = 1:

lim flx) = lim Gx2+4) =7 |

x— 17 x =51

lim" fx) = lim (-x3+8) =7 lim f(x) = f(D)
x—1

x— 1t x— 1t

S =7

Por tanto, f(x) es continua en x =1.
Estudia la continuidad, representa y halla los limites para x — +ooy
x'— —eo_de la funcion:
2 si x<1
J(x)=12 si 1<x<2
—x%+4x si x>2
e Continuidad:

—Si x#1 y x#2 — Es continua, pues estd formada por funciones
continuas.

Iim  f(x) = lim 2Y=2

x— 1" x —=>11= lim f(X) =f(1)-
—Enix=1 o> lim f&= lim2=2 (71
x B s f(x) es continua en x = 1.
S =2
XIZWT S = xlimz_ 252 () no tiene 1imife
en x =2, por lo
J— = /] = /1 - 2 Ry ’
Enox—=2 — xh—>mz+ SO le”T X"+ 4541 o no €8 conti-
; nua en ese punto.
f2)=2 ’

Discontinuidad de salto finito en’ x = 2.

o lim [f(x)= lim (=x? +4x) = —oo

X =5 +oo X —> too
lim fx) = lim 2*=272=0
X — —oo X — —oo

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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e Grafica:

P

1254\56

o\HNW»J-\

s24 | Considera la siguiente funcion:

x2+2x+1si x<-1
SJX)=92x+2 si-1<x<2
—x2+8x  si x>2

Estudia su continuidad y represéntala graficamente.

e Continuidad:

Si x#-1'y x#2 — Es continua, pues estd formada por funciones
continuas.

lim A= e 6 + 20D = 00 i 1)

e A X+ 1
—En x=-1 = lim fQ) = lim Q2x+2)=0 o
P _1+f Yl 1t f(x) ~es continua
en x =-—1.
JED =0

xlimT e = xlimr (2x £ 2096 f no tiene limite

) F =21
“Bn x=2"— _lim-flx) = lim (—x>+8x) =12 B SHHEEC
x— 2* x — 2% no es continua en

f(Z) =6 ese punto.

Discontinuidad de salto finito en x = 2.

e Grafica:
16
14
12
10
8
6
4/
2
=50, B0R-1 12345678\910

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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Estudia la continuidad de las siguientes funciones y represéntalas:

2x+5 si x<5/2

a) f(x) = [2x-5] = {Zx—S si x>5/2

x2-4 .six<-=2
b)f(x) = |x%=4| ={-x%2+4 si-2<x<2
x2=4" six=2

2 si x<0

O f()=x|x|= {;ﬁ

si x>0

=2x+ 5+ si x<5/2
2x—=5 _:s8i - x=5/2

a) ) = |2x~ 5| = {

e Si x# L la funcion es continua, pues esta formada por funciones polindémicas

(continuas).

E = —
hd ARy ¢ B

lim  fo) = lim  (2x+5)=0
x — (5/2)° x = (5/2)7

lim flx)= Im  2x-5)=0
x— (5/2)t x = 5/

f(5/2) =0

Como  lim ~ f(x) =f (3), f(x) es continua en x = 2
26,53 5/2 2 2

e Grafica:

»-nmw-mxln/
~

x2 =40 s x,<22
b) f(x) =|x?—4|=3=x2+4 si 2<x<2
XZ2—4 six=2

e Siix#-2 y x#2, f escontinua, por estar formada por funciones poliné-
micas (continuas).

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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o Grafica:

526 | Una empresa ha establecido para sus empleados un incentivo (en cientos de
euros) en relacion con el valor x (en cientos de euros) de lo vendido por
cada uno.

Dicho incentivo sigue la funcion:

0,01 x si 0<x<100
S(x) = 30x ;

—— si x>100

2x + 2300

a) Estudia la continuidad de f(x). Indica si el incentivo recibido por un
empleado es sensiblemente distinto si el valor de las ventas es
ligeramente superior o inferior a 10 000 €.

b)¢Cual es la cantidad maxima que un empleado podria recibir como
incentivo si sus ventas fueran muy grandes? Justifica tu respuesta.

a) Dom =0, +o)

—Sitx# 100 — La funcién es continua, pues esta formada por funciones
continuas en los intervalos definidos.

lim  f(x) = lim~ 0,0lx=1 (100 €)

x'—= 100~ x — 100~
En x=100 —{ “lim foos lim X 12 (120€)
et el = = Ay © 1,
' x —.100° x—100° 2X + 2300

| FA00) =1 (100 €)

Hay una discontinuidad de salto finito en & = 100,
Como  lim flx)# lim f(x), elincentivo recibido por un empleado si es
x = 100 x5 100"

sensiblemente distinto si el valor de sus ventas es'ligeramente superior o inferior
a 10000 € (x = 100).

30x
I7 = lim ————=1 1500.€
b)xinsz(x) xiﬂim %+ 2300 5 — 1500

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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527 |Las conclusiones de un estudio establecen que el nimero de individuos de
una determinada poblacion de una especie protegida vendra dado, durante

15 000z + 10 000
los proximos aifios, por la funcion' f(#) = 2 P, , siendo ¢ el

nimero de afios transcurridos. Se pide:

a) Tamaiio actual de la poblacion.

b) Si esta funcion fuese valida indefinidamente, ;se estabilizaria el tamafio
de la poblacion? Justifica la respuesta.

a) f(0) = 5000 individuos.
1 t+ 1
RN Fcon 3] Ol 2208 T 10000 77 o0

[ — +es I = +oo 272

Se estabilizaria en 7500 individuos.

528 |La profundidad de la capa de arena en una playa se vera afectada por la
construccion de un dique. En una zona de la playa, esa profundidad vendra
dada por la siguiente funcion:

2+ 2 si0<t<1
P(®)=8t2~t-1

T 522100 sit>1
2t

P _es la profundidad en metros y ¢ el tiempo en afios desde el inicio de la
construccion. Si la profundidad llegara a superar los 4 metros, se deberia
elevar la altura del paseo maritimo.

a) ¢Es P(t) una funcién continua?

b) ¢Sera necesario elevar la altura del paseo con el paso del tiempo, por cau-
sa de la profundidad de la arena?

c) Haz una grafica aproximada de P().

a) Las funciones que definen P(¢) son continuas en el intervalo en que estan de-
finidas. Estudiamos la continuidad en x = 1:

lim P = lim (2 +1%)=3

I t—1
g 251 lim P(t) =3 =P(1)
lim -P(t) = lim —————=3| 7!
| PR t— 1" 2t

Por tanto, P(f) es continua.

b) Calculamos lim. P(t) = lim ——5—— =4
1> oo = +oo 2t
8t2—t-1

Observamos que < 4 para cualquier valor de ¢ mayor que 1.

212

Por tanto, la profundidad nunca llega a superar los 4 metros 'y no sera necesa-
rio elevar la altura del paseo.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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Un equipo de investigacion ha estimado que el tiempo (7, en minutos) que
se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en funcion del tiempo de
entrenamiento de los deportistas (x, en dias), es:

300
7y 0<x<30
X +
T =
() 1125
— T +2, x>30
(x—5)(x—15)

a) Justifica que la funcion 7' es continua en todo su dominio.

b) Por mucho que se entrene un deportista, ¢sera capaz de hacer la prueba
en menos de 1 minuto? ;Y en menos de 2?

300
i 0<x<30
+
Tox) = x+3
1125
T k2, x>030
(x—5)(x~15)
e 300 A
a) e TLa funcion y = %+30 es continua, salvo en x =-30; pero, como solo la
consideramos en 0 < x < 30, serd continua en el intervalo (0, 30).
La funci 1123 +2 ti I 5 15
e La funcion y=————7"7——— es continua, salvoen 'x =5 yen x=15;
YT G- 15) Y
pero como la estamos considerando para: x> 30, es continua en el intervalo

(30, +00).
e Por tanto, six# 30 (x €0, 30) W (30, +<><>)), la funcion T(x) es continua.

e Si x =30, tenemos que:

lIim T(x)= lim 50 =

X — 30" x> 30" X + 30
i 760 i 1125 T(x) es continua en x = 30.
im xX) = lim |—————+2| =

x — 30" x — 30" (x —5)(x=15)

7(30) =5

e Por tanto, 7T(x)  es continua en su dominio.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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b) 7(0) = 10 minutos; vy, a mayor tiempo de entrenamiento, menos tardan en
realizar'la prueba. Ademas:

¥125
im TQx)="lim |——————+2| =2
X —> oo X => oo (x —5)(x—15)
Por tanto, ningin deportista  serfa capaz de realizar la prueba en menos de
1 minuto, ni.en menos de 2 minutos.

30 |El grupo de estudios de una empresa ha comprobado que las pérdidas o
ganancias de esta se ajustan a la funcion:

2x—4

x+2

donde x son los afios de vida de la empresa (x> 0) e y viene expresada
en cientos de miles de euros.

y=

a) Representa la funcion.
b) ¢En qué aiio deja de tener pérdidas?

¢) ¢Estan limitados sus beneficios? Si lo estan, ¢cual es su limite?

a)
oY R L ol LA TP |, L TR b BT, 4. ¥ A R
1 /’_’_
29°3 4,000
-1
-2
2x—+4 ) .
b) 3 5 =0 = 2x-4=0 = x=2 (ylafuncién es creciente),

Deja de tener pérdidas en el 2.2 aho (x=2).
2x—4

O lim = =275 200000 €
KNdireo X F(2

El beneficio estd limitado a 200 000 €.

31 IUn comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de
| producto cobra 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades,
disminuye el precio por unidad, y por cada x unidades cobra:

5x si 0<x<10

Vax?+500 si x> 10

a)Halla a de modo que el precio varie de forma continua al variar el
numero de unidades que se compran.

C(x) = {

b) ¢A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran “muchisimas”
unidades?

@ El precio de una unidad es C(x)/x.

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad

33



34

32

33

a) lim Clx) = Iim (5x)=50

x — 107 x — 10~

Iim CGO)= lim- Nax? + 500 = V1004 + 500
x — 10" x'— 10"
C(10) = 50

Para que sea continua, ha de ser:

NV100a + 500 =50'—= 100a + 500 =2500 — 100a = 2000 — a = 20

NP NEY N
b)  lim @ = lim M = lim M = \/% = 4,47 €
x> +ee X XA > Foo X x> oo X
CUESTIONES TEORICAS
x2-4

1 i6 = )
Sea la funcion f(x) ol
El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando x = 2. ;Como
elegir el valor de f(2) para que la funciéon f sea continua en ese punto?

-4 -2 2
G fio)se it o 2ae00y, Gen@T DWW a4
x— 2 x—2 X2 a2 (x=2) X2

Para que / sea continua en x = 2, debemos elegir f(2) = 4.

Expresa simbolicamente cada una de estas frases y haz una representacion
grafica de cada caso:

a) Podemos conseguir que f(x) sea mayor que cualquier nimero K, por
grande que sea, dando a x valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g(x) estén tan proximos a 1 como que-
ramos, tendremos que dar a x valores suficientemente grandes.

c) Podemos conseguir que b(x) sea mayor que un nimero K, por grande
que sea, dando a x valores suficientemente proximos a 2.

/

|
) lim f(x) = +eo
| X —> +oo

b) lim g =1 5

X — +o0

o) lim h(x) =+
x> 2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



UNIDAD 5

34 |De una funcion g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1] y que
para 0<x<1 es:

x?+ x
g(x)y="“+——
¢Cuanto vale g(0)?

Si g es continua.en x = 0, debe verificar que /lim - g(x) = g(0). Hallamos el
limite: 4= 0

z 1
lim g0 =" lim Zedl® lim M= lim (x+ 1) =1

x— 0 x50t X x— 0 X x=0*

Por tanto, g(0) = 1.

35 |Escribe una definicion para cada una de estas expresiones y haz una repre-
sentacion de f:

a) lim f(x)=3 b) lim f(x)=—co
Xigeeo X — +o0

o) lim f(x)=+eo d) lim f(x)=—
x 27 x— 2"

a) Podemos conseguir que - f{x) esté tan proximo a 3 como queramos sin mas
que darle a” x valores suficientemente “grandes y negativos”.

b) Podemos conseguir que f(x)  sea “tan negativo” como queramos sin mas que
tomar X tan grande como sea.necesario.

¢) Podemos conseguir que  f(x) tome valores tan grandes como queramos sin
mas que darle a* x valores tan proximos a 2 (pero menores que 2) como sea
necesario.

d) Podemos conseguir que  f(x) /

tome valores tan “grandes y «—//5

negativos” como queramos sin :

mas que darle a x valores tan :

préximos a2+ (pero mayores 132
\
;
;
.
.

que 2) como sea necesario.

36 |Siuna funcion no esta definida en x =3, ;puede ocurrir que lzm f(x) 5?
sPuede ser continua la funcion en x = 3?

i, puede ser que - lim~ f(x) = 5, por ejemplo:
x—3

o 2 L 2
f(x0) = w es tal que  lim w =5; v f(x) noestd definida
x—-3 x—>3 x—-3

en x = 3.

Sin embargo, f(x) no puede ser continua en x = 3 (pues no existe f(3)).

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



37 |De una funcién continua, f, sabemos que f(x) <0 si x<2 y f(x)>0 si
x > 2. ;Podemos asegurar que no tiene limite en x = 2? Pon ejemplos.

lime f{x) =0
x—= 2

Por ejemplo: f(x) =x%—4, glo) =x-2.

38 |Sea P un polinomio: P(x) = ax?+ bx + ¢

P - PO
Prueba que f)= () tiene limite en 0y calcula su valor.
. P(x) — P(O) _ax*+bx+c-c Cax? + bx
lim —————=—— = lim = lim ——————=
x—=0 X x—0 X x—=0 X
+b
P Gl NS PR
x='0 x—0

Pagina 149

39 | Calcula, sobre la grafica de esta funcion:
Y
a) lim f(x) b) lim f(x)
X —> too x— -1 *
~ A1 / -
o) lim f(x) d) lim_ f(x) N /
x— 2" x = 2" N\ /
2 [\2 2 /4 X
\ [
1 |
a) lim  f(x)=3 b) lim - f(x) = —oo
X —> too x—= -1
©) lim  f(x)=+oo d) fim f(x) =—co
2527 x —, 24
40 |Halla, observando la grafica de esta funcion, los siguientes limites:
a) lim f(x) b) lim f(x)
X — +oo X — —o° Y ,
o) lim f(x) d) lim f(x) A
x—2° x— 27" _’,/ 2
e) lim f(x) ) lim f(x) i
X, =27 x— 2" \\
a) lim  f(x) =+ by lim.  f(x) = —oo T 21 41 Ix
X — +oo X — —o° \
OV Wm  fed e D Iimf o) =+ e \
)29 x> 2" A
e lim " fx) = —os £ Iim  f(x) = +oo 7
X — =27 x— 2" /

36

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



41

UNIDAD

PARA PROFUNDIZAR

Estudia la continuidad de estas funciones:

[ x|

a)y=2x+ Ak ¢Qué tipo de discontinuidad tiene?

si x<-1

x
b)y={

[x=2] six>-1

a) En x = 0, la funcion no esta definida, luego es discontinua.

2x—1 81 x<0
Como: 'y = . , entonces:
: 2x+1 si'x>0

lim Qx—-1)==1; lim Qx+1) =1

% S0~ x =0
Por tanto, hay una discontinuidad de salto finito en x = 0.

2, si x<—1
b)y=4-x+2 si -1<x<2
X 2N s x 2R

e En x#-1 y x#2: lafuncién es continua pues estd formada por funciones
continuas.

e En x=-1:

lim - flx) = lim x=-1

x—=-1" x — -1-

im flx)= lim (=x+2)=3

x— 1" x = -1"
f=r=t1

Como [lim f(x)# lim f(x), f no tiene limite en x = —1.
X = -1 x — 17

Es discontinua en' x = —1.
e En . x=2;

lim f(x).= lim (—x+2)=0

x = 27 x =27

Iim f(x) = lim (x-2)=0

x - 2" x'=2t

f2)=0

Como lim f(x) = f(2), [/ escontinua.en x = 2,
x— 2

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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| x|

Dada f(x) = justificaque ' Iim f(x)=1y lim f(x)=-1.

2
x+1 X —>+oo X — —oo

Definimos f(x) por intervalos:

si x<0

w+.1

S0 =

si x>0

Dt

lim G0 = lim ) —— =1

X —> +oo x> +eo X+

lim 0 = lim) ——— =21

X > —oo x> —eo X+

Calcula los siguientes limites:

a) lim (Vx?+3x —x)

x — +oo

& Multiplica y divide por \x? + 3x_+x

b) lim Vx2+2 —Vx2-4

x = —o0

, (Vx+9—3)

c) lim|——S—
x—0 X

d) lim

x—2

[=1]

x—2

(Va2 + 3x —20) (Va2 + 3x +x)
17 24 3y — 17 =
D o' E LT B N e

) X2+ 3x — x2 X 3x
= lim e I —m———— =
we koo N2+ Bx 4+ x x>+ Vx4 3x +
= Iim % = Iim X = Iim _3x =é

x%+oo‘\,x2+x % — +aef(FEIX X —> +oo 2x 2

b lim Nx?+ 2 —ANx?—4 = dim (N2 +2 —\x2=4) =

X —> —o0 X — too
(22— A2 ) (Va2 2+ 2= 4) - x2+ 2= (x2 -4
= lim = lim =
e w2+ 2+ Vx2— 4 x—te A2 + 20 \x2 — 4
X2+2=x%+4 6

lim = lim =0
xote VX2 + 2+ w24 o re Vx2 2+ w24

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



UNIDAD 5

(Vo +/923) N +9'+ 3) \(

o) lim ﬁ = lim
%150 22 x =0 xz(\/x+9+5)
= lim g+ X2 lim = =
x—=0 xz(\/ 9+3) x =0 xz(\/x+9+3)

1
=1 /im -

x =0 x(\l +9'%3) O

Hallamos los limites laterales:

1
lim —o0: [lim —————— =+

; lim
x =0 x(\f 9+3) x>0 x(x+9+3)

; (1_\@6) PR (R E CER P
Dulim | —————| = dim 0
TR xo2- =21 +V3 — %)

= lim 1 o™
o2 (k221 +43 x)
1-3+x

= lim

“52 R 2NE— )

2
= [Iim vy

K52 (g 2)(1+\l = 0N

1 1
= lim

¥=2 1 +N3—x 1+1_2

Pagina 149

AUTOEVALUACION

1. Calcula los siguientes limites:

Va2 +1

a) lim b) im (2+ eX)
xSt 1—x X — —oo
x //
O tim <5 @ lim
x> 40 X x>t X
Nx2 +1
a) lim ==1 b) lim Q+eX)=2+0=2
X oo - X X —> —oo
e~ n x
A lim —5'=+ d) “lim =0
X —> +oo X x> 4o X

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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-2
2. Halla el limite de la funcién f(x) = %

3. Dada la funciéon f(x) = {

3
8 cuando x> 2, x > -2, X > *o Yy
x — —co. Representa graficamente la informacion que obtengas.

lim 8= 2 000 Indeterminacic
° T e dNdelerminaclorn.
x— 2 2.%'2 g (O)

Po2x  x(x=2) x(x—2) x

26
222-8 22—4) 2+ 2(x—-2) 2x+2)

Simplificamos 1a fraccion:

Yoo 200 20 oy x 2 1
i W X S\ SO b T
o2 2X%2-8 L2 2x+2) - 8 4

/i Xa = 2x 8 . X< =2, )=+
° mm = — = + 00
x>z 2x2 =8 0 x> -2, p—> —oo
x2—2x 01
e [lim ==
x — 2527 — 82
2= 2x 0l
o [lim =—
X —oo 2X°—8 2
Ao
! 1
""T """ E"""" ""':;.'4:_'"';;1/2
<2 2 X
; -1
W/
e™¥+1 si x<0

—x2+3x+2 si x>0
a) Estudia su continuidad.

b)Halla lim f(x) y Ulim [f(x).

X — —oo X — +oo

a) Tanto si x <0 como si. x>0, f(x) es continua, por estar definida mediante fun-
ciones continuas.

Estudiamos la continuidad en x = 0.

limie‘x+1=1+1=2
lim f(x) < v Ar =" lim_f(x) =2

x—0 l[m_x2+5x+2=2 % —0
X0

A0 =e%+1=2

Como - lim f(x) = f(0), f escontinua en x = 0.  Luego f es continua en R.
x—0

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad



UNIDAD

b) lim  f(x)=-lim e™+1= et £11 = 400
X = — X — —oo

lim f(x)'= lim (=x?+3x+2) = —o
X > +oo X —> +oo
4. a)Calcula a y b para que Jf sea continua:

2x+a si x<-2
S(x)={x%-5 si-2<x<1
bx+3 sil<lx

b) Representa la funcion obtenida.

a) e f es continua si x <=2, si 2<x<1 ysi 1<x por estardefinida por
funciones continuas.
e Para que [ sea continua.en x = -2, debe cumplirse que ~ lim f(x) = f(-2).
2

f(=2)=-2(-2)+a=4+a X >t

lim(2x+a)=4+a

lim = f(x) < T Por tanto, 4 +a=-1 - a=-5
x> -2 lim (x*-5) =4~5=-1
x— 2"

e Para que f(x) sea continua en x = 1, debe ser /lim [(x) = f(D).
x—1

fD=b-1+3=b+3

Zim_(x2 —5)=-4
lim" f(x) < o ! Portanto, b+3=-4 = b=-7
x—1 lim (bx+3)=b+3

x— 1"

2x—-5 si x<-2
b)flx) = 3 x225  si2<x<1
—Jx+3 si1<x

[u

Unidad 5. Limites de funciones. Continuidad
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