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INTRODUCCION

La Trigonometria de trigono (tridngulo) y metria (medida) es la parte de las Matema-
ticas que estudia las relaciones entre los lados y los dngulos de un triangulo.

El origen de la Trigonometria esta asociado histéricamente a la Astronomia. Ya en la
antigua Grecia, Pitdgoras y sus seguidores observaban y hacian mediciones de los astros. Estos
datos experimentales necesitaban una base matematica apropiada que permitiera predecir,
con exactitud, ciertos fendmenos astrondmicos, como el movimiento de los planetas, eclipses,
etc. De esta forma surgid la Trigonometria. Posteriormente, en el siglo Il después de Cristo,
Tolomeo desarrollé gran parte de los teoremas y resultados que actualmente se conocen en
esta drea.

Hoy dia es muy utilizada es muy utilizada en problemas de Topografia, asi como en Ila
construccion de carreteras, puentes, etc.

1. CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS

Segun los lados:
e Equilatero: los tres lados iguales.
e Isdsceles: dos lados iguales y el otro desigual.
e Escaleno: los tres lados desiguales.
Segun los angulos:
e Rectdngulo: un dngulo recto.
e Oblicuangulo: ningln angulo recto. Estos a su vez se clasifican en:
o Acutangulos: los tres angulos agudos.
o Obtusangulos: un angulo obtuso.

[lano obtuso

2. DEFINICION DE ANGULO

Un angulo es la porcion del plano comprendido en-
tre dos semirrectas que tienen el mismo origen, que
denominaremos O.

En la siguiente figura que dos semirrectas con un
origen comun determinan siempre dos porciones
del plano y por tanto dos angulos, Ay B. Al angulo A
se le llama angulo convexo, mientras que el angulo B
es céncavo.

Formas de nombrar angulos:
e Con letras griegas: «, f3, @.....

¢ Nombrando al vértice (con o sin gorrito): A

e Nombrando “punto” + “vértice” + “punto”: OAB



MEDIDAS DE ANGULOS

Sexagesimal: en este sistema el dngulo completo se divide en 360 partes iguales y a
cada una de ellas se le denomina “grado sexagesimal”. A su vez, cada grado se divide
en 60 partes y a cada una se le denomina “minuto”, se vuelve a dividir el minuto en 60
partes y a cada una se le denomina “segundo”.

Centesimal: en este sistema el dngulo completo se divide en 400 partes iguales y a ca-
da una de ellas se le denomina “grado centesimal”. A su vez, cada grado se divide en
100 partes y a cada una se le denomina “minuto”, se vuelve a dividir el minuto en 100
partes y a cada una se le denomina “segundo”.

El Radidn: consideramos una circunferencia con centro en el vértice del angulo y el ar-
co que interceptan los lados del angulo. Si el arco mide lo mismo que el radio de la cir-
cunferencia, entonces decimos que el dngulo es de un radian. En general, los radios
gue mida el arco son los radianes que tiene el dngulo. Como la circunferencia mide 2n
radios, un dngulo de 3602 tiene 2m radianes.

radio de |la
circunferencia
las semirectas ry s definen un
3.00¢cm angulo que mide un radian
. '
™ EL RADIAN

3,00 em
/ 3,00 cen
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57,2958 es ap&ammadamente un radian en grados sexagesimales

.
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———_

2 radianes = 360 grados

Dividiendo laigualdad anterior entre 271

2mradianes _ 360 grados
n In

1radian = erados

21

| Tradian =157 29577951 grados .

Para calcular el nimero de radianes que mide un angulo:
longitud del arco que abarca

longitud del radio

n° de radianes =




Ejemplo:
¢Cuantos radianes equivale el dngulo completo?
longitud del arco  2zar

n° de radianes angulo completo = - — = =2r rad
longitud del radio r
¢Cuantos radianes equivale el dngulo llano?
. , longitud del arco 2
n° de radianes angulo llano = g. — = = rad
longitud del radio r
e Para pasar de grados sexagesimal a radianes, simplemente realizaremos:
Ejemplo:
Sexagesimal — Radianes
. 07 ~x
180 — T =>X= —=—rad
) 180 6
30 - X
e Para pasar de radianes a grados sexagesimal, simplemente realizaremos:
Ejemplo:
Radianes — Sexagesimal ,
g 7 180
T - 180° =>x=t=——=36
V4
T
— - X
5
Grados 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
T s T T 3z
Radianes — — — — V4 — 21
6 4 3 2 2

iHAY QUE SABERSELO!




4. RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO

Un "sistema de referencia angular esta formado por unos ejes coor-
denados y una circunferencia centrada en el origen de coordenadas

y de radio "r". T
En particular, cuando la circunferencia tenga de radio la unidad se ‘
denomina "sistema de referencia goniométrico". ~_ |

El lado inicial del angulo, como siempre, lo haremos coincidir con el

semieje positivo de abcisas, al ir variando el lado final, se irdn obteniendo los distintos angulos.
Seguidamente, a cada angulo le haremos corresponder el punto P, punto en donde el lado
final del dngulo intercepta con la circunferencia.

P=(05087)

0.6

| angulo — Horario

sentido negativo d
0.4+

sentido positivo del angulo — Antihorario
0.4+

P=(042,-091)

Angulo a con sentido positivo (Antihorario) Angulo B con sentido negativo (Horario)

Consideremos un sistema de referencia angular con radio de la circunferencia r, en funcion
de las coordenadas (x, y) del punto P asociadas al angulo definiremos los siguientes cocientes,

denominados "RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO O

Razones Trigonométricas del anguloa . . . . . . . .
. . . . odenada Y . o
sen (d = - =
radio r
: . : abcisa * X° ' ' P(xy)’
cos 4= - = 1
radio r !
* : * * ordénada” y’ * * Y *
tg = - = Y
abcisa X i
radio r Q A
cosec O = =
: : * *  ordenada y ’ : ’ :
radio r
. . secO+ T T . . . .
abcisa X
i X
+ * c'tg al:lE”Sa — " + + + -
ordenada y




Razones Trigonométricas delangulo.a . . . . . . . L0

ordenada Y
sen o_= =
radio r
. . . * abdisa * X° . . .
cos Q= - =
radio r H
. . . * ordénada’ y . . . : .
tg a= oo = 1)
abcisa X H
. r Q
cosec o= radio =
+ * + + Drdenad-a ? + + +
radio r
. . seCc 0s—— = = . . .

+, Ea
abcisa X
abcisa X
o [

. . G‘[g o=
ordenada y

+ - + + + - + + + - + + * + + +

Cuando el angulo a es agudo, observemos que tomando el triangulo AOP podemos expresar
las razones trigonométricas del angulo a asi:

ordenada, cateto opuesto,

. sén a<’ . _ ; T . . .
radio hipotenusa
. . . . . . . . . . . . . . xy)’
abcisa cateto contiguo 1 r
. . dos oL clsa L ; . . . o g . .
radio hipotenusa
. ordenada _ cateto opuesto |
go=s——— =

. . . ., abcisa  cateto.contiguo-

) ) ) ) adio " hipotenusa )
cosec g = _radio  _ P
. . . ordenada  gatetg opugsto, .
radio hipotenusa
. . sec o= — N v - . . . . . .
abcisa cateto contiguo
. . . . P - catetoocont' uo * - - . . . .
ctg @ = abcisa = _ g

ordenada  cateto opuesto

+ - + - - - + + + +

Ejercicio: En una circunferencia de radio r = 5 obtener las razones trigonométricas de un an-
gulo a cuyo punto asociado P tiene de abcisa x = 4 y se encuentra situado en el primer cua-
drante.

Idem pero ahora el punto P tiene de abcisa x = -3 y esta situado en el Il cuadrante.

Idem siendo = +/13 y el punto P tiene de abcisa x = 2 y situado en el IV cuadrante



INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO EN
UN SISTEMA DE REFERENCIA GONIOMETRICO «

Consideremos un sistema de referencia goniométrico, esto es, radio de la circunferencia la
unidad, entonces, graficamente el valor (absoluto en su caso) de las razones trigonométricas
coinciden con las longitudes de los segmentos que se indican:

gl1.00 I:/

sena=AB

cosa=0B

tga=DC 5
cosec a = OF c 1.00

seca = OD

ctga=EF

Las Razones Trigonométricas del angulp que forman las semirectas ty s, NO dependen del radio de la
circunferencia que se tome, puesto quel los triangulos QOP y Q'OP’son semejantes, entonces las
proporciones se conservan:

senA=y/r=Y1T

cosA=x/r=x1/r"

[ Y
» |
|

¢

-




Ejercicio: El seno de un angulo B vale 0,4. Representa graficamente y calcula el valor de las
restantes razones trigonométricas considerando un sistema de referencia goniométrico.



Ejercicio: El coseno de un angulo B vale 0,8. Representa graficamente y calcula el valor de las
restantes razones trigonométricas considerando un sistema de referencia goniométrico.




OBSERVACIONES:

1.- El signo de las razones trigonométricas viene determinado por el signo de la abcisa y or-

denada del punto A=(x, y) asociado al angulo a.

sena +
cosS a -

sen o -
cosa +

Campo de variabilidad de cada una de las razones trigonométricas:
1. delseno: -1<senac<l

del coseno: -1<cosa <1

de la tangente: - co <tg a < +oo

de la cotangente: - o < ctga < +oo

de la secante: sec a toma valores en:

de la cosecante: coseca toma valores en:

o niprw N

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE ANGULOS NOTABLES

(_oo,_l]U [11+°°)
(_oo'_]_]U [1r+°°)

Grados 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
Seno 0 1 ﬁ ﬁ 1 0 -1 0
2 2 2
Coseno 1 ﬁ ﬂ 1 0 -1 0 1
2 2 2
iHAY QUE SABERSELO!
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5. RELACION ENTRE LAS RAZONES TRIGONOMETRICAS

A\

. o o0z 0.4 LK [X:) 1.2
\
] 02 0.4 K og 12 R

Se tienen las siguientes relaciones entre las razones trigonométricas:

Sena
9o = SseCo =
CoOSo coso

RELACION FUNDAMENTAL

Consideremos un sistema de referencia
(radio la unidad)

CcoseCa =

Seno

GONIOMETRICO

Aplicando el Teorema de Pitdgoras al tridngulo rectangulo

AOB se tiene:

sena +cos’a =1

(1)

12




Si en la relacion anterior dividimos los dos miembros por cos? a
sen‘a cos’ a 1
2 Yt 7 2
COS"ax COS" o COS"

1+tg°a =sec’ a

Si en la relacién (1) dividimos los dos miembros por sen’«
sen‘a cos’a 1
T 2 2

SsenN"a Sen“a Sen“«o

1+ ctg’a = cosec’a

Ejemplo:

Dadalatgax =2 « €1, calcular las restantes razones trigonométricas.

De la relaciéon 1+tg°a =sec’ a  se deduce:

1+22 =sec’ o —>sec’ a =5 —>seca = /5

1 1
Como Clga =——- ctga ==
g
- 2 2 ) 1 5
De larelacion 1+ cotan“a =cosec“«a cosec a:1+Z:Z
- 1 2 245
Y por dltimo seng = — sengg = —=——
coseca J5 5
sena sena 2./5 . J5
tga = cosq=—— cosq=——:2=—
CoS tgo 5 5

5
coseca = —
2

13



6. RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO ASOCIADO A UNO DEL PRIMER
CUADRANTE

En lo que sigue, por comodidad, consideremos un sistema de referencia GONIOMETRICO

RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO OPUESTO

", n

Los puntos P y Q asociados a un dngulo “a” y su opuesto “-a”, tienen las abcisas iguales y las
ordenadas opuestas. P= (X, y) Q= (X, —y)

P =(0.42 081)

1
1
I — .
. sen(—a) = —sen «a
Ly cos(—a) =cosa
1 — e
.- tg(—a) = —tga
X .
02 o} o8 08 1
1
g=65"-l
1
1 -
| y
1
1
1
1
Q=042 -091)

RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO COMPLEMENTARIO

. . . . T /2N T
Dos angulos a y B se dicen complementarios si suman E rad a+f = E - f= E—a

Los puntos Py Q asociados a un angulo a y a su complementario 8, son simétricos respecto de

la bisectriz del primer cuadrante, por eso sus coordenadas seran: P = (X, y) Q :(y, X)

1.2

P=10.34 0.54)

A
cos (E—a) =sena

A

sen (— - oc) = cosa
Q0=1(0.94,034) 2
T

ctg (E—a) =tga

I
i
|
1ALB

14




RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO SUPLEMENTARIO

Dos angulos a y B se dicen suplementarios cuando suman 7 0 180°
a+pf=n 0 180" > pf=r—-«
Los puntos P y Q asociados a un dangulo y a su suplementario tienen las abcisas opuestas y las

ordenadas iguales: P= (X, Y)

Q=1(-064, 0.77)

e o e -

Q=(-xY)

sen(m —a) =sena
P=(0.64,077) COS(T[ - a) = —Ccos«a
tg(m—a) =-tga

o
=

, ) T
RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO QUE DIFIERE EN E rad

T
Dos angulos a y B se dicen que difieren en E

rad cuando ,B—a=% —>ﬁ=%+a

Los puntos Py Q asociados a un angulo ay a B tienen sus coordenadas relacionadas asi:

P=(xy)

P=(0.34,094)

Q=1(-0.94,034)

Q=(-y,x)

13
sen (E+ CZ) =cosa
13
cos (E+ CZ) = —Sena«a

tg (§+ a) = —ctga

15



RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO QUE DIFIEREEN 7 rad

Dos dngulos a y B se dicen que difierenen 7 rad cuando f—a =7
p-—a=r —>pf=r+a
Los puntos P y Q asociados a un dngulo ay a B tienen sus coordenadas relacionadas asi:

P=(xy) Q=(-x-y)

P=(0.34,0.84) sen(n + a) = —Senao
cos(m+ a) = —cos a
tg(m+a)=tga

™
=

o
w
=}
a
o
te
e o o o o - -
<

RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO CON EL QUE SUMA 21t

Dos angulos ay B se dicen que suman cuando f+a =27 —>f=2r—«.
Los puntos P y Q asociados tienen las abcisas iguales y las ordenadas opuestas.

sen(2mr — a) = —sen «
cos(2mr —a) = cos a
tgr—a) =-tg a

<

b = = =

1=

o

1
<

— ol

Q=1(0.77,-0.64)

16



RAZONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO QUE DIFIERE EN UN NUMERO DE VUELTAS

Dos dngulos a y B se dicen que difieren en un nimero de vuel-

tas cuando
p-—a=2kr —>p=2&kr+a.

Todas las razones trigonométricas son iguales.

sen(2km + a) = sen «a
cos(2km + a) = cos a
tgRkn+a) =tga

0.5

()

J
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