VECTORES EN EL PLANO




VECTORES EN EL PLANO

VECTOR FIJO

Un vector fijo ABes un segmento

orientado, que esta definido por dos BEx
puntos: Un punto origen y un punto (Extremo)
extremo.

A
Los elementos de un vector fijo son: (Origen)
v" Punto de aplicaén,
v" Médulo
v Direccion
v' Sentido

1. Representa el vectorcﬁijArB gue tiene por origen el punto=X-3. 1) y por extremo el
punto B= (3, 5).

P
2. Describe el origen y el extremo de los siguientes /
vectores fijos \ /
P= Q = \ /S

3. Calcula, usando el teorema de Pitagoras, las Q

longitudes de los segmentos F@S.

4. Enuncia una definicién de “vector opuesto”



VECTOR LIBRE

Un vector libre representa un desplazamiento.
Un vector libreesta definido por un médulo, una direccion y un sentido.

Un vector libre se describe por sus componentes: desplazamiento horizontal y
desplazamiento vertical.

Ejemplo

Bl sia= (-1, -2) y B=(3, 5), el desplazamiento que
lleva de Aa Bes 4 unidades hacia la derechay 7

/ unidades hacia arriba. De modo que el vector libre
// asociado al vector fijo&B es
/‘ v= B-A= (35- €1-2)= (47)

/
/
A

Cada vector fijo tiene asociado un vector libre que se obtiene haciendo la diferencia de
las coordenadas del punto extremo menos las coordenadas del punto origen.

v=B-A

Todos los vectores fijos que tienen el mismo modulo, la misma direccion y el mismo
sentido representan el mismo vector libre.

Si dos segmentos orientados (vectores fijos) representan el mismo vector libre se dice
gue son vectores fijos equipolentes

/
/ /
/ /

vectores fijos equipolentepie
representan el mismo vector libre




5. Representa en unos ejes coordenados los siguientes puntos

A= (0, 1); B=(=3, 2); C= (4, 4) y D= (0, -5)

Calcula los vectores libres asociados a los siguientes

vectores fijos

a) AB=B-A=(-3,1) bh)BC

c) CD = d) DA
/B: A+vVv
~ (Extremo)
%
A , (Vecto))
(Origen)

Si a un punto (origen) se le aplica un desplazamiento (vector libre) se obtiene un punto
(extremo).

B= A+v

Pto. extremo = pto. origen + vector desplazamiento

6. ¢ Cual es el punto que resulta de desplazar el punto A

(1,21) un vector = (=2, 3)? Haz un dibujo.

7. Suma el vecton = (2, —3) a los puntos
A= (0, 0); B=(-4.2); C=(2,-1) yD=(0, 3).

Calcula y representa los puntos
a) A+v = (0,0) + (2, —3) = (2, -3)
b)B+v =

c)C+\7 =

d D+V =




8. ;Qué vectow hay que sumar al punto(1, —4) para obtener el punto=(J—3, 1) de
modo queQ= P+v? [PISTA: v = Q— P]

9. Pon dos ejemplos de vectores fijos equipolentes al vé@oen donde A (-3,-4)y
B = (1, 1). Haz un dibujo.

VECTOR DE POSICION

Dado un punto P del plano, se llama vector P

posicion al vectorOP, que tiene por origen
el origen de coordenadas.

De este modo, una vez fijado el origen, cada
punto del plano se identifica con su vector
posicion. 0O

Las coordenadas del puntas® identifican
con las coordenadas del vector libre que vector posiciondd punto P
traslada el origen de coordenadaal@unto
P.




SUMA DE VECTORES LIBRES
Regla del paralelogramo
Geomeétricamente, la suma de dos
vectores se hace usando la regla del
paralelogramo.

Expresion analitica

Para sumar dos vectores se suman us
componentes

(U1, W) + (V1, Vo) = (U1 + Vi, U2+ Vo)

Sumar dos vectores libres significa hacer dos desplazamientos sucesivos.
MULTIPLICACION DE UN ESCALAR POR UN VECTOR

El resultado de multiplicar un escalar (nimero real) por un vector es otro vector que
tiene por modulo el producto del valor absoluto del escalar por el médulo del vector,
por direccion la misma que el vector y por sentido el mismo que el del vector, si el
escalar es positivo, y el opuesto si el escalar es negativo.

A (U]_, Uz) = 0\.”1, AU 2)

Para construir graficamente el producto de un niumero escalar por un vector, se utiliza el
teorema de Thales,



10. Explica con ejemplos qué se entiende en Fisica por magnitudes escalares y por
magnitudes vectoriales.

11. a) Suma graficamente los ventownesy v que estan dibujados. a) Escribe las
coordenadas de los vectores sumandos/ v y del vector suma + v

b) Calcula y dibuja el vectou — v

a) b)

\
\
\

7
=

12. Sean los vectores = (1, 4) y\7 = (-2, —6), calcula y dibuja
a)u+ v b) 5u

— —

c)zﬁ—gG d) —3u+ v

13. Calcula el vectorx gue hay que sumar= (2, 2) para obtener = (0, 6). De modo

que U + X =V _[PISTA: despejaX]

14. Considera dos pontosyAB. ¢, Qué punto es el puntodye se define asi?

15 1 1
M= A= AB= A+ —(B- A==(A+B
5 5 (B=A=-(A+B)



VECTORES COORDENADOS

D
[S—

Al vector unitario en el eje vertical horizontal hacia la derecha se I
denomina . Al vector unitario en el eje vertical hacia arriba se le

denorri\na] De este modo un vector de coordenadasiy, )
puede escribirse como O

U=Wi+Wj.

15. Siu=(2,3); V= (3,-1) y\7v: (8, 1), calcula los escalarey # de modo que

w=a u+ S v. [PISTA: Hay que resolver un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas]

MODULO DE UN VECTOR LIBRE
El médulo de un vector libre es la longitud del desplazamiento que representa.

Para calcular el modulo de un vector libre expresado en coordenadas se aplica el
teorema de Pitagoras.

—

u

[ 2 2
=4uU; +u,

Ejemplo. El médulo del vecton = (3, 2) es v

u

16. Cdcula el médulo de los siguientes vectores libre

a) u=(-1,5) b) v=(2,-3) ) w= (=1, -2)

M:

17. Cacula cuél es el producto escalar de los vectores coordenados

u

a) v

= b)

= C)

-

8 iei= b) i+ = Q) jei= d)jj=



MODULO DE UN VECTOR FIJO. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS
La distancia entre dos puntos es el médulo del vector que los une.

Si A= (a1, &) Yy B = (b1, ) la distancia d(A, B) entre ambos puntos viene dada por la
formula:

d(A B)z‘ Z\%W(q— &)’ +(b, -a,)’

18. (Cudl es el mddulo del vectorofi}érB siendo que A (-2,3) yB=(2, 1)? ¢Cual es la
distancia entre los puntosyAB?

19. Calcula las coordenadas de un punto del eje de ordenadas que esté a una distancia de 5
unidades del punto £ (4, 0). Haz un dibujo.

PRODUCTO ESCALAR DE DOS VECTORES

El producto escalarde dos vectores es un numero escalar que es el producto de los
maédulos de los dos vectores por el coseno del &ngulo que forman.

¥

-

v v=u Eobos(a)

Ejemplo: Calcula el producto escalar de los vectores
u=(2,0)yv= (4, 4).

Para hallar el producto escala® v primero se
cdcula

u="2+0°=2 |v=vV 4+ &=32=4/2
coén)=coz{45°):§

De modo que

W V=|u

EFQ Ebo:(a)=2ﬂ¢\/§D\/?§=8




Expresion analitica del producto escalar

Si los vectoress = (ug, W) Yy V= (v, W) estan definidos por sus coordenadas, el
producto escalar viene dado por el la siguiente expresion:

_'u _’\F( b!l’ UZ). (Vl’ VZ): u1V1+ u2V2

Ejemplo: Calcula el producto escalar del ejemplo anterior usando la expresion analitica

usv=( 2 ( 4d= 204+ 0U=8+0=8
20. Busca informacién para explicar el sentido del producto escalar en la Fisica. Por

ejemplo, el producto escalar es el trabajo que desarrolla una fuerza al efectuar un
desplazamiento.

21. Para demostrar la expresion analitica de producto escalar hay que desarrollar esta
expresion. Completa la demostracion.

— - — - - — — -

ue v=(u1i+u2 jj-(v1i+v2 jj:ulvli- I+UNV, i® JHuN, joi+tuN, j* ]

22, Cdcula los siguientes productos escalares:
a)(-2,4) (3,3) = b) (-2,2) e (3,3) = c)-2, 3) ¢(0, -3) =

A continuacion vamos a ver algunas aplicaciones del producto escalar

Moédulo de un vector

2

-

e u=|u [cos(®) =|u

i

Vectores perpendiculares

Dos vectores, no nulos, son perpendiculares si su producto escalar es cero.

wv=0<ullv

En efecto, si dos vectores son perpendiculares el coseno del angulo que forman es cero
y, por tanto, su producto escalar es cero.

10



Célculo del angulo que forman dos vectores

coda)= 1"V
i

Ejemplo: Calcula el angulo que forman los vectotes (2,-1) y\7 = (-1, 3).

Aplicando la formula anterior

- —

codar)= [F\: -2-3 -5 _-5_-5_-1__ 42
J2

De dondeq = cos‘l(— 7) =13®

T JZ (Vo3 V500 50 572 V2 2

-

u

23. Haz un dibujo ilustrativo del ejemplo anterior.

24, Siu= (5, 3) y\7 = (x, 5) son dos vectores perpendiculares, halla el valgr de

25. Los médulos de dos vectores son 3 y 5, respectivamente, y forman un angulo de 60°.
¢,Cual es su producto escalar?

26. Siu= (1,-3) y\7 = (3, 0), calcula el &ngulo que forman los vectom?sy —ﬂv_
(Deduce de ahi que los angulos opuestos por el vértice son iguales)

11



27. Observa que los vectores = @, b) y\7 = (b, @) son
perpendiculares. Utiliza esto para decir un vector

perpendicular al = (2, 5). Haz un dibujo. a

PROPIEDADES DEL PRODUCTO ESCALAR

Las operaciones con el producto escalar se pueden manejar simbdlicamente usando las
siguientes propiedades:

a) propiedad conmutativaee b= be a

b) Distributiva de la suma:a (qbk ch :(:} Bj + (51- Ej

c¢) Producto por un numero escalaf a ﬁbj =)l a b=a b

28. Desarrolla los productos escalares

a>(a+ Bj.(a+ bj

29. PARA INVESTIGAR
Busca en libros o en internet una demostracion del teorema del coseno utilizando el
producto escalar.

30. EN EL CUADERNO DE MATEMATICAS
Haz un resumen personal de los contenidos de estas fichas de trabajo. Escribelo en tu
cuaderno de Matematicas. Puedes ampliarlos o completarlos con informacion o
ilustraciones que encuentres en libros o en internet.

12



PROBLEMA GLOBAL.:

a) Utiliza el célculo vectorial para hallar las longitudes de los lados y la medida de los
angulos del triangulo que tiene sus veértices en los punto®A2), B= (4, 6) y C= (8,
0).

b) Utiliza la trigopnometria para calcula la medida de la altura del triangulo
correspondiente al vértice Balcula el area del triangulo.

Soluciones:
a)a= 7,21;: b = 8,246; £5,657; A= 59°; B= 799; C= 42°
b) h,=5,5; Area = 20,02

13



EXAMEN

1. Dados los puntos A (2, 3) y B= (6, 8),
a) Representar el segmento orientadd®
b) Decir qué vector librev=B- A.representa el desplazamiento deaita B

c) Calcula el puntdQ = P+v siendo el punto B (-1, —4). Haz un dibujo.

2. Con los datos del ejercicio anterior
a) Calcula la longitud del segmento AB

b) Calcula el médulo del vectar .
C) ¢ Son iguales?

14



3. Un vector libre tiene de coordenadas (- 47). Dibuja un segmento orientado,

equipolente con él con origen en el punte A-2, 2). ¢ Cual es el extremB= A+ \7,
deese segmento orientado?

4. a) Calcula la longitud del segmento,AB:ndo las coordenadas de de los puntos
A=(2,3) yB=(-4,6).

b) Calcula las coordenadas del punto medio del segmento AB. Investiga cdmo hacerlo.
c) Haz un dibujo.

15



5. a) Representa los vectores libres (35) y w = (- 52)con origen en el origen de
coordenadas.

b) Representa también el vector Sumaw. Explica qué es la “regla del
paralelogramo”
c) Haz una definicién del “vector opuesto” a uno dado.

d) Representa el vector w.

€) Representa el vect@v

6. Un vector libre v = (2-5) tiene su extremo en el punto=@-3, 7), ¢ Cuéles son las

coordenadas del punto origen P de modo ;qu:el;()? Haz un dibujo.

7. Calcula el angulo que forma con la horizontal el vefztsr(— 2,6). [Pista: haz un
dibujo y usa el concepto de tangente trigonométrica]

8. Estudia si son perpendiculares los siguientes pares de vectores

a)u=(-2,8) yv=(41). b)u= (=3, 7) yv = (2, -1).

16



9. Calcula el angulo que forman los vectores (5, -10) y\7 = (10, 0). Haz un dibujo
aproximado

10. Los vértices de un triangulo son los puntos @, 0); B= (8, 0) y C=(2,10). Haz
un dibujo.
a) Escribe los vectores correspondientes a cada uno de sus lados y calcula su moédulo.

Bq - b:c:4: AB{

b) Utiliza el producto escalar para calcular los ang@ldBy C del triangulo.
c) Calcula el area del triangulo.
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