1 NUMEROS REALES

EJERCICIOS PROPUESTOS

1.1 Indica, sin realizar la division, el tipo de expresion decimal de estos nameros.

11 19 27 77
11 o . 27 o .

a) 5 Periodico mixto o) o Peridico mixto

b) % — Periédico puro d) % _, Decimal exacto

1.2 Senala cuales de los siguientes numeros decimales no son periédicos.

a) 1,7 17 117 1117... (4] \/E = 2,2360679774...
b) 3,012351235123... d) 8,163264128256...

a) No es periddico. ) No es periodico.

b) Si es periddico. d) No es periddico.

1.3 Clasifica los siguientes numeros en racionales e irracionales.

a) —0,1234567891011... c) 8,023023023...
b) \/6 = 2,4494897427... d) V/8 = 2

a) Irracional ¢) Racional

b) Irracional d) Racional

1.4 El laboratorio de ciencias es una clase rectangular de 8 metros de largo por 7 de ancho.
Indica alguna medida en la clase que no pueda expresarse mediante nimeros racionales.

La diagonal del rectangulo: d = /7> + 8 = /113 m

1.5 Dado el numero 53,2647, escribe:

a) Las mejores aproximaciones por defecto y por exceso, y los redondeos con una, dos y tres cifras de-
cimales.

b) Los errores absolutos y relativos asociados a los redondeos.

Exceso — 53,3 Exceso — 53,265
a) Con una cifra decimal: § Defecto — 53,2 Con tres cifras decimales: 1 Defecto — 53,264
Redondeo — 53,3 Redondeo — 53,265

Exceso — 53,27
Con dos cifras decimales: 1 Defecto — 53,26
Redondeo — 53,26



0,0353

b) E. abs. asociado a 53,3: 53,3 — 53,2647 = 0,0353 E. rel. asociado a 53,3: 532647 0,0007
. . _ . . 0,0047 s
E. abs. asociado a 53,26: (53,26 — 53,2647| = 0,0047 E. rel. asociado a 53,26: 532647 8,8238 - 10
. . _ . . 0,0003 _ &
E. abs. asociado a 53,265: 53,265 — 53,2647 = 0,0003 E. rel. asociado a 53,265: 532647 56322 - 10

. ., . L. 22 . . . .
1.6 Una buena aproximaciéon al nimero = es la fraccion - Si una fuente circular mide 12 metros de radio,

iqué errores absoluto y relativo cometemos al medir su circunferencia tomando esta aproximacion de =?
L=2-m-r=2-31415-12 = 7539 m

Si aproximamos T por 2, tenemos que L = 75,4272 m.

Error absoluto: \75,3960 — 75,4272| = 0,0312 Error relativo: 0.0312 % 0,0004138
75,3960
1.7 Representa en la recta real estos nimeros.
a) =5, —%,;y% b) \/§ V10, V13 y 2=
| /M
-5 ) 3 > -1 -2 0o 4 1 2 113
3 7 )
b)

0
2m = 6,283
6 T 62 63 7
62 } } } } } 628 620 63
628 " 6283 6,084 } } } 629



1.8 Realiza las siguientes operaciones en donde aparecen valores absolutos.
a) [-4 + (-4)| b) [|-7] - 2] - |-3]

a)|—4 + (—4)|=14—4=0 b) -7 -2 = |-3|=7-2-3=N4-3=1n

1.9 Expresa de otras dos formas estos intervalos, e identifica cuales son entornos.

a) (3, 9] b) -2 <x<9 o [-7, —-4]
a)(3,99-3<x=9-> < 1 1 1 1 — No es un entorno.

b) -2 <x<9—-(-29 — IS Es un entorno abierto.
Q-7 -4—->-T=sx=-4-> -~ Es un entorno cerrado.

1.10 Calcula el radio y el centro de estos entornos.

a) (-5, 5) Olx—1<6

b) [-1, 7] d)x +1 =3

Sea a = centro y r = radio.

_ . _ —5+5 _5—-(5 _10 _
Q) (-5,5: a=—2t2 =0 =329 10
17 g=—tt7_6 _1-(=N_8_
b) (=1,7): a=——5—=5=3 r=——5—=5=4
dlx—1<6 a=1 r==6
dx+1=3 a=—1 r=3

1.11 Realiza estas operaciones expresando el resultado como una Unica potencia.

a)3-32-3 9 @) ' @) : @)
i e

€)3°-37:37 f@)-4a":.4.-4



1.12 Expresa en notacion cientifica estas cantidades.

a) Longitud de un paramecio: 0,000025 metros

b) Edad del universo: 15000 millones de anos

a)25-10° b) 1,5 - 10"

1.13 Calcula:
a) 3,62 - 102 — 2,4 - 10" c) (4,35 - 10%) - (2,1 - 107)
b) 2,45 - 10® + 6,12 - 10’ d) (4,6 - 107) : (8 - 10™)

a) 3,62 -10% —24-10" =1,22-10"

b) 2,45 - 10° + 6,12 - 10’ = 24,5 - 10’ + 6,12 - 10’ = 30,62 - 10’
) (435-10° - (2,1 -10) = 9,135 - 10"

d) 46 -10"):(8-107) = 0,575 - 10° = 5,75 - 10°

1.14 Reduce a indice comun y ordena de menor a mayor los siguientes radicales.
a) V3, V2, VG
b) 3, V2, /5, V3

a) \/§ \S/E % — Reducimos a indice comdn los radicales: {0/5 W %
Ordenamos de menor a mayor: W < % < {0/? = \5/5 < % < \/§
\/5, \3/§ \6/§ — Reducimos a indice comdn los radicales: W \6/? \6/§ \6/§
Ordenamosdemenoramayor:\6/§<\6/?<\6/¥<\5/¥:>\6/§<\/5<\3/§<3

1.15 Indica cuantas raices tienen los siguientes nimeros y calctlalas cuando sea posible.
a) V0,49 V-4
b) V/216 d) V/-125

a) /0,49 Tiene dos raices reales: +0,7 y —0,7. c) \V/—4 No tiene raices reales.
b) \3/216 Tiene una raiz real: 6. d) /=125 Tiene una raiz real: —5.

1.16 De los siguientes pares de potencias, ¢cuales son equivalentes?

a) 213, 21% <) 7%, 7%
b) 13%, 13% d) 10%’ 100665--
a) 211?, 217 — Si son equivalentes. Q) 7%, 7% s Si son equivalentes.

b) 13¢, 137 — No son equivalentes. d) 105, 10%%%- — Si son equivalentes.



1.17 Expresa los siguientes radicales como potencias y, si es posible, simplificalas.

1.18

1.19

1.20

1.21

a)\3/§
b) \/27

A Vo4 =V2r=2=22=4
b) 27 = \/3° = 3?

Escribe tres potencias equivalentes a:

a) 3:

a) 37 — 3%, 3¢, 30

Expresa como radicales estas potencias.

a) 165

b) 1254

a) 167 = V162 = V/2¢

b) 125¢ = /1257 = \/5¢

Q) \"/E
d) \/4096

Va9 =\ =7 =71
d) /4096 = \/27 = 2% = 2?

b) 73

b) 75 — 7%, 7%, 497

Q) 81:
d) 100}
0) 815 = \/81% = /3"

Los lados de tres cuadrados miden, respectivamente, 5%, 5¢ y 55 metros.

Ordénalos de menor a mayor segun sus correspondientes areas.

. . P . 3 2 8
Reduciendo los exponentes de las potencias a comun denominador: 57, 5%, 5%,

2
Entonces: 57 < 57 < 51 —3 55 < 53 < 53

Haz las siguientes operaciones.
a)\V6-\8-1/3

b) V8 : V/2

V6 -\V8-\3=1144 =12

b) VB: V2 = V4 =2

QV3-V2
d) V10 : /5

QV3 V2 =\3 2 =194
d)\s/ﬁ:\/_=\6/102:53=\6/ﬁ



1.22 Realiza las operaciones siguientes.
a) Va-v9:1/3
b) (V27
a Va-ve:v3=Va 9w =11
b (V2 = V2 =22

1.23 Simplifica extrayendo factores.
a) V180
b) V/162

a)\V180 =V22-32-5=2-3\/5=6\5
b) V162 = V/2 - 3 = 3\/2

1.24 Introduce los factores enteros en los radicales.
a) 2\/§
b) 11\/7

a)2\/5=12"-5=120
b) 117 = V112 - 7 = \/847

1.25 Opera y simplifica.
a) V16 + 3V/18 — /50
b) /20 - 61/45 + 1/80
o) V/32 + V162 + 3V/48

Q) f/ﬁ
d) v/24000

QV72 = V23 = 2V/3°

d) V24000 = V/2° - 3 - 5° = 22 - 5\/3 = 20V/3

) 10V/2

d) 5V/2

9 102 = V10° - 2 = V/2000
d) 52 = V/5% - 2 = /1250

V16 +3V18 = V50 = V2 -2 +3V32-2 - V5 -2 =22 +3V3-2 -5 -2

b) \/20 — 6\/45 + \/80 = /22 - 5 — 6\/32- 5 + V/2* - 5 = 21/5 — 18\/5 + 4\/5 = —12\/5

O V32 + V162 + 3V/48 = V/2° + /2 - 3* + 3V/2* -3 =22 + 3V2 + 6\/3 = 5V2 + 6\/3



1.26 Racionaliza las siguientes expresiones.

a) L (9] 41
\/5 72
b) _1 d)_1
/12 /200
9 1 - \5
Vs 5
b 1 - V120 _ V2t 32 _ V18
/12 12 12 6
g 1 V72 _ V2.3 _4-3V18 _ Vs
/72 72 72 72 6
o 1 - Vaoo _ V2* -5t _4- 5V/50 _ V/50
/200 200 200 200 10
1.27 Racionaliza y simplifica.
1 V3 1
a) —— b) Y3 _ o —1 _
VRV V3 -5 1=z

b1 _\VE-VE A5l
\V5 + 12 5 —2 3

V3 _Va+Vis _3+Vis

b
)\/'—\/E 3-5 -2

1 _1+Va_1+N2 L p
c)1—\/5 1-2 —1 V2

1.28 Calcula los siguientes logaritmos.

a) En base 2 de 4, 16, 64, 256, % %
1 1
b) En base 3 de 27, 9, 3, 1, 39
1
a) log, 4 =2 log, 7= —1
1
log, 16 = 4 log, 1= -2
log, 64 = 6
log, 256 = 8
b) log, 27 = 3 log, + = —1
1
log; 9 =2 log; 9~ -2
log; 3 =1

log; 1 =0
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1.29 Usando la definicién de logaritmo, halla x.
1 1
a) log, 36 = 2 b) -2 = log, 75 c)—E = log,, x
a)log,36 =2=x"=36=x'=6"=>x=6
1 -2 1 -2 -2
b) —2 = Iong:x =—=x’'=572=x=5

5

c)—1—=IogZ7x=>27”§’:x=>x: ==

3 \B/ﬁ 3

1.30 Sin calculadora, halla la primera cifra de los logaritmos decimales de 5100; 823; 50; 0,32; 12315; —3;
0,0023; 7 y 0,00003.

log5100 = 3,... log —3 no existe.
log823 = 2,... log0,0023 = —2,...
log50 = 1,... log7 = 038,...
l0g0,32 = —0,4,... log0,00003 = —4,....
log12315 = 4,...

1.31 Sabiendo que log 5 = 0,7, calcula:

a) log 0,125 ¢) log 500

b) log 2 d) logV/25

a) 10g0,125 = log =2 = log=2~ = 3 log5 — log1000 =3 - 0,7 —3 =21 — 3 = —0,9
' 1000 1000 ' ' '

b) log2 = Iog% = log10 — log5 =1 —-10,7 = 0,3

¢) log500 = log (5 - 100) = log5 + log100 = 0,7 + 2 = 2,7

d) logV/25 = log5% = %IogS = % 0,7 = 1é4 = 0,46

1.32 Mediante un cambio de base y la calculadora, halla:

a) log;20 d) log,,2

b) log; 15 e) log, 11

c) log,s10 f) log, 60
_log20 _ log2 B

a) log;20 = log3 2,7268 d) log,;2 = 10g0,1 0,3010
_log15 _ _log11 _

b) logs 15 = logs 1,6826 e) log,11 = —Iog4 1,7297
_ log10 _ _ _ log60

c) logys 10 = l0g0,5 3,3219 f) log,60 = og7 2,1041

11



1.33 Toma logaritmos en estas expresiones.

1.34

1.35

12

a)A = 100bc?
\Vd

2

X’y
10V/z

b) B =

a)A = L\/b_ﬁz logA = log100bc® — Iog\/a = log100 + logh + 3logc — %Iogd
d

b) B = x:y = logB = logx%y — log10V/z = 2 logx + logy — log10 — %Iogz

10V/z

Toma antilogaritmos en estas expresiones.

a)logA =3logb + logc— 2

log z
3

b)logB=4logx —logy —

Tomando antilogaritmos se tiene que:

a)A=

RESOLUCION DE PROBLEMAS

Demuestra la igualdad siguiente, siendo n cualquier nimero natural.
1+2+4+8+..+2"=2"""-1

Para n = 1 es cierta.

Veamos que si se cumple para un valor n, también se cumple para el siguiente, n + 1.

Deberiamos obtener 2" "% — 1,

T+2+44+8+ .. +27+2"""=(1+2+4+8+ .. +2)+2"""=Q"""'=-1)+2"""=2-2""" -

~ -

7

como querl'amos demostrar.

1=2"2 -1,



1.36 Demuestra la igualdad siguiente, siendo n cualquier nimero natural.

1,1, .1 _n-1
1-2 2:-3 ™ " (n-1)n_n

Para n = 2 es cierta.

. . n
Suponemos que es cierta para n + 1y comprobamos que lo es para n + 2. Deberiamos obtener PERE

1 1 1 1 -
T2 23 T ) T e+

~ —

n+1

__n_ . 1
n+1 n+Mhnh+2

nin + 2) n 1
n+Mh+2) n+Mh+2

o+ 2n+1
T+ N +2)

(n + 1/

(nA+1(n +2)

S
+

S
+
N

Por tanto, la igualdad es cierta.

ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Numeros reales y aproximaciones

1.37 Indica qué tipo de expresion decimal tienen los siguientes nimeros.

7 11
a) % C) ﬁ

8 13
b) 1 d) 35

7 .
a) 0= 0,35 — Decimal exacto

8 = . -
b) (T 0,72 — Decimal periédico puro

1 . - .
Q) 18- 0,61 — Decimal periédico mixto
d) 1B _ 0,3714285 — Decimal periédico mixto



1.38 Copia y completa la tabla escribiendo estos nimeros en todos los conjuntos numéricos a los que pue-
dan pertenecer.

%; —\/5;1,2525...; 2,010010001...; —4;0,16

Naturales (N)
Enteros (2)
Racionales (Q)

Reales (R)

Naturales (N)

Enteros (Z) —4

Racionales (Q) —4; %; 1,2525...: 0,16
Reales (R) Todos

1.39 La relacién entre la diagonal de un pentagono regular y su lado se llama nimero de oro o aureo, y se

designa por ¢. Su valor es ¢ = # = 1,618...

¢Es irracional? ;Por qué?

Calcula una aproximacion por defecto con un error menor que una centésima.

C _ 1+ V5 .
Si es irracional, ya que al ser \/E irracional, entonces también lo es.

b = 1,61

1.40 ;Qué errores absoluto y relativo se cometen cuando se aproxima 4,1592 por 4,16?

Error absoluto =

4,592 — 4,16| = 0,0008

0,0008

Error relativo = 416

= 0,0002

1.41 ¢Cuantos numeros reales existen comprendidos entre 5,187 246 y 5,187 247? Escribe tres de ellos.

Existen infinitos nimeros reales entre ambos, por ejemplo: 5,187 246 1; 5,187 246 2; 5,187 246 3.

1.42 Indica si los siguientes nUmeros son racionales o irracionales.

a) 5,372 727 272... c) 3,545 445 444 5...
b) 0,127 202 002 000... d) 8,666 126 712 67...
a) Racional ¢) Irracional

b) Irracional d) Racional

14



1.43 Rellena los recuadros vacios con < o > seglin sea necesario en cada caso.

a) % [] 0,166 667 ) 1,333334 [ %

b) 1,732051 (1 /3 d) v/5 (1 1,709976
1 4

a) 5 < 0,166 667 01333334 > 5

b) 1,732051 > 1/3 d) /5 < 1,709976

1.44 Ordena de menor a mayor y representa graficamente los siguientes nameros reales.

—m 2\/5; %; %; -3,15; 0,67

Necesitamos tener la aproximacion decimal de cada uno de los nimeros:

—m = —3,14159.. 2\/5 = 44721.. %= 0,666... % — 446 = 315 < —m < % <067 < % <25

Utilizando la aproximacion decimal anterior, representamos graficamente los nimeros:

3,15 x 2 0,67 225 V5
2 °3 ) ) 0 1 > 3 2 5
1.45 Realiza las siguientes operaciones.
a) |-7 + 2| 0 -9 + 2 [-5]
b) -5/ - |- d)[-9[5 - 3] - |-4]: -2
a) |[-7+2 =5 9 [-9 + [2|-5] =19
b) -5 — |8 =3 d) [-95 — 3| — [-4[:[-2/ = 16

Intervalos, semirrectas y entornos

1.46 Expresa mediante desigualdades y también graficamente en la recta real los siguientes intervalos y se-

mirrectas.
a) [-1, +=) ) (==, 3)
b) (-2, 0] d) [4, 8]

a) [-1,+x) 5 x= -1 >

\

-1
b) (2,0 > -2<x=0— :
-2 -1 0 1
0 (—2,3)>x<3—> < 2
d 48 24=x=8—> 3 4 5 S e s

15



1.47 Senala si las siguientes igualdades son verdaderas o no.

a) E[M, 2] = [-1, 3] c) E(-2, 3) = (-5, 0)
b) E(0, 1) = [-1, 1] d) E(4, 2) = (3, 5]

a) Verdadera c) Falsa

b) Falsa d) Falsa

1.48 Representa en la recta real el intervalo A = [—-2, 5] y la semirrecta B = (3, +x).

¢Existe algun intervalo de puntos comin a ambos? En caso afirmativo, hallalo.

2 -1 0 1 2 3 4 5 6

\ 4

2 4 o0 1 2 3 4 5 6

Si existe intervalo comin a ambos: (3, 5].

Potencias de exponente entero. Notacion cientifica

1.49 Escribe los siguientes nUumeros como potencias cuya base sea un niumero primo.

a) 8, 125, 243, 1024, 2401

1.50 Haz estas operaciones con potencias.

a) 472 - 4%: (4)" b) <%>_3 ' (%)2 057 [@)_T

1.51 Escribe en notacion cientifica los niumeros:

a) 5182000000000 ¢) 835000000000 000
b) 0,000 000 000 369 d) 0,000 000 00000351
¢Cual tiene un orden de magnitud superior?

a) 5,182 - 10" ) 835 - 10"

b) 3,69 - 107" d) 3,51 - 107"

Tiene mayor orden de magnitud el c.

16



Radicales. Potencias de exponente fraccionario

1.52 Ordena de mayor a menor estos radicales.

a) 3, /10, /26
a) V10 >3 > V/26

1.53 Calcula el valor de las siguientes potencias.

a) 252
b) 343}
a) 257 = 125
b) 343% = 49

1.54 Efectua las siguientes operaciones.
a) V8 -127
b) V/512 : /200
) Va-\/392
d) /2187 : /108

a) V8127 =6 =216
o V4-v392=V2"7°
d W:W=\4/§=\Z§

Radicales semejantes. Racionalizacion

1.55 Opera y simplifica.
a) 2\/20 + 3\/45 — /80
b) 4V/16 + 5V/54 — 21/250

a) 9\/§
b) 13V/2

b) V2, V/5, V12
b) V12 > V5> 1\2

Q) 16°%

d) 270,3333...

0 16% =2

d) 27088 = 3

QJ%V&%
f) V12: V32 V2
g)\/ﬁ
(i@
) \/;\4/5:\3/5=\"/F
9 \VVVB =12

h)<3\/a)2=4

2

< V27 — 21/32 + \/180

d) 3v/81 + V/24 — 5V/375

J 33 -8/2 +6\5
d) —14V/3

17



1.56 Racionaliza las siguientes expresiones.

a)% C)\‘,}§ e)%
a) 212 ) ? e —3-2\2
b) V9 d)ﬂ § -2 -6

Logaritmo de un numero. Propiedades

1.57 Calcula los siguientes logaritmos.

a) log, 32 log; 729 log,, 1000000
1 1 1
b) |ngﬁ |0938—1 |0910W
Q) Iogz\/§ log, \3/243 Iog1o\5/100
d) log, 32 Iog,;,;—7 log; /100000
a) log,32 =5 log;729 = 6 log,, 1000000 = 6
b) log, = = —4 log, - = —4 logyy = —3
99:76 = 91 = 9107000
o) Iogz\/— = % Iog3\3/243 = % Iog1o\5/100 = %

d) log;32 = -5 log, 5 = 3 log, ¥/100000 = —>

1.58 Encuentra el valor de x.

1
a) log, 125 = 3 Q) Iogxﬁ = -8
1
b) -3 = log, 2 d) -3 = log,, x
a) x=5 Q x= \/f
b) x = ! d x = 1?

18



1.59 Si log 8 = 0,9031, halla:
a) log 800 c) log 0,64 e) log 5
b) log 2 d) log 40 f) log \/8

a) log 800 = log 8 + log 100 = 0,9031 + 2 = 2,9031

b) log 8 = log 2*> = 3log 2 = log 2 = % log 8 = 0,301

¢ log 0,64 = log % = log 64 — log 100 = 2 log 8 — 2 = —0,1938

d) log 40 = log (10 - 4) = log 10 + log4 = 1 + 2 log 2 = 1,602

e) log 40 =log (8 - 5) = log 8 + log5 = log 5 = log 40 — log 8 = 0,6989

f log V/8 = %Iog 8 = 0,1806

1.60 Utilizando las propiedades de los logaritmos y siendo log x = 0,70 y log y = 1,18, calcula:
3
2) log (x?y) b) log 7] 9 log Vx V|

a) log (x* - y) = 2log x + log y = 2,58
3

b) log (%) =3logx —2logy = —0,26

o} Iog(W-W)=%Iogx+%logy=‘I,‘I37

1.61 Aplicando un cambio de base y usando la calculadora, halla los siguientes logaritmos.

a) log, 14 Q) Iog% 12
b) log; 32 d) logs 10
log 12
a) log, 14 = 10914 _ 34073 d log, 12 = 9—1 — —3,5850
log 2 2 log +
2
_log32 _log 10 _
b) log, 32 = g3 = 3,1546 d) logs 10 = g5 = 1,4307
1.62 Transforma estas expresiones algebraicas en logaritmicas.
_xX’y*z® _ Vx yz?
a)A-T C)C— 10¢3
100 x3 3
b) B = # d) D = \VxVy? z1
ts
a) logA=2logx +3logy +5logz— 4logt 0 IogC=lIogx+Iogy+2|ogz—3|ogt—1

2

b) logB=2+3logx + logy — 2logt d) IogD=%Iogx+%logy+%logz—%logt



1.63 Tomando antilogaritmos, convierte en algebraicas las siguientes expresiones.

a) logA=3logx+ 2logy —5log z b)IogB=%Iogx+Iogy—%logz—z

y? :\/);-y

X’y
a) A= b) B
’ \/z* - 100

CUESTIONES PARA ACLARARSE

1.64 Di si son verdaderas o falsas estas afirmaciones.
a) La raiz de un nimero negativo no existe.
b) Todo numero decimal es racional.

¢) Una fraccién irreducible de denominador 63 es periédica mixta.

d) El nimero /% pertenece a N, Z, Q y R.

e) —1 pertenece al intervalo (—\/2 . —\3/§>

a

f) b= 3,414114111...
a) Verdadera c) Falsa e) Falsa
b) Verdadera d) Verdadera f) Verdadera

1.65 En la siguiente cadena de contenidos:
NCZCQCR

Encuentra un nimero que pertenezca a cada conjunto, pero no a los anteriores.

1eN; 1€z eqQ:V2eR

1.66 Las longitudes x, y, z, {pueden ponerse como cociente de dos enteros? ;Por qué?

X 2m 1m :z

2m y 2m

No, ya que x = \/§ y=6wyz= \/§ son ndmeros irracionales.

1.67 El salén de mi casa mide 4,86 metros de largo. Redondea este valor a metros y a decimetros.

4,86 m — Redondeo a metros = 5 m
4,86 m — Redondeo a decimetros = 49 dm

1.68 (Qué intervalo se puede expresar mediante la desigualdad [x — 3| = 2?

El intervalo buscado es [1,5].
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1.69

1.70

1.71

1.72

1.73

1.74

¢Qué numeros enteros estan a la vez en las semirrectas (—», —2] y (=6, +x)?

=5 —4, -3y -2

Copia en tu cuaderno y completa los huecos utilizando la definicion de logaritmo mentalmente.

a) log, 8 = [ b) log, L1 =4 c) log_ 125 =3

a) 3 b) 81 Q5

Di si son ciertas o no estas afirmaciones.

a) Entre dos numeros reales siempre hay otro.

b) El logaritmo de un nimero nunca es negativo.

¢) El logaritmo de un niumero negativo no existe.

d) En el intervalo (-4, —3) no hay niumeros enteros, pero si racionales.

e) |x = —x para ciertos valores de x.

a) Verdadera b) Falsa ¢) Verdadera d) Verdadera e) Verdadera

. L, . T 1 .
Explica como expresiones tan aparentemente distintas como 2°°, \/5 y 8% son equivalentes.

87 = () =27 =2 =12

PROBLEMAS PARA APLICAR

Para solar la entrada de una nueva sala de exposiciones se utilizan baldosas de 20 x 30 centimetros. Si
la entrada es un recinto circular de 6 metros de radio, ;cuantas baldosas se necesitan, como minimo, su-
poniendo que se puedan aprovechar todos los recortes?

Ae = T = 36m m? = 3600007 cm?

Apaigoss = 30 - 20 = 600 cm?

3600007 : 600 = 1884,9 = El n.° minimo de baldosas son 1885.

En un club matematico tienen una diana de nimeros reales. A cada dardo se le asigna un namero real
y se ha de clavar en la franja de la diana correspondiente.

Si gana el jugador que realiza el mayor numero de aciertos en las franjas adecuadas, ;cual de estos dos
jugadores habra ganado?

1. jugador: 1 acierto (—\/§ € Z, \ﬁ & Q); 2.° jugador: 0 aciertos (% & Z) = Gana el 1.* jugador.
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1.75

1.76

1.77

1.78

1.79
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La longitud aproximada de una circunferencia de radio 7 centimetros es de 43,988 centimetros.

¢Cual y de qué tipo es la aproximacion de = que se ha utilizado?

43988 = 2r=> w = % = 3,142 Luego se ha tomado una aproximacion por exceso a la milésima.

¢Qué aproximacion esta mas cerca del valor de la hipotenusa del tridngulo de la figura, 5,385 6 5,386
centimetros? ;Cuanto mas cerca?

2 h La aproximacion 5,385 se encuentra mas cerca del valor de la hipotenusa.
5 Esta aproximadamente 7 milésimas mas cerca que 5,386.
. . . 66 53 , -
Si entre cada dos numeros reales existen otros, encuentra entre 35 y Etres numeros irracionales del

tipo {am, a € Q}.

66

2 = 264

o8 a1 843
53 ~7000™Y T 500™% 7~ 1000 "
75 = 265

En una fabrica de latas de refrescos han decidido aproximar el nimero = como % ¢Cuanto se ahorran

de area de aluminio y de volumen de liquido por lata si son cilindricas de 3 centimetros de radio y 11 de

altura?
157
5 3,14

Acilindro = 27Tr2 + 2'1Trh = 18"“' + 6677 = 84’1T sz = Aaprox = 84 . 3,14 = 263,76 sz
Viingo = Tr?h = 997 em® = V., = 99 - 3,14 = 310,86 cm’
Aahorrada = 84w — 263:76 e 0,13 Cm3

V,

ahorrado

= 997 — 310,86 = 0,16 cm’

Un pais invierte el 0,17% del PIB en ayuda al desarrollo del Tercer Mundo y las ONG piden cumplir la
recomendacion de la ONU para erradicar la pobreza, que consiste en dedicar el 0,7%.

Si el PIB del pais es de 2 billones de euros al aino, ¢cuanto dinero deja de destinar el pais a ayuda al
desarrollo segun las indicaciones de la ONU? (Realiza las operaciones en notacion cientifica.)

2 billones =2 - 10™ €

17

_ 9 1012 = 108 & — 109
10000 2-10 34-10°€ =34-10° €

Dinero invertido =

Dinero recomendado = ﬁ -2-10”=14-10°€=14-10"€

Dinero no destinado = 1,4 - 10 — 3,4 - 10° = 10,6 - 10°€ = 1,06 - 10" €



1.80

1.81

1.82

1.83

Un profesor escribe en la pizarra la siguiente operacion: \5/82 - 3 % . %
que la desarrollen en forma de radicales, y a la otra mitad, que lo hagan en forma de potencia. ;Qué
resultado obtendra cada una de las partes de la clase?

Y pide a la mitad de la clase

. . 30,
Desarrollando en forma de radicales se obtiene como resultado \/5

. . 1
Desarrollando en forma de potencia se obtiene como resultado 2

Calcula el area de la circunferencia inscrita en un hexagono regular V7 S\
V5

de \/§ centimetros de lado. < >
Vis
2

Radio = Apotema. Por el Teorema de Pitagoras: r* + 2 _ S5=r= g

2 am

N S

Una cafeteria incrementa cada ano el precio de un café en un 4% (sea cual sea el IPC). Si actualmente
cuesta 1,10 euros, ;podrias encontrar la formula que relaciona el precio del café con los anos transcu-
rridos? ;Cuanto costara el café dentro de 5 anos?

4

Sea x el precio del café. Subir cada afio un 4% su precio se traduce en: x + x - 100 = X (1 + %)z x - 1,04

Asi, la formula pedida sera 1,1 - 1,04" donde n = niimero de afios transcurridos.

Aplicando dicha formula, dentro de 5 afos el precio del café sera 1,1 - 1,04°> = 1,34

En un terremoto aparecen dos tipos de ondas sismicas: las P, longitudinales y de velocidad de propa-
gacion rapida, y las ondas S, transversales y de velocidad menor. En la escala de Richter, la magnitud de
un terremoto se calcula como:

M =log A + 3 log (8t) — 2,92

Donde A es la amplitud en milimetros de las ondas S (medidas en el sismografo), y t, el tiempo trans-
currido, en segundos, entre la aparicion de las ondas Py las S.

a) Copia y completa la tabla, calculando las caracteristicas para tres sismos diferentes.

t(s) [A(mm)|] M
1 8 15
2 15 4
3 45

b) Calcula la relacion entre las amplitudes de dos terremotos de magnitudes 6 y 9. (Suponemos el mis-
mo valor para t.)

2) t (s) A (mm) M
1 8 15 3,67
2 15 4,81 4
3 71,2 45 7

b) log A =9 — 3 log (8t) + 2,92
log A =6 — 3 log (8f) + 2,92

Restando esas dos expresiones se obtiene:

log A —log A" = 3 = log :\ =3=>/'44,

=10’
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REFUERZO

Numeros reales y aproximaciones

1.84 Calcula los intervalos que aproximan al niamero \/2 + 1 con un error menor que una décima, una cen-

1.85

tésima y una milésima.

Error menor que una décima: (2,4;2,5)
Error menor que una centésima: (2,41;2,42)
Error menor que una milésima: (2,414;2,415)

El nimero irracional = = 3,141 592 6... es la relaciéon entre la longitud de una circunferencia y su dia-
metro. Halla las aproximaciones por defecto, exceso y redondeo de = a la milésima. Para el redondeo,
calcula también los errores absoluto y relativo que se cometen.

Aproximacion por defecto: m =~ 3,141
Aproximacion por exceso: w =~ 3,142
Aproximacion por redondeo: w = 3,142

Error Absoluto =

3,142 — @] = 0,000407...

0,000 407
T

Error Relativo = ’ = 0,000129...

Representacion en intervalos y semirrectas

1.86

24

Relaciona en tu cuaderno las diferentes formas de representar los siguientes intervalos y semirrectas.

-1, 2] xX>2 -2-1012 3 45€6
(2,+%) O<x<4 -2-1 012 3 456
(3, 6] -1<x<2 —é —5_ 6 i ﬁ é Z é é
(0, 4) 3<x<6 —é—i 0 1 2 3 ‘ 5 g

[-1,2] > -1<x<2 > ; f ; f f f f

(2, +00) 5 x>2 > ; f f f + ; + +
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6

v

(3,6] >3<x<6 >

2 -1 0o 1 2 3 4 5 6

(0,4) > 0<x<4 >

2 1 0 1 2 3 4 5 6



1.87 Dibuja los siguientes entornos en la recta real e indica mediante desigualdades los intervalos que de-
terminan, asi como su centro y su radio.

a) E(2, 4) b) E[—1, 3] c) EG3, 1)

a) E2,4): -2 <x<6;Centro =2yRadio =4 — ——

b) E[-1,3]: =4 = x =2 ; Centro = —1 y Radio = 3 —

o EB,1):2<x<4;Centro =3yRadio=1—>

Radicales y operaciones

1.88 Realiza las siguientes operaciones con radicales.

a) V5- V3 9 V3 V31 (V3

b) V/9 : V12 d) 3\/50 + 2\/72 — 4\/8 — \/200

a) V5-V3=15"-3"=V125 9 V3-V3:(V3r=13

b V9:V1Z=V3 27 =13 d) 350 + 2172 —4V/8 — /200 = 9V2

1.89 Calcula el valor de k en cada caso.

a) \3/’—‘=% 0 /=343 = -7
b) Vk = -2 d) \/625 = -5
a)k=1§ 9 k=3
b) k= —32 d k=4

Operaciones con logaritmos

1.90 Halla el valor de x en cada caso.

a) log,16 = —4 ) log,, 1331 = x
b) log; x = -3 d) log,25 = 4
a) x = 1 0 x=3
2
b) x = 343 d x =15
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1.91 Transforma las siguientes expresiones en un Unico logaritmo.

a) log16 — log3 + log12
b) log18 — log27 — log2

¢) (log25 + log4) — (log8 — log9)

. 4- 2.
a) log16 — log3 + log12 = Iog16312 = Iog2 g 3 - log2°
_ 18, 2-3 1
b) Iog18—|ogZ7—IogZ—Iogz7.2 = log 377 —Iog3 = —log3
. . 2,92, 32 2,92
Q (I0925+Iog4)—(logS—Iog9)=Iog25 84 2 =I095 53 3 =Iog5 23

AMPLIACION

1.92 Redondeando = a la milésima, el volumen de una esfera es de 14,139 centimetros cubicos. Averigua su
radio.

V=%wr3:>r= 1,5, con m = 3,142

1.93 Marca en una recta numérica el conjunto de puntos cuyas distancias al punto —2 sean:

a) lgual a 3 d) No mayor que 3
b) Menor que 1 e) No menor que 2
¢) Mayor que 2 f) Mayor que 2 y menor que 5
a) : : ¥ : : d) : : % : :
5 4 -3 2 -1 0 1 5 4 -3 2 -1 0 1
b) 3 | e) <« X >
5 4 3 2 -1 0 1 5 4 -3 2 -1 0 1
C) < ; X ; —>> f ; —t ——%— —_— f
5 4 -3 2 -1 0 1 8-7-6-5-4-3-2-10 1 2 3 4

1.94 Determina el conjunto de valores que verifica cada condiciéon.

a) |x?| = |x|? b) x| = — 2x—-1|<3

a) xER b) x =1 0 —-1<x<?2
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1.95

1.96

1.97

1.98

1.99

Calcula a, b, cy d en esta igualdad.

10* - 14° . 81? = 2°.3%.5°. 74

20.3%.5%.75=2°.3".5°7"5a=5b=24c=2d=3

.. 1 1 1 . ,
La sucesion a, = 1 + T + 3 + ..+ T se va acercando cada vez mas al nimero e = 2,718 28...

¢Con qué elemento de la sucesion consigues aproximar hasta la milésima dicho nimero?

Con el elemento a; = 2,718 055...

Ordena los siguientes logaritmos aplicando su definicion y sus propiedades.

-1
log /10 , Iogz(%) . In \/g. log 3 \3
0 A%
In \/E < logV/10 < log v V3 < log, (Z)

Opera y simplifica:

a) 2\/x + 5\/25x — 3\/36x — 4\/9x
b) log, \/\3 V3 : V9

a) —3W

13

b)X:_E

El decibelio es la unidad que se usa para medir la sonoridad, B = 10Iog(li), esto es, el volumen con
0
que percibimos un sonido determinado, donde I/ es la intensidad sonora, e I, = 107" vatios por metro

cuadrado (W/m?), la intensidad umbral que el oido humano puede percibir.
a) Calcula B para sonidos con intensidades de 10° y 10~° W/m?, respectivamente.

b) Si el umbral del dolor para el ser humano esta en 120 decibelios, determina qué intensidad debe te-
ner un sonido para alcanzar dicho umbral.

10°°

a) I=10"°=p = 101log (W

) = 30 decibelios

10°°

I=10°= B = 10log (W

) = 60 decibelios

b) 120 = ‘IOIog(Tl_Q) = 0=logl=I=1Wm
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PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

1.100 Gasto familiar

La siguiente tabla muestra el consumo semanal de tres alimentos que realizan las familias Martinez,
Aguiar y Guindo.

Pan Carne Leche
(N.° de barras) (kg) (L)
Martinez 8 2,5 8
Aguiar 10 1,75 9
Guindo 6 2,25 7

Los precios en euros de la barra de pan, el kilogramo de carne y el litro de leche han variado durante
las cuatro ultimas semanas y estan recogidos en esta tabla.

1.2 2.° 3.2 4.2
Pan 0,45 0,40 0,40 0,45
Carne 12 11,5 12,5 13
Leche 0,9 0,9 0,95 0,95

a) Calcula el gasto total correspondiente a cada una de las familias en la primera semana.

b) Halla el porcentaje de variacion del precio de la carne en las semanas segunda, tercera y cuarta en
relacion con el precio de la primera.

c) Determina el porcentaje de variacion del gasto total de la familia Guindo en la cuarta semana en re-
lacién con la segunda.

a) Martinez: 8 - 0,45 + 2,5-12 + 8 - 0,9 = 40,80 €
Aguiar: 10 - 0,45 + 1,75 -12 + 9 - 0,9 = 33,60 €

Guindo: 6 - 0,45 + 2,25 -12 +7-09 =36 €

111é5 =0,958 1 — 0,958 = 0,042 = Ha bajado un 4,2%.

b) De la primera semana a la segunda:

De la primera semana a la tercera: 11255 = 1,042 = Ha subido un 4,2%.

De la primera semana a la cuarta: % = 1,083 = Ha subido un 8,3%.

9 6-045+225-13+7-09 _ 386
6-040 +225-115+7-09 34,575

= 1,116 = Ha subido un 11,6%.
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1.101 La piscina circular

En el dibujo aparece representada una piscina circular que se ha construido de forma que su contorno
es el de la circunferencia inscrita a un cuadrado.

Se quiere plantar con césped el area de la corona circular limitada por la piscina y la circunferencia cir-
cunscrita al cuadrado mencionado. ;Cuanto medira esa area?
Datos:

Profundidad de la piscina: 2 metros

Tiempo que se ha empleado en llenar la piscina con un grifo que arroja 37,23 litros por minuto: 45 horas.
Volumen de la piscina: 37,23 - 45 - 60 = 100521 L = 100521 dm? = 100,521 m?

Radio de la piscina: r = | 100,521 _ 4m
2

Superficie de la zona con césped: w(R> — ') = w (32 — 16) = 16 = 50,27 m’

AUTOEVALUACION
1.A1 Sean los numeros A = 1,7864... y B = 2,3879...
Calcula A + By A — B con una aproximacién a la milésima.
A+ B=4174 A — B = -0,602
1.A2 Representa en la recta real estos niumeros.
a) %

b) V13
Cual de ellos es racional y cudl es irracional?

¢Qué teoremas has aplicado en cada caso?

\
1
|
m I
6 +

V;I.3
5 2
3=173

w|o
N

— Racional y para representarlo se aplica el Teorema de Tales.

V13 — Irracional y para representarlo se aplica el Teorema de Pitagoras.
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1.A3 Un conjunto de numeros reales x cumplen que |x — 2| < 3. Describe este conjunto utilizando interva-
los y desigualdades, y graficamente.

x—2<3exe(-15 e -1<x<5e

2 10 1 2 3 4 5 6 7
1.A4 Realiza la siguiente operacion dando el resultado en notacién cientifica.

(0,26 - 107*) - (8,53 - 10°)* + 7,2 - 10"
1,9638 - 10"

1.A5 Realiza las siguientes operaciones.

a) 81'% 0 9
b) 83 d) 125°%
a) 243 o 27
b) 4 d) 625

1.A6 Racionaliza estas expresiones.

a) A b) 31 Q1 _

V8 V12

a) \2 b) —¢ O

1.A7 Realiza las siguientes operaciones con radicales.
a)\3 -2 0 (\/ﬁ)“
b) V2 : V/3 d) 3\/75 — 2\/12 + 327
a) /18 Q) \3/2
b) \/2° .37 d) 20\/3

1.A8 Sabiendo que log 2 = 0,301..., calcula:

a) log 5 c) log 16

b) log 20 d) log; 2

a) log 5 = 0,699 ¢ log 16 = 1,204
b) log 20 = 1,301 d) logs 2 = 0,43

1.A9 Transforma esta expresion en logaritmica.

Xy 2
t2

A =

log A = 3logx + %Iogy + %Iogz — 2logt
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1.A10 Escribe la expresiéon en forma algebraica.

log A = %Iogx + %Iogy — 8logz

z8

A

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

La ndmina de los numeros

En un pais de numeros, cada habitante h recibe una némina mensual en miles de euros igual a \h/E Asi, el
habitante 1 percibe \1/7 = 1; el 2 cobra \2/5 = 1,41, etc. ;Cuantos individuos tiene el pais? ;Cual de ellos es el
que recibe la nomina mas alta? ;Y cual la mas baja?

a) Existen infinitos individuos, ya que h puede ser cualquier nimero real positivo.
b) Si consideramos h como nimero natural, el mayor salario sera \3/§ = 1,442, 0o sea 1442 €.
El menor \1/T =1, 0sea 1000 €.
Si analizamos el mayor valor de h (consideraremos un valor muy grande, por ejemplo 1000 000) tendremos:
1000000
'V 1000000 = 1, o sea 1000 €
El problema puede ampliarse para valores entre 0 y 1, asi: 0'0000({/0,000 001 = 0. Luego si nos acercamos a cero, no se tendra sueldo.

El problema podria retomarse una vez se haya acabado con las aplicaciones de la derivada en bachillerato: L'Hopital y puntos criti-
cos, asi podriamos verificar que:

lim x* =1

X— oo

lim x* =0

x—=0

y que el valor maximo de la funcion f (x) = x* se da cuando x = e, luego el mayor salario es: \e/g = 1,4446, 0 sea: 1444,6 €.
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2 POLINOMIOS

EJERCICIOS PROPUESTOS

2.1 Calcula el valor numérico pedido para las siguientes expresiones algebraicas.

3x? .
X+ 4’

b) g(a, b) = 33> + 5ab; a = -1, b =4

a) fix) = =2

AQhlx,y) =xty —3) + xy’; x=2,y=0

_3-2 _3-4 _12_3
VA =27=2+4"8 =2

b)g(=1,4) =3-(=1)+5-(-1)-4=3-1-5-4=3-20=-17
Qh2,0=2-0-3)+2-00=2-(-3)+0= -6

2.2 Identifica los coeficientes y los grados parciales y total de los siguientes monomios.

a) —3x°y2? 0 %
b) ab’c* d) —%p'*qu
2,,52

a) Monomio: —3x%yz? ¢) Monomio: 4x5yz
Coeficiente: —3 Coeficiente:%
Grado respecto a x: 3 Grado respecto a x: 2
Grado respecto a y: 1 Grado respecto a y: 1
Grado respecto a z: 2 Grado respecto a z: 2
Grado total: 6 Grado total: 5

b) Monomio: ab’c* d) Monomio: —%p“qzr
Coeficiente: 1 Coeficiente: —%
Grado respecto a a: 1 Grado respecto a p: 4
Grado respecto a b: 2 Grado respecto a q: 2
Grado respecto a ¢: 4 Grado respecto a r: 1
Grado total: 7 Grado total: 7

2.3 Escribe las expresiones algebraicas que corresponden al volumen de un cono y de una esfera.

VCono = %TK’rZh VEsfera = %"ﬁfg

2.4 Realiza las siguientes operaciones.
a) (x* + 3x3 — 3x* — 2x) + (4x* — 2x* + 3x* — 5x)
b)(—2¢ + x —6) — ¢+ 3x>+ 2x — 7)
At +3¢ =3 —2X) + @x* —2¢+3¢% —5x) =5+ X% — Tx
(=2 +x—-06) - (K +3+2x—7)=-2+x—-6—-—XxX—-3—2x+7=-3x%—-3x —x+1
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2.5 Efectua estos productos de polinomios.
a)(xX* =2 +3x —x—2)- 0+ 3)
b) (=5x> —6x +3)-0%—2x+ 1)
A2x-B5x*+2x— 1) - (- + 4)

A -2 +3—x—-2)-+3)=X -4+ X -2+ -6+ —-3x—6=x— 2+ 3+
+ 2 -8 +9% —3x— 6

b) (—=5¢ —6x +3)- (0 —2x+ 1) = =5¢ + 10x* — 5% —6x° + 12x) — 6x + 3x* — 6x + 3 = —5¢ + 10x* — 11x° +
+ 15%* — 12x + 3

OB +2x—1)- (=X +4) =003+ 4 —2%) - (= +4) = —10x° — 48 + 2x* + 40x* + 16x> — 8x

2.6 Calcula el cociente y el resto de la division (2x° + 7x* + x> — 4x + 1) : (* + 3x — 2) y comprueba que
D(x) = d(x) - C(x) + R(x).

2 + Ix + X — 4x + 1 | X +3x—2
—-2¢ — 6x' + 4¢ 2+ X + x
X+ 4%
—x' = 3% +2xX
X+ 3%
— X =3x + 2x
—2x +1

Cociente: 2x°* + x> + x

Resto: —2x +1

di)-CH)+RM)=0¢+3x—2)- @+ X +X)+ (=2 + 1) =2+ X+ +6X' + 3¢+ 3¢ — 4 -2 — A — U+ 1=
=2+ +xX —4x+1 =D

2.7 Dados los polinomios P(x) = (3x® + 3x* — 1), Q(x) = (2x* — 5x?) y R(x) = (—x* + x — 2), efectia estas
operaciones.

a) P(x) — Q(x) + R(x)
b) P(x) + Q(x) - R(x)

9 [QK)P
d) Q(x) : R(x)

APX) —QX) +RX)=3+3x%—-1-X+5—-XC+x—2=-2+2+8+x—3

B)PX) + QX) - RX) =3¢ + 3¢ — 1 —2X + 2X° — 4" +5¢ = 5¢ + 10x* = =2 + 7’ — 4x* — 2¢ + 138 — 1

o) [QU)P = 2x* — 5x) - (2x* — 5x) - (2x* — 5x%) = (4x® — 10x° — 10x° + 25x) -(2x* — 5x) =

= (4 — 20x° + 25¢%) - (2x* — 5x%) = 8x"™ — 20x" — 40x" + 100x® + 50x° — 125x° = 8x™ — 60x" + 150x% — 125x°

d 2x* — 5% | =% +x—2
=2 +2x* —4x —2x
—3x* —4x

2.8 Resuelve las siguientes operaciones.

a) (m + 2ny d) (—4x + % y)z
b) (-5 — 9b) e) (-3x + y)’
<) (2a — 3b)? f) (4a + 5)°

16

a)(m+ 2n? = m> + 4n* + 4mn

b) (=5 — 9b)> = 25 + 81b* + 90b
¢) (2a — 3b)? = 4a* + 9b* — 12ab

d) —4x+£y2= 16x2+£yz——xy
3 9 3

e) (=3x + ¥’ = =27¢ + ¥ + 27xy — Wy

f) (4a + 5 = 64a° + 125 + 240a’ + 300a
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2.9 Descompodn en factores estas expresiones.
a)y’ — 16
b) 922 + 6zy + ¥
Ay —16=F+4- -y—4
b) 922 + 6zy + y* = (3z + y)*
QOBx+2)—Bx—2)=0Bx+2+3x—2)-(3x+2—-3x+2) =6x-4 =24
d) 27x* + 8 + 54x* + 36x = (3x + 2)°

¢ (3x + 2> - (Bx — 2)
d) 27x* + 8 + 54x* + 36x

2.10 Completa en tu cuaderno estas expresiones para que correspondan al cuadrado de un binomio.

a)a’+ 4dab + [
b)x2+%xy+|:|
a) @ + 4ab + 4b°
), 2 1.
b) x +3xy+9y

Q4 —12x + 9
d) yx* — 6zyx’ + 972

2.11 Utiliza la férmula a> — b =

a) 15* — 5
b) 55* — 45°

a) 15° — 5 = (15 + 5) -

(15 = 5) =20 -

Desarrollo de (a + 2b)?
Desarrollo de (x + = )

Desarrollo de (2x — 3)?

Desarrollo de (yx* — 32)

10 = 200

AQaxr-[1+9

d) [] - 6zyx® + 92

©) 125* — 257
d) 700> — 3007

(@ + b)(@a — b) para calcular mentalmente las siguientes operaciones.

b) 55 — 45* = (55 + 45) - (55 — 45) = 100 - 10 = 1000
) 125 — 25* = (125 + 25) - (125 — 25) = 150 - 100 = 15000
d) 700* — 300% = (700 -+ 300) - (700 — 300) = 1000 - 400 = 400000

2.12 Realiza estas divisiones.
a)(x®*—3x*+5x—10) : (x — 3)
b)(xX* —2x+6x+7):(x+1)

a [1 -3 5-10 Cociente: xX*+5 b) 1 0 -2 6 7 Cociente; X*—x*—x+7
3 3 0 15 Resto: 5 —1 —1 1 1 =7 Resto: 0
1 o5 5 1 -1 =17 o0

2.13 Utiliza la regla de Ruffini para hallar el nGmero k que hay que afadir al polinomio x*> + 2x* para que,
al dividirlo entre x + 4, el resto sea 0.

El polinomio sera de la forma x* + 2x* + k, procedemos a dividir para calcular el resto.
1 2 0 k

-4 -4 8 -32
1 -2 8 k-3

El resto, k — 32, tiene que ser 0; entonces:
k—32=0=k=32
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2.14 Calcula el valor de k que hace que el resto de la division de x* + 2x + 6k entre x — 2 sea 0.

2.15

1 0 2 6k El resto: 6k + 12 tiene que ser 0; entonces:
2‘ 2 4 12 6k +12=0=k = -2

1 2 6 6k+12

2.16

Indica en notacion ordinaria el dividendo, el divisor, el cociente y el resto de esta division.
11 -1 1 -1
1 1 1 2 1
[1 2 12 12
D) =xX +xX —xXx+xX—x+1 ) =xX+2X+xX+ 2x+ 1
dx) = x — 1 R=2

Resuelve esta division usando la regla de Ruffini.
C—-—2X—-7x+14) : (x — 2)

¢Cudanto vale el resto? ;Coincide con el valor numérico del dividendo para x = 2?

2.17

2.18

2.19

1 -2 -7 14 Resto: 0
2 2 0 —14 PR)=2-2-22-7-2+14=8-8—-14+14=0
| 1 0 -7 0 Coinciden P(2) y el resto.

Halla el resto de estas divisiones sin efectuarlas.

ay(x®—=3x-4):(x-1) b)(x*—1):(x+ 1)

Vamos a utilizar el teorema del resto, calculando P(1) en el primer polinomio y P(—1) en el segundo:
aPl)=1*"-3-1"-4=1-3-4=—-6 Resto = —6

b)P(-1) =1 -1=-1-1= -2 Resto = —2

Indica, sin realizar las divisiones, si estas afirmaciones son ciertas.

a) (x — 1) es un factor de (x°* + x> + 4x*> + 6x + 2).

b) 2x* — 4x® + x> — 3x + 2) es divisible entre (x — 2).

a) Vamos a utilizar el teorema del factor. Calculamos P(1):
P)=1T+1P+4-1"+6-1+2=1+1+4+6+2=14%#0
Por tanto, deducimos que (x — 1) no es un factor de (X + x* + 4x* + 6x + 2).

b) Calculamos P(2):
PQ)=2-2"-4-22+ 2-3-2+2=32—-32+4-6+2=0,porlo que deducimos que
(2x* — 4x* + x* — 3x + 2) es divisible entre (x — 2).

Si se divide el polinomio 3x* — 2x*> + kx + 1 entre x — 1, el resto es 2. ;Cuanto vale k?

Segln el teorema del resto, el restosera: P(1) =3 - 1° -2 -1+ k-1 +1=3-2+k+1=2+k

Igualamos el resto a dos como indica el enunciado: 2 + k =2 = k =0
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2.20

2.21

2.22

36

Dado el polinomio x* — 4x* — 5x + 8:
a) ¢Cuantas raices reales puede tener como maximo?

b) ;Pueden ser x = 1y x = 3 raices del polinomio? Escribe el conjunto de todos los enteros que podrian
ser raiz de este polinomio.

¢) ¢Es x = —2 raiz del polinomio?

a) El polinomio tiene grado 3; por tanto, como maximo puede tener 3 raices.

b) x = 1 podria ser raiz del polinomio, ya que 1 es divisor de 8.
X = 3 no podria ser raiz del polinomio, ya que 3 no es divisor de 8.

El conjunto de todos los enteros que podrian ser raiz de este polinomio serd: =1, £2, 4, *+8.

¢) Calculamos P(—2):
P(-2)=(=2—-4-(-2—-5-(-2)+8=-8—16+10+8=—-6+#0

Como P(—2) # 0 = —2 no es raiz del polinomio.

Indica cuales de los siguientes niimeros son raices del polinomio P(x) = 2x* + 5x* — 5x> — 5x + 3.

1 -1
°o 1 5 3 =

Calculamos P(x) para estos numeros:
PO)=2-0"+5-0—-5-0—-5-0+3 =3+ 0= 0no es raiz de este polinomio.
P(1)=2-1"4+5-1°=5-17—-5-1+3=0=1 es raiz de este polinomio.

1\ 1\ 1\’ 1\ 1 2 .5 5 5 0 24+10—20—40 + 48
P(i>—2'(i>+5'(5>—5'<5>—5’<5>+3—ﬁ+§—z—3+3— 16 =0

—_

= (f) es raiz de este polinomio.

PB)=2-3+5-3-5-33-5-3+3=2-81+5-27-5-9-15+3=162+135—-45—-15+3=240#0=
= 3 no es raiz de este polinomio.

4 3 2 B )
P<_1_):2.(_l>+5.<_l>_5.<_1)_5'<_l)+3zi—£_i+£+3:2 10 20+40+48:

2 2 2 2 2 16 8 4 2 16

_ 60 _15 1
=76 4 0= ( 2) no es raiz de este polinomio.

Calcula las raices enteras de estos polinomios.

a)x+3x*—-—x-3 b) x> — 2x* + 2x —4

a) ¥ + 3x* — x — 3. Posibles raices enteras: =1, 3. Probamos con cada una de ellas:
PM=1+3-17—-1-3=0=1esraiz.

P(=1) = (1P +3:-(-1+1—-3=0= —1esraiz.

PB) =3 +3-3*—3—3 =48 = 3no es raiz.

P(=3)= (-3 +3-(-3+3—-3=0= —3esraiz.

Por tanto, las raices enteras de este polinomio son 1, =1y —3.



b) ¥ — 2x* + 2x —A4. Posibles raices enteras: 1, +2, +4. Probamos con cada una de ellas:

PM)=1—-2-1"4+2-1—4= —-3=1no es raiz.
P(—=1)=(=1P=2-(=1)+2-(=1) —4=-9= —1no es raiz.
PR)=22—-2-22+2-2—-4=0=2esraiz.

P(=2) = (=2 =2 - (=2 +2-(=2) — 4 = =24 = —2 no es raiz.
P4)=4—-2-4+2-4—-4=64—-32+8—4=236= 4no es raiz.

P(—4) =(-4°—-2-(-4+2-(-4) —4=-64—-32—-8— 4= —108 = —4 no es raiz.

Por tanto, la Unica raiz entera de este polinomio es 2.

2.23 Factoriza estos polinomios sabiendo que todas sus raices son divisores del término independiente.

axX +2xX*—x-—2
b) 2x> — 12x + 18

a) Las posibles raices enteras seran los divisores de 2; es decir, =1y *2.

P(M) =1 +2-17—-1-2=0=1 esraiz de este polinomio.

(
P(=1)

(

(

(=12 +2-(=1+1—-2=0= —1 es raiz de este polinomio.
PR)=22+2-22—-2—-2=12+ 0= 2 no es raiz de este polinomio.

P(—-2)

(=2 +2-(=2*+2— 2= 0= —2 es raiz de este polinomio.
Por tanto, las raices de este polinomio son 1, —1y —2, y la factorizacion correspondiente es:

L+ —x—=-2=Kxx-=-1-Kx+1- -Kx+2)

b) El polinomio es de grado 2; por tanto, resolvemos la ecuacion: 2x* — 12x + 18 = 0.

12 +\122—-4-2-18 12¢v144—144:<3

Teniendo en cuenta que el coeficiente director de este polinomio es 2 y que 3 es raiz doble, la factorizacion sera:

22X —12x+18=2-x—3)-(x—3) =2+ (x — 3)?

2.24 Halla el valor numérico de P(x) = x> — 7x + 10 para x = 1, 2, 3, 5.
a) ;Para cudles de estos valores se anula?

b) Factoriza el polinomio P(x).

PU)=1—7-1+10=4
PQ)=2-7-2+10=0
PB) =3 ~7-3+10=-2
PG)=5-7-5+10=0
)

a) El polinomio se anula en 2 y 5.

b) Como el polinomio es de grado dos y hemos encontrado dos nimeros que lo anulan, ya podemos factorizarlo:

PX)=x—2)-x—15)
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2.25 Descompon en factores estos polinomios.
a) x> — x* — 2x x> —x>*+5x—-5
b) X* + x* — 8x —12 d) >+ 2x* — 5x — 10

a) Sacamos factor comin: P(x) = x> — x> = 2x=x-(* —x — 2)

x=1x\1+4a:2 _1=Vo_

Resolvemos la ecuacion de segundo grado: x> — x — 2 =0 5 5

Por tanto: P(x) = x - (x — 2) - (x + 1)

b) Px) = ¥ + x* — 8x —12

Utilizamos Ruffini, vamos probando con los divisores de 12 hasta que obtengamos resto 0:

11 -8 —12
30 3 12 1
14 4 o

D) = d(x) - cx) = P(x) = (x — 3) - (X + 4x + 4)

Para factorizar el cociente utilizamos las identidades notables: x* + 4x + 4 = (x + 2)%

Por tanto, la factorizacion queda: P(x) = (x — 3) - (x + 2)%
 PX)=x—x+5x—5

Empezamos por Ruffini:

1 -1 5 =5
1 10 5
1 05 o0
PX) = (x — 1) - ( +5)
Ahora resolvemos la ecuacion x* +5 = 0 = x¥* = =5 = x = =\/—5 = No posee raices reales.

Por tanto, la factorizacion resulta: P(x) = (x — 1) - (x> + 5)

d PX) =x+2¢ —5x — 10

Utilizamos Ruffini:

12 -5 —10
20 =2 0 10
1 0 -5 0

P(x) = (x +2) - (¢ —5)
Para factorizar el cociente utilizamos las identidades notables: x* — 5 = (x + \/E) : (x - \/§)
Por tanto, la factorizacion queda: P(x) = (x + 2) - (x + \/E) . ( - \/§)

2.26 Factoriza los siguientes polinomios.
a) x> — 25 A x—x

b) x* — x° d) x> —x*

Factorizaremos los polinomios extrayendo factor comtn cuando sea posible y utilizando las identidades notables:
ayx*—25=x+5 " x-05)

)X —xX=xX-01-xX)=xX-01+x-01-x

OX —x=x--1N=x-xx+1)-x—-1

A —x=x-01-¥)=x-01+x-0-x

38



2.27

2.28

2.29

2.30

2.31

El polinomio P(x) se ha factorizado y se ha obtenido la expresion P(x) = (x — 1)(x — 2)(x + 6). ;Para
qué valores de x se anula este polinomio?

Parax = 1,x = 2y x = —6 que son los valores que anulan cada uno de los factores.

¢Qué valor debe tener m para que (x + 3) sea un factor del polinomio P(x) = x* — 2x + 3m?

Para que (x + 3) sea factor de P(x), P(—3) tiene que ser 0.
P(=3) = (=3¢ —-2-(=3) +3m= —27 + 6 + 3m. Igualamos a 0: =21 + 3m =0=m =7

Escribe cuatro polinomios que sean irreducibles.

Respuesta libre.

RESOLUCION DE PROBLEMAS

3n®* — 10n*> — 23n .
Calcula los valores enteros de n que hacen que 1 sea un numero entero.

Hacemos la division, obteniendo:

3 =10 —23n _ , _ 10
R =30 — 130 — 10 + —

Buscamos los valores de n para los que n + 1 es divisor de 10.

n+1=1=n=0 n+1=-1=n= -2
n+1=2=n=1 n+1=-2=n=-3
n+1=5=n=4 n+1=-5=n= -6
n+1=10=n=9 n+1=-10=n=-11

X — 4x* + 6x> — 6x* + 5x + 2
X —2

¢Para qué valores enteros de x se cumple que es un entero positivo?

Hacemos la division, obteniendo:

5 _ 3 2
X =M+ 60 =60 +5+2 _ o 0o g o4
X =2 X =2

A diferencia de los ejercicios anteriores, ahora nos dicen que el resultado debe ser entero y positivo. Por comodidad a la hora
de sustituir, nos interesa descomponer totalmente el cociente:

4 4
— 93 2 _ — _ay
X —2¢ + 2x 2x+1+x_2 >+ 1 1)+X_2

La primera parte nunca puede ser negativa. Solo habra que vigilar si para alguno de los valores que hacen que
tero el resultado total puede ser negativo.

sea en-
X —2

Posibles valores de x:

Xx—2=1=x=3 X—2=-1=>x=1
X—2=2=x=4 X—2=-2=x=0
X—2=4=x=6 X—2=-4=x=-2
Para x = 3,x = 4, x = 6y x = —2, el resultado total es positivo, luego son soluciones validas.

Para x = 1y x = 0, el total es negativo, por lo que no se cumple la condicién pedida.
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Lenguaje algebraico. Operaciones con monomios

2.32 Expresa las siguientes cantidades en el lenguaje algebraico.

a) El espacio recorrido en un tiempo t por un moévil que lleva velocidad constante v.
b) El volumen de un cubo de arista x.
¢) El volumen de un cilindro de radio de la base r y altura h.

d) El perimetro de un tridngulo isésceles de lados iguales x y lado desigual y.

)E=v-t
b) V
c)V—TrrZh
dp=2x+y

2.33 En estas columnas estan, desordenados, cuatro polinomios y sus respectivos valores numéricos para cier-
tos valores de x.

) ) Valor
Polinomio X numeérico
X —2¢ —x+1 x =2 -1
X = 3(x + 1) x=0 -3
x3 _
7 + 1 x =1 5
X =3 = 26 + x + 1 x= -2 1

Relaciona en tu cuaderno cada polinomio con su valor numérico para el valor de x correspondiente.

2.34 Dados los monomios A = 6x%, B = 3x*, C=%x“yD = —2x, realiza las siguientes operaciones.
a)A+ D ¢ A-B+C e)B:C gA-B-C
b)B-C dA-D f) D-B h)A:D-B
a) A+ D=06x+ (—2x) = 6x* — 2x e)B:C=3x":1§x“=6
b) B C =3¢ —0x = 2 N D-B=—2-3 = —6¢
c)A—B+C=6x2—3x“+%x“=6xz—%x“ 9 A-B-C=6¢ 3¢- —x—9x
dA-D=6x"-(—2x) = —12%° h)A:D-B=6x:(—2x)-3x*= —3x-3x* = =%’

2.35 Realiza las siguientes operaciones

a) (=2x* + x) - 3x?) c) (—3x* + 2x* — 5x) : (4x)

b) (€ — 2x + 1) - (%x) d) (4% — 3% + X — 220) : (2xY)

2) (—2¢ + 1) - (3%) = —6x¢* + 3¢ O (=3¢ + 26 — 5% : (4x) = —%xu%xZ—%

b) 6 — 2x + 1) - <1§x)=%x“—xz+;—x d) (4 — 3% + ¥ — 23) : (2%) :2x3—%x2 +%x— 1
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Operaciones con polinomios

2.36 Dados los polinomios P(x) = 2x* — x*® + —‘Iz—x2 - 3x+ 1, Q(x) =3x + x* — —23—x + 2y R(X) = —-4x* + x*
— 4, realiza las siguientes operaciones.

a) Px) + Q) 9 R(x) — Q(x) + P(x)

b) Q(x) — R(x) d) P(x) + Q(x) + R(x)

a)P(x)+Q(x)=2x“—x3+%x2—3x+1+3x3+x2—%x+2=2x“+2x3+%x2—%x+3

b)Q(x)—R(x)=<3x3+x2—%x+2)—(—4x“+x2—4)=4x“+3x3—%x+6

c)R(x)—O(x)+P(x):—4x“+x2—4—(3x3+x2—%x+2>+2x“—x3+13x2—3x+1 =
=—4x“+x2—4—3x3—x2+%x—2+2x“—x3+1?x2—3x+1 =
=—4x“—3x3+%x—6+2x“—x3+%x2—3x+1=—2x“—4x3+13x2—%x—5

d) P(x)+O(x)+R(x)=<2x4—x3+%x2—3x+1>+<3x3+xz—§x+2)+(—4x“+x2—4)=—2x“+2x3+§x2—%x—1

2.37 Rellena en tu cuaderno cada recuadro con el coeficiente adecuado.
A2+ [ Ix—1N—-(-3-5x+[))=5%+2x+ 4
b) Bx —x+2) — (L + [x + ) =4x* + 3x + 3
QG+ [+ [+ (¢ +x-2)=2¢-3¢-3

A2+ (=3 x—1)—(=3¢—=5x+ (-5 )=5¢+2x + 4
b)BX¥ —x+2) — (=X +(=4) x+(—1))=4x"+3x + 3
B+ X +=D))+((-3) X +x—-2) =2 —3x¥ -3

2.38 Realiza las siguientes operaciones con los polinomios
P(x):%x“+2x3+ 1, Q(x) = 3x* — 4x — 2y R(x) = 4x* — 5x + 3.
a) P(x) - [Q(x) + R(x)] b) Q(x) - [R(x) — P(x)] Q) R(x) - [P(x) + Q(x)]
¢Qué propiedad puedes aplicar para efectuarlas?

a) PO - [00) + R = (%)(“+2x3+1)~ (B — 4x — 2) + (4¢ — 5x + 3)] = (%)(“+2x3+1) B+ AR — 9+ 1) =

=20+ 26— 2+ 2+ 66+ 80 — 186 + 20 + 30 + 46 — 9+ 1 =
=%X7+8x5+%x5—32—5x“+5x3+4x2—9x+1

b) Qx) - [RX) — P(x)] = (3% — 4x — 2) - [(4x2—5x+3)—<%x“+2x3+1>] =
=(3x3—4x—2)~(4x2—5x+3—%x4—2x3—1)=
=(3x3—4x—2)'(—%x“—2x3+4x2—5x+2>=

—%x7—6x6+12x5—15x“+6x3+2x5+8x“—16x3+20x2—8x+x“+4x3—8x2+10x—4:

—%x’— 6x° + 14X —6x' — 6X° + 12¢ + 2x — 4

ORM - PO + 00 = (4¢ — 5x + 3) - [(%x‘*+zx3+1)+(3x3—4x—z)] — R —5x+3) - (17x4+5x3—4x—1) _
=2x6+20x5—16x3—4x2—%x5—25x“+20x2+5x+%x“+15x3— 12x — 3 =

=2x6+32—5x5—%x“—x3+16x2—7x—3
Podriamos haber utilizado la propiedad distributiva.
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2.39 Calcula estas potencias.
a) (x + y — 220 b) 3a — 2b + ¢)*

AX+y—22=K+y—22) - x+y—22=x+xy—22x+xy+y —2yz— 2z — 2yz + 42 =
=X +y +427 + 2xy — dxz — dyz

b)(3a —2b+c)*=Ba—2b+¢c)-(3a— 2b+ ¢) =9a° — 6ab + 3ac — 6ab + 4b*> — 2bc + 3ac — 2bc + ¢ =
=93’ + 4b> + ¢ — 12ab + 6ac — 4hc

Identidades notables

2.40 Efectiia estas operaciones.

a) (2 — 3y)? d) (2x* + x?)
b) B3x — 2y) e) (5a + 3b) - (5a — 3b)
o (3¢ — Vx)’ f) 2xy + 4zt) - (2xy — 4zt)

¢ = 3y) = 4 + 9 — 12Xy
3x — 2y) = 21 — 8y — 54x’y + 36xy

a

)
b)
)

(@)

(

(

)(3x3 x) = 9 + x — 6x°\/x
2 + 2" = 8¢ + 46 +
(
(

d
e) (5a + 3b) - (58 — 3b) = 253’ — 9’
f) (2xy + 4zt) - xy — 4zt) = 4y — 162°E

Division de polinomios. Regla de Ruffini

2.41 Realiza las siguientes divisiones de polinomios.
a)6x* —2x* — 1) : (x* + x +2)
b)(-3x* + x* —2x+3) : Bx*—2x + 1)

A —2x+3x—3): (-2 + x — 2)

a) 6xX — 2% -1 XX+ X+ 2

—6x° —6x* —12x 6x — 8
—8x* —12x —1
8x* +8x +16
—4x +15

b) —3x + X —2X+ 3 (3¢ — 2x + 1

' —26 + X —X = %x + %
—2¢ + 2x
2% %xz + %x
%xz - %x + 3
—%xz + gx - %
S+ 2
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o X “2¢+3x—3 | -2 +x—2
1 1 1 3

—x5+7x“—x3 —?x3—zx+7
%XA -3x
—%x“ + %xz - %x
=3¢ + %xz + %x
3¢ - %x + 3
%xz + x
2.42 Expresa las siguientes divisiones de la forma % = Cx) + %
a)3x2—3x+1 c)4x2—1
X+ 2x — 1 x*+ 3
LT ) R
Resolvemos realizando las divisiones:
D et =3 e e
b * % zi(2x++x T Pexoe xz_ixx++13 d 2X3X3++X22; - T P=2+ j(; " 21 = ?

2.43 Realiza las siguientes divisiones aplicando la regla de Ruffini, e indica el cociente y el resto.
aaBX—-—2x+x-3):x+1) b -2¢-x+1:x—-1 J@2—-—x>*+3x—-1):(x+ 2
a) 3 0 -2 1 =3 Cociente: 3 — 3% + X

—1 -3 3 -1 0 Resto: —3
3 -3 1 0 -3

b) 1 0 -2 0 —1 1 Cociente: x* + > — x* — x — 2
1 1 1 -1 -1 =2 Resto: —1
T 1 -1 =1 =2 -1
9] 2 -1 3 -1 Cociente: 2x* — 5x + 13
-2 -4 10 —-26 Resto: —27

2 =5 13 =27

2.44 Calcula el resto de las siguientes divisiones sin necesidad de realizarlas.
ax -3*+1:x-1 b) (X —2): (x + 1) X —-—2x*+3): (x —3)

¢Qué teorema has utilizado?

aPl)=1T7-3-17"+1=-1 Resto = —1
b)P(-1)=(-1)"-2=-1-2=-3 Resto = —3
QPB)=3—-2-33+3=243-54+3=192 Resto = 192

He utilizado el teorema del resto.



2.45 Halla el valor de k en los siguientes polinomios teniendo en cuenta los datos indicados.
a) X + (k + 2)x + 1 es divisible entre (x + 1).
b) (x* + kx* + 2x + 1) : (x — 1) tiene —4 de resto.
c) xX* + 3x* + kx* + x — 6 tiene por factor (x + 3).

a) lgualamos el valor del polinomio en —1 a cero:
P =(-1P+k+2) - (-1)+1=—-1-k—-24+1=-k-2=0=k= -2

b) Igualamos el valor del polinomio en 1 a —4:
PO)=1+k-1"+2-1+1=1+k+2+1=4+k=-4=k= -8

¢) Igualamos el valor del polinomio en —3 a 0:
P(=3)=(=3)\+3- (=3P +k-(-3)+(-3)-6=81-81+%—-3-6=%—-9=0=k=1

Factorizacion de polinomios

2.46 Calcula las raices enteras de los siguientes polinomios.

a)P(x) =2x* + 6x* —2x — 6

b) Q(x) = x* — 2x* — 7x* + 8x + 12

ORX)=x"+x>—8x*—9x—9

a) Posibles raices enteras: =1, =2, =3y *6
PN)=2-14+6-1"-2-1-6=2+6—-2—-6=0
P =2-(—1P+6-(—-1P2-2-(-1)—-6=-24+6+2-6=0
P(-3)=2-(-3°+6-(-3—-2-(-3)—-6=-54+54+6—-6=0
Raices enteras de P(x): 1, =1y —3

b) Posibles raices enteras: =1, 2, 3, =4, =6y *12
A-N=C1*=-2--1P-7--1V+8-(-N+122=14+42-7—-8+12=0
Q)=2-2-22—-7-224+8-2+12=16—-16—-28+16+12=0
Q-2)=(-2"—-2-(-2—-7-(-2*+8-(-2)+12=16+16—-28—-16+12=0
Q3)=3"-2-3-7-334+48-3+12=81-54-63+24+12=0
Raices enteras de Q(x): —1,2, =2y 3

c) Posibles raices enteras: =1, +3y *9
R3)=3*+3-8:-33-9:-3-9=81+27-72-27-9=0
R=3)=(-3)0+(-3P—-8-(-3—-9-(-3)—9=81—-27-72+27-9=0
Raices enteras de R(x): 3y —3

2.47 Escribe un polinomio de grado 3 cuyas raices sean x, = =1, x;, = 2y x, = —4.
¢Existen mas polinomios que verifiquen esas condiciones? ;Por qué?

Se tiene que anular en los tres puntos, por ejemplo:
P)=x+1)-x=2)-+4)=K—-—x—-2)-x+4)=xX+4—-xX¥—4x—2x—8=x+3¢—-6x—38
Tendra las mismas soluciones cualquier polinomio que sea el resultado de multiplicar este por una constante.

2.48 Factoriza los siguientes polinomios.
a) P(x) = x> + x> — 6x
b) Q(x) = x* + 3x* — 4x — 12
A R(x) = x° — x* — x* — 2x°
d) S(x) = 6x> + 5x* — 3x — 2
e) T(x) = 2x* + 7x® + 8x*> + 3x

AP =X+ —bx=x+x—-6=x-(x—-2)-x+3)

1 +\1—4-1-(—6) —1¢x6§<2
2 -3

2

+x—-6=0 = _
X X = X 71
D)OX) =X +3¢% —4dx—12=Kx—2)-0*+5x+6)=Kx—2)-x+2-x-+3)
—5+\/5%—-4-1-6 _5+/75 _ N
13 -4 -12 X+5x+6=0=x= — - 25 28 (2
2 2 10 12
1 5 &6 0
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QRX) =X — X — X —-2=xX —-xX—x—-2)=xX-x—-2-K¥+x+1)

1 -1 -2 1+ \1*—-4-1-1 -1 +V-3

X+x+1=0=x= =

L 1-2 2
2 2 2
| 1 1 1 0 No tiene solucion, el polinomio x> + x + 1 es irreducible.
d)S(x)=6x3+5x2—3x—2=(x+1)-(6x2—x—2)=6(x+1)-<x+%)-<x—§>
8 _2
v Vitas %
B C1EVETD)-46(22) 1=VI+48 17 -6 —1
16 Z —f —z X —x—2=0=x= 26 =T 1 1 -7

'6 -1 -2 0
) T(x)=2x“+7x3+8x2+3x:x-(2x3+7x2+8x+3)=x-(x+‘|)-(2x2+5x+3):2x-(x+‘l)-(x+1)~(x+%>=2x~(x+1)2-(x+%>
—4_
—5+V5-4-2:3 _ —5+V25-24 _ —5t1<
22

—6_ -3
4 4 4 2

—1

2 7 8 3 2X+5x+3=0=x=
-1 -2 -5 -3
25 3 o0

2.49 Observa el siguiente esquema y escribe el polinomio inicial y su expresiéon factorizada.

1
= Ly
[

WL

2
|

W

L]

Al dividir el polinomio entre (x — 1), el resto es 0. Dividimos el nuevo cociente otra vez entre (x — 1) y el resto vuelve a ser 0.
El cociente resultante lo dividimos entre (x — 3) y la divisién es exacta, quedando como cociente (x + 2). Por tanto, la factori-
zacion sera:

x=1N-=1-x-3-x+2)=Kx—-17-Kx—3) - x+2)
2.50 Factoriza el polinomio P(x) = 2x* + 7x*> — 3x — 18 sabiendo que verifica las siguientes condiciones.

p(%) =0, P(—2) = 0y P(~3) = 0

Como conocemos las raices del polinomio, por el teorema del factor sélo nos falta conocer el coeficiente:

P(x)=k-(x—%)-(x+2)-(x+3)=k-(x2+%x—3>-(x+3)=k-<x3+%x2—%x—9>=k-x3+%k-x2—%k-x—9k

Igualando coeficientes resulta k = 2

CUESTIONES PARA ACLARARSE

2.51 ¢Cudl de estas expresiones algebraicas es un monomio?

a) V12 x b) % 0 3x d) x*\/3

Para ser un monomio, el exponente debe ser natural. Vamos a ver el exponente de cada expresion:
a) Exponente 1 b) Exponente —1 ) Exponente —2 d) Exponente 2

Por tanto, los tnicos monomios son los del apartado a y d.
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2.60
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¢Puedes realizar la division (¢ — x> — x + 1) : (x> — 1) utilizando la regla de Ruffini?

Para poder dividir un polinomio entre un binomio usando Ruffini, el divisor ha de tener grado 1, y en este caso tiene grado 2;
por tanto, no podremos usar Ruffini directamente.

Un polinomio es de grado 7, y otro, de grado 6. Indica el grado de los polinomios que resultan de es-
tas operaciones entre ellos.

a) La suma c) El cociente

b) El producto d) El cubo del segundo

a) La suma tendra grado 7, ya que es el mayor de los grados de los dos polinomios.
b) El producto tendra grado 7 + 6 = 13.

¢) El cociente tendra grado 7 — 6 = 1.

d) El cubo del segundo tendra grado 3 - 6 = 18.

Tenemos dos polinomios de grado 3. ;Puede el polinomio suma ser de grado 2? Pon un ejemplo.
La suma sera de grado 2 si los coeficientes de los términos de grado 3 son opuestos y los de grado dos no lo son.
Ejemplo: (—=4¢ + 2xX* + 3x — 1) + (4¢ + 5x — 3) = 2x* + 8 —4

Si P(0) = —7, ¢puede ser P(x) = ax* + bx + 8? Razona la respuesta.

Si P(x) = ax* + bx + 8 entonces P(0) = a - 0> + b - 0 + 8 = 8 para cualquier valor de a y b por lo tanto P(0) # —7

Indica razonadamente cuales son las raices del polinomio (x — 1)(x + 2)(x — 3).

Este polinomio lo anulan los valores 1, =2y 3.

Si P(8) = 0, ;puede P(x) ser irreducible? ;Por qué?

Si P(8) = 0, por el teorema del factor sabemos que P(x) = (x — 8) - Q(x), donde Q(x) es otro polinomio de un grado menor
que P(x). Por tanto, P(x) no sera irreducible.

El polinomio Q(x) es de grado 3 y sabemos que Q(—1) = Q(2) = Q(0) = 0. ;Cual es la posible expresiéon
del polinomio Q(x)?

Y si ademas sabemos que Q(—2) = 16, ;cual es entonces su expresion exacta?

Conociendo las raices podemos expresar el polinomio como: Q(x) = k - (x + 1) - (x — 2) - x = kxX* — kx> — 2kx.

Calculamos Q(—2) y lo igualamos a 16:

Q-2)=k-(=2+1)-(=2-2)-(-2)=k-(=1) (-4 -(-2)= 8= -8 =16=k =2

QX) = =2-x+1)-Kx—2)-x= -2+ 2% + &

Calcula el resto de la division M(x) : (x — 6) sabiendo que M(6) = 3.

Si M(6) = 3, aplicando el teorema del resto sabemos que el resto sera 3.

Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) Si (x + 6) divide a L(x), entonces 6 es una raiz de L(x).

b) Si G(-5) = 0, (x + 5) es un factor de G(x).

) Si B(x) es irreducible, existe al menos un valor x = a para el que B(a) = 0.
d) Un polinomio de grado 5 no puede disponer de 6 raices.

e) Un polinomio con término independiente 0 posee al menos una raiz.

f) x” + 1 es irreducible o tiene como unica raiz —1.

a) Falso, ya que si (x + 6) divide a L(x), entonces —6 es una raiz de L(x).

b) Verdadero, por el teorema del factor.

c) Falso, ya que si existiese un valor tal que B(a) = 0, entonces (x — a) dividiria a B(x), y este no seria irreducible.
d) Verdadero, el teorema fundamental del algebra nos indica que como mucho tendra 5 raices.
e) Verdadero, ya que x = 0 serd una raiz.

f) Verdadero, ya que:

Sinesparx"+1=0= x"= —1 no tiene solucion; por tanto, el polinomio sera irreducible.
Sinesimpar, X" + 1 =0=>x"= -1 =x = —1.
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¢Es divisible entre (x + 3) el polinomio x° + 3°?

Calculemos P(—3): P(—3) = (—3)° + 3° = —3° + 3° = 0, por lo que el polinomio es divisible entre (x + 3).

Indica cual de estos polinomios tiene —8 como raiz y 24 de término independiente.

a) 3x — 24 b) 3x + 24 ) 24x + 8 d) 24(x + 8)
El b), porque 3 - (—8) + 24 = 0 = —8 es raiz, y 24, el término independiente.
. . . . . x* — 4x + 3
¢Qué polinomio podria expresarse como el cociente T?
X —4x + 3 x =1
X+ x X—3 ,
—3x +3 w = x—3
x—1
3x — 3
0

Si el polinomio P(x) = x* — kx + t tiene una raiz doble en x = 2, ;cuanto valen k y t?
Raizdobleenx =2 =Px) = (x — 2’ =x—4x + 4

Igualamos al polinomio: x* — kx + t = xX* — 4x + 4

Igualamos coeficientes: k = 4, t = 4

Calcula el resto de esta division: (x"™” — 49x%® + 17) : (x + 1)

Aplicando el teorema del resto:
P(=1) = (=1 =49 - (—1)®* +17 = -1 —-49 + 17 = -33
Por tanto, el resto serd —33.

Q(x) es un polinomio con coeficientes enteros cuyo término independiente es un nimero primo, a. Si
ademas se cumple que:

Q(xa) #0y Q(x1) #0
Indica razonadamente si Q(x) puede tener raices enteras.

Si el término independiente de Q(x) es a, las raices enteras de Q(x) seran los divisores de a.
Como a es primo, sus Unicos divisores seran =1y *a.
Q(*a) y Q(=1) son distintos de cero; por tanto, Q(x) no tiene raices enteras.

PROBLEMAS PARA APLICAR

Relaciona en tu cuaderno las magnitudes indicadas correspondientes a un triangulo equilatero de lado x
con los monomios de la columna de la derecha.
V3

Perimetro: 3x Area: éxz Altura: TX

Escribe el polinomio que expresa el volumen de un ortoedro cuyas dimensiones son nimeros consecu-

tivos, siendo el mayor de ellos x.

Las dimensiones seran x, x — 1y x — 2. Por tanto, el volumen queda:
Vol=x-(x—1)-x—2=x-0—-3x+2)=x—3x¥ + 2

Utiliza la notacion polinémica para demostrar que la suma de un multiplo de 12, un multiplo de 8 y un
multiplo de 20 es multiplo de 4.

Sean p, g y r nimeros naturales.

Un multiplo de 12 sera de la forma 12 - p.

Un multiplo de 8 sera de la forma 8 - g.

Un mdltiplo de 20 sera de la forma 20 - r.

Su suma sera: 12p + 8q + 20r.

Sacando factor comdn: 12p + 8q + 20r = 4 - (3p + 2g + 5r), obteniendo claramente un mdltiplo de 4.

47



2.70 ;Qué monomio expresa la diagonal de un cubo de lado x?

Calculamos primero la diagonal de la base usando el teorema de Pitagoras:
=X +x=d =2=d=12x
Esta diagonal, una arista y la diagonal del cubo forman un triangulo rectangulo,

por lo que podemos volver a utilizar el teorema de Pitagoras:

2
D= (\V2x + =D =20+ ¥ =D =3¢=D=13x
Por tanto, el monomio que expresa la diagonal del cubo es \V3x.

2.71 Sean los polinomios E(x) = 4nx?, F(x) = %n-x2 y G(x) = 2mx* + 107X, asociados a distintas figuras geo-
métricas. Relaciona en tu cuaderno las cantidades de estas tres columnas.

Volumen de un
cono de radio 3 y G(3) 367
altura 5.

Area de un cilindro
de altura 5y E(3) 15w
radio 3.

Volumen de una

esfera de radio 3. F3) 48w

Calculamos el valor de los tres polinomios en x = 3.
E(3) = 4w3? = 36

F3) = %TBZ = 157

G(3) = 2w3* + 10m3 = 18w + 307w = 487
Calculamos las éreas y los volimenes:

Volumen de un cono de radio 3 y altura 5 = %’n’ rh = %q‘r 3*-5=15%w
Area de un cilindro de altura 5y radio3 =2 - w? + 2 mrh =2 - w3* + 2 w3 - 5 = 18w + 30w = 487w
Volumen de una esfera de radio 3 = %’n’ r’= %w F=36m

Por tanto, la relacion queda:

Volumen de un
cono de radio 3y F(3) 15
altura 5.

Area de un cilindro
de altura 5y G(3) 487
radio 3.

Volumen de una

esfera de radio 3. EQ) 36m

2.72 Calcula a, b y ¢ sabiendo que x* — 6x*> + ax + b es el cubo del binomio x + c.

x+P=xX+3xc+3x+27

Igualamos los coeficientes correspondientes a los términos de igual grado:
—6=3c=c= -2
a=3=>a=3-(-2)=>a=12
b==b=(-2=b=-8
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2.74

2.75

2.76

2.77

Halla los valores de a y b para que los restos de las divisiones del producto (ax*> + bx) - (x — 3) entre
(x — 1) y (x + 1) sean, respectivamente, —6 y —2.

Utilizamos el teorema del resto, calculando el valor del polinomio en 1y —1 e igualandolos a los valores del resto que nos da
el enunciado.

PU)=(a-17+b-1)-(1-3)=(~2) - (a+b) = —6=a+b=3 Sumando2a =3+1  2a=1=a=1
B ) _ 1 _ 1 5 5
P(—=1)=[a- (=17 +b-(=1]-(=1-=3)=(-4)-(a—bh) = —Z:a—b—f RestandoZb—3—7 2b—5=>b =7
Simplifica los siguientes polinomios.
AKX -2)x+2)-x—-3)x+3)—-—x2x+1) -4
b) 06 + 2x + 1) (x* — 2x* + 3x* + 1) — x* + 2X°
A—2Dx+2)—x—=-3K+3)—x2x+1)—-4=xX—-4—-—xX+9—-2%—x—-4=-2—x+1
D) +2X+ 1D =243+ 1) X +2¢=xX—2+3x+ X+ 20—+ 6+ X+ X' — 2+ 3¢+ 1 — X+ 2¢ =
=6x°+4x* + 2x + 1
Calcula los valores de a y b necesarios para que se cumplan estas igualdades.
a) X =5 +4x* —3x—2=(x—2)0"+ ax® + bx> + 2x + 1)
b) x* — x> —2x* —4x* + 4x + 8 = ()* — x — 2)(x* + ax® + bx — 4)
Multiplicamos e igualamos los coeficientes:
a) k=2 +ad+bl+ 2+ 1) = +ax + b+ 2% +x— 2 —2axX = 2bX¥ —dx—2 =X+ (a—2)x' + (b — 2a)x’ +
+ Q2 —2b)x* —3x — 2
a—2=0=a=2
b—2a=-5=2b-2-2=-5=b=-—1
2 — 2b = 4. Vemos que es correcta con los valores que habiamos obtenido.
b) () —x—2)(*+ax*+bx—4)=x*+ax’+ b —4x —xX —ax' — b +4x— 2" —2a® —2bx+8=x"+(a— 1)x —
— @+ 2"+ (b —2a— @4+ bx*+ (4 —2bx+38
a—-1=-1=a=0
—a — 2 = —2 sirve de comprobacién.
b—2a=0=>b=2a=b=0
—4 — b = —4 sirve de comprobacion.
4 — 2b = 4 sirve de comprobacion.
Halla un polinomio de segundo grado, R(x), que cumpla R(1) = 5, R(—1) = 9 y R(0) = 4.
R(x) sera de la forma R(x) = ax* + bx + ¢; veamos qué valores toma en cada punto:
R(1) =al’+b-1+c=a+b+c=5 Sumamos 2a+2c=14=2a+2-4=14=2a=14—-8=2a=6=a=3
R(=1)=a(=1)?+b-(=1)+c=a—b+c=9 ;Resto:2b=—-4=b=—
R(0)=a0’+b-0+c=c=4 c=4
El polinomio resultante es: R(x) = 3x* — 2x + 4
Observa la grafica de y = f(x) y halla las raices del polinomio f(x) = x* + 2x — 3.
Y Las raices de este polinomio coinciden con los puntos de corte de la grafica con el eje OX, es

deci, x =1yx = —3.

fix) =x>+2x—3
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2.78 Estudia el signo de este polinomio por el procedimiento que se indica a continuacion.
Qx) = (x + 2)(x — 1)(x — 3)
a) Encuentra sus ceros.
b) Divide la recta real en los intervalos que tienen por extremos esos ceros.

¢) Elige un punto en cada uno de esos intervalos y calcula el valor numérico de Q(x) en ese punto. El
signo de este valor numérico es el signo de Q(x) en todo el intervalo.

a)Cerosenx = =2, x=1yx =3

b) Intervalos x = =2, =2 <x =1,1 < x = 3, x > 3 (la respuesta no es Unica, ya que el valor =" se puede considerar en
un intervalo o en el siguiente)

) Aunque el punto elegido y el valor obtenido en cada intervalo no tienen por qué coincidir, el signo si.
x=-3 Q(-3)=(=3+2)(-3—-1)(=3-3)=(=1)"-(=4) - (—6) <0 = para x = —2 Q(x) es negativo.
x=0 Q) =0 +2)0—10—-3)=2-(=1)-(=3) >0 = para —2 < x = 1 Q(x) es positivo.
x=2 Q=2 +2)2-1ND2-3)=4-1-(-1)<0=paral < x =3 Q(x) es negativo.
x=4 Q4) =4 +2)(4—-1)4—-3)=6-3-1>0= parax > 3 Q(x) es positivo.

2.79 La expresion que nos da la posicién, s, de un objeto que sigue un movimiento uniformemente acelera-

do es: s(t) = %atz + Vot + S,

Donde a es la aceleracion; v,, la velocidad inicial; s, la posicion inicial, y t, el tiempo.

a) ¢Puede el polinomio M(t) = 5¢ + 6t + 3 describir un movimiento uniformemente acelerado? Identi-
fica en, caso afirmativo, los valores de a, v, y s,.

b) {Puede el monomio T(t) = 4,9¢ corresponder a un cuerpo que se deja caer en el vacio? ;Por qué?
¢Cual es el valor de a en este caso?

a) M(t) puede identificar un movimiento uniformemente acelerado donde

%a=5:a=10;v0=6;50=3

b) Vamos a identificar los valores.

%a = 4,9 = a = 9,8 (valor correspondiente a la gravedad)

v, = 0 (parte de velocidad inicial nula)
s, = 0 (cuando comienza a caer no ha recorrido ninglin espacio)

2.80 Un Ayuntamiento quiere construir un deposito metalico de agua.

Disponen de una pieza cuadrada de metal de 20 x 20 metros de la que cortan cuatro cuadrados de lado x
en las cuatro esquinas, y levantan los cuatro rectangulos resultantes para formar los laterales del depésito,
soldando las esquinas.

a) ¢Qué polinomio V(x) expresa el volumen que puede acumular el depoésito?
b) Halla los valores numéricos de Ven x =0, 1, 2, 3, 4, 5y 6, y después dibuja los puntos [x, V(x)].
¢) ¢Podrias averiguar para qué valor de x el depésito tiene el maximo volumen?

a) Area de la base: (20 — 2x) - (20 — 2x); altura: x = V(x) = (20 — 2x)* - x
== b) x=0=W0)=@20—2-02-0=0 ’
X=1=V1)=Q20—2-17-1 =324 y=x- (20242
. . X=2=VQ2) =@20—-2-27-2=512
X=3= V@) =@20—2-3¢-3 =588
zom x=4=V(d) = (20 —2-47-4=576
X=5= V5 =@20—2-5-5 =500 L
X=6=W6) =(20—2-6? 6=38 o 1 X

¢) En la gréafica podemos apreciar que cerca de x = 3 el volumen del depésito es maximo.
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REFUERZO

Operaciones con polinomios
2.81 Dados los polinomios P(x) = 3x> — 4x> + 10x — 5, Q(x) = 6x* — 5x* + 8 — 5y R(x) = —x*> — 3x + 8,
aplica la propiedad distributiva y calcula estos productos.
a) P(x) - [Q(x) + R(x)]
b) Q(x) - [R(x) — P(x)]
a) P(x)-[Q(x) +R(X)] = P(x)- Q(x) + P(x) - R(x) = (3x* — 4x* + 10x — 5) - (6x* — 5x° + 8x — 5) + 3x* — 4x* + 10x — 5) - (—x* — 3x + 8) =
=18x" — 15x°+ 24x* — 15x°* — 24x° + 20x* — 32x* + 20 + 60x° — 50x* 4+ 80x* — 50x — 30x* + 25x* — 40x + 25 — 3x° — 9x* + 24x* +
+4x" +12x*—32x* — 10x* — 30x* + 80x + 5x* + 15x — 40 = 18x" —39x° + 77x° —61x" + 4> + 43x* + 5x — 15
b) Q(X) - [R(X) — P(x)] = Q(x) - R(x) — Q(x) - P(x) = (6x* — 5x* + 8x —5) - (—x* —3x+ 8) — (6x* —5x* + 8x —5) - (3x* — 4x* + 10x — 5) =
=(—6x°— 18x> + 48x" + 5x° + 15x* — 40x® — 8x*> — 24x* + 64x + 5x* + 15x — 40) — (18x” — 24x° + 60x° — 30x" — 15x° + 20x° —
—50x* + 25x% + 24x" — 32, + 80x> — 40x — 15x° + 20x> — 50x + 25) = (—6x° — 13x° + 63x* — 48x* — 19x* + 79x — 40) — (18x” —
—39x° + 80x° — 56x" — 22,3 + 100x* — 90x + 25) = —6x° — 13x° + 63x* — 48x* — 19x* + 79x — 40 — 18x” + 39x° — 80x® + 56" +
+22x° —100x* + 90x — 25 = —18x’+ 33x°* — 93x° + 119x* — 26x° — 119x*> + 169x — 65

2.82 Completa la siguiente division de polinomios en tu cuaderno rellenando los coeficientes que faltan.

2+ [ b+ [ — ax +1 | X — x+2
- + e + e Cx + [Cx
XX — X - 4x+1
—[ b + [+ [ Ix
+ b +[x +1
Aplica la prueba de la division para comprobar que la has realizado correctamente.
2¢ 4 (=1F + 3% — dx + 1 |x2—x+2
-2¢ + 28 —4x 2%+ x
+ X = X —4x+1

- X + X -2

—6x + 1

dX)-c) +rx)=—x+2)- 2%+ x)+(—bx+ 1) =2+ -2 — X+ 4+ 2x—6x+1=2x"— x>+ 3x —4x + 1 =D(x)

2.83 Utilizando la regla de Ruffini, averigua si (x — 3) es factor del polinomio P(x) = x* — 4x* + 8x — 15.
¢Tiene mas factores dicho polinomio? ;Por qué?

1 —4 8 —15 Obtenemos resto 0, es decir, (x — 3) es factor de P(x)
3 3 -3 15 El cociente queda: x¥* — x + 5.
| 1 -1 5 0 Resolvemos: x> — x + 5 = 0.

+ 2 _ . . \/ —
X= 1= V1 7 14 -5 _ 1= 5 19. No existe solucién; por tanto, P(x) solo tiene un factor de primer grado.

Identidades notables

2.84 Desarrolla estas expresiones.
a) (4x%y® — 5y°t) o (2x — 3y)
b) (-3 + 6b°c?)? d) 5z + 7y?t) - (5x°z — 7y*t)

Ay — 517 = 16Xy + 25/ — 40Xyt
—3 + 6b°c")* = 9 + 36b°¢ — 36b°

2x — 3y = 8x* — 36x°y + 54xy* — 27y
50z + 7yt - (5x°z — 7y*t) = 25x°2% — 49yt

a
b
C
d

= — = -
—_— e~~~
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Raices y factorizacion de polinomios
2.85 Indica si los valores x;, = 2 y x, = 1 son raices del polinomio P(x) = x* + x* — 7* + 7x — 6.

PQ)=22+2"-7-24+7-2—-6=32+16—-56+ 14 — 6 = 0; x, = 2 es raiz de este polinomio.
P)=1"+1"=-7-®4+7-1-6=1+1—-7+7—-6= —4 x,=1no es raiz de este polinomio.

2.86 Halla el polinomio de cuarto grado cuyo coeficiente principal es 3 y que tiene por raices x, = 1 (raiz
doble), x, = —2 y x; = 4. Desarrollalo.
B3 — 1N+ 2)x —4) =30 —2x+ N —2x—8) =3 —2¢ -8 — 2 + 4> + 16x + X¥* — 2x — §) =
=3 — 4% — 3¢+ 14x — 8) =3x* — 12 — 9% + 42x — 24

2.87 Factoriza los siguientes polinomios.
a)x* —x* —5x — 3
b) 3x* — 5x> — 33x* + 23x — 12

AP =x—-xX-5x-3=K+1)-0—2x—-3)=Kx+1)-xx+1)-x—3)=Kx+1?%-(x—3)
‘1 -1 -5 -3
—1

_ 2 9y 3 _2+xV22—4-(=3)-1 _2+V4+12 _2=*4 3
1 2 3 X —2x—3=0=x= = == <_1

2-1 2
|1 -2 -3 0

b)Q) =3x =5 —33x% +23x —12=(x+3) - 3% — 14+ —4) =Kx+3)-x—4) -3 —2x+1)

3 -5 -33 23 —12 3 —14 9 -4
=3 -9 42 27 12 4 12 -8 4
| 3 —14 9 -4 0 | 3 -2 1 0

2_42.3. \/_
3x2—2x+1=0:x=Zi 22_34 3 1:2i6 8:Notienesoluci(')n.

AMPLIACION

2.88 En un hexagono regular de lado x, ;qué polinomio determina la expresiéon de su area?

En un hexagono regular, el radio y el lado coinciden. Con estos dos datos y sabiendo que
la apotema corta el lado en su punto medio, podemos aplicar el teorema de Pitagoras:

2 2 2
x2=a2+<§ =>x2=a2+%:az=x2—%=>az=%xz:aa:—\fx
3
6x - ——x
k A=—2 :—3\/—x2
2 2

NS

2.89 Halla el polinomio de tercer grado que cumple estas tres condiciones.
¢ Su coeficiente principal es 8.
¢ Es divisible por 2x* + 1.
¢ El resto de su division entre (x + 2) es 56.

En este polinomio, un factor es (2x* + 1); para que su coeficiente principal sea 8, multiplicamos el factor por 4. Por Gltimo, para
que tenga grado 3 deberemos multiplicarlo por un binomio de grado 1 de la forma (x + b), quedando:

P(x) = 4(2x* + 1)(x + b).
Aplicamos por Ultimo el teorema del resto para calcular b:

i—£:>b=£+2:>b=£

P(—2)=4(2~(—2)Z—|-1)(—2+b)=4'9(—2—i—b)=36(—2+b)=56:>—2+b=36—9 9 9

Entonces, P(x) = 4(2x* + 1)<x + %)
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290 Demuestra que el polinomio x* + 4x®> + 6x> + 4x + 1 no toma valores numéricos negativos para
ningun valor de x.

Factorizamos el polinomio usando Ruffini y observando que aparece el cubo de un binomio:
1 4 6 4 1
-1 -1 -3 -3 -1
13 3 1 0

PX) =x"+4¢+06x+d+1=Kxx+1D-0+3x¥+3Xx+1)=Kx+1)-Kxx+1°>=Kx+1)°

Un namero elevado a cuatro nunca puede ser negativo.

291 Si N(x) = 8x* + ax* + 54x + b, calcula a y b para que N(x) sea un cubo perfecto. En ese caso, ;qué
polinomio al cubo da como resultado N(x)?

8 +ax* +54x +b=@2x+ % 2x +® =8¢+ 120 + 6¢x + ¢

Igualando coeficientes:
6=5%4=c=9=c= *3
12c=a=12-3=a=a=36012-(-3)=a=a= —36
b=c=b=276b=-27
N(x) = 8¢ + 36x* + 54x + 27 = (2x + 3)° 0 N(x) = 8¢ — 36x* + 54x — 27 = (2x — 3)®

2.92 Demuestra que la suma de la unidad mas la suma de los cuadrados de tres nimeros consecutivos es
divisible entre tres.

T+X+ X+ ++2 =1+ +X+2x+1+X +4x+4=3x+6x+6=3(x+ 2x+ 2) = Es miltiplo de 3.

2.93 Halla a y b para que T(x) sea divisible entre A(x) en estos dos casos.
a)TX) =3+ ax*+ bx+ 9y A(x) =x*—9
b) T(x) = 2x* + ax® — x> + bx — 1y Ax) = x> — 1

a) Ax) = X — 9 = (x + 3)(x — 3); tendra que ser divisible entre (x + 3) y entre (x — 3).

T3)=3-3*4+a-3’+b-3+9=81+9a+3b+9=9 +3b+90=0 :Sumamos18a+18=0;a=—1
T(—3)=3-(—3P+a-(—3+b-(—3)+9=-81+9% —3b+9=9% —3b—-72=0 Resto: 6b + 162 =0; b = —27

b) Alx) = x¥*— 1 = (x + 1)(x — 1); tendra que ser divisible entre (x + 1) y entre (x — 1).

2- 1 +a-P=17+b-1-1=2+a—-1+b—-1=a+b=0 } Tiene infinitas soluciones, la

(1) =
T(—1=2-(-1)*"+a-(—1P—=(-12+b-(-1)—1=2—-a—-1-b—-1=—-a—-b=0 Unica condicion serd: a = —b

2.94 Completa en tu cuaderno esta division.

‘ -1 [] 1 [ Llamamos (x — a) al divisor y -1 [ 1 [] Obtenemos la ecuacion
completaremos las cantidades _ 1+ 2= -3
L] Eigupe que nos sea posible. a a 2 —3a Entonces, a = —2
0 2 -3 -a -1 2 -3 -4
-1 2-2 1 —4-6 -1 0 1 —=10
-2 2 —4 6 =2 2 -4 6
-1 2 -3 - | -1 2 -3 —4
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Factoriza el numerador y el denominador para encontrar una expresion simplificada de la fraccion

algebraica E ; si L(x) = 3x* — 16x* + 17x — 4y R(x) = 2x* — 13x* + 23x — 12.
L) = 3¢ — 168 + 17x — 4 = 3(x — 1)(x — 4)<X_%)

3 16 17 -4
1 3 —13 4 3¢ —13x+4=0=x=
3 -13 4 0

132V13’-4-4-3 13 +1/169 — 48 3+11<
2-3 B 6

RO = 2¢ — 13¢ + 23x — 12 = 2(x — )(x — 4)(,(_%)

1 2 -1 12 2 —1x+12=0=x= 77 1
2 -1 12 0

1 1
L _ 3= = ax 3 _ o(-3) T

RO 3
vl d) 4y

(x)
Estudia el signo del polinomio P(x) = x* + 3x*> — 10x segun el proceso de la actividad namero 78.

2 13 23 -12
M2 VI —4-2:12 11¢V121—96_11¢5<64
L
4

P(x) = x* + 3x* — 10x = x(X* + 3x — 10) = x(x — 2)(x + 5)
—3*+V3—-4-1-(—10) —3+19+40 —3+7<
-5

X+3x-10=0=x= T = 5
Six< —5= Por ejemplox=—6=P(—6) = (—6) - (—6 —2) - (—6 +5) = (—6) - (—8) - (—1) < 0= P(x) es negativo.

Si =5=x<0=Por ejemplox = =1 = P(—1) = (=1) - (=1 = 2) - (=1 +5) = (=1) - (=3) - (4) > 0 = P(x) es positivo.
Si0=x<2= Porejemplox=1=P1)=(1)-(1-2)-(1+5)=(1)-(=1)-(6) <0= P(x) es negativo.

Six =2 = Porejemplox=3=P3)=(3)-3—-2)-3+5 =(3)-(1)-(8) > 0= P(x) es positivo.

La grafica de la funcién polinémica y = f(x) es la siguiente.
¢Cual de los siguientes puede ser f(x)? Y
a)fx) =x*—-4x*+x+ 6

b) f(x) = x> — 4x
Qf(x)=x*-3x*-x+3 1

0 X
La grafica corta el eje OXenx = —1,x =1y x = 3. !
afm=1"r—-4-"+1+6=1-4+1+6=4+0. fx)

No corresponde.
b) (—1) = (=1 — 4 - (—1) = —1 + 4 # 0. No corresponde.
Qfi-1)=(-1P-3-(-1)Y+1+3=-1-3+1+3=0
fy=1"-3-17"-14+3=1-3-1+3=0
f3)=3-3-33-3+3=27-27-3+3=0
Corresponde con la gréfica.

La suma de las raices de un polinomio de grado 2 es 2, y su producto, —3. ;Cual es el polinomio
sabiendo que su coeficiente de grado 2 es 1?

Sera de laforma(x —a) - (x — b) =x>* —ax — bx + ab= x> — (a + b)x + ab.
Sabemos quea + b =2,ya-b = —3.
Sustituimos: x> — 2x — 3.

Si M(—1) = 5, M(%) =5, M(—-4) = 5y M(12) = 5, y el grado de M(x) cuatro, ¢cual es su expresion?
Buscamos un polinomio de grado 4, que se anule en —1, 17 —4, 12, y le sumamos 5 para que en esos valores su valor sea 5:
Mx) = (x + 1)<x - %)(x +4x —12) +5



PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

2.100 Transformaciones en una fraccion

Dada una fraccion inicial cualquiera, realizamos las siguientes transformaciones sucesivas.

a) Aplica las transformaciones a las fracciones: FRACCION
INICIAL
1 4 7 |
35 7Y 70 [ l
b) ;Qué relacién verifican las fracciones inicial y final? ~ , _ (FRACCIONY* _ FRACCION 5 FRACCIONY®
INICIAL INICIAL INICIAL
Demuestra, a partir de una fraccién genérica B | |
I
la conjetura que has obtenido en el apartado anterior. )
FRACCION _ A
FINAL = B

1
/3\ /10\
1_8 B=3+1=4 _10_ 7 _51 10 17

A=3-373 AT 7070 b= +1=7
\ . \ ™
A_3_2 A_T10 _51-7 _ 3
B 4 3 B 17 70-17 10
7
a1 2 s 1 _ 3
Relacién: 1 33 Relacién: 1 0~ 10
4
/3\ /X\
Y
a=2-2-2 B=2+1=2" A-r-x=1~ =41 =21
\Lg / 1 =% \ /
A 200 4 1 A X 1—x _ (1+x00-x _
A_&2 _ 4 _ 1 == = = 1—x
B 9 20 5 B xX+1 x+1 1+
n X
- 4 1 .
Relacion: 1 — =% Vemos que se cumple la relacion.

2.101 Cambio de dimensiones

Esther, Elvira y Emilia han heredado de su abuelo
el terreno que aparece en la figura, que tiene
forma cuadrada de lado a.

A Esther le corresponde la franja vertical de x me-
tros; a Elvira, la franja horizontal de y metros, y a
Emilia, el resto.

Escribe mediante polinomios las siguientes medidas.
a) La superficie de terreno correspondiente a Emilia.

b) El area que heredan Esther y Elvira. Calcula la
relacion entre estas dos areas si el terreno inicial
tiene de lado 100 metros, y las anchuras de las
franjas son de 30 y 40 metros, respectivamente.

a) Esther: ax
Elvira: y - (@ — x)
Emilia: (@ — x) - (@ — )
b) Esther = 100 - 30 = 3000 m’
Elvira = 40 - (100 — 30) = 2800 m?
Emilia = (100 — 30) - (100 — 40) = 4200 m?
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AUTOEVALUACION

Transcribe las dos siguientes expresiones verbales al lenguaje algebraico.
a) La multiplicacion de tres nimeros consecutivos.
b) El perimetro de un rectangulo de base b y altura h.

ax-x+1-x+2
b) 2b + 2h

Calcula el valor numérico del siguiente polinomio para x;, = 2y x, = —1. P(x) = ; -2(x* - 1)
3

PO =% -2~ 1) =4-2-3=-2

(=1 _

A1) = 5

Si Px) =3x* — 2x + 4, Q(x) = —2x* — x> + 5x — 1y R(x) = x* — x* + 4x* + 3x — 2, calcula estas
operaciones.

a) P(x) — Q(x) + R(x)

b) P(x) - [Q(x) + R(x)]

¢Qué grado tienen los polinomios resultantes?

a)PX) —QX) +RX) =B —2x+4) — (-2 — X +5x— N+ K=+ +3x—2) =3 -2+ 4+ 2% + X —5x+ 1 +
+X =X +A4C+3x—2=xX+xX+8—4x+3 = Grado 4

b) P(x) - [Q() + R =(BX —2x +4) - [(=2X =X +5x = 1) + (X' =X + 4’ +3x = 2)| =3¢ —2x + 4) - (X' — 3%’ +3x +
+8x—3) =3 -0+ W+ 24— -2+ 6x —6x — 16X+ ox+ 4 —12¢ +12¢ +32x — 12 = 3x* — 11x° +
+ 19" +6x°—13x* +38x— 12 = Grado 6

Realiza las siguientes divisiones de polinomios.
a)(5x* =3+ x—-1:0¢-x-1)

b)) —2x+2): (6 +x+ 1)

¢Podrias aplicar la regla de Ruffini? ;Por qué?

a) S5 —3x%+ x—1 X —x—1

—5x* + 5x* + 5x 5x
2+ 6x — 1
b) 4% —2X+ 2 X+ x+ 1
—4x — 4 — 4x 4x — 4
— 4x — 6x + 2
4¢* + 4x + 4
—2X+ 6

No se puede aplicar Ruffini porque los divisores no tienen grado 1.

Realiza las siguientes divisiones aplicando la regla de Ruffini.
a) (2 +4x* —5x—3): (x — 2)

b) () —3x*+4x — 2) : (x + 3)

Indica los polinomios cociente y resto.

a) 2 4 -5 -3 b) 1 0 -3 4 -2
2 4 16 22 -3 -3 9 —18 42
2.8 11 19 |1 -3 6 -14 40
Cociente: 2x* + 8x + 11 Cociente: x> — 3x* + 6x — 14
Resto: 19 Resto: 40



2.A6 El desarrollo del cuadrado del binomio (3ab — c)* corresponde con:
a) 9a*h* — & b) 9a’b?> — 6abc + & c) 9a*bh* + 6abc + &

Solucién: apartado b)

2.A7 Indica a cual de las siguientes expresiones corresponde el desarrollo de la suma por diferencia

(2xX%y + 3y*z)(2x*y — 3y*2).
a) Ax'y? + 9y*Z2 b) 4x’y — 9y’z Q) Ay — 9y

Solucion: apartado c)

2.A8 Calcula el valor que debe tener k para que el polinomio P(x) = x* + kx* + x* — 4x> + x — 4 sea

divisible entre (x — 4).

PA)=4+kd*+ 4 —4-4+4—4=1024 + 256k + 64 — 64 +4 —4=1024 + 256k = 0= 1024 = —256k=k = —4

2.A9 ;Es (x + 1) un factor del polinomio x’' — 1? Razona tu respuesta.

P(—=1) = (—=1)" —1= -1 —1 = —2 # 0; por tanto, no es factor.

2.A10 Factoriza los siguientes polinomios.

a) P(x) = 6x> + 13x> — 13x — 20 b) Qx) = x* + x* = 5x — 11x — 6
s 2 _ ) _ 4 5
a) Px) =6x+13x"—13x—20=(x + 1)(6x* + 7x — 20) = 6(x + 1) -3 x+5
‘6 13 —13 =20 6XX+7x—20=0 = 16 4
-1] -6 -7 20 _ —7+\7—4.6-20 -7+\/49+480 —7+23 , 12 3
‘6 7 =20 0 = X= 2-6 - 12 D) —30 _ -5

12
b) Q) = (x + N — 5x — 6) = (x + Nl + N’ = ¥ + x — 6) = x + 1)’x — 2)(¢ + x + 3)
1 1 0 -5 —11 —6 1 0 0 -5 —6
-1/ -1 0 0 5 6 1] -1 .1 -1
10 -5 -6 0 1 -1 1 6 0
b1t 1=t 15413 -1y
2 2 2 6 X2+X+3:0:> X = — 21 = _2
T 1 30 No tiene solucién.

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS
¢La calculadora se equivoca?

Fijate en esta operacion: 123987 456> — (123987 455 - 123987 457)

Comprueba que si utilizas tu calculadora para resolverla directamente obtienes una solucion y si la simplifi-

cas previamente obtienes otra distinta. ;Por qué ocurre esto?

En una calculadora convencional no podremos introducir cifras tan grandes, por lo tanto tendremos que redondear, o redondeara la

propia calculadora segln el modelo, y de este redondeo vendran los errores.
Para resolverlo se tiene que tener en cuenta que si:
123-987-456 = a
123-987:455 = a — 1
123-987-457 = a + 1
Haciendo operaciones algebraicas:
A=a—-@—-Na+N)=a—-@—-1)=a—-a+1=1
Luego A = 1 independiente del valor de a.



3 ECUACIONES Y SISTEMAS

EJERCICIOS PROPUESTOS

3.1 Resuelve las siguientes ecuaciones.

X | X 2x+3  7x-5
a) Z + E =20 9] 3 + 2 =7
X 2 x-1 2x—1) 3(2-x)
b) (Z 1>§ 5 2x d) 1 = = 5
X | X _
a) Z + g =20
M.c.m. de los denominadores 4 y 6: 12
Se multiplica la ecuacion por 12: 3x + 2x = 240
Se reducen términos semejantes: 5x = 240
Se divide por 5: x = 48.
X 2 x—1_ x—4 2 x—-1_
b)(z—'])?— 2 =2X= 2 3 2 = 2X
e o X—4 1T x—1 x—4 x—-1_
Se simplifica: 3 3 5 = X = 6 5 = 2x
Se multiplican por 6 la ecuacion: x — 4 — 3x + 3 = 12x
Se reducen términos semejantes: —1 = 14x
. .
Se divide por 14: x = 1
2x+3 | ITx—5
Q) 3 + T 7
M.c.m. los denominadores 3y 4: 12
Se multiplican la ecuacion: 8x + 12 + 21x — 15 = 84
Se reducen términos semejantes: 29x = 87
Solucién: x = 3
2 —1) 32 —x)
d1 - 5 = 5
1o B2 O K 10— g+ 4 =30 - 1K= 11X = 162 x = 12
3.2 Calcula la soluciéon de estas ecuaciones.
a)x*—10x+24 =3 )—x>+2x=0 e)2x — 6 = 2x(x + 2)
b)5x2—9% +4=0 d) x(2x —5) =6 — x f) x> — 9 = —2x?
10 = V(=100 —4-1-21 \/
a)x’=10x+24=3=x>—10x+21=0 X= ( 2‘)1 :1012 16:102i4: <§

9+1\/(-97 —4-5-4 1
b)5x2—Ox+4=0 x= (=9) —9i1:<

= 8 4
25 10 05
Q—x*+x=0=x(—x+2)=0;x=00x=2

A x2x—5=6—x=2X>-5x=6—x=>2x—4x—6=0=x—2x—3=0

2\ —41-(=3) _2+4 /3
- 2 72 ‘<—1

X

X —6=2X+2)=22X—6=2X*+dx=>%*+2x+6=0=x+x+3=0

—1+\17—4-1-3 _1x=V-n
2

2-1

No tiene solucion.

fx?—9=-2=3x=9=x'=3=x=*\/3
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3.3 Resuelve las siguientes ecuaciones.

a)x*—5x2+4=0 d)x*—64x3=0
b) x* —10x*+9=0 e)4x*+8x=0
c) x* — 26x* = —25 )3x) —12x*+ 12x =0

axt=zx'=22=2-5+4=0

5+V(-57—-4-1-4 5+3 <4:>x2=4:>x= *2
zZ = — —

2-1 2 \1=xX=1=x==*1

b)x*=zx*=2422—-102+9=0

_10£V(-107-4-1-9 _10+8 _[9=x=9=x=19
21 2 1o =1=x=1

OxXl=z=x'=2472"—-262+25=0

26+\(—26F—4-1-25 26+ 24 <25:>x2=25=>x=i5
Z = p— =
21

2 1=xX=1=x= =1

XK —-64)=0=x=0=>x=00x*=64= x=4

e)dx(x+2)=0=x=00x= -2

4+\(-4F —4-1-4 40

N3xx> —4x+4)=0=x=0 0 x= 77 = = 2 = Raiz doble
3.4 Halla las soluciones de estas ecuaciones.

ax>+2x>—-x-2=0
b)x* —6x>+3x+10=0
a) |12 -1 =2 P(x) = (x — 1)(x* + 3x + 2)

1 2 3V 412 341

13 2 o " 2-1 “T 2 T\-
Soluciones: x = 1,x= -1y x= =2
b) 1 -6 3 10 P(x) = (x + 1)(x* — 7x + 10)

-1 =17 -10 L IEVED 4110 73 5

1 -7 10 o0 21 2 2
Soluciones:x = =1, x =2y x=5

3.5 Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones racionales.

2 2 —x
a);_x+3_‘I

X 2
b)x+1 x+2_3

2+3) 2 -—xx  x(x+3)

- = X+6—2x+xX=x"+3x=3x=6 =2
a)x(x+3) x(x + 3) x(x+3):>x X=X X= =X
+2 3x + 1)x — 2

S N 1k N k)| S NP WP WP S S TP S 3 S-S

x+Nx+2 G+DXx+2)  x+1x+2)

5\ —-42-4 _5+4/7

X = 33 = 2 = No existe solucion.




3.6 Resuelve estas ecuaciones radicales.
a)Vx*+5x+1=x+2
b) V40 — x* + 4 =x
AOV2x—1+\Vx+4=6
d)\V6 +x +2x=-2
a)(‘\/x2+5x+‘|)2=(x+2)2:>x2+5x+‘| =xX2+4x+4=x=3
Comprobacion: \/3? +5-3+1=3+2

b) (VA0 —x?) = (x — 4P =40 —xX* = x* — 8x + 16 > 2x* — 8x — 24 = 0
4= V(=4 —4-1-(-12 4i8_<6

2 __ _ — = =
X dx —12=0=x 31 3

Comprobacion: x = 6 = \/40 — 6> + 4 = 6 = Si es correcto.
x=—-2=140 — (—2)*+ 4 # —2 = No es correcto.

OV —1)=(6-Vx+a)=>2x—-1=36-12Vx + 4+ x+4=(12Vx+4) = (41 — xp

144(x + 4) = 1681 — 82x + x> = 144x + 576 = 1681 — 82x + x> = x> — 226x + 1105 =0

226 = \/(-226” — 4-1-1105 226 + 216 _ <221
21 T2 —\5

Comprobacion: x = 5 = \V2-5—1+1/5+4=6=Sies correcto.
Xx=221=12-221 —1+1/221 + 4 =21 + 15 # 6 = No es correcto.

DV +x =(-2- 20 =6+x=4+8x+ =4 +Tx—2=0
T/ 1
7T +\VP-4-4-(-2) -7+9 < 2

X= 2-4 -8

WA TN PO IS - T
ComprobaC|on.x—4: 6+4+24—2+2—3:Noescorrecto.

Xx=-2=V6—-2+2(-2)=2— 4= —2= Sies correcto.

3.7 Resuelve las siguientes ecuaciones.

a) 2 log,x =10
b) log, 625 = 4
c¢)3logx = -6
dIinB-x)=0

a)2log,x =10=log,x =5=x=2>=x =32

b) log, 625 = 4 = x* = 625, luego x = 5
3logx=—-6=logx=—-2=x=10"2=x= 0,01
dINB—Xx=0=23—x=1=2x=2

3.8 Encuentra la soluciéon de estas ecuaciones.
a) logx + log50 = 4
b) logx + log100 = 0
c) logx®* — 2 logx = log 10
d)log3x-1=0

a) log50x = 4 = 50x = 10" = 50x = 10000 = x = 200
b) logx 4+ log100 = 0 = logx = —log100 = logx = =2 = x = 102 = x = 0,01

3
q) logx® — 2 logx = log10 = Iog%= log10 = logx = log 10; luego x = 10
d) log3x =1 :>10=3x:>x=?
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3.9 ¢Es correcto el proceso de resolucion de estas ecuaciones? En caso contrario, indica el error.

x + 1 X+ 1
> )=Iogx:><T>=x:>x+1=2x:>x=1

b) log(x — 2) - log2 = logx = log(x —2)’ =logx=> (x -2\ =x=>x>-5x+4=0=>x=4,x=1

a)log(x + 1) — log2 = logx = Iog(

a) Correcto.
b) Error: log (x — 2) - log2 # log (x — 2)?

3.10 Encuentra la solucion de estas ecuaciones.
a)4 - 5 =500
b) 5 - 5* = 2500
C) 6**2 = 46656
d) 73" =567

a4 -¥=50=5=15o5==x=3

b) 5 - 5% = 2500 < 5 = 500 < logs (5%) = log; 500 < 2x = logs 500 <> x
06¥ " =46656=06"""=0Fo2xx+2=6b=o2x=4x=2

d)7 -3 "=57T=3F "=81=3F "=3F=esx—1=4=x=5

_ log500
~ 2 -log5

3.11 Resuelve estas ecuaciones exponenciales.
a)2*+ 2**' =384
b) 5 + 5**' + 5**2 = 775
9 —-10-3**""+81=0
d4—-9-2"=-20
aA2+2-2=3-2c(1+202=3-2"2=20x=1

b)5+5-5+25-5=75<(1+5+25 -5=75=31-5=7155=25x=2
0(3)*—=10-3-3"+ 81 =0; Llamamos ¥ =u < u? —30u + 81 =0

C30+=\(-30f-4-1-81 30+24 [21eF=2eF=3Fox=3
U= 21 T2 T\ 3e3¥=3o03=3ox=1

d) (29 —9-2"= —20; Llamamos 2 = u < u’> — 9u + 20 = 0

log5
log 2

9+ V(-9 -4-1-20 9+1 52 =5 log,(2) =log,5 & x =
U= 21 ~ T2 T

s =4erP=2x=2

3.12 Resuelve estos sistemas de ecuaciones lineales.
2
Tty
a)

X
3+y—5

5

b 2(2x — 1) +9=8 -3y
) 6x —y =17

)9x+8y=60 9% + 8y = 60 Sx=20=x=14
X+2y=10 7 |4x+8/ =40 " |2y=6=y =3

b){4x—2+9=8—3y:>{4x+3

y =1 2x=2=x=1
=
ox —y =17 18x — 3y = 21

—y=7-6=y=—1



3.13 Indica de qué tipo son estos sistemas seguin el nimero de soluciones que tienen.

)x—2y+3=0 b)X+2y=4
a 3x + 9 = 6y 3x —y =5
X —2y=-3
a) {3x — 6y = -9
Y Las rectas coinciden en todos sus puntos; por tanto, el sistema tiene infinitas solucio-
nes, es decir, es un sistema compatible indeterminado.
!
o X

El sistema es compatible determinado. Tiene una Unica solucion en el punto (2, 1).

3.14 Encuentra las soluciones de estos sistemas.

ol Z-¥=3 by [ =37 =1 ) [logx* +logy=6  |le9x=2=2logy
4.2*—-5.5=7 21+ 8-3¥=32 log(xy) =4 log|(—]=—1
y
¥ — 5= »=3+5 »=3+5 ¥ =5=y=1
A14.2 5. 5=714.-B4+5) - 5-5=7"]124+4-5—-5.5=72)2=3+5=8=x=3

b) 2T — = 1 27 —3-3=—1 -MN-3¥=-33=3F=3=y=1
=>2x+1_9:_1:>2X+1:8:>X+1:3:>X:2

274+ 8-¥ =T +8-3 =32
X3
Iogx3—logx=2:>I097:2:>

log x> + logy = 6 log x> + logy = 6 _ B B _
c){ log (xy) = 4 logx + logy =4 = logx’ =2=2logx=2=logx=1=x=10
logy =4 —1log10 = logy = 3 = y = 1000

2logx=0=>x=1
0=2-2logy=logy=1=y=10

d log x* =2 — 2 log y log x + logy =1
Iog(§>=—‘l :>[Iogx—logy=—1:>
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3.15 Resuelve estos sistemas.

x> —xy =6 x—-—yV-xy==6
a){x+2y=0 c){ x—y=1

3x? —y> = -1 x* =2y’ =1
b){ x>+ y*=5 d){ Xy =6

xXX—xy =6 _ [xX —xy= ' +y=6=y =1=y= =1 x=2 y=-1
a){ :02{ :>{ Xx==*2 Zlx=-2 y=1

(—x+ 1) -2+ x=6=

2 _ 2 3
c){(x_ )Z_Xy: {(X_2X+1)2_X(2X_1):6 X 2X+1 2X + x 6

% —y=1 y=2x—1 = ~1+V1-4-1-5
X+x+5=0=>x= 7
No tiene solucion.
2 -2y =1 2ty
Xt — 2y =1 oY B Yy -3=0
" T = 6 =1y Yy =
Y X_7 Llamou = y* v* = y*

S +u—-36=0=u= = -9

22 4 — =y = =2 = No tiene solucion.

-1 =VP —4-2-(-36) _1i17_<4:»y2=4:»y=¢2
2

2
=>y=2 x=30y=-2 x=-3

RESOLUCION DE PROBLEMAS

3.16 La leche desnatada de una determinada marca contiene un 0,25% de materia grasa, y la leche entera,
un 4%.

Calcula la cantidad que hay que mezclar de cada tipo para conseguir leche semidesnatada con un 1,5% de
grasa.

Cantidad de leche desnatada: x
0,25x

100

Cantidad de leche entera: y

grasa

dy
grasa 55
025x , 4y 15k +y)

100 100 100

=0,25x+4y =15+ 15y =25y =125 =>x = 2

Doble cantidad de leche desnatada que de entera.

3.17 Un peluquero quiere conseguir una disolucion de agua oxigenada al 6%. Dispone de dos botellas, una
al 3% y otra al 33%. ;Como debe realizar la mezcla para obtener la disolucion que desea?
¢Qué cantidades necesita para lograr aproximadamente un litro?

Tipo l:x  0,03x + 0,33y = 0,06(x + y) = 0,03x + 0,33y = 0,06x + 0,06y
Tipoll:y 0,27y = 0,03x = x = 9y
Nueve partes de la primera agua oxigenada por cada parte de la segunda.

Para lograr un litro: 0,9 litros al 3% y 0,1 litros al 33%.
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Ecuaciones de primero y segundo grado

3.18 Resuelve estas ecuaciones lineales.

a)—-4x+3=7x-19
—-3x

b)T+%=—5x+26

O =5(2x — 1)+ 3x—2= ~(6x— 4) +7
DT

e)X-g3+2x3—1 +%=x1—25_%
f)¥+2(—3x+1)—%=$+%

a)—4x+3=7x—19= —1x=-2=x=2

b)_Ta’)(+%=—5x+26:>—3x+2=—20x+104:>17x=102:>x=6
Q-5x—1N+3x—2=—-6x—4)+7=—-10x+5+3x—2=—-6x+4+7=>x=-8
X3 - 9 6ax — 3) = 95k + 1) = 64x — 48 = 45x + 9 = 19K = 57 = x = 3

S5+ 1 16 B = 4 IR

x+3  2x—-1 1 _x-5 2 y — Yy _ - _ - _
e) 6 + 3 +Z_ o 3:>2x+6+8x 4+3=x—-5-8=2>%=—-18=x= -2
3(x — 2) 2 4 +3 16

f) 5 +2(_3X+1)—§—T+?

I —18—-90x+30—6=—-4x+3+80= —T7Ix=71=>x=—1

3.19 Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado con paréntesis y denominadores.
a) 3(2x — 5)+8x—6=§—(5x+3)

b)@—2(2—3x)=8x—1—2(x+3)

- —4x + 2
X 4—4(—2x+1)—#=2(x—3)+5"2+6

(9]

6-2x—3) 8
I—— =32

a)3(2x—5)+8x—6=§—(5x+3)<:>12x—30+16x—12=x—10x—6<:>37x=36<:>x=%

3(x + 3

b) (Xz )—2(2—3x):8x—1—2(x+3)(:>3x+9—8+12x=16x—2—4x—124:>3x:—15<:>x=
x—4 (=4 +2) 5x+6 x—4 —x+2 5x + 6
Q) 3 —4(—2x+1)—T_2(x—3)+ 5 S5 +8x—4—T—2x 6+ 5
(:)2x—8+80x—40+4x—2=20x—60+25x+30@41x=20@x=%

6—2(x—3

9O 2T B 6 e = —12 X = —1

7x =4
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3.20 Clasifica en tu cuaderno las siguientes ecuaciones de segundo grado segun el numero de soluciones
distintas que tengan.

2 —
a)5x*+6x+2=0 l. 0 soluciones

b) -3x*+4x+5=0 Il. 1 solucién
Ox*—6x+1=0 lll. 2 soluciones
d)x?-—5=0

ab’—4ac=36—-4-5-2<0=2a)l
b)b* —dac=16—4-(=3)-5>0=b)lll
Qb —4dac=36—-4-1-1>0=0qll
db’—dac=0—4-(=5-1>0=dll

3.21 Calcula la soluciéon de las siguientes ecuaciones de segundo grado.
a)6x’—11x+3=0

b)x?-—6x—-7=0
Ax*—6x+9=0
d) -2x*+2x+24=0
e)3x*+x+5=0
ax>+4x+1=0

18 _3
M EVENP-4-3-6 17 [ 1202
a) x = 2.6 T2 T\ 4_1
123

6=\V(-6F—4-1-(-7) 6+8 7

: 2 1

6+ \(-67 —4-1-9

Qx= ( )' =6i0=3:>RaizdobIe.

1 i\/(—1)2 —4-1-(-12) 1+7 4
2 _ - _ _ _
dx*—x—-12=0=x= 71 = —<_3

“1TxVP-43-5 _1+1/-59

e)x = 7.3 == = No tiene solucion.
-4 =N\/F —-4-4-1 —4+0 —1 )
fyx = 4 = 3 —T:Ralzdoble.

3.22 Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado utilizando un procedimiento diferente de la
féormula general.

a)3x>?—27=0
b)x>+2x+1=0

c)—7x2+%x=0
d(x—-2-25=0

a3 =2T=x"=9=x= *3

b)x»+2x+1=0=Kx+1)?=0=x+1=0=x= —1= Raiz doble

5\ P 5 _ _ 5
c)x(—7x+?)—0:>x—00 7x+2—0:>x—14

X—2=5=x=17

d)(x—2)2=25=>{x_2:_5:>X:_3
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3.23 Halla la solucion de estas ecuaciones de segundo grado.

3x2  4x -1 2x(x—-3) 17
a5 = *

4 6 12
3x(x — 2
b)3x2—4x+5(x2—2):%+14
2x(—x +3) 5x* -2 59
2 _ - _ 2 =27
c) 6x 1+ 3 3 4x+6
3(—x + 2) —2x + 1 1
d) ——+ 4X<T> =x(=3x+ 1) - 5
e)3x—1_ 13
5 ~ 4x+5
3 -1 Axkx—3) 17
A5 "3 T 6 T
18 — 12X+ 3 =4 — 12X+ 17214 =14=x*=1=x = *1
3x(x — 2
b)3x2—4x+5(x2—2)=%+14=>6x2—8x+10x2—20=3x2—6x+28=>13x2—2x—48:0
L 2=VER a3 w250 [Py
213 26 W:T
2X(—x +3)  5x*—2 59
2 — _ 2 el
Q6x’—1+ 3 6 4x+6

36X =6 — 4>+ 12x=5x> —2 — 24> + 59 =51 +12x—63=0=17x*+ 4x — 21 =0

4+ B 417 (-21)  —4+38 <1

X:

= -4 -21
217 34 =1 =7

Ax+ 2) +4x(_zx+1>=x(—3x+1)—1—

d 5 3 2

—18x + 36 — 80x> + 40x = —90x> + 30x — 15=10x* — 8 + 51 =0

818 —4-10-51 8+1-1976

=> No tiene solucion.

2-10 20
3x — 1 13 , ,
e) = =0Bx—1)@4x+5=65=12x"+15x —4x—5=65=12x+11x—70=0
5 4x + 5
_ 2 _1.19. (— _ 2
P i\/‘l12'142 12-(=70) _ 11; 9 _ (T30 35
24 12

Resolucion de otros tipos de ecuaciones

3.24 Resuelve las siguientes ecuaciones aplicando un cambio de variable.
a)x*—13x2+36=0
b) 3x* —15x* + 12 =0
Oxt—7x*-8=0
dx*—-—2x*+1=0
e)x®*—17x*+16 =0
f) x"° -31x*-32=0

a)x*—13x*+36=0
Cambiocu=x*uv*=x*=u>"—13u+36=0

13+V(-13Y-4-1-36 _13+5 _ <9:>x2=9:>x=i3

u= 21 2

b)3x* —15x*+12 =0
Cambioccu=x*u’=x"=3u"—15u+12=0=u>—5u+4=0

A=x=4=x= %2

R (=57 -4-1-4 5+3 [1=x=1=x==1
21 2 A= =4d=x=*2
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Oxt—7x*-8=0
Cambiocu=x*u*=x"=u> —-7u—8=0

21 2

u:7i\/(—7)2—4-1-(—8):7i9:< 8 =8ox=2

dx*—23¢+1=0
Cambiccu=x*w=x*=uv>"-2u+1=0

25\(=2P—4-1-1 2+0

u= =1=x=1=x=1

2 -1 2

e)xt—17x"+16=0
Cambio:u=x*u*=x*=u> —-17u+16=0

17+ \(=17Y—4-1-16  17+15 _

“1=x=-1=x=-1

o=x'=16=x==*2

u:
21 2 <1:x“=1:x=i1

Hx®—31x*-32=0
Cambiccu=xu’=x"=u>-31w—-32=0

31 = \(=31—4-1-(-32) _31%33 _

32=x=32=x=2

u:
21 2 <—1=>x5:—1=>x=—1

3.25 Encuentra la soluciéon de estas ecuaciones por factorizacion.

a)-2x*+4x*+ 18x—-36 =0

b) 4x® — 24x* + 48x — 32 =0

) -3x*+3x*+12x* —12x =0
d)6x* —5x>—43x*+70x —24=0

Q) —2¢ + 4+ 18x — 36 = 0 —2 4 18 -36
2 -4 0 36
|-2 018 0

Soluciones: x =2, x = —3yx =3

b) 4x* — 24x*> + 48x — 32 =0 4 —24 48 —32
2 8 32 32

|4 —16 16 0

Solucién x = 2 raiz triple

¢ —=3x*"+33¢+ 12> — 12x=0 1 -1 —4 4
1 1 0 —4
1 0 -4 0

Solucionesx =0, x =1,x=2yx= —2

dyox* —5x> —43x2+70x — 24 =0
6 —5 —43 70 —24
2 12 14 -58 24
l6 7 -29 122 o0

16 _ 4
S nxVEny-4.6-4 19«5 [ 123
X= 2-6 T2 T \6 _1
1272

Soluciones: x = 2, x = —3,x = iyx = %

3

PX)=(x —2)(-2x*+18) = 2x* =18 =

=>x=9=x==*3

P(x) = (x — 2)(4x* — 16x + 16) =
=4(x — 2)(x* — 4x + 4) =
=4x —2)(x — 2> =4(x — 2)

P(x) = —3x(x> — x> —4x + 4) =
= =3 — N> —4) =
= —=3x(x — 1)(x — 2)(x + 2)

6 7 -29 12
-18 33 -12
l6 —11 4 0

-3

P(X) = (x — 2)(6x® + 7x2 — 29x + 12) =
=(x— 2)(x + 3)(6x* — 11x + 4) =

4 1
=6 —2)(x + 3)<x - §><x - ?>
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3.26

3.27

68

Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.

g4 ___6 _1 g x+2 3 _x+5
x—2 x+3 3 X*+2x+1 2 x+1
x+1 2x + 1 3 3 6 -2
b)3x—2+x+5_3 d)x+1_x+4_4x—8
a) 4 6 :l:} 12c+3)  1Bx—-2) _ x—2)x+3)

x—2 x+3 373x—-2(xx+3 3x—2Kx+3) 3(x—2kx+3)

=12x+36—18x+36=x>+x—6=2x+7x—78=0>

7\ —4-1-(-78 —7+19 6
=X = = =
21 2 -13

x+1 2x+1_ 3 2 + )(x + 5) 22x + 1)3Bx —2) _ 3(3x — 2)(x + 5)
b S Tt x5 T2 T B =2k 5 | 2B =25 2Bx—2x+5)

S2XC+H 12X+ 10+ 12 —2x—4=9%>+3% —30=5x* —29% + 36 = 0 =

=x= = =

2-5 10 05
4x + 2 3 _x+5 4k+2 3 _x+5 24x+2) | 3x +1)?  2x+ 5K+ 1)
Sy M vy Ty P A s e [P ) AT =

=S58 +4+3+x+3=2"+12Xx+10=x*+2x—3=0=

22 —41-(53) x4 1
=X= 21 -T2 _<—3
93 6 _ -2 3 6 _ -1 _
x+1 x+4 4&-8 "x+1 x+4 2x-—-2)
6x + 4)x — 2) 120 + 1)x — 2) —(x + Dix + 4)

TAUCAHN DX -2 T 2+ D+ AKX -2 26+ Nx + Hx —2)
=6x2+12x— 48 —12* +12x+ 24 = — x> —5x—4 =5 —-2% +20=0 =

29+ \/(—297—4-5-20 79+ 71 >
=X= 7.5 =~ 10 8 _4
10 5
Halla la solucion de estas ecuaciones radicales.
a)x—\/)_(—6=0
e)x+\Vx—-1-3=0
b) V8 —x=2-x
v 2 HVIx+1=2\/x+4
0 -— =1
Vx g \Vox+1-2=\x+1
d)Z\/X—1—5=%
x -1

AX—\Vx—-6=0>x—62=(\X?=x—-12x+36=x=>x—13x+36=0=

C13=V(-137-4-136 13+5 /g
=X= 2-1 “T 2 T \a

Comprobacion: x = 9 = 9 — 3 — 6 = 0 = Es correcto.
x=4=4—-2 -6+ 0= No es correcto.

b)V8—x=2-x=28-x=4-M+xX¥=x-3x-4=0=

3:V(E3P—4-1-(-4) 325 /4
—=Xx= 21 T2 T\

Comprobacion: x = 4 = \/8 — 4 # 2 — 4 = No es correcto.
x=-1=18+1=2+ 1= Es correcto.




>

Vi 2 VaVe 2 Vi

Vi = ox 2=\~ +h=x=xX - X+4=0=
X X X

>

_5*V(=5'—-4-1-4 5+3 /4
=X= 2-1 T2\
2

Comprobacion: x = 4 = \/— - % =1=Escorrecto;x = 1= \/T - \/T # 1 = No es correcto.

DN —T-5-—23_2Vx=1Vx=1 >SVx=1__ 3 _ 5 5 s5\x—1-3=

\/x—1 \/x—1 _\/x—1 \/x—1

= -5Vx—1=—-2x+5=25(x—1)=4x> —20x + 25 =25x — 25 = 4x> — 20x + 25 =
45+\/(“457—4-450 45 +35 <10

2 _ = =
=4x* —45x+ 50 =0=x 7.4 8 10_5

8 4

x=10=2V10—-1-5= %: Es correcto.

Comprobacion:
5 5 3 1 3
X=>-=2 |-—1-5%#———=2-—5+% = = No es correcto.
4 4 5 2 1
i 2

x+Vx—1-3=0=2Vx—1=3—x=2x—-1=9-6x+x=x-7x+10=0=
7EV(=7P-4-1-10  7+3 _<5

=X= 21 2 2

Comprobacion: x =5=5+ 15 —1 -3 # 0 = No es correcto; x =2 = 2 + \/2 — 1 — 3 = 0 = Es correcto.
HVIX+1=2Vx+4=Tx+1=4Kk+4)=>Tx+1=4x+16=3x=15=x=5
Comprobacion: x = 5= 1/7 -5+ 1 = 2V/5 + 4 = Si es correcto.

PgVX+T—-2=Vx+1=25+1-4\V5x+1+4=x+1=24+4=4\/5x+1=x+1=\Vx+1=

5>X+2%+1=x+1=2x¥-3=0=xx—3)=0=x=0yx=3

Comprobacion: x =0=1V0+1 -2 # \/T:> No es correcto; x =3 =153+ 1 -2 ="Y3 + 1 = Sies correcto.

Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

3.28 Resuelve las siguientes ecuaciones de tipo exponencial.

1X—3 1 X
3-Xx — X = —_— 2x __ . X -
a)6’ =216 c)3(3) (27> e) 13 6-13*+5=0
33X—7 77X—3
b)<7> =<§> d)3-4+3-4""+4"2=62 f) 10— 5. 2*"2 =950

a6 =216 "=6=3—-x=3=x=0

3 3x—7 B 7 7x —3 3 3x—17 B 3 =7x+3 B _ B
b)(7> _<§) :(7> —(7) =3x—-T7=-NX+3=21x=10=x=1

c)3x1—X73— LX:>—3X —1—=>33—3’3X=>3——3x x=—1
3) \27) T3 T T C e

d3-4+3- 4"+ 4"7=62=3-4+12-4+16-4=62=31-4=602=4=2=2"=2x=1=x=+

e)13*—6-13*+5=0; Cambio:u =13 v*=13*=u>—6u+5=0

log5
log13

u:

6V(=6'—4-1-5 6+x4 _ [5=13=5=log, 13 = log,;5 = x = log,;5 =
2-1 2 1213 =1=x=0

10 —5"1-22"2=950=10"—5-5"2.-22"2=9050=1010""2—5-100"2=950=95- 10" ? =950 =
=2102=10=>x—-2=1=x=3



3.29

Resuelve estas ecuaciones de tipo logaritmico.
a)log(x — 1) + log(x + 1) = 3 log2 + log(x — 2) \5/’

1 d) Iogx—8 =-04
b) log (x — 2) — = log(3x - 6) = log2 2

0) log,V/27 = 2x — 1

a)log(x — 1) + log(x + 1) =3log2 + log(x — 2) = log[(x — 1) - x + 1)] = log[2* - (x — 2)] =
8+V(-8'—4-1-15 8=x2 :<5

2 _ 1 — _ 2 _ — - =
=>x-—1=8—-16=x"—-8+15=0=x 71 3 3

b) log(x — 2) — %Iog(Bx —6) =1log2 = 2log(x —2) — log(3x — 6) = 2 log2 =

e) log,(x — 2) — log,(x + 2) = 1 — log,(2x — 7)

k=2, =2 ) _ ) _
|093x—6 —I092:3X_6—4:x X+4=122—-24=x"—16x+28=0=
C16=V(-16-4-1-28  16+12 /14
=X= 21 T2 _<2Novale
0 log, V27 = 2x — 1 = 9>~ 1—\/5:3““2:3%:%—2=%:20x—10=3:20x=13:x=%
5 5
8 8 - -
d) |09X4=—0,4:>4:x“:>2? 1=x’°'“:>272=x’°'“:>2’°"‘=x’°'“:>x=2
e) log,(x — 2) — log,(x + 2) = 1 — log, (2x — 7) = log, (x — 2) — log, (x + 2) = log,7 — log,(2x — 7) =
= log, ;g Iog72X7_7:>§;§=2X7_7:>(x—2)(2x—7)=7(x+2):2x2—‘I‘Ix+14=7x+14:
= 2x> = 18x = 0= 2x(x — 9) = 0 = x = 0. No es correcta y x = 9. Correcta.
Sistemas de ecuaciones
3.30 Indica el namero de soluciones de los siguientes sistemas lineales. Hallalas.
dx —y =2 y=5
a){x+3y=7 b){4x+3y—5
ax —y=2 {12x—3y=6 {x:1 3 B B
a){ _ = - =i _ 2x—y=5 6x — 3y =15 x=2
X+3y=17 X+3y=17 y =2 b){4X+3y=5 4x + 3y =5 :>y=—']
13x =13 10x =20
3.31 Resuelve los siguientes sistemas
X _ % _ x y
5 3 x-y=1 3(-2x + 1) — 4y = 3 2
y_
A x5y _ _ b’[_x+iy_s 93 L 0 s Mx, ¥
10 6 5 6 4
2
t-4-
3x — 10y = 90 = —6
_ 5 y y
a) 1—g+fy=—6 :‘{—3X+25y=—180 :>{x=10
+ 15y = —90
b)x_y: X=y+1 8y +1) + 15y =100 =23y = N2 =y =14
2,43, 8 + 15y = 100 = |x = 5
5 4
(2x+1—4y—1 —6x — 4y = —2 —12x — 8y = —4 y= -1
4x — 2By +1) =8 T l4x—6y=10 = |12x — 18y =30 Zx =1
— 26y = 26
2x —3y=20 X=20
d)%+%:2 2x + 3y = 24 :>y=4
4 =24
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3.32 Resuelve los siguientes sistemas no lineales.

-xy=5 5x2 + y? =25

a) {3x +y=1 d){3x2 —y*=-25
b) 4x* — y*> = =20 ) (x —yy =49

xy = —12 € x +2xy +y*=9
)xz—x +y*=7 fy1x +y*=17
¢ x+y=5 X+xy+y=9

2 oy 10 5
X" —Xy=5 X" —Xy=5 Al —x—5=0 _1=V14+80 1+9 37
a) 3x+y= :>3x2+xy=xz>x X—o=U=x= 8 8\ =

-1
M —y' =20 576 — y* = —20y* = y* — 20y — 576 = 0
b){xy=—12 = 41;124— 2=—20:>{Cambio:y2=u y*=uu’ —20u — 576 = 0
,  20+V/400+4-576 20i52<36:>y2=36:>y=t6:> AV Ehe
= = y:— X =
2 2 —16 No tiene solucion
x2 Xy+y*= (5—y)2—(5—y)y+y2= 25—10y+y Sy+y*+y'= 5xV25-24 /3= x=2
 xty=5 “lx=5-y =13y - 15y +18=0= y’— 5y+6 0=Y= 2 2= x=3
5¢* + y> =25 , _ ~ _
d){3x2—y2=—25 > 8 =0=2x=0 = y*=25 = y==5
x —y? =49 x —yP =49 x—y==7
{x +2y+y' =9 :>(x+y)2: :>x+y=t3
2x =10 o X = x—y=17 :>2x=4 :>x=2
—2y=14 = -2 x+y=-3 =2y=10 y=-5
x—y=-1 - 2x = —4 N x= -2 X—y=-— :>2x=—10 N = -5
xX+y=3 =2y =-10 y=>5 X+y=-— =2y =—4 y=
9-y
X1+ +y=9=>x=
gl +y=1 h THY _O-gp Uy 170y
X+xy+y=29 9-y =17 +yy " (+y 1+ yy
1+y

=81 18y +y+y+2 +y' =17+ 34y + 17y = y* + 2 — 15> = 52y + 64 = 0

12 —15 -5 64 13 —12 —64
11 1 3 —-12 —64 4l 4 28 64
|13 —12 64 0 |17 16 0

—7+\V49-4-16 -7V =25

2 B 2

Y2y 15y =52y +6A=(y— Ny — Ay + 7y +16) =y = =

No tiene mas soluciones = y = 1 x=4 0 y=4 x=1
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3.33 Resuelve los siguientes sistemas no lineales.

a) 2+5 =9 b) 5¥+2 — 4 = -3 ) 2logx + logy =5 d) logx + logy = 2
X2 L T =4 3.5 — 4= —1 log(xy) = 4 x—6y=1
a) 2+5=9 N 2+ 5 = :>4-2‘+4-5y=36:> Y=50=y=1
2774+ 5 =4 4-22+5-5 =41 4-22+5-5 =41 22+5=9=2=4=x=2
_5y :_5
by 3 —4=-3 5.5 — 42" 1= -3 5.5 —16-4 2= — se1— =13 o lucid
3_5x+1_4y—2:_1:> 3,5x+1_4y—2:_1 = _48‘5X+1+16'4y_2:16:> - 43 — NO tiene solucion.

—43-577 =13

) 2 logx + logy =5 log(x* - y) =5 Xy =10 Se divide la primera ecuacion entre la segunda = x = 10;
log (xy) = 4 = log (xy) = 4 xy = 10 = entonces, y = 10° = 1000

x-y=10=(1+6y)y=100=6y>+y—100=0

logx + logy = 2 log(x - y) =2
d){ X—6y=1 Z|x=1+6y = _—t=Vieuo [4
12 26
. —25
Entonces: y=4;,x=25 0 y=T;x= —24
3.34 Dos numeros suman ;—; y su producto es ;—52 Calculalos. ¢De qué ecuacion de segundo grado son
solucion estos dos niimeros?
=24+ 152 = —y=1502+y—-2=0
1 2 1 10 1
X+y=—% ——+ ¥ = et Sh =5
SRNE sy VTS “1xVit120 e [303
_ .2 = 2 ~ |y = =3 12 2
X-y=—F X=— " 30 30 - _£
15 15}/ 30 5
1 _ 22
y== X= ——1— 5
= 3
2 2 1
Y=7s X7 E

Estos nimeros son solucion de la ecuacion:

<x+%>(x—1§>=0=>(5x+2)(3x—1)=0=>15x2+x—2=0

CUESTIONES PARA ACLARARSE

3.35 Sea la ecuacion bicuadrada ax* + bx> + ¢ = 0, con a, b y c distintos de 0.
a) ¢Cabe la posibilidad de que sus soluciones sean x = 1, x = 3, x = —2 y x = 5? ;Por qué?
b) ;Qué condicién deben cumplir los coeficientes para que la ecuacién anterior no tenga solucién?

a) No, porque para que la ecuacion sea bicuadrada, las soluciones tienen que ser opuestas dos a dos.

b) Si b2 — 4ac < 0, la ecuacion no tendra solucion.

i —b*+=Vb*— dac

5 2a

< 0y los dos numeros obtenidos son negativos, la ecuacion bicuadrada no tendra solucion.
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3.36

3.37

3.38

3.39

3.40

3.41

Indica si las siguientes expresiones son verdaderas o falsas. .
a)log.x=log,y =>x=y Q) Iog\3/ 7= 3 log x

b)an=bm:n=m d)aZx—3=(a2)X_%

a) Falsa. Solo sera cierta sia = b.
b) Falsa. Solo sera cierta si a = b.
¢) Verdadera.
d) Verdadera.

Sea la ecuacion exponencial a* = b (con a > 1). Relaciona en tu cuaderno estas dos columnas.

b>0 x=1
b=0 ><E xe R
b=a x = log,b

Las dos graficas siguientes representan las ecuaciones de un sistema.
a) ¢Es un sistema lineal o no lineal? ;Por qué? ’\
b) ¢ Cuales son sus soluciones?

a) Es un sistema no lineal. Una de las gréficas no es una recta.
b) Las soluciones son:x =1,y =2, y x =4,y = 5.

0| 1 X
Observa las dos rectas correspondientes a un sistema de ecuaciones. v
¢Como han de ser los coeficientes de las incognitas en ambas ecuaciones?
Los coeficientes de x e y seran proporcionales, no asi el término independiente.
N
0| 1 X

PROBLEMAS PARA APLICAR

Shalma vive en un poblado de Kenia y debe caminar hasta el poblado vecino para ir a la escuela. En la
primera media hora recorre un cuarto del trayecto, y en la media hora siguiente, dos quintos del tra-
yecto restante, quedandole todavia 4,5 kildmetros por recorrer.

¢A qué distancia se encuentra la escuela?

Llamamos x a la distancia de su casa a la escuela.

X 2 3x X 6x
Z+§-T—x—4,5:>Z+%—x—4,5:>5x+6x—20x—90:>9x—90:>x—10km

Calcula las dimensiones de un rectangulo sabiendo que su diagonal mide 15 centimetros, y su area, 108
centimetros cuadrados.

108\’ , 5
X+ yt =15 7 +y* =15 2 2 2
X-y =108 X:@ 108 + y* = 225y = y* — 225y + 11664 = 0

Cambio:u = y% u* =y u>—225u + 11664 = 0 =

25 \225 —4-11664  225+63 [144=y=12 x=9
=Uu= 2 T2 81=y=9x=12

Las soluciones negativas no las consideramos porque las dimensiones de un rectangulo tienen que ser positivas.
El rectdngulo tendra por dimensiones 9 x 12 cm.
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3.42

3.43

3.44

3.45

3.46

3.47

74

De un rombo se sabe que su area es 120 centimetros cuadrados, y que la proporcion existente entre la
diagonal mayor y la diagonal menor es 10 : 3.

Calcula la medida de las diagonales.

{Dzduo 032 _ 20 l D' = 800 = D = 20\/2 cm
=

10
_ = 3D - 20V2
3D = 10d d=-"= d:%id:mﬂcm

10

Las personas que asistieron a una reuniéon se estrecharon la mano. Una de ellas advirtié que los
apretones de mano fueron 66. ;Cuantas personas concurrieron a la reunion?

En la reunién hay x personas. Cada persona da la mano a x — 1 personas.

x(x — 1) 1+1 —4-(-132) 1i23<1z

3 =66=xx—1)=132=x>—-x—-132=0=>x= 7 =
Concurrieron 12 personas.

Una ebanista quiere partir un liston de madera de 30 centimetros de longitud en tres trozos para
construir una escuadra, de manera que el trozo de mayor longitud mida 13 centimetros.

¢Cual es la longitud de los otros trozos?

{x+y+13=30 { x=17—y { 289 — 34y + y? + y? = 169 = .
(

X2+ y? = 132 17 — y? + y* = 169 2y =34y +120=0=y’— 17y +60 =0

12cm=x=5cm
5m=x=12acm

17 =\/289 —4-60 17 +7
Los otros dos trozos miden 5y 12 cm.

La edad de mi nieto sera dentro de tres ainos un cuadrado perfecto, y hace tres aios era exactamente
la raiz cuadrada de ese cuadrado perfecto. ;Cual es la edad actual de mi nieto?

2 1=V1—4-(-6) 1=+5

3
2 — — — — — — —
Sy -y—-6=0=y= 3 = —<_2:>y—3,x—9 3=6

Tiene 6 afos.

En unos laboratorios se ha comprobado que el nimero de células de una muestra se quintuplica cada
minuto transcurrido.

Si inicialmente habia dos células, ;cuantos minutos deben transcurrir para que el nimero de células sea
de 19 531 250?

2 -5 =19531250 = 5= 9765625 = 5 = 5" = x = 10

Una empresa de reciclado de papel mezcla pasta de papel de baja calidad, que compra por 0,25 euros
el kilogramo, con pasta de mayor calidad, de 0,40 euros, para conseguir 50 kilogramos de pasta de 0,31
euros el kilogramo.

¢Cuantos kilogramos utiliza de cada tipo de pasta?

x +y =750 N 0,25x+0,25y=12,5:> y
0,25x + 0,4y = 50 - 0,31 0,25x + 0,4y = 15,5 X=

—0,15y = —3

20
30

Se utilizan 30 kg de pasta de baja calidad y 20 kg de pasta de mayor calidad.



3.48

3.49

3.50

3.51

3.52

3.53

Utilizando la regla de la divisién, averigua el dividendo y el divisor de la misma sabiendo que el
cociente es 2; el resto, 7, y que el producto de ambos es igual a 490.

(2d + 7)d = 490 = 2d* + 7d — 490 = 0

D=2d+7 d=14
D-d=490= , —7=7\/49+4 2-490 <14 e

d= 4 “\-175

El resultado d = —17,5 no es entero, por eso no lo consideramos.

Si a uno de los lados de un cuadrado se le aumenta su longitud en 5 centimetros y a su lado contiguo
en 3 centimetros, el area de la figura aumenta en 71 centimetros cuadrados.

Calcula el lado del cuadrado.

X+5 - x+3)=xX+TT=2x+8&+15=xX4+71=8=56=x=7cm
El lado mide 7 cm.

Las edades actuales de una mujer y su hijo son 49 y 25 afos. ;Hace cuantos afnos el producto de sus
edades era 640?

Hace x afos: (49 — x)(25 — x) = 640 = 1225 — 74x + x* =640 = x> — 74x + 585 =0

65
74 = \/(~74Y— 4 - 585  74+56 <9

x= 2 2

Hace 65 afos no pudo ser porque no habian nacido. Por tanto, la respuesta correcta es hace 9 afos.

En la civilizacion egipcia, debido a las periédicas inundaciones del Nilo, se borraban los lindes de sepa-
racion de la tierra y, para la reconstruccion de las fincas, necesitaban saber construir angulos rectos.
En un viejo papiro se puede leer lo siguiente: “La altura del muro, la distancia al pie del mismo y la linea
que une ambos extremos son tres nimeros consecutivos”.

Halla dichos nameros.

Tres nimeros consecutivos: x, x + 1, x + 2
X+ X+1)P=x+20V=x+X+2X+1=x*+4+4=x—-2x—3=0

2i\/4+12:<3

2 —1

Los nimeros seran: 3, 4y 5.

Una agricultora quiere comprobar cual es el nimero de hectareas de superficie que posee su terreno
rectangular de cultivo. Sabe que la distancia maxima existente entre dos puntos del mismo es de 25 de-
cametros y que la proporcion entre el largo y el ancho es 4:3.

Si una hectarea equivale a 100 decametros cuadrados, ;cuantas hectareas tiene la superficie?

La distancia maxima entre dos puntos del rectangulo correspondera a la diagonal de este.

4 25
X = = —y’ =625 2 =225 = 15 dam
{Xz+y2:252 ~ 116 EL R =7 =Y
3x = 4y oV =625 X = 215 = 20 dam

Obviamente, solo consideramos las soluciones positivas.
Area = 15 - 20 = 300 dam” = 3 hectareas

Una muestra radiactiva se va desintegrando de modo que, cada cinco anos, su masa se reduce a la
mitad. Si se tienen 800 gramos de dicha sustancia, {en cuanto tiempo se reducird su masa a 50 gramos?

LA T I SN DI
800(2) _SO:2§_16:>25_2 :>5—4:>x—20anos
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3.54 Con la ayuda de los alumnos de varios centros escolares se estan rehabilitando las casas de un pueblo
abandonado. Ahora se ocupan de la remodelacion de un depodsito de 1000 metros cubicos que abaste-
ce de agua potable al pueblo. Tiene forma de prisma cuadrangular tal que la altura es el cuadrado del
lado de la base menos 15 metros.

Calcula la longitud del lado de la base y la altura del deposito.

=h +15h—-1000=0=h=

{xz-h=1000 {(h+15)-h=1000

—15 + /225 + 4000 /25
h=x*—15 = xXX=h+ 15 =

2 —40
Nos quedamos con las soluciones positivas: h = 25 m

XX =40=x=2V10m

REFUERZO

Ecuaciones polinémicas, racionales y radicales

3.55 Resuelve las siguientes ecuaciones utilizando las estrategias estudiadas segun el tipo de ecuacion.

3x -2 55

a) —2(5x — 1) + 3 —?=4(x—1)

b)20x>+ 11x -3 =0
Ox*—5x2-36=0
d) 5x +1= 4
e)dx® —4x*—14x+14 =0

x—4 T x+3
f)V12—-x=x+8

a)—2(5x—1)+3x3_2—53—5:4(x—1):>—30x+6+3x—2—55=12x—12:>—39x=39:>x=—1
1
_ \/ 5
+ +
b)20x + 11x —3=0=x = n 42)21 20 6 3
4
x'—5x*—36=0cambiou=xX*=uv> -5 —-36=0=
5+ V25 + 144 9=>x= =3
Sy="—"-—-"—-=
2 —4 = No es correcta
d) 5x 1= 4 | (5x)(x + 3) +(X—4)(X+3): 4(x — 4) N
Xx—4 X+3 7T x—HKx+3) x—4Hx+3)  (x+3)x—4

524+ 15x + X2 —x—12=4x—-16=6x+10x+4=0=3x+5x+2=0=

-2
—5+ V2524 _ <T

=X = 6 i

QA -4 —14x+14=0=2—-2x*—-Tx+7=0

2 _2 _7 7 P(X)Z(X_1)(2X2—7):X—‘| =0$X=1
1 2 0 —7 2 3 =
2 0 -7 0 2X—7:0=>X=7:>x=¢ u

DVI2—x=x+8=12—x=xX"+16x+64=>x>*+17x + 52 =0=

17 + \/289 — 208 _ <—4

=x=
2 -13
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Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

3.56 Calcula la solucién de estas ecuaciones exponenciales.
a4 -9-22+8=0 b) 2~ + 2°*2 =72 ) V128 = 4>
A —9-248=0=2*—-9-2+8=0;cambio2=u=uv* - +8=0=

9+V81-32 _ [822=02x=3
Sy=—"""=
2 1=22=2=x=0

D2 2= 22 =292 =Y =82 =P x=4

9V128 = 4> = 23 =2“X=%=4x:x=%

3.57 Resuelve estas ecuaciones logaritmicas.

a) log,(x + 1) — log,(1 — x) = log,(2x + 3) b)Iogg\5/27 =2x—1 c) logx = %Iog(x + 2)
x+1 x+1
a) logy (x + 1) — logy (1 — x) = log, (2x + 3):>Ioggm= logs (2x + 3):>ﬁ= xX+3=2x+1=2x+3)(1 —x >
=SX+1=—Xx—-2X4+3=22+2x—-2=0=x+x—-1=0=>
—1+V5 y
L im_ #:Slessoluaon

A

—1-1\/s

5 => No es solucion

b) logsV/27 =2x—1 = V/27 = 91 = 35 = 3% 2 %=4x—2=>3:20x—10=>20x=13:>x =%

_1 Y S 29— _
c)Iogx—ZIog(x+2):>x— X+2=x=x+2=x—x—2=0=>x= 3 1 = No es solucién

1+V1 +8 < 2 = Si es solucion

Sistemas de ecuaciones

3.58 Resuelve los siguientes sistemas lineales.

4 — y = -8
a){x—5y=—21

b) —-3t+ 5m =19
2t + 4m = 2

9 {—2(x —-3)+4-3y+1)=14
4-2x + 1) — (y + 4) = 16

a){4x—y=—8 [20x—5y=—40 i{xi%

X—5y=-21 " |x—5y=-21 y=4
19x = —-19
b -3t +5m =19 —6t + 10m = 38 m=2
Mot+4m=2  =let+12m=6 = |t= -3
2m = 44
g 20— 3) + 4(=3y + 1) = 14 ~x -1y =4 _[-8—48y=16 _[y=0
A4—2x+ 1) — (y +4) =16 -8 —y=16 -8 —y=16 x= -2

—47y =0
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3.59 Encuentra la solucién de los siguientes sistemas de ecuaciones no lineales.

2x —y = -1 x* + 3xy + y* = 61

A2 =7 c){x y =12
X3+y3=6 (X—y2=1

b){x-y=2 d){xz—y2:7

W +4ax—6=0 =X+u—-3=0=
[ _Zim<x=1:y=2-1+1=3

2 X=-3=y=2-3)+1=-5

8+y=6y=y"—6y’+8=0cambiou=y’=u*—6u+8=0

3 3 _ _?+y3: 2 3
b){ﬁ.;};26=> )}(/zl = Y e d=y= \/ZX=W=\/E
' R R T =

V2
) ) 144
X2+ 312 +y? = 61 Sy =25y — 252 + 144 =0
= = Y

c){xwranyryzzm 12
Cambiou =y> u*—25u+ 144 =0

X-y=12

LT 625—57 <16:>+4

9= *3
y=4x=3 y=—4x=-3 3,x= y=-3,x=—4
x—yr=1 x—y = =1
d){xz—y2=7:>(x W +y) =7

AMPLIACION

3.60 El gran matematico suizo Leonhard Euler planteaba el siguiente problema como introduccion al algebra:

“Dos campesinas llevaron en total cien huevos al mercado. Una de ellas tenia mas mercancia que la otra,
pero recibié por ella la misma cantidad de dinero que la otra. Una vez vendidos todos, la primera campesina
dijo a la segunda: “Si yo hubiera llevado la misma cantidad de huevos que tu, habria recibido 15 cruceros”.
La segunda contesté: “Y si yo hubiera vendido los huevos que tenias tu, habria sacado de ellos

2 . .
6 + 3 cruceros”. ;Cuantos llevé cada una?

Una lleva x huevos, y la otra, 100 — x; en total, las dos reciben y cruceros.

A la primera campesina le pagan a % cruceros por huevo, mientras que a la segunda le pagan a 100‘V_ "
(100 —x) - £ =15 P
y ) = X1°°‘X15X 20 = 45¢ = 20(100 — x)* = 25¢* + 4000x — 200000 = 0 =
X — =6+ . = — x> + 160x — 8000 = 0
100 — x 3 100—x 100—x 3

—200

—160 + \/25600 + 32 000 <40
X = =
2

La primera llevaba 40 huevos, y la segunda, 60.
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3.61 La siguiente figura muestra la posicion que debe ocupar una escalera de bomberos sobre dos edificios
para que éstos puedan subir.

Calcula la longitud de la escalera y la posicidon sobre la que debe posarse la escalera en la acera.

yr = 30" + x*
{yzzzoz - (50 — x)? = 900 + X = 400 + 2500 — 100 + x’ = 100x = 2000 = x = 20 m

y? =900 + 400 = 1300 = y = 36,06 m debe medir
La escalera debe medir 36,06 m y estar situada a 20 m de la primera casa.

3.62 En la Antigiiedad estaba muy extendida en la India la idea de expresar los enunciados de los problemas
en verso. Uno de esos problemas, enunciado en prosa, es el siguiente.

“Un grupo de abejas, cuyo nimero era igual a la raiz cuadrada de la mitad de todo su enjambre, se poso
sobre un jazmin, habiendo dejado muy atras a 9 del enjambre; solo una abeja del mismo enjambre revo-

loteaba en torno a un loto, atraida por el zumbido de una de sus amigas. ;Cuantas abejas formaban el
enjambre?”

x_1 X _x X 2 _ _
\/;—9x+1:>2—81+ +1=>2x*—45x + 162 =0

9
45 =1/2025 —1296 <18
=X = 2 =(9
4

El enjambre lo formaban 18 abejas.

3.63 Resuelve los siguientes sistemas de tres ecuaciones con tres incégnitas utilizando los mismos métodos
que con dos ecuaciones.

X—y+z=6 5 + 2y — z = —4
a)\2x + 3y —z = -7 b)ix -3y +4z=5
X+5+32=0 xX—-y+z=0
X—y+z=6 2Xx—2y+2z=12 2x—2y+2z=12 2Xx—2y+2z=12
a) 22X +3y—z=—-7=12x+3y—z=-7 =1 —5y+3z=19 =1 -60y+36z2=228=
X+5y+3z=0 2x+ 10y +6z=0 =12y —4z=12 —60y — 20z =60
2X—2y+2z=12 x=1
=1 —60y +362=228 = {y=—2
56z = 168 z=3

Xx—3y+4z=5 =i5x—15y+20z2=25 =

+17y—21z2=-29 =
x—y+z=0 5x—5y+5z=0

l5x+2y—z= —4
b)
+7y—6z=—4

S5x+2y—z=-4 [5x+2y—z=—4

=1 +119y — 147z = —203 = { +119 — 147z = —203 =

5x+2y—z=-4 [ 5+ 2y —z= -4 [X
y
+119y — 102z = —68 —45z = —135 z

2
3
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3.64 Maria y Bianca forman pareja para realizar el trabajo en grupo que ha encargado la profesora de Bio-

3.65

80

logia sobre los efectos de las drogas en el organismo. Si hicieran el trabajo conjuntamente, tardarian 2
horas. Maria, ella sola, emplearia 3 horas mas que Bianca, también en solitario.

¢Cudntas horas tardaria cada una de ellas por separado en hacer el trabajo?

. . 1 .
Bianca tardaria x horas; en una hora realiza " del trabajo.

Maria tardaria x + 3 horas; en una hora realiza del trabajo.

1
X+ 3
Entre las dos juntas tardarian 2 horas; en una hora realizan % del trabajo.

2(x + 3) % xlx+3)
x(x +3)  2x(x+3)  2x(x + 3)

1=Vieu W+24:<3

2 -2

_l — 2 2 g R
<t =7 SX+6+2X=xX+3x=x—-x—-6=0=>

=>x=

Bianca tardaria 3 horas, y Maria, 6.

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

Cinco animales

Se esta realizando un estudio sobre la evolucion de ciertas caracteristicas fisicas de cinco especies anima-
les a lo largo de su vida. Para ello se ha observado, en particular y de forma especial, a un ejemplar de
cada una de ellas.

Una de las variables que interesan para el estudio es la masa corporal que tenia cada uno de esos cinco
ejemplares hace 18 meses. Inexplicablemente, los Gnicos datos con los que se cuenta son los ofrecidos en
la siguiente tabla.

Animales Masa conjunta (kg) Animales Masa conjunta (kg)
Perro y gato 30 Gato y cerdo 93
Perro y pato 27 Gato y cabra 72
Perro y cerdo 107 Pato y cerdo 90
Perro y cabra 86 Pato y cabra 69
Gato y pato 13 Cerdo y cabra 149

Calcula la masa que tenia el cerdo en esa época.

Si se suman todos los valores ofrecidos por la tabla, se obtiene cuatro veces la masa de los cinco animales juntos.

Asi: Perro + Gato + Pato + Cerdo + Cabra = 30 + 27 Z 1149 % =184

Por tanto: Cerdo = 184 — (Perro + Gato) — (Pato + Cabra) = 184 — 30 — 69 = 85 kg



3.66 Ecuaciones relacionadas

¢Es posible resolver dos ecuaciones a la vez? Sigue estos pasos y compruébalo.
a) Resuelve estas ecuaciones.

1. 2x*+3x—-5=0 2. -5x*+3x+ 2=0
b) Resuelve también estas otras ecuaciones.

1.18x* - 9%x -2 =0 2. -2x>-9%x+18=0

¢) Si se sabe que x = r es una solucion de la ecuacion ax?> + bx + ¢ = 0, comprueba que — es una solucion
de la ecuacion cx* + bx + a = 0. r

d) Sin necesidad de resolver las ecuaciones, completa la tabla.

Ecuacion Soluciones
xX*+\V2x—-4=0 x=V2 x=-22
-4x* +\V2x+ 1 =0
2% —TIx —4=0 x=4 x=_%
4x* + 7x — 2 =0
2 —x—-1=0 x=1 x=
2
x=1 x=-2
2
3x7 X7 ; 3+7 |¥T 7%
AX= =7 Tix=-2 =70 T \x=1
2
_24_2 _ 28 ¢
by 2515 _ 36 3 9+15 —4
)x= "3 1,6 _ 1 R P ]
36 6 42

) Sabemos quea-r*+b-r+c=0

Pero:
c-(%)2+b-17+a=r—cz+g+a=wl):72+ar2=%=0
Por tanto, 17 es solucion de la ecuacion cx” + bx + a = 0.
d)

Ecuacion Soluciones

XX+\V2x-4=0 x=\V2 x=-22
—4x* +\V2x+1=0 x=ﬁ x=—%
1

2
2x* - 7x—4=0 x=4 x=-=
> +7x—-2=0 x=1z x= -2
2x>—x—-1=0 x=1 x=—%
—x>—=x+2=0 x=1 x= -2
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AUTOEVALUACION

3.A1 Encuentra la soluciéon de la siguiente ecuacién de primer grado
3(-2x + 1)

: _sx -3 =X=1,

1
4 2

—12x+6—20x+60=3x—1+2:>—35x=—65:>x:E

7
3.A2 Resuelve esta ecuacion de segundo grado: ax+5 _ 1
3 2x + 3 3
—11 £ V121 — 96 2
@Bx+52x+3)=3=28+22+12=0=24"+1x+6=0=x = 3 =<_42
3.A3

Halla la soluciéon de esta ecuacion radical: \V4x + 13 + 2 = \V—-2x + 3

Ax+13+4\Vax +13+4=-2x+3=2\V4x+13=-3x—T7=16x+ 52 = 9> + 42x + 49 =

1
—26 = \/676 + 108
% +26x—3=0=>x= 13 :<93
Comprobacion: x=; /4—+13+2¢ /—2 + 3 = No es solucion.
x=-3 —12+13+2—

6 + 3 = Si es solucion.

3.A4 Resuelve las siguientes ecuaciones racionales.
x> -3 -3 3 8 x+ 1
a) 2 22+ 1 lr))x—z-l-x+5_x2+3x—10
a) (X =3)2X*+1)=—-6=>2%"-5*—-3=0= Cambio:u =x*= 20>’ - 5u—3=0=
5+ V25 + 24 _71 = No es solucion
SU=——7—"-=
4 3=x= i\/§:5i es solucion
b) 3, 8 _ X+ 1 Y 3(x + 5) 8x—2) X+ 1 -
X—2 x+5 (x—2x+5) x—2)(x+5 (x—2(x+5 (x—2)(x+5)
:>3x+15+8x—16=x+1:>10x=2:>x=1—
3.A5 Halla la solucién de esta ecuacion de grado 4: 6x* + 7x®> — 52x> — 63x — 18 = 0
6 7 -52 —63 —18 6 25 23 6 —71
3 18 75 69 18 -3 -18 —-21 -6 = -7 £\V49 — 48 _
625 23 6 0 6 7 2 0 12 —TZ

3.A6
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X+5
2 1 3
Soluciones: x = 3, x = =3, x = — 3 ——

P) = (x — 3)(6X* + 25¢% + 23x + 6) = (x — 3)(x + 3)(6x2 + Tx + 2) = 6(x — 3)(x + 3)( 2)<x+ 1)
37X 73

Resuelve la siguiente ecuacion logaritmica: log, \/81 = 3x + 2

log, V/81 = 3x + 2 = /81 =33*“=>3%=33“2:,%=3x+2=>4—15x+10=>15x——6=>x—
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3.A7 Calcula la solucion de esta ecuacién exponencial: 9 — 10 - 3* + 9 =0

V100 — 953 =9 x=2
3103 +9=0cambiou =3 = u? — 10y + 9 = 0 = y = 0= V10036 _ = =X
2 1=3F=1=x=0

3.A8 Averigua cuales son las ecuaciones del sistema cuya representacion grafica es la siguiente.
¢Cudles son las soluciones del sistema?

X—y=2 y=x—2
\ {}’:(X—U(X-):>{X-2=x2—6x+5

( XX —Ix+7=0

74V 3+Va

i L 1=Vae—as [ T
2 7-Vor  3-Vn

0l 1 X sy =

2 2

2 2
3.A9 Encuentra la soluciéon del siguiente sistema de ecuaciones no lineales. {3:( _+4§y=; 29

_6i\/36+28 <1$X2:9:>X:i3
- =
2

2 2
{3x TY=2 e 7o

2 _ =
3 12y =15 —7 = x* = —23 = No tiene solucion.
2P+ 12y =14
Soluciones:x=3,y=1 x=-3,y=1

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

¢Doénde esta el error?
En la resoluciéon de esta ecuaciéon hay un error.
2t S ) X +3=8x+ 125 —6x=9x= >

4x + 6 2
¢{Puedes encontrarlo? ;Sabrias resolver correctamente la ecuacion?

Una ecuacion especial

La primera idea que surge es que al ser el denominador el doble que el numerador, el cociente no puede ser igual a 2, luego la ecuacién
no tiene solucion.

Resolviendo algebraicamente la ecuacion se tiene:

xX+3=2Ux+6)=>2%x+3=8+12=2x—8=12—-3= —6x=9
9 3
6 2
Aungque algebraicamente la ecuacion tiene solucién, debe hacerse notar al estudiante que antes de iniciar un problema debe analizarlo y

o - . 3
que en este caso la ecuacion tiene un dominio cuyos valores deben ser diferentes a —=-, 0 sea 4x + 6 # 0.

3 2
; D:R — {T]
Como el resultado es de 5 la ecuacion no tiene solucion en su dominio.
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4 INECUACIONES Y SISTEMAS

EJERCICIOS PROPUESTOS

4.1 Escribe las siguientes informaciones utilizando desigualdades.
a) He sacado, por lo menos, un 7 en el examen.
b) Tengo tarifa plana de ADSL de ocho de la manana a seis de la tarde.

a) x=17
b) 8=x=18

4.2 Construye una tabla que te permita encontrar los valores de x que satisfacen cada una de estas in-

ecuaciones.
a) 2x + 4 >3 )8 —5=6x+9
b) x —-5<6—x d)5x —3=4x + 6
3) x 4| -2 | —1 ~05 2 | 5 |10
Primer miembro: 2x + 4 —4 0 2 3 8 14 24
Segundo miembro: 3 3 3 3
2x +4 <3 x+4=3 x+4>3
b) x 1| 0 | 2 5,5 6 | 7 | 10
Primer miembro: x — 5 -6 | =5 -3 0,5 1 2 5
Segundo miembro: 6 — x 7 6 4 0,5 0 -1 1 -4
X—5<6—x 2x—5=6—x | 2x—5>6—x
9 x 1] 3| 5 7 8 | 9 | 10
Primer miembro: 8x — 5 =131 19 35 51 59 67 75
Segundo miembro: 6x + 9 3 27 | 39 51 57 | 63 | 69
8& —5<6x+9 |8 —5=6x+9|8&—-5>6x+9
d x 3|5 | 8 9 0] 1] 12
Primer miembro: 5x — 3 12 22 37 42 47 52 57
Segundo miembro: 4x + 6 18 | 26 | 38 42 46 | 50 | 54
5 —3<4x+6|5—3=4+6|5x—3>4+6

4.3 Escribe las desigualdades que resultan al operar los dos miembros de 12 > 2 en cada apartado.

a) Sumando 3 ¢) Dividiendo entre 3

b) Multiplicando por —2 d) Restando 2

a) 12+3>2+3=15>5 c)%>%:>4>%

b) (=2)-12<(-2)-2=-24< -4 d)12-2>2-2=10>0
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4.4 Resuelve las siguientes inecuaciones aplicando las reglas de la suma y del producto.

4.5

4.6

a) 3x — 5 > 4x
b) 3x + 6 < 2x + 10

a) x>5=>x< -5
b) x=14

Resuelve las siguientes inecuaciones.
a) 3(2x + 2) > 3(3x + 4)

5x — 7

b)

a) X+6>%+12=-3X>6=x< —2
b) 5x —7<3x+15=22x<22=x<11
0 1—-2x—10=-3=-2x=6=>x= -3

d 2Xx—-5<2X+2+x=x<T=x>—-7

0) 6x+1—x<12—6—3x:>8x<5:x<%
f) 6x—1+2x§8+2x=>6x59:xs%

04—-x=x-26

d2+6x>2x -3

0 2x=-10=>x=<5

d) 4x>—5:>x>_—5

d1—-2x+5)=-3

<x+5 d2x —5<2(x+ 1) + x

e)x+1_

4

f) 3x —

Encuentra graficamente la soluciéon de las siguientes inecuaciones.

a)x—2>3
b)3x -3 <x+ 1

)1—-2x=2x+ 4

a) v

d)2x + 1 = 3x

e)x—2=2x—-3

f)5+x<x+3

d)

V]

2 +x

=4+ x
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4.7 Resuelve las siguientes inecuaciones.

a) x?-2x—-3>0 dx?2+1<0

b) x?-8+12=0 e)x(x+ Nx—-2)>0

) 4x*+4x -3 =0 f)x3—-—9x =0

a) X = Zizﬂ = <3_1 =PX)=@x-—-3)x+1) (=0, 1) (=1,3) | B3, +)
Signo del primer factor: (x — 3) - - +
Signo del segundo factor: (x + 1) - + +
Signo del polinomio: P(x) = (x — 3)(x + 1) + - +

Solucion: (—e, —1) U (3, +x)

b) x = gizﬂ - <g = P = (x — 6)(x — 2) cod| 2.8 |6+
Signo del primer factor: (x — 6) - 4 +
Signo del segundo factor: (x — 2) — + +
Signo del polinomio: P(x) = (x — 6)(x — 2) + — +

Solucion: (=, 2] U [6, +)

1
—4+\16+48 |7

e)

S R RN o I I
2
Signo del primer factor: (x = %) - - +
Signo del segundo factor: (x 4 %) - + +
Signo del polinomio: P(x) = (x = %) (x + %) + — 4
Solucion: [—1,5; 0,5]

d) x> + 1 > 0 para todo x € R. Por tanto, x> + 1 < 0 no tiene solucion.

(—o, =] (=1,0) | 0,2) | @ +)
Signo del primer factor: x - - n +
Signo del segundo factor: (x + 1) — + + +
Signo del tercer factor: (x — 2) — — — +
Signo del polinomio: P(x) = x(x + 1) (x — 2) - + - +
Solucion: (—1, 0) U (2, +=)

f) x3 — 9% =x(x—3)(x + 3) (—, =3)| (=3,0) | (0,3) | 3, +)
Signo del primer factor: x - - + +
Signo del segundo factor: (x — 3) - - - +
Signo del tercer factor: (x + 3) — + + +
Signo del polinomio: P(x) = x(x — 3)(x + 3) — + — +

Solucién: (—oe, —3] U [0, 3]
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4.8 Encuentra la solucién de estas inecuaciones.

a)$<0 c)§f3>o e)xzx_21<0

D =770 D I =0 N ez =0

a) 1 <0=x+2<0=x< —2 = Solucién: (—o, —2)

b) (=20 | 0,2 | @ +»

Signo del numerador: x — + +
Signo del denominador: (x — 2) — - +
Signo de la fraccion + — +
Solucion: (—, 0] U (2, +=)

C) (—o2, =3)| (=3,5) | (5, +=)
Signo del numerador: (x + 3) - ain +
Signo del denominador: (x — 5) — L +
Signo de la fraccion + — +

Solucion: (—o, —3) U (5, +x)

9 (—oe, —4)| (=4,1) | (1, +=)
Signo del numerador: (x + 4) — + +
Signo del denominador: (1 — x) + + —
Signo de la fraccion — + _

Solucion: (—e, —4] U (1, +x)

e x>—1=Kxk—-1Kx+1) (=, —=1)| (=1,0) | (0,1) | (1, +o)
Signo del primer factor del numerador: (x — 1) — — — +
Signo del segundo factor del numerador: (x + 1) - + + +
Signo del denominador: x* + + + +
Signo de la fraccion + — — +

Solucion: (—1, 0) U (0, 1)
g x_3:xVo-8_ <2
2 1 (=, 1) | (1,2) 2,4) | (4 +)
Signo del numerador: (x — 4) — — — +
Signo del primer factor del denominador: (x — 1) - + + +
Signo del segundo factor del denominador: (x — 2) - - + +
Signo de la fraccion — + - +

Solucion: (1, 2) U [4, +)



4.9

4.10

4.11

4.12
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Resuelve estos sistemas de inecuaciones.

a) (x<2 b){Zx—3<1—x Q) {3x—127—x
x=0 4 —-2x=06 1-x<1-2x
3x < 4 x<3 4x =8 2
X < 1 o X = X = . .
a) Solucion: [0, 2) b) {_ZXBZ:[X$_1=>SOIUC|on.( o, —1] ) {x<0 =>{X<O = No tiene solucion

Resuelve estos sistemas de inecuaciones.

a) {x+y<1 b){x+2y<1 ) {2x+y<—2
xX—-y<1 Xx—-y=2 4dx + 2y < 1
a) D] Y| b) Y| C)

RESOLUCION DE PROBLEMAS

Calcula el area del recinto limitado por estas inecuaciones.

x—-y>-1 !

xX+y<3

x>0,y>0

_42 M7, e ;
2 2 72

Por su cumpleanos, Adela ha recibido mas llamadas de su familia que de sus amigos.
Si en total han sido menos de 8 felicitaciones, al menos una de cada tipo, ;cuantas llamadas de fami-
liares y amigos puede haber recibido?

x: llamadas de familiares

y: llamadas de amigos !

X>y
Xx+y<38
x=1,y=1

Como el nimero de llamadas debe ser entero,

las posibles soluciones seran:

Familiares 2 3 3 4 4 4 5 5 6

Amigos 1 1 2 1 2 3 1 2 1




ACTIVIDADES
EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Concepto de desigualdad e inecuacion. Reglas de equivalencia

4.13 Distingue cudles de las siguientes expresiones son desigualdades y cuales inecuaciones.

Si son desigualdades, indica si son verdaderas o falsas, y si son inecuaciones, escribe su solucion en for-
ma de intervalo.

a) -4>0 d) —-x=1 dx+3=2x+1
b) 6 =6 e)x >3 h)2 = -3
x—-1=x+8 f) -3<5 i) y—-3>2

a) Desigualdad. Falsa d) Inecuacion. [—1, +x) g) Inecuacion. [2, +x)

b) Desigualdad. Verdadera e) Inecuacion. (3, +) h) Desigualdad. Verdadera
¢) Inecuacion. R f) Desigualdad. Falsa i) Inecuacion. (5, +)

4.14 Escribe las siguientes afirmaciones en forma de desigualdad.

a) Elena necesita correr por debajo de 16 segundos para clasificarse en una prueba.
b) En algunas atracciones del parque tematico exigen una altura superior a 1,20 metros.
¢) He pasado el kilémetro 125 de la A-42, pero aun no he llegado al 145 de la misma.

a) x<16 b) x > 1,20 0 125 <x < 145

4.15 Soluciona la inecuacién 2x + 3 = x + 7, dando valores a la incégnita y completando la tabla.

X —2 0 2 4 > ! 1o Solucion: (—oo, 4]
2x + 3 —1 3 7 1" 13 17 23
X+ 7 5 7 9 11 12 14 17
2x+ 3 < x+7 2x+3>x+7

4.16 Relaciona en tu cuaderno cada desigualdad con su equivalente y con la operaciéon en los dos miembros
que pasa de una a otra.

Desigualdad A Operacion Desigualdad B
-4 <7 Dividir entre —2 -4 <5
12 > -6 Sumar -5 -6 <3
4 10 ——> .
-3 < 5 Multiplicar por 3 -9 <2
4.17 Indica si las siguientes inecuaciones son equivalentes.

a) 2x=14yx=7 b)§>—5yx<1o
a) No son equivalentes. b) No son equivalentes.

4.18 Resuelve la inecuacion 7x + 6 > 3x — 10 copiando la tabla en tu cuaderno y siguiendo los pasos que
se te indican en ella.

Resta 3x en
ambos miembros 4 +6>-10
Resta 6 en
ambos miembros 4 > —16
Divide entre 4 x> —4
ambos miembros
iy Como desigualdad Como intervalo
Solucién K> 4 (—4, +2)
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Resolucion de inecuaciones

4.19 Resuelve las siguientes inecuaciones utilizando las reglas de equivalencia.

X x + 1 5
— — < — - > = —
a)7x—-2(1 3x) < 2x + 3 d)3 > 6 )'s
b)5>3x+1 G)MS—4(X—3)+E
2 3 2
) 5x—%<4(3x—6)—2x f)4X2_32x+1
a) 7x—2+6x52x+3=>11x55:x5%
b) 10>3x+1=9>3x=>x<3
0 15x—2<36x—72—6x:—15x<—70:>x>%
d) 2x—3x—325—6x:5x28:x2%
o) 20x+4s—24x+72+15=>44x583:x5%
f) 4x—322x+2:>2x25:>x2%
420 Encuentra graficamente la solucion de las siguientes inecuaciones.
a) -3x+1<2x -1 ¢)5x—-3=6
by X+2 13 dax—1=2%3
3 2
a) Y 9] Y /
1
o)/t X .
o[ ® >
b) Y] d) Y
it 1
o[ 1 X o /1 »
2 9
a)x>§ c)ng
b) x> - d R
4
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4.21 Resuelve, por el método de factorizacion, las siguientes inecuaciones de segundo grado.
A Bx—N(-5x+2)=0

a)x’—-2x—-4=<0

b) —10x2+ 17x — 3 =0 d -7@x+ 1) (—x+2)<0
a)x=72i\/2m =<1 iﬁ =
P = 61— VB 1+ VA (=o, 1= V5) | (1=V51+V5) | (1+V5 +x)
Signo del primer factor: (x — 1 — \/g) — — +
Signo del segundo factor: (x — 1 + \@) — + +
Signo del polinomio: P(x) = (x — 1 — \@) x—-1+ \@) + — +
Solucion: [1 — /5, 1 + /5]
b x —17¢\_/§g9ﬁ _ é .
= Plx) = —(x - %) (x - %) ’ (_°°: %) (% %) % +00>
Signo del primer factor: —(x = %) + — _
Signo del segundo factor: (x = %) = - +
Signo del polinomio: P(x) = —(x = 13) (x = %) A + _
Solucién: (—oo, %] U [% +oo>
: SIS
Signo del primer factor: 3x — 1) - + +
Signo del segundo factor: (—5x + 2) + + —
Signo del polinomio: P(x) = (3x — 1) (=5x + 2) — + —
Solucion: [% %]
: ) [ ) | e
Signo del primer factor: —7 (4x + 1) + - —
Signo del segundo factor: (—x + 2) + + -
Signo del polinomio: P(x) = —7 (4x + 1)(—x + 2) + — +

S _l
Solucion: ( 1 2)

4.22 Relaciona en tu cuaderno cada inecuaciéon con su solucion.

Inecuacién Solucién
x*—5x—-6<0 x = -0,5
xX*’+x+4=0 (0]
4x2 + 4x + 1 =< (-1, 6)
—-x*=5>0 R
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4.23 Utiliza el método de factorizaciéon para resolver las siguientes inecuaciones.

a);I;so C)i;’z(<0 e) —10x° + 52x> — 70x + 12 = 0

X523 >0 d) —5x%(x — 2)(x + 1) = 0 p oDt .,

? (—e, =5)|(=5, =2) |(~2, +=)
Signo del numerador: (x + 5) - + +
Signo del denominador: (x + 2) — — +
Signo de la fraccion + - +

Solucion: [—5, —2)

& (~ =3 (-3,0) | (0, +2)
Signo del numerador: (x + 3) — + +
Signo del denominador: x? + + +
Signo de la fraccion - + +

Solucion: (—3, 0) U (0, +=)

J (=, =2)| (=2.3) | B, +%)
Signo del numerador: (3 — x) + + _
Signo del denominador: (x + 2) - + +
Signo de la fraccion - + _

Solucion: (—o, —2) U (3, +x)

d) (=0, =1)| (=1,0) | (0,2) | (@2, +)
Signo del primer factor: —5x? - - — _
Signo del segundo factor: (x — 2) - - - +
Signo del tercer factor: (x + 1) — + + +
Signo del polinomio: P(x) = (3x — 1) (=5x + 2) - + + _

Solucion: (—oo, —1] U [2, +)

e) —10x> + 52x* — 70x + 12 = (x—2)(—10x> + 32x — 6) = 2(x — 2)(—5x* + 16x — 3) = —10(x — 2) (x — 3)(x — l)

5
-10 52 -70 12 X —16 = V256 — 60 _<1

- 5
3

2 -20 64 -12 = —10

-0 -6 0 (=) (%2) | @3 |6+
5 5
Signo del primer factor: —2(x — 2) + + — —
Signo del segundo factor: (x — 3) - - - +
Signo del tercer factor: (x = %) — + + +
Signo del polinomio: P(x) = —2(x — 2) (x — 3) (x — 1;) + — + —

Solucién: (—o; 0,2] U [2, 3]
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f (—2, —5) (—5, %) (% z) 2, +)
Signo del primer factor del numerador: (x — 2) - - - +
Signo del segundo factor del numerador: (x + 5) - + + +
Signo del denominador: (4x — 6) - - + +
Signo de la fraccion — + - +

Solucion: [—5, %) U [2, +=)

Resolucion de sistemas de inecuaciones de primer grado con una y dos incognitas

4.24 Dado el sistema g z :i )j_; 3 y los puntos:
A3, 2) C(-2; 8,5) E (0, 0)
B (5, 3) D (4, 2) F (-1,5; 7,5)

a) Indica cuales de ellos son solucion del sistema.

b) ¢Cuales son solucion solo de la primera inecuacién? ;Cudles solo de la segunda?
¢) ¢Cudles no son solucién de ninguna de ellas?

a) AD

b) Soluciones de la primera ecuacién: A, B, D Soluciones de la segunda ecuacion: A, D, E, F
o C

4.25 Relaciona en tu cuaderno cada sistema con su solucion.

Sistema Soluciéon
x+3=0
-2=x< -1
2x+1>5
3x+4<1
{ (2, +=)
xX= -2
—4x + 3 = —1
5x—-2<6 > 0 %
4.26 Resuelve graficamente los siguientes sistemas.
a){x+2ys1 b){x+yz4 c){yss d){xz_z
3x+y>2 xX+y<2 X+y>4a y <1
a) Y C) Y|
b) v d) y
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4.27 Sombrea sobre unos ejes de coordenadas Y
el recinto encerrado entre la parabola y = x?
y larectay = —2x + 2.

Escribe el sistema de inecuaciones que tiene
como solucion dicho recinto.

{yzxz [ X
y=-—-2x+2

4.28 Escribe un sistema que tenga como solucion los siguientes elementos geométricos.

a) El cuadrado de lado 2 centrado en el origen.

b) El segmento de extremos —3 (incluido) y 7 (excluido).

¢) El tercer cuadrante del plano.

d) La semirrecta con origen en 5, inclusive, en adelante.

a) (=2 b) (x = —3 d(x=0 d (x=5
{y|52 {x<7 {ySO {x>0

4.29 Investiga qué sistemas de inecuaciones tienen como solucion los siguientes segmentos o regiones del

plano.
a) Y b) Y
i
t 0| 1 X
0 1 X
{yZZ {ysZ
y=x-—1 xX= -3

CUESTIONES PARA ACLARARSE

4.30 Relaciona en tu cuaderno los elementos equivalentes de las tres columnas.

Desigualdad Intervalo osseg,:}frr;tga
x=5 7, +%) Ar RS
-1<x=15 (=, 5] 1 0 3
3 2
x>17 <_1’ E] -(0)—0—0—0—0—0—'—?—0—0—»

4.31 Indica razonadamente si el punto (2, 4) es solucion del siguiente sistema: {Zx -1<y+2
y=5

{2 2 112 g T2 g punto cumple las dos desigualdades; por tanto, es solucion del sistema.
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432 Senala si estas afirmaciones son verdaderas o falsas.

a) 17 < —12 es una desigualdad incorrecta.

b) Una inecuacion o no tiene solucion, o tiene una, o tiene infinitas soluciones.
¢) La solucion de x + 5 = 3 es una semirrecta.

d) La solucion de y + 3 = x + 1 es un semiplano.

a) Verdadera b) Falsa ¢) Verdadera d) Verdadera

433 Encuentra la solucion de esta inecuacion: (5x — 2)* = 0

Un nimero al cuadrado nunca puede ser negativo; por tanto: (5x — 2’ = 0 =5x —2 = 0= x = %
4.34 Indica si son ciertas las siguientes igualdades entre intervalos.

a) (==, 5] N (2, +=) = [2, 5] b) (==, 4] U (=, 0) = (-, 4]

a) Falsa, ya que 2 no estd incluido. b) Verdadera

4.35 ¢Es cierto que 12 = 12?

Si, ya que se cumple la igualdad.

4.36 Indica qué operacion de equivalencia transforma la desigualdad 13 = —2 en 8 = —7.

Restar 5:13 — 5= -2 -5

4.37 ¢Qué puedes decir de estas inecuaciones?
a)3x—4=2 b)7x — 2 =12

Tienen la misma solucion.

4.38 ¢En cuantos semiplanos divide al plano la recta y = 3x — 5? Nombralos en forma de inecuacion.

Endos: y=3x—-5 y=3x-—-5

4.39 Calcula la solucién de la siguiente inecuacion segun los valores del parametro a sabiendo que a # 0:
alx — 2y <0

Sia > 0, la inecuacién no tiene ninguna solucion.
Sia <0, la solucién es todo R.

4.40 Resuelve las siguientes inecuaciones.
a)e*=0 b)iInx<0

Ten a la vista las graficas de estas funciones.

Y Y
y=Inx

_

— L

0 1 X

a) XER b) 0 <x=16(0,1]
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4.41

4.42

4.43

4.44

4.45

4.46

96

PROBLEMAS PARA APLICAR

Un carpintero va a colocar un rodapié en una habitaciéon rectangular de 6 metros de ancho y con un pe-
rimetro menor que 30 metros.

¢Cuanto puede valer la longitud del cuarto?

30 — 12

Long < 3

= Long € (0,9)

Marcos quiere encargar a un cristalero un espejo circular, aunque no tiene claro qué tamaio le convie-
ne. Lo que sabe es que el radio puede variar entre 20 y 25 centimetros.

¢Entre qué valores oscilaria el area del cristal? ;Y su perimetro?

20=r=25=400m = A =< 6257 y 407 = p = 50w
Dos compaiias telefonicas ofrecen estas ofertas.

a) ¢Cuantos minutos debe el cliente llamar a méviles en un mes
para que le resulte mas econoémica la compaiia B?

Compafia B i b) ¢Cual es el importe de la factura en este caso?
Banda Ancha i
+ llamadas a

fijos gratis:

60 € / mes
LLamadas
2 méviles:

0,20 € / min

a moviles:
i 0,20 €/ mini

a) 40 + 0,3x > 60 + 0,2x = 0,1x > 20 = x > 200 minutos
b) Factura > 60 + 0,2 - 200 = Factura > 100 €

En una tienda de comercio justo hay dos tipos de marcas de café: una de Ecuador y otra de Colombia.
En el que procede de Ecuador, cada paquete cuesta 1,30 euros, y en el de Colombia, 1,65 euros.

Averigua el nimero de paquetes de cada tipo que puedo adquirir si llevo 25 euros en el bolsillo y quie-
ro comprar el doble de paquetes del elaborado en Colombia que del procedente de Ecuador.
2-165x+130x=25=46x=25=x=54

Como maximo puedo adquirir 5 paquetes procedentes de Ecuador y 10 de Colombia.

Dos jovenes informaticos desean abrir una pequeina empresa de venta de ordenadores. Dos proveedo-
res les venden aparatos de 500 y 700 euros. Por otra parte, disponen de 35 000 euros para invertir y de
un pequeino almacén donde solo caben 60 equipos informaticos.

¢Cuantos ordenadores, como maximo, pueden comprar para optimizar el espacio y ajustarlo a su pre-

supuesto? )

500x + 700y = 35000
x+y=<60
x=0,y=0 (35, 25)

10

Como maximo pueden comprar 60 ordenadores: 35 del primer tipo
y 25 del segundo.

La tirada de una revista mensual tiene unos costes de edicion de 30 000 euros, a los que hay que su-
mar 1,50 euros de gastos de distribucion por cada revista publicada.

Si cada ejemplar se vende a 3,50 euros y se obtienen unos ingresos de 12 000 euros por publicidad,
icuantas revistas se deben vender para empezar a obtener beneficios?

30 000 + 1,50x < 3,5x + 12 000 = 18 000 < 2x = x > 9000

A partir de 9000 ejemplares empezamos a obtener beneficios.



4.47 Si el area de un cuadrado es menor o igual que 64 centimetros cuadrados, calcula los posibles valores
de su diagonal.

x? < 64 = x < 8 (no sirven valores negativos)
d= \/E x=>d< 8\5

4.48 Escribe los sistemas de inecuaciones cuyas soluciones corresponden a las siguientes zonas sombreadas.
a) J Y L b) Y

1

S —

{yzz {ysZ
y=x-—1 x= -3

4.49 Escribe el sistema de inecuaciones cuya solucion corresponde a este recinto.

aNZd fys—%x+2
1
2
y;—gx—Z
0 1 X
y$£X+2
3
PN y;—%x—z

\

4.50 Indica para qué valores de x el area del triAngulo equilatero de la figura es mayor que la del rectangulo.

3, _ Vi
4 2

) W % A X_Z —
h? =x 1
V3 B
LT Ve
triangulo 2 - 4
Arecla’ngulo = 3X
3 -
\/%Xz>3x comox>0:$>3=>x>4\/§
X
4.51 Considera el sistema {3x < -6
ax > b
Averigua las condiciones que deben cumplir a y b para que su solucion sea:
a) I c) -2
b) (-4, -2] d) (=, =3)
a) Sia>0:>%>—2 Si a < 0 no se puede. Sia=0=>b>0
b) Sia>0:>%>—4 Si a < 0 no se puede. Sia = 0 no se puede.
¢) No se puede.
d) Sia > 0 no se puede Sia<0:>§<—3 Si a = 0 no se puede.
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4.52 Calcula los valores de m para que se cumplan estas condiciones.
a) Que mx*> — mx + 1 = 0 tenga una sola solucion.
b) Que 2mx* + (4m + 1)x + 2m — 3 = 0 tenga dos soluciones.
a m*—4m=0=m=00m=4

b) (4m+1)2—4-2m(2m—3)>0:>16m2+8m+1—16m2+24m>0:>32m+1>0:>m>;—21

REFUERZO

Concepto de desigualdad e inecuacion. Reglas de equivalencia

4.53 Transforma la desigualdad —12 < 3 aplicando en ambos miembros las operaciones que se indican en

cada caso.

a) Suma -2. b) Resta 5. ¢) Multiplica por —1. d) Divide entre —3.
a) —12-2<3-2=-14<1 A (=12)-(-1)=3-(-1=>12= -3

b) =12 -5<3-5= —17< -2 d (=12):(-3)=3:(-3) =>4= —1

4.54 Escribe una inecuacion cuya soluciéon se corresponda con la dada en cada caso.

a) [-3, +=) Q (-=, 2)

b) & d) {3}

a) x+2= -1 QO 2x—7<x-5
b) x* < =5 d x—-3)?2<0

Resolucion de inecuaciones

4.55 Observa la grafica de la funcion f(x) = (x — 5)(x + 1) y resuelve las inecuaciones siguientes.
Y a)f(x)=0 b) f(x) <0

¥ a) (—o, =1] U [5, +x) b) (—1,5)

(i

4.56 Resuelve las siguientes inecuaciones.

a)3x—3=6—-(2 - 4x) d)5(-x+ 3)2x + 5) =0
3 x -5 x + 1
b)—5(—2x+1)—zs 5 e)x_5>0
A xX*—-—9% +14<0 f)x+4s0
x—3
a) AX—3=26—-2+4=>—x=T=x< -7
b)40x—20—3s2x—10:>38xs13:>xs%
) (—=2) | @7 |0+
signo de (x — 2) — + +
_9+\V81 —56 /7 2
X = 2 —\2 signo de (x — 7) — — +
signo de P (x) + — +

Solucion: [2, 7]
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(=0, =2,5) | (=25 3) 3, +)

Signo de (—x + 3) + + _
Signo de (2x + 5) - + +
Signo de (—x + 3)(2x + 5) - + _

Solucion: [—2,5; 3]

e)

(—o, =1 | (<1,5) | (5 +%)
Signo de (x + 1) - + +
Signo de (x — 5) - - +
Signo de la fraccion + - +
Solucion: (—e, —1) U (5, +)

! (o0, —4) (=4, 3) 3, +)
x + 4) - + +
x—=3) - ) n
Signo de la fraccion + — +

Solucion: [—4, 3)

Resolucion de sistemas de inecuaciones de primer grado con una y dos incognitas

4.57 Encuentra la soluciéon de los siguientes sistemas.

a){Zx—551 b){yz—s c){x+1>10 d){x+y$2
x+3>2 x<4 xX—2<5 2x — 3y > 1
a) {xsa o (-1 3] o) {x>9:>®

x> —1 x<17
b) Y d) Y

4.58 Investiga qué sistemas de inecuaciones tienen como solucién los siguientes segmentos o regiones del

plano.
Y x> =2
(<3 y=3x+3
20 3 !
0/ 1 X
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AMPLIACION

4.59 Resuelve las siguientes inecuaciones.

a) Vx*—6x +9= -2 b)g>*+% —-7.2*-4<0 c) 5> 3125
a) Se supone que estamos tomando la raiz positiva; por tanto, siempre serd mayor que —2, solo nos falta saber dénde existe
la raiz.

Resolvemos la ecuacion: x> — 6x + 9 = (x — 3)* = 0.
El radicando no toma valores negativos. La solucion sera R.

b) 2-27*—-7-2*—4=0cambiou=2"=22-7u—-4=0=>

X — 92 —
7+V29 + 32 4" ==x= -2

u == = 1 —o =2 4o = Solucion: (—2, +x)
-5 = No tiene solucion. no si
Q 5x>5=x>5 Solucion: (5, +)

4.60 Sean a y b dos numeros cualesquiera, positivos o negativos. ;Son ciertas estas afirmaciones?

a)a<b=at<bhb? b)a < b = |a| < |b| c)a<b=>%<%

a) Falsa. b) Falsa. ¢) Falsa.

4.61 Resuelve el siguiente sistema graficamente dibujando las graficas de las funciones que surgen de cada
inecuacion.

{Zx +10 <2y -10

x—y=<-10
4y -6 =x>+6x+3y + 8 =

y=x*+6x+ 14

of

4.62 Calcula para qué valores de x el area del triAngulo ADE es menor que la del trapecio ABCD.

A 82 cm B No puede ser nunca mayor.

38 cm
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4.63

4.64

4.65

Una inecuacion en la que aparece un valor absoluto da lugar en realidad a dos inecuaciones.

x-—al<r=-rs<sx-a<r

Resuelve las siguientes inecuaciones.
a) Bx -1 =<5 b) 4x + 3| > 2
a) -5=3x—1 sS:—4$3X$6:——$xs2=>Squcién:{—§,2}
b) dx +3>2=4> -1=x> —%
M+3<-2oM<-5=x< —%
Solucién: (—OO, —%) U (—% +oo>

X+ 4
que 0. Encuentra todas sus soluciones.

La inecuacion < —5 da lugar a dos inecuaciones, segun que el denominador sea mayor o menor

Six+4<0,x<—4:>—3>—5x—20:>5x>—17:>x>—%= 3,4 = Solucién: &
Six+4>0x>-4=-3<-5x—-20=5x< —-17T=x< _%: —3,4 = Solucion: (—4; —3,4)

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

Las kilocalorias

La tabla muestra la capacidad energética media (en kilocalorias por gramo) de algunos nutrientes fun-
damentales.

Glucidos Proteinas Grasas

4 4 9

Un alimento tiene las siguientes caracteristicas en su composicion.

* Posee el doble de gramos de grasa que de glucidos.

e La masa de las proteinas es veinte veces la masa de los glucidos.

e En 100 gramos de ese alimento hay, en total, 20,7 gramos de glucidos, proteinas y grasas.

a) Escribe una expresion que determine el nimero de kilocalorias que poseen x gramos de dicho ali-
mento.

b) Si se han consumido entre 150 y 250 gramos del mencionado alimento, ;entre qué valores esta com-
prendido el nimero de kilocalorias consumidas?

En 100 gramos de ese alimento hay ¢ gramos de hidratos, 20c de proteinas y 2¢ de grasa. Por tanto:

c+20c+2c=23c=20,7:>c=220é7:0,9

En 100 gramos de ese alimento hay 0,9 gramos de hidratos, 18 de proteinas y 1,8 de grasa.
En 1 gramo de ese alimento hay 0,009 gramos de hidratos, 0,18 de proteinas y 0,018 de grasa.
En x gramos de ese alimento hay 0,009x gramos de hidratos, 0,18x de proteinas y 0,018x de grasa.
a) Los x gramos de ese alimento aportan 0,009 - 4x + 0,18 - 4x + 0,018 - 9x = 0,918x kilocalorias.
b) Si 150 < x < 250 = 150 - 0,918 < 0,918x < 250 - 0,918 =
= 150 - 0,918 < 0,918x < 250 - 0,918 = 137 < kilocalorias < 229,5
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4.66 Los pantalones vaqueros

4.A1

4.A2

4.A3

102

Se quiere confeccionar dos tipos de pantalones vaqueros. La diferencia entre ambos es la cantidad de
algodén cardado y de algodén peinado que se utiliza. La tabla siguiente muestra las composiciones de
cada tipo de pantalén.

Unidades de Unidades de
algodén cardado | algodon peinado
Tipo | (Extra) 5
Tipo Il (Medio) 3 3

Para la confeccion de la totalidad de los pantalones se dispone de 40 unidades de algodén cardado y

de 100 unidades de algodoén peinado.

a) ¢Es posible confeccionar 15 pantalones del tipo I y 10 del tipo II?

b) Dibuja en unos ejes de coordenadas la zona que incluya las distintas posibilidades de confeccionar
x pantalones del tipo | e y pantalones del tipo Il.

a) 15 pantalones de tipo | y 10 de tipo Il precisan 1 - 15 + 3 - 10 = 45 unidades de algodén cardado. Como solo se cuenta
con 40, no podran ser confeccionados.

b) Si se confeccionan x pantalones de tipo | e y pantalones de tipo Il, se debera verificar que

{x+3ys40
5x + 3y < 100

La zona sombreada incluye las posibilidades de confeccion.

Se observa que el punto (15, 10) queda fuera de dicha zona.

AUTOEVALUACION

~<

Indica cual de los siguientes intervalos es la soluciéon de la inecuaciéon -3x + 1 < -2,

a) [1, +=)

[1, +)

b) (—1, +x)

Considera estas inecuaciones.

a)x—7<5

b)x +1=<7

Q) (=, 1]

2-x=-10

d) (-, —1]

d)3x — 6 < -30

Senala cudles son equivalentes a x — 2 = 10. En los casos afirmativos, indica la transformacion que
permite pasar de una a otra inecuacion.

a) Inecuaciones a 'y ¢

b)ayx—7+5<5+5

A 2 =x(=1) < (=10(=1)

Completa en tu cuaderno esta tabla, que presenta conjuntos de nimeros de tres formas equivalentes:
graficamente, como desigualdad y como intervalo.

2 o0 3 —2<x<3 (-2, 3]
2 x=2 (2, +]
" x < —4 (—, —4)




4.A4 Elige la solucion correcta de esta inecuacion: —2x> + 2x + 12 < 0

a) [-2, 3]
La b) (—o, —2] U [3, +x)

b) (-2, 3]

4.A5 Escribe la inecuacion cuya solucion es el siguiente semiplano.

X
: y<§—1

0| 1 X

4.A6 Resuelve los siguientes sistemas de inecuaciones.

a){x+1$3 b){x+2>6 c){y>—2 d){x+y<3
3x > —1 X —2<2 x <3 X+ 3y >1
a) {XSZ , :(_1_’2] b) {x>4 L4 o)
x> —= 3 -2=<x
3
o) i d)

o) (=, =2] U [3, +=)

d) (=, —=2] U (3, +]

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

La edad de mi abuela

A, .
1\

Mi abuela dio a luz a mi padre con menos de 20 afnos, yo naci cuando mi padre tenia mas de 25 afnos. Si mi
padre tiene ahora menos de 45 afnos y yo curso 4.° de ESO, ;cuadntos afhos podria tener mi padre cuando yo

naci? ;Qué edad puede tener ahora mi abuela?

Si esta en 4.° de ESO puede tener entre 15y 18 afios. Vamos a ver que edad puede tener el padre, consideramos todas las opciones:

Padre
Edad Al nacer Edad Al nacer Edad Al nacer Edad Al nacer Edad
hijo el hijo actual el hijo actual el hijo actual el hijo actual
15 26 41 27 42 28 43 29 44
16 26 42 27 43 28 44
17 26 43 27 44
18 26 44

Luego cuando nacid, su padre tendria entre 26 y 29 afios.

Su abuela pudo dar a luz a su padre entre los 15 y 19 afos. Presentaremos la informacién en una tabla:

Edad abuela Padre Abuela
al dar a luz Edad actual Al nacer el hijo
Minima: 15 26 +15 =41 26 15 + 41 =56
Maxima: 19 29 +15=44 29 19 + 44 = 63

Por lo tanto la edad de la abuela puede estar comprendida entre 56 y 63 afos.
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5 SEMEJANZA

5.1

5.2

5.3

54

55

5.6

104

EJERCICIOS PROPUESTOS

Un tridngulo puede definirse dando la medida de sus tres lados. Indica cuales de las siguientes parejas
de triangulos son semejantes.

a)5,6,7y 15, 18, 20 b)4,6,8y 1;1,5; 2
a)i _ 8 #* l:> No son semejantes b)i LI §:>Son semejantes
15 187 20 jantes. 115 2 jantes.

Razona si son semejantes estas figuras.
a) Dos cuadrados.

b) Tres tridngulos equilateros.

¢) Dos rectangulos.

a) Los angulos de un cuadrado y de otro son todos iguales; ademas, al ser los cuatro lados iguales, siempre estaran en la misma pro-
porcion los de un cuadrado con los del otro.

b) Tres triangulos equilateros tendran los tres angulos iguales de 60°, y como los lados de cada tridngulo seran iguales, seran pro-
porcionales los de un tridngulo con los del otro.

¢) Dos rectangulos, en general, no son semejantes porque los lados no tienen por qué ser proporcionales. Por ejemplo, si en un

rectdngulo b = 1cm, h = 2 cm, y en otro, b’ = 1 ¢cm, h’ = 3 cm, entonces % =1# # =3

La escala de un mapa es de 1:2500000. ;A cuantos kilémetros se encontraran dos ciudades que en el
mapa estan separadas 12 centimetros?

Escala 1:2500000. En el mapa, 12 cm representan 12 - 2500000 = 30000000 cm = 300 km.

Un triangulo equilatero tiene 40 centimetros cuadrados de area. Halla el area del triangulo que se ob-
tiene al unir los puntos medios de los lados.

Obtendremos un triangulo de razén k = 15; por tanto, la razon de las areas sera k* = —l— El area del nuevo triangulo sera
Az%‘40= 10 cm 2,

Halla las medidas que faltan en la figura.

Aplicando el teorema de Tales,
125 _ a _ 230

50 60 b
Entonces,a = 150 m,y b = 92 m

50 m
125 m

En una recta r hay tres puntos A, B y C que distan sucesivamente 3 y 4 centimetros. Por esos puntos se
trazan rectas paralelas que cortan a otra, s, en M, Ny P.

Si el segmento MN mide 9 centimetros, ¢cual es la distancia entre los puntos Ny P?

3_4
9 NP
NP =12 cm




5.7 Dibuja un tridngulo cualquiera ABC y construye paso a paso dos triAngulos semejantes a él.
a) Uno de razén 1:2
b) Otro de razén 2:1

Partiremos de un tridngulo ABC.
a) Con los mismos angulos y multiplicando por dos cada uno de sus lados obtenemos un triangulo de razén 1:2.
b) Si, con los mismos angulos, dividimos los tres lados del triangulo ABC entre dos, obtenemos un nuevo triangulo de razén 2:1.

5.8 Determina si son semejantes los triangulos que se indican.
a)A =60°,B=40°y A = 80°, E = 60°
b)A =90°b=6c=8yA =90°b =5 =7
QA =45, B=75°y D = 65°,E = 75°
da=5b=8C=60°ya =15 b =24, C' = 60°

a) C = 180 — (60 + 40) = 80° F =180 — (80 + 60) = 40°
Los dos triangulos tienen todos sus angulos iguales. Por el criterio 1 sabemos que son semejantes.

b) % * —';’— no son proporcionales los lados que comprenden al dngulo igual (criterio 3); por tanto, no son semejantes.

) C =180 — (45 + 75) = 60° F =180 — (65 + 75) = 40°
Solo tienen un angulo igual; por tanto, no son semejantes (criterio 1).

d) % = % son proporcionales y el angulo que abarcan es igual; por tanto, son semejantes (criterio 3).

5.9 Los catetos de un tridangulo rectangulo miden 6 y 8 centimetros. Si la hipotenusa de otro tridangulo rec-
tangulo semejante mide 20 centimetros, calcula las longitudes de la hipotenusa del primero y de los ca-
tetos del segundo.

Utilizamos el teorema de Pitagoras para calcular la hipotenusa del primero:
h?=62+8>=h?>=100 = h =10 cm

Como los triangulos son semejantes:
20 ¢ G

ﬁ_E:§:>c:1=12cm,ycz=16cm

5.10 Los lados MN y AC son paralelos. Calcula la medida del segmento CN.
Llamamos x a la medida del segmento CN.
Por el teorema de Tales:

B4m
VAN
3_ 4

9m =

9 4 +x

=24+x=12=x=8m

5.11 En un triangulo rectangulo se traza la altura sobre la hipotenusa. ;Son semejantes los triangulos en que
ha quedado dividido el triAngulo dado?

90 ~
90]:>B=M

—~

B §+E
M + N

Los triangulos tienen un angulo igual ademas del angulo recto; por el criterio 1 de-
ducimos que son semejantes.
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5.12 Comprueba que la razén de dos alturas correspondientes de dos triangulos semejantes es igual a la ra-

z6n de semejanza.

b, - h, b, - h,
A= 2 A = 2 b, - h,
. , : A 2 by-h, b, h h, h
. . . 12 2 — A
Si la razén de semejanza es k, la razon entre las areas sera k’. Es decir: k A" Db P “b-h b h k h, = h, k
2

5.13 La altura de un triangulo rectangulo mide 7 centimetros y divide a la hipotenusa en dos segmentos m

y n tales que m = %n. Calcula my n.
n=14mm = m=%-14=3,5cm

72=m-n = 49=%n-n = 1% =n? =

RESOLUCION DE PROBLEMAS
5.14 Si en otro caso las distancias entre los pueblos son de 8 kilometros de A a B, de 10 de B a Cy de 6 de
A a C, ;dbénde debera situarse el hospital?
Este ejercicio es algo mas sencillo, ya que el triangulo resultante

es rectangulo, y el circuncentro coincide con el punto medio de la
hipotenusa. Por tanto, el hospital estara a 5 km de cada pueblo.

5.15 ;Dénde estara ubicado el hospital si las distancias
entre los pueblos son de 10 kilémetros de A a B,

de6deBaCydeb6deAaC?

En este caso, el circuncentro queda fuera del triangulo. La distancia a cada pueblo sera de 5,43 km.

5,43 cm
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ACTIVIDADES
EJERCICIOS PARA ENTRENARSE
Figuras semejantes

5.16 Calcula el valor de a y b para que los siguientes pares de triangulos sean semejantes.
6 14

a)3,a 5y 152b c)3,a,8y§,?,b
b) 2.3, ay 10, b, 24 d) 45°, 75°, 60° y 75°, A, B
3 _a_>5 — 4 h— 3 _a _8 _ .5 16
a)1,5—2—b:>a—4,b—2,5 c)é—ﬂ—b:>a—7,b—5
5 5
El
2 3 _a ek oo B — gro
b) 35 =F =g =2=-6b=12 d) A =608 = 45

5.17 El perimetro de un tridngulo equilatero mide 30 centimetros.
a) Halla las medidas de los lados de un tridngulo equilatero semejante a él si la razé6n de semejanza

_1
esk—z.

b) ;Cual es la razéon de sus areas?

a) lado = 10 cm l’=l~k=10-%=5cm

=3
CH
>[>
Il
=~
~
Il
S
N|—
N~—————
¢
ENE

5.18 Calcula las longitudes de los lados de un triAngulo semejante al de la figura de modo que la razén de

. 25
sus areas sea —-.

3 em 10 cm A7=%=k2:>k=%es la razén de semejanza. Por tanto:
P gk=3.2205
12 cm a’=a-k=3 2—2—7,5cm
b =b k=10-2=25am
c’=c-k=12~%=30cm

5.19 La arista de un cubo mide 8 metros. Halla la medida de la arista de otro cubo semejante a él si la razén
1
limen —
de sus volimenes es 57
Vo = 1 ; : s —a-k=8.1-8
V=27 =k’=k=; 7 =36es la razén de semejanza. Por tanto: a’ =a-k =8 3=3Mm
5.20 Los catetos de un triangulo rectangulo isésceles miden 30 centimetros. Calcula el perimetro de un
tridngulo semejante a él con razén de semejanza k = %
Por el teorema de Pitagoras, la hipotenusa mide: x = 1/1800 cm
Por tanto, el perimetro mide p = 60 + \/1800 cm

B _ k= p =4 (60+/1800) = L2180 _ 90 4 5y/2

p
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5.21 Javier se encuentra de vacaciones en Nueva York y dispone de un plano a escala 1:15000 de la ciudad.
Quiere ir desde su hotel a un museo que dista 3,5 centimetros en el plano. ;Cual es la distancia, me-
dida en metros, que debe recorrer?

15000 - 3,5 =52500 cm = 525 m

5.22 Se realiza una fotocopia de un mapa, cuya escala es de 1:20 000, ampliandolo al 130%.

a) Si la distancia entre dos lugares del mapa es de 4,8 centimetros, ;qué distancia los separa en la fo-
tocopia realizada?

b) ¢Cual es la distancia real que separa estos dos lugares?
a) 48-13=6,24cm

b) 1:20000 = 1 cm = 20000 cm = 200 m
Distancia real = 4,8 - 200 — 960 m

Teorema de Tales. Criterios de semejanza

5.23 Calcula la altura de la torre de la iglesia.

x _ 60 _ _
5—15:15x—540:x—36m

5.24 Si los segmentos AB y MN son paralelos, halla la medida del lado BC.

A £:X+3:>5x=3x+9:>x=2=4,5cm
3 X 2
5o M BC=3+45=75awm
3cm
B N Y
3cm X

5.25 Determina si los siguientes pares de triangulos son semejantes, indicando, en caso afirmativo, el crite-
rio de semejanza utilizado.

a) b) Q) 3om D yem
10,5 2 om 08
\ , 0 CMm 28°
732\ 7,5¢cm 5cm
30° 7 cm 4,5 cm 5cm
N\ 5¢cm 45 om 20° 28°
. O 3cm 6,75 cm 4.cm

a) Si, ya que tienen dos angulos iguales. Criterio 1.

b) Si, ya que tienen sus tres lados proporcionales. Criterio 2.

¢) Si, ya que tienen un angulo igual, y los lados correspondientes, proporcionales. Criterio 3.
d) Si, ya que tienen un angulo igual, y los lados correspondientes, iguales. Criterio 3.

5.26 Para saber la altura del silo (depésito de trigo) de un pueblo, se alinea con él un palo y se mide su som-
bra. Halla la altura del silo.

h 24

1’5=T:>2h=36:>h=18m
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Consecuencias de los criterios de semejanza

5.27 Si los rectangulos son semejantes, ¢cual es el valor de x?

Razon =6:3 =2
1
6 m X x=5-2=1m

5.28 Dos tridangulos son semejantes. Si el perimetro del primero mide 52 centimetros y la razén de sus areas

64 . .
es —, ¢cual es el perimetro del segundo?

49

A_ 64, _§

A =19 =k’=k
%=k=>p'=52-8—$~5943cm

5.29 ;Cuanto mide la altura de un tridngulo rectangulo semejante al que tiene catetos de 12 y 16 centimetros

. . . 2
si la razén de semejanza es k = E?

Calculamos la hipotenusa: h? = 122 4+ 162 = h = 20.

A= 12 2 16 _ 20 gltura Despejamos la altura sobre la hipotenusa = Altura = 9,6 cm

En el tridangulo semejante: Altura’ = % - 9,6 =6,4 cm

5.30 Se quiere construir dos rascacielos con base en forma de hexagono regular. La arista de la base de uno
de ellos mide 2 decametros. Calcula el area de la base del otro rascacielos sabiendo que la razén de sus

. 3
perimetros es X

Para hallar la apotema usamos el teorema de Pitagoras: a2 + 12 = 2% = a = \/3 dam
A=P2_ 122\/5 =6\/§dam2

2
p’ % A _6\/—9 27\/— .

=>=k=>—F=k’=
p

A

5.31 En la siguiente figura, ;cuanto mide h?

Teorema de la altura: h2=m - n
h?=3-16=18

h=\/ﬁm = h=3

3m T 6 m

5.32 Calcula el area de un tridangulo rectangulo en el que la altura sobre la hipotenusa la divide en dos seg-
mentos de 8 y 2 centimetros, respectivamente.

Por el teorema de la altura: h?=8-2=16=h=\16=4cm

b-h_ (8+2)-4

— — 2
A= 7 = 3 =20 cm
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5.35

5.36

5.37
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Halla las longitudes de los catetos del tridngulo rectangulo de la figura y calcula su area.

Por el teorema de la altura:

h? =28-7=196= h=1/196 = 14 cm

Por el teorema de Pitagoras:

142+ 72 = ¢?= ¢=1/245 = 7\/5 cm = 15,65 cm

Por el teorema de Pitagoras: h
147 + 282 = b* = b=1/980 = 14\/5 cm = 31,3 cm
AZbéh=3Sé14=245cm2 7 cm 28 cm

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Razona si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones.

a) Todos los cuadrados son semejantes.

b) Los angulos de dos tridngulos semejantes son proporcionales.

¢) Dos triangulos rectangulos con un angulo agudo igual son semejantes.
d) Todas las circunferencias son semejantes.

e) Los poligonos iguales son semejantes y su razén de semejanza es 1.

a) Verdadera (ejercicio 2).

b) Falsa. Los angulos son iguales.

¢) Verdadera por el criterio 1.

d) Verdadera. Siempre estan en la misma proporcion el radio y el perimetro. El 4rea guarda esa proporcion al cuadrado.
e) Verdadera, ya que si son poligonos iguales, tienen lados y angulos respectivamente iguales.

¢Cuales de los poligonos de la figura son semejantes?

Ay C son semejantes, ya que todas sus dimensiones son proporcionales.

oo 12 6 2
Razon—6—3—1—2

Elige la respuesta correcta.

a) Dos triangulos son semejantes y la razon de semejanza es 3. Uno de ellos tiene un area de 6 unida-
des cuadradas. ;Cuantas corresponden al area del otro?
i) 18 ii) 54 iii) 108

b) Dos prismas son semejantes y la razon de semejanza es 2. Uno de ellos tiene un volumen de 10 uni-
dades cubicas. ;Cudntas corresponden al volumen del otro?

i) 40 ii) 200 iii) 80
a) Razén de longitudes = 3; razon de 4reas = 9 b) Razén de longitudes = 2; razén de volimenes = 8
ii)yaque54u’=9-6u’ i) yaque 80 u®> =8-10u?

Si dos pentagonos regulares A y B son semejantes, ;cudles de las siguientes igualdades son ciertas?

a) Perimetro de A _ Apotema de A Perimetro de A _ Area de A c Perimetro de A _ Diagonal de A
Perimetro de B Apotema de B Perimetro de B~ Area de B ' Perimetro de B~ Diagonal de B

a) y ¢ Ciertas.
b) Falsa, ya que la razon de semejanza de las superficies es el cuadrado de la razon de longitudes.



5.38

5.39

5.40

5.41

5.42

5.43

Un patio circular tiene 200 metros cuadrados de superficie. Si el radio se triplicara, ¢se triplicaria tam-
bién la superficie? Razona tu respuesta.

Area A= m-r? =200 m AreaB=m-30" =9 -m- r>=9-200 = 1800 m?
La superficie no se multiplica por 3, sino por 3?2 que, como ya sabemos, es la razon de las areas de figuras con razén de se-
mejanza 3.

PROBLEMAS PARA APLICAR

El logotipo de una empresa tiene la forma de un hexagono cuyos lados miden 3, 4, 5, 7, 8 y 9 centi-
metros.

En los carteles publicitarios se quiere dibujar un hexagono semejante de 117 centimetros de perimetro.
¢Cuanto miden los lados homoélogos?

117

Perimetro del hexagono pequefio =3 +4+5+7+8+ 9 =36 cm Razén = 36 = 3,25
Lados del hexagono grande: 3-325=975cm 4-325=13m 5-3,25 = 16,25 cm
7-325=2275cm 8-3,25=26wm 9-3,25 = 29,25 cm

En el plano de una vivienda en construcciéon aparece dibujado un salén rectangular de 13,5 centimetros
cuadrados de area. Si la escala del plano es de 1:150, ;jcual es el area real del salon?

Escala 1:150. Razéon = 150 : 1 = 150 Area real = (150)? - 13,5 = 22500 - 13,5 = 303750 cm? = 30,375 m’

A la misma hora del dia, se miden las sombras que proyectan la torre del reloj y el obelisco de una plaza.
Halla la altura de la torre del relo;j.

Tridngulos semejantes — lados proporcionales

Razén = 122— = 6 = Altura de la torre = 6 - altura del obelisco =

=6-5=30m

Las alturas de Ménica y su madre en una fotografia, cuya escala es de 1:75, son 2,08 y 2,2 centimetros
respectivamente.

Si encargan una ampliacién que aumenta el tamaiio de la fotografia en un 25%, ;cuanto mediran las
dos en ella? ;Cudl sera la escala?

Altura de Moénica en la ampliacion: 2,08 - 1,25 = 2,6 cm
Altura de la madre en la ampliacién: 2,2 - 1,25 = 2,75 cm

=60 = 1:60

Escala de la ampliacion: 125

Para realizar practicas de optica, un estudiante que mide 1,70 metros situado a 12 metros de un edifi-
cio, coloca frente a sus ojos una regla vertical de 25 centimetros con la que oculta exactamente la altu-
ra del mismo.

Si la distancia del ojo a la regla es de 40 centimetros, calcula la altura del edificio.

Tridngulos semejantes = alturas proporcionales

L1 0] 12m=1200m

Razon = 1200 : 40 = 30
|:| |:| Altura=25X30=750cm=7,5m

Altura del edificio =75+ 1,7=92m
25 cm [__‘[::

12m

40 cm
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Los servicios de proteccidon contra incendios de una comarca espainola emiten un informe sobre el nu-
mero de hectareas quemadas en el ultimo incendio.

En su mapa de escala 1:60000, la zona afectada tiene una superficie de 8 decimetros cuadrados.
¢Cual es el resultado del informe?

Razon = 601ﬂ = 60000

Area real = (60000)? - 8 = 28800000000 cm? = 288000000 m* = 288 km?

Un arquitecto construye una maqueta de un centro de exposiciones cuya planta es un rectangulo de
90 X 50 centimetros y cuyo volumen es de 350000 centimetros cubicos.

Si la escala de la maqueta es de 1:150, calcula las dimensiones reales de la planta y el volumen del
edificio.

Razén = 150

Largo de la planta real = 90 - 150 = 13 500 cm = 135 m
Ancho de la planta real = 50 - 150 = 7500 cm = 75 m
Volumen real del edificio = (150)%- 0,35 m* = 1181250 m?

Un estudiante de la Facultad de Bellas Artes desea trabajar en una figura a escala del David de Miguel
Angel cuya altura sea de 60 centimetros.

Si el auténtico David mide 4,34 metros de altura y tiene un volumen de 1,2 metros cubicos, ;cudl sera
el volumen de la escultura esculpida por el estudiante?

60
Razon = 134

3
Volumen de la figura = (%) -1,2=0,003 m* = 3 dm®

Una tienda de fotografia ofrece varios tamanos, en centimetros, para positivar el negativo de las dia-
positivas.
9 x 12 12 x 15 14 x 18 20 x 30

¢En cudl de ellos se pierde menos contenido de la diapositiva si su tamano es de 25 x 38 milimetros?

Si las dimensiones de los formatos no son semejantes a las de la diapositiva, siempre se perdera algo de la imagen. El formato
que mas se asemeje a la razon entre dimensiones sera el que mas aproveche la imagen.

25
25 = 066
2 o5 12_gg 14 _ o8 20 _ 467

18 30

Con lo cual, el formato de 20 x 30 es el que mas aprovecha el tamafo de la imagen retratada.

Se quiere construir una cometa utilizando trozos de tela con forma de tridngulo rectangulo de colores
distintos. Para ello se cortan los tridngulos por la altura sobre la hipotenusa, de forma que esta se di-
vide en dos segmentos de 30 y 50 centimetros, respectivamente. ;Qué area deben tener los tridngulos
originales?

h?=30-50 = 1500 = h = \/1500 = 10 \/15 = A — 30+ 50)2' 10V15 _ 4007/15 em®?

Tres amigos estan situados en linea recta pegados a la pared de la casa de una amiga que les habla des-
de una ventana.

Uno de ellos se encuentra bajo la ventana, y los otros dos, a 5 y 3 metros a su izquierda y su derecha,
respectivamente.

Si la chica observa a los de los extremos bajo un angulo de 90°, ;a qué altura esta la ventana desde la
que les habla?

2=5-3=15= h=1/15m es la distancia del amigo de en medio a la ventana.



REFUERZO

Semejanza. Criterios de semejanza

5.50 Si la distancia entre dos ciudades es de 650 kilometros, al medir en un mapa a escala 1:300 000, ;qué
distancia se obtiene?
En la realidad: 650 km = 65000 000 cm
En el mapa: 65000000 : 300000 = 216,67 cm

5.51 La razon de las areas de dos hexagonos regulares es % Si el lado de uno de ellos mide 18 centime-
tros, ¢cudl es el perimetro del otro?
A =8 =L y—jk=181

a 36 6 5221cm=>p=21~6=126cm

5.52 Halla el valor de x sabiendo que los lados AB y DE son paralelos.

c Por Tales sabemos que CDE y CAB son semejantes.
Razén — 6 3
4 cm azon = Z = 7
D X E %x=8=>x=?:5,33cm
2cm
A 8cm B

5.53 Considera los tridngulos ABC y A'B’'C'. ;Cuanto deben medir el lado A'C’ y el angulo f'para que sean
dos triangulos semejantes? ;Qué criterio de semejanza utilizas?

B’ Si queremos que sean semejantes, el angulo C"’ debe valer 40° para ser
B igual al angulo C, y los lados que forman dichos angulos deben ser pro-
2cm 3cm porcionales:
407 8
A L>c o c =
s k=i=£=>A’C’=3-£=£=24cm
2 5 5 5 '

Consecuencias de los criterios de semejanza

5.54 Si My N son los puntos medios de los lados AB y AC, ;cuanto mide el segmento MN?

7_

A Porsemejanza:|MN|=%|BC|=%7=2

3,5 cm

7cm

5.55 Los perimetros de dos tridngulos isésceles son de 15 y 5 centimetros, respectivamente. ;Cudl es la razén
de semejanza?

Si el lado desigual del primero mide 3 centimetros, ;cuanto miden los lados del segundo?

pP_5_1
p 1 3
. 1 . 5-1
Lado desigual = 3 - 3= 1cm Lados iguales = = 2.m
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5.56

5.57

5.58

5.59

5.60
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Se realiza una fotocopia de un rectangulo de 8 centimetros de base y 6 de altura reduciendo su tamano
en un 25%. ¢Cuanto mide la diagonal del rectdngulo fotocopiado?

Por el teorema de Pitagoras: d = \/6% + 8% = \/100 = 10 cm

Si se reduce un 25%, queda un 75%; entonces, k = 0,75.
d=d-k=10-075=75cm

En un tridangulo rectangulo, la altura sobre la hipotenusa la divide en dos segmentos que miden 4 y 16
centimetros, respectivamente. Halla el area de un triangulo semejante a él si la razén de semejanza
1
es k= 7
Por el teorema de la altura: h*> = 4- 16 =64 = h = V64 = 8 cm
a=IT08 gy e
A o A=A K=80-1=2em
A 4
AMPLIACION
Un alumno de 4.° de ESO necesita para la realizacion de un trabajo una copia reducida de un dibujo rec-

tangular de 35 centimetros de alto y 15 de ancho.
¢Qué porcentaje de reduccidon tiene que aplicar para incluirlo en un hueco de 20 centimetros de alto?
20 4

Razén = i < 0,58 (se acota superiormente porque tiene que caber en el hueco)

Escala = 58% = Tiene que reducirlo un 42%.

El Ayuntamiento de una ciudad tiene previsto construir una torre con las dimensiones del dibujo. Los
profesionales que concursan para realizar el proyecto deben presentar una maqueta de 4,9 decimetros
cubicos. Calcula las dimensiones de la misma.

7-5-12

Volumen real = 7-5- 10 + 3 =350 + 140 = 490 m® = 490 000 dm’
, 49 3 _
Razon = ; 290 000 1/0,00001 = 0,02

Dimensiones:

12%x0,02=0,24m=24dm
5x002=01Tm=1dm
7%x0,02=014m=1,4dm
10 x 0,02 =0,2 m =2 dm

La diagonal de una pista deportiva rectangular mide 13 metros y la razén entre sus lados es 2,4.
Existe otra pista semejante con perimetro de 102 metros. ;Cuanto mide su diagonal?

§=z4=b=z%

X+x+24x+24x=102=68=102 = x=15m= 24x=36m

Diagonal = \/36% + 152 =39 m



5.61 La altura del triAngulo mayor de la figura es de 8 centimetros, y las bases de ambos son paralelas.
Calcula el valor de x para que las areas A, y A, sean iguales.

En la figura se generan dos tridngulos semejantes. Razéon = — b, = o b,
] b, - x
IA Area del triangulo pequefio = 12

< | oo
oo

Area del triangulo grande = bzz- 8 _ 5,
A +b)-(8—
Area del trapecio = (b, bz)z (8 —x

Area del tridngulo pequefio = érea del trapecio

by-x (b, +b)-(8—x

(x + 8)(8 — x)
2 2 X =

X

:>b1-x=<b1+%b1)(8—x):x=<1 +%>(8—x):x=
:>x2:64—x2:>2x2=64:>x:\/§:4\/5cm

5.62 Dibuja un cuadrado que tenga la misma area que un rectangulo cuyos lados miden 5 y 7 centimetros.
Utiliza el teorema de la altura.

Acctingto =57 =35’ Aiase = 35 cm? = lado = V35 cm

Para dibujar el lado V35 cm dibujamos un segmento AB de medida 5 + 7 = 12 c¢m; con cen-
tro en el punto medio del segmento trazamos una semicircunferencia de radio 6 cm. A 7 cm
de A trazamos una perpendicular a AB que se corte con la semicircunferencia. Este nuevo
segmento sera la altura del triangulo ABC. Ademas, por el teorema de la altura sabemos que

A 7em Sem B h2=5.7,h="V35cm = lado,,q.4- Tomando esa medida con el compas podremos dibu-
jar el cuadrado pedido.

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

5.63 Figuras semejantes

Determina si la figura interior es semejante a la exterior y calcula, si es posible, la razén de semejanza,
la de los perimetros y la de las areas.

a) b) )
a) Para los cuadrados b) Para las circunferencias ¢) Para los triangulos
El lado del cuadrado menor es: La razon entre los perimetros es: La razén entre
VITTa 3 las éreas es:
32+ 42=5 =2.
: 15 A _18 4
La razoén entre los perimetros es —. La razén entre las areas es 22 = 4 . A6

5

. . 49
La razon entre las areas es 25

La razon entre los perimetros sera V3.
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5.64 Latas de disefo
Una conocida marca de refrescos ha disenado una nueva forma de recipientes para su producto estrella.

. 1 1 . . L . .
Las capacidades son de 3Y3 de litro, respectivamente, y el disefo es el mismo para los dos, es decir,

las latas son semejantes.

a) Calcula la altura de la lata grande sabiendo que la de la pequeina es de 12 centimetros.

5.A1

5.A2

b) Halla la superficie de la base de la lata pequena sabiendo que la de la grande es de 75 centimetros

cuadrados.

, , V
La razon de los volimenes es: Vo

3
La razon de las medidas lineales sera: = V1,5=1,14

I

3
La razdn de las areas sera: '2 = (\/1,5)2 =130

a) Si la altura de la lata menor es de 12 cm, la de la mayor sera
h"=12-1,14 = 13,68 cm.
b) Si la superficie de la base de la lata mayor es de 75 cm?, la de la menor

sera A = 5 _ 57,69 cm?.

1,3

AUTOEVALUACION

Indica cudles de los siguientes pares de tridngulos son semejantes y, en ese caso, calcula la razén de

semejanza de sus lados.

a)3,4,5y4,5;6;7,5cm c) 5, 12, 13y 12,5; 30; 32,5 cm
b) 2,5, 6y4, 10, 11 cm d)4,7,10y 2,4; 4,2; 6 cm
. _3 . _5 , _ 3
a)S|:>k—7 b) No o] S|:>k—7 d)S|:>k—§
Si ambas figuras son semejantes, calcula el area de A sabiendo que la de B es de 43 unidades cuadradas.
2
Razon = 7
7 2
(2} 3= A 3212 2
A= (7) 43 = 29 43 = 19 =351u
2
Figura A Figura B

5.A3 Me han regalado una reproducciéon de la torre Eiffel a escala 1:4000 que mide 8 centimetros. ;Cual es

la altura real del monumento?

8- 4000 = 32000 cm = 320 m

5.A4 Los catetos de un triangulo rectdngulo miden 3 y 4 centimetros, respectivamente. Se quiere dibujar otro
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tridngulo rectangulo semejante de modo que el cateto menor mida 6 centimetros. ;Cuanto debe me-

dir el otro cateto?
Ya que los tridngulos estan en posicion de Tales, son semejantes y, por tanto, sus lados son proporcionales:

k:g=2:>b=4~2:8cm



5.A5

5.A6

5.A7

Considera los tridangulos de la figura.

A a) ¢Cémo deben ser los lados MN y BC para que los triAngulos AMN y ABC
sean semejantes?
5cm
b) Halla el valor de x.
M N
3cm

a) Deben ser paralelos.

X+5=£:>3-(x+5)=5x:>15=2x:>x:%

5 3 =75am

X b)

B X c

Calcula el perimetro de un rombo semejante a otro, cuyas diagonales miden 24 y 16 centimetros, si la

, 3 1
razén de sus areas es k = T

Por el teorema de Pitagoras:

1224+ 8=1=1=1208=4V13=p=4-1=16\13 cm

Al =1
AT K=k=g
F;=k:>p’=k-p=%-16\/17=4\/ﬁcm

En un triangulo rectangulo, la altura sobre la hipotenusa la divide en dos segmentos que miden 2 y 18
centimetros, respectivamente. 3
Calcula el area de un tridngulo rectangulo semejante con razén de semejanza k = >

Por el teorema de la altura:

R=18-2=36=h=136=6cm h'=h-k=6%=9cm

_b'-h _30-9 )
i s =135 cm

b’=b'k:20-%:30cm A

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

El espejo
¢Qué dimensiones debe tener un espejo para que puedas verte en él a ti mismo por completo?

Cuando se plantea el problema las primeras ideas que se dan son que depende de la distancia a que esté el espejo o que el mismo
tamafio que la persona. Haciendo un analisis mas profundo se comprueba que ambas conjeturas son errdneas.

Plantearemos el siguiente grafico:

TEm/2 Podemos observar que el tamafio del espejo
debe ser la mitad de la persona que mira y
es independiente de la distancia a la que se
lo coloque.

N
/
N

Ex E

L

117



6 TRIGONOMETRIA

EJERCICIOS PROPUESTOS

6.1 Indica la medida de estos angulos en radianes.

a) 0° c) 60°
b) 45° d) 120°
0 2@rad X _2m-60 _w
a) 0°=0rad o) 3600 600 =X 380 3 rad
b) Zwrad:L:XZZw-%:irad d) Zwrad: X :XZZTr-'IZO:Z_'n'rad
360° 45° 360 4 360° 120° 360 3
6.2 Expresa en grados los siguientes angulos.
a) % rad b) 0,8 rad (4] 3711 rad d) 3w rad
360° x 360 - L,
a) 2mrad T rad =Xx= 127 30
6
360°  x _ 288 144 o — g0 £47 oLt
b) Zwrad_0,8radz>x_2w_ - = 45,86° = 45° 51" 35
360° X 1080 - w o
9 2wrad 3w =X= 8m =13
T rad
360° X 1080 - 7w o
d 2ntad  3mrad X" 2w >40

6.3 Calcula las razones trigonométricas del angulo agudo de menor amplitud.

_6 _
sen a = 10 =06
6m 8 m _8 _
oS o = 10 0,8
6
10 m tga=§=0,75

6.4 Halla las razones trigonométricas de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo sabiendo que la hi-
potenusa y uno de sus catetos miden 13 y 5 centimetros, respectivamente.

Para calcular el otro cateto usamos el teorema de Pitagoras:

X+5=13¥=x=144=x=12

= _5 _ 12 _
sen a = = = 0,923 cos a = 73 = 0,385 tgo=-¢ =24

_ 5 _ 1 5
sen p =53 = 0385 cos B = 73 = 0923 tg B =<5 = 0417

6.5 Calcula las restantes razones trigonométricas de un angulo agudo sabiendo que:

V3

1
a)sena—T b)cos«x—g
V3V _ 3 L2 V22
—|=1=wsa=1—-—-=a=—--=C05a——

2 2 2
a) cos’ o +sen*a =1 = cos’ a + 75 55 3

32
5
V3
fgo— & g o > V3 :\/&
€os o V22 \/22 22 N2
2 5 3
b) sen2a+(%>=1:>sen2a=1 —1§:>SEﬂ2(>L=%:>S€n0L=%:>tga=%=2\/§

3
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6.6 La tangente de un angulo agudo « es igual a % Halla sen a y cos «.

16 o 5 1 9 eascsa=
cos’o 9 cos’a 9 cos’a 25 « “~= 75

tg?a + 1 =

sen’ +—2=1=>sen2 =1—i:sen _4
« 715 « 25 “7 5

6.7 Simplifica la siguiente expresion: (sen’ a + cos’ @) + (sen’ a - cos® a).

(sen* o + cos* o) + (sen’ o — cos® o) = 2sen’

6.8 Calcula las razones trigonométricas de estos angulos.

a) = rad b) 270°

a) senq-r=12=0 c051-r=_1—1=—1 tg*rr=_i,|=0
—1 0 —1

b) sen 270° = = —1 cos 270° = —-=0 tg 270° = — = o

1 1 0

6.9 |a tangente de un angulo del tercer cuadrante es tg & = 4. Halla las otras dos razones trigonométri-

cas de este angulo.

Tercer cuadrante sen o < 0, cos o < 0, tg a > 0; tomaremos las raices negativas.

, 1 ) 1 V17 sen a av7
& +1=—7 =0’ a = 95 = s a = — - 4 = =sena = — o
o8’ « B /17
17
6.10 Calcula el valor de las siguientes razones trigonométricas.
a) sen Cl b) cos (—E)
6 6
a) senS—F‘T=l b) cos —1=£
6 2 6 2
6.11 Halla las razones trigonométricas de estos angulos.
a) 150° c) 225°
b) —120° d) 300°

a) sen 150° = sen (180 — 30) = sen 30° = cos 150° = cos (180 — 30) = —cos 30° = ——

‘ N|—
w
w<\

tg 150° = tg (180 — 30) = —tg 30° = —

V3
2

b) sen (—120°) = —sen (120°) = —sen (180 — 60) = —sen 60° = —

cos (—120°) = cos (120°) = cos (180 — 60) = —cos 60° = —%

tg (—120°) = —tg (120° = —tg (180 — 60) = tg 60° = \/3

¢) sen 225° = sen (180 + 45) = —sen 45° = _4 cos 225° = cos (180 + 45) = —cos 45° = —%

tg 225° = tg (180 + 45) = tg 45° = 1
d) sen 300° = sen (—60) = —sen 60° = —? cos 300° = cos (—60°) = cos 60° = %

tg 300° = tg (—60) = —tg 60° = —\/3
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6.12 Con la ayuda de la calculadora, halla el seno, el coseno y la tangente de estos angulos.

a) 275° b) 124° 16’ ) 1,5 rad d) 2?“ rad
a) sen 275° = —0,996 cos 275° = 0,087 tg 275° = —11,43

b) sen 124° 16’ = 0,826  cos 124° 16" = —0,563 tg 124° 16" = —1,468

¢ sen15rad = —1 cos 1,5rad = 0 tg15rad = »

d) sen Z%T rad = 0,951 cos 2?17 rad = 0,309 tg 2% rad = 3,078

6.13 Resuelve estas ecuaciones trigonométricas.
a) tg x = —1 ¢gsenx =0

b) cos x = % d) cos x = —0,7561
x = 135° + 360° k

a) Segundo y cuarto cuadrante: x = 360 — 45 = 315° 6 x = 180 — 45 = 135° { § on keZ

x = 315° + 360°
Equivalentemente: x = 135° + 180° k con k € Z

b)

x = 45° + 360° k
Primero y cuarto: x = 45° 6 x = 360 — 45 = 315° { jcon keZ.

x = 315° + 360°

x = 360° k

0
x=00x=180 {x=180°+360°k

con k € Z. Equivalentemente, x + 180° k con k € Z
x = 139° 7" 18" + 360° k

X = 220° 52" 42" + 360° k <" keZ.

)
Segundo y tercero: x = 139,122° = 139° 7' 18" 6 x = 220,878° = 220° 52' 42" {

RESOLUCION DE PROBLEMAS

6.14 Inés mide 158 centimetros y la altura de su aula es de 3 metros.
Si se situa a 2 metros de la pared, ;qué dngulo de elevacion obtiene?

3—-158=142m

1,42
2

tga = =071 = a = 35°22" 29"

1,58 m

o 2m

6.15 Desde el suelo se ve el punto mas alto de una antena bajo un angulo de 30° con la horizontal. Si nos
acercamos 75 metros hacia su pie, este angulo mide 60°. Halla la altura de la antena.

,, o_h _h
tg 60° = - \f_x
=
1g30° = — ﬁ: h
| g X+ 75 3 X+ 75
\[ 75
60° 30° 3x =h = x+75=3%=x=-—5 =315
X 75 m =
Vi Vi ~
3 x+75 h=37,5V3m
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Medida de angulos

6.16 Expresa en radianes la medida de estos angulos.

6.17

6.18

a) 30° d) 270°
b) 240° e) 135°
c) 90° f) 300°
a) 2mrad _ X:X=2T.30=1rad
360° 30° 360 6
b) 2amrad _ _x :X:21T~240:4_Trrad
360° 240° 360 3
0 2arad _ X:>X=2ﬂ'90=1rad
360° 90° 360 2
d) 2arad _ _ x :>X:2q'r-270:3_7rrad
360° 270° 360 2
& 2amrad _ _x :X:2’n’-135:3_'n'rad
360° 135° 360 4
f) 2arad _ _ x :}X:Z’n"300:5_’11'rad
360° 300° 360 3
Indica la medida en el sistema sexagesimal de los siguientes angulos expresados en radianes.
1w 47
a) 5 9] 1 e) 3
5% 11' 7w
b) & iy T
360°  x 1800 - T ano
a) dmrad  Smrad — X~ 2w 0
360°  x 360 57 L Ln
b) 2mrad ~ 5q =X= "m0 150
T rad
360° x 360 - 77 L.,
9 2rwrad 7w <\ 8m =31
T rad
360° _ x _360- -7 _ o — 990 2()
d) Yrrad -~ = len 22,5° = 22° 30
s rad
360° x _ 360 -4m _ .,
€) 2nrad — 4n =XT T en 240
T rad
360°  x 0360 - 7T e oo ggm
f) 2wrad T =X="n 114° 32" 44
- rad
1
Halla el angulo del intervalo [0°, 360°] que corresponde a:
a) 450° c) 1300° e) 540°
b) 720° d) 1800° f) 900°

a) 450° = 360° - 1 + 90°. El 4ngulo es 90°.

b) 720° = 360° - 2 + 0°. El angulo es 0°.

¢ 1300°

= 360° - 3 + 220°. El angulo es 220°.

d) 1800° = 360° - 5 + 0°. El angulo es 0°.
e) 540° = 360° - 1 + 180°. El 4ngulo es 180°.
f) 900° = 360° - 2 + 180°. El angulo es 180°.
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6.19 Expresa en radianes el angulo «, menor que 360°, al que equivalen estos angulos.

a) 480° ¢) 930°

b) 1235° d) 1440°

a) 480° = 360° - 1 + 120°. El angulo es 120°. Z;Srglod = 12)(00 =X = % = ZT rad

b) 1235° = 360° - 3 + 155°. El angulo es 155° 23“;?0‘1 S DR L
¢ 930° = 360° - 2 + 210°. El angulo es 210°. 2372300' - = x= % _Im

6
d) 1440° = 360° - 4 + 0°. El angulo es 0° = 0 rad.

6.20 Calcula el dngulo equivalente en sentido positivo a cada uno de los siguientes. Utiliza en cada caso la
misma unidad de medida en que vienen dados.

a) —330° ¢ —120°
3w (n
b) 1 rad d) -3 rad
a) 360° — 330° = 30° c) 360° — 120° = 240°
3w _ 5Sm _m_3m
b)21-r—T—4rad d) 2w z—zrad

Razones trigonométricas en triangulos rectangulos

6.21 Escribe, en funcién de m, n y p, el seno, el coseno y la tangente del angulo « en estos tridngulos rec-

tangulos.
a) b)
m
(63
p m
p
n
L]
n
a) sena=i; cosa=£;tgo¢—ﬂ
m m p
b) senc>c=ﬂ;c050tzm;tgoa=i
p p m

6.22 La hipotenusa y los catetos de un triangulo rectangulo miden 10, 8 y 6 decimetros, respectivamente.
¢Cuales son las razones trigonométricas del angulo agudo de menor amplitud del triangulo?

El angulo agudo mas pequefio es el opuesto al cateto mas pequefio.

Sena = 2 =3
“T10 5
cosa =2 =2
“T10° 5
_6_3
Ya=g=73
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6.23 Halla las razones trigonométricas del angulo « en cada triangulo rectangulo.

a) 12 m b)

16 m 52 m

2

a) Sia es la hipotenusa, a = \/16* + 12> = 20

sen ——6:£'cos =£:i't _16_4
CT T H T T 9T T3
b) Si b es el cateto opuesto, b = \/52% — 20? = 48
48 12 20 5. 48 12

o

NP =5y T3P T T3P T T

6.24 Calcula las razones trigonométricas del angulo «.

h =V25 — 12> = 21,93 cm

_ 21,93 _ . \"d
sen o = 35— 0,8772; cos o = 35 = 0,48
21,93
tga = 17 = 1,8295

6.25 Calcula el coseno y la tangente de un angulo agudo « si sen a = 0,6.

senffa +cosfa=1=06"+cs’a=1=cs’a=1-1036=csa=11-—2036=08

sen o _ 0,6
oS o 0,8

tg o = = 0,75

6.26 Halla el seno y la tangente de un angulo agudo « cuyo coseno vale %

2
sen2a+cosza=1:><%) +sena =1 = sen’ a—1—%:>sena— 1—— /
3
i O(:sena:_szi
9 Cos o 4 4
5

6.27 Calcula el seno y el coseno de un angulo agudo « si su tangente es igual a \/5.

1 1 6
:>1+(\/§)2:c052a =g = _\6f

14+t a= = s’ a = s a = —(—

cos’ a

62 '\/
sen2a+cosza=1=>sen2a+<£) =1 = sen’ a—1——=>sena— /

6
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6.28 Halla la medida en el sistema sexagesimal de los dngulos del primer cuadrante que cumplen cada una
de las siguientes condiciones.

a)senoa—l ) cos =2
=5 V=3
b)tgp =4 d)sen 8 = 0,4
a) a=11°32"13" ¢ vy =56°15" 4"
b) B = 75°57" 49" d) & = 23°34" 41"

6.29 Calcula la medida de los angulos del tridngulo.

Comprobamos que el triangulo es rectangulo:
122 4+ 16* = 20?

12m 16m sena=%=>a=36°52'12"

B = 90° — 36° 52" 12" = 53° 7' 48"

20 m

Razones trigonométricas de un angulo cualquiera

6.30 Sin calcular su valor, indica el signo que tienen las siguientes razones trigonométricas.

a) cos 315° e) tg 118°

b) sen 150° f) cos 230°

c) tg 190° g) sen 340°
d) sen 850° h) cos 460°

a) cos 315° >0 e) tg 118° <0
b) sen 150° > 0 f) cos 230° < 0
¢ tg 190° >0 g) sen 340° < 0
d) sen 850° > 0 h) cos 460° < 0

6.31 ¢En qué cuadrantes se pueden encontrar cada uno de los siguientes angulos?

a) o, sisena >0 ) x,sicosx <0

b) B,sitgp >0 d) 3, sisend <0

a) En el primero y en el segundo ¢) En el segundo y en el tercero
b) En el primero y en el tercero d) En el tercero y en el cuarto

6.32 Calcula las razones trigonométricas de los angulos de 135° y 225° a partir de las del angulo de 45°.

sen 135° = sen 45° = g; cos 135° = —cos 45° = —g; tg 135° = —tg 45° = —1
sen 225° = —sen 45° = —%; €os 225° = —cos 45° = —4; tg 225° = tg 45° = 1
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6.33

6.34

6.35

Halla las otras dos razones trigonométricas del angulo « en cada caso.
a) Si cos a =gy270°§a§360°
b) Si sena=%y90°s(xs 180°

0 Sitga =12y 180° = a = 270°

2
a) (E)+sen2a—1:>sen2a=1—ﬁ:sena=— —_ = ——

7 49 49 7
Vi3
7

sen a \/E

Y= sa 6 6
7
3\ 9 55 /55
2 2 _ 2 2 _ 2 — _Z - _ |22 _ __d- =
b)sena+cosa—1:>(8>+cosa 1= cos’a =1 64=>cosa 6l 3
3
tg o = BN _ 8 _ _3V55
ga C0S o _§;55 55
8
1 : 1 V3
2 _ — 2 - A W
c)1+tga—cosza:>1+<\ﬁ)—cosza:cosa—azcosa 3

tga =

sen « Sena=\/5~—_;/§=—$

=
CoS o

Calcula las razones trigonométricas del angulo «, expresado en radianes, en cada caso.

a) Sitga=5y0§as%

b)SiCOSa=0,8y3T1TSaSZTr

1 1 V26
2 — 2 8 2 = — = ——
a)1+tga—cosza:‘l+5—cosza:c05a—26:c05a 76
i a=sena:sena=5\/26=5\/26
g C0S o 26 26
) 100 A ) _ ~ —06 3
b) 0,8 +sen"fa=1=sen"a=036=>sena = —-06=>tga = 08 = 7

Si « es un angulo agudo y cos a = 9 icudles son las razones trigonométricas del angulo o + 180°?

56 2V14

5\ 25
sen2a+cosza=1:><—> +senffa=1=senfa=1—-">=sena = |- ="—"—

9 81 81 9
2V14
9

2V14 5 V14
9

, cos (o + 180) = 9 tg (@ + 180) = ——

sen (o + 180) = — 3
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6.36 El coseno de un angulo del primer cuadrante vale E. Calcula:

13
a) sen (e + 180°) c) cos (180° — o)
b) tg (90° — «) d) sen (—«)
2 2 = 12y 2 2o g _ 144 _ |5 5
sena+cosa—1:><13 +senfa=1=sena =1 169:>senoc— 169 ~ 13
=N
t =sena=E=i
997 tosa 12 12
13 5 12
a) sen (180° + ) = —sen o« = 13 c) cos (180° — o) = —cos a = 13
oy _1 _12 ) — __5
b) tg (90 ()L)—tga—s d) sen (—a) = —sen a = 13

6.37 Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas. Expresa los resultados en grados.
V3 V3

a) cosx = 5 ) senx = -5
b)1—-2cosx=0 d) tgx = 1
_ _ﬁ_ o o aaro [X = 150° + 360° k
a) x = arcos 5 =150°0 x = 210 {x=210°+360°k conk e Z
1 ) {x = 60° + 360° k
b) cosx=§:x=60 6 x = 300 X:3000+3600kc0nkez

x = 240° + 360° k

x = 300° + 360° k ONKe€Z

Q) x=240°éx=300°:>{
d) x =45°6x = 225" = x = 45° + 180° k con ke Z

6.38 Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas. Expresa los resultados en radianes.
a) tg x = -2 c) sen x = 0,81
b) 2 —5cosx=6 ddsenx+1=0
a) arctg (—2) = —0,35m = x = —0,357w + kwcon ke Z

b 4 ( 4 0.8 § 13 {X=0,81T+2k1'r e
) COSX = 5:>x—arcos 5>_ Brox=127=> X = 121 + 2k onke
x = 0,37 + 2km
¢) x = arcsen 0,81 =0,37réx=0,77r=>{ conkelZ
x = 0,77 + 2km

x = 1,087 + 2kw

_ 1 _ 1 5y =
d) sen x = F=X= arcsen( 4> 1,927m6x = 1,087 = {x= 1.02m + 2k conkelZ

6.39 Demuestra las siguientes igualdades trigonométricas.

a) tg> - (1 — sen” o) = sen” « A(1+tg%a) cos’>a =1
sen « * COS «
b) ————— =1 -sen’ «
tg o
2 (1 2 — ot . 2 :senza. 2 2
a) tga- (1 —sen’a)=1tg o - cos’ a ol o (05 a =sen’a
na- na - cos’
p Sene-sa  sene-cosa o0 - g
g o sen o
1
0 (1+tgda) -cos?a=—7F—" csa="1

Cos"™ o
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6.40

6.41

6.42

6.43

6.44

6.45

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Razona si las siguientes afirmaciones son ciertas o falsas.

a) El coseno de un angulo agudo es positivo.

b) La tangente de un angulo del segundo o del tercer cuadrante es negativa.
¢) El seno de un angulo es positivo si estd comprendido entre 0° y 180°.

d) Hay dos angulos entre 0 y 2w radianes con el mismo valor de la tangente.

a) Verdadera.
b) Falsa. En el tercero, el seno y el coseno son negativos, y, por tanto, la tangente es positiva.
¢) Verdadera.

d) Verdadera.

L X 1 3
Comprueba si existe un angulo « tal que sen « = ZYyw©sa=7

2 2
sena + 0’ o = 1 = (%) + (%) . 1+69 # 1 No puede existir.

Los lados de un triangulo miden 45, 27 y 36 centimetros. Demuestra que el seno de uno de sus angu-
3

los vale —.
5

¢Cuales son las otras dos razones trigonométricas de ese angulo?
Primero hay que comprobar que es rectangulo: 45 = 27* + 36> = 2025 = 729 + 1296.

sen —E—iicos _ﬁ_iit _E_i
“T3 75 “T s T 79T 3Ty

Si sen « = 0,68 y cos « = 0,73, calcula sen B y cos .

cos B = sen o« = 0,68

sen B = cos a = 0,73

»\

o/

Escribe en radianes el cuadrante en el que se encuentra un angulo « si:

a) sen a« = 0,35
b)tga = —-1,5

¢) cosa = —-0,9

b)%SOLSﬂ y37ﬂ5aszw
0 %Sas%ﬂ

¢Qué relacion existe entre las tangentes de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo?

1
th:tg—a
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0.46

6.47

6.48

6.49

6.50

128

PROBLEMAS PARA APLICAR

En el momento del dia en que los rayos del sol forman un angulo de 60° con la horizontal, la sombra
que proyecta un arbol en el suelo es de 2,6 metros.

¢Cuanto mide el arbol?

Si h es la altura del arbol, tg 60° = 2h6 =h=26-1t960°=45m

Para medir la distancia entre dos puntos muy alejados A y B, se han situado dos personas sobre ellos.
Una tercera persona esta en un punto C, a 50 metros de distancia de A.

Calcula la distancia que separa los puntos A y B.

Si a es la distancia que separa los puntos Ay B: tg 82° = % = a = 50 - tg 82° = 355,77 m.

Unas cigiiefias han construido su nido sobre el tejado de un edificio a 25 metros del suelo. Un chico lo
observa desde un punto situado a 50 metros del edificio.

Calcula el angulo de observacion.

tgazé—g:a=arct9%:>a=26,57°

Juan ha subido en un globo aerostatico hasta una altura de 50 metros. Sus padres siguen el vuelo des-
de el suelo.

a) ¢A qué distancia del punto A se encuentran los padres de Juan?

b) Si el globo continua subiendo en la misma direcciéon y se detiene cuando el angulo de observaciéon de
Juan es de 60°, ;a cuantos metros de altura se encuentra el globo en este momento?

a

a) Sia es la distancia: tg 75° = T =@ 50 - tg 75° = 186,60 m.
. L 180,60 1806
b) Si hes la distancia al suelo: tg 60° = —h = h = 1960° 107,74 m.

El tronco de una palmera mide 3,5 metros y crece de forma inclinada debido al peso de la parte supe-
rior. La perpendicular desde su parte mas alta hasta la tierra mide 2 metros.

Calcula el angulo de inclinacion del tronco respecto a la vertical.

_ 20 _4 _ 4 _ 0
cosa—35—7:>a—arcos7:>a—55,15



6.51 Alba va a poner una bombilla de bajo consumo en una ldampara que esta situada a 2 metros del suelo.

Alba mide 1,53 metros, y cada lado de la escalera, 70 centimetros. Averigua si alcanza con ella para po-
ner la bombilla.

Al abrir la escalera, sus lados forman con el suelo un tridngulo isésceles. La altura del triangulo es la altura a la que estara el
Gltimo peldafio una vez abierta.

sen 50° = 7h—0 = h =70 - sen 50° = 53,62 cm.

La altura a la que llegara la cabeza de Alba es: 53,62 + 153 = 206,62 cm.

Por tanto, llegara para cambiar la bombilla sin esfuerzo.

6.52 En el centro de una plaza de forma circular de 300 metros de diametro hay una estatua sobre un pe-
destal que mide 2,5 metros de altura.

Con un teodolito situado en el borde de la plaza se observa la parte mas alta de la estatua bajo un an-
gulo de 6°. Si la mira del teodolito se encuentra a 1,2 metros sobre el suelo, ;cuanto mide la estatua?

! 150 m [t

h+25-1.2

El radio de la plaza es de 150 m. Si h es la altura de la estatua: tg 6° = 150

=h+13=150-t96°=1577m=h=1577 —13 =1447m
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6.53 Desde un lugar situado junto al pie de una montana se observa el pico mas alto de la misma con un
angulo de elevaciéon de 45°. Si se retrocede 1061 metros, el angulo es de 30°.

Calcula la altura de la montana.

Si h es la altura, y x, la distancia de la base de esta al primer punto de observacién:

tg 45°

tg 30°

tg 30°

h

x + 1061

h

x + 1061

Xx=nh

=1tg30°-h+1061-1t9g30°=h=h=

1061 -

1 — 1g 30°

tg 30°

= 1449,35 m

6.54 Una antena se ha clavado en el suelo. Para que permanezca vertical y bien sujeta se han colocado dos
anclajes en el suelo a ambos lados de la antena alineados con su base.

La distancia entre los anclajes es de 40 metros y, si se observa la parte mas alta de la antena desde cada
uno de ellos, los angulos de elevacion son de 30° y 60°, respectivamente.

Medida de angulos

Calcula la altura de la antena.

Si h es la altura, y x, la distancia de la base de esta al punto en el que el angulo de observacion es de 60°:

o_h
tg 60 =

. h
930" =20 —x

o g 60° - X
930" =4 —x

h = x - tg 60°

=40 -tg30° —tg30°-x =1g60° - x = x =

REFUERZO

6.55 Calcula la medida en radianes de estos angulos.
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a) 36°
b) 20°
o) 216°

2rad
360°

2mrad
360°

0 2mrad
360°

=X :>x—2w'36—£rad
-~ 36° 360 5
=X =>x—2w'20—1rad
-20° 360 9
__X :XZZW'216:6_7T
216° 360 5

rad

d) 160°
e) 324°
f) 290°

2mrad
360°

2mrad
360°

2mrad
f 360°

40 - tg 30°
tg 60° + tg 30°

—10m, h =103 m

X :>X_21'r~160_8_1'rrad
~160° 360 9
X :>X_2'rr-324_9_’rrrad
32 360 5
__X :X:21T'290:291Trad
290° 360 18



6.56 Expresa en grados:

1w 5%
a) 4w rad Q) 35 rad e) 73 rad
97 13w M=
b) - rad d) o rad f) < rad
360°  x 3604w ., 360°  «x 00360 - 13W o
a) dmad ~ dwad =X = 2w %0 d) 2mrad 43 =X= ", -3
——rad
6
360°  x 36097, . 360° X 360 - 57 .,
b Jmrad ~ow . X T gm0 © mad - 5w O XT  2am P
~——rad ~=-rad
4 12
360°  x 360 - Tm L, 360° X 360 - 11T e
9 Fmrad - Tw . DX gm0 D mad = T, = T 10m 3%
——rad ——rad
9 5
6.57 ¢A qué angulo menor que 360° equivalen los siguientes?
a) 720° d) 840°
b) 1050° e) 600°
c) 990° f) 1260°
a) 720° = 360° - 2 + 0° El angulo es 0°. d) 840° = 360° - 2 + 120°. El 4ngulo es 120°.
b) 1050° = 360° - 2 + 330° . El angulo es 330°. e) 600° = 360° - 1 + 240°. El angulo es 240°.
¢) 990° = 360° - 2 + 270°. El angulo es 270°. f) 1260° = 360° - 3 + 180°. El angulo es 180°.
Razones trigonométricas en triangulos rectangulos
6.58 Halla las razones trigonométricas del angulo « en estos triangulos rectangulos.
b 16
a) " ] ) cm
5 :
40 cm > 9
o
a) Si b es el cateto que falta: b = V40> — 322 = 24.
sen —E—i'cos —ﬁ—i't _32_4
TR T PT Y T 9T T3
b) Sia es la hipotenusa: a = /16> + 16> = 161/2.
sen a = 16 =ﬁ'c05a= 16 =ﬁ'ta=ﬂ=1
162 2 162 2'9%" 76
6.59 Calcula la tangente del angulo agudo « en cada caso.
a) Sicos a = 0,2 b) Si sena=%
o1 1 _ _
a)1+tga—cosza—0’22—25=>tga—\/ﬁ—2\/6 i
. ) 5Y 2y = 1 =12 - [39_ V39
b)sena+cosa—1:><8 +csfa=1=cs a=1 61 = Osa = Jer=—g

sen _ 5\/5

5

8
tga:COSOL: 939 -39

8
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Razones trigonométricas de un angulo cualquiera

6.60 Si cos 70° = 0,34, halla:
a) sen 20° ¢) cos 250°
b) cos 110° d) cos 290°

a) sen 20° = sen (90° — 70°) = cos 70° = 0,34

b) cos 110° = cos (180° — 70°) = —cos 70° = —0,34
c) cos 250° = cos (180° + 70°) = —cos 70° = —0,34
d) cos 290° = cos (—70°) = cos 70° = 0,34

6.61 Si « es un angulo agudo y sen « = 0,64, calcula:

a) sen (180° — o) c) sen (—a)

b) cos (90° — «) d) sen (o + 180°)
a) sen (180° — o) = sen oo = 0,64

) cos (90° — a) = sen o = 0,64

¢ sen (—a) = —sen o = —0,64

d) sen (@ + 180°) = —sen o« = —0,64

(=3

6.62 Halla el valor de los angulos.

a) 4 b) 4

an ()
NIz T

a) sena = % en el segundo cuadrante = « = 170,41°

b) cosa = %3 en el tercer cuadrante = o« = 233,13°

6.63 Calcula las otras dos razones trigonométricas del angulo « en cada caso.

a) Sicos a = —;y180°5a5270°
b) Si sen a = —%y270°5as360°
0 Sitga =-\8y 90° = « = 180°

a) —£2+sen2 —1osera=1-1¢Ssena=— ﬁ——@t = : =
7 « « 49 « -7 B*T 4 =7y
7
3

2
b) (—%>+ wsfa =1 = cos’* a =

o 1+ (—\/8)Z - = cos’a = l:> s a = —%; -\/8 = = sena = —\/8 (‘%

cos’ a 9
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AMPLIACION

6.64 Calcula las razones trigonométricas de los siguientes angulos reduciéndolos primero a uno equivalente
menor que 360°.

a) 450° c) 1125°
b) 2190° d) 630°
a) 450° = 360° + 90°

sen 450° = sen 90° = 1, cos 450° = cos 90° = 0, tg 450° = tg 90° = =
b) 2190° = 360° - 6 + 30°

sen 2190° = sen 30° = 17 cos 2190° = cos 30° = ? tg 2190° = tg 30° = ?
¢ 1125° = 360° - 3 + 45°
sen 1125° = sen 45° = ? cos 1125° = cos 45° = % tg 1125° = tg 45° = 1

d) 630° = 360° + 270°
sen 630° = sen 270° = —1, cos 630° = cos 270° = 0, tg 630° = tg 270° = «

6.65 El seno de un angulo agudo « vale 1. Calcula:

9
a) cos (x + 90°) c) tg (540° — @)
b) sen (a« + 270°) d) tg (« + 1440°)
7
—2+cosZ =1 = cos’ =1—ﬂ:>cos = 2—4—\6t = : =ﬁ
9 « « 81 CTV8TT 9 9T M 8
9
7 7V2
a) cos (o + 90° = —sena = 9 ¢ tg (540° — o) = —tga = 3
b) sen (o +270) = —cos a = —# d) tg (oc+1440)=tga=¥
6.66 Si cos « = % y 3777 = «a = 2, calcula las razones trigonométricas de estos angulos.
a) a+ Om™—«
b) 27 — « d)%—a
dot ot a1 o 10V 4 coma S [ __[n_ _Vn
senu+cosa—1:(11 +sena=1=sen"a =1 1 = sena = o1 = 1
Vi
o = SN _ 1 _\/E
99~ tosa 10 10
1
a) sen(*rr+u)=—senaz@;cos(frwra)z—cosa=—%;tg(*rr+o¢)=tgoc——1—31
b) sen(21=r—a)=—senaz%;cos(hr—a)=c05a—%;tg(2ﬂrr—o¢):—tgaz%
o) Sen(’n'—a)=sen0L=—%;Cos(ﬂ—(x)=—c05a=—%;tg(’n—a)Z—tga:,l—?
d) sen (= — a) = cos =10 o5 (T~ &) = sen =—ﬂ't T o) = =—10\/£
2 “ R TR A « 1n 927 % ga 21
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6.67 Sitg a = —\/ﬁ y % = «a = =, halla las razones trigonométricas de los angulos suplementario y opues-

to a a.
\Vis) = 1 2 = I _ sena _Vis
1+( 15)—c052a:>cos a=gp=>0sa =~ 15 = 1 =sena = —
4
V15 1
sen(w—a)zsena=T;cos(1-r—oc):—cosa=z;tg(~n—a)=—tga=\/15

sen (—a) = —sen a = —\/415; cos (—a) = cos o = —%; tg (—a) = —tga = V15

6.68 Demuestra estas igualdades trigonométricas.

sen‘*a — cos*a
a) > — =1
sena — cos’a

2
sen’« 1
b) cos o + =
cos o Ccos o

) sena — cos' o _ (sen’ o + cos’ ) - (sen” o — cos’ o) 1
sen’ o — oS’ o sen’ a — oS’ « ~

sen o cos’ a + sen’ o 1
b) cos o + = =
oS o €os o oS

6.69 Resuelve estas ecuaciones.

a) Isenx| =1

b) I cos x| =%
Q) Itgxl =1
1
d) Isen x| =3
a) x=%+k¢rconke2
™ , S5 27 47
b) x:?+2kﬂrrox=T+2k1-r;x=T+2kw;x=T+2kwconkeZ
™ , 3 5 Virs
Q) X=—+2knox="r+2km;x="—" +2kmx=—+2kwconkeZ
4 4 4 4
™ , S5 Virs M
d) x=€+2k7rox=?+2kw;x=?+2kw;x=T+2kﬂconkeZ
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PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

6.70 ;Cantidades proporcionales?

6.71

En la figura aparece dibujado el primer cuadrante de la circunferencia goniométrica.

En ella se consideran dos angulos « y B tales que la amplitud del segundo es igual a la del primero au-
mentada en un 50%.

a) Halla el valor del seno de cada uno de los angulos si « = 30°. Deter-
mina en qué porcentaje ha aumentado el seno de B en relacion con
el de a.

b) ¢En qué porcentaje aumenta el seno de @ si el angulo « mide 60°?

c¢) ¢Crees que los senos de los angulos son proporcionales a las ampli-
tudes de los mismos?

1

a) sen o = sen 30° = 0,5 sen B = sen (1,5 - 30) = sen 45° = 0,707

0,707
0,5

b) sen a = sen 60° = 0,866 sen B = sen (1,5 - 60) = sen 90° = 1

1
0,866

) Al pasar de 30° a 45° la amplitud ha aumentado en un 50%, y el seno, en un 41,4%. Al pasar de 60° a 90°, la amplitud ha
aumentado en un 50%, pero el seno sélo lo ha hecho en un 15,5%. Las amplitudes no son, pues, proporcionales a los senos.

= 1,414 = Mientras que la amplitud crece en un 50%, el valor del seno aumenta en un 41,4%.

1,155 = El valor del seno ha aumentado en solo un 15,5%.

Colores circulares

La regla de la figura gira en el sentido contrario a las agujas del reloj y describe una vuelta completa
en 2 minutos.

La longitud de los segmentos OA y AB es de 20 centimetros.

a) Calcula, en radianes, el angulo « descrito en un segundo.

b) Halla, en centimetros cuadrados, las areas de color gris y de color na-
ranja que se han pintado cuando ha pasado un segundo.

c¢) Calcula la relacién de las areas pintadas cuando ha transcurrido un se-
gundo. ;Cual es esa relacion al cabo de 40 segundos?

a) En 120 segundos describe 27 radianes. En un segundo describe % = % radianes.
w08 _ w1600 _ 40w
120 120 3 '

- OA> _ - 400 _ 10w
120 120 3

(40 — 10w _
3

b) Area del sector OBB' cuando ha pasado 1 segundo:

cm?.

Area del sector OAA’ cuando ha pasado 1 sequndo: T

107

2
3 107 cm

Area de la zona gris: cm?  Area de la zona naranja:

¢) La relacion de las areas pintadas cuando han pasado 1y 40 segundos es la misma:

101
Zona Gris 3 1

Zona Naranja 10w 3
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6.A1

6.A2

6.A3

6.A4
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AUTOEVALUACION

Expresa en grados la medida de estos angulos.

3 157
a) T rad b) T rad
360° X 360 - 3w o
A Yrrad ~ 3w . X om0
T rad
360° X 360 - 157 R
b) 2mwrad ~ 157 =X= 8w = 675
T rad
360° x 360 - 97w o
9 2utad  9mrad X" 2w 1620

Pasa a radianes las medidas de los siguientes angulos.

a) 36° b) 100°

a) ZTI‘rad: X :>X:21T'36:£I'ad
360° 36° 360 5

b) ZTrrad: X :>X227r-100:5_1'rrad
360° 100° 360 9

0 ZTI‘rad: X :>X:21T-3'|0:3'|Trrad
360° 310° 360 18

Halla las razones trigonométricas de los angulos « y B.

h? = 100> — 60> = 6400 = h = 80 cm

_ 80 _ _ 60 _
sen o = 100 =08 s a = 100 =06
= 50 o _ 80 _
sen B = 100 =06 s B = 100 =08

Calcula la medida de los angulos agudos del triangulo.

N —

=—>=a=060° senf3 =

S

c¢) 9w rad

) 310°
tg o = % =133
tgp = % = 0,75
=B = 30°



6.A5 Halla las otras dos razones trigonométricas en cada caso.

a) Si sena=%y90°5a5180° c) Si c05a=%y270°5a5360°
b)Sitga=\/24y0SaS% d)Sitga=%ywSas3Tﬁ
3
a) izJrcosZ “1ofa=1- 2= cosa=— 9—1:—ﬂ't A}
10 ° ° 100 « 100 10997 Vo 91
10
. , 1 1 s 1V 2Ve
b) 1+ (V24) = ol S a= o= 0sa= 5,5ena—\/74 5= 5 — 5
_Ves
1V o S __[B_ Ve . Vg
c)(8>+sena—1:>sena—1 64:seno¢— 61— 8,tg = 1 = 63 = 3\ﬁ
8
4y _ 1 1= _ _3 _A 23y _ 4
d)1+(§>—COSZQ:COSa—ZS:COSa— 5,senm—3 ( 5)— G
6.A6 Si el seno de un angulo agudo « vale % calcula:
a) sen (180° — «) b) cos (—«) c) cos (90° — «) d) sen (a + 180°)
2 1 24 2Ve
2 2 = 20 =1 — - 2L _4Vo
(5>+c05a 1= cos"a =1 55 = Cos 3% =g
a) sen (180° — o) = sen a = % c) cos (90° — o) = sen o = %
b) cos (—a) = cos a = ¥ d) sen (@ + 180°) = —sen o = —%
6.A7 Calcula los angulos que cumplen cada una de las siguientes condiciones.
a) cos o« = —0,44 b)tg B = V43 C) sen x = R d) sen 8 = —0,96

15
a) a = 116°6" 14" + 2kw con ke Zy o = 243° 53" 46" + 2k con k € Z
b)B =81°19" 45" + 2km conk e Zy B = 261°19" 45" + 2kw con k e Z
€ x =32°13'51" + 2kwconkeZy x = 147° 46" 8" + 2kw con k € Z
d) & = 253°44' 23" + 2km conk e Zy & = 286° 15" 37" + 2kmw con k € Z

MURAL DE MATEMATICAS
MATETIEMPOS

El recorrido del oso

Un oso camina 10 kilometros hacia el sur; luego gira al este y camina 8, gira hacia el norte y, andando otros
10 kilémetros llega al punto de partida. ;Como es posible? ;Cual es la figura que muestra el recorrido del
0s0? ;Cuanto miden sus angulos? Polo Norte

Para que el recorrido sea posible, el oso debe ser blanco y estar en el polo norte.
El oso recorre el perimetro de un tridngulo isésceles curvo.
Dos de sus angulos internos son de 90° el otro es:

8 3500 = 0072°
o« = 5375 ' 360° = 0,072

donde 6370 es el radio de la Tierra en kildmetros.
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7 PROBLEMAS METRICOS

EJERCICIOS PROPUESTOS

7.1 La hipotenusa y uno de los catetos de un triangulo rectangulo miden 4 y 2 centimetros, respectivamente.
Halla las medidas de sus angulos.

B C = arcsen % = 30°
4 cm
2cm
B = 90° — 30° = 60°
] ¢

b

7.2 En un triangulo rectangulo, los catetos miden 6 y 8 centimetros. Calcula la medida de la altura sobre la
hipotenusa y la distancia desde su pie hasta los extremos.

c=8+6"=c=10cm ¥=¥=>h=4,8cm
8cm 6 cm
h 8 =m-10=m =64 cm
62=n-10=n=3,6cm
m n

7.3 Ana y Blanca se encuentran a ambos lados de la orilla de un rio en los puntos A y B.

¢Qué anchura tiene el rio?

S rane - 1nne Ao - Eno 100 _ d 100 - sen30°
B = 180° — 100° — 30° = 50 o 50° = sen3° = 9= eanggr = 6527 M
7.4 Resuelve estos tridngulos.
a)a=25m,b=20m, A = 90°
b) a = 6 cm, B = 45°, C = 105°
dda=10mm,c=7 mm, B = 30°

.

a) Triangulo rectangulo; & = 25 — 20° = 225 = c=15m

n & _ o 77 "
B = arcsen 3% = 53° 7' 48
C =36°52" 12"
b) A = 180° — 45° — 105° = 30°
6 _ b _ c
sen 30° sen 45° sen 105°
_ 6send5 _ 6sen105°
b = “een30 - 849 cm ¢ = “een3 - 11,59 cm

O =10"+7"—-2-10-7-cos30°= b = 27,76 = b = 5,27 mm
12=7"+527"—2-7-527-cosA =cosA =-0,315= A =108,35°
C = 180° — 30° — 108,35° = 41,65°
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7.5 Los brazos de un compas miden 12 centimetros. ;Qué angulo forman cuando se traza un arco de 7 cen-
timetros de radio?

77=12+12>—-2-12-12 - cosoo = cosa = 0,83 = o = 33,92°

7.6 Los lados de un paralelogramo forman un angulo de 70°. Sus medidas son 7 y 8 centimetros.
a) Calcula la longitud de la diagonal menor.

b) Halla el area del paralelogramo.

a)d?=7"+8—2-7-8c0s70° = 74,694 = d = 8,643 cm

d b) sen70° = g = h = 6,578 cm
7 cm h

A =8-6578 = 52,624 cm’

8cm

7.7 El lado de un octégono regular mide 12 metros. Calcula la longitud de los radios de las circunferencias
inscrita y circunscrita.

El radio de la circunferencia inscrita se corresponde con la apotema: r

El radio de la circunferencia circunscrita se corresponde con el radio del octégono: R

Angulo central = 360° : 8 = 45° 200 = 180° — 45° = 135° a = 67,5°
12 R

— 2 2 e —
end5° _ sen6l5° = R=1568 m r°= 15,68 — 6° = 209,86 r=1449m

7.8 Halla el area de un pentagono regular inscrito en una circunferencia de 10 centimetros de radio.
Angulo central = 360° : 5 = 72° 2o = 180° — 72° = 108° a = 54°

10 s = X s=>x=11,76 cm a*> = 10*> — 5,88 = 65,43 = a = 8,09 cm
sen 54 sen72

_ 11765809

A 2

= 237,85 cm?

7.9 Calcula el area lateral y el area total de estos cuerpos.

a) b) 9}

d)

8 cm 8 dm

3cm

6 dm

Aa=3-15%=675=a=26m= A, = 362—26 = 23,4 (Mm% Aye = 3 - 6 - 8 = 144 e’

Atotal = 23,4 -2+ 144 = 190,8 sz

DR =2 =1 =35 h =173 5 Ay, = 25> = 1730 2 A = 4 173 = 692100

S~ amo  ane — ano 4 h _ 4sen70°
A =90 70° = 20° = en20° — seni0° = h= “een20° 10,99 m =

= Aps = 4+ 4-10,99 = 17584 m? = A, = 2 - 4 - 4 + 175,84 = 207,84 m?

d) Apen = 2 - 3 - 7 - 8 = 48w dM’ Asemiesterss = 4+ T - 3 = 36m dm* = A, = 48w + 36w = A,y = 84w dm’
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7.10 Halla el volumen de estos cuerpos.

7.11

7.12

a) b) 3] d) f
5m
10 cm
16 cm 60° 14m
5 cm
50° i
7 cm 6cm 3m
7 — R _ 2 2 2 —
a) 5 = s >R =59 m=4a=59"-35=2315=a=481m=>=
sen72 sen 54
= Ay, = 1228 — ga1g am v=BA18 16 _ 1496 cn
0o _ 9 _ _wrh iw_ﬁ_ 2,895 472,89° 5
b) tg60° = S == 2,89 cm V——3 375 = 3 + 5 = 94,24 cm
o_ b _ _6-17,15 ) 2 B s
0 tg50° = €:>b 7,15 cm Apase = 7 =2145m’= V=2145-10 = 2145 cm
dJR=14:2=7m r=(14-5-2):2=2m

V = wRh — wrth = w73 — w223 = 1357w m® = 423,9 m’

RESOLUCION DE PROBLEMAS

Se quiere forrar una maceta con forma de tronco de cono. Si el diametro de la base mide 20 centimetros
y la generatriz, que tiene la misma longitud, forma un angulo de 60° con el suelo, ;qué cantidad de pa-

pel se necesita?
x=10-cos60°=5m=R=10+5=15acm
A = (15 4+ 10) - 20 = 5007 cm?

Ape = w107 = 1007 cm?

= 5007 + 1007 = 6007 cm?

Amaceta

¢Qué volumen de tierra se necesita para llenar una maceta de interior que tiene la forma de un tronco
de cono si los radios de las bases miden 10 y 20 centimetros, y la generatriz forma un angulo de 60°
con el suelo?

2 .
B = 20" — 10° = 300 = h = 17,32 cm v=TE 132 481283

2.
H?> = 40> — 20> = 1200 = H = 34,64 cm V= M = 14502,61 cm’

Viono = 14502,61 — 1812,83 = 12689,78 cm’

ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Resolucion de triangulos rectangulos

7.13 Calcula la medida de los lados y los angulos que faltan en los siguientes tridngulos rectangulos.

a)
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c B
b) A 11 ¢m B oem_ ¢ d)

11 cm

(A 20 cm

12 cm
10 cm



7.14

7.15

7.16

7.17

7.18

7.19

a)f= 90° — 30° = 60° sen 30° =%:>c= 6 cm sen 60° =%:>b =63 cm = 10,39 cm
b)B = C = 45° a =117+ 11?=a= 112 = 1556 m
) B = 90° — 40° = 50° sen40°:%=>c= 14cm=>t950°=g=>b: 10,73 cm

d)a2=202—102=300:>a=10\/§cm=17,32cm:>sen§=%:>§=30°;Z=60°

Resuelve los triangulos sabiendo que C es un angulo recto.
a)A =55 a=18cm

b)c=10cm, b = 6 cm

¢da=18cm, b = 15 cm

a)§=90°—55°=35° sen55°=E:>c= 18 > = 21,97 cm
C sen55
b = 21,97 - sen35° = 12,6 cm
b)a* =10 — 62 = 64 = a = 8 cm sen§=%= 06 B = arcsen0,6 = 36,87°
A = 90° — 36,87° = 53,13°
Q=18+ 15 =549 = ¢ = 23,43 cm senB = 231 23 = 0,64 B = arcsen0,64 = 39,81°

A = 90° — 39,81° = 50,19°

Halla la longitud de la altura de un tridngulo equilatero de 12 centimetros de lado.

h* =12 — 6= h = \/108 = 10,39 cm

El lado desigual de un tridngulo isosceles mide 16 metros, y el angulo desigual, 80°. ;Cual es la medida de
la altura sobre este lado?
o_ 8 __8 _
tg40° = p = h= 940" =953 m

Las proyecciones de los catetos de un triangulo rectangulo sobre la hipotenusa miden 6,4 y 3,6 centi-
metros. Halla la longitud de los lados.

¢=64 + 3,6 = 10 cm mide la hipotenusa.
ad=m-(=>a=64-10=64=a=28wm
PP=n-c=>b=36-10=36=b=6wm

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 20 centimetros, y la proyeccion de uno de los catetos
sobre ella, 4 centimetros.

Resuelve el triangulo.

c=m+n=>m=20—-—4=16cm
ad=m-c=>a=16-20=320=a = 17,89 cm
bP=n-c=>bh=4-20=80=b =289 cm

& _ 17,89

tgA 8.94 = A = 63,45° = B = 90° — 63,45° = 26,55

La diagonal mayor de un rombo mide 8 centimetros y forma con cada lado contiguo un angulo de 26°.
¢Cuanto mide el lado del rombo?

€0s26° = 4 == LO = 4,45 cm mide el lado.
c cos 26
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7.20 Halla la medida de los angulos de este trapecio rectangulo.

B 9cm
7cm
Trazando la altura desde el vértice superior derecho se obtiene un triangulo rectangulo. A
7 0
9cm tga = 5 = a = 66,30
3
3
B = 360° —90° - 2 — 66,80° = 113,20°
7cm
o
-~ 12¢cm em
Resolucion de triangulos cualesquiera
7.21 Resuelve estos triangulos. 0° 6m
a) <\ b)
18
20 m
359
a)a’=18+20"—2-18-20-cos95° = 786,75 = a = 28,05 m b) B = 180° — 80° — 35° = 65°
2805 18 ~ 18 -sen95° ~ N 6 _ . sen80°
sen95°  senA — SNA = 2805 A =3974 sen35° ~ sengo” ¢~ O
B = 180° — 95° — 39,74° = 45,60° J b sen 65

sen35°  sen65° =b=6" ‘sen 35°

7.22 Halla la medida de los angulos y los lados desconocidos en cada caso.

a)ﬁ=56°,b=14cm,c=8cm

ca=38cm, b=46cm, c = 22 cm
b) B = 45°, C = 75° a = 25 cm

d)A =42°,C =65 b=14cm
a)a’=8+142—2-8-14-cos56° = 134,74 = a = 11,61 cm
11,61 8 8 - sen56°

en56°  send = senB = W:B = 34,84 C =180° — 56° — 34,84° = 89,16

b) C = 180° — 45° — 75° = 60°
25 b _ 25 - sen45°

sen60°  sends® T een60° 20,41 cm
@ =25 + 20,417 — 2 - 25 - 20,41 - cos75° = 777,44 = ¢ = 27,88 cm

—~ ~ 2 _ 262 — 992 .
()38 = 46" + 22" — 2 - 46 - 22 - COSA = COSA =%:A = 55,17°
38 46 S 46-5en5517° & oo A oo crae  eneae — a1 900
son517° ~ sen§ = N8 = 28 = B =8354° C =180° — 55,17° — 83,54° = 41,29

d) B = 180° — 42° — 65° = 73°

a - 14 :>a_Len420—980cm
sen42°  sen73° ~ sen73° 7
c__ 14 _ 14 sen65° _
sen65° sen73° ¢ T een73® 13,27 cm
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7.23 Resuelve el triangulo. ;De qué tipo es?

=19 +132—-2-19-13 - cos 50° = 212,46 = ¢ = 14,58 cm
13 cm

Es escaleno.
19 cm
1.24 Resuelve los siguientes triangulos.
a)a=3aum, c=2awm, C = 140°
b)a=19cm, b =8 cm, B = 62°
a) % = 3/\ = senA = 3 - senfd0” _ 0,96 = A = 74,62°. No es posible.
sen 140 senA 2
b) 8620 =19 L ena = % = 2,1. No es posible.
Sen senA

7.25 Halla la medida de la diagonal del paralelogramo.

25°
45°

18 cm

La diagonal divide el paralelogramo en dos triangulos de los que se conocen dos angulos y el lado opuesto a uno de ellos.

El tercer angulo es C = 180° — 25° — 95° = 60°.

Por el teorema del seno: 18 _ ¢ =C= NN 607
" sen 95° sen 60° sen 95°

= 15,65 cm mide la diagonal.

7.26 Calcula la medida de las diagonales dibujadas en el pentagono regular de la figura.

12 cm

La suma de los angulos interiores de un pentagono es 180° - 3 = 540°.
Cada uno de ellos mide: 540° : 5 = 108°.

En los tridngulos de la izquierda o derecha que se obtienen al trazar las diagonales se conocen dos de sus lados, 12 cm, y el
angulo comprendido entre ellos, 108°.

d> =122 4+12>=2-12-12 - c0os108° = 199 = d = 14,11 cm

Longitudes y areas de figuras planas

1.27 Las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa de un tridangulo rectangulo miden 14,4 y 25,6

centimetros. Calcula el area del triangulo.

Hipotenusa: ¢ = 14,4 + 25,6 = 40 cm
Altura sobre la hipotenusa: * = m - n = 14,4 - 25,6 = 368,64 = h = 19,2 cm
40 - 192

A 2

= 384 cm?
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7.28

7.29

7.30

7.31

1.32

144

La diagonal de un rectangulo mide 28,84 decimetros y forma con la base un angulo de 33° 41’ 24".
Halla su perimetro y su area.

33° 41’ 24" = 33,69°
Si b es la base del rectangulo, y a, la altura:

€0s33,69° = 28[,)84 = b = 28,84 - c0533,69° = 24 cm
a
2884 —
p=2-24+2-16=80cm
A=24-16 = 384 cm?

sen 33,69° = a = 28,84 - sen33,69° = 16 cm

El lado de un octégono regular mide 20 centimetros. Calcula la medida de la apotema y el area del
octégono.

La apotema y un radio, junto con la mitad del lado del octégono, forman un triangulo rectangulo.
Un angulo es la mitad del angulo central formado por dos radios consecutivos.

Angulo central = 3680 = 45°
El angulo opuesto a la mitad del lado del octégono mide 22,5°.
. o _ 10 10
Si a es la apotema, tg22,5° = ; —@= 9225 24,14 cm.
A= % =1931,2 cm’

Calcula la longitud de la circunferencia que se traza con un compas cuyos brazos miden 7 centimetros
y forman un angulo de 70°.

Sea r el radio de la circunferencia: r> = 72 + 72 — 2 -7 - 7 - cos70° = 64,48 = r = 8,03 cm = | = 2wr = 50,43 cm

Halla el area de este paralelogramo.

6 cm

72°

9cm

Altura = h

sen’72° = % = h =571 cm

A=9-571 = 51,39 cn’

Calcula el perimetro de este triangulo.
35°
115°
20 cm
20 _ ¢ _ 20 -senls
sen35°  sen115° ¢~ " sen35° 31,60 cm

A = 180° — 35° — 115° = 30°
A =207 + 31,60 — 2 - 20 - 31,6 - c0s30° = 303,9 = a = 17,43 cm
p =20 + 17,43 + 31,60 = 69,03 cm



Areas y volimenes de cuerpos geométricos

7.33 Calcula el area total y el volumen de estos cuerpos geométricos.

a) /i
F) S
9 cm
a)A, =9 =81’ b) El radio: r = tg1§0° = 6,93 cm A; = - 6,932 = 150,80 cm?
ko, . S VA
Altura: h = 9 - tg 60° = 15,59 cm La generatriz : g = en60° 13,86 cm
A, =4-9-1559 + 2 - 81 = 723,24 cam? A, =15080 +2-m -6,93-13,86 = 753,99 cm’
V =81-1559 = 1262,79 cm’ V= 1? - 150,8 - 12 = 603,2 cm?

7.34 Calcula el volumen del cilindro.

VN h = 26,08 - cos32,47° = 22 cm

Didmetro: d = 26,08 - sen32,47° = 14 = r =7 tm

V=mT7 -22 = 338664 cm’
2,479

26,08 cm

\
\

7.35 Halla el area total y el volumen del ortoedro.

Altura del ortoedro: h = 18 - tg18,43° = 6 cm

Lado de la base: 18 - tg23,96° = 8 cm
o A=2-18-8+2-18-6+2-6-8 = 600 cm’
V=18:8":6 = 864 cm’

18,43°
18 cm

CUESTIONES PARA ACLARARSE

736 Si las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa de un triangulo rectangulo tienen la misma
medida, ;cémo es el tridngulo? ;Cuanto miden sus angulos agudos?

Isésceles. Sus angulos agudos miden 45°.

7.37 Responde a las siguientes preguntas.

a) ;Qué elementos de un tridngulo rectangulo hay que conocer para resolverlo?
b) ;Y de un tridngulo cualquiera?

a) Dos: dos lados, o un angulo agudo y un lado.
b) Tres: los tres lados, o dos lados y un angulo, o dos angulos y un lado.

71.38 ;Se pueden utilizar los teoremas del seno y del coseno para resolver un tridngulo rectangulo? Razona
tu respuesta.

Es mas rapido utilizar las razones trigonométricas, pero también se pueden utilizar esos teoremas.
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7.39 Al unir los puntos medios de dos lados opuestos de un cuadrado se obtienen dos rectangulos, y al
trazar una diagonal, dos triangulos.

¢Cual es la relacion entre las areas de los rectangulos y los triangulos obtenidos?
Son iguales.

2

, a
En los dos casos, el area es 5

7.40 Al resolver un triangulo, los resultados son los siguientes: a = 30 cm, b = 42 cm, ¢ = 23 cm, A = 58,
B = 35°y C = 87°.

¢Es correcta la soluciéon?

No, porque al lado b, que es el mayor, le debe corresponder el angulo mayor, y no es asi.

7.41 De un triangulo se conocen los tres lados y un angulo. Si se quiere calcular uno de los angulos desco-
nocidos, ;se puede utilizar el teorema del seno? ;Y el del coseno?
En caso de poder utilizar los dos, ¢cudl es el mas conveniente?

Se pueden usar los dos teoremas. Es mas conveniente el del coseno porque al ser un angulo de entre 0° y 180° si resulta
positivo, es del primer cuadrante, y si resulta negativo, es del segundo, de modo que solo hay un angulo en cada uno de los
€asos.

Si por el contrario se utiliza el teorema del seno, solo se obtiene un valor del seno positivo que puede corresponder a un
angulo del primer cuadrante o del segundo y, por tanto, no queda totalmente determinado.

7142 ;Se puede resolver un triangulo conociendo solo sus angulos? Razona tu respuesta.

No, porque los triangulos semejantes tienen los angulos iguales y los lados proporcionales, y si no se conoce uno de los lados,
es imposible determinar de cual de todos los triangulos semejantes se trata.

7143 Explica si es posible resolver un triangulo rectdngulo conociendo la altura sobre la hipotenusa y la
proyeccion de uno de los catetos sobre la misma.

Con esos datos se puede calcular la proyeccion del otro cateto sobre la hipotenusa y esta, al sumar las dos proyecciones.

Luego, se calculan los catetos con el teorema del cateto, y con los tres lados se pueden hallar los angulos del triangulo.
Por tanto, si es posible resolverlo.

PROBLEMAS PARA APLICAR

1.44 El radio de la Tierra mide, aproximadamente, 6378 kildmetros. Desde un satélite se dirigen las visuales
a dos puntos como muestra el dibujo.

¢A qué distancia del centro se encuentra el
satélite? ;Y de los puntos determinados por
las visuales?

Se forma un tridngulo isésceles, de modo que la medida del lado desigual es el didmetro de la Tierra:

La distancia a la Tierra es la altura de ese triangulo.

h = 637§ = 40269,11 km del centro
tg9
6378 . .
d= w9 40711,07 km de los puntos determinados por las visuales
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7.45

7.46

7.47

Juan ha decidido donar sus muebles. Como tiene una mesa muy grande y vive en un cuarto piso,
antes de trasladarla quiere comprobar si la puede bajar en el ascensor una vez quitadas las patas.

¢Tendra que utilizar las escaleras o podra bajar la mesa en el ascensor?

Las medidas de la mesa son: a = 144,22 - cos33,69° = 120 cm un lado.
b = 144,22 - sen33,69° = 80 cm el otro lado.

Se puede bajar en el ascensor.

Se invierten 6 segundos en la observacion de un avién que sobrevuela un punto de la Tierra. En ese
intervalo de tiempo, el avién ha cambiado ligeramente de posicion.

Si el avion se observa perpendicularmente a una altura de 1350 metros y lleva una velocidad de 600 kilé6-
metros por hora, ;qué angulo diferencia las dos visuales del observador?

La distancia entre las dos posiciones del avién es: s = 600 km/h - 6 seg = % m/seg - 6 seg = 1000 m.

El angulo que diferencia las visuales es a: tga = 131ﬁ = a = 2'32,79".

Cuando se hace una fotografia con una camara compacta se produce lo que se denomina paralaje:
la imagen que captura el visor no coincide con la del objetivo porque no estan situados a la misma
distancia.

Calcula el angulo a que mide la paralaje.

17,5
2000

sen a = = 0,00875 = a = 30'4,84"
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7.48 Una balda se va a sujetar con unas piezas que tienen forma de tridngulo rectangulo para colocar un

objeto pesado.

Al situarlas en la pared se observa que ha habido un error y que las piezas no tienen ningin angulo
recto.

Si el lado de 22 centimetros es el que sujetara la balda, ;qué dimensiones tendra el triangulo que hay
que cortar para que se obtenga el angulo recto necesario?

22 18 ~ 22 -sen36° ~ o
po = senA =~ = A = 45,92

C = 180° — 36° — 45,92° = 98,08°
Hay que cortar 8,08° del angulo C.
El triangulo que se recoCrta es:
A = 180° — 8,08° — 45,92° = 126°

¢ 18 b ) )
sen8,08°  sen126°  send592° ¢~ 3,13 cm b = 15,98 cm

7.49 Para conocer la distancia entre varios puntos se realiza una triangulacion, esto es, se unen los puntos

148

de modo que formen triangulos no solapados.

Calcula las distancias que faltan en el dibujo.

236 _ 120 g 120-senss o oo
sen 85° = senB = senB = 736 =B = 30[53
D = 180° — 85° — 30,53° = 64,47°
236 __ 4B _ 236 sen6447° _
sen85°  sen64,47° AB = en 85° = 213,67 m
C = 180° — 49° — 63° = 68°
236 BC _ 236 sen63° _
sen68°  sen63’ BC = sen 68° = 226,79 m
236 _ _DbC _ 236 send9® _
sen68°  send9® bC = sen 68° =192,1m



REFUERZO

Resolucion de tridngulos

7.50 Calcula las medidas de los angulos y de los lados desconocidos de estos triangulos.

a) b) Q) d)
53°
S
§ E7
S
49 42°
I 18 cm

wo 9V

24 cm
~ 64 = .
a)tAB = 49:>B = 52,56
A = 90° — 52,56° = 37,44°
¢ =149 + 64 = 80,60 cm
~ 16 -~ R
b) cosA = 38 = A = 65,09
B = 180° — 90° — 65,09° = 24,91°
a =1/38 — 16> = 34,46 cm
__18 _
o) cA— 0sd2° 24,22 cm
B = 180° — 90° — 42° = 48°
b = 24,22 - sen42° = 16,20 cm
_ 24 _
d) cA— wen53 30,05 cm
B = 180° — 90° — 53° = 37°
a = \/30,05* — 24> = 18,08 cm
7.51 Resuelve estos tridngulos.
a) b) (9]
[>
100° 8" 4
25 dm §
19d 2
0 dm
5° 12 dm

a)a’ =19+ 25" —2-19-25-cos100° = 1150,97 = a = 33,93 dm

19 333,93 § 19 senl00° 5 oo
senB _ sen100° senB = 3393 = B = 33,47

C = 180° — 100° — 33,47° = 46,53°
b) C = 180° — 85° — 45° = 50°

LN _15-sen8s
sen 50° o sen 85° = - sen 50° =b= 19,51 dm
B __a _ 15-sends
sen 50° a sen 45° =a= sen 50° —a = 13,85 dm
0 _ 12 5 _20-sen30° & o
) wenB — sen30° = senB = TR — B = 56,44
C = 180° — 30° — 56,44° = 93,56°
2 __ ¢ _ 12 - sen9356°
sen30°  sen9356°  C sen30° = ¢ = 23,95 dm
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Longitudes y areas de figuras planas

7.52 Calcula el perimetro y el area de estas figuras.

a) b)
309

3 53,84° o

2 ‘3%
a)b =19 -19g53,84° = 26 cm b) Lado del rombo: | = ﬁ = 23,18 cm

: .b__6 _ _
Diagonal mayor: 2 " w15 2239 cm = D = 44,78 cm
p=2-26+2-19=90cm p=4-2318 = 92,72 cm
A =26-19 = 494 c? a=D-d_ 447812 _ )ee68 e

2 2

7.53 Halla el area y el perimetro de un triangulo rectangulo sabiendo que la hipotenusa mide 20 centimetros, y
la proyeccion de uno de los catetos sobre ella, 9,6 centimetros.

El cateto cuya proyeccion es 9,6, b: b*> = 9,6 - 20 = b = 13,86 cm
La proyeccién del otro cateto sobre la hipotenusa, m: m = 20 — 9,6 = 10,4 cm
El cateto, ¢: ¢ = 10,4 - 20 = ¢ = 14,42 cm
p = 14,42 + 13,86 + 20 = 48,28 cm
_ 13,86 - 14,42

— 2
3 = 99,93 cm

A

Areas y volimenes de cuerpos geométricos

7.54 La generatriz de un cono mide 10 decimetros y el angulo que forma esta con la altura del cono es
de 36°. Calcula el area total y el volumen del cono.

El radio, r = 10 - sen36° = 5,88 dm
Altura, h = 10 - cos36° = 8,09 dm

A =m-588-10 = 184,63 dm?

A, = a - 588 + 184,63 = 293,19 dm’
- 5,88 - 8,09

V= 3

= 292,76 dm’

7.55 Calcula el volumen del prisma.

b =13 ":sen67,38° =12 cm
¢=13-c0567,38° =5 cm
12 -5

V=-%5"-24=720an

AMPLIACION

Si H es el punto de corte de la altura con la hipotenusa,

HB = 33,33 - 1953,13° = 44,44 dm.

_ 3333
cos 53,13°

0° — 36,87° = 53,13°

\/41,66" + 55,55” = 69,44 dm

90° — 53,13° = 36,87°

3333
sen53,13° _ *1.66 dm

= 55,55 dm

I
L 8

33,33 dm

o W) A >) o
Il
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7.57 Halla la medida de los lados de este trapecio isosceles.

12,81 cm

~

A =B = 12687°

~

A+B+C+D =360 ComoA =ByD = C, entonces D = € = 220 — 22- 12687° _ ¢330
En el triangulo ABC, C= 53,13° — 38,66° = 14,47°y A = 180° — 126,87° — 14,47° = 38,66°

1281  AB 12,81 - sen14,47° B
Por el teorema del seno, en126.87°  sen14.47° = AB = sen126.87° = AB=4wm

12,81 BC ~ 12,81 - sen 38,66° B B

sen126,87° ~ sen3866° ~ OC —  seni2egre  — oc — 10cm=AD
En el triangulo ACD, A = 180° — 53,13° — 38,66° = 88,21°
12,81 DC 12,81 - sen88,21° .

Por el teorema del seno, en53.13°  sen8821° = DC = sen’53.23° = DC = 16 cm

7.58 Calcula el area y el volumen de estos cuerpos geométricos.

a) R b)

20,78 dm W

,64 m

a) El lado del cubo forma con la diagonal de la base un angulo de 90°. Por tanto, la diagonal del cubo es la hipotenusa del
triangulo rectangulo que forman las dos diagonales y el lado.

Si [ es la medida del lado, | = 20,78 - sen35,26° = 12 dm.
V=12=1728 dm’

b) Los lados desconocidos del triangulo son los radios de la esfera, R.
Por el teorema del coseno,

1264 =R*+ R* —2-R-R-cos70° = 159,77 = 2R* — 0,68R* = R* = 121,04 = R =11m

A=4-m-117 = 152053 m’

V=%-fn-113= 5575,28 m*

7.59 Unos moédulos para guardar ropa debajo de la cama tienen la base con forma de sector circular. La
amplitud de la misma es de 80° y su radio mide 60 centimetros.

Si la altura de los médulos es de 20 centimetros, ;qué capacidad tienen?

Si la base fuera un circulo completo, la figura seria un cilindro, de modo que es una parte de él.

w60 - 80° )
Asector - 360° = 2512 cm

V = 2512 - 20 = 50240 cm’
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PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

7.60 Caracteristica de Euler

Para cada una de las siguientes figuras calcula el nimero E = C + V — A, siendo C el nUmero de caras, V
el nimero de vértices y A el numero de aristas.

¢Qué propiedad observas?

TE=C+V-A=3+6-9=0
2E=C+V—-A=5+6—-9=2

1 RXE=C+V-A=4+8-12=0

! LE=C+V-A=6+8—-12=2

S E=C+V—-A=5+10—15=0

. i GE=C+V—A=7+10—15=2
3 4 L

\ Las figuras con un agujero tienen £ = 0; las que carecen de agujero tienen
/ N E=2.

5 \\

7.61 Conservar el frio

Una empresa esta diseiando un tipo de conducto formado por un prisma hexagonal recubierto por un
envoltorio de forma cilindrica de material aislante capaz de conservar el frio.

\

N
N S
8 .

N .
N

El resultado es un prisma metalico, de base un hexagono regular, inscrito en un cilindro de material
aislante.

La empresa cuenta con 10 metros cuadrados de plancha metalica para fabricar una cierta longitud del
prisma que forma el conducto.

a) Halla la relacién entre las areas laterales del prisma y del cilindro. ;Depende de la altura?
b) Calcula la superficie de material aislante que debera adquirir la empresa para recubrir la pieza

metalica construida.
a) El lado de la base del prisma mide r.

Para una longitud h del conducto:
Area lateral del prisma hexagonal: A, = 6 - r - h

Avrea lateral del cilindro: A, = 2mr - h

A 6

., , -r-h
Relacion entre las areas laterales: —-

__6:r-h _3
ALZ_Z_Tr.r_h—Tr,quenodependedeh.

b) % = % = § = 10,47 m* de material aislante.
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AUTOEVALUACION

7.A1 Las proyecciones de los catetos de un tridngulo rectangulo sobre la hipotenusa miden 5 y 8 centimetros.
a) Calcula la altura sobre la hipotenusa.
b) Resuelve el tridngulo.

a)h*=5-8=40=h=6,32m
a=5+8=13cm
b*=5-13 =65= b = 8,06 cm
*=8-13=104=c= 10,20 cm

b) sen B = 81'(;6 = 0,62 = B = arcsen 0,62 = 38,32°

C = 90° — 38,32° = 51,68°

7.A2 Calcula la medida de los lados y de los angulos desconocidos.

b)
18 cm
19 cm
(7

sen35° = — : a= ser125° 31,38 cm
tg35° = 1? =b= tg1385° = 25,71 cm
b)B =25 sen65’ = 1o =a=19-sen65 = 17,22 cm
€0s65° = % =b = 19 - cos 65° = 8,03 cm

7.A3 Resuelve los siguientes triangulos.

2 D e,
20m
E
309
V

a) A = 180° — 30° — 34° = 116°

___b _ 16-sen30°
sen34°_sen30°:>b_ sen 34° =b=1431m
16 ___3 _ 16-senlle

sen34®°  sen116° ¢ T T <en3a® =a=2572m

b)a®> =12 + 20> — 2 - 12 - 20 - c0s85° = 502,16 = a = 22,41 m

20 22,4 ~ 20 - sen85° . o
wnB _ sen8y = senB = 722'41 = B = 62,76

C = 180° — 85° — 62,76° = 32,24°
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7.A4 En un rectangulo se han unido los vértices de la base con el punto medio del lado opuesto formando
tres triangulos.

Calcula el perimetro y el area del rectangulo y del
53,1° triangulo sombreado.

6. cm

El lado contiguo a 53,13° es la mitad de la base del rectangulo, 3 cm.

La altura: a = 3 - t953,13 = 4 cm.
precta’ngulo =6-2+4-2=20cm
Arecta’ngulo =6-4=24um’

A =24:2=12w’

triangulo

7.A5 Halla la medida de los lados desconocidos de este trapecio rectangulo.

12 cm 15 cm
259

h=15"-1925° =233 cm
En el triangulo de la derecha, el angulo inferior izquierdo es: A = 90° — 25° = 65°,

_ 12 2 _ o
sen65°  senB B = 4647

Por el teorema del seno,

C = 180° — 65° — 46,47° = 68,53°

15 C _
sen65°  sen68,53°  C 154 cm

7.A6 La generatriz de un cono mide 26 centimetros y forma un angulo de 67,38° con el radio de la base.
Halla el area total y el volumen del cono.

El radio, r = 26 - cos 67,38° = 10 cm
Altura, h = 26 - sen67,38° = 24 cm
A =m-10-26 = 816,81 cm’
A, =m - 10° + 816,81 = 1130,97 cm’
w102 - 24

L A 3
4 3 2512 cm
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MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

La parcela de mi abuelo

Mi padre ha heredado una parcela triangular de 400 metros cuadrados. Uno de sus lados esta limitado
por la casa de un vecino y los otros dos forman con ella dngulos de 55° y 90° de amplitud, respectivamente.
¢Cudles son las dimensiones de la parcela?

El terreno forma un triangulo rectangulo. Si llamo b a uno de los catetos y h al otro me queda el
siguiente sistema:

S
LI h= 8%
h N 2 hi= 800 p tg55° = 8220 = b= tsgg" = b* =560,17 = {2 z gg'?mm
t9550 = F . b g '
tg 55 =y
J

a=12367"+ 338 =41,26 m
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8 GEOMETRIA ANALITICA

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

156

EJERCICIOS PROPUESTOS

Las coordenadas de los vértices de un rectangulo son A(2, 2); B(2, 5); C(6, 5), y D(6, 2).

Halla las coordenadas y representa los vectores AB, BC, CD y DA. ;Qué relacion existe entre AB y
CD? ;Y entre BC y DA?

AB = (0, 3) BC = (4, 0) D =(0,—3) DA =(—40)
AB = —CD BC = -DA

Las coordenadas de un punto A son (3, 1) y las del vector AB son (3, 4). ;Cuales son las coordenadas
del punto B? Determina otro punto C de modo que el vector AC tenga el mismo médulo y la misma
direccion que el vector AB, pero distinto sentido.

B=@3+34+1) =65 AC = (-3, —4) C=(=3+3 —-4+1) =0, —3)

Representa los vectores @ = (2, 2); b = (7, 0); € = (=6, 2); d = (3, —1), y € = (=6, 0) con origen en el
origen de coordenadas. ;Qué coordenadas tienen los extremos de cada vector?

Y|
Las coordenadas de los extremos de cada vector

coinciden con las coordenadas de los vectores.

(-6,2) (2,2
c a
: 70
6,0 € 0%. X
(3,-1)

Halla las coordenadas de los vectores de la figura.
Y ‘i =22
= NE b =(7,0)

b { ¢ =1(-62)

3 0‘\13\~ 4 d=@6-1

€ = (—6,0)

Dados los vectores U = (6, 5); V = (-3, 0) y W = (2, —4), calcula:

a) 2u

b)3v — w

Q5 —-v)+w

a)20 =2 - (6,5 = (12, 10)

b)3Vv —wW =3-(=3,00— (2, —4) =(=9,0 — (2, —4) = (—11, 4)

o5 —-v)+w=5-[6,5 —(-3,0]+(@2 —4)=5-(09,5) + (2, —4) = (45,25 + (2, —4) = (47, 21)

Los vértices de un paralelogramo son A(3, 4); B(—4, 4); C(3, —4), y D. ;Cuales son las coordenadas de D?
Y
B (-4, 4) A3, 4)

01\ X

D(10, —4)




8.7 Dados los vectores @ = (-7, 2); b = (10, —4); € = (14, —4), y d = (—19, 2), determina si son linealmente
dependientes:

a)@ = \b = (—7,2) = \(10, —4) no tiene solucion; por tanto, son linealmente independien3tes.

b)a=ab + Bd = (=7,2) = a(10, —4) + B(—19, 2) = 7 21002:2:398} = 17 = &, b y d son linealmente
dependientes. « B==

7
¢) (=2) - @ = ¢ = linealmente dependientes. 7
i~ - 10="14a—-198)] _“ 6 oo
d)b =aC + pd = (10, —4) = (14, —4) + B(-19,2) = _ = = 3, b y d son linealmen-
, —4 = —4a + 2B 1
te dependientes. B = 3

8.8 Indica las coordenadas de los siguientes vectores y represéntalos graficamente.

a)a=-7 +2f ¢c=14 — 4
b) b = 10i — 4f dd=-19 +2f
aa=-7 + zj ~7(1,0) + 200, 1) = (~7,2) QT =14 — 4 = (14, —4)
b) b =10/ — 4f = (10, —4) dd =19+ 2/ =(-19,2)
Y
(-19, 2) -7,2)
d Fl L
0| X
107-4) (14,4

8.9 Dados los vectores U = (1, 2); Vv = (3, —4); W = (2, —3) y Z = (4, —6) realiza estas operaciones.
aju-v b) w - Q@+v)-w
v-v=(1,2-3 -4 =3-8=-5
b)W’-2’=(2—3) (4, —6) = 8 + 18 = 26
(1,2)+ G -4 -2 -3=0@-2-@2 -3 =8+6=14

N

8.10 Los médulos de dos vectores son 6 y 10. Halla el producto escalar de ambos vectores si el angulo que
forman es de 60°.

1

U-Vz|U|-|V|-cos(U,V)=6-10-c0560°=60-?=30
8.11 Calcula el médulo de estos vectores.
a)a = (@3 -1 c=(-405)
b) b = (-2, -7) d) d = (6, 0)
a)|a] = V3 + (=17 = V10 J el = V(= 2=\/ﬂ
b) |b] = V(=20 + (=77 = \/53 Qld| = \/62 =1/36 =

8.12 Halla el médulo del vector de origen A(1, 1) y de extremo B(5, 4).

AB =(G—14—1) =43 =|AB|=\V&+3 =125=
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8.13 Dados los vectores @ = 2i + 3 y V = i + 5/, calcula:
au
b) v
) Angulo (T, V)

7= VE T T = VD3
VIS = Vs

7l visvae  13vz 13vz 26

8.14 ;Qué angulo forman dos vectores opuestos? ;Qué angulo forman dos vectores equipolentes? Razona
tu respuesta con un dibujo.

0 Angulo 5, 7 = -2 _@23-0,5 _2+15_ 17 _ V2

Dos vectores opuestos forman un angulo de 180°.
Dos vectores equipolentes forman un angulo de 0°.

8.15 Dados los vectores U = (4, 3) y v = (12, 5), halla el angulo que forman estas parejas.

auyv b)-uy —-v Q-uyv duy -v
a) cos (U, \7)=7LT'V = 43 110l _48+15 _ 63
T T Ve 3V T 53 T 6
angulo (7, V) = arcos gg = 14° 15’
o (24, =3) - (=12, =5) 18 +15 _ 63
b) cos (=0, V) = \/=ay + (37 VI-127 + (-5F ~ 5-13 65
angulo (—U, —V) = arcos % = 14° 15’
(4, -3) - (02,5 —48 — 15 _ —63
As(-0V) =\ + (3PVIZ 5 T 513 65
] = —63 o acs
angulo (—U, V) = arcos = 5 - 165° 45
o (4,3) - (=12, =5) —48 — 15 —63
dcos@ -~V =\ T3 \[C127 + (5 ~ 513 6"

angulo (U, —V) = arcos —% = 165° 45’

8.16 Los vértices de un triangulo son A(1, 2); B(6, 2), y C(4, 6). Calcula las longitudes de sus lados.
l,=dA B =V6—12+Q2—22=125+0=5ul
L=dB O =\l-6+(6—2=V4+16=120=25ul

=dCA) =V —4+2—-67=19+16 =5 ul

8.17 Dado el punto A(3, 2), halla las coordenadas de otro punto B sabiendo que se encuentra en el eje de
ordenadas y que dista 5 unidades de A.

B sera de la forma (0, y).

5=dA B =VE3—-02+@2—y= \/9+ 2—y):>25—9+ Q-y)=25=9+4—-4y+y=

4 = \/(—4 —12)

=Sy -4y-12=0=y= 2

_4=x8 _ 6

Hay dos soluciones: B(0, 6) 6 B(0, —2).

8.18 Las coordenadas del punto medio del segmento AB son (3, 5). Halla las del punto B siendo A(2, 9).

2+a 9+b> 6=2+a} a

_ 4
(3'5)_< 2 ' 2 )T10+9+b] b

1

= B(4, 1)
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8.19 Sean A(2, 3) y B(—8, 7) dos puntos del plano. Calcula las coordenadas del punto medio del segmento AB.

M= (2—8 3+7

2'2)(35)

8.20 Halla la ecuacion vectorial y las ecuaciones paramétricas de la recta r que pasa por A(—2, 4) y tiene como

8.21

8.22

8.23

8.24

8.25

vector director V = 3/ — j.

Ecuacion vectorial: (x, y) = (=2, 4) + t(3, —1)
Ecuaciones paramétricas: X —2+ 3t
P y=4-—-1t

Determina todas las formas de la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(—2, 5) y lleva la
direccion v = (4, 1).

Ecuacion vectorial: (x, y) = (=2, 5) + t(4, 1)

Ecuaciones paramétricas: X= -2+ 4
T y=5+t
Ecuacién continua: X 2 y—s
4 1
X+ 2=4y — 20 = x — 4y + 22 = 0; ecuacion general
1
Ecuacion punto-pendiente: y — 5 = Z(X + 2)
1 1 1 o -
y—5= 72X T 5 =y =X+ 7 ecuadon explicita

Halla la ecuacion punto-pendiente y la ecuaciéon explicita de la recta que pasa por el punto A(2, 8) y
tiene como vector director v = (—1, 9).

Ecuacion punto-pendiente: y — 8 = —9(x — 2)
y—8=—-9%+ 18 = y = —9 + 26; ecuacion explicita.

Indica un punto y un vector de estas rectas.
_ _ x=-1+ 9t
a) (x, y) = (2, 4) + t(5, —3) Q) y=-8-— Gt}
- + 2
pX=3_Y d)2x — 3y + 8 =0
3 2
a) P2, 4) V(5 —3)
b) P(3, —2) v(3,2)
o P(—1, —8) v(9, —6)
d) P(—4, 0) V(3,2

Halla todas las formas de la ecuacion de la recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene como
pendiente m = 7.

Ecuacién punto-pendiente: y = —7x
Ecuacién explicita: y = —7x
Ecuacion vectorial: (x, y) = t(1, —7)

x=1t
y=—Tt

y

Ecuaciones paramétricas:

L. . X
Ecuacién continua: 1— -7

Ecuacién general: 7x + y = 0

Halla la ecuacién en forma continua de la recta que pasa por los puntos P(—4, 0) y Q(0, 2).

PQ(4, 2); ecuacion continua: 2 Z 4 _ g
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8.26 Halla todas las formas de la ecuacion de la recta que pasa por los puntos P(3, 0) y Q(0, —3).

. X
Ecuacion segmentaria: = + S =

3 -3
PQ (—3, —3); ecuacién continua: = 33 = _L3
Ecuacion vectorial: (x, y) = (3, 0) + t(—3, —3)

Ecuaci - =3~ 3t}
cuaciones parametrlcas

Ecuacién general: x —y — 3 =0
Ecuacién punto-pendiente: y = x — 3
Ecuacion explicita: y = x — 3

8.27 Representa graficamente la recta que pasa por los puntos A(3, —1) y B(8, 9), y halla todas las formas de
su ecuacion.

— — +1
AB (5, 10). Ecuacion continua: X : 3 _ y10

Ecuacion vectorial: (x, y) = (3, —1) + t(5, 10)
X =3+5t }

Ecuaciones parametricas: y = —1 + 10t

Ecuacion general: 10x — 5y —35=0;2x —y -7 =10

10x — 30 = 5y + 5

Ecuacién punto-pendiente: y + 1 = 2(x — 3)
1 Ecuacion explicita: y = 2x — 7
1 y X Puntos de corte con los ejeS' (3,5: 0) (0, —7)

Ecuacién segmentaria: 5= + 'y . =1

35 =7

@]

8.28 Representa la recta de ecuacion y = —4x + 12, y halla las restantes formas de su ecuacion.

Ecuacion explicita: y = —4x + 12
Ecuacion vectorial: (x, y) = (0, 12) + t(1, —4)

Ecuaciones paramétricas: x =t
y=—dx+ 12 y =12 — 4t

- 12
Ecuacion continua: & = y
L —4
Ecuacion general: 4x +y — 12 =0

Ecuacion punto-pendiente: y — 12 = —4x
Puntos de corte con los ejeS' (3, 0) (0, 12)

Ecuacion segmentaria: 5 + L - 1

3 12

8.29 Dadas la recta r, determinada por los puntos A(2, 3) y B(4, 7), y la recta s, determinada por los puntos
C(2, 7) y D(7, 8), razona si r y s son paralelas o secantes.

- -3
X22 =yT=>4x—8=2y—6=>ecuaciéngeneral:4x—2y—2:0
x—2 _y—-1

5 1

AB (2, 4). Ecuacién continua:

CD (5, 1). Ecuacién continua: = x — 2 = 5y — 35 = ecuacion general: x — 5y + 33 = 0

% + :__E, = Iy s son secantes.

8.30 Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(1, 2) y es paralela a la recta de ecuacién
5+ 3y +7=0.

Si son paralelas, sus pendientes coincidiran: m = — g ademas conocemos un punto de la recta.
5
y—2=- §(X -1
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

8.31 Calcula el angulo obtuso que forman los vectores AC y BD del cuadrilatero anterior.

A4, 1), B(1,5), C(9,11), D4 + 8,6 + 1) = (12, 7) AC (5, 10) BD (11, 2)
. (5.10) - (11, 2) 55+20 75 3 3
cos(AC, BD) = \/52+102\/112+22 =13 ~“ 13 -5 = arcos§=53°7’ 48"

Angulo obtuso = 180° — 53° 7' 48" = 126° 52’ 12"

8.32 Halla las coordenadas del punto medio M del lado BC del cuadrilatero anterior, y calcula el angulo agudo
formado por los vectores AC y AM.

M =

(1 er 95 +2 11) 59 AC(5,10), AM (1, 7)

(5,10) - (1,7) 5+70 75 3 3\10

cos (AC, AM ) = = = = =
VS0V T TR svio vio 10

RN E—

= Angulo: 18° 26’ 6”

ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Vectores y operaciones

8.33 Calcula las coordenadas de los vectores AB y CD. ;Qué relacion existe entre ellos?

Ly a) AB =(0,2) — (3, 1) =(-33)
C —
b) D = (1,3) — (-2,6) = (3, -3)
+D Los vectores son opuestos.
B
0 1 X

8.34 Representa el vector de posicion del punto A(—7, 6). (Cudles son sus coordenadas cartesianas?
Y

FYEaTS Las coordenadas de OA son las mismas que las de A, (=7, 6).

1

o 1 X

8.35 Las coordenadas del vector AB son (5, 3). Siendo B(—1, 4), calcula las coordenadas del punto A.

5.33=(-1-x4—-yY)=>x=-1-5=-6y=4-3=1=A=(-6,1)

8.36 Opera:
a) (2, -1) - 4 3) d) 41, -1) + 2(3, 0)
b) 6(-3, 1) + (10, —2) e) (3, —1) — 5(1, —2)
0 2(-4,0) - 3(-1, 2) f) (9, 6) — 2(4, 1)
a) (2, —1) — (4,3) = (-2, -4) da-01,-1)+2-30 =0 -4
b) 6 - (=3,1) + (10, =2) = (-8, 4) e) (3, —1) —5(1, =2) = (-2,9)

o) 2(—4,0) — 3(—1,2) = (=5, —6) ) (9,6) —2(4,1) = (1, 4)
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8.37 Dados los vectores U = (5, =3); V = (—1, 4), y W = (2, 2), calcula:

a) @ — (7 + W) d) 5w — 37 + @
b) 30 — 2(W — V) &) 2AW + V) — @
1, 3.
c)i(v—u) f)zu—2v+w
au—(V+w) =15 -3 —-I[-1, ) 2,21=0(5, -3 —01,6 =4 -9
b)30 — 2 — 1) =3-(5,-3) — 2-[(2) — (—1, 4] = (15, -9 — 2- 3, —2) = (9, —5)
037 =0 = 31,9 = 65, =31 = (3.7
Q5% — 37+ T =522 —3- (1,4 + (5 —3) = (10,10) — (=3, 12) + (5, —3) = (18, —5)
Q2T +7) —T=2-122+ (1,4 -6 -3)=2-(1,6 — (5 —3) = (-3, 15)
D20 -w+w=26-3-2-14+22= (% _T9> —(-28)+ @22 = (% _Tg) + (4 —6) = (371 _733)

8.38 Calcula el valor de x e y en las siguientes igualdades.

a) (5, —9) = 3(x, y) — 2(x, 0) A 2y, 0) = (x, y) — 2(x, 5)
b) (x, —4) = 2(y, 5) + (3, x) d) Bx, —y) = 2(1, —x) + (v, 9)
a5, -9 =0Bx—2%3)=5=x,-9=3y;x=5y=-3

o X=12+3 x=—14
b) (x, —4) (2y+3,10+x):>{_4:10+x 2y——17y——%
Q@Qy0)=Kx-2xy— 10):{02117__)1(0:%2 1_020

B -y =Q+y -2+9 = {_3X_=_2 N =~

Combinacion lineal de vectores

8.39 Considera el vector Z = —4i + 3/, siendo i = (1, 0) y j = (0, 1). ¢(Es Z combinacion lineal de i y de j?
¢Cuales son sus coordenadas cartesianas?

=

7 = —4i + 3j, es combinacion lineal de i’y J.
Coordenadas cartesianas (—4, 3)

8.40 Sabiendo que U = 2V — 3w, expresa:
a) Vv como combinacién lineal de 7' y w.
b) W como combinacioén lineal de U y V.

8.41 Estudia si los vectores U = (2, —4); Vv = (3, 1), y W = (11, —15) son linealmente dependientes.

(11, —15) = a2, —4) + b(3'1):>{ 11 =2a + 3b {11 = 2a+3b

—15=—4a+ b |45 =12a — 3b

56 =14a=a=4
b=-15+4-4=1
Son linealmente dependientes.

8.42 Calcula las coordenadas cartesianas de los vectores & = 23 — by V = 63 — 4b sabiendo que:
a=-3 +6f b=5+2f

a) T =2(-3 + 6/) i + 2j§) = -1 + 1Oj9. Sus coordenadas cartesianas son (—11, 10).
b) V = 6(—3 + 6) — 4(5( + 2j) = —38i + 28] Sus coordenadas cartesianas son (—38, 28).
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Producto escalar

8.43

8.44

8.45

8.46

8.47

8.48

8.49

Dados los vectores U = (-6, 8) y V = (1, 7), calcula:

a)u v b) (—2@) -
a) (~6,8) - (1,7) = —6 + 56 = 50

b) (12, —16) - (1,7) = 12 — 112 = —100
0 V(6F + 8 =10

olul

<t |l

Estudia si los vectores de las siguientes parejas son perpendiculares entre si.
a)u =(6,9yv=(-32)

b)u=(24yv=(28 -4
u=(-3,6yv=/(0,75)
du= (- —2)yV=(4.2)
a) 6,9) - (—3,2) = —18 + 18 = 0. Si son perpendiculares.
b) (2,4) - (=8, —4) = —16 — 16 = —32. No son perpendiculares.
) (—3,6) - (10,5) = —30 + 30 = 0. Si son perpendiculares.
d) (=1, =2) - (4,2) = —4 — 4 = —8. No son perpendiculares.

Halla el angulo que forman los vectores U y ¥ en cada caso.
a)d =(2V3)yv=I[V31
b)u =(-6,10)y v = (3, -5)

0u=(2V2)yv=[(-22

a) cosa = 2.V3)-(V3,1) _ ;y — o = 10,89° = 10° 53’ 36"

Va4 +3-V3+1
(=6, 10) - (3, —5) 68
b) cosa = /36 + 100 - /9 + 25 = ——== = —1 = a =180°
v v 4624
2,V2) - (-2.12) EN
COSOL = \/4T \/4T = =0 = 109 47° =109° 28’ 16"
Halla el producto escalar de los vectores de la figura.
4 |u| =4
1 7] =V1+1=12
450 U-V=4\2cosd45° =4
0| 1 X
Calcula el angulo que forman los vectores &' y v en cada uno de los siguientes casos.
a)lgl=2,1vi=1uT-v=1\3 b) 7l =4,1VvI=8,07- vV =16\2
VB VB V2 Ve
a)COSOL—ﬁ—Tﬁa—3O b)COSOL—4—.8—T=>OL—45
Siendo ¥ = (4, x), halla el valor de x en cada una de las siguientes situaciones.

a) Si el modulo de U mide 20 unidades.
b) Si el producto escalar de o y vV = (3, —5) es igual a 2.

a) V16 + x2 =20 = 16 + x> = 400 = x* = 384 = x = /384 = 8\/6

b)(4,x)'(3,—5)=2:>12—5x=2:>x=%=2

Calcula el valor de a para que los vectores & = (a, 3) y Vv = (—1, 5) sean perpendiculares.

@3 :-(-1,5=0=-a+15=0=>a=15
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8.50 Determina un vector cuyo moédulo mida \/10 unidades y que sea perpendicular a v = (6, —2).

(x, y)- (6, =2) =0 :>6x—2y:0 :>y=3x
\/x2+y2=\/ﬁ X +y'=10 X+ Bx)=10->10x>=10—>x=*1,y = *3

Vectores: (1, 3) (=1, —3)
8.51 Calcula la distancia entre los puntos:

a) A(4, -2) y B(0, 9)
b) C(—1, 10) y D(8, —5)

a) d(A, B) = V(0 — 42 + (9 + 22 = \/137
b) d(C, D) = \/(8 + 1)* + (=5 — 10 = \/306 = 3\/34

8.52 Halla las coordenadas de los puntos medios de los lados del tridangulo de vértices A(2, 1); B(2, 5) y C(—2, 3).

2+2 1+5 2—-2 5+3 —-2+2 3+1
MAB:( 7 7 ):(2.3) MBC:<T: 7 >:(0.4) MCA:( 7 ,T>:(0,2)

Ecuaciones de la recta

8.53 Determina un punto por el que pasan y un vector director de cada una de las siguientes rectas.

x—-—3 _ y+4 x=2-1t
a3 =73 c)y=5+3t}
a) A3, —4); Vv = (—2,5) Q) AR,5); vV =(-1,3)
b) A(1, 4); v = (1, 4) d) A4, 0); V = (2, —6)

8.54 Halla todas las formas de la ecuacion de la recta de la figura.

Ecuacion segmentaria: _Lg + % =1
., . X+ 3 y
Y . -7
Ecuacion continua: 3 4
Ecuacion vectorial: (x, y) = (=3, 0) + t(3, 4)
. ,._x=—3+m}
Ecuaciones paramétricas: B
. y = 4t
ol X Ecuacién general: 4x — 3y + 124= 0
! Ecuacién punto-pendiente: y = —(x + 3)

3

Ecuacion explicita: y = %x + 4

P(—3,0) Q(0,4) PQ(3,4)

8.55 Halla la pendiente de la recta 3x + 2y — 6 = 0.

8.56 Escribe la ecuacion segmentaria de la recta que pasa por los puntos A(5, 0) y B(0, 2).

LA
57771
8.57 Expresa en forma continua la recta y = 2x + 1.

PO T = (1,2 =% =Y
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8.58 Halla la pendiente y un punto por el que pasa cada una de las siguientes rectas. Represéntalas graficamente.

x+1 _ Y] <)
a) > TV b
b)x—3_y—2 )

5 = -4
O5x—-2y+3=0 a)
X y
d>-£=1

8 5 1 d)
AA-1,0 T=@1) m=% o1 X
b) i = A(3,2);V = (5 —4) m= 3
Ox=1=5-1-2y+3=0=y=4

o _3

= A(1,4);vVv=1(2,5) m—2 /
d) A0, —5): 7 = (8, 5) m=%

Posiciones relativas

8.59

8.60

8.61

8.62

Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas y, si son secantes, halla su punto de corte.

a)r:2x -5 +7=0 ssx—-2y—-2=0
b)ri6x+4y —12=0 s:3x+2y—-6=0
QQrix—-5+3=0 s:3x— 15y +8=0
a)%#i—g:Son secantes.
2Xx—=5+7=0 2x =5 +7=0
x—2y—2=0} —2x+4y+4=0} = Punto de corte (24, 11)
—y+ M =0=y=11
x=2-1M1+2=24
6 4 _ -12 .
b)g— > = ¢ = Son coincidentes.
1 -5 3
c)g— 15 * g = Son paralelas.

Se consideran las rectas r: y = x — 3 y s, determinada por los puntos A(7, 5) y B(—4, 1).
¢Cudl es su posicion relativa?

rx—y+3=0

. x—7 _y-—5

5 = = —4dx+28=-1MMy+5=44—-1y+27=0
-4 -7 1—-5

‘I .

Z#_—H:Son secantes.

Halla la ecuacién punto-pendiente de la recta que pasa por el punto A(1, 3) y tiene la misma pendiente
que larectay = 4x + 9.

m=14 y—=3=4-x—-1)
Halla la ecuacion explicita de la recta que pasa por el punto A(—2, 4) y es paralela a la que tiene por
ecuacion 7x — 14y + 3 = 0.

_ 7 _1 a1 _1
m—1 =5 y 4—2 (x+2)=>y—2x+5
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8.63

8.64

8.65

8.66

8.67

8.68

8.69

8.70

8.71
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Calcula la ecuacién de la recta que pasa por el punto de corte de r: 8x — 5y + 2 =0y s:2x +y — 4 =0,
y por el punto A(0, 3).

8 —5+2=0
2Xx+y—4=0
8 —5-4-2X+2=0=28—-20+10x+2=0=218%=18=x=1y=4-2-1=2= A(1,2)

x—1 y—2 x—1 _ y—2
0-1 3-2""—1 1

}:y=4—2x

La recta es

Estudia si las rectas

r3x+y—-5=0

s:2x—-y=0

tx+4y —-9=0
se cortan en un mismo punto y, en caso afirmativo, calcula sus coordenadas.
Se halla primero el punto de corte de dos de ellas:

3x+y—-5=0 :>x=1
2x—y=0 y=2
El punto de corte de ry s es (1, 2).

Ahora se comprueba si ese punto pertenecea t: 1 +4-2 — 9 = 0.
Por tanto, las tres rectas se cortan en el mismo punto: (1, 2).

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Siendo A(1, 4) y B(0, 6), ¢el vector fijo AB es un representante del vector libre U = (-1, 2)?

AB = (0,6) — (1,4) = (~1,2)
Si lo es, porque tienen las mismas coordenadas.

¢Son equipolentes dos vectores opuestos? Razona tu respuesta.

No, porque tienen distinto sentido.

Clasifica las siguientes operaciones segun sea su resultado un nimero o un vector.
a) k(z - v) b) k(z + V) Qu (Vv + w) d k + (T V)

a) Nimero b) Vector ¢) Nimero d) Numero
¢Cual es el producto escalar de dos vectores de igual médulo y direcciéon, pero que tienen sentido
contrario?

7-b=1|3| |b|cosa =|a|-|7|" cos180° = —|F

Si el producto escalar de dos vectores de médulo 1 es igual a 1, ;como son su direccion y su sentido?

—

a-b=13a| |b|lcosa=1-1-cosa=1=csa=1=a=0°
Su direccién y su sentido son iguales

¢Es posible que el producto escalar de dos vectores & y V sea igual a 12 si la| = 3 y [V] = 42 ;Por qué?

<|

U-vV=|U|-|V]-cosaa=3"-4-cosa =12 si cosa = 1; es decir, si tienen la misma direccién y sentido.

a) Razona si es posible determinar la ecuacion de una recta sabiendo que pasa por el punto A(0, 6) y
que su ordenada en el origen es 6.

b) ¢Y si la recta pasa por el punto A y por el origen de coordenadas?

a) No, porque que la ordenada en el origen sea 6 quiere decir que pasa por el punto de primera coordenada 0 y de segunda
coordenada 6, que es el punto A, y, por tanto, solo se sabe un punto de la recta y, para que quede determinada, se necesi-
ta al menos otro.

b) En este caso, si es posible determinarla, porque se conocen dos puntos por los que pasa.



8.72

Relaciona en tu cuaderno las rectas dadas por las siguientes ecuaciones con los elementos que les co-
rresponden.

x—5 y—2 _5
2 -4 A%
y+1=3x >§A(7,—2)
3x+8y—5=0>&><ﬁ—(1,5)
y=5x+4 \m=

8.73 ¢Cual es la posicion relativa de dos rectas

8.74

8.75

8.76

a) que tienen la misma direccién y un punto en comun?
b) con distinta direccion?
C) que en su ecuaciéon punto-pendiente tienen la misma pendiente y el punto distinto?

a) Coincidentes.
b) Secantes.
¢) Paralelas

PROBLEMAS PARA APLICAR

Para arrastrar una mesa muy pesada de tablero circular y con una pata en el centro, se atan dos
cuerdas y se tira de ellas como muestra la figura.

Si se utilizase una unica cuerda para obtener el mismo
resultado que con las dos anteriores, ;qué fuerza
deberia aplicarse?

La fuerza que se ejerce sobre cada una de las cuerdas tiene el
mismo modulo, direccion y sentido que los vectores

F=036yb =5 —6).
La cuerda se obtendria como resultado de sumar las otras dos.
g+b=(36+(5-6 =80 =0

Una maqueta de un barco de vela es empujada por la corriente del agua de un estanque que ejerce una
fuerza f, = (10, 8). A su vez, el viento sopla con una fuerza f, = (-3, —1).

¢En qué direccién y sentido es la fuerza resultante? ;Cudl es su médulo?
El barco se desplaza segin el resultado de sumar a la fuerza de la corriente la del viento: (10, 8) + (=3, —1) = (7, 7)

El barco se desplaza en el mismo sentido que la fuerza de la corriente.

Su modulo es: \/72 + 72 = \/98 = 7\/2.

En un radar se observa el vuelo de dos aviones. Uno de ellos se encuentra en el punto de coordenadas
(5, 3) y se desplaza siguiendo la direccion del vector & = (—4, 7). La trayectoria del segundo queda
determinada por la recta de ecuaciéon 7x + 4y + 83 = 0.

Si continuaran su vuelo de forma indefinida, ;chocarian en algin momento?

- -3
Trayectoria del primer avion: X_45 = 'VT =Tx+4y—-47 =0
Trayectoria del segundo avién: 7x + 4y + 83 = 0
- , 1 _ 4, —47
La posicion relativa de los dos es: 7 =7 +* 3

Las trayectorias son paralelas. Por tanto, no chocarian en ninglin momento.
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8.77 Para regar los arboles de un jardin se van a colocar unas tuberias que comuniquen unos con otros.
Si dos de esos arboles estan situados en puntos de coordenadas A(4, 6) y B(9, 8) y otro de ellos en el
punto C(0, 6), ;seria posible conseguir que una tuberia recta pasase por los tres a la vez?

x—4 y—-6 x—4 y—6

9-4 8-6 5 2

0-4 6-6 0—47&6—6
5 2 75 2

No se podria colocar una tuberia recta que pasara por los tres arboles a la vez.

Recta que une los puntos Ay B:

Se comprueba si el punto C pertenece a esa recta:

8.78 Un barco lanza un mensaje de socorro. Su posicion viene dada por el punto A(1460, 765). Dos barcos
situados en B(3525, 2490) y C(585, 3500) acuden en su ayuda.
Si los dos navegan a la misma velocidad y en linea recta hacia A, ;cual llegard primero?

Llegara primero el que esté mas cerca de A.
d(A B) = \/(3525 — 1460)> + (2490 — 765)> = \/7239850 = 2690,70

dA Q) = \/(585 — 1460)* + (3500 — 765)* = \/8 245850 = 2871,56
Llegara antes el barco que esta en la posicion B.

8.79 Con un solo golpe sobre la bola A, esta debe golpear primero a la bola B y luego a la C.
Considerando los lados de la mesa como ejes de coordenadas, las posiciones de las bolas son A(20, 28);
B(5, 10), y C(12, 36).
¢Con qué angulo respecto a la trayectoria seguida por A cuando golpea a B debe salir la bola para
golpear a C?

Hay que calcular el angulo que forman los vectores BA y BC.
BA = A — B = (20,28) — (5 10) = (15, 18)
BC = C— B=(12,36) — (5, 10) = (7, 26)
(15,18) - (7, 26)

s = =0,9082 = o = 24,74°
V152 + 182-\/7? + 262

8.80 Una cigiiena tiene su nido situado sobre una torre a 250 metros de altura. Ella esta sobre el suelo a 100
metros de distancia de la torre.
a) Si subiera hasta el nido en linea recta, ;cual seria la ecuacion de la trayectoria seguida? ;Y cual la
pendiente de la misma?
b) ¢A qué distancia del nido se encuentra la cigiieha?

a) La posicion del nido respecto a esos ejes es (0, 250), y la de la cigiiefia sobre el suelo, (100, 0).
_y— 250 _—250 5

i5 i3 — = = =
Ecuacion de la trayectoria: 100 50 = M= 00 5

b) Distancia entre el nido y la cigiiefia: 1/100° + 2502 = \/72500 = 501/29 m

8.81 Un rayo de luz incide en un espejo con una trayectoria rectilinea determinada por los puntos A(3, 2) y
B(5, 7), siendo este ultimo el punto de contacto con el espejo.

Al reflejarse, la pendiente de la recta que describe su trayectoria es —E.

a) Escribe la ecuacion de las rectas determinadas por el rayo incidente y el reflejado.

b) Halla un vector director de cada una de ellas y el angulo que forman.

¢) Si el angulo de incidencia y el de reflexiéon son iguales, ;cuanto vale cada uno de ellos en este caso?

-3 _y-2_ x-3_y-—2

X dary — T = —2
a) Incidente: 53" 737 3 3 Reflejada: y — 7 = 3 (x — 5)
b) Vector director de la recta incidente: (2, 5) Vector director de la recta reflejada: (5, —2)
2,5 (5 =2
coso = =0=a=090°

V22 +52-\/5 + (—2)

¢) Como forman un angulo de 90° entre los dos, cada uno de ellos medira 45°.
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REFUERZO

Vectores. Operaciones y producto escalar

8.82

8.83

8.84

8.85

8.86

8.87

8.88

Dados los puntos A, B, Cy D de la figura, calcula los vectores BA, CD, BC y AD.
¢Cudles de ellos son equipolentes?

’ @5 B=(-1,-1:C=(,-3:D=63

i BA = (5, 6) D = (5, 6)
BC =@, -2) AD =(2, -2

o)
Son equipolentes BA y CD, y también BC y AD .
of 1 X
5
.C
Calcula:
a) (5, 9) + 2(-4, 8) — (6, 0) A ((7,11) - [(4,9 + (-3, 1)]

b) 3(—4, 7) — (2, 6) + 5(1, —3) d) (-6, 8) + 3[(5, —2) + (4, 7)]

a)(5,9) + 2(—4,8 — (6,00 = (59 + (—8,16) — (6, 0) = (=9, 25)
b) 3(—4,7) — (2,6) + 5(1, =3) = (—12,21) — (2, 6) + (5, —15) = (-9, 0)
9@ 1) =149 + (=31 =711 -0, 10) =61
d) (—6,8) + 3[(5 —2) + @4, 7)] = (—6,8) +3-(95) = (-6, 8) + (27, 15) = (21, 23)
Dados los vectores U = (5, 8) y Vv = (-2, 6), halla:
ayu-v byv. v o) lal d) vl
AT -7=(58)- (26 =—10+48 = 38 J|7| = V% = /89
b)V-7=(-26) (=26 =4+36=140 d) [7] = V(=2 + 6 = V40 = 21/10
Calcula el angulo que forman los vectores:
a)u=(-2-Ayv=(02 -1 b)a =(3,9yb = (-1, -3)
( 2 - ) @, —1)
a)c05a=\/( \/22 2—0=>a—90°
8.9 (=1, =3) ~30 ~30

b) cosa = /3717924 /(=1)2 + (—3) :\/%~\/ﬁ: 30 =—-1=a=180°

¢Son perpendiculares los vectores U = (6, 15) y Vv = (5, —2)?
T-7V=10(6,15-(5,-2=30-30=0
Son perpendiculares porque su producto escalar es cero.
Halla la distancia entre los puntos A(4, 9) y B(—2, 1).
dA, B =V(=2 — 4 + (1 — 92 =1/36 + 64 = 10

Calcula las coordenadas del punto medio del segmento de extremos A(2, —5) y B (4, 1).

2+4 —-5+1
M=< LS )=(3,—2)

Rectas. Posiciones relativas

8.89 Obtén un punto, un vector director y la pendiente de la recta de ecuaciones paramétricas: .

x=—1+2t}

7= -]

169



8.90 Escribe en todas las formas posibles la ecuacion de la recta que pasa por el punto A(3, 1) y tiene la

8.91

8.92

8.93

8.94

8.95

170

direccion del vector o = (5, —2).

Vectorial: (x, y) = 3, 1) + t(5, —2) Explicita: y = _sz + %
Paramétrica: ; z ? t g:} 1 1
1 b5} oz
Continua: X ; 3 _ y_—z X y
Ecuacion segmentaria: — + — =1

General: 2x + 5y — 11 = 0 n n

_ 2 5
Punto-pendiente: y — 1 = < (x —3)

Calcula la ecuacion general de la recta que pasa por los puntos A(—3, 6) y B(4, 1).

-6
4T3 ﬁ:>5x+7y—27—0

Comprueba si el punto B(4, —6) pertenece a alguna de estas rectas.
a)y =9 - 3x
b)5x +3y —2=0

a) -6 =9 —3-4= —6 = —3. No pertenece.
b)5-4+3-(—6) —2 =0= 0= 0.Si pertenece.

¢Son secantes las rectas r: 4x — 5y — 2 = 0y s: y = 2x — 4? En caso afirmativo, calcula su punto de corte.

Se escribe la segunda en forma general: 2x — y — 4 = 0.

%;ﬁ :—15 Por tanto, son secantes.
4X_?’y:_ziig}é4x—5~(2x—4)—2:0:>4x—10x+20—2=0:>—6x=—18:>x=3;y=2

Se cortan en el punto (3, 2).

Estudia la posicion relativa de los siguientes pares de rectas.
ayr:4x —6y +10 =0

s:2x—-3y+4=0
b)r:2x +3y +6 =0

s:6x+9y +18 =0

-6 10

4 = S JE—

a) > =3 % 5 paralelas.
2 3 _ 6 .

b) 69" 18 Son coincidentes.

Halla la ecuacién punto-pendiente de la recta que pasa por el punto P(0, 2) y tiene la misma pendiente
x—-—1_y+2

-1 = 3
¢Cual es la posicion relativa de las dos rectas?

que

m=_i1=—3 y—-2=-3-x-0

Las rectas son paralelas.



AMPLIACION

8.96 Expresa los vectores ¢ y d como combinacién lineal de a y b.

e
Q

Primero se sitGlan los 3 vectores con origen en el mis-

mo punto.
Se observa que el vector ¢ es el doble de a.
c Por tanto, la combinacion lineal es ¢ = 23 + 0b.

Se trazan las rectas que tienen la direccion de los
vectores @ y b.

Desde el extremo de d se traza una paralela al
vector & hasta que corte la recta con la direccion de b,
y se observa que la longitud desde el origen hasta ese
punto es 3b.

Desde el extremo de d se traza una paralela al vector b hasta que
corte la recta con la direccion de &, y se observa que la longitud des-
de el origen hasta ese punto es 3. Por tanto, d = 33 + 3b.

8.97 Calcula el valor de a para que los vectores o = (4, 3) y Vv = (a, 1) formen un angulo de 45°.

4,3) - (a1
cos 45° = \/42(+ 32-(Va2)+ 12=>¥=%:>8a+6=5\/2a2+2=>64a2+96a+36=50a2+50

1
7
a=—7

14a* + 96a — 14 =0;7a° + 48a — 7 =0

B\ —4-7-(=7)  —48 + 50 a
a= 14 I VR

8.98 Determina, mediante vectores, si es rectangulo el tridngulo de vértices A(—4, —2); B(0, 1), y C(3, 2).

Un dibujo ayuda a ver si existe algiin angulo recto.

Se observa que no, pero se comprueba analiticamente hallando primero

Y los vectores AB, BC y AC, y comprobando si son perpendiculares.
. AB = (4,3); BC = (3,1); AC = (7, 4)
/15/ Para que sean perpendiculares, su producto escalar ha de ser cero.
/O T A AB - BC = 12 + 3 = 15. No son perpendiculares.
A AB - AC = 28 + 12 = 40. No son perpendiculares.
BC - AC = 21 + 4 = 25. No son perpendiculares.

Por tanto, el triangulo no es rectangulo.

8.99 Calcula la ecuacion general de la recta que pasa por el punto P(5, —4) y forma un angulo de 30° con el
eje de abscisas.
V3

m=tg30 :T

y+4=¥~(x—5):> 3x — 3y — (12 +5V3) =0

171



8.100 Calcula la ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por el punto en el que 6x + 9y — 12 = 0
corta al eje de abscisas y es paralela a % + 3= 1.

El punto de corte con el eje de abscisas tiene la segunda coordenada igual a cero.
Entonces, siy = 0,6x + 9-0—-12=0=x = 2.
La recta pedida pasa por el punto (2, 0)

3. x — 2).

—1=>m=—i.Larectaesy= 1

La pendiente debe ser igual que la de 7

+ )
"3

8.101 Los lados de un triangulo vienen dados por las rectas de ecuaciones 3x—y—6=0,3x+y—18=0e y=0.
a) Halla sus vértices.
b) Clasifica el triangulo en funcién de sus lados.
¢) Halla las ecuaciones de las rectas determinadas por sus medianas.

a) Para calcular sus vértices se resuelven los sistemas formados por las rectas dos a dos:

3x—y—6=0}:>x=4} 3x—y—6=0}:>x=2} y=0}:>x=6}

3x+y—18=0 y==56 y=20 y=20 3x+y—18=0 y=20
Los vértices son A(4, 6), B(2, 0)yC(6, 0).

b) d(A, B) = \/(2 — 4) +
dA, O =1\/(6 — 47 +

d(C, B) = V2 - 6) + 0—02=
Es un triangulo isdésceles porque tiene d Iados iguales y uno desigual.

4+2 6+0 2+6 0+0 6+4 0+6
oM = (52550 -0y M- (35550 w0 m- (58— 6

O
|
0’1
Il
cF
o

=)
|
)
2
I
%a
o

x—3 y—3 x—-3 y-—3 P
6—3_0—3: ER— =5x+y—-6=20
x—2 ¥y x—2 _ Yy o,
5_2—3=> 3 —3=>x y—2=0
x—4

__ Y =0 — y —
4—4_6—0:"6)( 2 =0—-—x=14

8102 Lasrectasrrx —y+1=0,six+y—-7=0,tt x -y —-5=0yu:x+ y—5=0 forman un
cuadrilatero.
a) Calcula la medida de sus lados y de sus angulos interiores.
b) ;Qué tipo de cuadrilatero es?

a) Al dibujar las rectas se observa cudles son los puntos de corte de cada dos de ellas que hay que obtener para calcular los
vértices pedidos.

y r Hay que resolver los sistemas formados por las rectas r y s, obteniéndose
el punto A(3, 4); s y t, calculando el punto B(6, 1); t y u, obteniendo el
punto C(5, 0), y r y u, con el punto D(2, 3).

Y dAB) =\ -3+ (1 -4 =118

dB 0 =G —6F + (0 — 17 =12
dG D) = V@ — 57 + 3 - 0f =18
; dia D) =\Q2 —37 + 3 — 4 =12

Como en el dibujo parece un rectangulo, los angulos interiores deben ser de 90°. Se calcula el producto escalar de los
vectores para comprobar si es cero.

AB -BC=0 D -BC =0 D DA =0 DA - AB =0
Por tanto, todos los angulos interiores son de 90°.

b) Es un rectangulo porque sus angulos interiores son rectos, y sus lados, iguales y paralelos dos a dos.
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PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

8.103 La piscina publica

En la figura se representa la situacion de cuatro localidades vecinas, A, B, C y D. Cada lado de la

cuadricula representa 1 kilémetro.
Los correspondientes municipios han deci-
dido construir una piscina publica. Sin em-
bargo, el Consistorio de D expone que no
dispone de presupuesto para su construc-
cién y se retira del proyecto. Los otros tres
ayuntamientos deciden, finalmente, cons-
truir la instalacion deportiva en un lugar
que equidiste de sus tres localidades y su-
fragando los gastos de forma proporcional
a su namero de habitantes.

a) Elige una referencia cartesiana situando el origen de coordenadas en el punto A y de forma que la
abscisa de B sea nula. ;Qué coordenadas tienen los puntos de cada localidad en esa referencia?

b) Situa el punto donde debe ser construida la piscina indicando las coordenadas que lo determinan.

¢) Calcula la distancia que separa el lugar de la piscina de cada una de las localidades A, By C, y com-
parala con la distancia que la separa de D.

d) El Ayuntamiento de C rechaza este primer acuerdo aduciendo que, al ser su poblacion mas nume-
rosa, la piscina debe quedar, como mucho, a 4 kilémetros de su localidad. Los Ayuntamientos de A
y de B aceptan la propuesta siempre y cuando la piscina equidiste de los mismos. Estudia las posi-
bilidades de situar la instalacion de acuerdo con las nuevas condiciones.

a) A(0, 0), B(6, 0), C(—2, 4), D(7, 7)

£ Mediatriz del segmento AB: x = 3
5 La mediatriz del segmento AC pasa por
I 0-20+4 .
( ) = (=1, 2) y es perpendicular a (=2, 4).
X+ 1 _ y - B _1 5
W - 1 ——2 S2y—-4d=x+1=y= 2x+2

b) Punto que equidista de A, By C:

X =3
1 5=PB4)
y=7*73

/ PA =PB =PC =\/3+4&=5km
c

///P PD =\/B—77+ (4 — 77 =5km

La piscina dista lo mismo de D que de las otras tres localidades.

d) La instalacion deberia esta situada en algun punto del circulo de centro Cy
1 radio 4, y en la mediatriz del segmento AB. Como se aprecia en el dibujo, no
existe tal punto.
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AUTOEVALUACION

8.A1 Calcula las coordenadas y el médulo de los vectores AB y CD.

14 I A0,3) B(8, —3) C(—4, 6) D(5,5)
D —

p AB (8, —6)

. (9, —1)
¢ . 3 |AB| = \/8 + (—6)* = 10
-8 |CD] = V¥ + (1) =82
8.A2 Calcula:
a) 3(6, 2) + (5, —4) — 6(2, 1) b) 5[(7, —=2) + (=8, 1)] o (2, 3) - [(6, 1) — 4(-3, —2)]

a)3(6,2) + (5, —4) —6(2,1) = (18,6) + (5, —4) — (12, 6) = (11, —4)
b) 5[(7, —=2) + (=8, 1)] = 5(=1, —=1) = (=5, =5)
0(2,3) =161 —4-3-2]=1(23)—[(6,1) + (12, 8)] = (2,3) — (18,9 = (=16, —6)

8.A3 Estudia si son perpendiculares:

a)u =(-2,8yv=(41) b)g=(-3,7)yv=(2 -1
a)u -vV=1(-2728)-(41) = —8+ 8=0.Sison perpendiculares.
b)u-v=1(-37"-(2, -1 = -6 —7= —13. No son perpendiculares.

8.A4 Calcula el angulo que forman los vectores:
a)i =(-1,6)yv=(31) b) 7 = (0, -2) y v = (0, 2)
(3.1):(~1,6) 346

_ _ 3
a) cosa = VE+ 121 + 6 = \/ﬁ\/}ﬁ = —

b) cosa = 02029 _~4_ 4,15

V2V A
8.A5 Halla la distancia entre los puntos A(5, —9) y B(7, 2).

da, B) =\(7 -5+ @2 + 97 =125 =5\/5

= a = 56,79°

8.A6 Calcula las coordenadas del punto medio del segmento AB siendo A(4, 0) y B(—2, 6).

_(4—-2 0+6) _

8.A7 Escribe en todas las formas posibles la ecuaciéon de la recta:
a) Que pasa por el punto P(4, 1) y tiene la direccion del vector o = (-2, 5).
b) Que pasa por los puntos A(9, 4) y B(8, 1).

a) Vectorial: (x, y) = (4, 1) + t(—2, 5) b) AB = (—1, —3) Vectorial: (x, y) = (9, 4) + t(—1, —3)
.o x=4 -2t e o X=9—1t
Paramétricas: y=1+ St} Paramétricas: y=4- 3t}
ooox—4 y—1 . x—9 y—4
Continua: 5 =5 Continua: 7 T3
General: 5x + 2y — 22 =0 General:3x —y — 23 =0
Punto-pendiente: y — 1 = —% c(x —4) Punto-pendiente: y — 4 =3 - (x — 9)
Explicita: y = —%x L1 PO, 11); Q(% 0) Explicita: y = 3x — 23 P(0, —23); o(% 0)
Ecuacién segmentaria: S A Ecuacion segmentaria: RSN - 1
2 M '3 23
5 3
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8.A8 Comprueba si la recta 6x + 4y = 0 pasa por el punto (3, —3).
6:-3+4-(-3)#0 = 18—-12+0 = No pasa por el punto.

8.A9 Calcula la ecuacion general de la recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene el mismo vector

x=—1+t}

Que r: 'y — 3 4 5t

Vector (1, 5) y = 5x

8.A10 Estudia la posicién relativa de las rectas:

a)r:3x—-y+6=0 b)r:dx + 6y + 12 =0
s:3x—4y +2=0 s:2x+3y+9=0
3 —1 4 6 , 12
a)§¢_—4. Son secantes. b)i_ 3 #* 9.Son paralelas.

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

El area minima de un triangulo

Todas las rectas de ecuacion y = ax + 1 forman triangulos con los ejes de coordenadas para diferentes va-
lores de a(a # 0). Calcula el valor de a para que el triangulo sea isésceles. ;Qué valor debe tener para que
el area del triangulo sea minima?

0, 1)

\_(b, 0)

[y

y=ax+ 1

El valor de a podra ser positivo si la recta es creciente o negativo si es decreciente, y siempre la recta pasara por el punto (0, 1). Ana-
licemos la recta decreciente (la recta creciente sera simétrica al eje x = 0 y tendra los mismos resultados), el area sera:

_bx1 _ b
A= 22

El area del tridngulo serd minima, cuando b se acerque a cero, luego el area tenderd a cero.

El del tridngulo sera isosceles cuando b = 1y la recta pase por el punto (1, 0), entonces a = —1

También serd isésceles si b = —1 y la recta pase por el punto (—1 0), entonces a = 1
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9 SUCESIONES. LIMITES DE SUCESIONES

9.1

9.2

9.3

176

EJERCICIOS PROPUESTOS

Con una calculadora, forma términos de las siguientes sucesiones y estudia a qué valores tienden.

2n? —3n 1
a)a,,—n2+1 b)b"_n+1 c)C”_Sn
= _8_ _ 200 _ _ 20000 _
a) a =1 a, = 5 = 1,6 ap = 01 1,98... Ao = 10001 1,9998

Se observa que tiende a 2.

3 30 300 3000 _

b) b1 = —5 = _1,5 bm = —W = —2,757 b100 = —m = —2,97 b1000 b —m = —2,997

Se observa que tiende a —3.
0 ¢= % =0, 6 =01 ¢ = 0,02 G0 = 0,002 Cioo = 0,0002 Croo00 = 0,00002

Se observa que tiende a 0.
Calcula términos de las siguientes sucesiones y observa si tienen limite.

nZ
=n+1 b) b, = —n? =

a)a,=n ) b, n 96 =-"
a) a, =2 a,=>5 a,, = 101 ai000 = 1000001

La sucesion no parece tender a ninglin nimero real; por tanto, no tiene limite.
b) b, = —1 b, = —8 b, = —1000 biee = —1000000

La sucesion no parece tender a ninglin nimero real; por tanto, no tiene limite.
Q¢ = 1? 6 =1 Go = 8,33... Goo = 98,039... (00 = 998,004 Crooo = 9998

La sucesion no parece tender a ningin nimero real; por tanto, no tiene limite.
Dada la sucesioén a, = G_n:

3n + 1

a) Halla su limite.
b) Calcula las distancias entre los términos a., a:o Y a1000. Y €l limite.
c) ¢A partir de qué término esta distancia es menor que una centésima?
d) ¢Y menor que una diezmilésima?
a) Calculamos algunos términos:

a,, = 1,9354... ane = 1,993355... Ao = 1,999333... Por tanto, lim 3n6:1 7= 2.
b) |a,, — 2| =11,9354 — 2| = 0,0646; |a,p, — 2| = |1,993355 — 2| = 0,006645; |a,050 — 2| = [1,999333 — 2| = 0,000667

| en | _|en—6n+2|_ 2 1 200 — 1

c)|an—0|—’3n+1 2’— ] —3n+1<100:200<3n+1:fi3 <n =6633<n

A partir del término 67, la diferencia entre los términos de la sucesion y su limite es menor que una centésima.

_ 2 1 20000 — 1 . S

d) |b, — 0] = 31 < 70000 = 20000 <3n+1 = ——=——<n= 666633 < n.A partir del término 6667, la

diferencia entre los términos de la sucesion y su limite es menor que una diezmilésima.



9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

La sucesion de término general b, = " f_ 1 tiene por limite 0. Halla a partir de qué término se verifica

que |b, — 0] < 0,00001.

3 1
pa ‘ < 700000 = 300000 < n+ 1 = n> 299999
. - - o 1
Por tanto, a partir del término 299999 se verifica que: |b, — 0] < 100000
.. - n’+2 . 1 . e .
La sucesion de término general ¢, = 1 tiene por limite 7 Calcula a partir de qué término se ve-
rifica que |c, — % < 0,0001.
n+2 1 1 2+ 4 — 20 — 1 1 3 1 )
27 + 1 2‘<10000:>‘ i + 2 ‘<1oooo:>‘4n2+2‘<10000:>3°°°°<4””:>
, 29998 . - . _ 1 1
= 29998 < 4n’ = n > [=———— = 86,6. Por tanto, a partir del término 87 se verifica que: |¢, — = | < 777~
4 2 10000
Comprueba que la sucesiéon de término general a, = —n — 7 tiende a menos infinito.
Calculamos algunos términos de la sucesion: a,, = —17; a;50 = —107; @100 = —1007; 89000 = — 10007

Los términos se van haciendo cada vez menores, de forma que por muy pequefio que sea un valor, siempre encontramos térmi-
nos inferiores a él.
Por tanto, lima, = —co.

n—o

Comprueba que lim(3n*> — 5n) = +o.
n— o
Formamos algunos términos de la sucesion: a,, = 250; a,o = 29500; a,9000 = 29950000. Los términos se van haciendo cada
vez mayores, de forma que por muy grande que sea un valor, siempre encontramos términos superiores a él.
Por tanto, lim (3n* — 5n) = +co.

n—o»

Dados k = 10000 y la sucesion de término general a, = n*> — 1, averigua a partir de qué valor del indi-
ce n sus términos son mayores que k.

|a,| > 10000 = |n* — 1| > 10000 = n* > 9999 = n > /9999 = 99,995

A partir del término 100, los términos siguientes son mayores que 10000.

Efectaa las siguientes operaciones cuando n — .
a)(n+ 1)

1

b) 3n* + 1

a) (n+1)=(+%) +1=+x
1 1 1

) T T TG 1 G
Realiza las correspondientes operaciones cuando n — «.
a) 3n(-5)
254
b) —

a) 3n(=5) = —15n = —15 - (+) = —co

5 _ 254

b)

— o0
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2n _ n+3

n+5 y b,= m, calcula:

9.11 Dadas las sucesiones a, =
a) lima, y limb,
b) lim 5a, y I|m 7b,

n—w

o lim(a, - b,) y lim(a,)>

a) Formamos algunos términos de las sucesiones para hallar los limites.
ap = 1,33...; ai = 1,9047...; a0 = 1,9900...

Por tanto, lim 5 = 2
by = 031...; by = 02097...; by = 0,2009...
n+3 _1
Por tanto, r!liny 51 = 02 = G
. o 2n \ . 2n ., _
0 fmise) = fim (5,275 =5 im 235 =52 =10
. (o n+3 n+3 17
Jim (7b,) = n"L‘L<7 5n — 9) =7)m =g =T 5%
. . n+3 n+3 _ . 1_2
J !'L"x(a"'b")_n"i”x(nJrs 5n — ) Hxn+5 M s =9 =253
lim(a,) = lim (a,).™ % = 25 =
n’ _7n

, halla:

9.12 Dadas las sucesiones a, = ——— y =
n”+5 7 n+1
a) lima, y limb,

b) Iinl(a,, + b,)
) I|m<b ) y I|m(a )Pn

a) Formamos algunos términos de las sucesiones para hallar los limites.
0 = 0,9523...; a0 = 0,9995...; a0 = 0,99995...

2

. n
Por tanto, nhinx po 1
b, = 6,3636...; b, = 6,9306...; b, = 6,933...
. n
Por tanto, nI'Lnxn n 7

. Ny n? n \ . n? n .
b)I|m(an+bn)—l|m(,12+5+n+1)—nI|_r)nx2+5+nI|LnMHL1 1+7=28

n—w n—o
n’ i n
m
)||m— lim n2+5 _n~>xn2+5 _1_
no=b, ns= 1IN lim 7n 7
n + 1 noen + 1

lim (@) = lim(a,)m = 17 = 1

n—o n—ow

. 4n* + 7n* + 5n — 2
9.13 Halla !Iill 37 + 2n — 5

i A & 70+ 5 — 2 _”m4+F+n2_F_£
n—o 3n3+2n—5 _nax 2 5 B 3
3+ -5
n n
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25
9.14 Calcula I|m n=+2

=3n* +n+ 2
2
1+ =
lim n® + 2 = lim n” = 4o
n~>m3n24+n+2 n—ow 3 1 2
T

. ) . 1 n+9
9.15 Dada la sucesion de término general: a, = (1 + .
a) Halla los términos a;p, @000 Y @10 000-

b) ;Esta acortada la sucesion?;Es creciente?

1

1
a)a100=<1 100+ 0

109
) = 2,7059...; a0 = (1 + 1000 + 9

1009 1 10009
) = 2,7169...; a0 = (1 + m) = 2,7181...

b) La sucesién esta acotada superiormente y es creciente.

n+ 4)“”

9.16 Dada la sucesion de término general: a, = (n T3

a) Calcula los términos a.g, @100 Y @10 000-

b) ¢Esta acortada la sucesion? ;Es creciente?

100 + 4\ 1000 + 4\** 10000 + 4\°*
a) 100 = (m) = 2,7052...; @100 = (m) = 2,71692...; ajp00 = <W) = 2,71814...

b) La sucesion esta acotada superiormente y es creciente

9.17 Calcula:
1 5n
a) lim (1 + —>
n

n—w

1 5n+2

n—

9.18 Calcula:
a) Iim(n + 1>n+2
ns=\n + 2
. [(n + 5\"*!
|
b)nlmc(n+1>
C(n+1\" . (n+2 1V 1\ R SR
a)n"L“x(nu) “im(i 7 aig) =iy |y T T
n+1 n+1 |4
by fim (25 o (L 4 YT g —lim |1+ - 4 ¢
naxn‘f“l noe\n + 1 n+1 n—o n+1 n—ow n+1
4 4
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9.19

9.20

180

RESOLUCION DE PROBLEMAS

De forma muy parecida se obtiene el anticopo de nieve. Observa la secuencia siguiente.

~ -
VANAN

¢Cuales seran los perimetros sucesivos de las figuras anticopo de nieve? Forma la sucesion de los peri-
metros.

Sea L la medida del lado del tridangulo equilatero.

Los parametros sucesivos de las figuras anticopo de nieve son:

Para pasar del perimetro de una figura al de la siguiente, basta con multiplicar por 3 La sucesion de los perimetros es una pro-

gresion geometrica de razon g; por tanto, los términos de esta sucesion son los siguientes:

yen (g) I (%) 6D

Observa las siguientes figuras.

3L;

A partir de un recuadro, lo vamos bordeando con semicircunferencias y aparecen dos sucesiones: las are-
as rayadas en verde y los perimetros de las semicircunferencias. Estudia ambas sucesiones.

Sea L la medida del lado del cuadrado.

Sucesion de las areas rayadas en verde:

_ L\ @l
A1—21T(?>—2
anfLY _ ot
AZ—41T(4> 1
_ g (LY _ ot
A3—81T(8>—8
Por tanto, L. AL ml® wl L’
or tanto, —= —77 37 TR

Sucesion de los perimetros de las semicircunferencias:

p1=2-21'r%=27rL

L
p2=4-21'rz=21TL

p3=8-27r%=27rL

Se trata de una sucesion constante. 2wl, 2wl, 27l...



ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Sucesiones. Hacia la idea de limite

9.21 Calcula algunos términos de estas sucesiones y halla el valor al que tienden.

a) a = 5’)2_—2 c) c. = 6n
"t "~ 3—2n
3 n+ 1
IC')b"_n+1 d) d, = 2n
a) 0
n 10 100 1000 — o n 10 100 1000 —
a, 4,98 49998 | 4,999998 -5 C, —3,529 —3,046 —3,004 — -3
b) d)
n 10 100 1000 — n 10 100 1000 —
b, 0,2727 0,0297 | 0,002997 -0 d, 0,55 0,505 0,5005 — 0,5

-n . ..
tiene limite.

9.22 Comprueba si la sucesion a, = 1

au= 09  agy = —09%  ag = —0,999 = lim -

n—»

9.23 ;Cudles de las siguientes sucesiones no tienden a un valor real?

n* — 1
a)a,=1-n Qc = >N
_4n -1 R
b) b, = an d)d,=3n*>+7n + 2
a) ap,=—9 a0 = —99 a5 = —9999 Q o =495 (o = 49,995 oo = 499,9995
b) by, = 0,975; by, = 0,9975; b = 0,99975 d) diy=372; dip = 30 702; dyp, = 3007002

Las sucesiones a,, ¢, y d, no tienden a un ndmero real.

9.24 Escribe el término general de una sucesiéon cuyo limite sea 1.

a:2n+1
" 2n+3

Limite de una sucesion

9.25 El limite de la sucesién a, = - es 1. Halla el término a partir del cual la distancia al limite es me-

+9
nor que 0,01.

n_ 1
n+9

-9 1 9 1
n+9’<mz>n+9<W=>900<n+9:>n>891

A partir de ag,
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9.26

9.27

9.28

9.29
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8n

Dada la sucesioén a, = m;

a) Calcula su limite.

b) Halla la distancia entre el término a,, y el limite. ;Es menor que una milésima?

8n
. 8n n o 8 _ 8 _
Al =M T _n"i‘ll_z R I
n n n
8 -100
b) T3 100 + 4| = |—4,020 + 4| = 0,020. No es menor que una milésima.

I L 2n o
Halla el limite de la sucesién b, = 1 calculando algunos términos.

¢A partir de cudl de ellos la diferencia entre estos y el limite es menor que 0,0001?

by = 1,81...; by = 1,98...; by = 1,998... lim b, = 2

n— o

2n
n+1

1
10000

= 2000<n+1 = n>1999

-2 <

-2 1 2 1
n+1’<10000=>n+1<10000

A partir de a;qg,.

. . 1
Considera las sucesiones a, = i b, = ——.

a) Calcula sus limites.

b) Encuentra en cada una de ellas el término a partir del cual la diferencia entre los términos y el limi-
te es menor que una millonésima.

¢) Compara los resultados obtenidos.

a) a10 = 0111 a100: 0101: amgo =N 0,001, ||m a,, - 0

n—oo

b= —0,1; b= —001; by = —0,001; lim b, = 0

1 1 1
m:ﬁ<m:n>1000000

1 1 1
WZH<W:H>1OOOOOO

En los dos casos es a partir del término a; ge000-

——0‘<

_—1—0’<
n

¢) Los limites son iguales, y el término a partir del cual la diferencia entre los términos y el limite es menor que una determi-
nada cantidad es también el mismo.

Demuestra que lim d-n _1
que lim >—L = —.

-1 1 2e + 1
2—4n T S T g

<e =

1—n
2 —4n 2 —4n

1 2—-2n—1+2n
2—4n 4

<8:>‘

Por tanto, para cualquier valor de & se puede encontrar un valor de n de tal modo que a partir del término a,, la distancia en-
tre estos y el limite es menor que «.



Sucesiones divergentes

9.30 Indica a qué tienden estas sucesiones.
a) 6n” + 10 ¢)5—-3n
b) 2n — n? d) 10n — 4

a) an = 610' dig = 6001 O: digon — 6000010
Por tanto, lim (6n* + 10) = «

n—o

b) b,, = 80; by = 9800; bioo = 998000

Por tanto, lim(2n — n?) = —x

Q ¢, = —25 Croo = —295; Ciope = —2995

Por tanto, lim(5 — 3n) = —oo

n— o

d) dy =96, diy = 996;  dypyp = 9996

Por tanto, lim (10n — 4) = «

n— o

9.31 Calcula el término de la sucesion a, = 4 + 2n a partir del cual todos son mayores que 10000.

4 + 2n > 10000 = 2n > 9996 = n > 4998

A partir de a5

9.32 Halla el término de la sucesiéon a, = 3 — n a partir del cual todos son menores que —1000.

3—n<-—-1000 = —n < —1003 = n > 1003

A partir de a;q3.

9.33 Comprueba que a partir del término b,,, todos los términos de la sucesiéon b, = 12 — 2n* son menores
que —1000. ;Cuadl es su limite?

12 = 20" < =1000 = —2n* < —1012 = n* > 506 = n > 22,49 = lim(12 — 2n)) = —©

n—o

9.34 Demuestra que lim % = —o

2 ks 6-m <3k o —2n<3k—6:>n>6_23k
Entonces, para cada valor k < 0 se puede encontrar un valor de n de modo que todos los términos a partir de a, sean meno-
res que ese valor de k.

Dado k < 0,

nZ
n+2

9.35 Dada la sucesion a, =

a) Calcula su limite.

b) Demuestra que se puede encontrar un término a partir del cual todos son mayores que 100.
2

8) @ = 83...; aw = 98.03...; o = 998,00.... Por tanto, lim — 1 s =

nZ

n+2

b) > 100 = n* — 100n — 200 > 0

Resolvemos la inecuacion obteniendo las raices de n> — 100n — 200.

100 = /10000 + 800

n= : ; n=101,9, y n,= —1,9

Como lo que buscamos es el término de la sucesién a, a partir del cual todos los términos son mayores que él, considera-
mos solo la raiz positiva. El término buscado es 102.

183



Limites de operaciones con sucesiones

9.36 Silima, = —4ylimb, = 3, calcula:

n—w n—w®

a) lim(a, + b,)

b) lim(a, - b,)

n—w

b) lim(a, - b) = lima,-limb, = —4-3 = —12

n—o

o) lim

n—« bn
d) lim(a,)*

3a
a) lim(a, +b,) =lima, +limb,= -4+ 3 = —1 Q lim—/—=

n—® bn

n—o

9.37 Halla el resultado de estas operaciones cuando n — «.

a) 7n* + 2n

n -2
-9

b)

a) I’ +2n) = + =0

-2 o©-2
b) -9 = -9
9.38 Calcula:
a) ’|'I_l:(l (3 — 5)
2
b) lim (6 + —)

Indeterminaciones
9.39 Calcula:

A M3, %

n’ + 5n + 2

. n+5n+2 .
a) li 3 — 6 = lim
2n* + 4n 2+
b) lim =53~ =
1_
. n+n-=2 .
o lim = lim

184

c)4

3 :lima,

n—»

—12

1—-—n

lim b,

n—o

dm+3)-65-n)

o) lim

n—x

)

4

d) lim 47

n—x

Q) Iim(vm>=oc

4

n— o

d) lim 42 = 4° =1

n—o

g limtn=-2
no= 3n* + n?

. 1 3n-1
d)!lill(‘l + 3= 1>

d) lim (1 +

n—o»

e) lim (1 +

n— o

2+n

3n — 1

3

=4

d) lim(a,)™ = lim(a,)™ = (-4) = —64

n—o



9.40 Halla:

a)lim5+n+n“ b)Iim5n6_4n3+2
now= 30" + 2n2 n>=4n* + 3n — 9
5 1
a) ”m—5+n+n4 —Iim—F+F+1 .
4 2 - -
n>= 3N° + 2n no 3 +£2 3
n
4 2 242
5— = + % T
by lim 2 =4+ 2 non o, d) im0t 2 M
now 4n4 +3n—9 now i i _ i n~>x'\/4n3 +n n—ow 1
nZ nS n6 4 + _2
n
9.41 Encuentra los siguientes limites:
2n+1 2n
a) lim (1 + l) b) lim (1 + i)
n—» n no® n
2n+1 2n 1 n]2
a) ||m(1 +—> = I|m<1 +—) . Iim(1 +F)= I|m[(1 +—>] 1 = ¢e?
n 8
T
4 2n B 1 o
b)nI|Lnx(1+F> ‘n"ﬂl 1+E =g
4
9.42 Halla:
7 n+ 1Y\
lim(1 - li
e o (22
n_3n+1 4'.,2_4|n2
li lim |(————
b) nlirolc(n + 5) d) nlm(4n2 + 1)
n+1 =M
—7 n+1
(. " 1 o
a)nl”ll(1 +1> lim |11+ = -
-7
- —8n -8
n+5 n+5
-8
. (n—=3Y"  (pn+5-—-5-3y" - 1 R
b)nl'ﬂl(n+5) _nl'inm< n+5 ) _nl'ﬂ<1+n+5> = lim 1+n+5 - €
-8

o lim n+1”:"m wnzlim nt2 1 n=|im 1+ ! e _n_zze*1
noe\n + 2 nox n+ 2 noe\n + 2 n+ 2 n—w -n —2

R R N T s T I -2\ 1 R
d)!Tl(4n2+-1) "!Tl< a7+ 1 ) "!TL<1 * 4n2+-1> = lim IRV
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9.43

9.44

9.45

9.46

9.47

9.48

9.49

9.50
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CUESTIONES PARA ACLARARSE

Si una sucesion tiende a 0, ;se puede afirmar que tiene limite? Razona tu respuesta.

Si, puesto que 0 es un ndmero real.

A partir del término a;, de una sucesién, todos los términos son mayores que 1000. ;A qué tiende esa
sucesion?

La sucesion tiende a +o.

Si a partir de un término, todos los de una sucesién estan a una distancia de 3 menor que 0,00001, ;es
3 el limite de esa sucesion?

Si

Si la diferencia entre los diez primeros términos de una sucesion y 5 es menor que 0,0001, ;es 5 el li-
mite de la sucesion?

No necesariamente, puesto que la distancia entre los primeros términos de la sucesion y el limite no es importante en el con-
cepto de limite.

Razona si es posible encontrar una sucesion de términos negativos que tienda a +«. ;Y una de térmi-

nos positivos que tienda a —«?

En el primer caso, si los términos son negativos y la sucesion es decreciente, tenderd a —oo, y si son negativos y la sucesion cre-
ciente, no tendera a un ntmero.

Del mismo modo, si los términos son positivos y la sucesion creciente, tendera a +oo, y si son positivos y la sucesion decrecien-
te, tenderd a un ndmero.

Escribe una sucesion que tienda a:

a) +» Q) —x

b) 2 d) —1

a) 2,8, 24, 96, 480, 2880... ¢ —2, —8, —24, —96, —480, —2880...
b) 1;1,5;1,8;1,9; 1,99... d —2; —-1,5 —1,1; —1,01; —1,001...

Explica si una sucesion puede tener dos limites diferentes.

No es posible. Como a partir de un término de la sucesion la diferencia entre los términos y el limite es tan pequefia como que-
ramos, si existieran dos limites, no se podria cumplir esa condicién para los dos valores, puesto que si sucede para uno, es im-
posible que suceda lo mismo para el otro.

Razona si son verdaderas o falsas estas afirmaciones:

a) El limite de una sucesiéon cuyos términos son todos negativos es —.
b) Una sucesion con todos sus términos iguales no tiene limite.

¢) Si a partir de un término, todos los de la sucesion son mayores que un valor positivo cualquiera, la
sucesion es divergente.

d) Una sucesion de términos decimales no puede tener por limite un nimero entero.

. 1. . .
a) Falsa. La sucesion a, = Y tiende a 0 y todos sus términos son negativos.

b) Falsa. Su limite seria el valor de todos los términos de la sucesion.
¢) Verdadera. Tienden a +<.

d) Falsa. La sucesion del apartado a es un ejemplo de ello.



9.51

9.52

9.53

Cuando al calcular el limite de una sucesién surge una indeterminacion, significa que:

a) El limite no se puede calcular.
b) Tiende a +* 0 a —x.

¢) Es necesario utilizar otro método para obtener el limite.

Senala la respuesta correcta.

La respuesta correcta es la c.

PROBLEMAS PARA APLICAR

Partiendo de un cuadrado de 1 metro de lado, se construyen otros trazando paralelas a los lados por
sus puntos medios.

1) 2) 3) a) Copia en tu cuaderno y completa esta tabla.
Pasos 1 2 3 4 5
N.° de cuadrados 1 4 7 10 13
Longitud del lado 1 1 1 1
del cuadrado mas 1 0 7 8 | 16
im pequefio (m)

b) ¢{Cuantos cuadrados hay en el décimo paso? ;Cuanto mide el lado de los cuadrados mas pequenos
en este paso?

¢) Estudia a qué tienden la sucesion del numero de cuadrados y la de la longitud del cuadrado mas pe-
queno.

b) La sucesion del nimero de cuadrados en cada paso es una progresién aritmética de primer término 1 y diferencia 3; por tan-
to, en el décimo paso habra 28 cuadrados.

La sucesion de la longitud del cuadrado més pequefio es una progresion geométrica de primer término 1y razén 1?; por tan-

to, en el décimo paso la longitud del cuadrado mas pequefio sera % = 5:—2

) La sucesion del nimero de cuadrados tiende a +oo, y la del lado del cuadrado mas pequefio, a 0.
Javier y Laura se encuentran a una distancia de 10 metros. Javier avanza la mitad de esa distancia y Lau-

ra retrocede la cuarta parte. Después, Javier avanza de nuevo la mitad de la distancia que lo separa de
Laura y esta retrocede la cuarta parte.

a) Halla los términos de la sucesion que indica en cada movimiento la distancia que los separa.

b) ¢Llegaran a juntarse en alglin momento?

aa=10+—--10-=5-10==>-10=75

w

3 2
a, Z1O:<Z)10:5'625

2 2 2 2 3
a3=(%)-10+1z-<% -10—%-(%)-10=%-(%>-10=(%)-10=4,21875

b) Se trata de encontrar un término, o lo que es lo mismo, un valor de n de modo que a, = (%) -10 = 0.

Pero eso no es posible puesto que (%) # 0 para cualquier valor de n.

Sin embargo, lim (%) - 10 = 0. Por tanto, solo se juntarian en el .
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9.54 Los padres de Juan abrieron una cartilla con 60 euros a un 2% anual cuando nacio.

a) Si no volvieron a ingresar dinero, calcula qué cantidad habia al finalizar el primer aio, el segundo y
el tercero.

b) Escribe el término general que permite obtener el dinero que tiene la cartilla al final de cada aio.
¢) Halla el limite de la sucesion.

d) Si no se saca dinero, ;a partir de qué ano tendra una cantidad superior a 10 000 euros?

a) Al finalizar el primer afo: a, = 60 + 60 - 0,02 = 60 - 1,02 = 61,12
Al finalizar el segundo afo: a, = 60 - 1,02 - 1,02 = 60 - 1,02* = 62,424
Al finalizar el tercer afio: a; = 60 - 1,02 - 1,02 = 60 - 1,02®> = 63,67248
b) a, = 60 - 1,02

¢ lim (60 - 1,02") = «

n—o

d) 60 - 1,02 > 10000 = 1,02" > 106%00 = log 1,02" > Iog(%) — nlog 1,02 > Iog(%) -
(1000)
log 5
> — >
S R :

A partir del afio 259.

9.55 El crecimiento de ciertas plantas es de aproximadamente 0,1 milimetros al dia.
a) Calcula el término general de la sucesion que muestra su crecimiento diario.

b) Si se dejan crecer indefinidamente, ;a partir de qué dia su altura sera superior a 1 metro?
a) Si/ es la longitud de la planta, a, = | + 0,1n

b) 1T m = 1000 mm
[+ 0,1n > 1000 = 0,1n > 1000 — /| = n > 10000 — 10/

Segln la longitud inicial de la planta, el valor de n varia.

9.56 De un material radiactivo se sabe que 1 kilogramo se reduce a la mitad cada afo.
a) ¢Cual es el término general de la sucesion que expresa la pérdida de material con el tiempo?
b) ¢A qué tiende esta sucesion?

¢) Encuentra el aio a partir del cual la cantidad de material que queda es inferior a 1 gramo.

aunfl]
omfl]-

2 3]

A partir del décimo afio.

< 0,001 = (13) < 0,001 = —log2 - n < log 0,001 = n >

log 0,001

gz = "> 99

9.57 Cada persona produce al aino unos 300 kilogramos de basura, de la que un 90% se puede reciclar. Cal-
cula a partir de qué aino la cantidad de basura reciclable es superior a 10000 toneladas.
Cantidad anual de basura reciclada por persona: 300 - 0,9 = 270 kilos.
Al cabo de n afios se obtendran 270n kilos de basura reciclada.

2700 > 10000000 = n > % — n > 37037,037

A partir del afio 37038.

188



9.58 La cantidad de puntos en estas figuras determina los llamados numeros triangulares.

° a) Determina los primeros términos de la sucesiéon de los
° o o numeros triangulares.
° e o e o o b) Calcula su término general.
o o e o o e o o o ¢) {Qué término es igual a 231?
e ° 0 e ° o o ¢ ® ¢® ¢® ¢ () ;Es una sucesion convergente o divergente? Demués-
tralo.
a)a, =6 a=10; a =15 a,=21; a =28
2
ba,=6+4+5+6+7+..+(+2=6+@+5+  +n+2=6+ DLy LENLE
2
0 D0 E0 931 o 450+ 6= 462 = it + 5 — 456 = 0
I . B
=5+ /425 + 1824 -5+ 43 2
n= 2 -T2 = —5— 43
n=_"2_"""-_24
2
a;, = 231
2
d) lim n+51n+6 _ o
n—w 2
Es divergente.
REFUERZO
Sucesiones. Hacia la idea de limite
9.59 ;Cudl es el limite, si lo tienen, de estas sucesiones?
a)1,3,5 79 11...
b) 0,1; 0,3; 0,7; 0,8; 0,9; 0,99...
< -17; -1,8; —1,9; —1,99; —1,999...
a) No tiene limite; es divergente.
b) 1
Q —2
9.60 Indica, obteniendo algunos términos, si tienen limite estas sucesiones.
> n
a) =17 c) ¢, = 4n°
2n 3n + 2
b)b"_n—1 dd, =
Al 10 100 | 1000 | »e | 9] n 10 100 g
a, 0,05 0,0005 | 0,000005 -0 C, 1,32 - 10% 1,723 - 10*® — ©
b) n 10 100 1000 — o d) n 10 100 1000 —
b, 2,22 2,02 2,002 -2 d, 3,2 3,02 3,002 -3
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9.61

9.62

9.63

. L. ‘. 2 + 3n . . .
Comprueba que existe un término de la sucesion a, = — partir del cual la diferencia entre los

términos y 3 es menor que 0,000001.

1
1000000

2
n

1

1
< 7000000

2
= < T000000 = " > 2000000

‘2+n3n_3’< 1 ‘2+3n—3n .

1000000 n

A partir del término a; 40 o00-

Halla el limite de la sucesion a, =

R comprueba que, a partir del término a,,, todos distan del li-

mite menos de 0,001.

a,, = 0,076...; a, = 0,0097...; a,000 = 0,00099... Por tanto, lim 3 l n

=0

1 - 1 - 1
1000 3+n 1000

< = 1000 <3 +n = n> 997

1
3+n

A partir del término ay;, todos distan del limite menos de 0,001.

.. 1
Dada la sucesion a, = 4 + o

a) Calcula su limite.

b) Halla el término a partir del cual la diferencia entre los términos de la sucesion y el limite es menor
que 0,001.

a) a, = 4,1, an = 4,01, a, = 4,001. Por tanto, lim (4 + %) =4,

n— o

1 1 1
n 1000 — n = 1000

b) ‘4+——4 < = <L:>n>1000.Apartirdea1000.

Sucesiones divergentes

9.64

9.65

9.66

190

Encuentra el término de la sucesion a, = 4n* a partir del cual todos son mayores que 10 000.

4n* > 10000 = n* > 2500 = n > 50
A partir de as,.

Comprueba que existe un término de la sucesion a, = 2 — 3n a partir del cual todos son menores que
—1000.

2 —3n< —1000 = 3n > 1002 = n > 334
A partir de as,.

Copia en tu cuaderno y completa.
4 6n + 1 52 3 8n
2n’ 2 n—1 an + 3
Convergentes Divergentes
4 6n + 1
n 2
3 e
P 5n
8n’®
4n + 3




Calculo de limites

9.67 Calcula:
a) lim 3 — n? b) lim <6 + 5) 0 lim < 18" d) lim 27
a) lim @ — m) = —o 9 lim -~ *;18” — 4w
b) Iim(6+%>=6 d) lim 27 = +oo
9.68 Calcula:
3n — 1 3+ 2n .. 10n* — n . 1 4+
a)lim =42 b) lim 2——7 olim 53 d),','i'l<1+4 +1>
1 1
a) lim 3”_1—|m3 n_3 9 lim 07 =n v n_,
noe 2N + 4 n—ow 4 o 2 n—o« 5n2 + 3 _n—>°c a
+ — 5+ =
n n
3 2
_+_
3+ 2n n o n : T
b) Jim = = lim = =0 d)n"i‘l(1 4n+1> - €
o
AMPLIACION
9.69 Halla los siguientes limites.
. (1 + 2n\ . (3 +nY . 5n Y ) 4\7
a) llm( >n > b) ,!'fl( - ) Q) llm(Zn — 1> d) ,I,'fl<1 + F)
2 tim (220 i (20 Y i (1 AV 2 e o tim (=22 =i (B = =
n—o 2n now 2n 2n n—ow 2n noe\2n — 1 now\ 2
%
(340 _[1Y _ . 4\ 1] -
o im (%57 = (5] = 9 im 1+ ) =t 1+ ) =
4

9.70 Demuestra que la sucesion a, = n*> — 2n es divergente. ;A qué tiende?

0 = 80; a, = 9800; a5, = 998000. Por tanto, lim (n”* — 2n) = «

n—o

9.71 Escribe el término general de dos sucesiones cuyo limite sea 3. ;El término a partir del cual la distancia
entre los términos y el limite es menor que una milésima es el mismo en ambas?

3n — 1 1 3n —1—13n 1 1

_3n—-1, _ 1
ST n 3‘<1000:> p <1OOO:>n<1OOO:>n>1OOO
A partir de a;.

_3m =1 |3n"—-1 1 3 — 1 —3m 1 L
b, = PO n 3<1000 ‘ 7 < 1000 < 1000 = n*> 1000 = n > 31,62

A partir de bs,.
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9.72 Encuentra el valor de k para que el limite sea el que se indica.

. (kn —3
) lm (5753 = 2

b)!m(sz+z) -1
kn — kn =3\ _k k
n + “\m+1)"2 72

kn> — 1 kn> — 1\  k k _
3n+2> 1=><3n2+2)_§=>§_ T=k=-3

Il
N
U
=~

Il
N

) lim

n—o

9.73 Halla el valor de a para que se cumpla:

a) Iim(—2n3_1 )—l
no=\4n + n — 3)

n— o

. (3n° = n)\ _
b) lim (m) = e

a) lim ' — 1 1L a=3
nse\4n" + n — 3 2
3" —n\ _
b)nI|Lny<n+2)—+oo:>a>1

9.74 Calcula los limites y comprueba que no se cumplen las igualdades de las operaciones con limites. ;A qué
crees que es debido?

a) lim

n—w«

(3+n_n2+1)
2 n

b) lim

n—w

7+n 2+n°
P

. (34+n n+1 3n + n* = 2n* — 2n . (=n*+n no_
a) lim — lim = lim = lim = —x
no 2 n—x 2n n—e 2n no 2
n
. 3+n oo+
lim — lim = —
7,
7+n 2410 . (In* +n* n
b) lim : > = lim =1 =1
no=\ N n n-=\ 20 + n now )
= +1
n

1+ 2+
lim ¢ | lim — | =0 :®
n—% n n—w n

No se cumplen las igualdades porque en el caso de aplicar las operaciones con limites salen indeterminaciones.

9.75 Calcula el término de la sucesion a, = 3" a partir del cual todos los términos son mayores que 1000.

3" > 1000 = nlog 3 > log 1000 = n > 6,29
A partir de a,.
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9.76 Dada la sucesion a, = (%) :

9.77

9.78

a) Calcula su limite.

b) Halla el término de la sucesion a partir del cual la diferencia entre los términos y el limite es menor
que una centésima.

a) a,, = 0,000104...; a,5, = 1,60 - 107%; lim (£> =0

n—w\ D
) (5]

1 2\ 1 2 1 .
<W = (;) <W = nlog(§><logm:> —0,39 - n < —2 = n>5,02.A partir de a,.

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

Rombo de naranjas
Un conjunto de naranjas se agrupan en una especie de rombo con cuatro naranjas por cada lado.
a) Indica el nimero de naranjas necesarias para cons-

truir una figura semejante a la dada, pero suponien-
do que el lado del rombo tuviera dos, tres y cinco

Q@O@Q unidades en cada caso.
b) ¢ Cual de los siguientes términos generales represen-
ta el namero de naranjas necesarias para construir
Q Q una figura con n unidades por lado?

a,=6(n—-1)b,=n"+nc,=6-2""2

a) Para la figura de lado dos se necesitaran 2(1 + 2) = 6 naranjas; para la de lado tres se necesitaran
2(1 + 2 + 3) = 12 naranjas, y para la figura de lado cinco se necesitaran 2(1 + 2 + 3 + 4 + 5) = 30 naranjas.

+1
b) Para una figura con n unidades por lado se necesitan 2(1 +2 +3 + ... + n) =2 - % =nn+1)=n+n

Autoalimentacion

Cierta especie de insectos parecidos a las abejas se organiza de la siguiente forma:

* 150 animales se dedican al mantenimiento de la colmena y a proporcionarle calor, y el resto de los in-
sectos liba el néctar necesario de las flores para fabricar la miel que alimenta a toda la poblacion.

e Cada 100 recolectores elaboran 5 gramos de miel diarios, y la miel producida se reparte entre todos
los miembros de la colmena.

a) Suponiendo que haya 500 individuos, ;de cuanta miel puede disponer cada insecto al dia?

b) ;Y considerando que sean 1000 individuos? ;Y si son 10 000?

¢) Generaliza los resultados calculando los gramos de miel con los que puede contar cada insecto su-
poniendo que la colmena esta formada por n individuos. Después, estima dichos gramos suponiendo
que la poblacion de la colmena es inmensa.

a) Hay 500 — 150 = 350 recolectores, que obtienen 350 - 0,05 = 17,5 gramos de miel. Por tanto, cada individuo recibira
17,5 : 500 = 0,035 gramos diarios de miel.

b) En una poblacién de 1000 insectos hay 1000 — 150 = 850 recolectores, que obtienen 850 - 0,05 = 42,5 gramos. Por tan-
to, cada insecto dispondra de 0,0425 gramos de miel.
En una poblacién de 10000 insectos hay 10000 — 150 = 9850 recolectores, que obtienen 9850 - 0,05 = 492,5 gramos.
Cada individuo tendra 0,04925 gramos de miel.

¢) Generalizando los resultados anteriores, la cantidad de miel diaria de que dispone cada insecto en una poblacion de n indi-

(n — 150) - 0,05
n

viduos viene dada por . El limite de la sucesién anterior es 0,05 y, por tanto, en una poblacion inmensa de

insectos, cada uno de ellos dispone de 0,05 gramos de miel al dia.
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9.A1

9.A2

9.A3

9.A4

194

AUTOEVALUACION

Halla los términos que sean necesarios para obtener el valor al que tienden estas sucesiones y calcula
dicho valor.

4 — n 2n + 5

a)a, = 3. b) b, = T
A, 10 100 | 1000 | 10000 | == | P[a] 10 100 1000 | 10000 | — =
a,| —0260 | —047 | —0497 | —0,4997 |- —05 b, 025 | 00205 | 0002 | 00002 | >0

Calcula el limite de estas sucesiones y halla el valor del término a partir del cual todos los demas di-
fieren del limite menos de 0,001.

a)a, = 2n
" n+1
3n — 1
b)b"_n+2
2
3 lim 25 = Jm - =2
1+ —
n
2n 1 2n — 2n — 2 1 2 1
n+1 2| = 1000 ‘ n ‘<1ooo:>n+1<1000:>2°°°<”+1:”’>1999
A partir de a;qg,.
1
3__
. 3n—1 _ n
by fim 57 = 5 =3
1+=
n
3n — 1 1 3n—1—-3n—-06 1 7 1
n+2_3<10002>‘ P <1000:>n+2<1000:>7000<n+2:>n>6998

A partir de aggg.

Calcula, si es posible, el término de las sucesiones a partir del cual todos los siguientes son menores
que —10 000.

a)a,=5-n b) b, = 2n*> + 8

a) 5—n< —10000 = n > 10005 = A partir de aq s

b) 2n* + 8 < —10000 = n* < 5004 = n < 70,73

No existe un término a partir del cual todos los demés sean menores que —10000, ya que el valor de n que se obtiene indi-

ca que cumplen esa condicion los términos menores que ay,.

Indica si estas sucesiones son divergentes. ;A qué tienden?

2 + 1+
= b)b =
a) a, 1-m ) b, 3n
=+
24 n’ 1 :
a) lim T = —1. No es divergente.
ol 1
1
1 oo S
b) lim 3 = lim 3 = o, Si es divergente.
n



9.A5 Calcula los siguientes limites.

. 3 . onls . (n* =3 . 9
a) lim (2n® + 5) b) lim 2 q) lim 7 d) lim (4 + re

. 3 Lol . (n* =3 . 9
a) lim@2n° +5) = b) lim 2" % = o lim 7 = d) lim 4+?=4

9.A6 Halla los siguientes limites.

. 1 . (6n® — 3n . 2n — 5 . 5n®

 lm () o im (555 9 Im (253 @ fim (225
2_5

. 1 2n —5 n n

a) nlILn_ﬁ<n4 1) =0 o) ,!Ian(3n2 2) = nI|LnA ) =0
3+ -
n
3
6n* — 3n °- n” ?
o im (S5 = fm - =3 ) im (25) = fim > ==
2+ = - - =
n n n
9.A7 Calcula:

a) lim (1 + l)" b) lim (1 - )3"

n— 2n n— n-—5

Vim (14 ) =tim | (1 L) = o o tim (1+ ) =i |(1+ ) [ e
¥\ an) T ) | ~°€ N n-5 - €

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

Sumas y mas sumas

Fijate en las siguientes sumas.

1 1 1 1 1 1
1+T—2 1+T+ﬁ—2,5 1+T+2'1+3'2'1_2'67
Tyt 1 ! = 2,71

1 2-1 3-2-1 4-3-2-1
Calcula las tres sumas que continuan la serie. ;Cudl crees que es el resultado si se suman infinitos términos?

Construiremos la siguiente tabla.

Término a, a, 3 4 5 6 7

Valor 14+ 1 a+1— a+l a+L a+L a+L a+1—
v2 26 P24 4120 5720 & 5040

Suma 2 2,5 2,67 2,7083 2,7167 2,7181 2,7183

El resultado de la suma de infinitos términos es el nimero e.
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10 FUNCIONES

10.1

10.2

10.3

10.4

10.5

10.6

196

EJERCICIOS PROPUESTOS

Halla el dominio y el recorrido de estas funciones.
a) f(x) = 3x — 1 b) g(x) = | x| c) h(x) = x°
a) D(f) = R; Recorrido () = R b) D(g) = R; Recorrido (g) = [0, +) ¢) D(h) = R; Recorrido (h) = R
Calcula el dominio de estas funciones.
_ 5 _ S _ 2x+ 3 v 3

a) f(x) = X = 1 b) g(x) = \/x X—06 c) h(x) = X+ 1) d)jx) = \V/x*+ 2x + 1
a) D(f) =R — {1, 1} b) D(g) = (==, =2) U (3, +=) ¢ D(h) = R — {0} d) D() =R
Estudia el crecimiento o decrecimiento de la funcién f(x) = x3.

Y La funcion f(x) = x* es constantemente creciente, pues TV [x, x + h] = (x + h)® — x> > 0,

ya que sih > 0,x + h > x, y, en consecuencia, (x + h)’ > x>.
flx) = x3
1
ol 1 X

Indica en qué intervalos es creciente o decreciente la funcion y = x* — 2x2.
1% A la vista de la grafica se observa que:
f(x) es creciente en: (=1, 0) U (1, +x).
1 f(x) es decreciente en: (—o, —1) U (0, 1).
X

flx) = x* - 2x2

Seiala los maximos y minimos de estas funciones.
y a) % b)) La funcion presenta maximos relativos en los puntos (0, 2), (2, 1)
y (5, 3); un méximo absoluto en (5, 3); minimos relativos en (1, 0),
A\ /\ L /\ (3, =1) y (7,0) y un minimo absoluto en (3, —1).
,/\ N\ b) La funcion presenta maximos relativos en los puntos (=2, 1) y
o1 \/ X QN X (2, 2); un maximo absoluto en (2, 2); un minimo relativo en (0, —1)
y un minimo absoluto en (0, —1).

Indica los maximos y minimos de estas funciones.
a)y =3x + 2 b) y = | x| Qy=((x-27+3 dy=x*-4
a) a) Y b) ) y Q o 1% d) g y
y=3x+2 1
V= 1x o 1 X
1 S y=x-22+ 3
o 1 X o 1 X
1
=x2 -
/ o ~ y=X 4
No tiene ni maximos Presenta un minimo Presenta un minimo Presenta un minimo
ni minimos. absoluto en el origen. absoluto en (2, 3). absoluto en (0, —4).



10.7 Indica si es periddica la siguiente funcion. En caso afirmativo, calcula su periodo.

Y La funcion dada por su grafica es periddica, de periodo 2,
ya que f(x) = f(x + 2).

10.8 Estudia si estan acotadas y qué tipo de acotacion presentan las siguientes funciones.
a) y=5 b)y =x*-3

Y Y

Q!
.
>
|
K

&

Esta acotada superior e inferiormente. Esta acotada inferiormente.

10.9 Comprueba si estan acotadas y qué tipo de acotaciéon presentan las siguientes funciones.

1
a) Y=+ b))y = — |x + 3]

o 1X
y=-Ix+3

Esta acotada inferiormente. Estd acotada superiormente.

10.10 La funcion f(x) asocia a cada nimero real su parte decimal. Por ejemplo: f(2, 6) = 0,6; f(—4, 2) = 0,2.
a) Dibuja su grafica.
b) ¢Es periédica? En caso afirmativo, indica su periodo.

¢) ¢Esta acotada?

a) Y b) No es periddica. ¢) Estd acotada superior e inferiormente.

NN

1 X

[N

10.11 ¢Presentan algun tipo de simetria estas funciones?
a) y = 3x b) y =3x + 2 Qy=5x*+3

a) f(—x) = 3(—x) = —3x = —f(x). Simetria impar.
b) f(—x) = 3(=x) + 2 = —3x + 2. No presenta ninguna simetria.
o f(—x) = 5(—x)* + 3 = 5x*> + 3 = f(x). Simetria par.
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10.12 Estudia la simetria de las siguientes funciones.
a) y = |x| b) y = -3x> + 1 Qy=-2x*+2
a) (—x) = |—x| =| x| = f(x). Simetria par.
b) f(—x) = —3(—x)> + 1 = —3x> + 1. Simetria par.
Q f(—x) = =2(—x)° + 2

2x* + 2. No presenta simetrias.

10.13 Si f(x) = |x|, g(x) = 3x y h(x) = x> + 4, calcula las siguientes funciones.

a) 3f b) f+ 2g 0 g-h d)%
a) 3f(x) = 3-f(x) = 3|x| Q (g-h) ) = 3x- (x> + 2) = 3x°> + 6x
b) (F + 29) (9 = 9 + 290 = | x| + 2-3x = [x| + 6x m(%%p=ﬂ?4

10.14 Dadas las funciones f(x) = 5x* + 3y g(x) = x + 7:
a) Calcula las funciones g o fy fo g
b) ¢Es conmutativa la composicion de funciones?
a) (gef () =glf(x)] = g(5x* +3) =5x*+3 +7 =5+ 10
(feg) () =flg)] =fx +7) =5K+ 7)2+ 3 =5+ 14x + 49) + 3 = 5x> + 70x + 248

b) Como g o f # fo g, se deduce que la composicion de funciones no es conmutativa.

10.15 Considera la funcion f(x) = y = 2x + 2.
a) Halla la funcién reciproca de f.

b) Representa la funcion f y su reciproca. ;C6mo son respecto de la recta y = x?

a) y=2x+2:2x=y—2:x=%:y=xgz
b) Y
y=2x+2
Son simétricas respecto de y = x.
10.16 Dada la funcién f(x) = 3x> — 5:
a) Halla la funciéon .
b) Calcula la composicion de estas funciones: f~' o f f

a)y=3x2+5:>3x2=y+5:>x2—— [Lr2 =y / R
mmwﬁm=ﬁ«w=rWW—w=+/3:§i3=+vﬁ=x

(Fof) () = f(f1(x))=f( ”5>=3( ”5)2—5=3X§5—5=x
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10.17 Representa estas funciones definidas a trozos.

x? si o x < -1 4 X< =2
a)y=1x+2 si -1=x=1 b) y =) —x* -2=x<4
2 si x> 1 2x -3 x=14

a) Y b) %
o)
2..
0l 2 X

10.18 Observa estas dos representaciones graficas y escribe las formulas de las funciones a las que corres-
ponden.

a) Y b) Y

a) Ecuacion de recta que pasa por (—6, 2) y (=2, 3):

__3-2 _1  ,_1 T A 4
ME (e &Y 2Tyt T+l x=2
f =
Ecuacion de recta que pasa por (—2, 3) y (—1, 5): W 2x + 7 —2<x<-1
-x+4 x=—1
mzi:2'y—3=2(x+2)'y:2x+7
—1-(2 “ '
Ecuacion de recta que pasa por (—1,5) y (4, 0):
y=-x+4
b) Funcion constante — 3:
-3 x <1
y=-3 4
f(x) =4=5x—3 1=x<3
Ecuacion de recta que pasa por (0, —3) y (3, 1): ® 3% X

—Xx+4 x=3
:1—(—3)_4_ _4 _4

m="3"79 3

Ecuacion de la recta que pasa por (3, 1) y (4, 0):
y=-—x+4
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

10.19 Un automévil parte desde Logroino hacia Palencia a 100 km/h. Simultdneamente, otro sale desde Pa-
lencia hacia Logrofio a 60 km/h.

Sabiendo que ambas capitales distan 200 kilometros, ;a qué distancia de Logroino se producira el en-
cuentro?

Representamos las graficas distancia-tiempo de cada vehiculo, considerando la distancia de los vehiculos a Logrofio. Para ello
solo necesitamos calcular dos valores en cada caso.

Vehiculo que sale Vehiculo que sale z
~ . X <
desde Logrofio desde Palencia < &S
2200 NS
t d t d @ 180 pe/e%/
Q
0 0 0 | 200 © 160
8140
o
2 200 2 80 S 120
& 100
Se encuentran a 125 km de Logrofio. 80
60
40
20
[0 1 2 3 Tiempo (h)

10.20 Resuelve de nuevo la situacion del ejercicio anterior si la velocidad de cada coche aumentase en 20 km/h
por hora.

¢A qué distancia de Logrono se cruzarian en este caso?

Vehiculo que sale Vehiculo que sale =
desde Logrofio desde Palencia = &
2200 S
t d t d ® 180 %,
0 0 0 | 200 © 160 R
T 140
1 120 2 20 2 120
& 100
Se encuentran a 120 km de Logrofio. BO
60
40
20
0 1 2 3
Tiempo (h)
ACTIVIDADES
EJERCICIOS PARA ENTRENARSE
Concepto de funciéon
10.21 Construye una tabla de 6 valores para las funciones: 5
a) f(x) = 5x + 3 b) g(x) = x> + 2x c)y=;(_+,|3 dy=VvV10 —-x
a) 0
x 0 1 2 3 4 5 x 2| 1] 0 ! 2 3
1 =1 9
y 3 8 13 | 18 | 23 | 28 y 3|3 | 3|7 7 | 18
b) d)
b'¢ -2 -1 0 1 2 3 b'¢ —15| —6 1 6 9 10
y 0 =1 0 3 8 15 y 5 4 3 2 1 0
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10.22

10.23

10.24

10.25

10.26

Halla el dominio y el recorrido de las siguientes funciones.

a) f(x) =4x — 6 AQy=Vx*+2 e) h(x) = \V/3 + 2x

b)) y=x*+3 d) gx) = \/15 — 3x f)y=V8x—-=6

a) D(f) = R R(f) = R ¢) D(f) = R} R(f) = [\/E. +x) e) D(h) = [—% +°°): R(h) = [0, +)
b) D(f) = R; R(f) = [3, +=) d) D(g) = (—<=, 5]; R(g) = [0, +°) f) D(f) = B +°°); R(f) = [0, +)

Dibuja una funcién:
a) Que su dominio sea R — {2} y su recorrido R.
b) Que su dominio sea (—=, 0].

¢) Que su dominio sea [—6, 6] y su recorrido [0, 12].

a) \ b) Y o) Y
1 1
1 o)
o 1 | X 1 X A\
o 2 X
Calcula el dominio de estas funciones.
2x — x° X —2 X

D= 26 V9 =303 I =5s

1 _ 1 _ 3x*—-6
b)y_x3—8 d)‘V_Z—x f)‘V_x2+5x+4
a) D() = R d D@ =R—-{-1.1 e) D(h) = R — {-4}
b) D(f) = R — {2} d) D() = R — {2} f) D(f) = R — {—4, -1}
Escribe la formula de una funcién:
a) Cuyo dominio sea [3, +x).
b) Cuyo dominio sea R, y su recorrido, R*.
¢) Cuyo dominio sea [0, +=), y su recorrido, R™.
a) fix) = \Vx — 3 b) glx) = x Q) hx) = —\/x
Halla el dominio de estas funciones.
a)y = x> =1 b) y = 1—5x — x° Oy = X+ 3 dy = 2

Y =2 —x-10 Y =+ —ax x Y =X "s5x+a Y = k=7

a) D() =R — {% —2} b) D) =R — {—4,0, 1} o Dy =R — {1, 4} d) D(f) = (7, +=)
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Caracteristicas de las funciones

10.27 Dibuja las funcionesy = x — 3,y =2 — 4x e y = 1. A la vista de la grafica, ;qué tipo de crecimiento
presenta cada una de ellas?

Y y = X — 3, creciente
y = 2 — 4x, decreciente
y=1 /
y = 1, constante
X
y=x-3 y=-4x+ 2

10.28 Teniendo en cuenta su grafica, estudia la funcién y = x? en los intervalos [0; 0,5] y [-0,5; 0].
a) ¢(Es creciente o decreciente?
b) ;{Qué se puede afirmar del punto (0, 0)?

Y a) La funcion es creciente en [0; 0,5] y decreciente en [—0,5; 0].

= b) El punto (0, 0) es un minimo de la funcion.

10.29 Para cada una de las funciones representadas a continuacion, estudia:
a) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
b) Los maximos y minimos relativos y absolutos.
c¢) La simetria.
d) Si estan acotadas y, en su caso, el tipo de acotacidon que presentan.
f(x) = x* — 2x?
% a) Crece en (—1, 0) U (1, +oo). Decrece en (—e, —1) U (0, 1).
b) (=1, —1) y (1, —1) son minimos relativos y absolutos.
(0, 0) es maximo relativo. No tiene maximos absolutos.

t ) Presenta simetria par.

d) Esta acotada inferiormente.

gx) =x®*—6x>+9x — 8

y a) Decrece en (1, 3) . Crece en (—oo, 1) U (3, +o0).
2 / b) (3, —8) es un minimo relativo, y (1, —4) es un maximo relativo.
ol 1 % No tiene maximos ni minimos absolutos.

¢) No presenta simetrias.

d) No esta acotada.
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10.30 Dibuja una funcién con las siguientes caracteristicas: tiene un minimo relativo en (-3, —1); un maximo
relativo en (0, 4), y es par.

Y

10.31 Estudia la simetria de las siguientes funciones, indicando en caso afirmativo de qué tipo de simetria se
trata.

a) f(x) = x* — 4x b) g() = 2 — x* O hi) = —>

x -1

d) jo)=1-x°

a) fl—x) = (—x)’ — 4(—x) = —x> + 4x = —f(x) = Es impar.
b) f(—x) =2 — (—x)* = 2 — x* = f(x) = Es par.

3 3

A fl—x) = — # f(x) = No es par. f(—x) = —— 1

# —f(x) = No es impar.

d i=x)=1—-(=xP=1+x#fix) > Noespar. f(—x) =1 — (—x’ =1 + x> # —f(x) = No es impar.

10.32 Observa la grafica siguiente:

b) ¢Qué valor toma la funciéon cuando x es par? ;Y cuan-

1 X do x es impar?
/\/\/gl\/\/\ ¢) Indica una cota superior y una cota inferior de la fun-
cion.

a) Es periddica de periodo T = 2.

’y a) Si es una funcién periddica, indica su periodo.
1

b) Cuando x es par, f(x) = 0, y cuando x es impar, f(x) = —1.

) 0 es una cota superior, y —1 es una cota inferior.

Operaciones con funciones
10.33 Dadas f(x) = 3x — 6 y g(x) = x> + 2x — 4, calcula:
Aef+aw b (LW g3 DN O Faw 0

a) F+gx) =6x — 12+ x>+ 2x—4=x>+8x— 16
b) (4g — 3N(X) = 4x* + 8x — 16 — I + 18 = 4x* — x + 2
Q (f-g)(x) = 3x> + 6x> — 12x — 6x> — 12x + 24 = 3x> — 24x + 24

I\ o 3X—-6
d <f>(x)_x2+2x—4

e) (geNX) = glfx)] = gBx —6) = 3x —6) +2-3x—6) —4=9x>—36x + 36 + 6x — 12 = 9%’ — 30x + 24

X+6
3

f)y=3x—6=>3x=y+6:x=¥:>f"(x)=
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2
10.34 Si f(x) = 3 y g(x) = , calcula:
+ 5
a) (2f — 49)() b) (F- )00 9 (o0
_ 6 4x? + 4  6x — 4 —20x* — 4x — 20  —4x* — 20x* + 2x — 20
a) (2f—4g)(x)—X+5 x x* + 5x - x> + 5x
3P+ 3
b) (f- g)lx) = X? T B¢
c)g(x):XZ+1- 3 _ K+ +5 _ xX¥*+5%+x+5
f X “x+5 3x 3x

10.35 Comprueba si f(x) = 2x> — 4y g(x) = X ; 4 son funciones reciprocas.

(g Nl = glf)] = g2x* — 4) = \/ZXZ—ZI _

X+ 4 x + 4\
(fog)(X)=f[g(X)]=f< ; ):2.( : )_4:X

Son reciprocas porque su composicion es la identidad.

10.36 Calcula las imagenes de x = 0, x = —1 y x = 2 mediante las funciones (g ° f)(x) y g '(x), siendo

f(x) =3x*+4xygx) = Vx + 9.

(g o N(0) = g(f(0)) = g(0) = \/0O+9 =3

(g o A1) = gIf(—1 =V-1+9=38
(g > H2) = glf2)] = V20 +9 =29
y=\/m:yz=x+9:>x=y2—9:>g’1(x)=x2—9
g'0)=02—9=—9 g (=1 =(-1)?-9=-8 g =22-9=—5
10.37 Si f(x) = 3 y g(x) = \/5 — 2x, calcula:
a) f‘1(x) o f'(3)
b) g7'(x) d) 97'(2)
a)y=§1;:>yx+3y=x—1:>yx—x= -1 -3y=x(y-1)=-1-3y=x= 11+3y ' (x) 11+_3;(

2

b)y=’\/5—2x:y2=5—2x:2x=5—y2:x=5_Ty

1+3-3 10

-1 = = —_— = —
o f'@3) = T-3 - 3 5
5 — 22 -4 1

d g'Q) = > = > =3

10.38 Calcula (g ° N(—2) y (f o g)(1), siendo f(x) = 2x*> — 9y g(x) = =1

(9= N-2) = glft-2] = g(-1) = 5" (F o 9)1) = gl = 1) = =7
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Funciones definidas a trozos

10.39 Considera la funcion f(x) = {8 X

10.40

10.41

10.42

10.43

2

si x = -1 3 3
32+ 9 si x> —17 calcula f(3), f(10), f(0), f(—1) y f<4>_

f3)=3-3*+9 =36 f(10) =3 -10% + 9 = 309 f0)=3-02+9=29
=8 (= 3, (3]
fi-1)=8—-(-1)=17 f<4)—8 (4)_16

Dibuja las siguientes funciones definidas a trozos.

3—x si x<-4 w2 e
a)f(x)={2x+1 si —4=x<2 b)g(x)={;_)5(x ::ii}

5 si x=2 B
a) Y b) Y
N N

I —— 0] % X

Calcula la imagen de x = 2 en cada una de las funciones siguientes.

6x +3 si x<2

x4+ 2 si x<2 _ .o _ 83+ 1 si x <2
a)f(x)_{4—3xsix22 b)g(")‘{gxz_1::§;§ c)h(")‘{z+7x si x > 2

a) f2) = -2 b) g(2) =0 ¢) h(2) no se puede calcular.

Dibuja f(x) = |2x + 9|y g(x) = |6 — 3x|. Indica para cada una de ellas:
a) ¢Qué valores de x tienen por imagen 1?
b) ¢Cuales tienen por imagen 0?

¢) ¢Y cuales son las que tienen por imagen —2?

Y Y a)x=—4yx=—5enf(x);x=%yx=%eng(x).
y=1f(x) -9
y=8(x) b) x = —_en f(x), y x = 2 en g(x).
) ) ¢) Ningun valor de x puede tener como imagen —2 porque el valor ab-
5 soluto de un numero nunca es negativo.
2 X 2 X

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Si una funcién es periédica de periodo 4, ;es suficiente conocer su grafica en el intervalo [—-2, 2] para
poder representarla en R?

Si, ya que la amplitud del intervalo es 4, y si es periddica, basta conocer su grafica en un intervalo de amplitud igual al pe-
riodo para dibujarla en R.
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10.45

10.46

10.47

10.48

10.49

10.50

10.51

10.52
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Si la imagen de 0 mediante una funcion, f, es 3, jqué se puede afirmar de la imagen de 3 respecto de
la funcién reciproca de f, f~'?

Que es 0.

¢Qué relacion tienen dos funciones que son simétricas respecto de la bisectriz del primer y tercer cua-
drante?

Son reciprocas.

Una funcion continua estd definida en R, es creciente en (—x, —3) y en (4, +x), y decreciente en
(-3, 4). (Tiene maximos y/o minimos relativos?

Si. Tiene un minimo relativo en x = —3 y un maximo relativo en x = 4.

El recorrido de una funcion es (—1, 1). Razona si esta acotada superior y/o inferiormente.

Esta acotada superior e inferiormente, ya que por su recorrido se observa que la funcién no toma valores menores e iguales
que —1 ni mayores o iguales que 1.

Si una funcién es creciente en (—x, 0) y decreciente en (0, +x), ;se puede afirmar que tiene un maxi-
mo en x = 0?

No, porque puede ser que no esté definida en x = 0.

Demuestra si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones:
a) y = |x| es una funcién impar.
b) y = x> + 4 es creciente en R.

c¢) y = 1 — x* esta acotada superiormente.

dy= ngf ~ &5 una funcién par.

a) Falsa. f(—x) = |—x| = |x\ = f(x)
b) Falsa. Es creciente solo en (0, +).
Si0 < a<b, entonces TV[a, b] = f(b) — fla) =b*+4 —a>—4=(b+a)-(b—a) >0.
Sia<b <0, entonces TV[a, b] = f(b) — fla) =b>+4 —a*—4=(b+a)-(b—a) <O.
) Verdadera. 1 es una cota superior de la funcion, puesto que 1 — x*> > 1.
2 (—x) —2x

d) Verdadera. f(—x) = O+ x- —0—n f(x).

El dominio de una funcién f(x) es R, y el de otra, g(x) es R — {2}. ;Se puede calcular (f + g)(2)?
Y (fog)(2)?

No se puede calcular ninguno de los dos valores, ya que en ambos casos es necesario hallar g(2), y la funcion g no esta defi-
nida para ese valor de x.

La funcion f(x) se anula cuando x = —1, x = 0 y x = 3. Halla el dominio de (%) (x).
Dif) =R —{=1,0,3}

Demuestra que son ciertas las siguientes afirmaciones:

a) Si dos funciones son pares, su suma también es par.

b) El cociente de dos funciones impares es par.




10.53

10.54

PROBLEMAS PARA APLICAR

Juan esta estudiando dos ofertas de trabajo como comercial de electrodomésticos, A y B, que solo se
diferencian en el sueldo.

Oferta A: 1050 euros mensuales y 10 euros por cada aparato vendido hasta un maximo de 20 al mes.
Oferta B: 600 euros al mes y 20 euros por cada electrodoméstico vendido.

a) Escribe la formula que expresa el sueldo mensual de Juan en cada caso en funcion del nimero de
electrodomésticos vendidos.

b) Calcula el dominio y el recorrido de cada una de las funciones correspondientes.
¢) ¢Aumentara siempre el sueldo en funcion del nimero de aparatos que venda?
d) (Tienen las funciones algin maximo o minimo?

a) Oferta A: f(x) = 1050 + 10x
Oferta B: g(x) = 600 + 20x
b) D(f) = [0, 20]; R(f) = [1050, 1250]
D(g) = [0, +=); R(g) = [600, +)
) Sia<hb=20= TV]a b] = f(b) — fla) = 10b — 10a > 0 = Es creciente.
Sia > b > 20, la funcién f es constante, ya que no recibe mas dinero por electrodoméstico vendido.
a<b= TV[a b] = g(b) — gla) = 20b — 20a > 0 = Es creciente.
d) La funcion f(x) tiene un minimo absoluto en (0, 1050) y un maximo absoluto en (20, 1250).
La funcion g(x) solo tiene un minimo absoluto en (0, 600).

En su movimiento de rotacion, la Tierra da una vuelta completa alrededor de su eje en un dia.

a) Representa la grafica de la funcidon que indica el nUmero de grados que gira en funcién del tiempo
durante un dia.

b) ¢Cudl seria la grafica anterior a lo largo de una semana?
¢) ¢Esta acotada la funcion semanal?
d) ¢(Es una funcion periédica? ;Y simétrica?

a) La velocidad de giro de la Tierra es constante, la gréfica que representa el nimero de grados en funcién del tiempo es un
recta.

[%2]
o
o
o
G360
180
0 6 12 18 24
Tiempo (h)
b) ¢
E 360
(O]
180
[ 24 48 72 96 120 144 168
(S () Y B € ) R (O R () R (0))
Tiempo (h)

¢) Si, una cota superior es 360°.
d) La funcion semanal es periodica, y no simétrica.
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Una empresa fabrica DVD y sus costes de produccion, en euros, vienen dados por la expresiéon
C(x) = %xz + 25x — 15, donde x es el nimero de DVD producidos. El precio de venta por unidad es

P(x) = 75 — X ¢Cudl es la funcion que expresa el beneficio obtenido con la venta de x DVD?

2
Bm=x¢m—cm=nx—%—%ﬂ—zw+w=—w+5m+w

Cuando dejas caer una pelota desde una altura cualquiera, el espacio que recorre, h, viene dado por
la expresion h = 9,8 - t?, siendo t el tiempo.

Calcula la férmula que permite obtener el tiempo transcurrido desde que se lanz6 la pelota, t, en fun-
cion de la altura a la que se encuentra.

Un aljibe tiene 750 litros de agua al comienzo del dia. Por una fisura pierde 2 litros cada hora. A la
vez, esta recibiendo agua a razén de 6 litros a la hora.

a) Estudia el crecimiento de la funcién que expresa el volumen de agua en el aljibe durante ese dia.

b) (A qué hora estard mas lleno? ;Y mas vacio? Indica las cantidades de agua almacenadas en esos
momentos.

a) y=750 —2x + 6x;y = 750 + 4x;a < b = TV[a, b] = f(b) — fla) = 4b — 4a > 0 = Es creciente.
b) Minimo en (0, 750), y maximo en (24, 846)

Un jardinero quiere vallar un terreno de forma cuadrada y area desconocida en el que ha plantado
unas flores. Encuentra la formula que permite obtener el lado del cuadrado en funcion de su area.

a) Si el area estuviera comprendida entre 120 y 180 metros cuadrados, ;cuales serian el dominio y el
recorrido de la funcién?

b) La funcion descrita, ;es creciente o decreciente?

¢) ;Tiene maximos o minimos?
El lado en funcién del area viene dado por | = \/K

a) D(f) = [120, 180]; R(f) = [\/120, \/180]

b) a<b= TV[a, b] = f(lb) — fla) = \/_ — \/5 > 0 = Es creciente.
¢) Minimo (120, \/120) y maximo (180, \/180)

Calcula la formula que permite obtener el diametro de una lata cilindrica de zumo en funcién de su al-
tura para que contenga 500 mililitros del mismo.

Si la altura de la lata esta comprendida entre 12 y 16 centimetros, ;cudles son el dominio y el recorri-
do de esa funcion?

Si d es el didmetro, r el radio y h la altura, entonces d = 2-r = 2- 200

wh’
D(f) = [12, 16] R(f) = [6, 31; 7, 28]

Expresa mediante una funcién la distancia al lugar de partida a la que se encuentra un grupo de ami-
gos que realiza la siguiente excursion.

a) Durante la primera hora y media caminan a una velocidad constante de 3 kilometros por hora.
b) Descansan durante la media hora siguiente.

c) Regresan a una velocidad constante de 4,5 km/h.

3x 0=x<15
flx) = 14,5 15=x<2
135 — 45x 2 =x<3



10.61 Considera la funcion del problema anterior.
a) Calcula el dominio y el recorrido.

b) Estudia los intervalos de crecimiento y decrecimiento.
¢) Indica sus maximos y minimos si los tiene.

d) Explica si es una funcion acotada.

E, a) D(f) = [0, 3]; R(f) = [0; 4,5]
§ b) Es creciente en (0; 1,5) .Es decreciente en (2, 3).
34 ) No tiene.
o
3 d) Esta acotada superiormente, ya que la distancia al lugar de partida no es ma-
yor de 4,5 km.
2
1
0 1 2 3
Tiempo (h)

REFUERZO

Concepto y caracteristicas de las funciones

10.62 Halla el dominio de las funciones:

a)y=-x*-4 c)y=% ey =\V12 - 4ax
_ 2x \ — _x*-1

b)y——4x2_1 d y=\V6x— 18 f)y_x2+1

2) DIf = R 0 o =R~ {0. 7| ) DIf = (= 3]

b o) = R - {-3.5] ) Dt = 3, +9) h 0(h) = R

10.63 Estudia el crecimiento y decrecimiento de la funcion f(x) = 4x + x? en los intervalos [-2,2; —2] y
[-2; —1,8].
TV[-2,2; =2] = f(—2) — f(—2,2) = —4 + 3,96 < 0 = Es decreciente.

TV[-2; —1,8] = f(—1,8) — f(—2) = —3,96 + 4 > 0 = Es creciente.

10.64 De las siguientes funciones, indica cuales son periédicas y cuales estan acotadas.

a) f(x) = sen(m-x) b) f(x) = —x* + 6x2+ 2x — 9
Y Y
2t/
ANANAWANA o | 3 X
\J VS (\

a) Es periodica de periodo T = 2 y est4 acotada superiormente por 1 e inferiormente por —1.
b) No es periddica. Estd acotada superiormente por 4.
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10.65 Estudia si las siguientes funciones presentan algun tipo de simetria.

1

a) f(x) =1—-2x + x3 b) gx) = x* + 2x> — 4 c)h(x)=x2_5 d) I(x) = 6x3 — x

a) f(—x) =1 —2(—x) + (—x)* = 14+ 2x — x> = No es par ni impar.

(—x)* + 2(—x)* — 4 = x* + 2x* — 4 = f(x) = Es par.

=

2
[

=
I

O h(=0) = 51— = = = h) = Es par.

Operaciones con funciones

10.66 A partir de las funciones f(x) = 8 — x>y g(x) = %, calcula las siguientes funciones.

a) (g — 2A(x) A (f-9)(x) o ¢ oo
b) (f + 39)(x) d) (é) ) el o)
a) (g—2f)(x)=%_16+2)(z:4x3—2#
b) <f+3g>(x)=8—xz+%:W

8 — x?

o (fro9)ix) = x

d) (5) (x) = 16x — 2x°

o (= 900 = Mgl = f{5;) = 8 — 317

(g e AW = glfin] = g8 — x) = =~

10.67 Halla la funcion reciproca de cada una de las siguientes.

a) f(x) = 5x + 2 b) gx) =2 — x? ¢ h(x) = \V/1 + 3x d) I(x) = i

a)y=5x+2=>5x=y—2=>x:%=>,f*1(x):X;2

b)y=2-xX=x=2-y=x=\V2-y=9"'X=V2—-x

2 _ 2 _

c)y=\/1+3x:>y2:1+3x:>3x=y2—1:>x=y 31:>h’1(x):X 31
7 7 N 7
d)y=H:>x=4—y=:>l1(x)=E

Funciones definidas a trozos
10.68 Calcula f(—3), f(0) y f(4) en la siguiente funcion. f(x) = {gx - x si x<4
3x si x=4
f(—3) = 9-(—3) — (=3)) = —36 f(0) = 0 f(4) =3-4=12
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10.69 Dibuja las siguientes funciones.

_J1=x si x<3 _|ja=-x* si x<2
a)f(")‘{2x+1 si x=3 b)g(")‘{sx—w si2<x<4

a) Y / b) Y

AMPLIACION

10.70 Halla el dominio de las siguientes funciones.

3
a) y = x+ 4 Ay=V10 + 3x — x? e)y=3/)§(+_2;

X — 2
b) y = \/x? + 4x + 3 dy=Vx-Dx+Hx-1 ny==2L
) X2 = 0yx— 24000 = (~% ~41 U@ +) &) (- D+ A — 1) =00 = [~ 4,1 U [2 +=)
b) x> + 4x + 3= 0.D(f) = (—oo, =3] U [—1, +0) e)x?—9+0.D(f) =R — {-3,3}
c) D(f) = [—2, 5] ix2—1>0.D(f) = (—o,—1) U (1, +)

10.71 Si el dominio de una funcién f(x) es [3, +«), y el de otra, g(x), es R — {—2, —1, 3}, ¢cual es el dominio
de (f + g)(x)?

(3, +)

10.72 Dibuja las siguientes funciones e indica si tienen algiin maximo o minimo y de qué tipo es.
a) f(x) = [3x* — 12| b) g(x) = |x* + 2|
1% e Maximo relativo: (0, 12) 1% e Minimo absoluto y relativo: (0, 2)

y=13x2— 121 ® Minimos absolutos y relativos:
(=2,0), (2,0

y=1x2 + 21

ol =

10.73 El dominio de la funcién (%)(x) es R. Explica si es posible que exista un valor en el que f(x) sea
igual a 0.

No es posible, puesto que en ese caso el dominio de la funcion seria R menos esos valores en los que se anula f(x).

2x
x—4

y h(x) = \/3x — 2, calcula (h o g ° f)(x).

10.74 Dadas las funciones f(x) = 1 — 5x, g(x) =

2 — 10x 2 — 10x 12 — 20x
(hogefl) = higeNl) = hlg(f 0] = hlg(1 — 5x)] = h(ﬂ> = \/3 35, 2°F \/ﬂ
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Estudia la simetria de las siguientes funciones.

2x dy = 3x?
x2+ 1 Y=a+x

a) y = |x* — 5x| b) y =1+ 4x — x*| Qy-=
a) f(—x) = |(—x)* = 5 (=x)| = |x* + 5x| # f(x) = No es par ni impar.
b) f(—x) = |1 + 4 (—=x) — (=x)*| = |1 — 4x + x*| # f(x) = No es par ni impar.

q f(—x) = (_5)2(1X)1 = xz_ix1 = —f(x) = Es impar.

3w 3w
T4+ (=Xt 4+ Xt

d) f(—x) = f(x) = Es par.

Si f(x) es una funcién impar y g(x) es par, ;qué tipo de simetria tiene la composiciéon (g o f)(x)?

(g o N(=x) = g [f(=x)] = g[—fx)] = g[flx)] = (g ° H(X). Es par.

Calcula la funcién reciproca de las siguientes.

) 100 = x* - 2x b) g0) = |9x — 5|
a)y=x2—2x:>)(:w—:1i VI+y=f=1+\V1+xf0=1-\V1—x
b)y:|9x_5|:>y:9X—5=>9X=y+5:>x=¥:>g*1(x):XJS;S

Representa graficamente las siguientes funciones e indica si estan acotadas.
A + 1 si -2 =x<1 x> —2x si —1<x<1

a)f(x)={ 3 si 1<x=5 b)g(x)={3—x si 1=x<2
X si 5<x=17 1 Si X =2

a) 1% b) v

/! NTH-

O’\% X
or—0

g (x) estd acotada superiormente
por 3 e inferiormente por —1

f (x) esta acotada superiormente
por 7 e inferiormente por —7
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10.80

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

Evolucion del area
En el trapecio rectangulo ABCD de la figura adjunta se verifica que:

AD =4 cm DC =14 cm BC =8 cm

Un punto x se desplaza por el segmento DC de tal forma que su distancia a D es x centimetros.

g a) Escribe, en funcién de x, el area de la figura sombreada.

b) Halla el valor de x para que las dos zonas en las que queda di-
vidido el trapecio tengan la misma area.

a) Area de la zona sombreada: drea AEE’+ area AE’XD

Aplicando el teorema de Tales:
ﬁ:ﬂzi:B’E, B’E,—ﬂ 2_X
AE ~ AE T X -7
z XZ
Area = 4x + 7
b) Area de la figura = w — 84
Z —
o+ % = 8o age +oax - 200 = 0y = TS AE0

Consideramos solo la raiz positiva.

Grafos

Un grafo es una representacion de una relacion entre los elementos de un mismo conjunto. Observa
tres posibles grafos del conjunto {A, B, C, D}.

Un grafo se puede representar mediante una tabla de unos y ceros: un uno indica que el elemento de
esa fila esta relacionado con el de esa columna, y un cero, que no lo esta.

Observa la tabla correspondiente al primer grafo.

A B C D
a) Escribe las tablas asociadas a los otros dos grafos. A0 1 10
B 0o 0 0 1
b) ;Cudles de estos grafos pueden considerarse funciones? C1 00 O
DO O 0 1
a) A B CD A B CD
A0 O0 0 1 A0 0 0 1
B 0O 0 0 1 B 0100
c1 110 c 0100
D o100 D oo 10

b) El tercero
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AUTOEVALUACION

10.A1 Calcula el dominio y el recorrido de las siguientes funciones.
a) y = x*+ 4x -5 b)) y=x*+2x -3 AQy=V3x*+4 dy=Vx*-x—-6

a) D(f) = R; R(f) = [-9, +e) o D(f) = R; R(f) = [2, +eo)
b) D(f) = R; R(f) = R d) D(f) = (=, =2] U [3, +=); R(f) = R*

10.A2 Estudia el crecimiento y decrecimiento de las funciones en los intervalos que se indican. Ten presen-
te como es la grafica de cada una.

a) f(x) = 5 — 6x en [0,5; 1] b) g(x) = x + x*en [-1,5; —1] y en [0,2; 1]
a) TvV[0,5; 1] = f(1) — f(0,5) = —1 — 2 = —3 < 0 = Es decreciente.

b) TV[-1; —1,5] = f(—1) — f(—1,5) = 0 — 1,05 < 0 = Es decreciente.
TV[—1;0,2] = f(0,2) — f(—1) = 0,24 — 0 > 0 = Es creciente.

10.A3 Realiza las siguientes operaciones con las funciones f(x) = 4x — 2x*> y g(x) = 3 — x — x*

a) (5f — 29)(x) b%%%) 0 (F- ) () d) (f + 49)(x)

a) (5f — 2g)(x) = 20x — 10x> — 6 + 2x + 2x> = —8x* + 22x — 6
b) (f-g)x) = 12x — 4x* — 4x* — 6x* + 2x° + 2x* = 2x* — 2% — 10x* + 12x

39\, _ 9 —3x—3¢
c)(f)(x)— 4x — 2x?

d) (f +49)(x) = 4x — 2x* + 12 — 4x — 4x* = —6x* + 12

10.A4 Calcula la funcion reciproca de cada una de las siguientes.

a) f(x) = 7x — 1 b) g(x)=1_x c¢) h(x) = \v6x + 9 d) jox) =x*+9
a)y:7x—1:>7x=y+1:>x=¥:>f’1(x)=X;L1
b)y=13)(:(1—x)y=2:y—xy=2:—xy=2—y:x=%:g’*(x)=X;Z
2 2 _
c)y=’\/6x+9:>y2=6x+9:>6x=y2—9:>x=y69:>h’1(X)=X69
d)y=x2+9:>x2=y—9:>x=\/}/T9:>j’1(x)=\/m
10.A5 Para las funciones del ejercicio anterior, calcula:
a) (f° g9)(x) b) (g > h)(x) ) (g ° N(0)
B 2 \_ 5 2 . 14—1+4+x_13+x
2 (e 9l = flgl = f{52) = 7 725 -1 = M - B
2
b) (g°hx) = glhtx)] = g(\/6x +9) = ———F——
) (g °h)x) = glhx)] = g(\/6x ) 1 _ \/m

9 (g2 N0) = glfO] = g~ 1) = 72— =
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10.A6 Observa la grafica de la funcién f.

1% a) Encuentra el dominio y el recorrido.
W / b) Indica sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.
P v ©) Halla sus maximos y minimos e indica de qué tipo son.

d) ;Qué tipo de acotacion tiene?

a) D(f) = R} R(f) =[-8, +)

b) Es creciente en (—4, —2) U (0, +oo). Es decreciente en (—oo, —4) U (—2, 0).

¢) La funcién tiene minimos relativos en (—4, 2) y (0, —8); un minimo absoluto en (0, —8), y un maximo relativo en (-2, 4).
d) Esta acotada inferiormente.

10.A7 Dibuja las siguientes funciones.

a) f(x) =|24 — 8x| b) g(x) = {4 +2x si x = —1

3—x si x>-1

a) Y b) Y

N

10.A8 Estudia si son simétricas y, en su caso, de qué tipo son las siguientes funciones.
a4

a) f(x) = 5x3 + 4x b) g(x) = r fxz
a) f(—x) = 5(—x)® + 4(—x) = — 5x* — 4x = —f(x). La funcidn es impar.
(=x* x*

b) g(—x) = 37— il g(x). La funcion es par.

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS
Nombres y apellidos

El apellido representa la familia a la que perteneces y el nombre te identifica entre sus componentes. Juan
Pérez, Jordi Castellet, Carmen Martinez, Pavel lovanescu y Amal Kasar son algunos alumnos de una clase de
4.° de ESO. Si relacionamos el nombre de cada uno con su apellido, ;esta relacién es una funcién? Si cada
alumno tuviera dos nombres, ¢la relacion seguiria siendo una funcién? ;Y si utilizasen los dos apellidos?

Si relacionamos el nombre de cada persona con su apellido, tendremos una relacién biunivoca en la que a todo nombre (elemento del
primer conjunto) le corresponda un apellido (imagen del segundo conjunto) y solo uno. Luego la relacién es una funcion.
Si se tienen dos nombres, también sera una funcién, ya que cada nombre tiene imagen y una sola.

Si se utilizan los dos apellidos, dejara de ser funcion, ya que a cada nombre le corresponderan dos apellidos (imagenes).
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11 LIMITES DE FUNCIONES. CONTINUIDAD

EJERCICIOS PROPUESTOS

2

11.1 ¢A qué valor tiende la funcion f(x) = = 5?
a) Cuando x se acerca a 3. ¢) Cuando x se acerca a + .
b) Cuando x se aproxima a 5. d) Cuando x se aproxima a —x.
a) x se aproxima a 3 por la izquierda: x—3~ X se aproxima a 3 por la derecha: 3" «x
X 2,99 2,999 2,9999 3 3,0001 3,001 3,01
f(x) X E 5 —0,995 —0,9995 —0,99995 -1 —1,00005 —1,0005 —1,005
Cuando x se acerca a 3, se verifica que f(x) tiende a —1.
b) x se aproxima a 5 por la izquierda: x—5~ X se aproxima a 5 por la derecha: 5" «x
X 4,99 4,999 4,9999 5 5,0001 5,001 5,01
2 No esta
f(x) Y —5 —200 —2000 —20000 definidol *** 20000 2000 200
Cuando x se acerca a 5 por la izquierda, se verifica que f(x) tiende a —ce.
Cuando x se acerca a 5 por la derecha, se verifica que f(x) tiende a +oo.
C) xtiende a +oo: x—>+x Cuando x tiende a +<o, f(x) tiende a 0.
X 1000 100000 +oo
f(x) 2 0,002 0,00002 |...| O
x—5
d) x tiende a —oo; —ooe—x Cuando x tiende a —, f(x) tiende a 0.
X —ool ... | —100 000 —1000 0
f(x) X E 3 0]...| —0,00002 —0,002 -0,4
. , . ‘2 _ 3+ 2
11.2 Indica a qué valor tiende la funcién g(x) = X+ 2
a) Cuando x se aproxima a 4. ¢) Cuando x se aproxima a +c.
b) Cuando x se acerca a 0. d) Cuando x se acerca a —=.
a) x se aproxima a 4 por la izquierda: x—4~ X se aproxima a 4 por la derecha: 4" «x
X . 3,99 3,999 3,9999 4 4,0001 4,001 4,01
_ 3x+2 14
g(x)—X(X+ %) 0,5845 0,5834 0,5833 o7 0,5833 0,5832 0,5822
o . s 14
Cuando x se acerca a 5, se verifica que g(x) tiende a 0,583 = ETR
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b) x se aproxima a 0 por la izquierda: x—0~

x se aproxima a 0 por la derecha: 0" «—x

Cuando x tiende a 0 por la izquierda, el limite tiende a —cc.

Cuando x tiende a 0 por la derecha, el limite tiende a +co.

X —0,01 —0,001 —0,0001 0 0,0001 0,001 0,01
_ 3x+2 No esta
g(x)—X(X+2) —98,99 | —998,99 | —9998,99 definido 10000,99 | 1000,99 100,99
Cuando x se acerca a 0 por la izquierda, se verifica que g (x) tiende a —co.
Cuando x se acerca a 0 por la derecha, se verifica que g (x) tiende a +cc.
¢ yd) x tiende a —o0; —oo¢—x x tiende a +o0: x—+o0
X —o0 —100000 |... | —1000 0 1000 100000 +o0
_3x+2 B B No esta
g(X)_x(x +2) 0 0,00003 | ... 0,003 definido 0,0029 0,000029 0
Cuando x tiende a +, g (x) tiende a 0. Cuando x tiende a —, g (x) tiende a 0.
11.3 Halla el limite de la funcion f(x) = 3x* + 3 en los puntos x = 1y x = —3.
X se aproxima a 1 por la izquierda: x—1~ x se aproxima a 1 por la derecha: 17«x
X 0,99 0,999 0,9999 1 1,0001 1,001 1,01
fix) = 3x*+ 3 5,9403 5,994003 | 5,99940003|...| 6 6,0006 6,006 6,06
X se aproxima a —3 por la izquierda: x——3" X se aproxima a —3 por la derecha: —3%«x
X —3,01 —3,001 —3,0001 S=3] ] —2,9999 —2,999 —2,99
f(x) = 3x*+ 3 30,1803 30,018 30,0018 .130]...] 29,9982 29,98 29,82
Iin11 Bx¥+3) =6 Iir[13 (3x* +3) =30
11.4 Calcula el limite de la funcién g(x) = Xt 1 enlos puntosx =1yx =0
’ gl = x(x + 5) P = lyx=>o
x se aproxima a 1 por la izquierda: x—1- x se aproxima a 1 por la derecha: 1"«x
X 0,99 0,999 0,9999 1 1,0001 1,001 1,01
g(X)= E 0,6695 0,66694 0,666694 2 0,66664 0,6664 0,664
Xx(x + 5) ! ' ' 3 ’ ) \
X se aproxima a 0 por la izquierda: x—0~ x se aproxima a 0 por la derecha: 0" «x
X —-0,01 —0,001 | —0,0001 0 0,0001 0,001 0,01
_ 3x+1 No esta
g(x)—X(X+5) —1944 | —199,44 | —1999944] ... | finido 2000,56 | 200,56 20,56
lim x+1 _ 2
x—1 X(X + 5) 3
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115 Calcula lim -y lim
X tiende a —oo; —ooc—x X tiende a +o0; x—+o0
X —ool ... | —100000 —1000 0 1000 100000 +o0
_1 10 6 No esta 6 10
g=2z | 0|..| 10 10 definido 10 10 0
1 o
im0 Jm e =0
. -1 . 3x — 1
i Halla )I(I_'?lw X+ 2 y!(l_'?lw X+ 2
x tiende a —oo; —ooe—x x tiende a +o0; x—+o0
X —o| ... | —100000 —1000 0 1000 100000 +oo
glx)= =1 3 3,00007 3,007 i 2,993 2,99993 3
x+2 B ' 2 ' '
o3 =1 ) S
Ixmxx+2_3 X'L"Lx+z‘3
5x —2x + 3
11.7 Dadas f(x) = <17 glx) = =1 calcula:
a) lim f(x) b) lim g (x) Q lim f(x) - g(x)
. 5x . ) L (=2x+3)
a) XILII]w x+1 =2 C) XILII]w f(X) g(X) _xllnjw X+ 1 x—4
=X+ 3
Dl e T
11.8 Dada la funcién f(x) = =13, halla:
2x + 1
a) Iirr1| f(x) b) Iin11 (lf)(x) Q) Iin11 41f(x)
) lim 3 imGx+3) 5143 38
x-1 2X + 1 I|n} (2X + 1) 2 3
SR N YESL B B SRS B
x>1 Gy +3 x> 5x + 3 Iirr11 (5x + 3) 5-1+3 8
2x+1
. x+3y_ . x+3 _ , 8 _ 32
J 'X'L'?4<2x+1>_4'x'ﬂ a1 4373
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5% —x + 7

calcula estos limites:
x+ 1

11.9 Dadas las funciones f(x) = 5x + 3y g(x) =

a) lim f(x) b) lim g (x) Q) lim [f(x) =g ()] d) lim_g(x)

X—>+%©

a) lim (5x + 3) = 4o

X—+%

5x2—x+7:

b lim S = v
2 2 _ 2 _ —
Q lim S +3 - X XET) g XA A KA K X T _pyy KA
X—>+0o X + 1 X—+%o X + 1 x—+e X + 1
5 —x+7
& fm T Tt
11.10 Halla los siguientes limites:
X+ 2 2x+5 2x+5 2 x*—3
a) lim (ﬂ> 2 pb)lim <1+1) 0 lim (" ks 3) d) lim ("”—j‘“)
x>+ \ X+ 1 X+ X x>+ \ X + 1 X+ X

x+1 x+2
o (x+ 3\ (x+ 1+ 2\ 20 \x2 e lim ..
a) lim 2 =lim ([———] % =lm |1+ T —im |1+ ] = @it = @
xote \ X + 1 X—+® X+ 1 X—+® X+ 1 X+ x+1

2
. 1\ lim @x+s) a+i-1) lim 25
b) lim (1 + ; = @xt= = @i X = @l
X—+%
X+ 37" X+ 1+27" 2\ 1\ im0
C I|m = I|m - = I|m 1 + = I|m ‘| + = prote x+1 _ e4
) X—>+% <X + 1) x~>+06< x+1 ) X+ x + 1 X+ X+ 1
2
2 x=3 i 1_3)(X 2t i 2 4 2+1-x° i 2x+1
. X°+ 2x + 1 lim g2y lim  eog)(rezci lim ooz 2t )
d) lim (— = prot ; _ oo () eim e B L

2
X—>+0o0 X

11.11 Construye una tabla que recoja si las funciones estudiadas en los ejemplos de esta pagina estan defi-
nidas en x = 2, si existe el limite en ese punto, si ambas cantidades coinciden y si las funciones son

continuas en él.

f(2) Iin} f(x) Iin; f(x) = f(2) icontinua en x = 2?
f(x) = E(x) 2 Iin; E (x) no existe No coincide No
lim g(x) =5 _
gix) = {’1("" 3 Xxfg 1 X2~ 9 lim g(x) = 5 No coincide No
Iir?+ gx) =5 X2
h(x) = x? 4 Iin; hx) =4 Coincide Si
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11.12

11.13

11.14

220

Estudia la continuidad de estas funciones.

a) |x|

_x*=1 x=0
IC’)”‘{2)(—1 x>0

a) b Y A la vista de la grafica, la funcién |x| es continua en todo su dominio.

Y =1x

b) La funcién f(x) esta definida por dos trozos, uno lineal y el otro cuadratico; en consecuencia, continua en sus dominios, res-
pectivamente. Veamos si es continua en el punto de unién de ambos trozos, es decir, en x = 0.

Iirp_f(x)zlirp_xz—1 =0-1=-1 Iirgl+f(x)=lirg1+2x—1 =2-0-1= —1:>Iirr[1)f(x): -1
f(0) = —1
lim f(x) = f(0) = —1. Por tanto, f es continua en toda la recta real.

x=0

Estudia la continuidad de estas funciones.

_ _ _x2=1 o 5
a) flx) = —— b) g(x) = + Vx d) hi) = ~—— 9 j() = V2 + x
a) La funcion f(x) = " er 5 e continua en toda la recta real excepto en x = —5, ya que no existe f(—5) al anularse el de-
nominador en x = —5.

b) La funcion g(x) = + \/)_( es continua en todo su dominio, [0, +).

. X2
¢) La funcion h(x) = "

+ 1

es continua en toda la recta real excepto en x = —1, ya que no existe h(—1) al anularse el de-

nominador en x = —1.

d) La funcion j(x) = \/2 + x? es continua en todo su dominio, R.

Analiza la continuidad de la siguiente funcién. ;Cual es su verdadero valor en x = 3?

x*—9 .
g(x)=|_x—3 six #3

2 six =3
X =9 . , . .
3 esuna funcion continua en R — {3}. Veamos si g(x) es continua en 3.
2 _ —
fim X =2 — i W) i 33436
X—3 - Xx—3 X — 3 X—3

Como la funcion en x = 3, vale 2, se deduce que f(x) es discontinua en x = 3.

Para que ¢ (x) fuese continua en x = 3, tendria que suceder que g (3) = 6.



RESOLUCION DE PROBLEMAS

11.15 ¢Crees que soltando inicialmente el doble de peces se llenaria el estanque en la mitad de tiempo?

Estudia la funcién correspondiente, N (t) =

Construimos la tabla de valores de la funcion.

150

1+65-105"

Afos 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ejemplares 20 32 50 71 92 1 126 135 141 145 147
Incremento 62,36 | 53,19 | 42,09 | 30,61 | 20,55 | 12,92 7,75 4,51 2,58 1,46
Afos 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Ejemplares 148 149 150 150 150 150 150 150 150 150
Incremento 0,82 0,46 0,26 0,14 0,08 0,04 0,02 0,01 0,01 0,01

La capacidad maxima del estanque es de 150 carpas y se alcanza en el afio 13. Por tanto, el soltar el doble de nimero de pe-
ces no implica que el estanque se llene en la mitad de tiempo.

Hasta el sexto afio, la poblacién del estanque crece a un ritmo anual superior al 10 %, estabilizadndose en el afio 13 en torno

a los 150 ejemplares.

11.16 ;Qué ocurriria si soltdramos los 10 peces en un estanque con una capacidad maxima de 300? Analiza

la funcién correspondiente, N (t) =

300

1+ 29-1,05°

Afos 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ejemplares 10 17 30 50 79 118 161 203 237 261 277
Incremento 7494 | 71,62 | 66,34 | 58,58 | 48,41 | 3690 | 25,86 | 16,82 | 10,34 | 6,11
Afios 1 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Ejemplares 287 292 296 298 299 299 300 300 300 300
Incremento 3,52 2,00 1,13 0,63 0,35 0,20 0,11 0,06 0,03 0,02

La capacidad maxima del estanque se alcanza en el afio 17. Hasta el noveno afio, la poblacién crece a un ritmo anual supe-
rior al 10 %, estabilizandose en el afio 14-15 en torno a los 300 ejemplares.
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Concepto de limite

11.17 Utilizando una tabla, halla el valor al que tienden las siguientes funciones cuando x se acerca a +.

1 x+ 1
— 2 —_— ——— — _ 3 =
a)f(x) =4x*+ 5 b) f(x) = > c) f(x) = 3x - 2x d) f(x) T 6
a)
X 100 1000 10000 100000 — 4o
f(x) 4005 4000005 400000005 40000000005 — -+
b)
X 100 1000 10000 — 400
f(x) 0,010204 0,001002004 0,00010002 —0
o]
X 100 1000 10000 — o0
f(x) —1999700 —1999997000 | —1,99999997-10" ——00
d)
X 100 1000 10000 — -+
f(x) 0,49 0,499 0,4999 —0,5

11.18 Halla el valor al que tienden las funciones del ejercicio anterior cuando x se aproxima a -«. ;En qué
apartados obtienes el mismo resultado que en el ejercicio anterior?

a)
X —100 —1000 —10000 —100000 ——o
f(x) 4005 4000005 400000005 40000000005 —+o
b)
X —100 —1000 —10000 ——
f(x) —0,0098 —0,000998 —0,00009998 -0
0
X —-100 —-100 —1000 —10000 ——o
f(x) 1999700 —1999700 1999997000 1,99999997-10" —+o
d)
X —100 —1000 —10000 ——0
f(x) 0,51 0,501 0,5001 —0,5

Se obtiene el mismo resultado en los apartados a, b y d.
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11.19 Calcula la tendencia de las siguientes funciones cuando x se acerca a 3, distinguiendo si es por la de-
recha o por la izquierda.

6
—_ _ — = — x2 = —
a)y=5-8 b)y = —— Qy=7-x dy=-
a)
2,9 2,99 2,999 —3” 3,1 3,01 3,001 —3"
6,5 6,95 6,9995 —7 75 7,05 7,005 —7
b)
2,9 2,99 2,999 —3" 3,1 3,01 3,001 —3"
0,74 0,749 0,7499 —0,75 0,756 0,7506 0,75006 —0,75
9
2,9 2,99 2,999 —3 3,1 3,01 3,001 —37
1.4 —1,9401 —1,994 —=2 —2,61 —2,0601 —2,006 —=2
d)
2,9 2,99 2,999 -3 3,1 3,01 3,001 —37
2,068 2,0066 2,000666 —2 1,935 1,9933 1,999333 —2
11.20 ;Cual es el limite de estas funciones cuando x tiende a 4?
2 X x* — 16 x+ 1
a) f(X) = m b) f(X) = m C) f(X) = ﬁ d) f(X) = 2 — x
a)
3.9 3,99 3,999 —4- 4,1 4,01 4,001 —4*
—-20 —200 —2000 ——00 20 200 2000 —+o0
Como no coinciden los limites laterales en x = 4, no existe el limite de la funcion en dicho punto.
b)
3.9 3,99 3,999 —4- 41 4,01 4,001 —4"
390 39900 39999000 —+o 410 40100 4001000 —+o
. X
m & —aF = ™
0
3.9 3,99 3,999 —4- 41 4,01 4,001 —4"
79 7,99 7,999 —8 8,1 8,01 8,001 —8
. oxX =16 _
mx—2 =8
d)
3.9 3,99 3,999 —4- 41 4,01 4,001 —4"
49 499 4999 —+o —51 —501 —5001 ——00

Como no coinciden los limites laterales en x = 4, no existe el limite de la funcion en dicho punto.
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11.21 Halla el limite de las siguientes funciones cuando x — +» y x — —o:

. _ _ 1 Y _(x+ 1Y
a) f(x) = 2 b) f(x) = x* o f(x) = (x — 6) d) f(x) = ( 2% )
a)
50 100 —+4x —50 —100 ——
1,13-10% 1,27 - 10% —+o© 8,88-10°" | 7,88-107% -0
lim 2 = +oo Iirp 2=
b)
10 50 —+4x -10 —50 ——®
10" 8,88 - 10% —+o© 10" 1,12-10°% —0
lim x* = +o Iirp x*=0
o]
10 100 —+4x —-10 —100 ——
0,000000953| 1,2-107% —0 1,1-10" 2,57 -10% —+4®
. 1\ . 1\
XILTOO (X— 6) =0 XILrI]w (X — 6) =t
d)
10 100 —+o© —10 —100 ——®
0,0025 2,13-107% —0 2936,8 3,46 - 10* —+4®
lim X+ 1 =0 lim X+ 1 = +o
X—+oo 2X X—— 2x

11.22 Calcula la tendencia de estas funciones en los puntos que se indican:

X+ 6 1 X+ 1
a)y = /X_zcuandox—>3 b) y = (1 + x)*-2, cuando x — 2 c)y—(x_|_2

) cuando x - 0

a)
2,9 2,99 2,999 —3" 3,1 3,01 3,001 —3*
3,1446 3,013 3,0013 -3 2,88 2,99 2,999 -3
lim (X6 _3
X—3 X — 2
b)
1,9 1,99 —2- 2,1 2,01 -2
0,0000237 | 2,71-10°* -0 81962,83 | 7,19-10“ —+o

Al no coincidir los limites laterales no existe el limite.

-0,1 —0,01 —0,001 -0 0.1 0,01 0,001 —0"
1,077 1,007 1,0007 —1 0,937 0,993 0,9993 —1

lim Xt X=1
x—0 X+2
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Calculo de limites

11.23 Calcula los siguientes limites:

. 5 . s . 2x — x?
a) lim (x> — 4x + 3) o) lim (2x + 6) e) lim ———
X2 x——4 x>-3 X — 2
. 1 0 .oXx+2 . 6 —x\
0 tim (555 @ lim 355 0 im (£ 75)
a) lim (¢ — 4x + 3) = —1 O lim (x + 6~ = - o) lim X=X _3
Xx—2 X——4 256 x->-3 X — 2
. 1T\ ox+2 1 (6 —x\ _
b)'x'i'?,(g—5x>_1 d Jim ST =32 f)'x'i'é(zx+3)_°
11.24 Halla estos limites de funciones en el infinito:
a) lim (5x* + x — 1) b) lim (8 — x%) Q) Iir_n 2 — x3) d) Iir_n 1+ x+ x3

a) lim 6x2+x—1)=+0w b) lim B —x)=—x ¢ lim @2 — x})= += dlim(1+x+x})=—x

X—>+w X+ X—— X——»

11.25 Indica cuales de los siguientes limites dan lugar a una indeterminaciéon y cual es esta:

. 2 . X+ 8 . 2x+ 1 . 4x* — 8
e DM IS D=
R T

. X’+8 _ 0. L
b) Xlirpzm =0 indeterminacion
o lim 41 _ i, indeterminacion

x—+w X — 5 0
2 _ _
d) lim M8 —4, indeterminacion
x->1 X—1 0
11.26 Halla los siguientes limites en el infinito:
x* + 3x 1+ 3x? 3+ x+ x? 4x3 — x?

lim ———— b) im ———— lim ——— d) im ——————
a)xlrnc x2 =2 )xﬂl x3 — 2x 2 o 5x2 — x + 1 )xlmo 2x3 + 3x

x4 3x o 1+3x% o 34+x+xt 1 A —x
a) XILTOC —2 % b) XILTxx3—2x =0 9 xlirPx 5—x+1 5 d) XILTV.ZX3+3X N

11.27 Calcula los limites que se indican:

. X>—4x -5 . X*+2x—8 . 22X+ 2 . 2X* —x
Alm——— Bime—7> 9/me— o) lim s ax

. x*—4dx—=5 X2+ 2x—8 Lo X+2 X —x 1
a) leTs x—5 =6 b Ixlirz]x2—3x+2_6 C)X'ﬂ =1 1 d) IXIE(]JX3+4X_ 4
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11.28 Halla el valor de estos limites:

. 3 —4x\x . x )
a)x'l'll ( x+2 > 9 x'l'fl (1 * X 2) e)xll—z;
3 _ 2 X
b) lim 2= g) lim (1 - l) £ lim
x>0 X X+ X x-3 X —
- (3—4x\x
a)xlirpx<x+2> =1
CAx3 =8 . AxX’(x—2) 4(x—2)
b) fim = =im xX*(x*—1) =lm=e—7 8
. 1 X_ I'T X(”xﬂ 1) _ Iirpxﬁ B
J xllrl<1+x+2) € -e =e

d) lim (1 —1) — lim (1 +L> — lim [(1 +
X—+% X X—+o —X X—+o0 —X

2 x+5
(x +6x+8> _0

&) lim | =772

x——4

11.29 Calcula los limites siguientes:

. x2 =1 2x% + x
a) lim -

x>+ \ X + 2 2x
2
b) lim x3 + 2x% + x
x>-1x3 + 3x2 4+ 3x + 1
c)"mx+1_x2—2
-3 \X — 3 x2—-9

f) lim

m <x2+6x+8)*+5 ) lim (Zx + 1)’” i
X g x—o+» \ 3X — 2

h) lim

x—=2

3\ .
<1+7> j)

. 2X—=5
lim =—0©
ZX_5 xX—37 X_3
x-3 X—3 = lim 2X_5:+oc
x>3t X—3

) lim

X—+®

X’ - x+2) =1

) =

(52
i 1+45
n
n (o

Xﬂ+oc

. % 4+x\
a) lim = lim

X =1
xote\ X 42 2x

b) lim X3+ 22+ x —lim X(x +1)? T

o1 X333+ o X+ 1) X1

o (x+1 X2\ L ) +3) —(xP—2)
A lim <x—3 X2_9>_!(ILQ X’ =9

3 A1V lm @) o lim sy

d)X'Lﬂ(aax 2) - - € - €
o lim X*4+3x+2 _

X—2 X2_4X+4
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. (2x3—2x—2x3—4x2—x2—2x> i X =4 _ 5
xotor 2x(x +2) 2

2x2 + 4x

X—+o

x~>1+X+1

mox+1
X — —
lim h+1
4X—|—1 N x—=3" X2_9
_9 “m 4)Z(+'| — 1o
X—3 X_9

lim

X—+®

1
X2—=2x + 2
6x—5

[

2x+3

.



Continuidad

11.30 Calcula Iirp1 f(x), Iin31 f(x)y Iin;n f(x), siendo

11.31

11.32

_ |4 -8 six=3
f(x)_{x—1 six >3

¢En qué punto es posible que f(x) sea discontinua?
Iir[11 fix) = Iir[11 4—-8x) =12
lim (4 — 8x) = —20 lim (x—1) =2

x—=3" Xx—3

Al no coincidir los limites laterales en x = 3, no existe el limite de la funcion en ese punto.

lim f(x) = Iing x—1) =5

Xx—6

Es una funcion definida a trozos, formada por funciones lineales. Solo puede ser discontinua en el punto x = 3.

Dada la funcion f(x) = 2=2:
a) Calcula f(—3).

b) Halla ,!'_E'; f(x).

¢) ¢Es continua en x, = —3?

a) No se puede obtener f(—3).

b) lim £(x) = lim 2X =8 _

Xx——3 x-»-3 X — 3

2

¢) No, ya que no existe f(—3).

Estudia la continuidad de las funciones siguientes en los puntos que se indican:

3 —2x% six< -1
a)f(x) =x*+1enx, =0 o f(x) = 1 six=-1 enx, = —1
4 + 5 six> —1

X .
— 4+ 2 six>1 2 .
b)f(x)=[4 en x, = 1 d)f(x)={5" XTosix#E 2 =2

X*+x six=1 6 six=2
a) 1) f(0) =1
2) |in017 x2+1) =1 Iin; x*+1) =1 Iing fx) =1

3) lim f(x) = (0). Es continua en x = 0.

x—0

b) 1) f(1) =2

2) XILn11+ (% + 2) = % Xlﬂy (x> + 1) = 2. No existe limite de f(x) en x = 1. La funcién no es continua en x = 1.
o 1) f(=1) =1

Z)quirpr B3—2x) =1 Xlirn+ (4x+5) =1 Xllrn f(x) =1

3)Xllrp1 f(x) = f(—=1). La funcién es continua en x = —1.
d 1)f2) =6

2) lim 5x—x%) =6

x—2

3) lim f(x) = f(2). La funcion es continua en x = 2.

Xx—2
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11.33 Comprueba si son continuas las siguientes funciones definidas a trozos y, en caso negativo, especifica
el tipo de discontinuidad que presentan:

x? .
a) flx) = T+X six # —2
5 six= -2
X+ 4
six <= —1
b) fx) =1 3
2 —x%* six> -1

— six=8
c)f(x)={ X
2x— 6 six<8

a) La funcion f es una funcion definida a trozos formada por una funcién cuadratica y otra constante, que son continuas en su

dominio de definicion. Por tanto, f es continua al menos en R — {—2}. Veamos qué pasa en x = —2.
1) f(=2)=5

. (X
3) Iinjzf(x) # f(—2). f(x) no es continua en x = —2, presenta una discontinuidad evitable.

b) La funcion f es una funcion definida a trozos formada por una funcion cuadratica y otra lineal, que son continuas en su do-

minio de definicion. Por tanto, f es continua al menos en R — {—1}. Veamos que pasa en x = —1.
1) f(=1) =1

2 lim_ <X;4) — 1 im 2~ x?) =1 im £ = 1

3) lim f(x) = f(—1). f(x) es continua en x = —1.

x——1

¢) La funcion f es una funcion definida a trozos formada por una funcion lineal y otra de proporcionalidad inversa, que son
continuas en R y R — {0}. Por tanto, f es continua al menos en R — {8}. Veamos qué pasa en x = 8.

1) f8) = >

4
. 6\ _3 . o
2. () =3 lip @x-6) = 10

Los limites laterales existen, pero no coinciden; la funcion no es continua en x = 8, presenta una discontinuidad de salto.

X+ 3

11.34 Considera la funcién f(x) = Tt o =3

a) Calcula su dominio.
b) ¢Es continua en los puntos que no pertenecen al dominio?

¢) Indica qué tipo de discontinuidad presenta en los puntos x, = 1y x, = —3.

a) D) =R — {3, 1}

b) No es continua porque la funcién no esta definida en ellos.

0 lim o x+3
o1 X2+ 2% — 3 B
i X*t3 o x+3 11
x—>-3X2+ 2x — 3 x—-3 (X+3)(X_1) x>-3X — 1 2
f(x) presenta en x = 1 una discontinuidad de segunda especie, y en x = —3, una evitable.
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11.35

11.36

11.37

11.38

11.39

Estudia las posibles discontinuidades de la siguiente funcién y aclara de qué tipo son.

six < —1
x+ 1
f(x) ={x*—4x si—-1=x<2
x3 . 2
— =
3 six =

f(x) es una funcion definida a trozos, formada por dos funciones polindmicas y por una racional cuyo dominio es R — {—1}.
Por tanto, la funcion f(x) es continua al menos en R — {—1, 2}. Veamos qué sucede en esos puntos.

) f(=1)=5

. X . ) _
xL";n1’ x+1 - XHIE* (X 4X) >
No existe el limite de la funcién en x = —1, ya que uno de los limites laterales no es finito; por tanto, la funcién presen-
ta en x = —1 una discontinuidad de segunda especie.
8
I £(2) = 3
. .oox® 8
2 _ - _ L2 _ 2
fim G = 4x) = —4 im 3 =3

Los limites laterales no coinciden; por tanto, en x = 2 la funcién presenta una discontinuidad de salto finito.

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Si Iirg'n_ fx) =6y Iir(r)1+ f(x) =9, ¢cudl es Iirr01 f(x)?

No existe el limite en 0 porque los laterales no coinciden.

En ocasiones, al hallar el limite de una funciéon en un punto se calculan los limites laterales, pero otras
veces no.

¢En qué tipo de funciones es conveniente calcular esos limites laterales porque es posible que los re-
sultados sean diferentes?

En las funciones que no estan definidas en esos puntos y en las que estan definidas a trozos y el valor de la funcién cambia
en ese punto.

Explica si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones:

a) Una funcién es continua en un punto si existe el limite de la funcion en ese punto.
b) Si una funcién es constante, el limite de la funcion en cualquier punto es siempre el mismo.
¢) Dos funciones con el mismo limite cuando x—+« son iguales.

d) El limite de una funcién en un punto puede tomar dos valores distintos.

a) Falsa. Ademas debe estar definida en el punto y coincidir este valor con el limite de la funcién en ese punto.
b) Verdadera.
¢ Falsa. f(x) = x + 1y f(x) = x tienen el mismo limite en el infinito y no son iguales.

d) Falsa. El limite de una funcién en un punto, si existe, es Unico.

La funcién f es continua en Ry f(5) = 9. ;Cual es |iIT51 f(x)?

Al ser continua en R, en particular lo es en 5y, por tanto, Iing f(x) =f(5)=09.
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11.40 Si Iin;n fx) =5y Iin;n g(x) = —1, calcula:

a) limlf-20100  b) lim [(F¥]0) 9 lim [f- g1 d) lim (é)oo
a) lim [f — 2] (0 =5 =2+ (~1) = 7 g lim [f - gl = 5 (=1) = =5
b) lim [ 100 = 57 = ¢ o tim (P = 25 = s
11.41 El dominio de una funcién, f(x), es R — {2} y Iin21 f(x) = —1. ¢(Es continua en x, = 2?

Si la respuesta es negativa, indica el tipo de discontinuidad que presenta.
No es continua, es discontinua evitable.

11.42 Sabiendo XILr_r; f(x) =7yg(7) = -2, calcula XILr_r; (g o f)(x).
Jlim (g o Al) = gllim ()] = g(7) = —2

11.43 Silim f(x) = + y lim g(x) = +=, calcula:

X—+x

a) IirP (f+ 9)(x) b) IirI\ (f9)(x)
a) Iin+1 (f+g)x) = +o b) |iﬂ+1 (f)x) = +oo
11.44 Si una funcion, f(x), esta acotada, ;es posible que Iirp f(x) = +=? ;Y que Iirp f(x) = —?

No es posible ninguna de las dos cosas, puesto que significaria que a valores muy grandes o muy pequefios de x les corres-
ponden valores muy grandes y muy pequefios, respectivamente, de y. Pero si la funcion esta acotada, los valores de y estaran
comprendidos entre dos nimeros reales.

PROBLEMAS PARA APLICAR

11.45 Jaime ha empezado a trabajar en el departamento de atencion al cliente de una compaiiia de telefo-
nia movil. El numero de llamadas diarias que atiende un empleado viene expresado por la siguiente
funcion.

72t
t+9

N(t) =

Donde t es el numero de dias que lleva trabajando.
¢Cuantas llamadas diarias atendera Jaime cuando lleve mucho tiempo en esa compania?

lim % = 72 llamadas diarias atendera Jaime.

11.46 Cuando existian 3000000 de ejemplares de una especie vegetal, esta comenzé a ser atacada por una
plaga. Con el paso del tiempo, su poblaciéon en millones, f(t), disminuyé segtn la funcion:

3

fo = t*+1

En la que t es el naumero de ainos transcurridos.
Cuando hayan transcurrido muchos afos, a qué valor tendera el namero de ejemplares?

lim

3 . . . .
T 1 0 es el valor al que tenderd el nimero de animales de esa especie.
X—+®
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11.47

11.48

11.49

11.50

Un determinado automovil emite 121 gramos de CO, por cada kildmetro recorrido, x.

a) Escribe la formula que exprese la cantidad de gramos de CO, emitidos en funcion del numero de ki-
I6metros.

b) Segun que el automovil vaya recorriendo mas kilémetros, ;tendera a estabilizarse la cantidad total
de CO, emitida por este vehiculo?

a) f(x) = 2,10x b) lim 2,10x = =

X—%

En una practica de Quimica se ha medido la temperatura de una sustancia durante el transcurso de
una reaccidon que dura 24 horas. Las medidas obtenidas se ajustan a esta funcién, donde t es el tiem-
po en horas.

?—-1t—-2 si0=t<12

(@) = {2t — 14 si12=t<15
64—%t si15=t<24

Estudia si la temperatura anterior es una funcion continua.

La temperatura es una funcion a trozos, formada por funciones polindmicas, continuas en su dominio de definicion. Estudiemos
la continuidad en t = 12y t = 15.

T(12) =2-12-14 =10

Iir?r (t*=1t—=2)=10 Iir?2+ (2t —14) = 10 |irT112 T(t) =10 Iir?2 T() = T(12)
T(15) = 64 — 2+ 15 = 16

lim (2t —14) = 16 lim <64 - Ei‘) =16 lim T(f) = 16 lim T(t) = T(15)
x—15 x—15F 5 x—15 x—=15

La funcion de la temperatura es continua.

En un pais, se ha estimado que la tasa de fecundidad, el numero de hijos que tiene una mujer, va a
evolucionar con el nimero de anos transcurridos, t, segun esta expresion.

3t2 + 1
2t + 3

Con el paso del tiempo, ;tendera a estabilizarse este indice o aumentara?

f(t) =

2
lim 311:2 I ; = % Tendera a estabilizarse de modo que cada mujer tendra una media de 1,5 hijos.

En un hospital se estd probando un tratamiento contra una enfermedad que reduce la vida media de
los glébulos rojos.

En los pacientes a los que se ha aplicado se ha encontrado que la vida media de los glébulos rojos, V,
varia dependiendo de la duracion del tratamiento en dias, t, segun la expresion:

132t

t+ 1

a) Si se empleara el tratamiento indefinidamente, ;se podria alargar la vida de los globulos rojos de
modo que nunca murieran?

V(t) =

b) La vida media de estas células en una persona es de 120 dias. ;En qué momento del tratamiento se
alcanza esa cifra?

a) lim % = 132. No, durarian un maximo de 132 dias.
132t ,
b) . 120 = 132t = 120t +120 = 12t = 120 = t = 10 dias
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11.51

11.52

Durante una campana publicitaria, la cantidad de unidades vendidas de un producto de limpieza, C, ha
dependido del nimero de veces que ha aparecido su publicidad en television, x.
C(x) = 3000 — 10 - 2"~
a) {Cuantas unidades se han vendido al aumentar al maximo posible su publicidad en television?
b) ¢Ha resultado beneficiosa la campaiia?

a) lim (3000 — 10 - 2'™) = 3000

b) Si x = 0 = C(0) = 3000. Si no se hubiera hecho publicidad en television, se habria vendido el mismo niimero de unida-
des que si su aparicién en television hubiese sido muy elevada, y en este caso hay gastos. Por tanto, la campafa no ha re-
sultado beneficiosa.

A los 20 anos de su fundacion, una empresa realizé un cambio en la forma de realizar su contabilidad.
En consecuencia, sus beneficios, en millones de euros, se calculan con esta funcién.

w si0<t=20
fo) = 93
at—T sit> 20

Donde t es el numero de anos transcurridos.
¢Cudl debe ser el valor de a para que el cambio en los beneficios resulte continuo?

fo) = 320410 _ 55 im (3LE10) _ 55 im (at —123) = 204 - 1B
20 t—20 t t—20" 2 2
Es continuo si 3,5 = 20a — % =7 =40a — 193 => a = 5.
REFUERZO
Calculo de limites
11.53 Calcula el valor de los siguientes limites en el infinito:
_ 3
a) lim (1 — 5x + 3x%) ) Iir_n (2x> + x — 6) e) lim %
. . 3x*+ 12 . AP+ 9x+2
2 - - —_ =
b) lim (x* + 8x) d Jim S D im e —x+1
o 3
a) lim (1 — 5x + 3x) =+ 9 lim (¢ + x — 6) = —= o lim 23 e
. . 3x*+12 3 .43+ 9% + 2
2 - " - = _— —
b) lim (" + 8x) = +o0 d) lim = 2 D Jlim e —x+1 0

11.54 Resuelve estos limites.
) 5 \ . x2—x\1 .
a) lim (1+ b) lim X o lim (1+
)X—>+°c ( 2x + 8) )X—>+°c X2+ 1 )X—‘+oo x—=17
X 4 lim x(1 +ﬁ—1) 25"8 5
+ — Axote — Xt XF8 7
a) xllrpx (1 2% + 8) € € €
2 1
L (xP=x\~
lim =1
b) xoto \ X2+ 1
i 2\ lim 631421 lim 23
o lim (1 + ) =er bestr) e T = g
X—+% X — 7
. x + 2V lim x(45-1) lim =2 B
d) lim =ex = o = e
) xo+re \ X + 4
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11.55 Halla los limites que siguen:

. . X>—13x+12 . X*—2x—8 . o x—x3
3 __y2 — - = - —_
a))!l)'_'} 0 —x*+4x=1) o leirsl x2—3x—18 e) lem x—4 9) leiroI 2x%+ 5x
2x xX+5 4x2—1
. N . . .
b)lem(x+x) d)lxlfelx—Q f)xllrpsx2+6x+5 h)lxli? 2x2
2 _ —
a) lim (¢ —x2 + 4x —1) = =21 o) lim X =278 _ g K=K gy~ 6
x—-2 x—4 x—4 x—b x—4 x—4
. N A3 . x+5 o x+5 o T 1
b) 'JE? k+x)=2=8 f xlinjsx2+6x+5 _xl—l>r[|5 (x+N(x+5) M1 4
9 lim x3—13x+12_0 ) lim X—x —lim x(1—x2)_|im1—x2_1_
x—3 X2_3X_18 B 9 x>0 2X2+5X_X—>0 X(2X+5)_x—>0 2X+5_5
. 2x . A4xr—1
lim = - lim — = —
Q) tim -2 K9 fy fim T 2
x—9 X_9 ||m 2X :+OO Xx—0 2)(2 ||m 4X2_1 —
x—9t X—9 x—0T ZXZ
Continuidad

11.56 Estudia si son continuas las siguientes funciones en los puntos que se indican:

X .

_[-9 six = —2 _ _Jg six> -3 _
a)f(x)—{7_'_2x3 six # —2 enx, = -2 Q) f(x)—{1 0 six=—3 en x, = —3
2 . 4 — 2x six <5
b)f(x)={x 8 six <1 ohx =1 d) f(x) = | -6 six=5 enx, =5
3 =10 six =1 -x*+5x—6 six>75

a) 1) f(—=2) = -9
2) Iirp2 7+ 2x%) = -9
3) Iirpzf(x) = f(—2). La funcion es continua en x, = —2.
b) 1) f(1) = -7
2) Iin11_ (x> — 8) = —7 IirT11+ (Bx* = 10) = =7 Iirqf(x) = -7

3) limf(x) = f(1). La funcion es continua en x, = 1.

x=1

o 1) f(-3) = -8

Z)J[r;_ (1—x)=-8 XE%% = —%. Los limites laterales no coinciden. La funcién es discontinua en x, = —3.
d) 1) f(5) = —6

2) )|<I—>ns]‘ (4 —2x) = —6 x"_T+(_XZ +5%x —6) = —6 Ixiggf(x) = —6

3) limf(x) = f(5). La funcion es continua en x, = 5.

X—5
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. _x—=2.
11.57 Dada la funcién f(x) = Y

a) Calcula f(2).
b) Halla Iirrzl f(x).

¢) Explica si es una funcion continua en x, = 2, indicando en caso contrario el tipo de discontinuidad
que presenta.

a) La funcion no esta definida en x = 2.

b lim X2 — jim X=2 _fp i1
x~>24X_8_x~>24( _2)_x~>24_4

¢) Es discontinua evitable.

2
11.58 Explica si la funcion f(x) = % tiene una discontinuidad evitable en x, = —4.
No esta definida en ese punto.
XX+5x+4 . x+Dx+4) . - _
x|~I>74 X +4 _erPA X +4 _x|~|>r94(x+1) N 3

Es discontinua evitable, puesto que aunque no esta definida en el punto, existe el limite en ese punto.

AMPLIACION

11.59 Calcula:
A/ 2 __ 2 X
a) lim \V7x® — 2x* + 9% o lim Vax+ 2 e) lim 6x” — & g) lim xtx+ 1
X—+® X—>+® 3x X—+® X4 + 2 X—+® X2 + X
. 24 x-2 . 8x+3 . 1-4x\ X
b) lim X d) lim f) lim ( ) e
)H—z x*=3x*-3x2+11x—6 ) x> x—1 ) xot+» \ 5 — 4x
a) lim \V7x} — 2x* + % = 4+
b) li X2+ x—2 . x+2)x—1) x—1 3

om X' —3x—=3x2+11x—6 lerﬂz (x+2)(x> =5x2+7x—3) =x|Ler X —5¢+ Ix—3 45

.o \Ax + 2
Q lim Y———= =0
X—>+% 3X
. 8 + 3
d) lim =2
)xaﬂc Y x — 1
i bx> — 8x
e) lim =
X—+® x* 2
o (=dx\ e lim (5 lm 6 o
f) Jim (5 ) = eI IR o
X—+oe -
(XA x Y lim x(<2-1) lim 2cn
g) || — = @x>+ = @xt* = e
X—>+ X X
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2—x—12 _ .
X X 3 Y sefnala en cada caso el tipo de

11.60 Indica los puntos de discontinuidad de la funcion f(x) = T —3x

discontinuidad que presenta.

X+ 2> —3x=0=D(f) =R — {-3,0, 1} = No es continua en —3, 0 y 1 porque no esta definida.

im X —x+12 Cim X4 T
x—-3 X3 + 2)(2 + 3x x——3 X( - ) 12
x—4 .o x—4
m ———+— = +x lim —~ = —
i X2 —x—=12 x—>17 X(X - 1) i XX —x—-12 x—0" X(X - 1)
X 2 = 3x “mu:_m X+ 2 — 3x “muzm
x-17F X(X - 1) x=07" X(X - 1)

En 0y 1 es discontinua de 2.% especie, y en —3 es discontinua evitable.

2 _
11.61 ¢Qué tipo de discontinuidad presenta la funcion f(x) = H—X;M? ¢Como se puede definir la funcién
para que sea continua en todo R? x=
., . . e X =%+ 14 .
La funcién es discontinua en x = 2 porque no esta definida en ese punto. Como lim ————=—— = -5, presenta una dis-

continuidad evitable en ese x = 2. § x—2

X2 — 9% + 14

. L Six # 2
Para que sea continua en R, la nueva definicion es: f(x) = x—2
-5 six =2
11.62 Estudia si es evitable la discontinuidad de la siguiente funcion.
X2+ 2x+ 1 .
—_— six <1
f(x) = x—1
3x — 1 six > 1
Definela, si es posible, de modo que resulte continua en todo R.
La funcion no esta definida en x = 1y, por tanto, es discontinua en ese punto.
2
lim Xt 21y lim 3x — 1) = 2 limf(x) = 2
x—1 X — 1 x—-17F X—1
2
% six <1
La nueva definicion, para que sea continua en R, es: f(x) = § 2 six =1
3x — 1 six > 1

11.63 Analiza si es continua esta funcion, indicando en su caso el tipo de discontinuidad que presenta:

x>+ 2x . ., - . .
six =1 Es una funcion definida a trozos, formada por dos funciones racionales.

f(x) =

2x>+x—3 six > 1 El dominio de la funcion es R — {0}. Por tanto, puede ser discontinua en

4x> —3x—1 x=0yenx =1,

2
) Iing X -; 2 _ Iirrg xix + 2) = Iirrg (x + 2) = 2. Es una discontinuidad de segunda especie.
2 2 _
I f(1) =3 lim X+ 2x 3 lim 2X2+7X3= 1. Es una discontinuidad de salto finito.
X—1 X x—>1T 4X - 3X - 1
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11.64 Calcula el valor que debe tener a para que sean correctos estos limites.

Vax*+5x+9 (2x2—1_x2+3)__1
ax B

Afim a7 =2 b) lim x—1

Vax*+5x+9

afim —e—r T

:Ta=2=>a=16

%

e 2= —x+1—ax*—3ax . Q—-ax*—-2x*—(1+3ax+1 _
=lim = lim =—1

oo ax’— ax Xorten ax’ + ax

2 2+
b) lim <2x 1_x 3)

ax x—1

Para que esa igualdad sea cierta, los grados de los polinomios deben ser iguales.
Entonces,2 —a=0=a =2
Se puede comprobar que en ese caso el limite es —1.

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

11.65 El precio de los cuadernos

Una papeleria presenta la siguiente oferta para estudiantes en la compra de cuadernos.
¢ El precio de cada uno es de 2,25 euros.
¢ Si se compran ocho o mas, el precio P de todo el lote es el determinado por la funcion:
P(x) = \/5x* + 3
Donde x es el nimero de cuadernos comprados.
a) Calcula el precio que se ha de pagar para comprar 5, 10 y 15 unidades.
b) La funcién que representa el precio de x cuadernos, ;es continua?
¢) Halla el precio de cada cuaderno si se compran 5, 10 6 15 unidades.
d) ¢Cual seria el precio de cada cuaderno si se comprase una gran cantidad de ellos?
e) Un cliente tiene dudas sobre si se trata de una verdadera oferta o una estrategia publicitaria.

¢Crees que se produce un descuento apreciable cuando se compran mas de ocho cuadernos?

a) P = {2,25x six <8
V5x2 + 3 six=38

x=5=P5)=225-5=1125€

10 = P(10) = \/5 - 100 + 3 = 22,42 €

X =
x =15= P(15) = \/1125 + 3 = 33,59 €

b) lim P(x) = Iing 2,25x = 18

Xx—8"

lim P() = lim \/5x* + 3 = 17,97

x—8 x—8

No es continua.

¢) Si se compran 5 unidades, cada cuaderno sale a 2,25 €.
Si se compran 10 unidades, cada cuaderno sale a 2,24 €.
Si se compran 15 unidades, cada cuaderno sale a 2,24 €.

5x% + 3 5+3
5x7 + 3 VRS X2
d)|im+—- %:\@:z,zw

= |lim
X+

X
X

e) Obviamente, el precio de cada cuaderno es muy cercano a 2,25 €, independientemente de las unidades que se compren.
No existe tal oferta.
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11.66 Poblacion de bivalvos

Ante la peligrosa proliferacion de una especie de bivalvos en las aguas fluviales de una regién, las au-
toridades sanitarias han tomado ciertas medidas que pretenden conseguir que la poblacion de estos
animales se adapte a la siguiente relacion:

ax + 1250
3x+ b

Donde x es el tiempo transcurrido en meses desde que se toman las citadas medidas, y p(x), el nime-
ro de ejemplares de esa especie por cada metro cuadrado de superficie de rio.

Los parametros a y b seran determinados por los expertos teniendo en cuenta que:
¢ El niumero inicial de bivalvos por metro cuadrado es aproximadamente 250.

¢ Se desea que, con el paso del tiempo, la poblacion se estabilice en unos 100 ejemplares por metro
cuadrado.

p) =

Calcula el valor de dichos parametros.

_a-0 41250 1250 1250
PO =305 ~p ~B0=b="5=5
Iirp%=%=100:a=300

AUTOEVALUACION

11.A1 Calcula los siguientes limites en el infinito:

a x
a)lim (6 —x +x% ¢ lim (2" + 5 ) e) lim (=2x* — 9 + 4) g) lim (3 - l)
X——0% X—+®© 2X —+ 1 X—+®© X—+® X
.2 — x* + 4x3 . 4 \* . 5x*—2x + 4 . 5x + 2\
o) fim XA g tim (140 tim B 2EA i (22
a) lim (6 — x + x3) = —x e) lim (=2x" — %> + 4) = —
X—>—% X—+®%
X=X+ A 5" —=2x+4 5
by lim ST x—1 Dim e ~3
(2 + 5\ : AN
9 Jim, <2x + 1) =1 g) Jim, (3 x) -
_ 4\ dmesa (B A2\ lim sen
d)x'LTx<1+x2+7) L © - € h)x'LTx(Sx—3) - € - €
11.A2 Halla los limites que se indican:
x3 xt=1 2x3 —x x*+2x—-3
. Qi . . 2C =X . X2+ 2x—3
a)xlf—r: (3+X 8) 2 lem x—1 ¢) lem x*—3x? g)xlir_r; x>+ 8x+ 15
. o . X3 —A4x . Ax*+5x+1 . x*+3x—10
o) limg (2x = 9) Ry Dim—evr - Pimeeas
lim 20X lim il +0
3 3 | a7 7 _ =
i ) _X_ _ . 2x° — X x=0" X 3x x=0 X 3
a)XILrP4(3+X 8)_27 ) lim x*—3x? | 2x3—x_IIm 22— 1 C e
0t XY —3x% xo0 x*P—3
. o AP 45x+1 x+1)x+1) . +1
b) IX'E?, (2x =9 =1 f lenl X+ 1 _x"ﬁ‘] X+NDx2—x+1) _X'L'E X—x+1 !
N S ) . X+ =3 L ox—=1_
9 lim S =lim &+ N+ 1) =4 9 Jim g 15 M 55 2
D ek _ X +3x=10 . x—=2 7
@ fm =y =lmxix+2)=8 W ek s M k14
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11.A3 Estudia si las siguientes funciones son o no continuas.

— 2 H —
a1 = (2% Sz 3

i—1 SixX=6
b) f(x) = 23

- X six>6

six < =2

X+ 2
of(x) =7 -3 si—2=x<3
4x — 2x* six >3

a) 1) f(=3)=10
2) Iinj3 (2x — x3) = =15

3) |ir‘[]3 f(x) # f(—3). La funcion es discontinua en x = —3.
b) Es una funcién continua en R — {6}. Veamos qué sucede en x = 6.

1) f(6) =1

2) “”61, (g — 1> =1 Iir761+ (2 — x) = —4. La funcion es discontinua en x = 6.
¢) Es una funcion que no esta definida en x = 3. Por tanto, es continua al menos en R — {-2, 3}.

1) f(=2) = -3

2) lim o —oo, La funcion es discontinua en x = —2.

x—-2" X + 2

11.A4 ;Qué tipo de discontinuidad presentan estas funciones?

x>+ 6x+9 4x + 3 2+3x—x% six=1
a) f(x) = Tenxo =-3 b)f(x) = ~— 6 enx,=6 ¢)f(x)= {1—5x Six>1 e
2
a) No esta definida en =3y Iirr_13 % = 0. En este punto es discontinua evitable.
b) La funcién no esta definida en 6.
. 4x + 3
I|m7 j = —x
. Ax+3 o6 X N . .
lim =1 4x + 3 En este punto es discontinua de 2.7 especie.
x—6 X — 6 | —_— = 4
x-6t X — 6
o 1)f(1) =4
2) Iin117 +3x—x)=4 Iin11+ (1 — 5x) = —4. En este punto es discontinua de salto finito.
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MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

El aterrizaje de un avién

Construye un grafico que represente la altura de un avién desde que empieza la operaciéon de aterrizaje has-
ta que se posa en la pista. ;A qué valor tiende la funciéon que representa este grafico?

Altura

Tiempo

Este es el concepto de limite, el avion se acercara cada vez mas a la pista, se posara en ella, pero no formara parte de ella. El valor
al que tiende es cero.
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12 ESTUDIO DE FUNCIONES

EJERCICIOS PROPUESTOS

12.1 Representa las siguientes funciones lineales e indica el valor de sus pendientes.

a)y= -3 Y| fy=sx-1
b) y = 5x — 1 vl
Qy=-2x+ 1 1

0' 1 X
aam=0 y=-
by m= /
om= -2

12.2 Representa estas funciones cuadraticas encontrando primero el vértice de las parabolas.
a) y = x? b) y=x*+2x+ 3 AQy=—-x*+2x+1

- . b 0
— 2 = —_— = — =
a) y = x’. El vértice estd en x = 2% = 71 0.
La ordenada del vértice es: f(0) = 0° = 0 = V(0, 0).
Corteconelejey:x =0=y=0 Corteconeleexy=0=x>=0,x=0
- . b -2
_ 2 = —_— = — = ==
b) y = x> + 2x + 3. El vértice estd en x = 2% =21 1.
La ordenada del vértice es: (—1) = (=1)* + 2(—=1) + 3 =2 = (-1, 2).
Corte conelejey:x =0=y =3 Corte conel eje x:y = 0= x> + 2x + 3 = 0, no tiene soluciones reales.
o y = —x>+ 2x + 1. El vértice estd en x = —% = 2;31) =1.
La ordenada del vértice es: f(1) = =12+ 2-1 + 1 =2 = V1, 2).

Corteconelejey:x =0=y=1 Corteconelejexy=0= —x>+ 2x + 1 =0=x=1+\V2x=1-2

a) Y b) Y c) Y|
y=x? y/\
X
y=x2+2x+3
1
o 1 X o 1 X
12.3 Representa en los mismos ejes estas funciones. 30 Y
— =3
4
a = — _ 10
)y X YT
10 -4
b = — V=%
)y =~
yy, =30 i
dy =~ o 2 X
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12.4 Representa en los mismos ejes estas funciones. 1%
a)y-= =6
Y =%x+3
12
b) y = x -1 2
L 2 T
C) _ X +5 O/-f—x
Y =%x= | —y==2
X+ 3
12
x—1
_X*+5
x-1
12.5 ;Cudles de estas funciones son racionales?
x> -3 5x + 3 2x , x? + 2x3
a) f(x) = 5 b) h(x) = 2 Q) glx) = prea—- d) j(x) = =
Son funciones racionales las de los apartados c y d.
12.6 Dadas las funciones:
x* -1 x*—x+ 1 3x + 1
) = =5 90) = 55 —aox hG) = 75—
a) Halla el dominio de cada una.
b) Representa la grafica de f(x).
a) D(f) = R — {1} b) Y| ey
Las raices del denominador son: x = =2; x = 0;x = 1.D(g) = R — {=2, 0, 1}. Y TxF1
Las raices del denominador son: x = 2y x = —1.D(h) = R — {1, 2}. 1

12.7 Encuentra las asintotas horizontales y verticales de las siguientes funciones:

5x + 2 —3x + 2
= b = ——

ay=-"7 )y X
aax—1=0;x=1

. 5x + 2

lim =

=1 X — 1

lim 5x + 2 — 5 im 5x + 2 _5

xore X — 1 as—e X — 1

Asintota vertical: x = 1

Asintota horizontal: y = 5
b) x=0

. —3x + 2

im———— =

x—0

lim ﬂ:_g |in’1 ﬂ:_3

Asintota vertical: x = 0

Asintota horizontal: y = —3

2x? X3+ 2
dy=——fW

c)‘V=x2—x—6 X

QxX*—x—6=0 x=-2y x=3

x~>72X2_X—6 x~>3X2_X_6
2%’ 2%’

2 lim —2— =2

lim
2 o X2 — X — 6

xoe X2 — X — 0 -
Asintotas verticales: x = =2y x = 3
Asintota horizontal: y = 2

dx*—x=0x=-1,x=1,x=0

XA 42 x4 2 X142
lim = = |im= = lim= =
x—=—1 X° — X =1 X~ — =0 X7 — X
X+ 2 X+ 2

lim = =1 lim = =1

x—=t+e X7 — X x—»—o X7 — X

Asintotas verticales: x = 0, x = 1y x = —1

Asintota horizontal: y = 1

241



—-2x* + 5x + 3
x? — 4 )

12.8 Calcula las asintotas oblicuas de esta funcion y =

Para hallar la asintota oblicua de la funcion racional, dividimos el numerador entre el denominador.

_ -2x+ 5x + 3 _ g — 3x — 1)
x*—4 x> —4
Por tanto, la asintota oblicua es y = —2x.
. - . 4x°
12.9 Halla todas las asintotas de la siguiente funcion y = P —
X —=x—6=0 x=-2yx=3; lim S % IimA'—X3 = oo, Asintotas verticales: x = =2y x = 3
! "2 XA —X—6 3 X2 — X— 6 ) '
3
)(Z_Llﬁ =4x + 4 + % Asintota oblicua: y = 4x + 4. Asintota horizontal: no tiene.

12.10 Calcula las siguientes potencias:

223 1 -1,15 a2 1 2,47
a) 5* b) 5 c 3 d) 3
=115 2,47
a) 52 = 36,1995... b) (%) = 6,36525... ) 37*% = 0,009589... d) (%) = 0,0663...

12.11 Representa en los mismos ejes las siguientes funciones exponenciales.

a)y =2 b) y = 3 Qy=5

12.12 Representa estas funciones exponenciales.

a) y = 2e™ b) y = —e*
a) Y b) Y
1
y:2e—X o 1 X
1\\ y=-eX
o 1 X

12.13 Representa en los mismos ejes las siguientes funciones exponenciales.

a)y=—10"ey=10_" b)y=10"ey=10"”
a) b) Y
y=10%
2
o\ 2 X y=10%*t1
2
o 2 X
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12.14 A partir de la grafica de la funcién y = In x, representa la grafica de las funciones y = —In x e y = |In x]|.

y=lInxl
1.

y=-Inx

12.15 Representa la funcion y = 4"y, a partir de su grafica, dibuja la de la funcién y = log, x

X

y=4

y=log,x

(é X

o\“.

12.16 Representa estas funciones trigonométricas.

a)y=-senx b)y=sen3x ¢ y=|cosx|] d)y=2cosx e)y=tg(—x) f)y=tg§

a) 1 b) l/\
\ /N /\
N ° 7 N
1 y=sen 3x

Y =1c0SXI 1
O j ' \/ O \/ ‘
y = 2cosx
e) | v ‘ f) Y
: 4
0 ™\ \<
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12.17 Estudia el dominio, el recorrido, la periodicidad, los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los ma-
ximos y minimos, y la simetria de estas funciones.

a) y = —sen x b) y = |cos x| C)y=t9§

Para el estudio de estas funciones nos fijaremos en las graficas del ejercicio anterior.

a) Su dominio es R, y su recorrido, [—1, 1].

Es una funcion periddica de periodo 2.

3 3
La funcion crece en (7, T) y decrece en <O, 7) (T 217)
La funcion tiene un minimo en (T —1) y un maximo en (32 , 1).

Es simétrica respecto al origen.

b) Su dominio es R, y su recorrido, [0, 1].

Es una funcion periodica de periodo .
La funcion crece en (2 , ) y decrece en (0, %)

La funcion tiene dos maximos en (0, 1) y (m, 1), y un minimo en (% 0).
Es simétrica respecto al eje OY.

¢) Su dominio es R, excepto los maltiplos impares de .
Es una funcién periddica de periodo 2.
La funcion es siempre creciente y, por tanto, no presenta ni maximos ni minimos.

Es simétrica respecto al origen.

12.18 Representa la funciéon: y = 3 cos 2(x — @) — 5. A partir de otras mas sencillas.

1.° Partimos de la funcién y = cos x.
2.° Trasladamos horizontalmente a la derecha 1 unidades y obtenemos: y = cos(x — ).
3.° Contraemos horizontalmente a la mitad y obtenemos: y = cos 2(x — ).

El periodo ahora es ZTTF = .

4.° Dilatamos en vertical al multiplicar por 3 y obtenemos: y = 3 cos 2(x — ).

5.° Trasladamos verticalmente cinco unidades hacia abajo y obtenemos: y = 3 cos 2(x + =) — 5.

y=3c0s 2(x—m)
¥ =c0s 2(x—m)

y=C0s (X—T)
y = cosx /\ / \/\
@ /

9 \\“/1 \\/1 \/ X

INVAY

N

y=3cos2(x—-m) -5
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12.19 Representa la funcion: y = — e**? + 3. A partir de otras mas sencillas.

1.° Partimos de la funcién y = e*.

2.° Trasladamos horizontalmente a la izquierda 2 unidades y obtenemos: y = e* 2

3.° Representamos la funcion opuesta, y = —e**? que es simétrica respecto del eje x.
4. Trasladamos verticalmente tres unidades hacia arriba y obtenemos: y = —e**? + 3.
Y y=eX
y=eX* 2

y=-eX*213

RESOLUCION DE PROBLEMAS

12.20 Halla dos numeros reales tales que su suma sea 10, y su producto, el mayor posible. ;Y si buscamos

12.21

que su producto sea el menor posible?

Sean x e y los dos nimeros buscados. Como x + y = 10,y = 10 — x.

Su producto es P(x) = x(10 — x). P(x) = —x* + 10x. Se trata de una funcion cuadratica abierta hacia abajo, tenemos que ha-
llar el vértice.

X=5TCn T 5. La ordenada es P(5) = —5* + 10-5 = 25.

Por tanto, los ndmeros son x = 5yy =10 —x =10 — 5 = 5.

El problema no tiene solucion cuando se trata de encontrar el producto minimo, ya que la funcién P(x) no tiene minimo.

Un jardinero dispone de 100 metros de valla para rodear un jardin rectangular. Halla las dimensiones
del mismo de forma que su area sea maxima.

Sean x e y las dimensiones del rectangulo.
El perimetroesp = 2x + 2y =100 = x + y =50 = y = 50 — x.
El area es S(x) = x-y = x(50 — x) = 50x — x°.

Se trata de una funcién cuadratica abierta hacia abajo, vamos a hallar su vértice.

_ 50

X=7

=25m y=50—-—x=50—-25=25m

Asi pues, el rectangulo de area maxima es el cuadrado.
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Funciones polinémicas

12.22 Clasifica las siguientes funciones en lineales o cuadraticas.

a)y=3x+5 Qy=1-x e)y=1+x+x?
b) y = x* — 4x dy=6+x2 fly = 2x
Lineales: a, cy f. Cuadraticas: b, d y e.

12.23 Representa graficamente estas funciones lineales.

a)y=2-4x b) y = -3x qgy=-1 d)y=%x
y=-3x Y
y==x
1
y=-1 (0) \1 X
y=2-4x
12.24 Indica la pendiente y la ordenada en el origen de las siguientes funciones lineales.
a)y=4x—2 b)y:—x+3 c)y=7 d)y=1+2X
agm=4n= -2 b)m=-1n=3 Om=0n=17 dm=2,n=1
12.25 Escribe la formula de una funcién lineal que cumpla las condiciones de cada apartado.
a) Pendiente, 4, y ordenada en el origen, —1.
b) Es creciente y pasa por el origen.
c) Decrece y su grafica incluye el punto (0, 3).
d) Es de pendiente positiva y con ordenada en el origen negativa.
a) y=4x —1 b) y = 5x Qy=-x+3 dy=6x—2
12.26 Halla el vértice y el eje de simetria de estas parabolas y luego dibujalas.
a) y = x*+ 2x b)y=1-x* AQy=x>—x-—12 d) y = -2x>+ 6x + 20
-2 4 - 1 _ S S . ) 1.4
a)xv_ 2.1_ 11 yv_ 1:>V( 1: 1) C)Xv_ 2'1_21 yv_ 4:>V(21 4)
___ 0 4 = __~—6 _3  _37 34
b) x, = 71 =0, y,=1=V(0,1) d) x, = ) -2 V=5 =>V(2, 2)
a) Y| b) 1Y c) \ 0 [ d) Y|
/o\ NIE X
X y=-2x2 + 6x+|20
yaAx2 |- x-12
1
01 X
y=x2+2x y=l1 - v
2
, o 2 \ X
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12.27

12.28

12.29

12.30

Indica, sin dibujarlas, cuales de estas parabolas son abiertas hacia arriba y cuales hacia abajo.
a)y=-3x>+9x + 2 b)y=5-x+ x? Oy=2x>-—x+ 1 dy=-2x*-x+1

Hacia arriba: b y ¢ Hacia abajo:ay d

Sin realizar la grafica, indica cuales de las siguientes funciones pasan por el origen de coordenadas.
a)y=2x+1 b) y = —6x Qy=x>+x d) y = —3x?

Pasan por el origen b, c y d.

Dibuja en los mismos ejes de coordenadas las funciones y = 4x + 6,y = 4x — 2 e y = 4x.
a) ¢Cémo son las graficas?
b) ¢(Qué elemento tienen en comun las tres funciones?

Y y-ax a) Las graficas son paralelas.

y=4ax+e b) La pendiente de la recta, que es 4 en los tres casos.

y=4x-2

Para la funciones polinémicas f(x) = —x* + xy g(x) = x* + x2
a) Construye una tabla de valores y dibujalas en el intervalo [-2, 2].

b) Indica dominio y recorrido, cortes con los ejes, continuidad, simetria, crecimiento y decrecimiento y
maximos y minimos.

a)
-2 -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2
f(x) 6 1,875 0 —0,375 0 0,375 0 —1,875 -6
ag(x) 20 7,3125 2 0,3125 0 0,3125 2 7,3125 20
f(x) Y g(x) Y
1
0 A\ X g(x) = x* + x?
f(X)=—x3+ x
2
o X
b) Funcion: f(x) = —x® + x

Su dominio y recorrido es R. Tiene tres puntos de corte con los ejes: (—1, 0), (0, 0) y (1, 0).
Es continua en todo R. La funcion tiene simetria impar.

1

La funcion decrece en <—oc, - W> U (%Jr oo) y crece en (_% %)
La funcion tiene un minimo en (— ! —L> un maximo en < ! L)
VERREIVETA V3G

Funcion: g(x) = x* + x?

Su dominio es R, y su recorrido, [0, +0). Tiene un punto de corte con los ejes: (0, 0).

Es continua en todo R. La funcién tiene simetria par.

La funcion decrece en (—o, 0) y crece en (0, +0). La funcién tiene un minimo en (0, 0).
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Funciones de proporcionalidad inversa y racionales

12.31

12.32

12.33

12.34

12.35

12.36

248

Identifica entre las siguientes funciones las que son de proporcionalidad inversa.

—3x 4x -5 7
a).V—T b)Y—X+1 C)Y—T d).V—E

Son funciones de proporcionalidad inversa c y d.

Escribe la formula de dos funciones de proporcionalidad inversa, una creciente y otra decreciente.

Creciente: y = T Decreciente: y = %

Halla el dominio de estas funciones.

2x + 4 x2 + 2 1

AY=3"% b) y =15 VY= "8x+ 16

a) D(f) = R — {2} b) D) = R — {1,—1} o D(f) = R — {4}
Asigna en tu cuaderno a cada una de las funciones representadas la formula que le corresponde.

1 —1 _ 6
~— 1 b) y = — Qy=

K e |
Besy——1

1

a)y =

x -1

—_

Cesy—%

)
j—‘

Dibuja las graficas de las siguientes funciones en los mismos ejes.

a)y= 4
y_x—3
-1
by =53
8
dy—x_3

Representa las siguientes funciones.

x+9 X+ 2
AY =32 by =33
a) ! Y| b) %
=x+9 i
xX+4 | I
———————————————— ot SRR R R e




Asintotas

12.37

12.38

Calcula las asintotas verticales y horizontales de las funciones siguientes:

6 X -2
a = b = C = —_— d =
)y X —2 )y x + 1 )y 4x + 3 )y
a) lim 6 = —o |im = +oo; Tiene una asintota vertical en x = 2.
X2 X — 2 X2t X — 2
lim Y — 2" 0 Tiene una asintota horizontal en y = 0.
. X : , . . L
b) leﬂnl1 P +o0; IXTL PR Tiene una asintota vertical en x = —1.
lim " _)i 7= 1 Tiene una asintota horizontal en y = 1.
o lim;,- =2 +oo;  lim5 =2 —oco;  Tiene una asintota vertical en x = —i.
xaf(z) 4x + 3 ! xaf(z) 4x + 3 ! 4
. -2 - , . .
I)ﬂl 3 0; Tiene una asintota horizontal en y = 0.
R B ¢ R ¢ ) . .
d) Ilngf PR Img+ e +c0;  Tiene una asintota vertical en x = 0.
1 —x ) . .
lim = —1; Tiene un asintota horizontal en y = —1.
Halla el dominio y las ecuaciones de las asintotas de estas funciones.
x3 x: -1 3x2 + 12
ay=———mb b) y = ——— qQy=—"
)y x* -8 )y x? )y x* — 5x
X —-8=0=x=\8=2=Df=R-{2
3 3
lim — = —o; lim — = +o = Tiene una asintota vertical en x = 2.
-2~ X> — 8 2t X° — 8
3
lim 7 —g = |- Tiene una asintota horizontal en y = 1.
Al tener asintota horizontal, no tiene oblicua.
b) x> =0=x=0=D(f) =R — {0}
oxE =1 oxd =1 ) , .
lim — = —oo; lim — = —oo, Tiene una asintota vertical en x = 0.
x—0 X x—0" X
X —1 —1 ) . .
o =X + - Tiene una asintota oblicua: y = x.
QX —5%=0=xx—-5=0=x=0yx=5=D(f) =R — {0, 5}
o3+ 12 o XA+ 12 o 3XE412 o X412
lim ———— = +0; |lm —5—F— = —; |lm —5——— = —x; |im —5—F— = +x

w0~ X* — 5x wot X2 — 5x s~ X2 — 5x st X2 — 5x

Tiene dos asintotas verticales: x = 0y x = 5.

- 3xP+ 12 , . ,
lim 7 — 5y =3 [Tiene una asintota horizontal en y = 3.

No tiene asintota oblicua, ya que tiene horizontal.
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Funciones exponenciales y logaritmicas

12.39 Completa en tu cuaderno la siguiente tabla indicando de qué tipo es cada una de estas funciones.

y =e¥ y=e-x y = log(x + 3) y = x-In2
y =4 y =% y = In(2x) y=5
Exponencial y = e™ y =4 y =5

Logaritmica y = loglx + 3) |y = In(2x)

Ni exponencial _ o )

ni logaritmica |¥ ~ ¢'* y=x y = x:n2

12.40 Representa en los mismos ejes estas funciones.

a) y = 3% b) y = 6~ QQy=9"

12.41 Escribe en tu cuaderno estas funciones reciprocas.

Funcion y=4" |y=logx|y=logx| y=7"
Reciproca log,x 5~ 10* log,x

12.42 Indica, sin dibujarlas, si las siguientes funciones son crecientes o decrecientes.
1 X N _X 5 X
a)y=(g) b))y =7 gy=5 d)y=(5)

Crecientes: b y d  Decrecientes: a y ¢

12.43 Representa la funciéon y = In x y, utilizando su grafica, dibuja la de estas otras funciones.

a) y = In(x + 3) b)y=6+Inx dy=1-Inx

b)

\

e T

)
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12.44 Dibuja la grafica de la funcién y = (%) y, a partir de ella, la de y = log,,, x.

Funciones trigonométricas

12.45 Representa graficamente las siguientes funciones completando previamente una tabla de valores:

a) y = 2 cos x b) y=31tg x
a)
oy 3
X 0 ? I T 2
y 2 0 -2 0 2
b)
™ ™ 3
x Y 22"
y 0 3 — -3 0
o]
X 0 ™ 27 31 4
y 0 1 0 —1 0
d)
X 0 % ™ 3717 27
y 0 1 0 —1 0

Qy-= sen(%)

8%

-

d) y = sen(x + 2m)

RNmarAn

y=2cos x
| Y|
: yi=3tgx:
| 4
1 X
| 0

y=sen (x+ 2m)
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12.46 Asocia en tu cuaderno cada una de las funciones representadas con la formula que le corresponde:

a) y =4senx

Y

/

b) y = sen(4x)

ZARNEEESZSNNENESZS

M
o & ' X
2

12.47 Calcula el periodo de las siguientes funciones.

12.48

252

a) y = cos(4x) b) y = sen(%)
a)T=ZTw=% b) T=32m=6x

Representa graficamente estas funciones.

a) y = cos(2x + =) + 1

b)y=5tg(§)+z

Y|y=cos (2x+m) + 1

/7 4

y=cos (2x + @)

y=sen (x—m)

Y| y=2sen (x—mn)

y=2sen(x —mw — 3

d)y=%cos(x— @) -6

)y = 4senx
)y =4+ senx

) y = sen (4x)

Qy=tglx + =

OT=m

<)y=4+ senx

d) y = tg(2x)

dT=

o
2

y=senx
y=2sen(x—-m) -3
d)
Y
1.
0
y=cos (x—m) y=%cos(x—n)
Y =cos X
-1 P
y—jc(\)s(x n) -6




12.49

12.50

12.51

12.52

12.53

12.54

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Si la pendiente de una funcion lineal es 0, ;qué tipo de crecimiento experimenta?

Es constante.

La férmula de las funciones lineales es del tipo y = mx + n. Completa en tu cuaderno el cuadro si-
guiente marcando una cruz donde corresponda.

m>0 | m>0 | m<0 | m<0
n=0 | n#0|n=0|n#0
Creciente X X
Decreciente X X
Pasa por el origen X X
No pasa por el
origen X X

Explica si puede haber alguna funcién racional cuyo dominio sean todos los nimeros reales y, en caso
afirmativo, escribe un ejemplo.

X
2+ 1

Una funcién racional cuyo denominador no tenga raices reales, por ejemplo, y =

¢En qué puntos corta a los ejes de coordenadas la grafica de y = 82 ;Presenta algun tipo de asintota?

a) Six = 0, entonces y = 1. Corta al eje OY en (0, 1). No corta al eje OX.
b) lim 8 = 0. Tiene una asintota horizontal en y = 0 a la que se aproxima s6lo en —o,

x—>—o

Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, y explica por qué.

a) Todas las funciones racionales tienen asintotas verticales.
b) El recorrido de la funcién y = e es R".
¢) El dominio de una funcién de proporcionalidad inversa nunca es R.

d) La funcion y = log_, x decrece en todo su dominio.

a) Falsa. Si su dominio es R, entonces no tiene asintotas verticales.
_ 1 .
b) Falsa. e = — > 0 para cualquier valor de x.
e
. . b o .
¢) Verdadera. La forma més general del denominador es ax + b = 0, que se anula en — 5 Por tanto, el dominio nunca sera R.

d) No es una funcién porque la base del logaritmo debe ser un niimero positivo y distinto de 1.

La funcién racional f tiene una asintota vertical en x = 2 y el dominio de la funciéon g es R — {1}.

a) ¢Se puede afirmar que 2 no es un punto del dominio de ?

b) ¢Es x = 1 una asintota vertical de g?

a) Si, ya que las asintotas verticales anulan el denominador de la funcion.

b) No necesariamente, ya que se debe cumplir ademas que Iin11 f(x) = oo, y eso no tiene por qué suceder. Un caso que lo mues-
X—

x> =1

x—1

taesy =
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12.56

12.57

12.58

254

PROBLEMAS PARA APLICAR

En algunos paises, la temperatura se mide en grados Fahrenheit en lugar de en grados Celsius. La re-
lacion entre estas dos escalas viene determinada por la formula y = 1,8x + 32, siendo x e y las tem-
peraturas medidas en grados Celsius y Fahrenheit, respectivamente.

a) ¢Qué tipo de funcion es la que relaciona las dos escalas de temperatura?

b) ¢Cual es su pendiente? ;Es una funcion creciente o decreciente?

¢) ¢Cual es su ordenada en el origen? Explica qué significa su valor en este caso.
a) Lineal

b) m = 1,8 > 0. Por tanto, es creciente.
¢) n = 32, que significa que una temperatura de 0° Celsius corresponde a 32° Fahrenheit.

Una tenista ha lanzado una pelota que sigue una trayectoria dada por la formula y = 8t — t* + 1,6
siendo t el tiempo (en segundos) transcurrido desde el lanzamiento, e y la altura (en metros) a la que
se encuentra la pelota.

a) ¢A qué tipo de grafica corresponde esa trayectoria?
b) ;Cuando alcanza la pelota su maxima altura?
c) ¢Cual es esa altura maxima conseguida?

d) ;En qué momento cae la pelota a la pista?

a) A una parabola.

b) En el vértice: t = — = 4. A los 4 segundos.

2-(=1)
¢ y@4) =32 - 16 + 1,6 = 17,6 metros

8+ V64 +64_ —8=*3839

-2 2

d)8t—t’+1,6=0=t=— . La pelota cae a los 8,195 segundos.

Los alumnos de Biologia y Geologia van a vallar una zona rectangular del patio del centro escolar
para utilizarla en sus practicas. Para uno de los lados del recinto se aprovechara una de las paredes
del centro.

Si disponen de 12 metros de alambre, ;cuanto deben medir los lados del rectangulo para que ocupe la
maxima superficie?

I X+y=12=y=12 - 2

Area: A =y-x = (12 — 2x) - x = 12x — 2x?

La funcién area es una parabola abierta hacia abajo, y su maximo es el vértice:
y _ 12 _ o

X, = 7 (=) =3.y=12-2-3=6

El lado de la pared debe medir 6 m, y el otro lado, 3 m.

Un invernadero visto de frente presenta la forma de la grafica de la funcion y = 2x — %xz.
a) ¢Cual es esta forma?
b) Calcula la altura maxima del invernadero.
a) De parabola.
b) La méxima altura se alcanza en el vértice: x, = — - 4=y =8—4=4
)

La maxima altura es 4 m.



12.59

12.60

12.61

El pH mide el caracter acido o basico de una sustancia, y se encuentra relacionado con la concentracion
de iones de hidrogeno de la misma, x, que se mide en mol por litro, segin la férmula pH = —log x.

a) Representa la funcién del pH.
b) El pH de un gel de ducha es 5,5. ;Qué concentracion de iones de hidrégeno tiene?

¢) Para valores de pH menores que 7, la sustancia es acida y, en caso contrario, basica. ; Cuantos mo-
les por litro de iones de hidrégeno puede contener una sustancia en cada caso?

a) v
y=—log X
N
o 1 X
b) 55 = —log x = —5,5 = log x = x = 107>° moles/litro.

¢ 7> —logx = —7 < log x = x > 107 moles/litro tiene caracter acido.
7 < —logx = —7 > log x = x < 107 moles/litro tiene caracter basico.

La sonoridad o sensacion auditiva de un sonido, 3, se mide en decibelios (dB), y se encuentra relacio-
nada con la intensidad de la onda sonora, /, que se mide en vatios por metro cuadrado.

B = 120 + 10 log/

a) La intensidad de las ondas sonoras que son audibles sin producir dolor esta entre 107> y 1 vatio por
metro cuadrado. ;Entre qué valores se halla comprendida la sonoridad que producen?

b) Si estas escuchando musica en un reproductor MP3 con 20 decibelios, ;cual es la intensidad de las
ondas al salir de los auriculares?

a) B(107") =120 + 10log 107 =120 + 10-(—12) = 120 —120 = 0

B(1) =120 + 10log 1 = 120 + 10-0 = 120

La sensacion auditiva de las ondas audibles que no producen dolor estd comprendida entre 0 y 120 dB.
b) 20 = 120 + 10 log / = —100 = 10 log / = —10 = log / = | = 107" vatios por metro cuadrado

Si aprietas un balén entre tus manos comprobaras que, al disminuir su volumen, V, te cuesta cada vez
mas apretarlo, porque aumenta la presion, P, del aire en su interior.

La presion del aire en el balon se incrementa de forma inversamente proporcional al volumen, es decir,
P-V = k, donde k es una constante.

a) ¢De qué tipo es la funcion P(V)?

b) Represéntala graficamente.

¢) ¢Corta la grafica a los ejes de coordenadas?

a) Es una funcion de proporcionalidad inversa.
b) k debe ser positivo porque la presion y el volumen lo son.
Y|

¢) No corta a los ejes.
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12.62 La distancia al suelo de un punto A en el borde de un neumatico de 60 centimetros de diametro vie-
ne dada por la expresion y = 30 + 30 sen x, donde x es el angulo que forma con la horizontal el ra-
dio de la rueda correspondiente a ese punto.

Dibuja la grafica que refleje la distancia al suelo de cada uno de los puntos del borde del neumatico
en funcién de x.

Partiendo de la funcion sen x, se dilata en vertical multiplicindola por 30 y luego se traslada en vertical 30 unidades hacia
arriba.

y =30 +|30sen x

REFUERZO

Funciones polinémicas

12.63 Representa las siguientes funciones lineales, e indica su pendiente y su ordenada en el origen.

a)y=4x -6 b)y=-x+3 Qy=2 d) y = 6x
Y a)y=4—-6: m=4,n= -6
b)y=-x+3: m=-1,n=3
y=-x+3
2 Qy=2: m=0,n=2
y=2 A
o[ /2 X dy=6x: m=6n=0
y=4x-6
y=6x

12.64 Sin dibujar la grafica, explica si son crecientes o decrecientes estas funciones.

a)y=%x b)y=5x—-7 QQy=2-3x

a) Creciente
b) Creciente

¢) Decreciente
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12.65 Calcula el vértice de las parabolas y luego dibujalas.

a)y=x*+4x -5 b)y=x>-9 0 y=—-2x* — 16x dy=x>+4x+ 2
A x =t = 2y =95 y(-2 -9 Ox = -—=—10 4y =354 3
v T T Y= , STy Y, = )

Y
1t y|F —2x% — 16x
ol 1 X
4
4 X
y=[x2 +4x-5
0 4
b) x,=—5=5=0y=-9= V0 -9 dx,=-57=-2y=-2=V(-2 -2
2-2 2-1
Y

Funciones de proporcionalidad inversa y racionales. Asintotas

12.66 Representa en los mismos ejes estas funciones.

8 12 3
D= y=oe Ay =3
12 Y
_y_T
8
_y=7
3
Y= 2+
o 2 X
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12.67

12.68

Calcula el dominio de las siguientes funciones.

_2x+5 A2 _ X 1= x
a)‘V_x—3 l0)“/_16—8x c)y_xz—x—12 d)‘V_x2+'.i)x
a) D) = R — {3} b) D(fy = R — {2}

OxX —x—-12=0=x=1%=V1+48 ‘ﬂ—{X:“ —D(f) =R —{-3,4

2 - 2 “lx= -3

DX +%=0=xx+9=0=>x=0x=-9=R-—{0, -9}

Halla las asintotas de estas funciones.

a)y = 2 b) _3x+2 9y = x?
y x —1 y X+5 y X —2
a) lim " E 7= % lim, <1 — T Tiene una asintota vertical en x = 1.
lim — 7= 0; Tiene una asintota horizontal en y = 0; por tanto, no tiene asintota oblicua.
3x + 2 . 3x + 2 ' . , _
b) LLnls P +m,LLn15+ Y15 - = Tiene asintota vertical en x = —5.
. 3x + 2 ) , . ) . . .
lim P 3. Tiene asintota horizontal en y = 3; por tanto, no tiene asintota oblicua.
2 2
q) lim x)i 5 = % lim, x)i 5 = o Tiene asintota vertical en x = 2.
X 4 , . .
=x+2+ . Tiene asintota oblicua: y = x + 2.
X —2 X—2

Funciones exponenciales y logaritmicas

12.69

12.70

258

Representa graficamente estas funciones. Y
a)y =& b) y = 8 Qy=12"
y= 4%
¢Cudles son crecientes y cuales decrecientes? y=8X1 |
Todas son crecientes. y=12%
2
A 1 |
0| 2 X
A partir de las funciones del ejercicio anterior, realiza la grafica de Y
las siguientes.
=log, x
a) y = log, x b) y = log, x o y = log,x 2 %,_ﬁ_
Al ser las reciprocas de las anteriores, son simétricas respecto a la bisectriz del pri-  Of 2 I\
y= 0g8 X

mer y tercer cuadrante.



12.71 Escribe la reciproca de las siguientes funciones.
a) y = log, x b))y =7 ) y = log, x
a)y=2 b) y = logx Q) y=6"

Funciones trigonométricas

12.72 Representa las siguientes funciones basandote en las graficas de y = sen x y de y = cos x.
a) y = sen(3x) ) y = cos(x + m)

b) y = 3 sen x dy=1+cos x

Y

A N AW K XTI X %

\/ \J = NG
y=sen 3x
y=cos (x+m) y=cos x

y=3sen x

12.73 De entre las siguientes funciones, ;cual corresponde a la funciéon que se ha representado?
a) y = sen(2x) b) y =1tg x Qy= tg(%)

% La funcién que corresponde a la que se ha representado es

lacy=tg (%)

ST

AMPLIACION

12.74 a) Calcula el valor que debe tener a para que la parabola y = ax* — 4x + 3 presente un maximo en el
punto de abscisa —1.

b) Para el valor de a obtenido, halla el vértice de la parabola y represéntala graficamente.

a) El maximo de una pardbola es su vértice. La primera coordenada de este es x, = — %.
Sustituyendo el valor de x y el de b se obtiene: —1 = — ;—: = -2a=4=a= -2

b) y,=—-2-(=1 —-4-(-1) +3=5= V(-1,5)

Y

y=\-2x2 -4x +3

—

[iN

\
s}
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12.76
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La siguiente grafica, ;corresponde a la funcién y
y=3"0oy=1log: x?
3

Representa la otra funcién a partir de la que se ha

dibujado.
T
Y N |
y= Iog%x ol 1
1.

La grafica dada corresponde a la funcion y = 37~

Si k y a son dos numeros reales cualesquiera, calcula las asintotas de las siguientes funciones.

k kx kx?
a)y="5 b) y = —— VY =573 Dy =533
a) Sik>0|im7£=—ooylim £:+oo Sik<0|im7£=+ooylim LA

x-0" X =0T X x—0~ X x-0" X
im —=0 I|m£=0
x—+o X x——e X

Tiene asintota vertical en x = 0y otra horizontal en y = 0. No tiene asintota oblicua.

. . k . . . k . k
> = —® = 4o < = 4o = —
b)SIk OLI—ma’X‘Fa y!(l—>n1a+x+a SN 0!<I—>nla’X+a y!(|—>nla+x+a
. k . k
lim =0 lim =0
x——= X + a x—+o X + a
Tiene una asintota vertical en x = —a y otra horizontal en y = 0. No tiene asintota oblicua.
¢ Sik>0
. . kx . kx . . kx . kx
ia>0Ilm = +ooy lim = —o© ia<0lim = —ooy lim = +o
Sia Oxa—a’X‘Fa yx~>—a+X+a Sia 0x~>—a’X+a yx~>—a+X+a
Sik<0
. . kx . kx . . kx . kx
> = — = < — = —
Sl a O!(I—T{X"'a Ocy!(l—>nla+x+a e Sl a O!{Lnla’X'f'a +Ooy!(|—>n1a+x+a *
. kx . kx
lim =k lim =k
xo-= X + a x>+ X + @
Tiene una asintota vertical en x = —a y otra horizontal en y = k. No tiene asintota oblicua.
d) Sik>0
. . kx? . kx? . . kx? . kx?
> = —® = +o© < = —» = 4w
Sia OLI—ma’X‘Fa y!<l—>n1a+X+a Sia 0!<I—>n1a’X+a y!(l—>n1a+x+a
Sik<0
. . kx? . kx? . . kx? . kx?
Sia 0!(I~>n1a7X+a y!{Lnla+X+a Sia OLLnla’X+a yLLnla+X+a
kx’ k
=kx + k +
x—1 x—1
Tiene una asintota vertical, x = —a, y otra oblicua, y = kx + k.
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12.78

12.79

Halla el periodo de las siguientes funciones trigonométricas e indica en qué intervalo es suficiente es-
tudiarlas.

a)y:cos(3x+%) b)y:4+tg(%>
a)cos3(x+T)+1=c053x+1:3(X+T)+E=3x+1+21-r=>T=Z—Tr
2 2 2 2 3
2+ 7)) _ 2\ _ 2k+T) _ 2 _ 37
b)4+tg< 3 >—4+tg(3>:> 3 —3+1T:>T—2

. ‘s sen x L . . ‘.
A partir de la expresiéon tg x = ot x" calcula el dominio y las asintotas verticales de la funcion

y = tg x.

37w 5w

_ - T 5T OmW
cosx =0=x 3y

El denominador se anula en los mltiplos impares de % Por tanto, D(f) = R — {kTTr k=135, 7}

. sen x . sen x
lim = +o; |im = —oo
x—km2)” COS X x—(km2)" COS X

Tiene asintotas verticales en las rectas x = kTTr k=1,3,517...

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

Nueva carretera
Las localidades A y C distan 73 kilédmetros.

Por A cruza una autopista donde los automoviles pueden circular a una velocidad maxima de 120 ki-
Iémetros por hora. La distancia de la localidad C a la autopista es de 55 kilémetros.

Se desea construir una nueva carretera que salga de C y desemboque en algun punto de la autopista, B.
Dicha via estd pensada para que los vehiculos puedan circular a una velocidad maxima de 90 kiléme-
tros por hora.

Escribe la funcion que determina el tiempo que se
emplea en viajar de A a C dependiendo de la posi-
cion de B. Como caso particular, calcula lo que se tar-
dara si B se encuentra a 20 kilémetros de A.

AD = \/73° — 55? = 48

Tiempo que se tarda en recorrer AB: % .
\/55% + (48 — x)?

Tiempo que se tarda en recorrer BC: %

Tiempo que se tarda en ir de A a C:

o_ X \/3025+2304 X'~ 96 _ x| /5329~ 96x+x

120 90 120 90

20 . /5329 — 96-20 + 20°

t(20) = 139 9%

= 0,8524 h = 51 min
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La presion atmosférica y la altura

Rocio esta realizando un trabajo de investigacion sobre codmo varia la presion atmosférica en relacion
con la altura sobre el nivel del mar. Como parte de su trabajo, ha buscado los siguientes datos.

Altura (m) | 100 1100 2100 3100

Presion 980 | 882 | 790 | 718
(mbar)

Ella ha propuesto el siguiente modelo para determinarhla presion, p, a una determinada altura, h.
P = po- kv

a) Utiliza los dos primeros datos de la tabla para determinar los valores aproximados de p, y k segtn
la propuesta de Rocio.

b) Rocio solo considerara valido el modelo si los otros dos datos se desvian menos del 1% del valor
predicho para ellos segin su propuesta. ; Debe considerarlo valido?

¢) Calcula la presion, seguin el modelo de Rocio, a una altura de 4100 metros.

980 = p, - k"' po- k"' _ 882 _ _ 980 _ - . 0.9 70
) gay = bt = BT = ggg =k =09 Py = g = 990 = p = 990-09%
b) Si h = 2100, p = 990-0,9*' = 7935 = 739365 — 1,004

Sih = 3100, p = 990-0,9*' = 714,15 = 11413 _ (995

718

Ninguno de estos valores se aleja mas de un 1% de los datos obtenidos. Por tanto, se acepta el modelo.

¢ p(4100) = 990- 0,9 = 643 milibares

AUTOEVALUACION

Indica de qué tipo es cada una de las funciones siguientes.

a) y =5+ x + 2x? c)y=—%|nx e)y=<%>
3x2+ x — 4 2

b)Y—T d)_\/—; fly=1-6x

a) Cuadratica ¢) Logaritmica e) Exponencial

b) Racional d) De proporcionalidad inversa f) Lineal

Representa graficamente estas funciones lineales.

a) y=3x + 2 b)y=4-x ) y=-5x dy=7

\ Y /y=3x+2
y=T

2 X

y=-x+4

y=-5x




12.A3 Calcula el vértice de estas parabolas y dibujalas.

a)y=x"-16 b) y = 4x* + 4x Qy=x>+4x+3

a) x, = —% =0; y,= —16 = V(0, —16)

a) Y
2.

\)

4 1 _1
b) x, = s1- W= 1:>V< > 1)
b) Y

1.
o 1 X
y=4x2 + 4x
Ox = -2 = 2y =122 1
v 2.1 Y= = "

C)\ Y
N

y=x2+4x+3

X

1
2-1

d) Y

Q|
o+
>

y=x2+x-|12

dy=x>+x-12
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12.A4 Representa en los mismos ejes las siguientes funciones.

12.A5 Escribe la reciproca de estas funciones.

12.A6

12.A7

264

10

a)y=7

10
b)y=-—

X

ay=9
a) y = log, x

b) y = logs x
b) y = 6

Halla el dominio de las funciones siguientes.

a)y=2x32(12 b)y=X5;4
a) D(fy = R — {6}
b) D(fy = R — {0}

Ay

x2 + x

OX+x=0=xx+1)=0=x=0x=—-1=Df=R—-{-1, 0}

d X —4dx—-5=0=x= 3

4t\/16+2024i6:{x=

2

5

= D(f) =R — {-1,5}

Identifica en tu cuaderno cada grafica con la férmula que le corresponde.

ay=7

I}

-

1

b)y=<

1

6

)x

Qy=3

4
C).V—;
Qy=e"
y=Inx
dy= x+ 3

x> —4x — 5



12.A8 A partir de la grafica de y = cos x, representa las siguientes funciones.

a) y = cos(x + 2m) b) y = cos(4x)

y=cos (x+ 2m)

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS
El equipaje de vuelo

Una companiia aérea tiene esta norma sobre la dimensién del equipaje que se puede transportar en sus avio-
nes: “El equipaje de los pasajeros debe cumplir que la suma de sus tres dimensiones (largo, ancho y alto) no
exceda de 1,80 metros.” ;Qué tamafo pueden tener las maletas para ser admitidas por esta compania aérea?

El problema plantea la blsqueda de las dimensiones 6ptimas de un prisma sabiendo que la suma de sus tres dimensiones es de 1,80
m. Por comodidad, trabajaremos en adelante con decimetros, o sea, una suma de 18 dm, luego:

a+b+c=18 —- ¢c=18—-—a—»>b

De todos los prismas posibles, buscamos el que tenga mayor volumen. Este sera:
¢ V=abc=ab(18 —a— b) = 18ab — a’h — ab’

Si damos diferentes valores a b, obtendremos una funcion V(a) para cada valor de b.

Construimos una tabla.

b 1 2 3 4 5
v(a) a(17 — a) 2a(16 — a) 3a(15 — a) 4a(14 — a) 5a(13 — a)

Si construimos una gréfica (con la ayuda de una calculadora grafica) para cada valor de b entre 1y 9, tenemos todas las posibi-
lidades:

% y=9x(9 - % El méximo se produce cuandoa = 6, b =6yc =18 — 6 — 6 = 6, luego

Y= 8x (10 - x) las dimensiones optimas seran:
y=7x (11 - x)
y=6x(12 - x
¥=5x (13 = x) b=6dm =60 cm
y=4x (14 - X)

y=3x(15 - x) ¢=6dm

a=6dm = 60cm

60 cm

20

o 1 X
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13 INICIACION A LA DERIVADA

13.1

13.2

133

13.4

13.5

266

EJERCICIOS PROPUESTOS

Halla la tasa de variacion media de la funcion f(x) = x> — 3x + 1 en los siguientes intervalos.
a) [3, 4]
b) [6, 7]

¢En cudl de ellos la funciéon f crece o decrece, en media, mas rapidamente?

a) TV[3, 4 =f4) —f3) =4 —-3-4+1—-[3-3-3+1]=4
b) V6, 71 = f(7) — f(6) =77 —-3-7+1—-1[6-3-6+1] =10

Como la tasa de variacion en el intervalo [6, 7] es mayor que en el intervalo [3, 4], siendo la amplitud la misma, concluimos que
la funcién f crece mas deprisa en el intervalo [6, 7] que en el intervalo [3, 4].

Calcula la tasa de variacion media de las funciones f(x) = x> — 3x + 1y g(x) = x> — 2x + 1 en el in-
tervalo [—1, 0].

Compara el crecimiento medio de ambas funciones en ese intervalo.

-2

_ _f0)—f(=1) _ ©@—=3-0+1)—-[(-1P=-3-1+1] 1-3 _
WMI=1, 0l = =5 —7 = 1 ===

_ _ g0 —g(=0) _ @ —-2-0+1) (=1 -2(=1)+1] _1-2 _
VM1, 0] = =5 — 55 = 1 ===
Las dos funciones decrecen, en media, en el intervalo [—1, 0], decreciendo mas rapido la funcion f, porque su tasa de variacion
media en el mismo intervalo es mayor en valor absoluto.

=1

Calcula la tasa de variacion instantanea de la funcion f(x) = x> + 1 en los puntos x = 2y x = 5.

— 2 _ 2 2
i) = lim T2 @ @RI QN WS gy g
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
_ 2 _ 2 2
VIS = lim f5 +h) — (5 _ lim G+h+1-0(B+1 _ im h*+10h _ lim(h + 10) = 10
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
Dada la funcién g(x) = 2x> + 3, halla la tasa de variacion instantanea en x = 1y en x = —2.
- 2 _ .12 2
i) = fim 3R = 0) 20 £ A+ 3R =3y, 2SR o 4oy = g
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
Wi[-2] = lim L4250 =902 A2 4 AP+ 3 — 2 G 43 2080 o g o g
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
Calcula la derivada de las siguientes funciones en x, = 2.
a) f(x) = -7
b) g(x) = —4x + 1
¢) h(x) =x*-75
vy o fR+AA—F2) . —7T-(=7) _ . 0 _
a) £2) = Jim h =lm—p = lmy=0
vy g2+ h) —9g@ . [-42+h +1]-[-4-2+1] _ . —4h
b) g'(2) = lim h = h =Jim =4
0 h@) = lim h2 + h) — h(2) _ lim [+ h?—5—-(2*-05) — lim 4+ 4h + h* — 5+ 1 _4
h—0 h h—0 h h—0 h



13.6

13.7

13.8

13.9

Halla la derivada de f(x) = 6x> — 2x — 3 en estos puntos.

a) x, = b) x, = -3 Q) x,=6
— 2 _ _ _ (= 2
a) £(0) = lim 10N = FO _ o, [6h° = 2h = 31 = (=3) _ iy 60" =20 _ e ) =
h—0 h h—0 h h—0 h h—0
— — — _ 2 _ — _ — 2 _
b) £(=3) = lim f(=3+h —1f(=3) _ im [6(~=3 + h? —2(=3 +h) — 3] —57 _ lim 6h* — 38h _ 33
h—0 h h—0 h h—0 h
— 2 _ _ _ 2
0 £(6) = lim f6 + h) — f(6) _ lim [6(6 + h)? —2(6 + h) — 3] — 201 _ lim 6h* + 70h _ 70
h—0 h h—-0 h b0 h
Halla la pendiente de las tangentes a las siguientes funciones en los puntos indicados.
a) fix) = x> — 2x + 1, en el punto x = 2
b) fix) = x* — 2, en el punto x = 1
— 2 __ _ 2
a) m=fQ) = lim f(2 + h) f(2):im 2+ h?—22+h +1] -1 :“mh +2h:2
h—0 h h—0 h h—0 h
— 3 _ Y 3 2
b) m = f/(1) = lim L ER = FO o [0+ AP =20 = 1) A3 3D e ogp 43y =3
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Esboza la grafica de la funcion g(x) en el punto de abscisa x = 2 si su derivada vale lo siguiente.

a)g'(2) =2 g2 =-0,5
b) g’(2) = -3 d)g'(2) = 0,3
a) v Q v
1 1 0,5_1”
[0] X 9] 1 X
b) | ¥ d v
1 1 ,,J:,Jov:)’
0 X 0o 1 X

Halla la ecuacién de las rectas tangentes a estas funciones en los puntos indicados.
a)y =x*enx, = —1
b)y =2x* + 3xen x, = 2

_ _ f(_ _ 2 (1) 2
a) m= (1) = fim LM ZFEN_y G = Gy 2,
h—0 h h—0 h h—0 h
Yo = f=1) = (=17 = 1
La recta tangente a f(x) = x’enx, = —les: y — 1= =2(x +1) = y = —2x —1.
— 2 _ 2
b) m= () = lim fQ+h —fQ2) _ im 22 + h? +3@2 + h)] — 14 _ im 2h* + 11h _ 1
h—0 h h—0 h h—0 h

Vo=f2=2-22+3-2=14
La recta tangente a f(x) = 2x*> + 3xenx, = 2es: y — 14 =11(x - 2) = y = 11x — 8.
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13.10 ¢En qué punto la tangente a la grafica de la funcion g(x) = 6x> — 24x + 11 es paralela al eje de abs-
cisas?

Al ser la tangente paralela al eje de abscisas, y = 0, tiene su misma pendiente, m = 0.

_ 2 _ _ 2
m=0=flx) = lim f(x, + h;z fix) _ im [6(x, + h)* — 24(x, + h) + 11] — (6x§ — 24x, + 11)

h—0 h—0 h

_ i 1606+ 26h + h?) — 2406 + h) + 1] = 6x§ + 24%, — 11 _ | 12h + 6h* — 24h _

h—0 h h—0 h

= lim(12x, + 6h — 24) = 12x, — 24

Entonces, m = 0 = 12x, — 24, por lo que x, = 2.

En el punto (2, f(2)) = (2, —13), la tangente a f(x) = 6x* — 24x + 11 es paralela al eje de abscisas.

13.11 Indica cual de las siguientes rectas es tangente a la grafica de f(x) = x> + 15000 en x, = 0.

a) y = 15000
b) y = 15000x
_ 2 _
m = lim f0 + h) — f(0) _ lim h* + 15000 — 15000 _ im h = 0
h—0 h h—0 h h—0
f(0) = 15000

La recta tangente a f(x) = x> +15000 en x, = 0 es la del apartado a.

13.12 Encuentra un punto perteneciente a la grafica de la funcién f(x) = x> — 5x + 7, en el que la recta tan-
gente es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

Al ser la tangente paralela a la bisectriz del primer cuadrante, y = x, tiene su misma pendiente, m = 1.

— 2 _ _ 2
n=1= )= lm Flx, + h/: fix) _ i [(x, + h)? — 50, + h)h+ - (=5 +7 _

— i [(x3 + 2x;h + h?) = 5(x, + h) + 7] — x3 + 5% —7 _ .  2x%h + h>—5h
= fim h = fim h =

= lim@2x, + h —5) =2x, — 5

h—0

Entonces, m = 1 = 2x, — 5, por lo que x, = 3

En el punto (3, f(3)) = (3, 1), la tangente a f(x) = x> — 5x + 7 es paralela a la bisectriz del primer cuadrante.

13.13 Halla la derivada de la funcién f(x) = x> + 1 en los puntos x = 0, 1 y 2 por estos dos procedimientos.
a) Calculando directamente f'(0), f'(1) y f'(2).

b) Obteniendo la funciéon derivada f'(x) y sustituyendo en ella los puntos x = 0, 1y 2.

_ 2 _
a) £(0) = lim JOEN ZFO _ e BT T =1 — g
h—0 h h—0 h h—0
2 _ 2 2 _
£(1) = lim (M+h>+17-0*+1) — lim 1+ 2h+ h*+1 2 —lim(h + 2) = 2
h—0 h h—0 h h—0
2 _ 2 2 _
£(2) = lim (2 + h? + 1] (2+1):“m4+4h+h +1 5=|im(h+4)=4
h—0 h h—0 h h—0
2 ) 2 2 2
b) £/(0 = fim [x + h?* + 1] — (x +1)=“mx+2xh+h +1—x 1=Iim(h+2x)=2x
h—0 h h—0 h h—0
f/0)=2-0=0 ff)=2-1=2 f'2)=2-2=14
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13.14 Calcula la funciéon derivada de las siguientes funciones aplicando la definicion.

a) f(x) = -2 ¢ f(x) = x> — 3x
b) f(x) = -2x + 5 d) f(x) = 5x* + 2
e f R W —2-(=2) _ . 0 _

a) ') = Jim h =lm——— =lmp =0

b) /() = lim TEER ZF0 22k A 0T = (2 H )y =2h
h—0 h h—0 h h—0 h

0 0 = lim fix + h) — f(x) —lim [(x + h? — 3(x + h)] — (x> — 3x) _ IimM -3
h—0 h h—0 h h—0 h

_ 2 _ 2 2

d) £(x) = lim fx +h) =) _ o BB+ b +2] =56 =2 _ . 10xh +5h° _

h—0 h h—0 h h—0 h

13.15 Si f'(x) = 0, ;qué podemos decir de la funcién f?

0=f( = lim fx+h) — 1l

lim A para cualquier valor de x = f(x + h) — f(x) = 0 para cualquier valor de x = f(x + h) = f(x)

para cualquier valor de x. Por tanto, la funcién f(x) es constante.

13.16 Halla las derivadas de las siguientes funciones.

1
a)y=-2 c)y=\/)_( e)y=7
b)y = x d)y = V/x* f)y=x73
[A— [ l’_ll—1_1_—l_ 1 r__ —4,__ 5__i
a)y =0 c)y—(xz)—zxz —zxz——ZW oy =Y = —ax*®= =
. (Y 4 a4 1 4 A A ST v I
b) y' =1 d y (X5) 5 X5 SXs 5\5& f) y 3X 3X 3\3/W
13.17 Calcula las derivadas de estas funciones.
a)y = e* by =2 Qy=e -2 dy= e 205
! ! 2 ! 2 ’ !’
a) y' = ¢’ b) y' = (§> . In§ o y' = (2e) - In(2e) d) y’ = (10e)* - In(10e)
13.18 Halla las derivadas del ejercicio anterior en el punto x, = 0.
2
a) 1 b) In 3 o) In(2e) d) In(10e)
13.19 Halla las siguientes derivadas.
a) (7x°) d) (6x° — 21x7 + 14x* — 3x*> + 7)
b) (12 sen x)’ e) (2 sen x — 15 cos x)’
0 (23 - 5 f) (In x” — V/x* — 127
a) (7x°)'= 35x*
b) (12 sen x)’ = 12 cos x
0 (23:5) =23-51In5
d) (6x° — 21x” + 14x* — 3x2 + 7)" = 54x® — 147x® + 56 x> — 6x
e) (2 senx — 15 cos x)'= 2 cos x + 15 sen x

7

f (e —xi - 129 = L - 2

3v/x

—12%In 12

X —12rm12 =2 -
X

o
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13.20

13.21

13.22

270

Calcula estas derivadas.
a) [(x®> — 2x%)(x® — 2x + 5)I
b) [In x(cos x — 3 sen x)I’

c)( 2x* — 3x )’
x> —4x +3

d) (2 + sen x)’

1 + cos x
a) [ — 22X — 2x + 5)] = 5x* — 83 (x> — 2x + 5) + 3x* — 2)(x* — 2x*) = 8x7 — 14x® — 12x° + 45x* — 40x3

b) [In x(cos x — 3 sen x)]’ = %(cos X — 3senx) + (—sen x — 3 cos x)In x

) 2x* —3x ' (8x* — 3)(x* — 4x + 3) — (5x* — 4)(2x* — 3x)
x5 —4x +3) (x® — 4x + 3)

d) 2 +senx) _ cos x(1 + cos x) — (—sen x)(2 + sen x)
1 + cos x (1 + cos x)?

RESOLUCION DE PROBLEMAS

Rosa necesita cortar un liston de madera de 1,6 metros en dos partes para construir el armazon de una
cometa con forma de rombo. ;Qué medidas deben tener las partes para que la superficie de la come-
ta sea maxima?

1,6

D=1,6-x
d=x

Las diagonales mediran x y 1,6 — x. El area del rombo sera:
~D-d (16 —x)x _ X
=5 = 3 =08 — =5

Alx) 3
La derivada sera: A’(x) = 0,8 — x, que se anula para x = 0,8 metros.

El rombo de 4rea maxima tiene las dos diagonales iguales, luego en realidad es un cuadrado de 0,32 m* de area.

Con una cuerda de 20 metros de largo queremos formar un rectangulo atando sus extremos. De todos
los rectangulos posibles, ;cual sera el que tenga mayor area?

Los lados mediran x y 10 — x. El &rea sera:
AX) =b-h=(10— x)x = 10x — x*
La derivada serda A’(x) = 10 — 2x, que se anula para x = 5 metros.

La figura de area maxima es un cuadrado.

10 - x



ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Tasa de variacion media. Tasa de variacion instantanea

13.23 Halla la tasa de variacion media de estas funciones en los intervalos que se indican.
a) f(x) = x — 6, en [0, 2]
b) g(x) = 2x + 5, en [4, 5]
c) h(x) = x> — 4, en [-1, 0]
d)jx) =3 - x,en[-1, 1]

f(2) —f(0) _ -4 +6

a) TVMI0, 2] = 5= — 3~
_9g(5) —g@ _15-13
b) TVM[4, 5] = e 1 2
h(©) —h(=1) _ -4—-(-3) _
o TVM[—1,0] = e ] =1
d) TvM[—1,1] = q) jcn _2-4_ -2

(=1 2

13.24 Estudia si las siguientes funciones crecen o decrecen en promedio en el intervalo [2, 3].

a)y =3x+ 1 dy=x+x

b)y =6 — 5x e)y=2-x°

Qy=x*+3 f) y = x* — 6x

a)TVM[2,3]='V(3) y()_ 0_7=3Crece. d)TVM[2,3]=y(3) y()_ 2_6=6Crece
3 -2 1 3-2 1

b) TVM[2, 3] = y(33) }2’( ) _ =9 _1 (=4 _ _5 Decrece. €) TVMI2, 3] = y(33) }2/( - _1 2 _ 5 pecrece.

9 M, 3] = Y8 =Y@ 127 5 n M, 3 = Y8 Y@ _ =9 = (58) _ 4 pecrece.
3-2 1 3-2 1

13.25 Calcula la tasa de variacion media de la funciéon f(x) = —8 en el intervalo [-2, —1] y, a partir de ella,
describe como es su crecimiento.
TVM[-2, —1] = f(:” —f(=2) _—8+8 _ 0. Es una funcion constante.

1—1(=2) 1

13.26 ldentifica cudles de las siguientes funciones crecen y cuales decrecen, en promedio, en el intervalo
[—1, 1]

a) f(x) = x* — 4x
b) g(x) = 9x — x*
c) h(x) = —x>* —5x — 6
dmkx) = x>+ 1

f(1) —f(=1) -3 -5

Q) TWMI-1,1] = “ =55 =5 = —4 Decrece

b) TVMI-1, 1] = 9(1):(5”_‘1—)1) =39 _ g crece

Q) TVM[-1,1] = hq)__(h_(1_)1) - 12 ;(_2) = —5 Decrece.
d) TVM[-1, 1] = mq) C ﬁ)_ ) _2 5 O _ 1 Crece.
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13.27

13.28

13.29

272

Compara el crecimiento medio de estas funciones en el intervalo [-2, —1].

a) f(x) = 4x + 3 b) g(x) = x* — 4x
_f(=1) = f(=2) _ =1 —=(=5) _

a) TVM[-2, —1] = -2 1 =4 Crece.

b) TWM[-2, —1] = g(:1) —9(=2) _2-12 —7 Decrece.

1-(-2) 1

En valor absoluto es mayor la tasa de variacion media de la funcién g(x). Por tanto, g(x) decrece mas rapidamente.

Calcula la tasa de variacion instantanea de estas funciones en los siguientes puntos.
a)f(x) =7+ 2x, enx=0y x=3
b)gix) =4 -3x,enx=-1y x=2

) h(xX) = —x>, enx=1y x = -2
a) TVI[0] = fim f0 +h —1f(0) _ im 7+2h =7 _ 5
h—=0 h h—0 h
Vi3] = lim f3 +h) —f3) _ im 7+6+2h—13 _ 5
h—0 h h—=0 h
- 9T AR —g(=) 443 -3h—-7
0) (=] = fim £ i SR - 3
TVIE2] = lim 9@ +h -9 _ im 4-6-3n+2 _ 3
h—0 h h—0 h
_ _ 2 (— 1 —2h — 2 9 _
O TV = fim RN ZBO) QA (1) 1 gh ki1 A2
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
W-2] = fim ME2EM —h(=D) (2 = () 4k dh b4 b= h)
n h—0 h B h—0 h n h—0 h - h—0 h
Halla la tasa de variacién instantanea de estas funciones en los puntos x = -2, x = 1y x = 4.
a)y =x>+ 2x?
b)y =3x+ 2
Qy=x*—-2x+ 1
dy = 1+ x
o y(=2+h) —y(=2) . (=24 hP+2(=2+hP—0 _ . 4h—4hP+h _
a) Vi=2] = Jim h = fim h = fim h =4
— 3 2 2 3
TVI[1] = lim ya +h =y _ o O +h+20+h =3 . Th+50 +h*
h—0 h h—0 h h—0 h
— 3 2 2 3
Vi) = fim L4 —y@ @+ 24 h - 96 _ . 64h + 140"+ h° o,
h—0 h h—0 h h—0 h
b) TVI[=2] = fim Y524 h —y(=2) 32+ +2-(=4) _ “6+3h+6 g
h—0 h h—0 h h—0 h
TVI[” — Ilm y(1 +h) _y(1) :“m 3(1 +h)+2 _5 _ ||m 3 +3h_3 :3
h—0 h h—0 h h—0 h
Vi = lim YA TR —y@ 3@k 4214 L 12 430 - 12 g
h—0 h h—0 h h—0 h




0 TVI[=2] = lim y(=2+h —y(=2) _ lim (=2 +h*—=2(=2+h+1-9 _ im —6h + h* _ 6
h—0 h h—0 h h—0 h
— 2 _ _ 2
TVIH] = fim y(@ +h) =y _ im A+h?=20+hH+1-0 _ ”miz 0
h—0 h h—0 h h—0 h
— 2 _ _ 2
TVI[4] = lim y@+h —y@ _ . @+h’—-20+h+1-9 | 6h+h' e
h—0 h h—0 h h—0 h
1-2+h 1 -2 +2h+2—nh
o e Y(=2+h) —y(=2) . -2 +h 2 : —4 + 2h o h _ 1
d) TVii=2] = Jim h = lm h = lm h R4 v 2h - 4
1+1+h_2 2+h—-2-2h
o y(+h) —y(1) 1+h . 1+h o —h
i = Jim =[m h = fim h = parm =
1+4+h 5 20 + 4h — 20 — 5h
. y@d+h -y . 4 +h 4 . 16 + 4h o —h _ 1
Tvita] = Jim h = fim h = fim h =M Rae +am ~ 16
Derivada en un punto. Recta tangente
13.30 Halla la derivada de las siguientes funciones en los puntos indicados.
a) f(x) = —6,enx, = 4
b) g(x) = 3x + 9, en x, = -2
) h(x) =x3,enx,=0
djix) =4+ 2x, enx, =0
2) F/a) = lim JEFR =@y, S8 16
h—0 h h—0 h
oy e 9(=2+h) —9g(=2) . 3(=2+h+9-3 . —6+3h+6 _
b g'(-2) = fim SEEGIE < iy TS i RS 3
. 3
9 W) = lim MOEMN =hO) _ B2 20
h—0 h h—0 h
oy o jO+h) —j0O . 44+2h -4 . _
0 J10) = fin PGB — i S5~ im 2 — 0
13.31 Calcula la derivada de las siguientes funciones en los puntos seialados.
a) f(x) = %, en x, = —6
b) g0 = 25T en x, = 0
3,1 6—6+h
ooy o f(=6+h —f(-6) . —6+h 2 . 20=6+h _ . h _ -1
a) £(=6) = lim h =lm = L S T -y S R ¥
h+1+1 h+1+2h—-1
v g0+ h) =g . 2h—1 2h — 1 i 3h _
b) ¢'(0) = Jim h =fm =% fim, h M heh -1y = 3
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13.32 Obtén la ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = 3x> — x en el punto x, = —2.
f(—2) =3-(=2—(-2) =14

f(=2 +h) —f(=2) 3(=2+h?—(=2+h) —14

m = f1(=2) = lim h = fim h =
.12 —12h+3h*+2—-h—-14 . h(=13 4+ 13h) _
= lim = lim = —13
h—0 h h—0 h

Recta tangente: y — 14 = —13 - (x + 2)

13.33 Observando la grafica de la funcién, ;en qué puntos de la misma la derivada de la funcién es cero?

Y En (=2, 4) y en (1, —1).

13.34 Esboza la grafica de la funcion f(x) en el punto x, = 5 en los siguientes supuestos.
a) f'(5) = 3 b) f'(5) = 4 o f'(5) = —1 d) f/(5) = -2
a) Y b) Y]

13.35 Halla el angulo que forma la recta tangente a la curva y = 4x® + 9x + 2 en el punto x, = 3 con el eje
de abscisas.

— im 43+ h? + 9B+ h) + 2 — 137 _

yr(3) = lim }’(3 a h,-), _}/(3)

h—0 h—0 h
i 4274+ 27h+ 9h +h) + 27+ 9h—135 _ . 108+ 108h + 36h° + 4h° — 108 + 9h _
T b0 h h—0 h
2
= lim h(4h +3ﬁh TN 117 S otga = 117 = 89° 307 37"

13.36 Calcula en qué punto la grafica de f(x) = 2 + 4x*> — x* corta al eje de ordenadas y halla la recta tan-
gente a la misma en ese punto.

x=0= fl0) =2

f0 + h) —£(0) _ lim
h h—0

2 +4h*> —h' =2 — lim h(4h — h?)
h _h—>0 h

m = f(0) = lim

h—0

= 0.
Recta tangente: y — 2 =0

274



Derivada de una funcidon

13.37 Calcula, utilizando la definicion, la derivada de las funciones siguientes.
a) f(x) = 4
b) g(x) = 7x
c) h(x) = 2 — 5x
d) i(x) = x* + 5x
e) j(x) = x* + 9x?

2
f)m(x)=x +1
a) f/(x):“rnwznmuzo
he0 h h—»o h
o 9CE ) g _ TR = Tx _
R R
0 h,(x):“mh(x+h)—h(x):“m2—5(x+h)—2+5x:_5
h—0 h h—0 h
gy x4+ h)—ik) . (x+h?+5x+h) —x>—5¢ . 2xh +h*+5h
0 70 = iy = ; = fim P s
gy o JxFh) =) . (x+h+ 9+ hF—xt— W
&S0 = fim T = m h =
3 22 3 4 2
:li”} 4x*h + 6x*h +4xhh+h + 18xh + 9h _ 4y’ 4+ 18x
x+h*+1 x*+1
vy e mx+h) —mx) . X+ h X . hdd+hr—h  x2—1
f m't = Jim h = Jim B L Py E.

13.38 Dada la funcién f(x) = 6x* + 2x:
a) Usa la definiciéon para hallar su derivada.
b) A partir del resultado anterior, calcula f'(0), f'(3) y f'(—1).

_ 2 _ 2 2
a) /0 = lim fx +h) —fx) _ im 6(x + h)?* + 2(x + h) — 6x 2 _ im 12xh + 6h* + 2h

h—0 h h—0 h h—0 h

=12x + 2

b) f'(0) = 2 f'(3) = 38 f'(=1) = =10

Derivada de funciones elementales y operaciones

13.39 Halla la derivada de las siguientes funciones en los puntos indicados.
a) f(x) =x*—-5,enx,=0
b) g(x) = x* + 6x — 2, en x, = —1
) h(x) =x>*—x+3,en x, = 1

d)j(x) = 4x — x*, en x, = 2

f
b) g'x) = 2x +6,g'(=1)=2-(-1)+6=14
h'x) =3x*—1:h"(1)=3-1"—1=2
dj=4-2%j/Q2Q=4-2-2=0
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13.40 Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a)y=3x>—-6x>+2x -9 d)y=\/)—(—%x+%
b)y=4Inx + 5 ¢ e)y = 2sen x — 3 Cos X
c)y=%x“+%x2+8x—7 f)y=\4/)_(—6x‘2+5\3/)—(
a) y' = 15x* —18x* + 2 d)y’=—1 —13
2V/x
b)y’=%+5ex e) y' = 2cos x + 3senx
1 _3 5 2 1
Qy =x+3x+38 )y = x7+17 + 3x73 = +
4 3 4v/x

13.41 Calcula f'(2), f'(=3), f'(7) y f'(—4) obteniendo previamente la derivada de f(x) = x> - e~

f'ix) = 2x - e*+ x> - e =¢e" - 2x + x?)
f'(2) =e?- (4 + 4) =8e? f'(=3)=e3-(—6+9) =3¢
f'(7) = e” - (14 + 49) = 63 €’ f'(—4) =e*-(—8 +16) =8e™*

13.42 Halla la derivada de las siguientes funciones.

x _ x-1
aAy=0@Bx+2)-e d)y_2x+3
b : ) .| X’
)y = (° = 7x% - In x ey =%
c)y=%-senx f)y=4x+6
3-x
/ P p , 2x+3—-(x—1)-2 5
= . + . _|_ = =
ay =4-e+e-WUx+2) d) y 2x + 3 2x + 3)
S —Ix? 2Xx(2x +5) — 2x*  2x* + 10x
= 3 — 140 - Inx + ' = =
Dyt =B =10 ek T ey (x + 5 (2x + 5
, 1 4 5 , 43 —x) +4x +6 18
= — . + . = =
Qy S X5 csen x X €OS X )y B = B -
2 _
13.43 Obtén la ecuacion de la recta tangente a la funcion f(x) = X en el punto x, = —5.
L 8T — 42 —5)  4x? 420 e 120 3
o = 1612 = Tee = M=) =900 =70
(=5 -5
f(—5) = =1
(=5) 4(=5)

1

: _ 3. — 3,41
Recta tangente:y + 1 = 10 x+5=>y= 10X T3

13.44 La ecuacion de la recta tangente a una curvaesy — 5 =3 - (x + 1).
a) ¢Cual es el punto de tangencia?

b) ¢Y la derivada de la funcion en ese punto?
a) (=1,5) b) f'(=1) =3
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13.45 Comprueba que la pendiente de la recta tangente a las curvas f(x) = 2x> + x y g(x) = xen x, = 0 es

la misma.
f'ix) = 4x + 1; f'(0) =1 g =190 =1
3 2
13.46 Considera la funcion f(x) = 2% - 3% — 2x + 5.

a) Halla la ecuacion de la recta tangente a su grafica en el punto de abscisa 2.

b) Encuentra otro punto de esa curva en el que la recta tangente sea paralela a la obtenida en el apar-
tado anterior.

a) f'(x) = 2x* —3x — 2 ff2)=8—-6—-2=0
_16 o _ _16 __1 R SR |
f2) = 3 6 —4+5= 3 5= 3 Recta tangente: y 3= 0 y= 3
3£V9+16 3x5 1 1 133
= f/ = 2 _ — = . = = " = = —— - —_— —=
by m=1f'(a) =2a>-3a—-2=0; a 1 7@ 2ya 5 ( 5 24>

13.47 Halla la ecuacion de las rectas tangentes a la curva y = 2x* — 24x en los puntos en los que esta cor-
ta al eje de abscisas.

y=0=2—-2x=0= 2x(x—12) =0 = x=0; x =12
y' =4x —24; y'(0) = —24; y'(12) = 24
Rectas tangentes: y = —24x; y = 24 - (x — 12)

13.48 Halla la derivada de las siguientes funciones.

_x?  x®, 2x* | 4 e Vx
Ay=T-F+5 3 b)y = 3Vx - = +1/10
8
a)y’=9i—2x5+i b)y’=ix’73f— 1 1

5 2

__3 _
4 10Vx 4V 10Vx

13.49 Calcula la derivada de estas funciones.

a)y=%+%—8)7(3+3x ey =2 x>+ 2x hyy=0x"*—-6x""1Inx
b)‘V=x3—4x27+6x+2 f)y=% i)y:%—xs-ﬁx

C) y = sen x - cos X g)y=% Dy=@x*—-6x+9)- 3
a)y’:—2x’2—1Ox’3—%x’4+3=;—3—1—9—%+3

by = —21x? + 56x — 42

(x> — 4x? + 6x + 2)?
Q y' = cos’ x — sen’ x
O 2Ix* 3 —9%*—1)-3-In3

d)y - (3x)2
ey =2-(n2 x>+ 2) +2
. 2
¥+2x(5lnx—7)
by = (1 —x)
, _3cos’x +(3senx —T)senx _ 3 —senx
9y = =

cos’ x cos’ X
hy y' = (—4x>° +6x%) - Inx+ x> — 6x?

) —— — (6x° - 6"+ x*- 6 - In6)
)y =306 -6+ @2x*—6x+ 9 -In3]
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13.51

13.52

13.53

13.54

13.55

13.56

13.57

13.58
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CUESTIONES PARA ACLARARSE

Si la tasa de variacién media de una funcién f(x) en el intervalo [3, 4] es 6 y la de otra funcién g(x)
en el mismo intervalo es —6, ;cual de ellas crece o decrece mas rapidamente en media?

Las dos crecen y decrecen con la misma rapidez.

La tasa de variacion instantanea de una funcion g(x) en el punto x = 4 es 7. ;Cudl es la derivada de
esa funcioén en x, = 4?

a) 4 b) 3 Q7 d) 28

') =7

Si la recta tangente a una curva f(x) en un puntoesy — 9 = —2 - (x + 3), (cuanto vale f'(—3)?
f'(=3) = -2

La pendiente de la recta tangente a la curva f(x) en el punto (—1, —5) es 2 y f'(9) = 2.

¢Qué se puede decir de las rectas tangentes a f(x) en los puntos x = =1y x = 9?

Que son paralelas.

Escribe tres funciones cuya derivada sea 2.
a) ¢En qué se diferencian esas funciones?

b) ¢Cuantas funciones tienen su derivada igual a 2?

f(x) = 2x fx) = 2x + 1 fx) =2x + 9
a) En la constante.
b) Infinitas.

El dominio de una funcion racional es R — {3}. (Tiene derivada en x, = 3? Razona tu respuesta.

No, porque al hacer la derivada, en el denominador aparece el que tenia la funcion elevado al cuadrado y, por tanto, su do-
minio seria el mismo.

Explica si es posible que una funcién tenga el mismo valor de su derivada en dos puntos distintos. En
caso afirmativo, pon un ejemplo que lo confirme.

Si es posible: f(x) = x. La derivada es 1 en todos los niimeros reales.

Observa la grafica e indica si las siguientes derivadas en un punto son positivas, negativas o nulas.
Y a) f'(-3) c) f'(4) e) f'(-2)
\ R RACT d) £(2) ) £(0)
1
6\\/ % Son positivas: '(4) y f'(=2).
Es negativa: f'(—4).
Son nulas: f'(—3), f'(0) y f'(2).

Teniendo en cuenta la derivada de la funcién exponencial a*, ;como se llega a la conclusiéon de que
(e) = e”

) =e*-lne=¢e"-1=c¢e"



13.59

13.60

13.61

13.62

PROBLEMAS PARA APLICAR

En un tramo de una prueba ciclista, la velocidad del ganador, en kildmetros por minuto, ha seguido la
funcion v(t) = 0,8t — 0,2t siendo t el tiempo en minutos. La aceleracion media es la tasa de variacion
media de la velocidad, y la aceleracion instantanea, la derivada de la velocidad.

a) ¢Cual ha sido la aceleracion media en el periodo [1, 2], es decir, durante el segundo minuto? ;Y du-
rante el cuarto minuto?

b) ¢En cual de ellos ha crecido o decrecido mas rapidamente la velocidad?
c) Halla la aceleracion en el instante t = 0, a los 2 y a los 4 minutos.

a) VM[1, 2] = "(22) — ‘1’(” _ 08 T 06 _ o2
VM3, 4] = "(42 = ;(3) . 10'6 — 06
b) |0,2| < |—0,6]. Ha decrecido mas rapidamente en el segundo intervalo.
o a(t) =08 — 04t
a(0)=08-04-0=08 a@) =08-04-2=0 a4 =08-04-4=-08

El niumero de habitantes de una ciudad (en miles), en funcién del tiempo, t, en anos es:
N(t) = 10 + 6t — t2
a) Halla la tasa de variacion media de la poblacion en los intervalos [1, 2] y [4, 5].

b) ;Como ha sido su crecimiento medio en los dos intervalos anteriores? ;En cual de los dos ha crecido
o decrecido mas rapidamente?

¢) Calcula la tasa de variacion instantanea de la poblacion en t =3y t = 6.

a) TVM[1, 2] = ’V(22) - 4V(1) _ 18 - 15,
TVM[4, 5] = ’V(5§ - 2/(4) _ 15 o 18 _

b) Entre los afios 1y 2 ha crecido, y entre los afios 4 y 5 ha decrecido.

En los dos intervalos ha variado al mismo ritmo.

— _ 2 2
9 TVIB]:M} N(3+hf3 N(3) :,I,'LTL 10+6(3+h)h 3+ h) 19 :lmh?zo
—_ _ 2 _ _ 2
TVil6] = ALmo NG + hg N(6) _ h“fl 10 + 6(6 + h) . 6+h?—10 _ L'ﬂl 6hh h? _ 6

Una de las curvas de un circuito de formula 1 tiene la forma de la grafica de esta funcion.
y=x>-3x+4,on0<x<2

Al llegar al punto de la curva en el que la abscisa es x = 0,5, uno de los vehiculos se ha salido del tra-
zado y ha seguido la trayectoria de la tangente a la curva en ese punto.

Escribe la ecuacion de dicha trayectoria.

y(0,5) = 2,625. y' =3x*=3 = y'(05 =3-05 -3 = —2.25.
Trayectoria: y — 2,625 = —2,25 - (x — 0,5)

Una comunidad auténoma viene publicando un boletin sobre comercio justo. Su tirada ha variado se-
gun la formula f(t) = 20t* + 8t + 5000, donde t se expresa en afnos.

a) Calcula el crecimiento medio de la tirada en el primer aino y entre los afios quinto y sexto. ;En cual
de los dos periodos ha sido mas rapido?

b) Halla el crecimiento del nimero de ejemplares distribuidos justo en el décimo ano.

a) Tvm[o, 1] = 11— f0) _ 5028 — 5000 _ g s, 6| — 116 = f5) _ 5768 — 5540
1-0 1 1-0 1
El crecimiento ha sido mas rapido entre el quinto y el sexto afo.

F(10 + h) — f(10) _ . 20 - (10 + A\ + 8 - (10 + h) + 5000 — 7080 _ . h(408 + 20h)
h = lim h = fim h

= 228

b) TVI[10] = I!lmo = 408
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13.63 La contaminacion luminica dificulta algunas actividades como las observaciones astronémicas.

13.64

13.65

280

Para medir el brillo del cielo respecto al brillo natural en un determinado emplazamiento, /, se utiliza
la formula 1 = 1200 - r?°, siendo r la distancia en kilémetros del lugar de observacion al centro urba-
no mas proximo.

Calcula la velocidad media de variaciéon del brillo entre dos lugares situados a 90 y 95 kilémetros del
centro urbano. ;Crece o decrece el brillo?

(95) — 1(90) _

0,0136 — 0,0156 _

TVM[90, 95] = I =

95 — 90

Decrece.

5 = —0,0004.

El indice de masa corporal (IMC) es una magnitud que ayuda a valorar si la alimentacién y el desarro-
llo de una persona son adecuados. Se obtiene dividiendo el peso de una persona, en kilogramos, en-
tre el cuadrado de su estatura, h, en metros.

Se esta realizando un estudio nutricional de un grupo de adolescentes que pesan 50 kilogramos. En

ellos, el IMC sigue la funcién y (h) =

50
F.

a) Estudia si el indice de masa corporal es creciente o decreciente en el intervalo [1,50; 1,60].
b) Describe por escrito lo que significa el resultado anterior.
c) ¢Existe algin valor de la altura para el que la variacion del indice de masa corporal sea nula?

a) TVM[1,50; 1,60] =

IMC(1,60) — IMC(1,50) _ 19,53 — 22,22 _

Decrece.

1,60 — 1,50 0,10

= —26,9.

b) A medida que aumenta la altura de los adolescentes, el IMC disminuye.

¢) No, la funcién no se anula nunca.

El hermanito de Andrés tiene un muineco que oscila arriba y abajo sujeto a un muelle. Su altura en
centimetros se corresponde con la funcion y(t) = 100 + 30 sen t, con t en segundos.

a) Halla la velocidad media del muieco en el intervalo

m k

[0, %} segundos.

b) Estudia, en promedio, el crecimiento y decrecimiento

de la altura en los intervalos [0, %] y [% w].

¢) Calcula la velocidad del muiieco en los instantes t = 0,

t = % y t = @ segundos.

T
y(z) YO 130 _ 100 60

i e

2

a) TVM| 0, 1] =
|2 o
2
b) TVM|0, ;] = > Crece
- y(m) — y(%
VM| —, W} =
| 2 _m
7
¢ y'(t) =30 cos t
y'(0) = 30 cos 0 = 30
! E — 1 =
y<4) 30 cos 1 15\/5
y'(mw) =30 cos m = —30

= = _60. Decrece.
e



REFUERZO

Tasa de variacion media. Tasa de variacion instantanea

13.66 Calcula la tasa de variacion media de estas funciones en los intervalos que se indican.

a) f(x) = 2x + 4, en [-2, —1] ) h(x) = x* + 3x> — 8, en[1, 2]
b) g(x) = 2x* — 6x% en [=1, 0] d) m(x) = x + % en [2, 3]
_ (=) —f(=2) _2-(-4 _

) -2, 1 = =8 - 20

_ _90) —g(=1) _0+4 _
b (1,0 = 409D _ 04,
0 TVM[, 2] = h(zz) - 2’(1) = 121+4 ~ 16
o T, 3~ M) = m@) A T I

Bl="5 = i =%

13.67 Estudia el crecimiento medio de las siguientes funciones en el intervalo [4, 5].
a) f(x) =1 - 2x?
b) g(x) = 3x* + x — 2

f(5) — f(4) —249 + 127 _

a) TVMI4, 5] = S — = 1 ~122.
Decrece.
b) WM[1,2]=M—1 - 78;50 — 28,

Crece.

13.68 Halla la tasa de variacion instantanea de las funciones siguientes en x, = 3.

a)f(x) =7x+ 9 ) h(x) =2x* -5
b) g(x) = —1 d) i(x) = 4x + x?
a) TVI[3] = lim fB+h—f@) _ . IB+h+9-30 . 7h_
h—0 h h—0 h h—0 h
by Tvi3] = lim 98 H N —9B) _ ST
h—0 h h—0 h
R _ 2 _ 2
9 VI3 = lim P8 ZhG) _ 28+ =5 =13 _ o 12k £ 2T,
h—0 h h—0 h h—0 h
. . - ,
d) Vi) = fim (BTN =06 ABEN T B A =2 100 AT,
h—0 h h—0 h h—0 h

Derivada en un punto. Recta tangente

13.69 Utiliza la definicion de derivada en un punto para calcular estas cantidades.

a) f'(2), si f(x) = 6 — 4x c) h'(=1), si h(x) = x® — x
b) g’(0), si g(x) = 3x + 2x? d) i'(1), sii(x) =5 — 2x
2 FQ) = lm 12N @y 6-4d@+h+2 . —4%h__,

h—0 h h—0 h h—0 h

o o gh) =g . 3h+2h*—-0 . h@3+2h) _
5 910) = i X000 = gy SRR A0
— _ _ _ 3 (_ _ _ 2 3
c)h’(—1)=|imh(1+h) h( 1):“m(1+h) (=1 + h) 0=Iim2h 3h +h:2
h—0 h h—0 h h—0 h

d) (1) = lim ih+h—i() _ im 5-20+h -3 _ im —2h _ 9

h—0 h h—0 h h—o h

281



13.70 Comprueba que el valor de la derivada de la funcién f(x) = 2x* — 6x> + x — 1 es el mismo en x, = 0

Yy X, = 2.
_ 3 _ 2 _ 2
f0) = fim JOL=FO _ 2 —6h' s h =11 L kR = 6h + 1) _
h—>0 h b0 h Jm h
- 3 — 2 — 2 3
fo) = lim FQHEN —FQ) _ o 204 —6@Q 4N +2 N1+ ht6h 2
h—0 h h—0 h h—0 h

13.71 Halla la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = 2x — 4x? en estos puntos.

a) x, =
b)x, =0
) x, = -3
a) f(4) = —56
— —_ 2 _ _ 2
1) = lim f4 + h) — f(4) _ lim 2(4 + h) — 44 + h) + 56 _ lim 30h — 4h* _ _30
h—0 h h—0 h h—0 h
Recta tangente: y + 56 = —30(x — 4)
b) f(0) = 0
_ —Ap? — —
£1(0) = fim T = FO) _ o 2h —4h* —0 _ . hQ —4h) _,
h—0 h h—0 h h—0 h
Recta tangente: y = 2 - x
o f(—3) = —42
_ _ _ _ 4 b 2 _ 2
£1(=3) = lim f(=3 + h) = f(=3) — lim 20=3+h —4=3+h+4 =IimM=26

h—0 h h—0 h h—0 h
Recta tangente: y + 42 = 26(x + 3)

Derivada de funciones elementales y operaciones

13.72 Obtén la recta tangente a las curvas siguientes en los puntos que se indican.

a)f(x) =x>+2x+ 1, enx, =2
b) g(x) = 3x> — 3, en x, = —1
h(x) =x*-—x+4,enx,=0

a) f2) =9

f'x) = 2x + 2

f'(2) =6

Recta tangente: y — 9 = 6(x — 2)
b) g(=1) =0

g'(x) = 6x

9'(=1)=-6

Recta tangente: y = —6(x + 1)
o) h(0) =4

h'(x) = 3x2 —1

h'(0) = —1

Recta tangente: y — 4 = —x
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13.73 Calcula la derivada de estas funciones.
a)y =2x® - 6x> + x

_E 5_13 12
b)y—5x 3x +2x
Qy=x"+2x3

_3 ._5.,.1
d)y—4x 2x +9

e)y = Vx - 3Vx

fly=9x+6x"+3
a) y' = 6x> — 12x

b) y' = 2x* — x> + x
Qy =-x?—6x"*

d) y' =3x7° + 5x°°

, 1.7 3 1
e) y :§xs—7xz

f) y =9 —6x?

9)y=%\3/)_(
h)y:5x§—x§
i) y=2x—-41Inx
y=3-7+9
k) y =5cos x + 2
) y=3x —4sen x

, 1 2

9y =30
40 4

h)y—4x3 7X7
. |

i)y 2 "

Dy =3-7-n7+9-In9
k) y' = —5senx

) y' =3~ 4cosx

13.74 Halla la derivada de los siguientes productos y cocientes de funciones.

a)y=x>:Inx
b)y =(4x — 1) - sen x

9y = 6x
y 1 - 2x

a) y' =2 -Inx +x

b) y’ = 4senx + (4x — 1) - cos x

, 6(1 — 2x) — 6x - (—2) 6

= (1 — 2 T =
dy =@®x—1) - e+ (3x*—x -¢e
s M- (@x+3)-1_ =3

e) y X2 - x2
h b X (Bx+2) —x*-3 3%+ 4
y Gx + 2 Bx + 2

=e - Bx*+5x—1)

dy=03Bx>—x):e"

Q) =4x+3

y X
XZ

)Y =373

AMPLIACION

13.75 Si la derivada de una funcién f(x) es una constante, esto es, f'(x) = k, ;como es la funcion?

f(x) = kx + b. Es una funcion lineal.

13.76 Comprueba que la tasa de variacion instantanea de la funcion f(x) = x° es la misma en los valores de x
opuestos entre si.

— 5 _ y5
VI = lim fix + h) — f(x) — lim x+hP —x* _
heo h h—0 h
i x> + 5x*h + 10x°h? + 10x*h® + 5¢h* + > — x>  _ ,
= lim = 5x
h—0 h
— _ _ _ 5 5
TVI[-x = lim JCX TR =0y xR+ xf
hoo h h—0 h
i —x° + 5x*h — 10x°h? + 10x*h®> — 5xh* + > + x> _ _ ,
= lim = 5x

h—0 h
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13.77 Utilizando la definicion, calcula la derivada de estas funciones.
a) () = V/x
b) g(x) = Vx* + 2

e f+ R =) Vx+h=Vx o Wx+h =V W+ h+Vx)

a) f'x) = lim ——F—— = lm ———— = |im —
h—0 h h—0 h h—0 h(\/m + \/)—()

— lim X+ h—x _ 1

=0 plVx o+ h+ VX)) 2V
b)g/(x):’!mw:!m\/(x—kh) +h2_\/X +2:

e N2 -V 2V B2 eV R2) L e 2 D)

h0 A(Vx + h? + 2 +Vx2 +2) =0 h(Vix + hY + 2 + VX2 + 2)

x>+ 2xh +h*+2—x*—-2 X

= lim =

DORNVX +h + h 2+ V2] Ve +2

2
13.78 ¢En qué puntos de la curva y = ); + 2

la recta tangente tiene pendiente —2?

L, M —=1) -2+ 2) -1 X2 —=2x—-2

y' = P— ST =2oxX-"-2=-2x-1e3-&=0s
o 1X= 0
X =2
13.79 Halla los puntos de la curva f(x) = ZXLH en los que las rectas tangentes a la misma forman un an-
gulo de 45° con el eje de abscisas.
') =m=tga =1
, 2 +2) — 2x+ 1) 3 ) )
= = = +4x + 4 = + 4+ 1=
f'(x) T 2 K+ 2 IT=2xX++4=3=x+4&+1=0
—4+x\V16-4 —4x\V12 -4=2/3
X = 2 e ) - ) =-2%13

- :2(—2+\/§)+1_—4+2 3+1
=23 —2+13+2 \3 2-V3

L :2(—2—\/§)+1:—4—2 341
fl-2 - V3) IRy Y 2+13

Los puntos buscados son (—2 +13,2 - \/§) y (—2 —/3, 2+ \/§)

13.80 Calcula la ecuaciéon de la recta tangente a la curva y = x®> — x> — x — 4 en el punto de ordena-
da -2.

y=2exX-xX-x-4="2oxX¥-xX-x-2=0sx=2
y' =3x—2x -1

y'@2) =7

Recta tangente: y + 2 = 7(x — 2)
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13.81 Calcula la derivada de estas funciones.
a)y=({n3)x+ 3Inx
b)y = ex* + 4 - e”

xe"
Ay =77
_ox* = 2x*+ 1
dy= 3x3+2

1 1
Qy=gVx- ==+ 5=
T
f) y =x-sen x - cos x
(x> — 2x) - In x

gy=

e + 2
h)y = In x
Vx
o 3
a) y —In3+X
b) y' =2ex + & -Ind-e + & - ¢
p_ et XY —1) —x- e -2
9 o =17
dy = @x’ — 40)Bx° +2) — x* — 2%* + 1) - %’
Y (3x3 + 2)?
1 5 3 3 1 _a 1 3 1
@) Yy == X6+ X2 — =X3= + -
36 4 3 V% 4V 3V
f) y’ = senx - cos x + x cos® x — x sen’ x
)y = [Bx> = 2)Inx + (x> = 2)](e* +2) — (x> — 2x)In x - e
vy (e* + 2)?
1\/)—( |rl/)i
h) y' =

13.82 Encuentra el valor de los términos desconocidos en la funcién f(x) = ax*> + bx + ¢ si se cumplen estas
tres condiciones.

f(0) =5 f(0)=0 f'(0) = 3

(La derivada segunda, f”, es la funcidén que se obtiene al calcular la derivada de la derivada de f.)
f'(x) = 2ax + b
f"(x) = 2a
f0)=5=c=5
f'0)=0=b=0
O =3=2=3>a=3

13.83 Dibuja una funcién con derivada nula en x = —1 y x = 2, derivada positiva en los puntos de los in-
tervalos (—», —1) y (2, +«), y derivada negativa en el intervalo (-1, 2).

Y

2\

/-
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13.84

13.85

286

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

El cultivo de bacterias

En el laboratorio de un hospital han analizado la evolucion de un cultivo de bacterias al aplicarle un
antibiotico, obteniendo estos datos.

¢ El numero inicial de bacterias fue de 600.
¢ Al sexto dia no quedaba ninguna.

¢ El nimero maximo de patogenos se alcanzé a las 60 horas.

a) Halla los valores de a, b y ¢ que permiten ajustar los datos anteriores a este tipo de funcién.
N(t) = at> + bt + ¢
Donde N(t) es el nimero de bacterias cuando han transcurrido t dias.

b) Calcula el numero maximo de bacterias.

¢) Estudia si el niumero de patégenos estaba creciendo mas deprisa cuando habia pasado un dia o cuan-
do habian transcurrido dos.

a) t=0= N =600 = c= 600 2= 100
t=6 = N{f) =0 = 362 + 6b+ 600 =0 = b = 500 ]:>N(t)=—100t2+500t+600
t=0 a5 o N =2at+b=0=5a+b ¢ = 600

2
b) N(t) = —100 - 2,57 + 500 - 2,5 + 600 = 1225

N'(1) = 300
N’(2) = 100

El nimero de bacterias crecia mas deprisa cuando habia pasado un dia.

¢ N'(t) = =200t + 500 = {

Grafica de la velocidad v

La grafica de la derecha representa la velocidad de un vehiculo, v, en funcién V(1)

del tiempo, t, para t = 0. T
La funcion velocidad es la derivada de la funcion e(t) que nos da el espacio re- t |

corrido por el vehiculo. 9 1 t

a) ¢Cual de las siguientes expresiones es la ecuaciéon de v(t)?

2t si t <2
A)V(t)={2::t>2
— 1 <
v = {35153

b) ¢Cual de las siguientes es la ecuacion de e(t)?

2sit<2

o e = {35123
c) ¢Cual de estas graficas representa a e(t)?
e A e B e c
1_o 1 1
1 t o 1 t o 1 t
a) LaA b) La B ¢ LaB



AUTOEVALUACION

13.A1 Halla la tasa de variacion media de estas funciones en los intervalos que se indican.
a) f(x) = 8 — 3x, en [-2, —1]
b) g(x) = 2x* + x, en [3, 4]
c) h(x) = x>+ 5x — 1, en [—1, 0]

_f(=1)—f(=2) _11—-14

a) TWI[-2, —1] = o T = -3
_ 94 —9B3) _36-—21 _

b) TVM[3, 4] = 13 =15
_h(0) — h(=1) _ —-1+5

o TVM[-1,0] = 0T =— =4

13.A2 Calcula la tasa de variacion instantanea de estas funciones en los puntos seiialados.
a) f(x) = x* + 6x,en x, = 2
b) g(x) = 2x + 5x% en x, = —1

c) h(x) = 4x* — 2x%, en x, = -3

f2 + h) — f(2) 2+ h+62+h—20

o) TVl = fim S < i ; -
. 8+ 12h+6h*+h*+12+6h—20 . h(18 + 6h + h?) _
= lim = lim =18
h0 h h—0 h
_ — _ — - 2 _
b)TVI[—1]=Iimg(1+h) g( 1):Iim 2(=1+h +5(=1+h"=-3 _
h—0 h h—0 h
i —2+2h+5—10h+50*—-3 . h(—8+ 5h)
= lim = lim ——= -8
h—0 h h—0 h
_ — _ a 2 _ — 3
0 TVI[=3] = lim h(—3 + h) — h(—3) — im =3+ h!—2(=3+h’—90 _
h—0 h h—0 h
i 36 — 24h + 4h* + 54 — 54h + 18h* — 2h®> — 90 _ . h(—78 + 22h — 2h})
i h = lm h =78

13.A3 Utilizando la definicion de derivada de una funcion en un punto, halla y'(4) para las siguientes fun-

ciones.
a) y(x) = 6 — 8x Q y(x) =3x>+2x — 7
-2 _x_1
b).\/(X)—3X_|_6 d)_\/(X)—3 >
o oy h) —y@d . 6-84+h+26 . —8h
a) y'(4) = lim h = Jim h = lm—— =8
2 1 2 1 6—h—6
o o y@d+h —y@d . 34+h+6 9 . 3h+6) 9 . 9h +6)
b) y'(4) = lim h = lim h = lim h Bl S
_ -h _ -1
=M S+ 6 ~ 54
_ 2 _ _ 2 _
0 y'(4) = lim y(@ + h) y()=|im 3+ h*+ 24 +h —7 — 49 — lim 48 + 24h + 3h* + 8 + 2h 56:
h—0 h—0 h h—0 h
_ i Bh +26) _
h—0 h
4+h 1 5 8+2h—3-5
o y@d+h —y@d . 3 2 6 . 6 e h 1
d y'@ = lim h = Jim h = Jim h =lim3p =3
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13.A4 Halla la derivada de las siguientes funciones.
a) y = 3x°® + 8x® — 4x* — 6x
b)y =2x"+5x3 -3

34
c)y:ﬁ_s\s/;.f.ﬁ
4 2
a) y' = 18x° + 40x* — 16x° — 6
) . . =2 15
b)y=—2X2—15X4=7—F
3 4 1
3x 2 6x 5 X2 3 6 1
Qy' = - + = = - +
16 5 4 eV st ax

13.A5 Calcula la ecuacion de la recta tangente a las graficas de estas funciones en los puntos citados.
a)f(x) =9x> —6x+ 3,enx,=0
b) g(x) = 8x — 7, en x, = =5
Q) h(x) = 2x*+ 4x* + 1, en x, = 2

1
d) m(x) = 3 _x,enxo= 1
a) f(0) =3
_ 2 _ _ _
£1(0) = fim L =FfO _ o 9h*—6h+3-3 . hGh-6 _ ¢
h—0 h h—0 h h—0 h

Recta tangente: y — 3 = —6x

b) g(—5) = —47
e . g5+ h —g(=5 . 8(-5+h-—7+47 . 8h
g'(=5) = lim h = Jim h = Jim =8

Recta tangente: y + 47 = 8 - (x + 5)

¢ h(2) = 49
— 4 2 _ 2 3
h'@) = lim h@2 +h) —hQ@) _ im 2+ h*+42 +h+1-49 _ im h(80 + 52h + 16h* + 8h°) _ 80
h—0 h h—0 h h—0 h

Recta tangente: y — 49 = 80 - (x — 2)

d) m(1) =1
1 o 1-1+h
v e m(+h) —m@1) . 2—(1+h) . 1—nh . h B
m'(1) = Jim h = Jim h =him = lmya =y !

Recta tangente:y — 1 =1-(x — 1)

13.A6 Halla la derivada de las siguientes funciones y después particulariza su valor en los puntos indicados.
a)f(x) =9x®* + 3x* —6x —2,enx, = 3
b) g(x) =5 — 2x + x* + 4x*, en x, = 1
) h(x) =4 -(x*+2),enx,=0

_3-2x _
d) m(x) = 5x+4'enx°_ 2
a) f'(x) = 27x* + 6x — 6 = f'(3) = 255

f
b) g'(x) = =2 4+ 3x* + 16x°> = ¢g'(1) = 17
h

A hX) =4 -ndx* +2) +2x- & = h0 =2-In4
oy L WG+ 4) — (3 -2 -5 _ —10¢ — 16x — 15 iy _ —40+32-15 33
d) m'e) = (5x + 47 I G e e o T
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13.A7 Calcula la derivada de estas funciones.

— X _3—X2
Ay=7Tx-e Dy =5 ax
b)y=(x-2)-Inx e)y = (9x* — x) - cos x

_2x+ 4 _6x+ 2
C)y—xz_1 f)y——x

a)y' =7 - (1 +x

b)y’=|nx+x_2
9 ,:2(x2—1)—(2x+4)-2x:—2x2—8x—2
Y (x* =1y x> — 1)
gy = 2+ -B-x)-4 4 -2x—12
Y M + 4 AT 4
e) y' = (18x — 1) - cos x — (x> — x) - sen x

, 6x — (bx + 2 2
py-2=5td 2

X X

MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

La escalada

Sabes que la derivada es la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto dado. Si una funcién
describe la trayectoria que sigues cuando caminas o te mueves, como seria la derivada si:

- Subes una montana.

— Caminas por la playa.

— Bajas la ladera de un monte.
- Escalas la pared de un edificio.

— Escalas por el techo de una enorme piedra.

a) Si subes a una montafa, la derivada sera positiva por ser la pendiente positiva.

b) Al caminar en la playa no se tiene pendiente, luego la derivada es cero.

¢) Si bajas una ladera, la pendiente serd negativa, por lo que la derivada sera negativa.

d) Si escalas la pared de un edificio, no existe tangente, por ser la escalada paralela al eje y, luego la derivada tendera a infinito (o).

)
e) Si escalas por el techo de una piedra, la pendiente sera nula.
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14 ESTADISTICA UNIDIMENSIONAL

EJERCICIOS PROPUESTOS

14.1 Clasifica los siguientes caracteres estadisticos.
a) Numero de canastas encestadas en un partido de baloncesto.
b) Canal de television preferido por los vecinos de una casa.

¢) Medida, en metros, del salto de longitud en unos juegos olimpicos.

a) Cuantitativo discreto
b) Cualitativo

¢) Cuantitativo continuo

14.2 En una ciudad hay tres millones de personas con derecho a voto, de las que el 53 % son mujeres. Se
quiere elegir una muestra constituida por 3000 personas.

¢Cuantos hombres y mujeres deberan formar parte de la muestra para que sea representativa de la po-
blacion?

Para que la muestra guarde la misma proporcién de hombres y mujeres que en la poblacion, se debera elegir:

53-3000 47 - 3000

00 - 1590 mujeres 10 - 1410 hombres

14.3 La tabla adjunta muestra el nimero de faltas de asistencia en una clase a lo largo de un mes.

N.° de faltas 0 1 2 3 4
N.° de alumnos 10 7 6 2 1 4

Calcula la media aritmética y la moda.

oo - 0-10+1-7+2-6+3-2+4-1+5-4 49 _
Media aritmética: x = 017 +6+2+1+2 =30 = 1,6 faltas

Moda = M, = 0 faltas

14.4 La siguiente tabla muestra los resultados de unos alumnos en la prueba de salto de longitud.

Salto (m) [2; 2,5) | [2,5; 3) | [3; 3,5) | [3,5; 4)
N.° de alumnos 6 12 15 4

Halla la media aritmética y la moda.

oo 225-6+2,75-12 +325-15+3,75-4 110,25
Media aritmética: x = 6r 1211514 =37 2,98 m

Moda: La clase modal es [3; 3,5), y tomaremos como valor aproximado de la moda la marca de la clase modal.
Asi, M, = 3,25 m.
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14.5 Calcula la mediana y los cuartiles de la distribucion estadistica dada por esta tabla.

14.6

x | 2| 3|4 5]|6
f | 11| 17| 23| 24 | 15

Primer cuartil. El nimero de datos es 90. La cuarta parte es 22,5. El primer cuartil es 3,
ya que es el valor de la variable cuya frecuencia absoluta acumulada excede por primera
vez la cuarta parte del nimero de datos. Por tanto, Q, = 3.

Mediana. El nimero de datos es 90. La mitad es 45. La mediana es 4, ya que es el va-
lor de la variable cuya frecuencia absoluta acumulada excede por primera vez la mitad
del nimero de datos. Por tanto, M = 4.

Tercer cuartil. Las tres cuartas partes del nimero de datos son 67,5. El tercer cuartil
es 5, ya que es el valor de la variable cuya frecuencia absoluta acumulada excede por
primera vez las tres cuartas partes del nimero de datos. Por tanto, Q, = 5.

Calcula la mediana, Q, y Q; de la siguiente distribucion.

x; | [0, 10) |[10, 20) | [20, 30) | [30, 40)

f 12 16 17 11

Primer cuartil. El ndmero de datos es 56. La cuarta parte del nimero de datos es 14.
La clase que contiene al primer cuartil es [0, 10), ya que su frecuencia absoluta acumu-
lada excede por primera vez la cuarta parte del nimero de datos. Tomaremos como apro-
ximacion al primer cuartil la marca de la clase [0, 10). Por tanto, Q, = 5.

Mediana. El nimero de datos es 56. La mitad del nimero de datos es 28. En este
caso, la mediana sera la media entre las marcas de la clase [10, 20) y [20, 30). Por tan-
to, M = 20.

Tercer cuartil. Las tres cuartas partes del nimero de datos son 42. La clase que con-
tiene al tercer cuartil es [20, 30), ya que su frecuencia absoluta acumulada excede por
primera vez las tres cuartas partes del nimero de datos. Tomaremos como aproximacion
al tercer cuartil la marca de la clase [20, 30). Por tanto, Q, = 25.

Xi f, F;
2 1 11 <225
3 17 28 > 225
4 23 51
5 24 75
6 15 90
X f F;
2 11 1
3 17 28 < 45
4 23 51 > 45
5 24 75
6 15 90
X; f; F;
2 1 1
3 17 28
4 23 51 < 67,5
5 24 75 > 67,5
6 15 90
X; f, F;
[0, 10) 12 12 <14
[10, 20) 16 28 > 14
[20, 30) 17 45
[30, 40) 1" 56
Xi f F;
[0, 10) 12 12
[10, 20) 16 28
[20, 30) 17 45
(30, 40) 1 56
X; f, F;
[0, 10) 12 12
[10, 20) 16 28 < 42
[20, 30) 17 45 > 42
[30, 40) 1" 56
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14.7 La tabla adjunta muestra el nimero de faltas en una clase a lo largo de un mes.

N.° de faltas 0 1 2 3 4
N.° de alumnos 10 7 6 2 1 4

Representa los datos graficamente.

Representamos los datos mediante el siguiente diagrama de barras.

10-
9_
8_
7_
6_
5_
4—
3_
2_

S I O B A B

0 1 2 3 4 5
N.° de faltas

N.° de alumnos

14.8 La siguiente tabla muestra los resultados de unos alumnos en la prueba de salto de longitud.

Salto (m) [2; 2,5) | [2,5; 3) | [3; 3,5) | [3,5; 4)
N.° de alumnos 10 9 1 7

Dibuja el diagrama de cajas y bigotes.

L;: 2,25

Q;: La clase que contiene el primer cuartil es [2; 2,5), ya que su frecuencia absoluta acumulada excede por primera vez la

cuarta parte de los datos, 34—7 = 9,25. El primer cuartil serd la marca de clase, es decir, Q, = 2,25.

M: La clase que contiene la mediana es [2,5; 3), ya que su frecuencia absoluta acumulada excede por primera vez la mitad de

los datos, 32—7 = 18,5. La mediana sera la marca de clase, es decir, M = 2,75.

Q,: La clase que contiene el tercer cuartil es [3; 3,5), ya que su frecuencia absoluta acumulada excede por primera vez las tres

cuartas partes de los datos, % = 27,75. El tercer cuartil sera la marca de clase, es decir, Q; = 3,25.

L;: 3,75

Con estos datos, el diagrama de cajas y bigotes es el siguiente:

2,25 2,75 3,25
o 3,75
Limite : : } | Limite
inferior superior
Cuartil 1.©— L— Mediana L— Cuartil 3.°
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14.9 La siguiente tabla muestra el nimero de faltas en una clase a lo largo de un mes.

N.° de faltas 0 1 2 3 4

N.° de alumnos 10 7 6 2 1 4

a) Calcula el rango.

b) Halla la varianza y la desviacion tipica.

Formamos la siguiente tabla.

X; f, x: | fix?
0 10 0 0
1 7 1
2 6 4 24
3 2 9 18
4 1 16 16
5 4 25 100
30 165
a) Rangp =5—-0=5
b) Varianza: s* = % - (%)2 = 2,83 faltas?

Desviacion tipica: s = \/2,83 = 1,68 faltas

14.10 La tabla adjunta representa los resultados de unos alumnos en la prueba de salto de longitud.

Salto (m) [2; 2,5) | [2,5; 3) | [3; 3,5) | [3.,5; 4)
N.° de alumnos 6 12 15 4

a) Halla el rango.

b) Calcula la varianza y la desviacion tipica.

Formamos la siguiente tabla.

Xi f, x? f.x?
2,25 6 5,0625 30,375
2,75 12 7,5625 90,75
3,25 15 10,5625 | 158,4375
3,75 4 14,0625 56,25
335,8125

a) Rango = 3,75 — 225 =15

335,8125

. -2 —
b) Varianza: s* = 37

— 2,9797* = 0,197 m?
Desviacion tipica: s = \/0,197 = 0,444 m
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14.11

14.12

294

Una distribucion viene dada por la siguiente tabla.

x; |[10, 20)| [20, 30) | [30, 40) | [40, 50)| [50, 60)
i 5 12 20 11 6

Halla el porcentaje de datos incluidos en los intervalos (x — s, X + s), (X — 2s, X + 2s) y (x — 3s, X + 3s).

1900 73550

Y = ——— — = _ 2 —
X="5 35,185 s 52 35,185 11,137

(x — s, x +5) = (24,048; 46,322).

Si suponemos que los datos se distribuyen de forma uniforme, tenemos, por una simple proporcionalidad, que si de 20 a 30 se

T 7 datos.

distribuyen 12 datos, de 24 a 30 se distribuiran:

10

Del mismo modo, si de 40 a 50 se distribuyen 11 datos, de 40 a 46 se distribuiran: 6 =~ 7 datos.

Luego en el intervalo (x — s, X + s) se distribuyen: 7 4+ 20 + 7 = 34 datos. 34 de 54 datos totales representan el 63 %.
Razonando de forma analoga se tiene (x — 2s, X + 2s) = (12,911; 57,459).

En este intervalo se distribuyen 4 + 12 + 20 + 11 + 4 = 51 datos. 51 de 54 datos totales representan el 94,4 %.

(x — 3s, x + 3s) = (1,774; 68,596)

En este intervalo se distribuye el 100 %.

Los porcentajes de uso del cinturén de seguridad en dos ciudades durante 4 dias son:

87 | 78 | 67 | 82
B 60 | 95 | 92 | 47

Calcula el coeficiente de variacion en cada ciudad e interpreta el resultado.

87 + 78 + 67 + 82

Ciudad A: x = 7] =785
= /% — (78,57 = 7,36

Luego CV, = % = ;832 = 0,094

Ciudad B:x = 9079 Z 2+ 47 _ 435

s= 228 (1357 = 2055

Luego CV, = % = 270_3;’555 =0,28

Como se observa, el coeficiente de variacion de la ciudad A es menor que el de la ciudad B. Esto quiere decir que el com-
portamiento de los ciudadanos de A con respecto al uso del cinturén de seguridad es mas homogéneo que el de los ciuda-
danos de B.



RESOLUCION DE PROBLEMAS

14.13 La media y la mediana de un conjunto de cinco nimeros naturales distintos es 7, y el rango es 6.
Halla dichos numeros.

Sean a, b, ¢, d y e, ordenados de menor a mayor, los cinco nimeros naturales distintos:

Como la media es 7 =a+b+c+d+e=35
Como la mediana es 7 =c=17.
Como el rango es 6 =e—a=~6.

Mediante la estrategia de ensayo — error se tiene que las posibles soluciones son:
Solucién 1: 4,5,7,9y 10
Solucion 2: 4,6, 7,8y 10

14.14 Siete nimeros naturales, no necesariamente distintos, tienen de media 8 y de mediana 11. ;Cual pue-
de ser el mayor valor del rango? ;Y el menor?

Sean los nimeros n, = n, = n; = n, = n; = N, = n,.

Como la mediana es 11, se deduce que n, = 11.

Como la media es 8, la suma de los 7 nimeros es 8-7 = 56.

Para corregir el mayor rango hacemos:

n,=n,=n=1yn, =n; = 11; entonces, n, = 56 — 3 — 33 = 20. En este caso, el rango es 20 — 1 = 19.
Para corregir el menor rango hacemos:

n, = ns = ng = n, = 11; entonces, n, + n, + n; =56 — 4 - 11 = 12, y como queremos el rango menor, n, = n, = n; = 4.
En este caso, el rango es 11 — 4 = 7.

ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Caracteres y parametros estadisticos. Graficos
14.15 Indica si los siguientes caracteres son cualitativos o cuantitativos, y, en su caso, expresa si la variable
estadistica es discreta o continua.
a) Numero de faltas de asistencia de los alumnos de una clase de 4.° de ESO en un mes.
b) Numero de horas de productividad entre los trabajadores de una oficina.
¢) Niumero de méviles que poseen los miembros de las familias de un edificio.

a) Cuantitativa; variable discreta
b) Cuantitativa; variable continua
¢) Cuantitativa; variable discreta

14.16 Completa los valores de la tabla.

X; f, F; xf; X; f, F; xif;
1 1 5 5 5
3 21 3 7 12 21
4 14 = 4 2 14 8
8 56 7 8 22 56
8 23 8 1 23 8
4 10 4 27 | 40
11 33 11 3 30 33
Total 171 Total | 33 171
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14.18
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La siguiente tabla muestra las actividades ofertadas por un centro

centro cultural y el nimero de vecinos del barrio que cursan di-  [Jriates: so0 Il Taller de Fotografia: 25

chas actividades. 36% 11%
Actividades Numero de vecinos

Yoga 40 [] Yoga: 40

Taller de pintura 50 18%

Curso de informatica 30

Pilates 80

Taller de fotografia 25

|:| Curso de Informética: 30
0y

13%

M Taller de Pintura: 50
22%

Representa el diagrama de sectores asociado a la tabla ante-
rior.

Se realiza una encuesta a un grupo de 20 personas acerca del nimero de veces que acuden al cine a
lo largo de un afo, obteniéndose los siguientes resultados.

4,2,6,8,3,4,3,57,1,3,45,7,2,2,1,3,45

a) Agrupa los datos en una tabla.

b) Halla la media, la moda, la mediana y el primer cuartil.
¢) Calcula el rango, la varianza y la desviacion tipica.

d) Representa el diagrama de barras y el poligono de frecuencias de los datos.

'@ B >
a) b) x = 0 3,95
N.° peliculas|N.° personas . f 2. f Es una distribucion bimodal: M, = 3; M, = 4
X; f X T; X T;
1 2 2 2 M=4yQ =3
2 3 6 12
3 4 12 36
4 4 16 64
5 3 15 75
6 1 6 36
7 2 14 98
8 1 8 64
20 79 387
C o 387 2 .
¢) Rangp =8 —-1=17;, s = S0 3,95 = 3,7475; s = \/3,7475 = 1,93
d) 5—
o 47 7 N
@ 7/ \
[e]
o 3-
3
(0]
© 2_
=
1_
1 2 3 4 5 6 7 8

N.° de peliculas



14.19 La siguiente tabla presenta el nimero de horas semanales que dedican al estudio los 30 alumnos de
una clase de 4.° de ESO.

N.° de horas N.° de alumnos
[0, 4) 8
[4, 8) 10
[8, 12) 8
[12, 16) 4

a) Halla la media, la moda, la mediana y los otros dos cuartiles.
b) Calcula el rango, la varianza y la desviacion tipica.
¢) Representa el histograma y el poligono de frecuencias.

d) Dibuja el diagrama de cajas y bigotes.

a)
Marcas (x;) f F; x;- f; x; - f,
2 8 8 16 32
6 10 18 60 360
10 8 26 80 800
14 4 30 56 784
30 212 1976
X=%=7,07;M0=6;M=6 Qi =20=10
_ _ 1.2 _ 1976 2 e —
b) Rango = 14 — 2 = 12;s* = =0 7,07 = 15,88; s = \/ 15,88 = 3,98
o)
12—
@ 10— ~—
£ 8 — ~
>
T \
S 67 \
Z 4l
24
0 4 8 12 16
N.° de horas
d) 2 6 10
Pau 14
Limite | | | | | | I I I | Limite
inferior T T T T T T T T T 1 Superior
Cuartil 1.0 — L— Mediana L— Cuartil 3.°

297



14.20 El siguiente histograma representa el dinero gastado en telefonia mévil en un mes por un grupo de
50 estudiantes de Bachillerato.

14 -
12 -

[0}

=

o
1

N.° de alumnos

20 25 30
Dinero (€)

10 15

Calcula el gasto medio en mévil del grupo de estudiantes y la desviacion tipica.

La tabla asociada al histograma es la siguiente.

Dinero (€) N.° alt;mnos Ma;cas x-f | x2-f
[0, 5) 4 2,5 10 25
[5, 10) 12 7,5 90 675
[10, 15) 14 12,5 175 2187,5
[15, 20) 10 17,5 175 3062,5
[20, 25) 6 22,5 135 3037,5
[25, 30) 4 27,5 110 3025
50 695 12012,5
El gasto medio es: X = % = 13,9€
Desviacion tipica: s = 122:)2'5 - 13,9 = 6,86

14.21 De una distribucion estadistica compuesta por cinco datos, se sabe que su moda es 4, su media es 6 y
su mediana es 5. Halla una distribucion de cinco elementos con estas caracteristicas.

Una distribucion con esas caracteristicas es: 4, 4, 5, 8, 9.
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Utilizacion conjunta de x y s

14.22

14.23

Se ha realizado un estudio con el fin de averiguar la cantidad de papel reciclado en toneladas de los
distintos distritos y se han obtenido los siguientes resultados. 64, 65, 68, 67, 68, 67, 72, 74, 80, 74, 68,
74, 68, 72, 68, 65, 72, 67, 68, 85.

a) Halla la media y la desviacion tipica.

b) Calcula el porcentaje de distritos cuyas cantidades recicladas se encuentran dentro del intervalo

(x — 2s, x + 25)

X; f X+ f; x?-f;
64 1 64 4096
65 2 130 8450
67 3 201 13467
68 6 408 27744
72 3 216 15552
74 3 222 16428
80 1 80 6400
85 1 85 7225
20 1406 99362

— 1406 . [99362 _ 2
X = >0 70,3; s = 0 70,3 5,1

b) (x — 25, x + 2s) = (60,1; 80,5). Luego los distritos que se encuentran en ese intervalo son 19, lo que supone un porcen-
taje del 95 %.

Se han medido las temperaturas maximas alcanzadas en dos ciudades durante 10 dias consecutivos del
mes de agosto, obteniéndose los siguientes resultados.

A 32 | 33 | 24 | 22 | 35| 30| 29 | 31| 20 | 19
B 27 | 28 | 25 | 31 | 24 | 25 | 24 | 26 | 22 | 28

a) ¢Los habitantes de qué ciudad han tenido una temperatura media mas alta a lo largo de esos
10 dias?

b) ;{Qué ciudad ha sufrido una variabilidad de temperatura mayor?

¢) ¢{Qué parametro has empleado para contestar el anterior apartado? ;Por qué?

a) YaqueX , = % =275°yXx, = 260 _ 26°, la ciudad A ha tenido una temperatura media mas alta.

b) Para ver cudl ha sufrido una variabilidad mayor, debemos calcular el coeficiente de variacion de ambas ciudades:

, 7861 5,46

_ fool 2 ~ - 2™

S5 = 770 27,5 = 2985 =5, = 546 = CV, 275 0,198
6820 2,45

s = 10 26°=6=5,~245= (CV, = 2% =~ 0,09

Por tanto, la ciudad A ha tenido una variabilidad de temperatura mayor.

) El parametro empleado es el CV, y se utiliza porque las medias y las desviaciones tipicas de las dos distribuciones son dis-
tintas, y es la Gnica manera de comparar sus dispersiones.
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14.25
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Las notas obtenidas en la asignatura de Matematicas por los alumnos de dos clases de 4.° de ESO son
las siguientes.

Notas| O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4°A| 5 4 1 0 0 0 0
4°B| 0 0

a) ¢Cual es la calificacion media de cada una de las dos clases?
b) ¢(Cual de ellas tiene las notas menos dispersas?

¢) ¢Es necesario calcular el coeficiente de variacion para poder determinarlo? ;Por qué?

g x;+ A x;- f? x? - fA x? - f?
0 0 0 0
4 0 4 0
2 4 4 8
0 6 0 18
0 12 0 48
0 30 0 150
0 18 0 108
0 14 0 98
8 16 64 128
36 0 324 0
50 0 500 0
100 100 896 558
La nota media de 4.° A es: X, = % = 5.
La nota media de 4.° B es: Xx; = % =5,

b) Para observar la dispersion calculamos las desviaciones tipicas de ambas clases:

_ [s%

558
=420 20

_ B2 — R
52 = 4,45; s, 50

— 5 =17

Por tanto, 4.° B tiene las notas menos dispersas.

¢) No ha sido necesario calcular CV, ya que cuando las medias son iguales tiene menor dispersion la distribucién que tenga
menor desviacion tipica.

La profesora de Educacion Fisica realiza un estudio referente a la altura y el peso de los alumnos de
una clase, obteniendo los siguientes resultados: la altura, en metros, del 95 % de los alumnos se en-
cuentra dentro del intervalo (1,52; 1,92), y el peso, en kilogramos, del mismo porcentaje de alumnos
se incluye en el intervalo (56,9; 66,1).

¢Cual de las distribuciones tiene una dispersion relativa mayor?

El intervalo que contiene el 95 % de los datos de una distribucion es (x — 2s, X + 2s). Sustituyendo los datos del enunciado
obtenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incognitas para la altura:

X—25=152 _ - .. _ Y
{,—( + 2 =192"%7 1,72; s = 0,1. Por tanto: CV, = 172~ 0,06
De igual manera, para el peso obtenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:
X—25s=569 _ _ o . 23
{,—( +2s=661"%X" 61,5, s = 2,3. Por tanto: CV, = 615 = 0,04

En definitiva, la distribucion de las alturas tiene una dispersion relativa mayor, ya que su CV es mayor.



14.26 Los dos siguientes histogramas muestran los puntos anotados por dos jugadores de baloncesto a lo
largo de toda la liga.

Jugador A

B
N RO W0ON
L e |

N.° de partidos

5 10 15 20 25 30 Puntos anotados

12 -
10 -
8 -
6_
4 -
2 -

Jugador B

N.° de partidos

5 10 15 20 25 30 Puntos anotados
a) ¢Cual de ellos alcanza mejor media anotadora?

b) ;{Quién es mas regular en su anotacion?

a) Nos creamos la tabla asociada a los histogramas anteriores para poder responder a las cuestiones.

Mareas | ga | fe | xefA | xefR | X2 fA | xR
2,5 2 0 5 0 12,5 0
7,5 4 10 30 75 225 562,5
12,5 6 12 75 150 937,5 1875
17,5 12 12 210 210 3675 3675
22,5 12 6 270 135 6075 3037,5
27,5 4 0 110 0 3025 0

40 40 700 570 13950 9150
700

La media anotadora del jugador A es: X, = 0 - 17,5.

La media anotadora del jugador B es: X; = % = 14,25.

Por tanto, alcanza mejor media anotadora el jugador A.

b) Para determinar quién es mas regular debemos calcular los CV de ambos:

_ 13950 ., _ 652 _
55 0~ 115 = 6522 (U, = 120 < 037

_ 9150 e _ 5068 _
5= [ Ta — 1425 = 5068 = (V= 150 = 035

Por tanto, es mas regular en su anotacion el jugador B.

CUESTIONES PARA ACLARARSE

14.27 ¢Puede ser que la media no coincida con ningln valor de la variable? ;Y la moda?

La media puede no coincidir con ningtn valor de la variable; sin embargo, la moda siempre estara asociada a un valor con-
creto de la distribucion.
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14.29

14.30

14.31

14.32

14.33
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Averigua el dato que falta en la siguiente distribucion para que la media sea 18.

7, 12, 15, 22, 23, 28, 32

7+12+15+22+23+28+32+«x

3 =18=x=5
¢Por qué en la siguiente tabla la mediana resulta poco significativa?
X; 3 12 2000
f; 50 1 50

Claramente, la mediana de la distribucion es 12, al ser el valor central de la misma; sin embargo, no informa en absoluto de
la realidad de la distribucion, que esta repleta de los valores 3 y 2000.

Al preguntar a 30 alumnos cuantas asignaturas han suspendido, 13 de ellos contestan que 5 materias.
¢ Qué sector circular le corresponde al valor 5 de la variable Numero de suspensos?

Le corresponde el sector circular de 156°, ya que si 360° corresponde al total de los alumnos, entonces a 13 alumnos les co-
rresponden 156°.

Si se suma a todos los valores de la variable una constante, ;como quedan afectadas la media y la va-
rianza? ;Y si se multiplican por una constante?

Si se suma a todos los valores de la variable una constante, la media queda aumentada en esa constante, mientras que la va-
rianza no varia.

Si se multiplican todos los valores de la variable por una constante, la media queda multiplicada por esa constante, mientras
que la varianza queda multiplicada por el cuadrado de dicha constante.

Pon un ejemplo de una distribucion donde la media, la moda y la mediana coincidan.

Por ejemplo, la siguiente distribucion: 1, 2, 2, 3,3, 3,4, 4,5
En este caso, Media = Moda = Mediana = 3

Puede considerarse también cualquier otro ejemplo que conserve una simetria.

El rango es un valor que mide la dispersion de valores de la variable. Calcula el rango de estas dos dis-
tribuciones e indica en cual de ellas el rango es mas significativo de la realidad de los datos y por qué.
X; 5 15 | 40 Yi 5 15 | 40
f; 2 25 3 f, 12 2 16

El rango de las dos distribuciones es 40 — 5 = 35, es decir, indica una dispersion grande de los datos que es mucho mas real
en y. que en x, ya que, en general, en esta Ultima estan muy poco dispersos.



14.34 Relaciona cada variable con su desviacion tipica. Razénalo.

X; f, Yi f, Z; f
2 4 2 1 2 6
4 4 4 1 4 2
6 3 6 13 6 1
8 4 8 1 8 6
s =132 s =27 s =229
xl fl yi fl zl fl
2 4 2 1 2 6
4 4 4 1 4 2
6 3 6 13 6 1
8 4 8 1 8 6
s =229 s =132 s=12,7

Ya que la mayor dispersion se produce en z;, después en x;, y, sin embargo, en y; estan muy concentrados los datos.

PROBLEMAS PARA APLICAR

14.35 En una ciudad de Castilla y Leon, el 35 % de sus habitantes son hombres y el 65 %, mujeres. Entre las
mujeres, el 20 % son ninas; el 25 %, adultas, y el 55 %, mayores. Entre los hombres, el 15 % son nifos;
el 25 %, adultos, y el 60 %, mayores.

Para elaborar un estudio exhaustivo sobre los habitos cotidianos de la poblacion de esa ciudad, se eli-
ge una muestra de 1200 habitantes. ;Cudl es la muestra mas representativa de la poblacién?

Muestra 1 Muestra 2 Muestra 2

H M H M H M
Nin. 63 156 58 160 70 145
Adul. 105 195 100 182 95 170
May. 252 429 262 438 255 465

La muestra mas representativa es la 1:

Muestra 1

H M
Nin. 63 156
Adul. 105 195
May. 252 429
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1436 La moda y la media aritmética tratan de resumir en un numero los valores que la variable ha ido to-
mando. En ocasiones, la media se ajusta mas que la moda a la distribucion, y a veces lo contrario. En
cada una de las siguientes tablas, ;qué parametro (x o M, ) es mas significativo y por qué?

X; f
138 2
254 1
351 1

2 30

Yi f,

3 8

7 6

12 7
21 5

En la variable A: x = 27,7, M, = 2. La moda es mucho mas representativa, ya que de 34 datos, 30 toman el valor 2, que es
la moda.

En la variable B: x = 9,8; M, = 3, y ya que los datos estan mucho mas repartidos, es mas representativa la media.

1437 Los resultados obtenidos al tirar un dado han sido los siguientes.
3,2,4,3,1,2,6,3,55,1,3,2
Ordena los datos y averigua los tres cuartiles y la mediana.

Ordenacion: 1, 1,2, 2,2,3,3,3,3,4,5,5,6
Los cuartiles son:

Q =2
Q,=3=M
Q=4

1438 A 60 alumnos de Secundaria se les pregunta sobre el tiempo que dedican al ordenador diariamente.
Las respuestas obtenidas las refleja este diagrama de sectores.

18°
30° B E > 2 horas

150° D entre 60 miny
120 min

78° A < 15 min

C entre 30 miny
60 min

B entre 15 miny
84° 30 min

¢Cuantos alumnos respondieron a las distintas categorias del estudio?

Realizando sendas reglas de tres obtenemos los siguientes resultados: A: 13 alumnos; B: 25; C: 14; D: 5, y E: 3.

304



1439 Segun datos del Plan Nacional de Drogas, la edad media de inicio en el consumo de alcohol es de 13,6
anos. En un estudio que se ha realizado en un centro de Secundaria a 54 jévenes sobre la edad en la
que comenzaron a ingerir alcohol, se han obtenido los siguientes resultados.

20-

= =
o o
| |

o1
|

N.° de jovenes

0 11 12 13 14 15 16
Edad (anos)

a) Elabora una tabla con los datos del grafico y calcula su media y su mediana.

b) Compara los resultados con la media nacional.

J Edad | N.° de alumnos | Marcas F

(afios) f X; i X f;
[10, 11) 3 10,5 3 31,5
[11,12) 5 11,5 8 57,5
[12, 13) 1 12,5 19 1375
[13, 14) 17 13,5 36 229,5
[14, 15) 10 14,5 46 145
[15, 16) 8 15,5 54 124

54 725

Media: x = % ~ 13,4

Mediana: M = 13,5

b) La media nacional es de 13,6, asi que el estudio ratifica la bajada de edad en el consumo de alcohol e incluso con una me-
dia menor.
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14.40 El namero de asignaturas suspensas en 4.° de ESO en un centro de Secundaria en septiembre viene re-

14.41

306

flejado en la siguiente tabla.

X; 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f; 20 | 12 8 7 17 | 13 8 7 5 3 5

a) Calcula la mediana y los cuartiles.
b) Haz un diagrama de cajas y bigotes, y analiza la simetria de la distribuciéon.
¢) ;Cudl es la media de suspensos?

d) En este centro han definido los siguientes parametros: el indice de éxito escolar, que mide el por-
centaje de alumnos con posibilidad de titular (dos o0 menos suspensos); el indice de repeticion, que
establece los alumnos entre tres y seis suspensos, y el indice de fracaso escolar, que determina los
alumnos con siete o0 mas suspensos.

Calcula los tres indices relativos a la tabla expresados en tantos por ciento.

X; 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Q,=M=4
f, 20 12 8 7 17 13 8 7 5 3 5
F; 20 32 40 47 64 77 85 92 97 | 100 | 105 Q=6
b)
i i i i i i i i
0 10
1 4 6
Analizando el diagrama de cajas y bigotes, se observa que hay mas concentracion de datos en la primera cuarta parte al
tener el bigote mas corto. Se produce mayor dispersion entre el 25 % y el 50 % que entre el 50 % y el 75 %. Por dltimo, la
vertical que corta la caja no estd en el centro, lo que indica asimetria.
L 3% _
0 x= 105~ 3,77

d) indice de éxito escolar =~ 38,09 %
indice de repeticion ~ 42,86 %

indice de fracaso escolar = 19,05 %

En una poblacién nérdica con 2500 habitantes adultos se ha realizado un estudio sobre su altura. La
distribucion de alturas es normal (unimodal y simétrica).

Sabiendo que en el intervalo (172, 196) se encuentran 2375 habitantes y que la altura media es de 184
centimetros, calcula:

a) La desviacion tipica de la distribuciéon.
b) El nimero de habitantes que miden entre 178 y 190 centimetros.

a) En el intervalo (172, 196) se encuentran 2375 habitantes, lo que supone el 95 % de la poblacién total. Como el intervalo
que contiene el 95 % de los datos de una distribucién es (x — 2s, x + 2s), se tiene que X — 2s = 172. Sustituyendo los
datos del enunciado obtenemos la siguiente ecuacion:

184 — 172 _

3 6

184 — 25 =172 =25 =184 — 172 = s =

b) El nimero de habitantes que miden entre 178 y 190 cm serd igual al nimero de habitantes que se encuentren en el inter-

valo (178, 190) = (x — s, X + s). Este ultimo intervalo contiene el 68 % de los datos, lo que supone que hay 1700 habi-
tantes que miden entre 178 y 190 cm.



REFUERZO

Caracteres y parametros estadisticos. Graficos

14.42 La siguiente tabla muestra las edades de las personas que acuden a un bibliobus de barrio solicitando
préstamos de libros en un dia cualquiera.

Edad N.° de personas
[6, 8) 5
[8, 10) 12
[10, 12) 14
[12, 14) 13
[14, 16) 4
[16, 18) 2

a) Halla la media, la moda y el tercer cuartil.
b) Calcula la desviacién tipica.

¢) Representa el histograma y el poligono de frecuencias.

a)
Marcas | N.° personas . 2.
(x) (f) | xef | X0
7 5 5 35 245
9 12 17 108 972
1" 14 31 154 1694
13 13 44 169 2197
15 4 48 60 900
17 2 50 34 578
50 560 6586
La media es: X = 260 _ 11,2 afos.
50
La moda es: M, = 11 afios.
El tercer cuartil es: Q; = 13 afos.
_ /6586 2
b) s = 59 11,2 2,5
o)
14—
/\
o 12— ~
©
& 10— /
o
g s /
(&)
S 6
=
4—_ \
2_
_/1,
6 8 10 12 14 16 18

Edad (anos)
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14.43 Observa el siguiente poligono de frecuencias, que muestra las estaturas de las 12 jugadoras de un equi-
po de voleibol femenino.

6
5_
4_
3-
2
1-
4%
0

N.° de jugadoras

170 175 180 185 190 195
Estatura (cm)

Calcula la media aritmética y la desviacion tipica.

Nos creamos la tabla asociada al poligono de frecuencias anterior para poder responder a las cuestiones:

Marc?;'i)(cm) N. ju?f?)doras o x2-f

172,5 1 172,5 29756,25
177,5 3 532,5 94 518,75
182,5 6 1095 199837,5
187,5 1 187,5 35156,25
192,5 1 192,5 37 056,25

12 2180 396325

La media aritmética es: X = % = 181,67 cm.

396325
12

La desviacion tipica es: s = \/ — 181,67 = 4,93.

14.44 Susana, profesora de Educacion Plastica y Visual, evalGa a sus alumnos cada trimestre con la media
de 10 calificaciones sobre distintas pruebas y trabajos. Bilal ha obtenido, de momento, las siguientes
notas:

2' 4' 4' 5, 8, 3, 6, 3, 5

Le queda tan solo la nota del Gltimo examen que debe realizar. ;Qué calificacion debe obtener para
aprobar la asignatura con un 5?

Lo que necesita Bilal es que su media sea 5, es decir:

_ 2+4+4+5+8+3+6+3+5+a 40 + a
X = 10 =5= 10 =5=a=10

Por tanto, para aprobar la asignatura con un 5, Bilal debe obtener un 10.
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Utilizacion conjunta de x y s

14.45 Se ha registrado en la siguiente tabla el nimero de goles marcados por dos equipos de balonmano en
8 partidos del campeonato nacional de liga.

EQ.1 25 | 24 | 27 | 24 | 26 | 25 | 27 | 24
EQ.2 28 | 30 | 21 | 22 | 27 | 20 | 28 | 30

a) Calcula el nimero medio de goles de cada uno de los equipos.

b) (Cual de ellos es mas regular en su tanteo?

a
) S | fe | x| 0o | f | X2
20 0 1 0 20 0 400
21 0 1 0 21 0 441
22 0 1 0 22 0 484
23 0 0 0 0
24 3 0 72 0 1728
25 2 0 50 0 1250
26 1 0 26 676
27 2 1 54 27 1458 729
28 0 2 56 0 1568
29 0 0 0 0 0
30 0 2 60 0 1800
8 8 202 206 5112 5422
La media del equipo 1 es: X, = % = 25,25 goles.
La media del equipo 2 es: x, = % = 25,75 goles.

b) Ya que las medias son distintas, para comprobar la regularidad de cada uno debemos calcular el CV:

_osm2 o, _12

5= [P~ 2525 =122V, = 5ge = 0,047
_ [sa2 .o, _ 383 _

5= [T~ B8 =38 =V, = e =015

Por tanto, es mas regular en su tanteo el equipo 1, ya que su CV es menor.

14.46 Se ha realizado una encuesta entre los alumnos de un colegio de Ensefanza Primaria con el objeto de
conocer el numero de horas semanales que ven la television. El estudio arroja la siguiente informacion:
el nimero de horas del 95 % de los alumnos se encuentra en el intervalo (3,18; 17,1). Calcula la media
aritmética y la desviacion tipica.

El intervalo que contiene el 95 % de los datos de una distribucion es (x — 2s, X + 2s). Sustituyendo los datos del enunciado
obtenemos el siguiente sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:

{)‘( — 25 =3,18

%+ 25 =171 = Xx = 10,14; s = 3,48
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AMPLIACION

14.47 Completa la siguiente distribucion con dos datos mas de forma que:

2,56,7,7,9

a) Se conserve la media, pero la desviacion tipica aumente.

b) Se conserve la media, pero la desviacion tipica disminuya.

a) Para que se conserve la media y aumente la desviacion tipica, podemos afadir los datos 3 y 9.

b) Para que se conserve la media y disminuya la desviacion tipica, podemos afiadir los datos 6 y 6.

14.48 Dadas las distribuciones:

14.49
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X; f, X; f, X; f,
1 3 1 15 1 5
3 7 3 7 3 12
5 1 5 15 5 25
7 18 7 8 7 14
9 21 9 15 9 4

¢En cuadl de ellas se puede decir que en el intervalo (x — s, X + s) se encuentra el 68 % de los datos?
¢Por qué?

La tercera variable es la Unica donde se puede asegurar dicha afirmacion, ya que es simétrica y unimodal. En la primera va-
riable no se puede garantizar por ser asimétrica, y en la segunda tampoco por ser trimodal.

Estos son los diagramas de cajas y bigotes de tres variables.

Variable A

Variable B

Variable C

Determina qué se puede decir de cada uno de ellos en cuanto a los siguientes aspectos.
a) Concentracion de los datos. b) Dispersion de los datos. ¢) Simetria.

Variable A: Mas concentracién de datos en la primera cuarta parte al tener el bigote mas corto. Mas dispersién entre el 25 %
y el 50 % que entre el 50 % y el 75 %. La vertical que corta la caja no esta en el centro, lo que indica asimetria.

Variable B: Mas concentracién de datos en la cuarta parte mas alta al tener el bigote mas corto. Mas concentracién entre el
25% y el 50 % que entre el 50 % y el 75 %. La vertical que corta la caja no esta en el centro, lo que indica asimetria.

Variable C: Concentracién simétrica a lo largo de los cuatro cuartos.



PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

14.50 Echar a andar

Se ha realizado un estudio sobre los meses de edad que tenian un grupo de bebés en el momento en
que comenzaron a caminar.

Los resultados vienen expresados mediante el siguiente histograma, donde las areas de los rectangu-
los son proporcionales a las frecuencias.

6_
5_

Edad (meses)

Se sabe que hay 21 bebés que echaron a andar entre los 9 y 10 meses.

a) ¢Cuantos bebés se observaron para realizar el estudio? ;Cuantos comenzaron entre los 10 y 12 me-
ses? ¢Y entre los 12 y 18 meses?

b) Se consideran como casos “dentro de lo habitual” todos aquellos cuya edad de echar a andar no se
aleje de la media mas de tres desviaciones tipicas. En estas condiciones, ;cuantos casos no se pue-
den considerar como “dentro de lo habitual”? ;Qué porcentaje representan?

a) Construimos la siguiente tabla:

Intervalos | Marcas f, f.- x; f,- x?
[9, 10) 9,5 21 199,5 | 1895,25
[10, 12) 11 84 924 10164
[12, 18) 15 42 630 9450
Totales 147 1753,5 [21509,25

Analizando dicha tabla se deduce que se observaron 147 bebés para realizar el estudio. 84 de ellos echaron a andar entre
los 10 y 12 meses, y 42, entre los 12 y 18 meses.

_ Xfx, 17535 _ _sfex o, [2150925 .
b) X = St = 1> ~ 11,93 s—\/—zﬁ )(_\/7147 11,932 ~ 2

i

(x — 35, x + 3s) = (5,93; 17,93)

Solo se consideran como “fuera de lo habitual” aquellos casos cuya edad de echar a andar haya sido superior a 17,93 meses.

18 — 12 18 — 17,93
= =

_ 0,49
) " x = 0,49, que representan el

147

Por tanto:

-100 = 0,33 %.
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14.51 La encuesta
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Se quiere realizar una encuesta entre los alumnos de un centro escolar sobre sus preferencias en ma-
teria de actividades extraescolares.

El siguiente grafico muestra la distribucion de los alumnos segtin el sexo y el nivel que estudian.

200 - Chicos
180 - M Chicas
160 -
[%2]
2140 -
E120-
@©
o 100 -
S 80-
= 60 B
40 -
20 -

0

1°y2°  3°y4° Bachillerato
ESO ESO

Para el estudio se ha elegido una muestra de 50 alumnos distribuidos de la siguiente forma.

1.°-2.° ESO | 3.° - 4.° ESO | Bachillerato
Chicos 12 10 3
Chicas 13 9 3

¢Crees que la composicion de la muestra es la adecuada o, por el contrario, habria que variar la mis-
ma? Justifica tu respuesta.

La distribucion de los alumnos, en porcentajes, es:

1.°- 2.° ESO | 3.° - 4.° ESO | Bachillerato
Chicos 2414% 19,31 % 5.52 %
Chicas 26,21 % 17,93 % 6,90 %

Repartiendo los 50 alumnos de la muestra de acuerdo con los porcentajes quedaria:

1.°-2.° ESO | 3.° - 4.° ESO | Bachillerato
Chicos 12,07 9,655 2,76
Chicas 13,105 8,965 3,45

Considerando que los numeros deben ser naturales y sumar 50, la distribucion mas ajustada de la muestra es precisamente la
aportada en el enunciado.




AUTOEVALUACION

14.A1 El entrenador de un saltador de longitud decide estudiar las ultimas diez pruebas en las que partici-
po6 su pupilo, obteniendo la siguiente tabla.

Longitud del salto (m) N.° de saltos
[7.8; 7,9)
[7,9; 8,0)
[8,0; 8,1)
[8.1; 8,2)
[8,2; 8,3)

NINIWIN| =

a) Halla la media, la moda, la mediana y el primer cuartil.
b) Calcula el rango y la desviacion tipica.

¢) Representa un histograma.

? Marcas N.° saltos x.-f x2-f
(x) (f) T Y

7,85 1 7,85 61,6225

7,95 2 15,9 126,405

8,05 3 24,15 194,4075

8,15 2 16,3 132,845

8,25 2 16,5 136,125

10 80,7 651,405

80,7
10

La media es: x = = 8,07 m.

La moda es: M, = 8,05 m.
La mediana es: M = 8,05 m.

El primer cuartil es: Q, = 7,95 m.

b) Rango = 8,25 — 7,85 = 0,4 m.

La desviacion tipica es: s = 6511’8105 — 8,072 = \/0,0156 ~ 0,125.

¢) El histograma que se obtiene es el siguiente:

N 4NN
/

N.° de saltos

7,8 7,9 8 8,1 8,2 8,3
Longitud (m)
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14.A2

14.A3

Si la media de una distribucion es x = 1,97 y la desviacién tipica es s = 0,08, halla el intervalo en el
cual se encuentran el 99 % de los datos de la distribucién.

El intervalo que contiene el 99 % de los datos de una distribucién es (x — 3s, X + 3s). Por tanto, al sustituir los datos del
enunciado en el intervalo obtenemos (1,73; 2,21), que es el intervalo pedido.

En las aulas de Bachillerato de un centro escolar hay 100 alumnos en la modalidad de Humanidades
y CC. SS., 54 en la de CC. NN. y de la Salud, y 78 en la de Artes.

Representa estos datos en un diagrama de sectores.

[[] Bach. CC.NN y Salud: 54
23%

- Bach. Artes: 78
34%

[ ] Bach. Hum. y CC.SS: 100
43%

14.A4 El siguiente diagrama de barras nos muestra el nimero de libros leidos en un afo por las treinta per-

314

sonas que trabajan en una oficina.

12-
10

84

6-

4_

24 I

0 1 t > t 3 t 4 t

N.° de libros leidos

N.° de personas

a) Calcula la media aritmética y la desviacion tipica.

b) ¢Cual es el coeficiente de variacion?

a) Nos creamos la tabla asociada al diagrama de barras anterior para poder responder a las cuestiones:

L|broslei¢)e|dos N. pt(efri;onas x-f. x2-f
1 8 8 8
2 10 20 40
3 7 21 63
4 5 20 80
30 69 191

La media es: x = 8 _ 2,3

30
e 191 )
La desviacion tipica es: s = 30 2,34 = 1,04
_ s _ 104 _
b) CV = X~ 23 0,45



MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

El precio de la gasolina

La capacidad media de un barril de petréleo es de 158,98 litros. El coste medio del barril en el mercado
de Londres durante un determinado mes es de 70 dolares. Si el precio de la gasolina, en ese mismo mes,
fue de 1 euro por litro y un délar se cotizé6 a 0,7 euros, ;cual fue la diferencia entre el precio de coste y
el de venta?

Precio de un litro de petroleo en ddlares: = 0,4403

70
158,98
Precio de un litro de petréleo en euros: 0,4403 - 0,7 = 0,3082

Diferencia, en euros, entre el precio de venta y el de coste: 1 — 0,3082 = 0,6918 €
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15 ESTADISTICA BIDIMENSIONAL

15.1

15.2

316

EJERCICIOS PROPUESTOS

Copia y completa la siguiente tabla.

X X
Y A B C |Total Y A B C |Total
a 2 1 4 a 2 1 1 4
=
b 2 2 5 b 1 2 2 5
c 0 7 c 4 3 0 7
Total 7 6 Total 7 6 3 16

a) ¢Qué porcentaje de datos presentan la caracteristica B en la variable unidimensional X?
b) ¢Qué porcentaje de datos presentan la caracteristica ¢ en la variable unidimensional Y?

¢) ¢Qué porcentaje de datos presentan la caracteristica (B, c) en la variable bidimensional (X, Y)?

a) Porcentaje de datos que presenta la caracteristica B en la variable unidimensional X = % - 100 = 37,5%
b) Porcentaje de datos que presenta la caracteristica ¢ en la variable unidimensional Y = % - 100 = 43,75%

) Porcentaje de datos que presenta la caracteristica (B, ¢) en la variable bidimensional (X, Y) = % - 100 = 18,75%

Observa la siguiente variable bidimensional.

N.° de cigarrillos
consumidos al dia

indice de mortalidad | 0,2 | 0.4 | 05| 1,2 | 1,7

a) Representa la nube de puntos.

b) Indica el tipo de correlacion.

a) La nube de puntos es la siguiente:

N

1,8
1,6
1,4
1,2 .

Indice de mortalidad %o

0,8
0,6
0,4 .
0,2 .

O 2 4 6 8 101214 16 18 20 22 24 26 28 30
N.° de cigarrillos consumidos al dia

b) Como al aumentar el ndmero de cigarrillos consumidos aumenta el indice de mortalidad, la correlacién es positiva.



15.3 Una variable bidimensional viene dada por la siguiente tabla.

N.° de horas de estudio 1 2 3 4 5

N.° de horas de television 5 4 3 3 1

a) Representa el diagrama de dispersion.

b) Indica el tipo de correlacion.

a) La nube de puntos es la siguiente:

i

o)

@ 5 *

>

[}

2

[9) 4 +

©

(2]

o

<) 3 . .

<

R

©

Z 2
1 ' 3
[ 1 2 3 4 5

N.° de horas de estudio

b) Como al aumentar el nimero de horas de estudio disminuye el nimero de horas de television, la correlacion es negativa.

15.4 Una variable bidimensional viene dada por la siguiente tabla.

X 3 6 8 20 | 25
Y (020405 12| 17

a) Calcula las medias y las desviaciones tipicas de las variables X e Y.

b) Calcula la covarianza de la variable (X, Y).

Consideramos la siguiente tabla:

N.° de cigarrillos | Indice de mortalidad o y? Xy,
X Yi
3 0,2 9 0,04 0,6
6 04 36 0,16 2,4
8 0,5 64 | 0,25 4
20 1.2 400 1,44 24
25 1,7 625 2,89 42,5
62 4 1134 | 4,78 73,5
a) x = % = 12,40
7 = % = 0’8
Sy = % — 12,4 = 8,5463
Sy = 4'578 — 0,8 = 0,5621
b) 5o = 12 — 12,4 - 0,8 = 4,78

5
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15.5 Dados los siguientes valores de una variable bidimensional:

X 1

3

4

5

6 7 8 9

Y 5 4

3

1

3 4 6 3

a) Halla las medias y las desviaciones tipicas de las variables X e Y.

b) Calcula la covarianza de la variable (X, Y).

Consideramos la siguiente tabla:

X; Yi x; yi XiYi
1 5 1 25 5
2 4 4 16 8
3 3 9 9
4 3 16 9 12
5 1 25 1 5
6 3 36 9 18
7 4 49 16 28
8 6 64 36 48
9 3 81 9 27
45 32 285 130 160

b)

x=2=5
7:%=3,§

S = /%—52:2,582
s, = %—332: 1,3426
sXY=%—5~3,§=O

15.6 Dada la siguiente variable bidimensional, calcula el coeficiente de correlacién.
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X 3 6 7 8 9 10
Y 2 4 10 5 2 6 4
Consideramos la siguiente tabla:
X; yi | xi | yi | xy
3 2 9 4 6
5 4 25 16 20
6 10 36 100 60
7 5 49 25 35
8 2 64 4 16
9 6 81 36 54
10 4 100 16 40
48 33 364 | 201 231
X = 8 _ 6,8571
y = ? = 4,7143
Sy = g — 6,8571” = 2,2316
Sy = g — 4,7143* = 2,5475
231

SXY:T_7'72016736

S
r = W = 0,1185



15.7 Calcula el coeficiente de correlaciéon e interprétalo.

X 1" 14 15 18 | 20
Y 2 5 6 7 8
Consideramos la siguiente tabla:
2 2 - 92
X; Yi X; Yi XY X=== 13,1429
6 3 36 9 18 35 .
8 4 64 | 16 | 32 y=5=
1 2 121 4 22
14 5 196 25 70 Sx = @ — 13,1429* = 4,7336
15 6 225 36 90
203,
18 7 324 49 126 Sy = T—S =2
20 8 400 64 160
518 _ _
92 35 1366 | 203 518 S = T3 T XY= 8,2855
Sxy
=55 0,8752

Como r = 0,8752 = las variables tienen una correlacion positiva media.

15.8 Una variable bidimensional viene dada por la siguiente tabla.

X 13 14 11 13 14 14 15 22
Y 54 52 54 53 53 50 49 42
a) Calcula el coeficiente de correlacion.
b) Halla la recta de regresion.
¢) Si x = 12, ;cuanto valdra y?
d) ¢Es fiable esta prediccion? Justificalo.
X; yi X7 yi XiYi a) 7:%: 14,5
13 | 54 | 169 | 2916 | 702 207
14 | 52 | 196 | 2704 | 728 y =g =087
11 54 121 2916 594 1756
— _ pA—
13 | 53 | 169 | 2809 | 689 = (g 14T = 30414
14 53 196 2809 742 50819
14 50 196 2500 700 Sy = —8 50,875% = 3,7562
15 49 225 2401 735
22 42 484 1764 924 Sy = % —X -y = —10,9375
116 407 1756 | 20819 | 5814 Sey
r = m = —0,9574
by —7=(—%) = y— 50875 = 0B a5y o y= 50875 — 1,1824(¢ — 14,5)
Sx 9,2501

¢) Parax =12 = y = 50,875 — 1,1824(12 — 14,5) = y = 53,831

d) La prediccion es fiable pues el valor del coeficiente de correlacion, —0,9574, esta muy proximo a —1.
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

15.9 Halla, usando la recta de regresion, los valores de Y para 2, 4, 10, 12, 14, 16 y 18 anos. Comprueba que
se aproximan lo suficiente a los valores reales y calcula el error relativo cometido.

La recta de regresion es: y = 138,29 + 5,605(x — 10,86).

90 — 88,6297
Parax =2 = y = 88,6297 = Error relativo = # = 0,0152
100 — 99,8397
Parax =4 = y = 99,8397 = Error relativo = # = 1,603 -10°
130 — 133,4697
Para x = 10 = y = 133,4697 = Error relativo = 13 130 | = 0,0267
145 — 144,6797
Para x = 12 = y = 144,6797 = Error relativo = | 145 | =2,2090 - 10
155 — 155,8897
Para x = 14 = y = 155,8897 = Error relativo = | 155 | =574-10"°
170 — 167,0997
Parax = 16 = y = 167,0997 = Error relativo = | 170 | = 0,0171
178 — 178,3097
Para x = 18 = y = 178,3097 = Error relativo = | 178 | =1,7399 - 10

15.10 ¢Qué ocurre al tomar pocos valores para construir la recta de regresion?
Halla la recta usando sélo las tallas correspondientes a los 10 y 12 afos.

Comprueba si la aproximaciéon es mejor o peor que en el caso anterior.

Al tomar pocos valores obtendremos una aproximacién peor.
Calculemos la recta de regresion para las tallas correspondientes a los 10 y 12 afios.

Para ello, consideremos la siguiente tabla:

2

XiYi
10 130 100 | 16900 | 1300
12 145 144 | 21025| 1740

22 275 244 | 37925 | 3040

7=%=11
}7222&:137,5
sxy—¥—7-7=7,5
;—Zgﬁ 112 =1

Luego la ecuacion de la recta de regresion sera:

Yo7 =Hh-x) =y 1315 =2
Sy 1

(x—=11) = y=1375+ 75k — 11)

Si hallamos los valores de Y para 2, 4, 10, 12, 14, 16 y 18 usando la ecuacion de esta recta de regresion, comprobaremos que,
efectivamente, las aproximaciones son peores que en el caso anterior.
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Variables bidimensionales, dependencia y diagramas de dispersion

15.11 Sea la siguiente tabla de doble entrada.

O 2 3 5 7 Total
4 3 1 4 1 9
7 1 3 1 1 6
11 1 1 3 5 10
13 1 3 1 2 7
Total 6 8 9 9 32

Copia y completa las siguientes frases.

a) La frecuencia absoluta de (5, 11) es...

b) El nimero de puntos del tipo (3, y) es...

¢) El nimero de puntos del tipo (x, 13) es...
d) El punto de mayor frecuencia absoluta es...

e) El punto ... tiene frecuencia 4.

a) 3 b) 8 Q7 d) (7,11) e) (5, 4)

15.12 Elabora una tabla de doble entrada a partir de la siguiente variable bidimensional.

X 1 3 6 10 | 12
Y 5 10 | 18 | 22 | 25
f; 1 2 4 3 2

a) ¢Qué porcentaje de datos representa el valor (6, 18) dentro del conjunto de datos de la variable
x. v)?

b) Calcula X, s,.

N X1 1 3 6 10 12 Total
5 1 1
10 2 2
18 4 4
22 3 3
25 2 2
Total 1 2 4 3 2 12
4 _ 0
a) <> 100 = 33.3%
722x,1‘,-21+6+24+30+24 8 _ o

N 12

\W \/ +18 + 144 + 300+ 288 ;e — \/62,58 — 5013 = \/12.45 = 3,53
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15.13 Determina la media y la desviacion tipica de las variables X e Y, y representa la nube de puntos de la
siguiente distribucion.

NN o 2 4 6 8
1 3 4 1
3 3 1
5 6 2 4 1
7 2
9 4 1

¢Qué tipo de relacion existe entre ambas variables?

Y_Zx,f,-_0+10+60+30+40_29
N 48 oo

2
. /%_72:\/0+20+2428+180+320 20 = /158 — 0 N30 = 27

Syf 8+ 21+ 65+ 77 + 81

y= 5= 8 =525
2
- /Zl\};,-f,-_722\/8+63+3228+539+729_5’2522 T =578 = 27
Y
1 L2 L3
o 1 X

Como se observa en el diagrama de dispersion, las variables no estan relacionadas. Estamos ante un caso de independencia.

15.14 Indica qué tipo de relacion tienen las variables bidimensionales (X, Y,); (X, Y,). y (X, Y5).

X | -3 | -1 2 4 5 7

Y, | 4 | 3| 2| 1| 0|-1
Y, | 2| 2 | -1| 1| 5| 3

(X, Y;) — Dependencia funcional = y = —2x + 3.
(X, Y,) — Correlacion negativa y fuerte.

(X, Y;) — Correlacion positiva y débil.
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Covarianza y correlacion

15.15 Asocia cada indice de correlacion con el diagrama de dispersion correspondiente.

r=1 r = 0,92 r = —-0,25 r=-0,78
a) | Y QY
o X 0 X
r=0,92 r= -0,25
b) Y d Y
0 X 0 X
r= —0,78 r=1
15.16 La siguiente tabla muestra los valores de una variable bidimensional.
X 025 | 1,32 | 1,24 | 0,17 | —0,12
Y 033|063 | 1,55 | 0,46 | 0,21
a) Calcula el coeficiente de correlacion.
b) Indica el tipo de correlacion que existe entre ambas variables.
Sy
a) r= SxSy
x = 285 _ 05720
5
y = 3'518 = 0,636
5, = 208+ 083 + 1'95 + 0078 = 0.025 59 0,636 = 0,5778 — 0,3638 = 0,2140
= \/0,0625 +1,7424 + 1,55376 +0,0289 + 00144 (o _ o ET 03373 = 05916
5, = \/0,1089 + 0,3969 + 2,4;)25 +0,2116 + 0,0441 0.6367 = \/0.6328 — 0.4047 = 0,478

02140
r'= 05916 - 0,4778 _ 0772

b) Entre las dos variables existe una correlacion positiva media.
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15.17 Dado el siguiente diagrama de dispersion:

Y

a) Elabora una tabla de doble entrada.
b) ;Qué tipo de correlacion tienen las dos variables? ;Fuerte o débil? ;Positiva o negativa?

c) ¢{Qué coeficiente de correlacion de los indicados se ajustaria mejor a la nube de puntos r = —0,91,
r = 0,35, r = 0,92? Compruébalo calculando numéricamente dicho coeficiente.

a) X
Y 1 2 3 4 5 6 7 Total
1 1 1
2 1 1 2
3 1 1
4 1 1 2
5 1 1
6 1 1
7 1 1
8 1 1 2
Total 1 2 1 2 1 2 2 1

b) Correlacion positiva y fuerte.

¢) Se ajusta mas r = 0,92.

_va
"= 5s
_ 1+4+3+8+5+12+ 14
X = = 4,3
11
_ 1+4+3+8+5+6+7+16
y = =45
11
5, = 2+2+6+6+16+201T20+42+48+42+56 _4’3_4’5:%_19,35:4'29

sX:\/1+8+9+3211+25+72+98_4’322 7227 1849 = \/38 = 1.9

Sy:\/1+8+9+32+1215+36+49+128_4’52: T 3055 - VAT < 243

_ 429 _ 429 _ L
r=99-243 " 4617 _ 0,929 (como ya se habia intuido)
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15.18 La relacion entre dos variables viene dada en la siguiente tabla.

X 2 3 4 5 6 7 8 9
Y 4 9 16 | 24 | 30 | 34 | 38 | 42

a) Dibuja la nube de puntos asociada a la tabla.

b) Elabora una tabla de doble entrada.

¢) Halla x, ¥, syy.

d) Calcula el coeficiente de correlacion lineal. ;Como es la correlacion?

a) Y .
4 .
o 1 X
b) X
Y 2 3 4 5 6 7 8 9 Total
4 1 1
1 1
16 1 1
24 1 1
30 1 1
34 1 1
38 1 1
42 1 1
Total 1 1 1 1 1 1 1 1 8
- _ 44
QX = g = 5,5
7 =17 _ 465
8
5, = 8+ 27 +64 + 120 + 21380 + 238 + 304 + 378 55 - 24,625 = % — 1354375 = 29,4375
Sy
d) r = W

8

SX:\/4+9+16+25+36+49+64+81 557 — \/355 3035 = V75 — 22913

5, = \/16 + 81 + 256 + 576 + E;OO + 1156 + 1444 + 1764 24,625 = \/167,7344 = 12,9512

29,4375

"= 32013 - 12,0512 ~ %9920

La correlacion es positiva y muy fuerte.
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Rectas de regresion y estimaciones

15.19 Observa el siguiente diagrama de dispersion y calcula la recta de regresion.

Consideramos la siguiente tabla:

x=2=5
;7:%:11
sxz%—?:&z
sxyz%—i-,\_/:—B,Z

Y

o o o
oo

4
0 X
X; Yi XiYi x; yi
2 17 34 4 289
4 5 20 16 25
4 13 52 16 169
6 1" 66 36 121
7 7 49 49 49
3 15 45 9 225
4 9 36 16 81
6 9 54 36 81
6 15 90 36 225
8 9 72 64 81
50 110 518 282 1346

Recta de regresion: y — 11 = —=1(x = 5) = y =11 — (x — 5)

15.20 ;A qué nube de puntos se ajustaria mejor la recta de regresion de ecuaciéon y = 3x + 1? Justifica la
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respuesta.
a |y b) 'y
of 1 X o] 1 X

Se ajusta mejor a la distribucién B. Para comprobarlo, consideramos la siguiente tabla:

Obsérvese que las Y de la distribucion B son muy semejantes a las que proporciona la recta de regresion.

X 1 2 3 4
Y 5 6 10 1
y=3x+1 4 7 10 13




15.21 En la siguiente variable bidimensional:

X 1 2 3 4 3 7 6 3 4 5
Y | 45| 30 | 30 | 25| 25| 10 | 20 | 15 | 10 | 15

a) Halla su centro de masas y su covarianza.

b) Calcula su coeficiente de correlacion lineal.

¢Tiene sentido calcular su recta de regresion y realizar predicciones?
¢) Calcula su recta de regresion.
d) Si el valor de la variable X es 15, ;cual es el valor estimado de la variable Y?

e) Si el valor de la variable Y es 13, ;cudl es el valor estimado de la variable X?

a) Centro de masas = (x, y)

- _ 38 _
x—10—3,8
25 _
y—10 = 22,5
S = 45 + 60 + 90 + 100 + 75 + 70 + 120 + 45 + 40 + 75 —3,8-22,5=E—85,5=—13,5
10 10
b)sX:\/1+4+9+16+9+1g9+36+9+16+25 382 = 1.7205

5, = \/2025 + 900 + 900 + 625 + 6251-(1)— 100 + 400 + 225 + 100 + 225 22,57 = 10,3078
—13,5

"= 71,7205 - 10,3078

—0,7612
Es una correlacion media, por lo que si tendria sentido calcular predicciones.

¢) Recta de regresion:

Y7 =2k-% > y-25= 13

5% 79601 ¢~ 38) =y = 225 + 45608(x — 38)

d x=15 = y =225 - 45608 - (15 — 3,8) = —28,5811

e) y=13 = 13 — 225 = —4,5608 - (x — 3,8) = —9,5 = —4,5608x + 17,33104 = x = 5,8830
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15.22

15.23

15.24

15.25

15.26

15.27
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CUESTIONES PARA ACLARARSE

Contesta verdadero (V) o falso (F) a las siguientes afirmaciones.

a) Si r = 0,34, las estimaciones con la recta de regresién son poco fiables.
b) Dos variables no correlacionadas X e Y tienen un coeficiente de correlacion de 0,98.

c) Dos variables X e Y relacionadas por la ecuacién y = 6x — 7 tienen un coeficiente de correlacién li-
neal r = 0,85.

d) Una variable bidimensional de centro de masas (3; 5,5) tiene una recta de regresiéon que pasa por el
punto (3, —2).

a) Verdadero

b) Falso

¢) Falso

d) Falso

Si la covarianza de una distribucion es negativa, ;qué podemos afirmar tanto del coeficiente de corre-
lacion como de la pendiente de la recta de regresion?

Signo de coeficiente de correlacion:

Signo de la pendiente:

¢Un coeficiente de correlacion negativo significa una correlacion débil de las variables?

No necesariamente. Lo que significa es una nube de puntos decreciente.

Si dos variables bidimensionales (X, Y), (Z, T) tienen coeficientes de correlacién r,, = —0,989 y r,, = 0,989,
éen cual de ellas sera mas fiable hacer una estimacion?

En cualquiera de las dos, ya que el valor absoluto del coeficiente de correlacion es el mismo.

El coeficiente de correlacion de una distribucion bidimensional es 0,85. Si los valores de las variables
se multiplican por 10, ;cual sera el coeficiente de correlacion de esa nueva distribucion?

100s
rb = 2 = ra

105, 10s,

En una distribuciéon de 40 datos, la covarianza vale 2,605y X = 5,45, y = 5,6.

Calcula el valor de: Zﬂ,x,-y,

SXY=%—7-7:Zx,-y,-z(sxy+7-)7)-n=(2,605+5,45-5,6)-40=1325



15.28 Sabiendo que m es la pendiente de la recta de regresion, justifica si la siguiente igualdad es cierta.

m _ s,

r Sx
La igualdad es cierta:

Sxr

m Sy m % SxSy Sy

—_——=— = — = = — = —

r Sx r Sxy Sk Sx
SxSy

15.29 La variable bidimensional (X, Y) tiene como recta de regresion y = 3x — 2y r = 0,75.

La variable bidimensional (7, P) tiene como recta de regresién p = 3t — 2y r = 0,96.

¢En cual de las dos rectas es mas fiable estimar —12,5? ;A qué valor corresponde la estimacion reali-
zada?

Es mas fiable en (T, P) al tener una correlacion mas fuerte.

—125=3t—-2 = 3t=-105=t=-35

PROBLEMAS PARA APLICAR

15.30 Escoge una variable de las dos primeras tablas y, a partir de la tercera, indica el tipo de relacién que
existe. Por ejemplo:

2. ‘Numero de horas sentado al cabo del dia’.
A: 'Peso del individuo’.

Y: correlaciéon positiva media.

. Ndmero de cigarros fumados al dia.
. NUmero de horas sentado al cabo del dia.
. Velocidad a la que voy en el coche.

A W N =

. Nota en una asignatura.

. Peso del individuo.
. NUmero de horas diarias de mavil.
. Capacidad pulmonar.

ON %S>

. Espacio que recorro.

. Dependencia funcional.
Correlacion negativa fuerte.
Correlacion positiva media.

N < X S

Correlacion positiva medio-fuerte.

Podemos hacer las siguientes relaciones: 1CX, 2AZ, 3DW, 4BY
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15.31 En una encuesta a 30 jovenes sobre el numero de libros que leen al cabo de un afio han respondido

lo siguiente.
X 0 1 2 3 4 5 6 =7
f; 5 6 8 3 2 2 1
Y sobre el numero de peliculas vistas en un aino:
Y 3 5 7 9 12 15 18 | =20
f, 5 6 8 3 3 2 2 1

a) ¢Esta relacionado el numero de libros que leen los jovenes con las peliculas que visualizan? Consi-
dera para ello la variable bidimensional (X, Y) construida a través de los pares (x; y;), y elabora una

tabla de doble entrada.

b) Dibuja el diagrama de dispersion. Indica qué tipo de correlacion tienen.

a) X b) Y
Y 0| 1| 2|3 |4|5]| 6 |=7| Total
3 5 5 *
5 6 6 1
7 8 8 1
9 3 3 ?
12 3 3 i
o 1 X
15 2 2
13 2 2 Tienen una correlacion positiva y fuerte.
=20 1 1
Total 5 6 8 3 3 2 2 1 30
15.32 El siguiente diagrama expresa la relaciéon entre la edad y el numero de pul- B 1o
saciones de 12 personas. § bao
Calcula la recta de regresion. 2130 1
0o 120
Consideramos la siguiente tabla: Z i:g 11
X; Yi X yi x; yi 0] R
Edad (anos)
1 160 160 1 25600
1 | 140 | 140 | 1 | 19600 m
2 | 150 | 300 | 4 | 22500 X =g =36
3 140 | 420 9 19600
_ 1500
3| 130 | 390 | 9 | 16900 y="—3 =125
3 120 | 360 9 14400
4 | 130 | 520 | 16 | 16900 - % 35 =32
4 110 440 16 12100
5 110 | 550 | 25 | 12100 5140 _ _
Sy = —5 — Xy = —30
5 | 100 | 500 | 25 | 10000 12
6 110 | 660 36 | 12100 .
Recta de regresion:
7 100 700 49 | 10000 ~ ~
— 125 = —9,3103(x — 3, =125 — 9,3103(x — 3,6
44 | 1500 | 5140 | 200 | 191800 y X368 =y b= 38
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15.33

15.34

Una empresa realiza un estudio de los efectos de la publicidad sobre sus ventas. Los resultados de ese
estudio en un determinado producto son los siguientes.

Gasto 1 2 3 4 5 6
N.° productos 9 18 | 32 | 27 | 40 | 46

Los datos estan dados en miles de euros.

a) Calcula su coeficiente de correlacion.
b) Obtén su recta de regresion.

¢) Si se invierten 15000 euros en publicidad, ;cuantas ventas del producto se estima que se produ-
ciran?

d) Si en un determinado afio se consiguen vender 60000 unidades del producto, ;cuanto se estima que
se ha invertido en publicidad ese aho?

_ Sxv
=35
X = 3,5 mil €
y = 28,6 mil €

j _ 936496+ ;os +200 4276 5o 507 _ 1208 - 1003 = 205

SX:\/1+4+9+616+25+36_3’52: 516 —12.25 = 1,7078

_ \/81 + 324 + 1024 + 729 + 1600 + 2116

— 28,67 =12,5388

Sy

6
B 20,5 _
= 77078 - 125388 ~ 073
Sy — ~ 20,5
b)y—y= ?(x —X) = y—286= 39167 (x — 3,5 = y = 7,0284x + 4,0673
X I

¢ x=15000 = 15 mil € = y = 7,0284 - 15 + 4,0673 = 109,4933 mil € = 1094933 €

d) y = 60000 = 60 mil € = 60 = 7,0284x + 4,0673 = x = 7,9581 mil € = 7958,1 €

La media de los pesos de los individuos de una poblacién es de 72 kilogramos, y la de sus estaturas,
173 centimetros. Las desviaciones tipicas son 4 kilogramos y 9 centimetros, y la covarianza es 35.
a) ¢Cual es el coeficiente de correlaciéon?
b) Calcula la recta de regresion del peso respecto a la estatura.
¢) ¢Cual es el peso estimado para un individuo de 182 centimetros?
S 35 35

a) Consideremos la variable bidimensional (X, Y) = (Peso, Estatura) = r = S, 4.9 36 0,9722

b) y — 173 = % x—=172) = y—173=21875-(x — 72) = y = 2,1875x + 15,5
_— _ 182 —155
Q Siy=182wm = x = B RTy 76,1143 kg
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15.35 En un curso de Bachillerato de 40 alumnos se ha querido estudiar la correlacion de notas de las asig-
naturas de Lengua (X) e Historia (Y) como materias clave en itinerarios de letras. Los resultados han
sido los siguientes.

U 4 5 6 7 8 10
2 4
5 7 11
6 5 3
7 5 2
9 1
10 2

El coeficiente de correlacion es r = 0,919, y su recta de regresion, y = x + 0,15.
a) Comprueba que la recta pasa por (X, y).

b) Se define la desviacion de cada punto, d, como la diferencia entre el valor real (y,) y el valor esti-
mado (y.); es decir, d = y, — y..

Calcula todas las desviaciones de los datos y halla su suma, comprobando que se van equilibrando unas
con otras.
a) (x, y) = (5,45; 5,6) = Sustituyendo en la recta de regresion se comprueba que 5,6 = 5,45 + 0,15.

b) Consideramos la siguiente tabla:

X; Y Ye d=y —y.
3 2 3,15 -1,15
4 5 4,15 0,85
5 5 5,15 —0,15
6 6 6,15 —-0,15
6 7 6,15 0,85
7 6 7,15 —1,15
7 7 7,15 -0,15
8 9 8,15 0,85
10 10 10,15 —0,15
20— ) ~035
Como se observa en la tabla, Z(y, - y.) = —0,35, que es un valor muy pequefio.

Esto nos muestra que las desviaciones de los datos se van equilibrando unas con otras.

332



REFUERZO

Diagramas de dispersion. Correlacion

15.36 Dada la siguiente distribucion bidimensional:

a) Dibuja la nube de puntos.

b) {Qué porcentaje de veces aparece (2, 2)?
¢) ¢{Cual es la frecuencia absoluta del valor (3, y)?
d) ;Cudl es la frecuencia absoluta del valor (x, 5)?

a)

Y

15.37

AU ERE: 4 | Total
1 1] 1 2
2 3 6
3 1 1 2
4 1 1
5 2 4
Total 2 5 3 15
b) = - 100 = 20%
15
c 5
d) 4

Los valores de una variable bidimensional (X, Y) son los que siguen.

(2, 2); (4, 2); (4, 4); (4, 3); (7, 5): (7. 7); (7, 6); (5, 6); (5, 5); (5, 4); (8, 6); (9, 7)
a) Dibuja el diagrama de dispersion.

b) Halla el coeficiente de correlacion. Interpreta el resultado.

¢) Indica el tipo de dependencia entre ambas variables.

a)

Y

r = 0,8605 = Las variables tienen una correlacion

positiva media.

¢) La dependencia entre ambas variables es aleatoria.

b) Consideramos la siguiente tabla:

X; Yi XiYi x; yi
2 2 4 4 4

4 2 8 16 4

4 4 16 16 16
4 3 12 16 9

7 5 35 49 25
7 7 49 49 49
7 6 42 49 36
5 6 30 25 36
5 5 25 25 25
5 4 20 25 16
8 6 48 64 36
9 7 63 81 49
67 57 352 419 305

15.38 Asocia cada coeficiente de correlaciéon con su grafica correspondiente: —0,26; —0,81; —0,95; 0,71

a) | Y

r=—095

b)

Y

r=—0,26

o]

Y

r=-0,81

d)

Y

r=20,7
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Recta de regresion y estimaciones

15.39 La relaciéon entre dos variables (X, Y) viene dada por la siguiente tabla.

X 1 2 2 3 4 4 5 6 6 7
Y 1 1 2 4 4 6 7 6 7 7

a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal.

b) Halla la recta de regresion.

¢) Si x = 8, ;cuanto valdria y?

d) ¢Es buena esta prediccion? Justifica la respuesta.

a)

X; Yi XiYi x; y: 40
X=-7=4

1 1 1 1 1 10

2 1 2 4 1 ;- % s

2 2 4 4 4

3 4 12 9 16 ;- /% _ 4 18974

4 4 16 | 16 | 16

4 6 24 | 16 | 36 257 2

5 7 35 25 49 S =0 " 4,5 = 2,3345

6 6 36 | 36 | 36

6 | 7 | 4 | 36 | 49 se= 22 —x =41

7 7 49 | 49 | 49 )

= XY _

40 | 45 | 221 | 19 | 257 Luego r = 55, = 0.9256

b) y — 45 = ;” S —4) = y—45=11389-(x — 4) = y =45+ 1,1389(x — 4)

¢ Six=8 = y=45 + 1,1389(8 — 4) = 9,0556

d) La prediccion es buena, ya que el coeficiente de correlacion estd muy préximo a 1y el valor pedido no esta alejado del res-
to de valores de X.

AMPLIACION

15.40 Se ha medido experimentalmente el area de distintos triangulos equilateros de lados 1, 2, 3 decime-
tros, sucesivamente, y se han obtenido los siguientes resultados.

(Lado)?| 2 4 9 16 25
Area | 0,42 | 1,65 | 3,7 6,5 | 10,2

a) Calcula el coeficiente de correlacion lineal entre el cuadrado del lado y el area del tridngulo. ;Qué
tipo de correlacion existe?

b) ;(Deberia haber una relacién funcional? ;A qué se debe que la relacién no llegue a ser funcional?

a) La correlacion es positiva y fuerte. Veamoslo:

_ Sxr Y = y =

= o5 X =1 y =45

gy UBLTE6E T3 LI LI gy g5 g
SX:\/4+16+815+256+625_”228,7

— 45 =35

5 = \/0,18 + 2,72 + 13,7 + 42,25 + 104,04
, =
5

;- 304
87 -35
b) Si deberia haber relacion funcional, pero el coeficiente de correlacion no es 1 debido al redondeo que se hace al medir ex-
perimentalmente.

= 0,99 = La correlacién es positiva y fuerte.
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15.41 Una variable bidimensional viene dada por la siguiente tabla.

X 2 3 5 a
Y 1 25 b 3

Sabiendo que s,, = 1y s; = 3 y que a es el valor maximo de la variable X, calcula a y b.

Planteamos el siguiente sistema:

2+ 75+ 5b+ 3a 10 +a 29 +b
T=s¢v=>1= 1 — 2 . 2
=
2 2
3-¢ 3:4+9+425+a _(10:a>

- {Z(Sb +9) —alb + 17) z

6 a =6,4603 = b = 30,46
3a2 —20a + 4

1
0 — la=02064 = b=0,1538

Como nos dicen que a es el valor maximo de la variable X, la tnica solucién valida es a = 6,4603 y b = 30,46.

15.42 En una variable bidimensional (X, Y), su coeficiente de correlacion lineal es 0,48 y la pendiente de su
recta de regresion es 1,34.

Sabiendo que la suma de las desviaciones tipicas de X e Y es 7,33, calcula cada una de ellas y la co-
varianza de la variable bidimensional.

_ _ SXY
r=048=g¢

m= =134

Sx
s +s, =733
2 0,48
% J
SX ' S = 0,48 - 55, 048 -5~ (733 —5) = 134 - 55
%: 134 ={s,=134-52 = {352 5 —048:5s5=134"5; =
X = —
so+s=73 STIB s 1m 5355 =02 5,= 322 - 103

=5, =733-193=54=5,=134-52=5

15.43 Encuentra la recta de regresion de la variable (X, Y) sabiendo que es paralela a la recta
2x — 4y = —-17
y que su centro de masas es un punto que comparte con las rectas:
X+ 3y =19 4 —y = 2
La recta de regresion es paralela a 2x — 4y = —17; por tanto, tienen la misma pendiente: m = %

:13x=25:x=§=‘|,9:y=5,6

12x -3y =6 13

- — x+3y=19 x+3y=19
(X’y):{4x—y=2 :{

(x. y) = (1,9; 56)

Lk =19)

La recta de regresion es: y — 5,6 = >
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15.44 Una variable bidimensional (X, Y) tiene de coeficiente de correlacion r = 0,78, y las medias de las dis-

15.45

15.46

336

tribuciones marginales son x = 2 e y = 9. Razona cuadl de las siguientes rectas se ajusta mas a dicha
variable.

y=-3x+ 12 y=15x+6 y=-25x + 14
Descartamos la recta y = —3x +12 porque el punto (X, ¥) no pertenece a ella.
Descartamos también la recta y = —2,5x + 14, pues el coeficiente de correlacion es r = 0,78, que es niimero positivo.

Por tanto, la recta que mas se ajusta a dicha variable es y = 1,5x + 6.

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

La pagina del instituto

Juan se ha molestado en observar los segundos que
ha tardado en acceder a la pagina web de su institu-
to en diferentes momentos del dia.

Ni° segundos

El siguiente grafico de dispersion muestra los tiempos { {
empleados en nueve momentos comprendidos entre {
las tres y las siete de la tarde. 4 {

Indica cual de las siguientes opciones (en las que se
incluyen la recta de regresion, el coeficiente de corre- 0
laciéon y el tiempo esperado cuando se conecta a las

7.30) se corresponde con los datos.

3 330 4 430 5 530 6 /6.30 7
Hora

A B C

y=345«—135 | y=135—345 | y=x—3 La opcion que se corresponde con los datos es la B.
r=0,90 r=0,92 r= -0,92

x=15=>y=7 |x=715=y=66|x=75=>y=6

Diferentes rectas

La tabla siguiente muestra el crecimiento de los beneficios obtenidos por una empresa en cada uno de
los ocho trimestres de los ultimos dos anos.

Primer ano Segundo ano

Trimestre 1.° 2.° 3.° Trimestre

Beneficios (%) 7 6 7 Beneficios (%) 6 4 3

a) Representa los datos en un diagrama de dispersion.

b) Calcula y dibuja la recta de regresion considerando los ocho pares de datos. ;Qué crecimiento se es-
tima para el primer trimestre del tercer ano?

¢) Calcula y dibuja la recta de regresion considerando Unicamente los datos correspondientes al se-
gundo afno. ;Qué crecimiento se estima para el primer trimestre del tercer ano?

d) Indica alguna ventaja y algin inconveniente al utilizar la segunda recta en vez de la primera para
realizar la estimacién solicitada.

a)y b) S Se numeran los trimestres de forma correlativa: 1, 2, 3... 8

5 Considerando x como el trimestre e y como el crecimiento del beneficio, se
e obtiene la recta de regresion y = —0,69x + 8,1.
$ Asi pues, para el primer trimestre del tercer afio se espera un crecimiento
S de —0,69 - 9+ 8,1 = 1,89%.

¢) Si se consideran solo los datos del segundo afio, se obtiene la recta
4 y = —1,3x + 12,2. Asi, para el primer trimestre del tercer afio se espera

un crecimiento de —1,3 - 9 + 12,2 = 0,5%.

o 1 Trimestre

d) Se utilizan datos mas cercanos en el tiempo, pero en menor cantidad.




AUTOEVALUACION

15.A1 Sea la siguiente tabla simple de una variable bidimensional.

X | -4 | -1 0 2 3 5 6 9
Y 9 7 6 4 4 2 1

a) Elabora una tabla de doble entrada.
b) Dibuja su nube de puntos.

¢) Elige el coeficiente de correlacion que crees que se puede ajustar mas a la nube y justifica la res-
puesta.

r = 0,95 r=-1,2 r=-0,25 r=-0,85

d) Calcula r y contrasta tu suposicion.

a) X b) Y
Y -4 -1| 0 2 3 5 6 9 !
1 1 .
2 1
3 1 o o
4 1 1 .
1 .
6 1
o 1 X
7 1
9 1
¢ r = —0,85, al tener una correlacion fuerte y negativa (decreciente).
_ Sxy
dr=5s
X =25
y =45
S = —-36—-7+8+12+ 10+ 6 + 27 25.45=25— 1125 = —875

8

5 — 2,5 =1/215 — 6,25 = 3,9

_\/16+1+4+9+25+36+81
- 8

s, = /26,5 — 20,25 = 2,5

875 —875
'=39.25 975 _ 08

15.A2 Relaciona en tu cuaderno cada coeficiente _ ., .
de correlacién con el tipo de correlacion. a) r= -1 I. Correlacién positiva fuerte
b) r = 0,95 Il. Independientes
< r = 026 lll. Dependencia funcional
d) r=-0,89 IV. Correlacion negativa débil
e) r=-0,62 V. Correlacion negativa fuerte
= -1 > Dependencia funcional

= 0,95 ———> Correlacion positiva fuerte

r
r

r =026 ———> Independientes
r=—089 ————> Correlacion negativa fuerte
r

= —0,62 ——> Correlacion negativa débil
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15.A3 En una encuesta realizada a 25 personas, se les ha preguntado su edad y el nimero de horas de ejer-

cicio que realizan al dia. Las respuestas han sido las siguientes.

(15, 3); (17; 2,5); (25, 2); (35, 1); (40; 0,5); (45, 1); (50, 1); (60, 2); (65, 3); (16, 4); (20, 2); (25, 2); (32; 1,5);
(52; 1,5); (47, 1); (52, 2); (68; 2,5); (16, 4); (24; 2,5); (40, 30); (25, 2); (31; 2,5); (45, 50); (62; 2,5); (15; 3,5).

Calcula la recta de regresion.

Realizamos una tabla de doble entrada.

Y X 15|16 | 17| 20|24 | 25|31(32(35|40| 45|47 |50 |52 |60 | 62| 65| 68| Total
20’ 0
30’ 2 2
50’ 1 1
1h 1 T 11 4

1.5 h 1 1 2
2h 1 3 111 6
25h 1 1 1 1 1 5
3h 1 1 2
35h 1 1
4 h 2 2
Total P2 I/ R - T/ /A A A I R R 25

La recta de regresion es de la forma:

_ S, _
y-y7="5Kk~-X)
52
30432417420+ 24+ 75+ 31 +32 + 35+ 80 + 90 + 47 + 50 + 104 + 60 + 62 + 65 - 68 _ )
X = 75 = 36,88 anos
60 + 50 + 240 + 180 + 720 + 750 + 360 + 210 + 480 .
y = 55 = 122 min
5, = 103200 _ 3000 122 = —371,36
25
52 = 30972 359 — 9787456
2
2= =31136 e 3688) = y— 122 = —1,33(x — 36,88) = y — —1.33x + 171,05
y = 278,745 ' y L ' y="h '

15.A4 Se ha preguntado a los alumnos de un centro el numero de horas de estudio diario, X, y el nimero de
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asignaturas aprobadas al final del curso, Y. A la nube de puntos resultado de la encuesta se ha ajus-
tado la recta de regresion y = 3,8x + 0,2.

a) Para aprobar 4 asignaturas, ;cuanto tiempo de estudio deberian emplear?
b) Y para superar las 11 asignaturas, es decir, todas, ¢cual seria la recomendaciéon de horas de estudio?

4-02
38

a)Siy=4=4=38+02=x= = 1 hora

11 —-0,2

b) Siy=11 =11 =38&+02 = x= 38 = = 2,84 horas (aproximadamente 2 h 50 min)



MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

¢Metros y kilogramos?

Un profesor ha realizado un estudio sobre la altura y el peso medios de los alumnos de una clase de 4.° de
ESO, obteniendo los siguientes valores:

Variable Media Desviacion tipica
Altura (m) 1,72 0,29
Peso (kg) 65,4 4,68

¢Qué varia mas, la altura o el peso? ;Por qué?

La Unica forma de comparar las magnitudes es mediante el coeficiente de variacion definido como CV = =

De este modo se eliminan las unidades, y el resultado se expresa en porcentaje de variacién que compara el grado de dispersion en-
tre las distribuciones. En nuestro caso:

. _ 029 _ o
Altura: CV, = 1.72 100 = 16,86 %
. _ 4,68 _ o

Peso: CV, = 65.4 100 = 7,15%

Luego hay mas dispersién de valores en la altura que en el peso.
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16 COMBINATORIA

EJERCICIOS PROPUESTOS

16.1 Una pasteleria elabora galletas de tres sabores: sencillas, cubiertas de chocolate y rellenas de mermela-
da, y las envasa en cajas de 100, 200 y 400 gramos. Forma un diagrama en arbol.

¢Cuantos productos diferentes se pueden escoger?

Formamos el diagrama en arbol:

Sabores Envase

100 g
Sencilla 200 g
400 g
100 g
De chocolate 200 g
400 g
100 g
De mermelada 200 g

400 g

Por tanto, el consumidor puede escoger entre 3-3 = 9 tipos de paquetes de galletas diferentes.

16.2 Se lanzan al aire 2 dados clbicos con las caras numeradas del 1 al 6 y se anota el resultado de las ca-
ras superiores. Forma un diagrama en arbol.

¢Cuantos resultados diferentes se pueden obtener? ;Y si son 3 los dados lanzados?

Formamos el diagrama en arbol:

1

2
1 3
2 4
3 5
4 6
5
6

Por tanto, se pueden obtener 6 -6 = 36 resultados diferentes.
Para el caso de tres dados, el nimero de resultados diferentes que se pueden obtener es: 6-6-6 = 216.

16.3 Con los digitos 1, 2, 3, 4, 5 y 6, ;cuantos numeros diferentes de seis cifras se pueden formar sin que se
repita ninguna?
Se podran formar P, = 6! = 720 nimeros diferentes.
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16.4

16.5

16.6

16.7

16.8

16.9

Con las letras de la palabra TEMA, ;cuantos grupos diferentes de 4 letras puedes escribir sin que se re-
pita ninguna letra? ;Y si la primera ha de ser la T?

Grupos diferentes de cuatro letras: P, = 4! = 24.

Grupos diferentes cuya primera letra sea la T: P, = 3! = 6.

En una carrera participan 16 caballos y solo se adjudican 3 premios. Suponiendo que no pueden llegar
a la meta al mismo tiempo, ;de cuantas maneras se pueden conceder los premios?

Como influye el orden, se tiene:

Vigs = 16-15-14 = 3360 formas diferentes de adjudicar los premios.

Una asociacion ecologista se constituye con 30 socios fundadores. Si tienen que elegir presidente, vice-
presidente, secretario y tesorero, ;de cuantas formas diferentes se pueden cubrir esos cargos?

Va4 = 30-29-28-27 = 657720 formas diferentes de cubrir los cargos de la junta directiva.

Se lanzan 2 dados cubicos de diferentes colores con las caras numeradas del 1 al 6.
¢Cuantos resultados distintos podemos obtener? ;Y si son 3 dados?

Si lanzamos dos dados, obtenemos VR;, = 6* = 36 resultados distintos.

Si lanzamos tres dados, obtenemos VR, ; = 6° = 216 resultados distintos.

Las matriculas de los coches en Espana estan representadas por 4 numeros seguidos de 3 letras, toma-
das de entre 20 consonantes. ;Cuantos automdviles se podran matricular con este sistema?

Formaciones diferentes de los nimeros: VR,, , = 10"
Formaciones diferentes de las letras: VR,, ; = 20°.

Matriculas diferentes que se pueden formar = 10°-20° = 80000 000.

Con los digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 y 9, ;cuantos productos distintos se pueden realizar multiplicando 4
de ellos que sean diferentes? ;Y si multiplicamos 5 diferentes?

Como no influye el orden, resulta:
G, , = 126 productos de cuatro cifras diferentes.

C, s = 126 productos de cinco cifras diferentes.

16.10 Mediante caminos, 10 aldeas se encuentran comunicadas de forma que hay uno que une entre si cada

par de pueblos.

¢Cuantos caminos diferentes existen?

Existen C,,, = 45 caminos diferentes.

16.11 Calcula el valor de:

JH JY 9 (31) + 32

) (5) = a0 (7)< o(31)+ (2)- 5
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16.12 Halla el valor de x(x # 6) en esta igualdad: (164> = (1?)

Por la propiedad 2 de los nimeros combinatorios:

(164)=(1X4):>x+6=14:>x=8

16.13 Desarrolla estas potencias.
a) (a2 + 2b)®
b) (a®> + 2b)°

a) (@+ 2b°=2a>+6a’h+ 12 ab> + 8b3
b) (@ + 2b)* = a*> + 10 a*b + 40 a*b? + 80 a’b® + 80 ab* + 32 b°

16.14 Desarrolla las siguientes potencias.

a) B3x — 2y)*
b) 3x — 2y)°
a) (3x — 2y)* = 81x* — 216x’y + 216x%y* — 96xy* + 16y*

b) (3x — 2y)° = 729x® — 2916x°y + 4860x*y? — 4320x°y® + 2160x’y* — 576xy°> + 64 y°

RESOLUCION DE PROBLEMAS

16.15 ¢Cuantos caminos diferentes llevan de A a B en la siguiente figura si solo se puede caminar de izquierda
a derecha y de arriba abajo?

B
Colocamos el nimero de caminos sobre cada punto del diagrama:
2 g
g 6
2 3 4
S 6| 10

De A a C hay 60 caminos diferentes. De C a B hay 20 caminos diferentes.

Por tanto, de A a B hay 6-20 = 120 caminos diferentes.
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16.16 Considera el rectangulo formado por 6 cuadrados de la figura. ;Cuantas maneras hay en total de co-
locar sobre él 1, 2, 3, 4, 5 6 6 puntos en relieve? (Siempre a lo sumo un punto en cada cuadrado.)

Si no se coloca ninguin punto sobre la figura, solo habra una forma.

Las formas de colocar un punto pueden ser 6 del siguiente modo:

(] [ ] ([ ]
[ ] [ [
De lo anterior vemos que:
N.° de puntos colocados Formas posibles
0 1= Ce,o
1 6 =C,

De forma simétrica a la anterior, por ejemplo, ¢de cuantas formas se pueden colocar 6 puntos? Existe una Unica forma:

[ ] [ ] L]
(] ° (]
CGo=1
¢Y cinco puntos? Habra 6 formas del siguiente modo:
[ L] [ ] ° [ [ ] ° [ [ [ [ ] (] [ [ [ ]
(] [ [ ([ ] [ ] [ [ [ ] ([ ] (] [ [ (] [ [ ]

Es decir, G5 = 6

Asi pues, veamos de cuantas formas se pueden colocar 2 puntos en la figura:

Es decir, 15 = G,
De forma simétrica, 4 puntos se podran colocar de C; , = 15 formas diferentes.
Y por dltimo, 3 puntos se pueden colocar de C;; = 20 formas diferentes.

Por tanto, el nimero total sera: 1 + 6 + 15 + 20 + 15 + 6 + 1 = 64.
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ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Diagrama en arbol. Recuento

16.17 El c6digo de un candado consta de 2 letras (A y B) y de 2 niumeros (1 y 2). Realiza el diagrama en ar-
bol y calcula el nimero de cédigos posibles.

Resultados

1 AA 11

1 <:::::::
A 2 AA 12
1 AA 21

2 <:::::::
A 2 AA 22
1 AB 11

1 <:::::::

2

B AB 12
1 AB 21

2 <::::::::
2 AB 22
1 BA 11

1 <::::::::
A 2 BA 12
1 BA 21

2 <:::::::
B 2 BA 22
1 BB 11

1 <::::::::
S 2 BB 12
1 BB 21

2 <::::::::
2 BB 22

NUmero de cédigo posibles: 2-2-2-2 = 16

16.18 Los partidos de semifinales de una competicion europea de baloncesto son Grecia-Espana y Alemania-
Francia. Dibuja el diagrama en arbol correspondiente a las posibles finales.

Finales
A G-A
Grecia =G G
Espafia = E F G-F
Alemania = A A E-A
Francia = F E
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16.19 Utilizando un diagrama en arbol, calcula el nimero de resultados posibles al extraer una bola de una
urna que contiene una azul y otra roja, y a la vez que se lanza un dado cubico y una moneda.

Urna Dado Moneda Resultados

AlC
AlX
A2C

A2X
A3C

A3X
A4C

A4 X
A5C
A5 X
A6 C
A6 X

[SN
(@]

N

w
X OX OX OX OX O X

R1C
R1X
rR2C
R2X
R3C

R3X
R4C

R4 X
R5C
R5X
R6C
R6 X

o1

<
<

AALAL AARALD

X OX OX OX OX O X0

(&)}

NUmero de resultados posibles: 2-6-2 = 24

16.20 Una ONG quiere escoger una nueva junta directiva. Al cargo de presidente optan 3 personas: Maria,
Julia y Pedro; al de secretario, 2: Belén y Luis, y al de tesorero, otras 2: Vanesa y Carlos.

Representa en un diagrama en arbol todas las posibilidades de eleccion.

Presidente Secretario Tesorero Resultados

vV M BV

B <
o M B C

M

Maria = M L < v MLV
Julia = J ¢ MLC
Pedro = P v JBYV

_ — B <
Bellen =B } C JBC
Luis =L v JLV

Vanesa = V L <
Carlos =C ¢ JLce
% PBV

B <
C P BC

P

% PLV

L <
C PLC

NUmero de elecciones posibles: 3-2-2 = 12
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Permutaciones, variaciones y combinaciones

16.21 Halla el valor de x en estas igualdades.

a) 3v,, = 10C,_,,

b) 5V,; = Vi

) P, =30P_,
d)ZCX,2=vX’2
R B [ I S I B )
a) 3 x—-2)! 21 (X_3)!<:>X 6x +5=0=x=25
! I
b) 5- X! :(x+2).(:)2)(2_9)(+4:0:X:4

(x — 3! (x — N
Ox =30k - =exX*—x—-30=0=x=606

x! X!

D2 T

1=1

Es cierta para todo nimero natural.

16.22 Un chico coloca cada dia los libros de texto en su estanteria al llegar a casa. En ella dispone los 6 li-
bros que utiliza con mayor frecuencia. ;Cuantas ordenaciones distintas puede realizar?

Numero de ordenaciones distintas: P, = 6! = 720

16.23 Con las letras de la palabra FLAMENCO, ¢;cuantos grupos diferentes de 8 letras se pueden formar?

Grupos diferentes de 8 letras: P, = 8! = 40320

16.24 La comida basica de un poblado esta basada en el arroz, las judias, el maiz y la patata.
¢Cudntos platos distintos pueden realizar mezclando 3 alimentos a la vez?

41

TS T

Ndmero de platos distintos: C, ; =

16.25 En un juego de azar se eligen 6 numeros del 1 al 49, ambos inclusive.

¢Cuantas jugadas distintas pueden efectuarse?

I
NUmero de jugadas distintas: C, ¢ = % = 13983816

16.26 En un juego de cartas, una mano esta compuesta por 4 naipes.

¢Cuantas manos distintas se pueden formar con una baraja espanola (40 cartas)?

I
Ndmero de manos distintas: Cy, , = 4'47036' = 91390
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16.27

16.28

16.29

16.30

16.31

En una clase de 4.° de ESO se realiza la eleccion del delegado y del subdelegado entre 5 alumnos.
a) ¢Cudntos resultados posibles existen?

b) Si Juan Gémez es uno de los candidatos, ;en cuantos de los resultados anteriores es elegido como
subdelegado?

a) Resultados posibles: V; , = 5-4 = 20

b) Juan Gomez seria subdelegado con 4 posibles delegados; por tanto, estaria en 4 elecciones.

En un juego de mesa se utilizan 15 tarjetas de 3 colores distintos.

Si cada uno de los chicos coge 3 tarjetas, ;cuantas posibilidades hay de que los dos tengan la misma
combinacién?

NUmero de posibilidades de que los chicos tengan la misma combinacion: P, = 3! = 6

Los alumnos del ultimo curso de un centro escolar desean formar una comisiéon con 3 alumnas y 2 alum-
nos para organizar el viaje de fin de curso. El niumero total de alumnas es de 25 y el de alumnos es
de 20.

¢De cuantas formas distintas pueden completar dicha comision?

I 1
Formas de completar la comision: Cps ;- G, = (235) . (220> = 222'5.'3| . 182'0-.2' = 437000

Con las letras de la palabra EUROPA, ;cuantos grupos de 4 letras se pueden formar? ;Cuantos de ellos
acaban en vocal?

Se pueden formar en total: V; , = 360 grupos de 4 letras.

En vocal acaban: 4 -V, ; = 240 grupos.

La mesa de un colegio electoral se halla compuesta por el presidente, el vicepresidente, dos vocales y
dos interventores.

¢De cuantas maneras distintas pueden sentarse si el presidente y el vicepresidente han de situarse
juntos?

El presidente y el vicepresidente pueden sentarse juntos de 10 formas diferentes.
En total, tendremos 10 - 4! = 240 maneras distintas de sentarse.
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16.32 Fayna dispone de 5 faldas, 4 camisetas y 3 pares de zapatos.

¢Cuantas posibilidades tiene para elegir el conjunto que vestird manana? ;En cuantas de ellas no in-
tervienen ni el rojo ni el negro?

Posibilidades para elegir el conjunto que vestird: 5-4-3 = 60

Posibilidades en las que no intervienen ni el rojo ni el negro: 4-2-1 =18

Numeros combinatorios

9
meros combinatorios y usando las propiedades de dichos niumeros.

16.33 Calcula el valor de (185) + (15> de dos formas distintas: utilizando la formula de obtenciéon de los nu-

151 15!
§T37 g1 gr = 6435 + 5005 = 11440

15\ (15\ _ (16 _ 16! _
(8>+<9>_<9>_9!~7!_11440

16.34 Determina el valor de estos nimeros combinatorios.

8000 5252
a) ( 0 ) < (5252)
10000 10"
b)(9999) d)<1>
a) 1 Q1
b) 10000 d) 10"

16.35 Halla el valor de x en estas igualdades.

2 (3)=(%) (%)

a) (52>=<5Xz>=>x=52—6=46

Il
Y

X
32
6

x\ _ [ x _ _
(1) (L) 53+ -0
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Binomio de Newton

16.36 Desarrolla las siguientes potencias.

16.37

16.38

a) (1 - %)5

b) (2a — b)®
5 10 10 5 1
N T T T w

Q) <3x + £>4
X

d) (y? — 22°)

b) 64a® — 192a°b + 240a*b* — 160a°b® + 60a’b* — 12ab*> + b®

O 81x* + 216x2 + 216 + i—? + l—?

d) y* — 6y‘z2’ + 12)°2° — 82°

Sin realizar todo el desarrollo, halla:
a) El término situado en quinto lugar en el desarrollo del binomio (x + 4y)®.

b) El término colocado en octava posicion en el desarrollo del binomio (a — 3b)™.

a) (146>x'2 (4)" = 465920x"y"

b) (174>a7 (—3b)’ = —7505784a’b’

9
En el desarrollo de este binomio de Newton: (5 - —)

Averigua sin desarrollarlo:
a) El coeficiente del monomio x2y’.

b) El coeficiente del monomio x*y*.

y
4

¢) Los coeficientes de los monomios que solo tienen x o y.

9 2 __y7 _ =225 , ., . -
a) | 7)6x) ( 2 ) = 2006 ¥V = Coeficiente =

9\ . sf—y\ _ 196875 . , o

4 (5x) (—4 ) =~ V= Coeficiente =

]

—225
4096

196 875
128

—1

26

144
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CUESTIONES PARA ACLARARSE

16.39 Con estos simbolos: # @ & $
Forma todos los grupos posibles del siguiente tipo: ###&&$ @@#&%$$ &&&$@&
Utiliza un diagrama en arbol y realiza el recuento de resultados.
Se pueden formar todos los grupos de 6 elementos con 4 integrantes distintos, es decir, los grupos correspondientes a las
VR, s = 4096.

16.40 ;De qué forma se obtienen mas grupos diferentes de 4 letras distintas: permutando las de la palabra
CANOA o las de la palabra LIBRO? ;Por qué?
Permutando las letras de la palabra LIBRO, ya que todas sus letras son distintas, y las P palabras posibles son todas diferen-
tes. La palabra CANOA, sin embargo, tiene dos letras iguales que generan palabras repetidas.

16.41 ;Por qué 7! es multiplo de 2, 3y 5 a la vez?

7' =7-6-5-4-3-2-1 = 7! es miltiplo de 2, 3y 5 a la vez porque tiene estos tres nimeros entre sus factores.

16.42 Si 9! = 362880, calcula de forma inmediata el valor de 10! ;Existe una relacion entre n! y (n + 1)1?

10! = 10-9! = 3628800

Relacién entre nty (n + N :(n + 1)1 = (n + 1) -n!

16.43 Si x! = 479001600 y (x — 1)! = 43545600, halla el valor de x.

pp o 479001600 _  x  _xk=MU_
43545600  (x— 1)1 (x— 1)!

16.44 ;Tiene sentido calcular el nimero de variaciones de 3 elementos tomados de 5 en 5? Razona tu res-
puesta.

No, ya que es imposible formar grupos de 5 miembros con tan solo 3 integrantes si no se pueden repetir.

16.45 Con los digitos 3, 5 y 9 se forman todos los numeros posibles de 4 cifras. ;Cémo hallamos el nimero
de resultados, con VR; , o con V, ;?
Con VR, ,, pues no queda mas remedio que haya repeticion, al ser mayor el nimero de cifras del nimero que los digitos dis-

ponibles.

16.46 Relaciona en tu cuaderno las operaciones de la columna de la izquierda con la herramienta combina-
toria correspondiente de la derecha.

7 P,
7!
CE] Vs
! Vi
7:-6-5-4 C.
|
7= WR,, %ﬁcm 7! = P, 7:6-5-4=1V,,
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16.47

16.48

16.49

16.50

16.51

Calcula:
a) Vs s Q) P
b) P; d) Vg,

¢Qué observas? ;Cual es la relaciéon entre las variaciones de n elementos tomados de n en n y las per-
mutaciones de n elementos?

a) Vos =5:4-3-2-1=120 QP,=8-7-6-5-4-3-2-1= 40320
b) b, =5-4-3-2-1=120 d) Voo =8-7-6-5-4-3-2-1 = 40320

Se observa que Vs ; = P;y que P; = V; .. Se deduce, pues, que, en general,V, , = P, .

Indica si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones.
a) En las variaciones con repeticion no importa el orden.

b) En las variaciones sin repeticion si importa el orden.

¢) En las permutaciones importa el orden.

d) En las combinaciones importa el orden.

a) Falso.

b) Verdadero.

¢) Verdadero.
d) Falso.

Indica qué otro numero combinatorio de la misma fila del triangulo de Pascal vale lo mismo que:
15 15
Jt 2 (3)

15

a) (:g) yaque 15 + 0

b) (B) yaque 13 +2 =15

PROBLEMAS PARA APLICAR

Una persona ha olvidado su clave de la tarjeta de crédito. Sélo recuerda que empieza por 9 y que es
un numero par.

¢Qué posibilidad tiene de encontrarla sabiendo que las claves son de 4 cifras con posible repeticion?

Las posibilidades en cada cifra son las siguientes: 1-10-10-5 = 500.

En un intercambio cultural participan 24 alumnos. El monitor responsable desea distribuirlos por pare-
jas para completar los asientos del autobus que van a utilizar en los desplazamientos.

a) ;De cuantas formas puede realizarlo?

b) Si hay 8 alumnos del mismo pais, ;en cuantas disposiciones estos 8 alumnos no estan emparejados
entre ellos?

a) En total hay C,,, = 276 agrupamientos posibles.
b) En G, = 28 de esos agrupamientos estan los alumnos del mismo pais juntos.

Por tanto, en 276 — 28 = 248 los alumnos del mismo pais estan mezclados con el resto.
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16.52

16.53

16.54

16.55

16.56

16.57

352

Uniendo 5 vértices de un heptagono se obtiene un pentagono.

¢Cudantos pentagonos distintos se pueden conseguir siguiendo este procedimiento?

7!

o151 = 2

Numero de pentagonos: G, s =

Los numeros escritos en base ocho solo permiten el uso de las cifras del 0 al 7.
¢Cuantos numeros de 4 cifras escritos en dicha base tienen todas las cifras distintas?

I
Nameros de 4 cifras: V, , = % = 1680

Un equipo de balonmano estd formado por seis jugadores de campo y por un portero. Si un entre-
nador dispone de 12 jugadores de campo y de 2 porteros, ;cuantas alineaciones distintas puede com-
pletar?

12
6! 6!

NUmero de alineaciones distintas: 2+ C;, ¢ = 2 = 1848

La contraseia de acceso a la cuenta de cierto correo electronico esta formada por 8 caracteres: los
5 primeros son digitos del 1 al 9, y los 3 ultimos son vocales.

¢Cuantas contrasenas distintas se pueden formar?

Numero de contrasefas distintas: VR, s+ VR; ; = 9°-5° = 7381125

Un programa de ordenador descifra claves secretas en tiempo récord. Una agencia de investigaciéon ne-
cesita descubrir un cédigo de 5 digitos y 3 letras (y en ese orden).

Sabiendo que emplea una milésima de segundo en analizar cada codigo, ;cuantos dias tardara en des-
velar el cédigo secreto?

Numero de cddigos posibles: VR, s - VR,, ; = 10°-27° = 1968 300 000
El tiempo que se tarda en descifrarlos sera igual a:

1968300000 - 0,001 = 1968300 seg = 32805 min = 546,75 h = 22,8 dias aproximadamente

La codificacion de los libros de una biblioteca se establece de la siguiente manera: los 3 primeros di-
gitos del codigo hacen referencia a la secciéon a la que pertenecen; los 2 siguientes, al nimero de la es-
tanteria en la que se encuentran, y los 2 ultimos, a la posicién que ocupan dentro de dicha estanteria.

Teniendo en cuenta que se utilizan las cifras del 0 al 9, ;cuantos libros se pueden codificar?

Numero de libros que se pueden codificar: VR, , = 10" = 10000 000.



16.58 Entre las actividades de fin de curso de un centro se organiza un partido y se premia a quien adivine
el resultado del encuentro. Contabiliza todos los tanteos que en principio se pueden producir si se ha
decidido imponer un tope de 7 goles por equipo.

Si han apostado 4 personas por cada resultado y cada apuesta cuesta un euro, ;cuanto recibe cada uno
de los que ganen?

Tanteos posibles: VR, , = 8 = 64 posibles resultados
Dinero recaudado = 64 -4 = 256€
Por tanto, cada uno de los cuatro ganadores recibira 256 : 4 = 64 €.

16.59 Con las 27 letras independientes del alfabeto:
a) ¢Cuantos grupos de 5 letras distintas se pueden formar?
b) (Cuantos empiezan y terminan con vocal?
¢) ¢Cuantos empiezan por consonante y terminan con vocal?
a) Grupos de 5 letras distintas: V,, s = 9687600
b) Grupos que empiezan y terminan con vocal:
Vs, 5 (las 3 letras del centro) - V; , (las posibles ordenaciones de las 5 vocales en el inicio y final) = 276 000

¢) Grupos que empiezan por consonante y terminan con vocal:

22 (posibles consonantes) - V,; ; (ordenaciones en puestos del centro de todas las letras menos 2) - 5(posibles vocales al
final) = 1518 000

REFUERZO
Diagramas de arbol

16.60 Disponemos de los colores rojo, verde, amarillo y negro para formar todas las banderas posibles con
3 franjas verticales.

Dibuja un diagrama en arbol que represente todas las banderas resultantes de tal manera que no se
repitan colores en la misma bandera.

Franja 1 Franja 2 Franja 3 Bandera
A RVA

V— RV N

R A<V RAV
N RAN

N<V R NV

A RNA

A VRA

R<N VRN
<R VAR

v A N VAN
N<A VNA

R V NR

<V ARV

R N ARN

R AVR

A V<N AV N
N<R ANR

v ANV

<V NRYV

R A NRA

N V<R N VR
A NVA

A——""R NAR

v NAYV
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16.61

Dibuja el diagrama en arbol correspondiente a lanzar un dado con las caras numeradas del 1 al 6 y dos
monedas de un euro.

Dado 12 Moneda 22 Moneda Resultados

c——""12¢ Lo
X ———
c—
X ———

O OO0 OO0 oo S DBDDWWWWNNMNNRERPR
X X OOX X OO XXOOXXOOXXOOXXO
X OX OXOXOXOXO2XOXOXOXOXO X

O
X OX OXOXOXOXOXOXOXO0ONXDOXOo X

Permutaciones, variaciones y combinaciones

16.62

16.63

16.64

354

¢De cuantas maneras se pueden sentar 7 amigos que acuden a un concierto de musica clasica en una
fila de 7 butacas?

Formas de sentarse: P, = 7! = 5040

Cierta comarca esta formada por 15 pueblos, y todos sus ayuntamientos deciden rehabilitar sus carre-
teras.

Si todas las localidades se encuentran comunicadas entre si, ;cuantas carreteras deberan rehabilitarse?

I
Ndmero de carreteras que se deben rehabilitar: C;5 , = 2'1.51'3| = 105

En una bolsa hay 8 bolas numeradas del 1 al 8. Extraemos una, anotamos su niumero y la devolvemos
a la bolsa. Repetimos la operacion 3 veces.

¢Cuantos resultados distintos se pueden dar?

Numero de resultados distintos: VR, ; = 8° = 512



16.65

Con las cifras 1, 3,5, 7y 9:

a) ¢Cuantos numeros de 3 cifras distintas se pueden formar?
b) (Cuantos numeros de 5 cifras diferentes se pueden conseguir?

¢) ¢Cudantos productos de 3 factores distintos se pueden realizar?

Tenemos 5 cifras impares {1, 3, 5, 7, 9}.

a) Numeros de 3 cifras distintas V; ; = 5-4-3 = 60
b) NUmeros de 5 cifras diferentes: P, = 5! =5-4-3-2-1 = 120

I
) Productos de 3 factores distintos: C; ; = % =10

Numeros combinatorios. Binomio de Newton

16.66

16.67

16.68

16.69

Completa en tu cuaderno los recuadros con el nimero combinatorio correspondiente.
8 _ (9
2(s)+[1- (3
11\ _ (12
o ||+ (5)=(5)

¢Qué numero de fila del tridngulo de Pascal es la siguiente?

1 6 15 20 15 6 1

Es la fila nimero 6 del tridngulo. La que corresponde a la serie de numeros combinatorios (n 0 < n < 6, al tener 7 ele-
mentos.

Completa en tu cuaderno los recuadros correspondientes en este desarrollo del binomio de Newton.

(Za—l)3=|:|au—[:|a+|:|—gD

a

1
a’

13
(Za—g) = 8a® — 12a +

o | o

El término 13 del desarrollo de este binomio de Newton es un niumero natural. (\3/5 +V2)"

¢De qué numero se trata?

12

3
El nimero natural buscado es: G g) <\3/§) (\/E) = 87360

355



AMPLIACION

16.70 Con los niumeros del 1 al 6 (ambos inclusive), ;cudntos numeros de 3 cifras distintas pueden formarse
que sean divisibles por 3?

Podran formarse 8 - 3! = 48 nimeros de 3 cifras distintos.

16.71 ;Cuantos numeros capictias de 4 cifras existen? ;Cuantos son pares? ;Cuantos son multiplos de 5?
¢Cuantos son menores que 32007?
Numeros capictas de 4 cifras: VR, , = 10> = 100. Ahora, 100 — 10 (los que empiezan por 0) = 90.
NUmeros capictas pares: 4-10 = 40
NUmeros capiclias miltiplos de 5 son solo los que terminan por 5. Hay 10 que empiezan o terminan por 5.

NUmeros capictias menores que 3200 son los que empiezan por 1 (hay 10), los que empiezan por 2 (hay 10) y los que empie-
zan por 31 (hay 1). En total tendremos 21.

16.72 De todos los resultados posibles al lanzar 3 dados cubicos, ;en cuantos de ellos aparece al menos
un 5?
Todas las posibilidades son: VR, ; = 6° = 216.
(Salir al menos un cinco) U (Salir ninglin cinco ) = Total.
Salir ningln cinco: VR ; = 5° = 125.

Salir al menos un cinco: 216 — 125 = 91,

16.73 Con las cifras impares 1, 3, 5, 7y 9:
a) ¢Cuantos resultados distintos se pueden obtener al sumar de 3 en 3 las cifras?
b) De los nameros de 5 cifras diferentes que se pueden formar, ;cuantos son mayores que 70000?

¢) ;Cuantos numeros de 3 cifras distintas se pueden conseguir? Averigua la suma de todos ellos.

a) NUmero de resultados distintos al sumar de 3 en 3 las cifras = ¢, = 10.
b) De los nimeros de 5 cifras diferentes que se pueden formar son mayores que 70000: 2 - P, = 48.

¢) Numeros de 3 cifras distintas = V; ;= 60
Para calcular la suma de todos ellos:
Al ser numeros de tres cifras, seran de la forma C D U (centenas, decenas y unidades).
SU=V,, 9+ V,, 7+ V,,-5+..+V,1=300
2D = 10-300 = 3000
> C = 100-300 = 30000
>, Total = 33300

16.74 Determina cual de las siguientes relaciones es la correcta, siendo n un namero natural mayor que 1, y
justifica tu respuesta.

n!' <n" n'=n" n!>n"

La relacién correcta es la primera, yaque n! = n-(n —1)-(n—2)-...-1<n"=n-n-n-..-n

(n factores) (n factores)
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16.75

16.76

16.77

16.78

C.n+1,3 _ E

Halla todos los valores de n que verifican la siguiente igualdad. C s
n, 4

Cos _ 6 20+1) _6_ g 1
C.a 5 6(n —2)(n — 3) 5 3

La solucion es n = 8, al ser el Unico ndmero natural.
En el tridngulo de Pascal suma todos los términos de cada fila y averigua qué tipo de sucesiéon forman
los resultados. Calcula su término general.

Las sumas de los términos de cada filason: §,=2 S,=4 § =8 S5, =16...
Se observa que estos sumandos forman una progresion geométrica de razén 2. Su término general es S, = 2".

Halla los coeficientes desconocidos en este desarrollo del binomio de Newton.

(2x* — x3)° = x"(ax® + bx* + ox® + dx* + ex + f)
(2x2 — X3 = —x"™ + 10x™ — 40x™ + 80x" — 80x" + 32x" = x' (—x> + 10x* — 40x> + 80x?> — 80x + 32)

PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

El circuito

En el circuito eléctrico de la figura, los interruptores pueden estar abiertos (no dejan pasar la corriente)
o cerrados (permiten que fluya).

Se considera la siguiente notacion: [A], si el circuito A esta cerrado, y (A), si se encuentra abierto.
a) Indica, en cada uno de los siguientes casos, si la bombilla lucird o no.

1. (A) (B) [C] [D]

2. [A] (B) (©) (D)

b) Escribe todas las posibilidades que se pueden dar de circuitos abiertos y cerrados, y especifica en
cuantos de ellos lucira la bombilla y en cuantos no.

a) En el caso 1, la bombilla no lucira.
En el caso 2, la bombilla si lucira.

b) Las posibilidades son:

(A) (B) (O (D) no | (A)[8] () (D) no | [A](B) (O (D) si | [Al[B] (O (D) si
(4) (B) [C] (D) no | (A)[B] [C] (D) si | [Al(B)[C] (D) si | [A]'[B] [C] (D) i
(4) (8) (9 [D] no | (A)[8] () [D] si | [Al(B) (O [D] si | [Al[B] (O [D] si
(A) (B) [C] [D] no | (A)[B] [C] [D] si | [A](B) [C] [D] si | [Al[B] [C] [D] i
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16.79 Equipo propio

Elena quiere montar un equipo informatico. Para ello debe realizar las siguientes actividades.

A | Adquirir los componentes fundamentales: placa base, memoria, disco duro, lector de DVD, etc.

B | Disponer los periféricos principales: monitor, teclado, ratén e impresora.

C | Comprar el software basico.

D | Componer la unidad central.

E | Conectar los periféricos principales.

F | Instalar los programas esenciales.

G | Instalar los periféricos principales.

Para completar el montaje del equipo es necesario establecer un determinado orden y cumplir obliga-
toriamente las siguientes condiciones.

¢ La primera actividad debe ser la A.

Antes de realizar la E, deben terminarse la B 'y la D.

¢ Es imprescindible completar las actividades B, C, D y E antes de ejecutar la F.

Antes de desarrollar la actividad G, deben quedar terminadas todas las demas.

Suponiendo que no se pueden realizar dos actividades a la vez, indica todos los 6rdenes diferentes en
los que se puede completar el montaje. ;En cuantos se efectua la actividad E antes que la C?

Dibujamos dos diagramas en los que queden reflejados tanto el orden como las condiciones que deben cumplirse para com-
pletar el montaje:

C D E F G
D
B
C E F G
D<
E C F G
A
B D E F G
E
A C
B F G D B E F G
E C F G
B<
C E F G
c D
C B E F G

Del segundo diagrama se deduce que se pueden llevar 8 érdenes diferentes.

En dos de ellos se realiza E antes que C.
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AUTOEVALUACION

16.A1 Se organiza una fiesta solidaria con el fin de recaudar fondos para el centro de personas mayores del
barrio. En dicha fiesta se disponen 4 tipos de bocadillos, 2 clases de refrescos y 2 postres. Dibuja el
diagrama en arbol correspondiente a la eleccion de un bocadillo, un refresco y un postre. ;Cuantas
posibilidades distintas existen?

Bocadillo Refresco Postre Resultados
P1 B1 R1 P1
R1 <
[2%) B1 R1 P2
B1
P1 B1 R2 P1
o <
P2 B1 R2 P2
P1 B2 R1 P1
m—__
P2 B2 R1 P2
B2
P1 B2 R2 P1
R2 <
P2 B2 R2 P2
P1 B3 R1 P1
m—__
P2 B3 R1 P2
B3
P1 B3 R2 P1
R2 <
P2 B3 R2 P2
P1 B4 R1 P1
e
P2 B4 R1 P2
B4
P1 B4 R2 P1
=
P2 B4 R2 P2

Hay 4-2-2 = 16 posibilidades distintas.

16.A2 La primera fila del palco presidencial de un estadio de futbol se halla compuesta de 11 asientos. ;De
cuantas formas pueden completarse con los miembros de los equipos directivos de manera que los
dos presidentes se sienten juntos?

Namero de formas de sentarse de modo que los dos presidentes estén juntos: 2 - P,, = 2 - 10! = 7257 600.

16.A3 Juan quiere irse de viaje el fin de semana, y dispone de 5 camisetas de las cuales desea llevar 3. ;De
cuantas formas distintas puede realizar la eleccion?

1
Namero de formas distintas de hacer la eleccion: G, = % =10.
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16.A4 ;De cuantas formas diferentes se pueden escoger 3 figuras de entre todas las existentes en una ba-
raja espafnola de 40 cartas?

I
Numero de formas distintas de hacer la eleccion: C,, ; = % = 220.

16.A5 ;Cuantos numeros de 4 cifras se pueden constituir con los digitos 2, 4, 6, 8 y 9? ;Cuantos de ellos son
pares? ;Cuantos se podrian formar sin repetir ningin digito?

Numeros de 4 cifras: VR; , = 5" = 625
Ndmeros pares: 4 - VR; ; = 500

Ndmeros con cifras distintas: Vs , = 120

16.A6 Calcula el valor de x en estas igualdades.
a) V., =6V,

b) P, = 20P,_,

| |
(Xf7'4)|=6‘(xf7.2)|<:>X2—5X:O=>X=5

b) x! =200x — ) ox*—x—-—20=0=x=5

16.A7 Halla el valor de x(x # 13) en esta igualdad.

() - (%)

(fg) - (2X4)=>x= 24— 13 =11

16.A8 Desarrolla las siguientes potencias.

a) (3a + 5b)*

b) (2x — 3y)®

a) (3a + 5b)* = 81a* + 540a°b + 1350a’b> + 1500ab’ + 625b*

b) (2x — 3y)® = 32x*> — 240x"y + 720x°%y> — 1080x%° + 810xy* — 243y°
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MURAL DE MATEMATICAS

MATETIEMPOS

Lanzar dados

Al lanzar dos dados equilibrados, el resultado de sumar sus caras superiores puede ser el mismo de formas
distintas. Si se juega con tres dados, el niumero de formas diferentes en las que aparecen los mismos resul-
tados aumenta. Entonces, ;por qué al lanzar dos dados se obtiene 9 como resultado con mayor frecuencia
que 10, y, al lanzar tres, 10 con mayor frecuencia que 9?

Si lanzamos dos dados, obtenemos sumas 9 y 10 de dos formas diferentes:

9=3+6=4+5 10=4+6=5+5

Pero se han de tener en cuenta todas las permutaciones:

9: 3+6 10: 4+6
6+ 3 6+ 4
4+ 5 5+5
5+ 4

4 formas diferentes 3 formas diferentes

Al lanzar tres dados, la suma de 9y 10 se puede obtener de 6 formas, pero al contar las permutaciones se tiene:

9: 1+2+6->3=6 10: 1+3+6—-531=6
1+3+5—-53=6 1+4+5-53=6
1+4+4->3 2+2+6-—>3
2+2+5-3 2+3+5-531=6
2+3+4-531=6 24+4+4-3
34343510 =1 3+3+453
25 casos diferentes 27 casos diferentes

Por tanto, con dos dados, de las 36 posibilidades se obtiene suma 9 en 4 casos y suma 10 en 3 casos. Al lanzar 3 dados, de los 216
casos, la suma 9 se obtiene en 25 casos, y la 10, en 27 casos.
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17 CALCULO DE PROBABILIDADES

171

17.2

173

17.4

362

EJERCICIOS PROPUESTOS

Se arroja un dado cubico con las caras numeradas del 1 al 6 y se apunta el resultado de la cara su-
perior.

a) ¢Es aleatorio este experimento?
b) Determina el espacio muestral.
¢) Forma los sucesos contrarios de A = {2, 4}, B = {1, 3, 5} y C = {3}.

a) Si es aleatorio, ya que por muchas veces que se repita, jamas se puede predecir el resultado que se va a obtener en una pré-
Xima experiencia.

b) £=1{1,23,4,5,6}

O A=1{24 = A=1{1,3,5, 6}
B=1{1,3,5) = B =1{2, 4,6}
C={3 = C=1{1,245,6}

En una urna hay 7 bolas numeradas del 1 al 7. Se extrae una bola al azar y se anota su namero.
a) Explica si el experimento es aleatorio.
b) Determina el espacio muestral.

¢) Forma dos sucesos compuestos y sus contrarios.

a) En efecto, es aleatorio ya que por muchas veces que se repita, jamas se puede predecir el resultado que se va a obtener en
una proxima experiencia.

b) £=1{1,23456,7}

0 A=1{1,3 = A=1{24,56T
B =1{4,5,7) = B =1{1,2,3,6}

Una urna contiene 8 bolas numeradas del 1 al 8. Se extrae una bola al azar y se anota su naumero. Con-
sideraA=1{2,3,5,B=1{3,8yC=1{1,2,5,7}.

Halla los siguientes sucesos.

AUB BUuC ANC

AUuC ANB BNC
AUB=1{2375,8} AUC={1,230517 BUC=1{1,2735178}
AN B={3 ANC=1{25 BNC=yY

En el experimento que consiste en lanzar un dado cibico con las caras numeradas del 1 al 6:
a) Expon un ejemplo de dos sucesos que sean contrarios. ;Son incompatibles?
b) Muestra dos sucesos que sean incompatibles. ;Son contrarios?
a) Sucesos contrarios: A = “salir par” = {2, 4, 6} y A = “salir impar” = {1, 3, 5}.
Efectivamente, A y A son incompatibles.

b) Sucesos incompatibles: A = {1, 2} y B = {3, 4}.
Los sucesos A y B son incompatibles, pues A N B = &, pero no son contrarios (A = {3, 4, 5, 6} # B).



17.5 Se saca una carta al azar de una baraja espanola. Halla la probabilidad de los sucesos:
a) Salir un caballo.
b) Salir un oro.

¢) Salir un numero menor que seis.

a) Sea A = “salir un caballo” = P(A) = 4 _ 1

40 10
b) Sea B = “salir un oro” = P(B) = o_1
40 4
Heni ’ " 20 1
¢) Sea C = “salir un nimero menor que 6” = P(C) = 0 -3

17.6 En un intercambio cultural participan 17 alumnos espafoles, 8 italianos, 4 franceses y 2 holandeses.
Elegido un alumno al azar, halla:

a) P(ser francés)
b) P(ser italiano)

c) P(ser holandés)

a) P(ser francés) = % = 0,1290

b) P(ser italiano) = % = 0,2581

c) P(ser holandés) = % = 0,0645

17.7 En una urna hay 8 bolas numeradas del 1 al 8. Se extrae una bola al azar y se apunta su nimero.
Considera los sucesos A = {2, 3,5}, B={3,8yC=1{1,2,5, 7}

Halla la probabilidad de AU B, BUC, AUC A,ByC.

P(A U B): Como Ay B son compatibles: P(A U B) = P(A) + P(B) — P(AN B) = % + % — % = % = %
. . 2 4 6 3
P(B U (C): Como By C son incompatibles: P(B U C) = P(B) + P(C) = 3 + 3-8 -1
. 3.4 2 5
P(A U C): Como Ay C son compatibles: P(A U C) = P(A) + P(C) — P(ANC) = 3tgs 5§
o1 _q,_3_3
P(A) =1 P(A) =1 8 8
T — 1 _ _q,_2_6_3
PB)=1-PB=1-5g=5=7
F) -1 _q,_4_4_1
P(C)=1—-PC) =1 3= 3
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17.8 En una biblioteca estan estudiando 5 alumnos de 3.° de ESO, 7 de 4.°, 11 de 1.° de Bachillerato y 15 de 2.°
Elegido un estudiante al azar, halla la probabilidad de:

a) Ser un alumno de ESO.

b) Ser un alumno de Bachillerato.

a) P(Ser un alumno de ESO) = 5 75++1Z 5 = % = %

b) P(Ser un alumno de Bachillerato) = % = % = 1—3

17.9 Se extrae una carta de una baraja espanola y se tira un dado cubico con las caras numeradas del 1 al 6.
Halla la probabilidad de sacar una espada y obtener un nimero par en el dado.

P(espada y n.° par) = P(espada) - P(n.° par) = %

o |w
| —

17.10 Un experimento consiste en lanzar un dado tetraédrico con las caras numeradas del 1 al 4, y girar la
aguja de una ruleta decorada con los colores azul, verde y rojo. Halla la probabilidad de obtener un 1
en el dado y el rojo en la ruleta.

d_1
3712

ENE

P(obtener 1y rojo) = P(obtener 1) - P(rojo) =

17.11 En una bolsa se introducen unas tarjetas con los nombres de los alumnos de una clase: 16 chicas y
12 chicos. Se extraen 2 tarjetas al azar. Halla la probabilidad de que sean de 2 chicas:

a) Con devolucion de la primera tarjeta.

b) Sin devolucion.

a) Con devolucion de la tarjeta.

P2 chicas) = P(chica la 1.7 y chica la 2.%) = P(chica la 1.%) - P(chica la 2.?) = %% = 0,3265
b) Sin devolucién de la tarjeta.
P(2 chicas) = P(chica la 1.% y chica la 2.%) = P(chica la 1.%) - P(chica la 2.%chica la 1.%) = %% = 0,3175

17.12 Una caja contiene 25 caramelos de limén y 15 de menta. Se extraen 2 caramelos al azar. Halla la pro-
babilidad de que el primero sea de menta y el segundo de limoén:

a) Con devoluciéon del primer caramelo.

b) Sin devolucion.

a) Con devolucion del primer caramelo.
15 25

P(1.° menta y 2.° limon) = P( 1.° menta) - P( 2.° limon) = 2020 0,2344
b) Sin devolucion.
P(1.° menta y 2.° limén) = P( 1.° menta) - P( 2.° limon/1.° menta) = %g_; = 0,2404

17.13 De una bolsa que contiene 5 bolas rojas, 10 negras y 12 azules, se extraen 2 bolas al azar. Halla la pro-
babilidad de que ambas sean del mismo color.

P(del mismo color) = %% + %% + %% = % = 0,3447
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17.14 Imagina que en una familia la probabilidad de nacer niiia es 0,53, y la de nacer niho, 0,47. Si tienen
tres descendientes, ¢cudl es la probabilidad de que sean dos nifias y un nifo?

Consideramos el siguiente diagrama en arbol:
nina

0,53 _ nina

/\

0,47 ™ nifio = 0,53% - 0,47

0,53 nina
0,53 _ nina— 0,532 - 0,47
0,47 nifio <
nino
0,53 _ nina— 0,53 - 0,47
0,53 _ nifia <
nino
0,47 = nino
nina
nifio <
nino

P(2 nifias y 1 nifio) = 3-0,53-0,47 = 0,3961

RESOLUCION DE PROBLEMAS

17.15 Alicia elige dos numeros entre {5, 11, 15, 27} y los suma, y Juan escoge dos del conjunto {5, 7, 9} y los
multiplica. ;Qué probabilidad hay de que Alicia obtenga un resultado mayor?

Resultados posibles de Alicia:

5+11 =16 11 +15=126
5+15=20 11 + 27 =38
5+ 27 =32 15+ 27 = 42

Resultados posibles de Juan:

5:-7=135 5:9 =145 7-9 =063
NUmero de casos posibles = 6-3 = 18

Hacemos el recuento de los casos favorables:

e Si Alicia suma 16 - Pierde — 0
e Si Alicia suma 20 - Pierde - 0
e S Alicia suma 32 - Pierde - 0
e Si Alicia suma 26 - Pierde - 0
e Si Alicia suma 38 - Que Juan obtenga 35 - 1
e Si Alicia suma 42 - Que Juan obtenga 35 - 1

Total: 2
La probabilidad de que gane Alicia es % = 1§
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17.16 Con los mismos conjuntos de numeros del ejercicio anterior, el juego cambia: ahora Alicia sumara tres
numeros, y Juan seguira multiplicando dos. ;Qué probabilidad de ganar tiene Alicia?

Resultados posibles de Alicia:

5+ 11 +15 =31 5+ 15+ 27 =47
5+ 11+ 27 =143 11 + 15+ 27 =53

Resultados posibles de Juan:

5-7=135 5-9 =45 7-9 =63
NiGmero de casos posibles = 4-3 = 12

Hacemos el recuento de los casos favorables:

e Si Alicia suma 31 - Pierde - 0
e Si Alicia suma 43 - Que Juan obtenga 35 - 1
e Si Alicia suma 47 - Que Juan obtenga 35 6 45 - 2
e Si Alicia suma 53 - Que Juan obtenga 35 6 45 - 2

Total: 5

La probabilidad de que gane Alicia es %

ACTIVIDADES

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

Experimentos aleatorios. Sucesos

17.17 Indica si los siguientes experimentos son aleatorios y, en caso afirmativo, describe el espacio muestral
correspondiente.

a) Hacer girar la flecha de una ruleta dividida en 6 sectores numerados del 1 al 6.

b) Extraer una bola de la urna del dibujo.

a) Si es un experimento aleatorio. Su espacio muestral es £ = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
b) No es un experimento aleatorio.

17.18 En el experimento aleatorio que consiste en lanzar un dado con 10 caras numeradas del 1 al 10 consi-
deramos los sucesos A = salir un numero par 'y B = salir un nimero multiplo de 4.

Halla A, AU By A U B. ;Son incompatibles los sucesos A y B? Razona la respuesta.
El espacio muestral es £ = {1, 2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

A={1,35179

AUB=1{2426,38 10}

AUB={1,3451738,9

Los sucesos A y B no son incompatibles (es decir, son compatibles), ya que A N B = {4, 8} # .
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Probabilidad de un suceso

17.19 Se extrae al azar una ficha de un dominé. Calcula la probabilidad de que la suma de los puntos de la
ficha sacada sea superior a 5.

N.° de fichas = 28 = P(suma > 5) = 16 _4

87" 0,5714

17.20 Copia y completa la siguiente tabla de contingencia que muestra la distribuciéon de las tres clases
de 4.° de ESO de un centro escolar.

Alumnos | Alumnas
A 30
B 60 100
C 78
100 232

Si se escoge un estudiante al azar:

a) ¢Cudl es la probabilidad de que pertenezca a la clase A?

b) ;Cual es la probabilidad de que sea alumna?

¢) ¢Cual es la probabilidad de que sea alumna y esté en la clase B?

d) ¢Cudl es la probabilidad de que, sabiendo que es alumna, corresponda a la clase C?

e) ;Cuadl es la probabilidad de que sea alumno sabiendo que pertenece a la clase A?

Alumnos | Alumnas
A 30 24 54
B 40 60 100
C 30 48 78
100 132 232
_o4 271
a) P(A) = 33 ~ 116 0,125
_ 133
b) P(alumna) = 337 ~ o8 = 0,5690
_ 60 _ 15 _
¢) P(alumna N B) = 237 — 53 = 0,2585
_ 4 _ 4
d) P(C/Alumna) = 32 =11 = 0,3636
_30_5_,%
e) P(alumnolA) = 51 =9 0,5
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17.21 Se procede a girar la flecha de la ruleta.

2V11R

R = Sector de color rojo
V = Sector de color verde
A 8v A = Sector de color amarillo
4R 7R
5v 6A

Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos.

a) Salir un numero par.

b) Salir un namero impar y el color rojo.

¢) Salir un numero impar o el color amarillo.
d) Salir un numero par o el color verde.

e) No salir el color rojo.

a) PP = &
b PUNR) = ¢

_ 11 1S
O PIUA) =PI+ PA) ~PUNA) =+ 5~ 5 =3
) PPUV) = PP) + PV —PPAV) =3+ 3 -1 =2

17.22 Cogemos al azar una carta de una baraja francesa formada por 54 cartas (con dos comodines).

Calcula la probabilidad de los siguientes sucesos.

a) Sacar una pica o una figura.

b) Sacar una carta de palo rojo.

¢) Sacar una carta de palo negro o figura.

d) Sacar una carta de palo rojo y menor que 5.

e) No sacar un comodin.

a) P(PUF)=P(P)+P(F)—P(PmF):§+%—53—4=%=%=o,4074

_ 26 _ 13 _

b) PR) = 5 = 57 = 04815
- - _2%6 12 6 _32_16_

O PNUF) = PIN) + PF) = PN N F) = 57 + g5 — o7 = 25 = 35 = 0,5926

_8 _ 4 _
d) PR N < 5) =7 = 57 = 0,1481
0)=1-pC) =12 _32_26
QPO =1-PO=1-5=27=3
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Probabilidad en experimentos compuestos

17.23 En el armario de Luis hay 6 camisetas blancas, 4 azules, 3 negras y 2 rojas. Si saca consecutivamente

17.24

17.25

2 camisetas, ;qué tipo de experimento realiza? Dibuja un diagrama en arbol con los resultados posi-
bles y calcula la probabilidad de los siguientes sucesos.

a) Sacar dos camisetas negras.
b) Sacar una camiseta blanca y otra azul.

¢) No sacar ninguna camiseta roja.

El experimento que realiza es aleatorio.

- oo 13 12156 _ 26
0 PR, N R) = PR)-PR,/ R) = 5257 = 370 = 38 = 07429

Una urna contiene 4 bolas numeradas del 1 al 4. Si se forman todos los nimeros de 3 cifras posibles
al extraer 3 bolas de dicha urna sin reemplazamiento, ;cual es la probabilidad de que el nimero for-
mado sea par? ;Y si las extracciones se efectuasen con reemplazamiento?

2'\/3,2_12_1

V,, 24 2

Sin reemplazamiento: P(n.° par) =

2-WR, 32 1

Con reemplazamiento: P(n.° par) = VR = =7
43

Si se tiran 3 dados, ¢;cual es la probabilidad de que en todas las caras aparezca igual nimero de
puntos?

Pligual ne de puntos) =PI N TN NHURN2N2)U.UEN6NE] =2 =0

VR, ~ 216 _ 0%
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17.26

17.27

Se ha averiguado experimentalmente que la probabilidad de que cierto tipo de chinchetas caigan con
la punta hacia arriba es de 0,35.

Si se lanzan dos chinchetas, ¢cual es la probabilidad de que al menos una de ellas caiga con la punta
hacia arriba?

P(T U2 =P+ P2 —P(TN2=035+035—-0,35-035 = 05775

Un jugador de dardos dispone de dos oportunidades de dar en el blanco en la diana. La probabilidad
de acertar cuando lanza es de 0,63.

a) Halla la probabilidad de que atine al menos una vez.

b) ;Cual es la probabilidad de que falle en los dos lanzamientos?

a) PB,UB)=1—PB, NB)=1— 037 = 0,8631
b) P(F, N F,) = P(B, N B,) = 0,37* = 0,1369

Probabilidad total

17.28

17.29

17.30
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En un centro de ensefianza secundaria, el 55 % de los estudiantes matriculados son chicas. Se sabe que el
65 % de las alumnas no han estado enfermas durante el curso y que el 25 % de los alumnos tampoco.

Si se elige un estudiante al azar, ;cudl es la probabilidad de que se haya encontrado enfermo? Reali-
za el diagrama en arbol correspondiente.

0,65 __ No enfermas
0,55 _ Chicas

0,35 ~ Enfermas
P(enfermo) = 0,45-0,75 + 0,55-0,35 = 0,53
0,25 __ No enfermos
0,45 ™ Chicos

0,75 ~ Enfermos

Considera el experimento compuesto que consiste en
lanzar una moneda al aire y, si sale cara, se extrae
una bola de la primera urna, y si aparece cruz, una
de la segunda.

Dibuja un diagrama en arbol indicando la probabili-
dad de cada suceso y calcula la probabilidad de que
la bola extraida sea blanca.

i B
1 c U1

i N 17 1 4 1

. P(blanca) = fﬁ + ?W = % 0,55
I 10 —8B
2 X U2

6 N

Pedro desea coger la bicicleta guardada en su trastero, y para ello necesita abrir dos puertas. Dispone
de 4 llaves: dos de ellas abren la primera puerta; otra de ellas, la segunda, y la cuarta es maestra. ;Cual
es la probabilidad de que abra las dos puertas en el primer intento si escoge las llaves al azar?

6 _3_
16 =g = 0375

Blw
ENJE )

P(A1 ﬂAz) =



17.31

17.32

17.33

17.34

17.35

17.36

CUESTIONES PARA ACLARARSE

En el lanzamiento de 3 dados de 6 caras, ;cual es el suceso contrario al de sacar al menos un 5? ;Cual
es su probabilidad?

A = sacar al menos un 5= A = Ningun 5

P(A) = (%)3 = 0,5787

En un experimento aleatorio se ha obtenido que la probabilidad de un suceso A es de 0,31, y la de un
suceso B, de 0,69. ;Podemos asegurar que A y B son sucesos contrarios?

Si, ya que P(B) = 1 — P(A)

Si lanzo una moneda 9 veces y aparece cara en todos los lanzamientos, ;es mas probable que a la dé-
cima vez salga cruz en lugar de cara?

No, la probabilidad sigue siendo la misma, la moneda no tiene memoria.

¢En cual de las siguientes urnas es mas probable extraer una bola roja?

3

T 0,4545

3
5

1.2uma: PR) = = = 0,5 2.2uma: PR) = = = 0,6 3.2 urna: P(R) =

1
2

Luego es mas probable extraer una bola roja en la 2.% urna.

Si P(A) = % iquiere decir que hay 4 casos posibles en el experimento y solo 1 favorable al suceso A?

Justifica la respuesta.

No, ya que la fraccion puede estar simplificada.

Indica si son verdaderas o falsas las siguientes afirmaciones.

a) El suceso contrario al suceso seguro es el suceso imposible.
b) La probabilidad de un suceso A puede ser igual a 1,3.

¢) Ay B son incompatibles si A U B = .

d) Si P(A U B) = P(A) + P(B), entonces A y B son compatibles.

e) Si P(A N B) = P(A) - P(B), entonces A y B son independientes.
a) Verdadero d) Falso

b) Falso e) Verdadero

¢) Falso
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17.37

17.38

17.39

17.40

17.41

17.42
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Si al sacar 3 cartas de una baraja espafola obtengo 3 oros, ¢la probabilidad de conseguir en una cuar-
ta extraccion una espada es la misma si devuelvo las cartas a la baraja que si no lo hago? ;Por qué?

A = Obtener 3 oros en tres extracciones
B = Obtener espadas

Con devolucion: P(B) = 10 _ 0,25
40

. . 10

Sin devolucion: P(B) = 37 = 0,27

Luego la probabilidad no es la misma. Es mayor en el caso de que las extracciones se hagan sin devolucion, porque el nime-
ro de casos posibles es menor que cuando las extracciones se producen con devolucion.

Si lanzo 2 dados de 6 caras, ;qué es mas probable lograr como suma, 7 6 10?

Los casos favorables a 7 son: 1y 6,2y 5,3y 4
Los casos favorables a 10 son: 4y 6, 5y 5.
Luego P(sacar 7) > P(sacar 10).

¢Qué es mas probable?
a) Salir 3 al tirar un dado de 6 caras.
b) Sacar espadas al extraer una carta.

c) Obtener dos caras al lanzar dos monedas.

_1

a) P(sacar 3) = 1 _ 0,15 b) P(sacar espadas) = % = 0,25 ¢ P(CO) = 0,25

6

SN

Luego son mas probables los sucesos b y c.

4

Si P(A N B) = % PA) = 3

y P(B) = %, ison A y B independientes? Calcula P(B / A).

P(ANB) = % # P(A) - P(B) = % luego Ay B no son independientes.
R

P(A N B) = P(A)-P(BA) = 12

~| N

— 2 pBIA=PBIA =

PROBLEMAS PARA APLICAR

En una poblacién, la probabilidad de medir mas de 170 centimetros es del 30 %, y la de ser aficiona-
do al cine, del 65 %.

¢Cudl es la probabilidad de que una persona elegida al azar mida menos de dicha altura y le guste el
cine?

P(mds bajo de 170 N aficionado al cine) = 70 65

700 100 0,455

Los alumnos de 4.° de ESO de un centro escolar sortean un ordenador portatil para conseguir ingresos
destinados a su viaje de fin de curso. Venden papeletas numeradas del 1 al 100.

Calcula la probabilidad de ganar el ordenador si se adquieren todas las papeletas que sean multiplos
de 3 o de 5.
s 33 20 6 _ 47

PG U 5) = PB) + P5) = PG N 5) = 765+ 705~ 105 = To5 = 47



17.43

17.44

17.45

17.46

Silvia posee una moneda de 2 euros, dos de un euro, una de 50 céntimos y otra de 20.

Si toma del monedero dos monedas al azar, ¢cual es la probabilidad de que la cantidad sumada de am-
bas sea superior a un euro?

N.° de extracciones de 2 monedas = (g) = 10 = P(cantidad > 1€) = %

Segun un informe de la Cruz Roja sobre los enfermos que padecen paludismo en Africa, si son aten-
. . . 3

didos en un dispensario, los 5 se curan al cabo de tres semanas.

En una muestra al azar de 5 pacientes, calcula la probabilidad de que:

a) Se curen exactamente 3.
b) Sanen al menos 2.

c) Se recuperen todos.

Sea A; = se cure el enfermo “i”. Pues bien, P(A) = %y P(A) = %
_(5\/3V(2} _
a) P(se curen exactamente 3) = 35 )\5) = 0,3456
B _ (5\(3 2/9\3 5\/3V/2 ) B
b) P(sanen al menos 2) = P(se curen 2 U se curen 3) = s\ 5 + 3l )\5) = 0,576

5
) P(se recuperen todos) = (%) = 0,0778

En un aula con 24 estudiantes de 1.° de ESO, los profesores de Matematicas, Lengua e Inglés piden
cada dia al azar los cuadernos a algunos alumnos para revisarlos. El de Matematicas se lo reclama a
4 alumnos; el de Lengua, a 6, y el de Inglés, a 8.

Halla la probabilidad de que a un alumno concreto, en un dia:
a) Le pidan 2 cuadernos.
b) No le reclamen ninguno.

c) Le soliciten los 3 cuadernos.

a) P(le pidan 2 cuadernos) = P[(mates y lengua) U (mates e inglés) U (lengua e inglés)] =

4 6 4 8 6 8 13

_ 4 6 4 8 6 8 1 1 1 _13_
=24 24 T 2424 T4 24 =24 T g T T 7 T 01806
. . 20 18 16
b) P(ningun cuaderno) = P(no mates N no lengua N no inglés) = —— =+ -+ = 0416
24 24 24
; _ 4.6 8 _
) P(le pidan los 3) = 50 24 2 0,0139

Una entidad bancaria realiza un sorteo de 3 premios entre sus clientes, y para ello reparte 1000 pape-
letas. Uno de los clientes habituales tiene en su poder 20 nameros.

¢Cual es la probabilidad de que reciba algun premio?

: 980 979 978 _
P(algun premio) = 1 — P(ningun premio) = 1 — P(no 1.° N no 2.° N no 3.°) = 1 1000 999 998 = 0,0589
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17.50
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374

La probabilidad de nacimientos de nifios en un pais esta en torno al 52 %. Halla la probabilidad de que
una familia de 4 hijos tenga:

a) Por lo menos un nino.

b) Exactamente una nifia y tres nifnos.

4
a) P(por lo menos un nifio) = 1 — P(ningun nifio) = 1 — <£> = 0,9469

100
3
b) P(1 nifa y 3 nifios) = (g)(%) (%) = 0,27

El departamento de seleccion de personal de una multinacional entrevista a 65 candidatos para un
puesto de la empresa: 35 de ellos poseen experiencia laboral previa y 40 disponen de un titulo uni-
versitario.

¢Cual es la probabilidad de que se elija a una persona que tenga experiencia laboral y un titulo uni-
versitario?

A = experiencia laboral

B = titulo universitario

AN B =10 (ya que 40 + 35 = 75 que sobrepasan en 10 a los 65 entrevistados)

P(AOB):%:%:OJBS

Las estadisticas de los derbis entre dos equipos de la misma ciudad e histéricamente rivales son las si-
guientes: el 25 % de las veces ha ganado el equipo A; el 45 %, el conjunto B, y el 30 % han empata-
do. En el préximo torneo van a enfrentarse en 3 ocasiones.

a) ¢Cual es la probabilidad de que gane A los 3 partidos?

b) ¢Cual es la probabilidad de que A venza al menos en un partido?

3
a) P(gane A los 3 partidos) = P(1.° gane A N 2.° gane A N 3.° gane A) = (%) = 0,0156

75

3
m) = 0,5781

b) P(gane A al menos 1 partido) = 1 — P(no gane ninguno) = 1 — (
Un arbol de Navidad esta alumbrado por una tira de 25 bombillas de colores recién compradas.
Si la probabilidad de que una bombilla se funda antes de 15 dias es de 0,1, ;cual es la probabilidad de
que el alumbrado del arbol funcione sin problemas durante los 15 dias de las fiestas navideias?

B; = fundirse la bombilla “i"

P(funcione) = P(B, N B, N ... N B,;) = (0,9 = 0,0718

Un profesor tiene 2 estuches. Uno contiene 5 boligrafos azules y 3 negros, y el otro, 2 azules y
6 negros.

Si abre un estuche al azar y extrae un boligrafo, ;cudl es la probabilidad de que sea negro?

N = ser negro
A = escoger estuche A
B = escoger estuche B

P(N) = P(A)-P(N/ A) + P(B)-P(N / B) =

6 _
+ 5 g = 05625

1
2

oo|w

1
2



17.52

En una empresa de control de calidad, los productos pasan por 3 pruebas independientes. En la pri-
mera se detecta un 8 % de productos con defectos; en la segunda, un 12 %, y en la tercera, un 15 %.
Halla la probabilidad de que un producto tenga:

a) 0 defectos.
b) 1 defecto.
c) 2 defectos.

Sea D = defecto y B = bien

a) P(0 defectos) = P(pase 1.% criba N pase 2.% criba N pase 3.7 criba) = 92 88 & _ 0,6882
b) P(1 defecto) = P(DBB U BDB U BBD) =

¢) P(2 defectos) = P(DDB U DBD U BDD) =

REFUERZO

Experimentos aleatorios. Sucesos

17.53

17.54

Describe el espacio muestral de los siguientes experimentos aleatorios.

a) Sacar de una caja una ficha de dominé teniendo en cuenta que solo contiene aquellas cuya suma
de puntos es inferior a 5.

b) Extraer de una caja una de las piezas del ajedrez.

‘"B BBEEEEE B B

b) E = {Pedn blanco, pedn negro, torre blanca, torre negra, caballo blanco, caballo negro, alfil blanco, alfil negro, reina blanca,
reina negra, rey blanco, rey negro}

Al tomar una carta de una baraja espanola, se consideran los sucesos: A = sacar un basto, B = sacar
una figura 'y C = sacar un as.

Halla los sucesos A U B, AU Cy B U C. ;Son compatibles By C? ;Por qué?
Sea O = oros, Co = copas, E = espadas y B = bastos

A U B = {1B, 2B, 3B, 4B, 5B, 6B, 7B, SB, CB, RB, SO, CO, RO, SCo, CCo, RCo, SE, CE, RE}

A U C = {1B, 2B, 3B, 4B, 5B, 6B, 7B, SB, CB, RB, 10, 1Co, 1E}

B U C = {0, CO, RO, SCo, CCo, RCo, SE, CE, RE, SB, CB, RB, 10, 1Co, 1E, 1B}

By C no son compatibles (es decir, son incompatibles), ya que B N C = .
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Probabilidad de un suceso

17.55 Los 450 alumnos de un centro escolar de Secundaria se encuentran repartidos por cursos de esta forma.

1.° 2.° 3.° 4.°
Chicos 70 50 46 52
Chicas 80 62 50 40

Calcula las siguientes probabilidades.
a) P(ser un chico)

b) P(ser una chica)

c) P(ser de 2.°)

d) P(ser de 4.°)

e) P(ser un chico de 3.°)

f) P(no ser de 1.°)

218
a) P(chico) = 250 0484
L.
b) P(chica) = 50 - =0, 515
O Plser de 2.2 £50) = 12 — 0,248
’ 450 !
d) Plser de 4.° ESO) = —2- = 0,208
450 !
e) P(ser chico de 3.° ESO) = 46 = 0,102
450 !
. 300 .-
f) P(no ser de 1.° ESO) = 750 = 0,6

17.56 Se lanza al aire un dado icosaédrico con las caras numeradas del 1 al 20. Calcula la probabilidad de los
siguientes sucesos.

a) Salir un numero par o multiplo de 5.
b) Salir un namero impar o multiplo de 6.
c) Salir un cuadrado perfecto o multiplo de 2.

d) No salir un numero primo.

b) Plimpar U 6) = ;g + 230 _ % = 0,65

¢) P(cuadrado U 5) — +—=—-—=====0,6
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Probabilidad en experimentos compuestos

17.57 Un juego consiste en sacar 2 bolas consecutivamente y sin reemplazamiento de una urna. Gana quien
saque de su urna dos bolas del mismo color.

¢Quién tiene mayor probabilidad de ganar?

A
6

=03

2
7

~N S

~ |~
N|—

+ %% = 0,2381; P(ganar 2) =

o=

P(ganar 1) = 2+

Por tanto, tiene mas probabilidad de ganar el jugador que extrae las bolas de la urna 2.

17.58 Dos amigos juegan a sacar la carta mas alta de una baraja espanola. El orden es: as, dos, tres... y asi
sucesivamente hasta el rey.

Si el primero que realiza la extraccion saca una sota, devolviéndola a la baraja, calcula:

a) ¢Cual es la probabilidad de que gane el segundo?
b) ¢Cudl es la probabilidad de que venza el primero?
c) ¢Cual es la probabilidad de repeticion por empate?

d) ;Cudl es la probabilidad de que gane cada uno de ellos si no se devuelve la sota extraida a la
baraja? ;Importa quién saque la primera carta en este caso?
é

a) P(Gane 2.°) = 8 _1

T
b) PlGane 1) = 25 = =

4 1
¢) P(Empate) = 20 - 10

d) En caso de que la extraccion se haga sin devolucion:

28

_ 28, o _ 8
=39 P(Gane 2.°) =

P(Gane 1.° 39

En este caso si importa quién saque la primera carta.
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Probabilidad total

17.59 Se tira un dado octaédrico (8 caras) y, si sale nimero par, se extrae una bola de una urna que contie-

17.60

17.61

378

ne 4 bolas amarillas y 6 moradas; y si aparece impar, se toma una bola de otra urna que guarda 8 bo-
las amarillas y 2 moradas.

Halla la probabilidad de sacar una bola morada.

6
10

4 2 32 2
+§.—_

4
P(morada) = 3 1080 "%

AMPLIACION

Se extraen 4 cartas sin devoluciéon de una baraja espainola. Calcula la probabilidad de:
a) Obtener las 4 sotas.

b) Obtener las 4 del mismo palo.

c) Obtener al menos un 5.

d) Obtener las 4 con el mismo numero.

e) Sumar 11.

a) P(obtener 4 sotas) = %33_932_831_7 = 0,00001

b) P(obtener 4 del mismo palo) = P(4 oros U 4 espadas U 4 copas U 4 bastos) = P(4 oros) + P(4 copas) + ... =

_10 9 8 7 ,_
=20 39 38 37 4= 00091
_ .\ _,_36 35 34 33
c) P(obtener al menos un 5) = 1 — P(no obtener 5) = 1 20 39 38 37 0,3554

d) P(obtener los 4 del mismo nimero) = P(4 unos U 4 doses U... U 4 reyes) = P(4 unos) + ... + P(4 reyes) =

_(4 .3 .2 1)\ . _
_<40 3938 37) 10 = 0,0001

e) P(sumen 11) = Plsacar(7,2,1,1) U sacar(6,3,1,1) U sacar(6,2,2,1) U sacar(5,4,1,1) U sacar(5,3,2,1) U sacar(5,2,2,2)] =

A4 A3, 4 4 43,4 43 2
=P 0393837 TR 039738 37 T T Pegg 3938737 T 0012

En una zona de reforestacion en la Selva Negra, devastada por la lluvia acida, se han plantado 3 tipos
de coniferas: un 20 %, de tipo A; un 30 %, de B, y un 50 %, de clase C.

La posibilidad de supervivencia es del 60% en las de tipo A, del 45 % en las de B y del 75 % en las
de C.

Si selecciono un arbol superviviente al azar, ;cual es la probabilidad de que sea de clase C?

P(superviviente de tipo C) = P(sea de tipo C N sobreviva) = P(C) - P(sobrevivalC) = %% = % = 0,375



17.62 Me han regalado una diana en forma de tangram en la que cada pieza es de un color diferente. ;Cual

17.63

es la probabilidad de que al lanzar el dardo lo clave en la zona coloreada en azul?

Todas las areas de las figuras tangram son multiplos del tridangulo pequefo, que llamamos u.

Triangulo pequefio = 1u

Tridngulo mediano = 2u
Tridngulo grande = 4u
Cuadrado = 2u

Romboide = 2u

P(romboide) = z—lL =—=0,125

Si se generan aleatoriamente dos numeros reales, a y b, comprendidos entre 0 y 1, ;cudl es la proba-

bilidad de que el punto (a, b) se encuentre en el interior del circulo centrado en el origen y con radio
la unidad?

[EN

Pl(a, b) € circulo(0, 1)] =

i EaE
INE]
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PARA INTERPRETAR Y RESOLVER

17.64 ¢Mas vocales o mas consonantes?

17.65

380

Ricardo desea estudiar la proporcion de vocales y consonantes que se utilizan en su lengua. Para ello
ha elegido al azar el siguiente parrafo extraido de su libro de Matematicas.

“El estudio del calculo de probabilidades se inicio al observar como se comportaban los juegos de azar.”

a) Cuenta el numero de vocales y de consonantes que contiene el texto, y con los resultados asigna
probabilidades a los sucesos que se forman al elegir una letra al azar de un escrito cualquiera, si re-
sulta ser una vocal, y si resulta ser una consonante.

b) Ricardo intuye que las probabilidades anteriores cambian de manera apreciable si se sabe que la le-
tra anterior a la elegida es vocal o consonante. Con la ayuda de la primera linea del texto, asigna
la probabilidad del suceso que se forma si la letra seleccionada resulta ser vocal, sabiendo que la
anterior es consonante.

39 46

a) Hay 39 vocales y 46 consonantes. Por tanto: P(V) = 394 46 0,4588 y P(C) = 39 + 26

= 0,5412.

b) De las 11 letras precedidas de consonante, 8 son vocales. Por tanto, la probabilidad de que una letra sea vocal sabiendo

que la anterior a ella es consonante es % = 0,7273.

La rotonda

En una glorieta confluyen tres carreteras de doble sentido. En la figura se indica la distribucion de
vehiculos que entran por una via y salen por otra.

Se elige un conductor al azar de entre todos los que han circulado por la rotonda en un dia.
a) ¢Cual es la probabilidad de que haya entrado y salido por A?
b) ¢(Cual es la probabilidad de que haya salido por C?

c) ¢Cual es la probabilidad de que no haya entrado por B?

a) P(EA N SA) = 0,05
b) P(S) = 0,05 + 0,1 = 0,15

A PE)=1—-PE)=1—-(04+02+01) =03



AUTOEVALUACION

17.A1 Sea extrae una bola de una urna que contiene 20 bolas numeradas del 1 al 20. Se consideran los si-
guientes sucesos.

A = salir un numero multiplo de 3

B = salir un nimero multiplo de 5

C = salir un namero par

HallaAUB, AUCyBUC

¢Son compatibles By C? ;Por qué?

Sea A = salir multiplo de 3 = {3, 6,9, 12, 15, 18}. Sea B = salir multiplo de 5 = {5, 10, 15, 20}
Sea C = salir nimero par = {2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20}
AUB=1{3506091012,15,18,20;; AU C=1{2,3,4,6,8,9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20}
BUC=1{2475,6,8 10,12, 14,15, 16, 18, 20}

By C son compatibles, ya que B N C = {10, 20} # .

17.A2 Copia la siguiente tabla de contingencia sobre la procedencia y el sexo de los candidatos para secre-
tario de las Naciones Unidas.

Mujer Hombre
Europa 1 4
América 2
Africa 0
Asia 1
Oceania
6 9

Completa la tabla y calcula la probabilidad de:
a) Que el secretario sea mujer.

b) Que el secretario sea hombre y europeo.

¢) Que el secretario sea mujer o americano.

d) Que el secretario no sea africano.

Mujer Hombre
Europa 1 3 4
América 2 3 5
Africa 2 0 2
Asia 1 2 3
Oceania 1 1
6 9 15
a) P(mujer) = % = % =04
b) P(hombre N europeo) = % = % =0,2
) P(mujer U americano) = P(mujer) + P(americano) — P(mujer N americano) = % + % — % = % =06
d) P(no africano) = 1 — P(africano) = 1 — % = % = 0,86
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17.A3 Una urna contiene 4 bolas blancas numeradas del 1 al 4, 3 negras numeradas del 5 al 7, y 3 rojas nu-
meradas del 8 al 10. Si se extrae una bola al azar, calcula las siguientes probabilidades.

a) P(salir blanca o numero par)
b) P(salir negra o niumero impar)

¢) P(no salir blanca o numero multiplo de 3)

_4 .5 _ 2 _ T

a) Plblanca U pan) = <0+ 25 = 75 = 10

. _3 .5 _2_3

b) P(negra U impar) = <5+ 75— 75 = 5
Foho06 3 2 _ 7

17.A4 Se lanzan 4 monedas de un euro y se anota el resultado de la cara superior. ;Qué tipo de experi-
mento se realiza?

Forma el diagrama en arbol y calcula la probabilidad de obtener 4 caras.

12 Moneda 22 Moneda 32 Moneda 42 Moneda Resultado

o cccec

C<

c X ccc

C ccxce

X<
c X CCXX
C cxcece

C<
X X CXCX
C cCXXCcC

X<
X C XXX
C Xccce

C<
c X XCccCX
C XCXC

X<
X XCXX

X

C XXcCCc

C<
X X XXCX
C XX XC

X<
X XX XX

El experimento que se realiza es aleatorio, ya que por muchas veces que se repita, jamas se puede predecir el resultado que
se va a obtener en una proxima experiencia.

P(CCCC) = %%%% = % = 0,125
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17.A5 De la urna de la figura se sacan, consecutivamente y sin reemplazamiento,
2 bolas.

Realiza un diagrama en arbol del experimento y calcula la probabilidad
de que:

a) La primera sea azul y la segunda roja.

b) Las dos sean azules.

¢) Las dos sean del mismo color.

5 R
3
R 9 A
2
5 9
10 ) v
9 R
3 2
10 2 9 A
2
9
%
5
2 9 R
10 3
% 9 A
4
9
%
_3 5 _15_1_44
a) PIA N R) =755 = g5 = 0,16
_3.2_6 _ 1 _40¢
b) P(A N A) = =55 =95 = 75 = 0,06
; > 4,32 2 1 _14_ .57
Q) P(mlsmocolor)—10 9+10 9+ 10 9—45—0,31

MURAL DE MATEMATICAS
MATETIEMPOS
El dia de mi cumpleanos

¢Cudl es la probabilidad de que entre los 30 alumnos de una clase de 4.° de ESO, al menos dos, cumplan aios
el mismo dia? ;Y si consideramos los 150 alumnos que cursan 4.° de ESO en un mismo centro escolar?

P(dos alumnos no hayan nacido el mismo dia) = %

|
P(ninguno de los 30 alumnos de 4.° de ESO haya nacido el mismo dia) = % . % . % % = %

364!

Luego se tiene que: P(al menos dos de los 30 estudiantes de 4.° de ESO hayan nacido el mismo dia) = 1 — 3657364 — 30)1"

- 364!
365™(364 — 150)!"

Por otro lado: P(al menos dos de los 150 estudiantes de 4.° de ESO hayan nacido el mismo dia) = 1
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