TRIGONOMETRIA
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO AGUDO
Dado el sigulente tridngulo rectangulo:

B
sl cateto opuesto a
Bl senodeq = ——— sena = —
c hipotenusa c
a cateto proximo b
coseno de o = —— coSa =—
-~ _J hipotenusa c
4 : cateto opuesto
A b C tan gente de o = P tga = —

cateto proximo

Estas velaclones se llaman razones trigonométricas oel dngulo a .
Los valores de seno Y coseno siempre estarfn entre -1 Yy 1 Yy en cambio La tangente puede tomar cualquier
valor
Ejercicios:
1, Escribe las vazownes trigonométricas del dngulo f

2, Resuelve los sigulentes tridngulos rectdngulos,
a)

27

o)

¢)

C 2,62 cms

B
4,32 cms




3. Calowla la altura de un drool que a una distancia de 10 wm se ve bajo un dngulo de 302,

P 10 m

1

RELACIONES TRIC(ONOMéTR!OAS FUNDAMENTALES
Los valores de Las tres razownes trigonométricas estudiadas (sem , cos Y ton) no son independientes, sino
que estan velaclonadas de tal manera gque conoctendo el valor de una de ellas, se puede caleular el valor

de Las otras dos. Las velaclones que las Ligan son Las Llamadas relactones trigonométricas fundamentales,
5 Sown:

sena
sena+cos’a =1 =g

CoS o

Ejeroicios
4. Sabiendo que COSa =0,63, caleular sena y ga

3
5, Sabiendo que sena =5 caleula COSar Y tga

1
&. Sablendo que tga =5 caleula sena y cosa



7 Stmplifica la sigulente expresibn:
sen’a +cos’ a.sena
sena

RAZONES TRIGONOMETRICAS DE 302, 452 Y &0°

Dado que estos angulos son muy comunes en trigonometria vamos a caleular sus razones
trigonométricas.

Razownes trigonométricas de 452

Razones trigonométricas de 202 Y de 602

RESOLUCION DE PROBLEMAS

Ejeroicios

1. un dirigible que estd volando a 00 w de altura, distingue un pueblo con un dngulo oe depresion oe
127, LA gué distancia del pueblo se halla?

2. Hallar el radio de una clreunferencia sabiendo que una cuerda de 24,6 w tiene como arco
corvespondiente uno de F0°



3. Rosa esta haclendo volar su cometa. Ha soltado 36 w de hilo Yy mide el dngulo que forma La cuerda con
la horizowntal: 622, caleula La alturn a la que se encuentra La cometa sablendo que La mano gque sostiene
la cuerda esth a 23 e del suelo,

4, tCudnto wmide la apoteva de un pentdgono regular de Lado 10 cm?

5, Desde un satélite artificial se ve la tierva bajo un ngulo de 1402, Caleular:
a) La distancia a la que st encuentra La tiera,
b) La superficie tervestre visible desole el satélite,
Radio de la tievra = 6 366 ki,



&, A qué altura sobre La superficie de La tierra hemos de subly para ver un lugar situado a 10 000 kw de
distancia,

RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUWANGULOS
veanos Los dos casos de resolucion de este tipo de triangulos.
Caso 1: Caleular el dven Y el pertmetro de este tridngulo

Caso 2: Caleular el drea Y el perlmetro de este tridngulo

Tm



Ejerclelos:

. Dos observadores situados a 70 wmetvos de distancia ven un globo situado entre ellos Yy en el mismo
plano vertical bajo dngulos de elevacisn de 252 y 7ot Halla La altura del globo Y Las distancias que Los
separan de cada uno de Los dos observadores.

g, Caloula la altura de uwn brbol, sabiendo que desde wn punto del terveno se observa su copa bajo U
dngulo de 20" Y st nos acercamos 10 wm, bajo un dngulo de &0°,



LA CIRCUNFERENCIA GONIOMETRICA
La clreunferencia gonlométrica es una clrcunferencia de radio 1. Dicha clreunferencia se utiliza con el
fin de podler estudiar facilmente Las razones trigonowmétricas, mediante La representacion de tridngulos

rectangulos auxiliaves.

T o
5 0%

Angulos
POSITIVOS

7 (180°) 0 (0°)

27 (360°)

Angulos

/NEGATIVOS

3n
= (270°
B (270°)

Wi radian es wn angulo cuyo arco mide Lo mismo que su radio

vamos a ver Las rvelaclones que existen entre Las razones trigonométricas oe un angulo del priveer cuadiante
con otros angulos de otros cundiantes.

a Yy 90-0 a Hjo—l—a
\4 \4
1 1
-1 1 x -1 1 x
B -1
sen (90-a) = sen (90+a) =
cos (90-0) = cos (90+a) =

tg (90-a) = tg (90+a) =


http://es.wikipedia.org/wiki/Circunferencia
http://es.wikipedia.org/wiki/Radio_(geometr%C3%ADa)
http://es.wikipedia.org/wiki/Raz%C3%B3n_trigonom%C3%A9trica
http://es.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A1ngulo

a Y 1R0-0, a Y 120+

y y
1 1
-1 1 X -1
B -1
sen (180-a) = sen (1go+a) =
cos (180-0) = cos (180+0) =
tg (180-0) = tg (1€0+a) =
oy 270-0 a y 2ZFota
y y
1 1
-1 1 X -1
B —1
sen (F0-a) = sen (QFo+a) =
cos (RF0-a) = cos (RF0+a) =

tg (R70-0) = tg (RFo+a) =



a Y 360-0 a Yy 260+0a

\Y y
1 1
-1 1 X -1 1 X

e O

sen (Be0-0) = sewn (Beo+a) =

cos (Beo-0) = cos (Beo+a) =

tg (ze0-0) = tg (3eo+a) =

Ejercicios,

9. Sinayuda de la caleuladora, indica los valores de las siguientes razones trigonométricns:

a) sen 1502 b) cos (-330%2) ¢) tan 3152 ) cos 1352



10. Sin ayuda de la caleuladora, indica los valores de las siguientes razones trigonométricas:

a) sen 13050 b) cos 19200

ECUACIONES TRIGONOMETRICAS

Una ecuacion trigonométrica es aquella ecuacion en la que aparecen uni o mis funclones trigonométricas.
En las ecuaclones trigonométricas La tneognita es el dngulo comin de las funclones trigonométricas.
VEAMOS UNDS gjemplos:

a) sem X = /2

b) cos x =0,4

)tgx =3

d) sen (2x-2) = 0,8

) Bcos X =2

f) sen?x + sen x = 0



0) ZSeN? X — 5 sen X + 2 =0

L) 2cos x =3t x

I

EJERCICIOS
1. Halla los dngulos o de cada wno de Los siguientes tridngulos rectdngulos.
a)
150
-c)
S

Sol: a) o = 2#,82 b) 0 = 46,3%¢) 0 = 28,03
2. Observa el triangulo rectangulo MPN, Y en Las siguientes igualdades, sustituye Los puntos suspensivos por sen, cos

0 tg.

a)...M=" b)... N= ..M d..N="
P P n P
M
n
P
?
m
N

3. ¢existealgun dngulo atal que sena = 2/5 Yy tga = 1/4? RAzla vespuesta.

4. Halla las vazones trigonométricas de Llos Angulos agudos de Los siguientes trifngulos rectdngulos (4 7~ = 90°):
Q) b=56cm; a=623cm b)) b=236cm;c=4,5cm ¢)c=16Cm; 4= 36 cm
Sola) B=6116C =284 b) B =8231C = F,69 ) B = 63,64 C = 26,36,



10.

11,

12,

14,

15,

1e,

Halla la wedida de Los lados Yy dngulos desconocidos en los siguientes tringulos rectingulos (4 7 = 907):
MNb=Feme=18cm b)a=25cmb=Fem ¢)b=18m B =40 d)c=12F7m B =65
) a=35cm " =36
Sol:a) a~19.31 cm; BR21°15 2"; ¢ = 68 44' 58" b) ¢ =24 cvm; BR1E°15 37" ; C = #3°44' 23"

¢) C=50% am22 cm; c= 21,45 em d) C = 257 b= 27,23 o 4= 30,05 om

e) B = 54% 0= 20,57 cm; U= 28,32 e,

Resuelve Los sigulentes tridngulos rectngulos (€ = 90°) hallando Lo wmedida de todos Los elementos desconociolos:
) a=5cm, b=12 cm. Halla ¢, 4, BE. b) a=42wm, 4 =27 Halla b ¢ B.
¢)a=#wm, B=5%. Halla 4, ¢, 4. d) ¢c=5,2km, 4= 710 Halla 4, b, B.
e) c=5cem, B= 43" Halla 4, b, A
Sol:a) e =13 om; A4 = 2237 11,5 Y B = 67 22' 48,5

b)B =53¢ =F145m Yy b = 5706 m

)A=320=132mYyb =112m

B =192 =548 km Yy 1,89 km

e A=470=3660mY b = 3,41 cm.
Cuando Los rayos del sol forman 40° con el suelo, la sombra de vn Grbol mide 1€ m. dCudl es su altura?
Sol: 151 w wdde el brbol,
wna escalern de 2 m estd apoyada en una pared. (ué angulo forma Lo escalern cow el suelo st su base estd a 1,2 m
de Lo pared? Sol: a= 6625 19"
Al vecorver 2 Rim por wna carretern, hewos ascendiolo 280 m. (RuE angulo forma La carretera con La horizontal?
Sol: 5°21' 19,44,
Sl queremos oue una cinta transportadora de 25 weetros eleve La carga hasta una altwrn de 1.5 metros, iqué dngulo
se deberd lnelinar La cinta? Sol: 36°52'11,6"
Lna persond de 1,78 wm de estatura proyecta wna sombra de 66 e, Y en ese momento un drbol da una sombra de
2,2 m.
a) (Qué dngulo forman Los rayos del Sol con La hovizontal? b) icudl es La altuva del drbol?
Sol: a) ©9°39'21,2"0) 6,203 m,
Caleula Los lados iguales Yy el dren de wn tridngulo tsbsceles cuyo lado desigual mide 24 ey el dngulo opuesto a La
base mide 400, Sol: lades lgualess 35,1 om Y Area 396 om?,

El lado de un rombo mide € cm Yy el angulo menor es de 282, éCudnto miden Las dingonales del rombo?
Sol: 5,2 cm Y 15,2 cim,

- De un triangulo isosceles conocemos su lado destgual, 1€ m, Y su altura, 10 m. iCuanto miden sus angulos?

Sol: a= 48 46" Y B =gz 58 28"
Para determinar la altura de un poste nos hewos alejado 7 m de su base Yy hemos medido el dngulo que forma La
visual al punto mas alto con la horizowtal, obteniendo un valor de 40°. iCuanto mide el poste? Sol: 5,87 m.,

caleula La altwra, h, de Los stgulentes triangulos:
a) B

C

-

Sol:a) hr16,3cm b) h=m 16,1 e,

Caleula La altwra sobre el Lado AB en Los sigulentes tridngulos:
a) b) B

23 cm

A C
Sol: a) h=14,2cm b) h = 14,2 cmu,

o)



17, Halla:
a) La longitud 4c.  b) EL dren del tridngulo ABC.

c Sol: a) 42,24 evn b) Asre = 393,49 cm>

18, Dos antenas de radio estin sujetas al suelo por cables tal como indica la figura. Caleula La Longitud de cada wno de
Los tramos de cable y La distancin A€,

B
D
=
= 45°
= £[30°
60° 30° iQ
A P C Q E

Sol: AP REF,F4 m; PC 173,21 w; CR = F5W; RE R43,3 M YAE =3249,25m
19, Una escalern para acceder o un tinel tiene La forma y Las dimensiones de la figura. Caleula la profundidad del

pwnto BE.
A

5 sol:z3548m,

20, Lna seiral de peligro en una carvetera nos advierte que la pendiente es del 12%. (Qué dngulo forma ese tramo oe
carvetera con la horizontal? Cubintos metros hemos descendivo después de recorver 7 lm por esa carvetern?
Sol: A= &6°53' 32" |y g40 M,

21, Bnouna ruta de montaing, una senal indiea una altitud de #€5 m. Tres kildmetros mas adelante, Lo altitud es de 1

265 . Halla La pendiente medin de esa ruta Y el dngulo que forma con La horizontal.
Sol: tga = 0,162216,2%,

22, Los brazos de un compds, que miden 12 em, forman wn Angulo de 50°. (Cudl es el radlio de La circunferencia que
puede trazarse con esa aberturn? Sol: Radio de La clrounferencia =~ 10,44 e,

23, Caleuln el drea de cada wno de estos tridngulos:

b) Q
a) B

&
N

35° 35°

A 23 m
Sol: a) 105,685 m2 b) ~ 188 w2

24.en el tridngulo ABC caleula hy 4.

< 23 >
Sol: h = 16,31 o Yar2242om,



25, en el tridngulo ABC halla x, he 4.

Sol: x= 10,93 cim; W ® 13,02 em; Y = 25,91 e,

P * C 17cm B Sol: h = 30,74 ewm; X~ 32,19 ew; b = 44,51 cvr.
27 Conocemos La distancia de nuestra casa a la iglesin, 137 w; Lo distancia de nuestra casa al deposito de agua, 211
m, Y el dngulo, 427, bajo el cual se ve desole nuestra casa el segmento cuyos extremos son la iglesia y el depésito.
ccudl es Lo distancia que hay de La iglesia al depbsito de agun?

D
Sol: Distancia ~ 144,93 m,

28, Consloern este tridngulo:
a) caleula Lo progecciéw e MN solore MP. 1) Halla La altura corvespondiente a la base MP.
c) Caleula el aren del tridngulo,

M
7 cm Sol: @) 3,02 e b) 3,94 e ¢) 13,79 om?

29, Desde La torve de control de un aeropuerto se establece comunicactdn con un avidn que va a atervizar. En ese
momento, el avibm se encuentra o wan altura de 1 200 metros Y el Angulo de observacién desde La torve (dngulo que
forma La visual hacia el avion con la horizontal) es de 20°. (A qué distancin esti el avidw del ple de La torve st esta
mide 40 w de altwra?

Sol: La distancia del avidn al ple de La torve es de 2 340,3 .
30, Henos colocadlo wn cable sobre un mdstil que Lo sujeta como muestra La figura. dCudnto miden el méstil Y el cable?

Sol: #,22 m (mastil) Y 24,99 m (cable).



21, Desole el lugar donole me encuentro, La visual de La torve forma wn dngulo de 22° con La horizontal.

—2Sm=— W sol:s2.4 m.

32, caleuln la altura de La luz de un faro sobre un acantilado cuya base es inaccesible, si desoe un bareo se toman Las
stgulentes medidaos:
— El dngulo que formn la visual hacia Lla luz con La Linea de horizonte es de 25".
— Nos algjamos 200 metros Y el Angulo que forma ahora dicha visual es de 10°.
Sol: 56, F m.,

33, LU estatua de 2,5 m estd colocada sobre wun pedlestal. Desde wn punto del suelo se ve el pedestal bajo un dngulo de
15° Y la estatun bajo un ngulo de 400, Caleuln la altura del pedestal. Sol: 0,52 m,

34.Pova caleular La altura del edificio, P@2, hemos medido los dngulos que indica la figura. Sabemos que hay un
funicular para tr
de sa @ cuyn longltud es de 250 m. Halla Pe.

SN sol: La attura del edificio es de 56,66 m.,

25, Las tangentes a una clreunferencia de centro O, trazadas desole un punto exterior, & forman un dngulo de 50°.
Halla La distancia PO sablendo que el radio de la clreunferencin es 12,4 cm. Sol: PO = 29,34 cm,

36, Dos edificios distan emtre sl 150 metros. Desde wn punto dlel suelo que estd entre Los dos edificlos, vemos que Las
visuales a Los puntos mds altos de estos forman con La horizontal dungules de 357y 20°. cCudl es La altura de Los
edificlos, st sabemos que los dos miden Lo mismo? Sol: La altura de Los dos edificios es de 35,92 w.

37, En dos comlsarins de policia, 4 Yy C se escucha la alarma de un banco B. Cown los datos de La figura, caleula La
distancia
del banco a cada wan de las comisarias.

B
A

A 5 km C sol: 3,24 km Y 2,57 km,
38, Halla el drea de un octbgono regular de 12 cm de Llado. Sol: 695,52 cm?

39, En un trapeclo isbsceles de bases 4B Yy DC, conocemos Los lados AB = 5m y BC = 32w, Y los dngulos que
forma La base mayor con Los Lados oblicuos, que son de 457 Halla su drea. Sol: 24 m?,
40, €l Lado de La base de una pirdmide cuadrangular regular mide & m y el dngulo APD L = &0 Halla su volumen.

P
‘ ’
A D Sol: 36‘/2 M3,

41. Halla el dngulo que forma La dingonal de un cubo de arista & e con La diagonal de La base.

L

Sol: a= 35715 52"



42, Desde un faro Fse observa un bareo 4 bajo un dngulo de 43° con respecto a La Linea de La costa; Y un barco B, bajo un
angulo de 21°. €L barco 4 estd a0 5 km de la costa, Yy el B, a = k. Caleuln La distancia entre Los barcos.
Sol: La distancia entre 4 Y B es de 3,16 km.

43,SlL senn = 0,282, caleula cos o Ytga utilizando las velaciones fundamentales (a < 90°).
Sol: ecosa = 0,96; tga = 0,292

4.4, Holla el valor exacto (con vadicales) de sen a ytga sablendo que cosa = 2/3 (n < 90°).
Sol: sena=5/2 tpa= 2\5/4

45.sitga =, calewln sena ycosa (n < 907). Sol: sena = Vz0/6; cos 0. = e/

4e.Ccaleuln el valor exacto (utilizando radicales) de las razownes trigonométricas que faltan en la tabla siguiente (a <
jO"):

sen o.| 2/3

cos o V2/3
19 o 2

Sol: a) 272 ,\572 , 2575 b) V#/z,V2/z, V=2 o) 2575, V575, 2.

4F.Situa en la clireunferencia gonlométrica Los siguientes Angulos e indica el signo de sus razones trigonométricas.
a) 12€° b)19g° ¢) €7 d)9g ) 285 ) 305

48, En cada wno de estos clreulos esta indicado el signo de Llas razownes triconométricns de a, segun el cuadrante en el
que esté . (Cudl corvesponde a sen a. iCudl a cos a? &Y cudl a tg a2

AR aR AR
[ D W

49, Indica, en cada caso, en qué cuadrante esta el dngulo a:
n) sena>0,co050<0 b)tgn>0cosa>0 ¢c)senn<0,cosa>0 d)senn<o, cosa<O0

50, Dibwja de forma aproximada, sobre La clreunferencia gontométrica, dngulos que cumplan Las siguientes condiciones
a) seno=-1/2,tga >0 b)) cosa=3/4,0>90° ¢c) tgPB=-1cosBp<o d)tga=2 cosa<o0
51, Sobre La clreunferencia gonlownétrica busca La velacion que existe entre las vazones trigonowmétricas de:
a) 90-aya b) 90+ aya ¢) 180-aya d) 180+ aya ¢ 2F0-ay a f) 2F0+ay a g) zeo-aya (0909
52, St sena = 0,25y a < 900, halla:
a) sen (1800 —a)  b) sem (o + 90°) ¢) sen (1800 + a) o) sen (360 - o) €) sen (90° - a) ) sen (3600 + @)
Sol: a) 0,35b) 0,94 ¢) -0,35d) ~0,35¢) 0,94 f) 0,35,
&3, Caleuln Las vazones trigonométricas de los sigulentes dngulos ayudandote de La clreunferencia gonlométrica.
n) 150° b) 240° ¢) 200° o) 225" ¢) 100° ) 320°
54, Caleula las vazones trigonométricns de 55¢, 1250, 1450, 215¢, 235, 205° | BR5° A partir de las razones
trigonométricas de 250
Sen 350 = 0,5%; ¢os 350 = 0,82; tg 35° = 0,70
55, Expresa con un dngulo del priver cuadiante:
n) sen1 215" b) cos (-100°) ¢) tg (-50°) d) cos 930° ¢) tg 580° f) sen (-280°)
56, Expresa con un dngulo del priver cuadiante:
a) sen 1500 b) cos 1350 ¢) tg210° d) cos 225° ¢) sen 3150 ) tg120° ) tg 340° 1) cos 2000 1) sem 290°
SF. Buseq, en cada caso, un angulo comprendido entre 0° Y 3607, cuyas razones trigonométricas cotncioan con el
angulo dado:
a) 3 F20° b) 1 935" ¢) 2 040° o) 3150° ¢) -200° {) -€20°
58. sablendo que tga = -2 ya < 180°, halla sena y cos a. Sol: sen o = s Y cos o= N5
59, ¢Existe algun angulo agudo culjo seno sea mayor que Lo tangente? Justifica La vespuesta.
&0, En un trifngulo rectngulo, wno de los catetos mide el ooble que el otvo. iCubinto valew Las razones trigonométricas

J5 2.5 1
5 9e

del dngulo menor? Sol: SeNa = = Cosa = =5



&1, Usando Las relaciones fundamentales, demuestra que:
a) (sen oL + cos 0)% + (sen oL — cos 0)% = 2

b) (sen @1)® + sen 0. - (cos 0)? -1 o (sen 0)3 + sen o - (cos o1)2
semn O cos Ol

1
(cos 01)?

=tgo

d)1 + (g o)? =

&2. Caleula los dngulos del primer cuadrante ogue cumplan:
a)sen o =073 b)cosa=0,6 c)tga=2 d) sena =05 ¢)cosa=0,9 f) tga = 0,92
Sol: a) 46,89 1Y 133,112 0) 53,13° | 303,857 ¢) 63,43° ) 243,432 0l) 30° Yy 150°
£) 25,842 | 334,842 ) 44,428 ) 224,42°
63, Resuelve Las sigulentes ecunciones sablendo que 0° < x < 260"

a) (sen x)2 —senx =0  b)2(cos x)* — V3 cosx =0
©)31gx+3=0d)4(senx)2-1=0 €) 2(cos x)*? —cosx—1=0

Sol: a) x = 0 x =180° X = 90° ) X = 90° X = 2F0° X = 30" X = 330"
e) X = 135" x = 315 A X=B0°X=150")x= 210" X = 330° &) X = 0"X = 120° x = 120"

AUTOEVALUACION

1, Calewla @, By elvalor del cateto que falta en el sigulente triingulo.
C i

17,28 cm

2, Eldngulo que forma el suelo con Lla recta que une el extremo de La sombora de un Girbol con la parte superior del drbol
es de 400 Caleuln La Longitud de la sondbra sablendo que el arbol mide 15 m de altura.

3. Con qué angulo sobre La pared he de apoyar una escalera de € metros para aleanzar una altura de & metros?

4, sSabiendo que cos o = 1/4, Y que 2708 < o <260° Caleular Las restantes razones trigonométricas del angulo a.

5. Demuestra mediante la clreundferencia gonlométrica Las relaclones entre Las razones trigonométricas entre oy
1€0-0, Y, 00y 270- @

6. sabiendo que el sen 252 = 0,423, caleula el seno, el coseno Y la tangente de 16852

F. La base de un tridngulo isbsceles mide 64 cm, Y el dngulo que se forma entre Los Lados tguales es de 402 Caleula
el perbmetro y el drea del triangulo.

2, Eldngulo que se forma en la interseccion de dos caminos es de &g2 La granja 4 estd a 230 wm de ese punto, Y La
grana B 0425 m.
LA qué distancia en Linen vecta estd Lo granja 4 dela granja B?

9. Dos ambulancias, distanciadas € km en linea recta, reclben una Llawmada de wgencia de una casa. Observa la
flgura y caleula la distancia
que separa a cada ambulancia de la casa:

45° 42"(
8 km

B
B

10, Caleula la altura de wn arbol, sabiendo que desde wn punto del terreno se observa su copa bajo un angulo de 208 Y
sl nos acercamos 10 w, la vemos bajo wn dngulo de co2.

11, Un avidn vuela entre dos cludades, 4 Y B, que distan 20 k. Las visuales desde el avidn a4 y a B forman
angulos de 290 Yy 420 con La horlzontal, vespectivamente. A qué alturn esta el avion?

12. pemnuestra las sigulentes igualdades trigonowmétricas:
sen’a-cos’a+cos‘a 1 sen‘a—cos*a

= 1
sen’a tan’ « sen®a —cos? a






