PAU 2025 Ordinaria Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

Prueba de Acceso a la Universidad u p n a

Curso: 2024-2025

Universidad Publica ce Mavarra
Nafarmake Uninertsitas Publikoa

Asignatura: MATEMATICAS II

Elige una pregunta de cada blogque P, A, By C y respdndelas.

P1) Para la realizacién de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola maquina.
Cada méaquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de
otros 5 euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada hora que dure el trabajo hay
que pagar 18 euros a un Unico operario que supervisa la tarea, calcula el nimero de maquinas
a usar para que el gasto sea minimo. Justifica su condicion de minimo. (Observacion: el tiempo
necesario para realizar el trabajo es inversamente proporcional al nimero de maquinas
empleadas). (2,5 puntos)

P2) Siendo p(t) =0.15+sin? (%-t)-cos(%-tj el precio del kilowatio/hora de la luz domestica

entre los instantes t, =0 y t, =1:

(a) Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los que ha sido minimo.
(1,25 puntos)

(b) Calcula el precio medio E de la luz entre los instantes t, =0 y t, =1, sabiendo que el valor
medio de una funcion continua f en el intervalo [a, b] (a < b) es: (1.25 puntos)

— 1 °
f:mlf(x)dx

Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.

Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real my
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(m*—3m)x—my+2mz=3
(m*—3m)x+3y+3mz=m+9
(3m—m?)x+my—-mz=0

Menciona el resultado teorico empleado Y justifica su uso. (2,5 puntos)

A2) Sean A'y B dos matrices cuadradas 3x3 tales que |A| :% y |B|=2. Calcula |C| sabiendo que

c=2(AB) ()"
(2,5 puntos)
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B1) Calcula la ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto P(2, 0,—1) y corta a las
siguientes rectas: (2,5 puntos)

.o 2X+y-32-6=0 X+1_y _z+2
~ |2x-3z-8=0 1

B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0,—1) y B(1, 4, 2) y los otros dos vértices
estan contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4,—4).

(a) Calcula la ecuacion de dicha recta. (0,5 puntos)
(b) Calcula la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por A. (0,75
puntos)

(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)

Cl1) Sea f (x):cos(%-xj-ln(x2 +X-5).

a) Demuestra que f es continua en [2, 3]. (0,75 puntos)
b) Demuestra que existe un punto c en (2, 3) tal que f'(c) = 0. Enuncia el resultado tedrico
utilizado, y justifica su uso. (1,75 puntos)
: g 3% . ) N
C2) Se considera la funcion f (x) =— h Estudia sus asintotas y simetrias.
X —
Estudia la aproximacion de la funcidn a sus asintotas verticales. (2,5 puntos)
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SOLUCIONES

P1) Para la realizacién de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola maquina.
Cada méaquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de
otros 5 euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada hora que dure el trabajo hay
que pagar 18 euros a un Unico operario que supervisa la tarea, calcula el nimero de maquinas
a usar para que el gasto sea minimo. Justifica su condicion de minimo. (Observacion: el tiempo
necesario para realizar el trabajo es inversamente proporcional al nimero de maquinas
empleadas). (2,5 puntos)

Llamamos “x” al nimero de maquinas que se usan.

- i 90 R
Como 1 maquina tarda 80 horas, con 2 maquinas tardaremos = 45 horas y si utilizamos “x”

A 90 . :
maquinas tardaremos — horas en realizar el trabajo.
X

Hallamos la expresion de la funcion gasto G(x) que depende del nimero de maquinas en uso.
Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta en marcha y de

otros 5 euros por cada hora de uso > G(x) :10x+5@x =10x+400.
X

Hay que sumarle el gasto del operario que cobra 18 euros por hora.

G(x) :10x+400+18@ :%+10x+400

X X

Hallamos la derivada de la funcion y vemos cuando se anula.

G(x):@+10x+4oo:>e'(x): _14240+1o
X X
G'(x)=0= _14240+10=o:> 14‘210 =10=>1440 =10x* =
X X

= X =%=144:> X =+144 =12

Como estamos hablando de nimero de maquinas no nos sirve el valor negativo de la raiz.
Sustituimos x =12 en la segunda derivada para decidir si es maximo o minimo.

2880

X3

2880

23

G (x)= M9, 10= 1440x2 +10= G~ (x) = 2880x° =
X

>0

=G (12) =

Como la segunda derivada toma valor positivo podemos afirmar que en x =12 hay un minimo
relativo de la funcion gasto.
Con 12 maqguinas se consigue un minimo gasto.
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P2) Siendo p(t) =0.15+sin? (%-tj-cos(%-tj el precio del kilowatio/hora de la luz doméstica

entre los instantes t, =0 y t, =1:

(a) Calcula los instantes en los que el precio ha sido méximo y en los que ha sido minimo.
(1,25 puntos)

(b) Calcula el precio medio E de la luz entre los instantes t, =0 y t, =1, sabiendo que el valor
medio de una funcién continua f en el intervalo [a, b] (a < b) es: (1.25 puntos)

— 1 °
f:mlf(x)dx

Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.

a) Derivamos la funcién y averiguamos cuando se anula.

p(t)=0.15+sin’ [%-t)-cos[%-t) =

= p’(t)=2sin (Z-tjcos(z-tjz-cos(ztj—sin2 (z-tj-sin (z-tjZ =
2 2 )2 2 2 2 )2

= p’(t)= %sin (%tj 2Cos? (E-tj—sinz (%tﬂ = {sin2 (%t} =1-cos’ (%tj} =

3

= p’(t)= %sin (%tj 2cos’ (%-tj—u cos’ (%tﬂ = %sin (%-tj[Bcosz [%-tj—l}

sin(z-tj:0—>
2

= 3c032(E-t]—l=0—>3cosz(£-tj:1—>cosz(z-t =E—>cos(z-tj: 1
2 2 2 3 2

%t =cos™ \/I - tzgcos‘1 \/i =0.60817
2 3 T 3

Tenemos dos extremos relativos. Valoramos la funcién en los extremos del intervalo y en
estos dos valores y determinamos los valores maximo y minimo del precio.

NN NN
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p(0)=0.15+sin’ (%-O)-cos(%-o) ~0.15

1

p(0.60817) = 0'15{1_5}\/%: 0.5349

p(1)=0.15+sin? (%-1)-005(%-1} =0.15

El valor méximo se produce en t = Ecosl[\/gj =0.60817 y el minimo se produce en t, =0
T

yt=1.
b) Calculamos lo pedido.
— 17 ' (7 w
p=m£p(t)dt=LO.15+sm2(E-tj-cos(?tjdt

Calculamos primero la integral indefinida.

J0.15+sin2 (Z-tj-cos(f-tjdt =0.15t +Jsin2 (Z-tj-cos(z-tjdt =
2 2 2 2

Cambio de variable

- sin(ﬁ-tj =Xx—>dx= Zcos(z-tjdt > cos(z-tjdt _ 2T
2 2 2 2

T

3
_ 0.15t+jE X2dx = 0.15t + 2 X = 0.15t+£sin3(z-tj+c
T 7 3 3z 2

Lo aplicamos al célculo de la integral definida.

1 1
p= J 0.15+sin? (z-tj-cos(z-tjdt _|0.15t + 2 sin? (Z-t] =
. 2 2 w0 (2],

- o.15-1+isin3[f-1j - 0.15-0+isin3(f-oj _0.15+ -2 ~0.3622
3T 2 3 2 3

El precio medio B de la luz entre los instantes t, =0 y t, =1 es de 0.3622 por kilowatio/hora
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Al) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real my
resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(m*—3m)x—my+2mz=3

(m®—3m)x+3y+3mz=m+9

(3m—m?)x+my—mz=0
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso. (2,5 puntos)

m°-3m -m 2m
La matriz de coeficienteses A=| m>-3m 3 3m | y la matriz ampliada es
3m-m> m -m
m’-3m -m 2m 3
A/B=m’-3m 3 3m m+9
3m-m> m -m 0
Utilizamos el método de Gauss para obtener un sistema triangular equivalente mas sencillo.

: s ) 3 Fila 22 —Fila 12
m°—-3m -m 2m
) m? —3m 3 3m m+9
A/B=m°-3m 3 3m m+9|= 5
samem® m om0 -m*+3m m -2m -3
0 3+m m m+6— Nueva fila 22

Fila 32 +Fila 12
3m-m> m -m O
m’-3m -m 2m 3
0 0 m 3— Nuevafila3?

m>-3m -m 2m 3
= 0 3+m m m+6
0 0 m 3

Averiguamos cuando se anula la matriz de coeficientes del sistema equivalente obtenido.

m?=3m -m 2m
0 3+m m:m(3+m)(m2—Sm):m(3+m)m(m—3):

0 0 m
m=0
=m*(3+m)(m-3)=0= 3+m=0—[m=-3]
m-3=0—[m=3]

Se anula cuando m=-3, m= 0y cuando m = 3.
Nos surgen 4 situaciones distintas que analizamos por separado.

CASO1l. m#-3 m#0ym=3

El determinante de A es no nulo, por lo cual su rango es 3, al igual que el rango de la matriz

ampliada y el nimero de incognitas. Aplicando el teorema de Rouché el sistema es compatible
determinado (tiene solucion Unica).
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Resolvemos el sistema equivalente obtenido aplicando el método de Gauss.
m2-3m -m 2m 3 (m*—3m)x—my+2mz =3

0 3+m m m+6|= (3+m)y+mz=m+6;={m=0}=

0 0 m 3 mz =3

(m*—3m)x—my+2mz =3 (m2—3m)x—my+2m§:3
m

= (B+m)y+mz=m+6;= =
3
3 (3+m)y+mazm+6

7=

2_ _ — 2_ _ —_
D(m 3m)x—my+6=3 }:(m 3m)x—my=-3 }:

(83+m)y+3=m+6 (3+m)y=m+3

(m*—3m)x-my=-3

= {m+320} = p— :>(m2—3m)x—m:—3:>
S

" m+3

:>(m2—3m)x:m—3:>{m2—3m¢0}:> X

La solucion es x=£, y=1, Z:E
m m
CASO 2. m=0
A/B
—_——
0 003
La matriz ampliada equivalente obtenida queda A/B={0 3 0 6
0 003
A

Por lo que el rango de A es 1y el de la ampliada es 2. Al tener rangos distintos por el teorema
de Rouché el sistema es incompatible.

CASO 3. m=3
A/B
0 -3 63
La matriz ampliada queda A/B=|{0 6 3 9
0 0 33
A
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Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangos son iguales, pero
menores que el nimero de incognitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

A/B
0 -3 6 3 -3y+6z2=3 -3y+6z2=3
A/B=|0 6 3 9|=6y+3z=9 =6y+3z=9 ;=
0 0 3 3| 3z=3 7=1
A
3y+6=3 3y=-3 =4
—oy+b= —Sy=-
= =>= =>|y=1= =1; 1eR
6y+3:9} 6y:6} z'_l -
X=A
Las soluciones del sistemason <y=1; A1eR.
z=1
CASO 4. m=-3
La matriz ampliada queda
— 2 Fila 32 —Fila 22 —
18 3 -6 3 18 3 -6 3
A/B 0 0 -3 3
oo ol 03 “lo o oo
+ 0 0 0 0 —>Nuevafila3? —

Por lo que el rango de A es 2, al igual que el de la ampliada A/B. Los rangos son iguales, pero
menores gque el nimero de incdgnitas (3). Por el teorema de Rouché el sistema es compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

Resolvemos el sistema a partir del sistema triangular equivalente obtenido.

A/B

/—/%
18 3 -6 3 18x+3y—-6z=3
18x+3y—-6z=3
A/B=0 0 -3 3|= -32=3}=> =
-3z2=3
0 0 -3 3 -3z=3
A
18x+3y—-6z=3
= 3 1 =18Xx+3y+6=3=18x+3y=-3=6x+y=-1=
7=—=—
-3
X=4
=>y=-1-6x=iy=-1-64; 1R
z=-1
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X=A1
Las soluciones del sistemason <y=-1-64; AeR.
z=-1

Resumiendo: Si m= -3, m=0ym =3 el sistema es compatible determinado siendo su solucién

1 . . L i .
X==—,y=11z= 3 , Si m=-3 el sistema es compatible indeterminado siendo sus
m m

X=A1
soluciones < y=-1-61; 2R, si m=0 el sistema es incompatible y si m=3 el sistema es
z=-1
X=A4
compatible indeterminado siendo sus soluciones s y=1; 1eR.
z=1
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A2) Sean Ay B dos matrices cuadradas 3x3 tales que |A| :% y |B|=2. Calcula |C| sabiendo que

c=2(AB) ()"

(2,5 puntos)

Simplificamos la matriz C.

c=2:(ABY) (B) =2(AB)(AB)(B) =

:2-A-Bt-A-Bt-(B‘)_l :{Bt-(Bt)_l = Id}:Z-A-B‘-A
Calculamos el determinante de C.

A-B'-Aes

|C|:\2-A-B‘-A\={ _
una matriz 3x3

}:23\A-B‘-A\=

Determinante de un
=< producto de matrices es igual al ; =
producto de sus determinantes

1 1
-8 A {B A (] I8 =85 JBl- 5 -8-2
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B1) Calcula la ecuacidn continua de la recta t que pasa por el punto P(2, 0,—1) y corta a las
siguientes rectas: (2,5 puntos)

. 2Xx+y-32-6=0 X+1
~ |2x-3z-8=0

Debemos buscar un punto A de la recta r y un punto B de la recta s tales que los puntos A, By P
estén alineados.

Hallamos las ecuaciones paramétricas de las dos rectas.

J—(le) X=-1+2a
Xy _zv2 U= y=a = |A(-1+2a,a,-2+a)
2 1 1 P (-10,-2)
I=-2+a

S_{2x+ y—-3z-6=0 {2x+ y—-3z-6=0

= =37 +8+y-37-6=0=>
2x—-3z2-8=0 2x=3z+8 < y-3
x=4+§ﬂ
2 3
=>y=-2=>s=qy=-2 =B/ 4+-1,-2,1
Z=4 2

Para que los puntos A, B y P estén alineados los vectores AP y BP deben tener coordenadas
proporcionales.

A(-1+2a,a,-2+a)

, AP =P(2,0,-1)~(-1+2a,a,-2+a)=(3-2a,~a,1-a)
B(4+—/1,—2,/1j = __ 3 3
2 BP=P(2,O,—1)—(4+§/1,—2,/1j:(—2—5/1,2,—1—/1j
P(2,0,-1)
3_230! =ﬁ—>6—4a=2a+§aﬁ
- - — — 2=
AP||BP = o= _—a_lra 2" =
2.3 2 A, T,
2 —= >a+al=2-2a
2 -1-2

=>3a+4-4a=2>

3a+al=2

6—6a=§a/1 12-12a =3aA 4—4a =al
= 2 =
3a+al=2

3a+al=2

A(3,2,0)

S>-—ag=7l=a=2=
6+2/1:2—>2/”L=—4—>}t=—2—>B(l,—2,—2)

Hallamos la recta que pasa por A, By P.
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A(3.2,0)<t .
AB = (1,-2,-2)~(3,2,0) = (~2,-4,-2)
B(1L-2-2)et}= .
P(Z,O,—l)et
P(Z,O,—l)et
w="AB="Y(2-4-2)=(121) x 2 y i1
b2 2 =|t: =2=
P(2,0,-1) et L 2 1

La ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto P y corta a las rectas r y s es
i x=2_y_z+1
12 1
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B2) Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1, 0,—1) y B(1, 4, 2) y los otros dos vértices
estan contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4,—4).

(a) Calcula la ecuacion de dicha recta. (0,5 puntos)
(b) Calcula la ecuacion del plano perpendicular al segmento AB que pasa por A. (0,75 puntos)
(c) Calcula los otros dos vértices del cuadrado. (1,25 puntos)
A B
P 7
D C —°

(a) Hallamos el vector AB que sera el vector director de la recta r que contiene los puntos C y
D.

A(1,0,-1)

B(14,2) }:ﬁ=(1,4,2)—(1,o,—1)=(o,4,3)

Hallamos la ecuacion de la recta que contiene los puntos C y D.

N — X=06
vrzAB:(0,4,3)}:r_

y=—4+4,
P(6,-4,—4)er S 443

(b) El plano perpendicular al segmento AB que pasa por A tiene como vector normal AB.
ﬁ:ﬁ:(o,4,3)} 7:4y+32+D=0

= =-3+D=0=>D=3=|7:4y+32+3=0
A(L0,-1)er A(LO0,-l)er

(c) El punto de corte de la recta y el plano es el vértice D del cuadrado.

X=6
r:qy=—4+44
= 4(-4+42)+3(-4+31)+3=0=-16+161-12+91+3=0=>
z2=-4+31
7:4y+32+3=0
X=6
=2514-25=0=>A1=1=y=-4+4=0 = D(6,0,-1)
7=-4+3=-1

Tenemos que D(6,0,—1). El vértice C lo hallamos sumando al punto D el vector AB.
AB =(0,4,3)

D(6,0,-1) }:»c:= D+ AB=(6,0,-1)+(0,4,3)=(6,4,2)

El cuarto vértice del cuadrado es C(6,4,2).

13de 16 www.ebaumatematicas.com



http://www.ebaumatematicas.com/

PAU 2025 Ordinaria Matemdticas Il en Navarra Juan Antonio Martinez Garcia

C1) Sea f (x):cos(%-xj-ln(x2 +X-5).

a) Demuestra que f es continua en [2, 3]. (0,75 puntos)
b) Demuestra que existe un punto c en (2, 3) tal que f'(c) = 0. Enuncia el resultado tedrico
utilizado, y justifica su uso. (1,75 puntos)

a) Para que sea continua debe ser x* +x-5>0.

xe[2,3]22<x<383=22 <X’ <F =22 +2<x +x<F +3=>

=224+2-5<x*+Xx-5<3¥+3-5=1<x*+x-5<7

Por lo que existe el logaritmo neperiano y la funcion es un producto de funciones continuas en
el intervalo [2,3] y por tanto continua en dicho intervalo.

b) Vamos a comprobar si se cumple las condiciones del teorema de Rolle.
La funcion es continua en [2,3].

Tenemos que f(2)= cos(%-zj-ln(z2 +2-5)=cos(r)In1=-1.0=0y

f (3)=cos(%-3j-ln(32 +3—5):cos(37ﬂjln7 =0:In7=0, por lo que f(2)=f(3).

La funcion es derivable, siendo su derivada

f'(x)= ~Z sen (z-xj-ln(x2 + x—5)+cos(z-xj-zzx—+l . Esta derivada no plantea
2 2 2 X" +X—=5

ningln problema en el intervalo (2, 3) pues x*+x—-5>0.

Podemos aplicar el teorema de Rolle a la funcién f (x) = cos(%-x)-ln(x2 + x—5) enel

intervalo [2,3] y afirmar que existe un punto ¢ en (2, 3) tal que f'(c) = 0.
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3
C2) Se considera la funcion f (x)= :2)’ . Estudia sus asintotas y simetrias.
X —
Estudia la aproximacion de la funcién a sus asintotas verticales. (2,5 puntos)

Estudiamos la simetria.

La funcion es impar.
Estudiamos sus asintotas.
El dominio de la funcién son todos los nimeros reales menos los que anulan el denominador.

X—4=0=>x=4=x=4 =42
El dominio de la funcién es R—{-2,2} .

Asintotas verticales. x=a
¢ X =-2 es asintota vertical?

. _ 3 3(=2)  _oa

lim f(x)=lim ?X = ( 2) = — o
X—>-2 x>-2 X° —4 (_2) —4 0

X =—2 es asintota vertical.

¢ X =2 es asintota vertical?

] .3 3.2° 24
lim f (X)=|Im2—:2—:—:oo
x—2 x>2x°—-4 2°—-4 0

X =2 es asintota vertical.

Asintota horizontal. y=b

3 3
b=1lim f (x) = lim—*— = lim >%_ = lim3x = o

X—>00 X—>00 X2 —4 xo» X X—>00

La funcién no tiene asintota horizontal.

Asintota oblicua. y=mx-+n
3x°
f X 2 3 3
m—tim ) _ i X =4 _ iy X —lim>X =3

X—o X X—>00 X X—>00 X3 —4x X—w ¥

n:IXirg(f (x)—mx)zlirrolo >

X —4

X—>00

{ 3x° _3Xj=“m3«‘—%f+12x=
X’ -4

. 12x L 12x . 12 12
=lim > =lim > =lim—=—"=0
Xxoo X5 —4  xow X X0 X 00

La recta y =3x es asintota oblicua de la funcion.

Estudiamos la aproximacion de la funcidn a sus asintotas verticales.
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X =—2 es asintota vertical.

3 _9\? .
fim £ (x)= fim X _ 32 24
X—>—2" x>-2 X2 —4 (_2) -4 0

3 — —_
fim £ ()= tim X - 3C2 24
x—-2* x>-2" X2 —4 (_2) -4 0

X =2 es asintota vertical.

3 3
lim f(x)=lim > =32 _24_
X—2~ X—>2 )( 4 2 -4 0

3 3
lim £ (x) = lim = 52 20
x—2" x—>2" X 4 2 4 0O
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