PAU 2025 Ordinaria Matemadticas Il en Castilla la Mancha Juan Antonio Martinez Garcia

Prueba de Acceso a la Universidad
Curso 2024/2025

Materia: MATEMATICAS II

Instrucciones: El estudiante deberd resolver los cuatro ejercicios propuestos. En
los ejercicios 2, 3y 4 debera contestar solamente a UNO de los dos apartados
propuestos. Si resuelve mas, se corregira solo el primero de los dos apartados
resueltos. Los ejercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y
razonando las respuestas. Solo se permite el uso de calculadores de tipo 1y 2
(tal y como se indica en la informacion de las pruebas). Cada ejercicio
completo puntuara 2,5 puntos. Duracion de la prueba: 90 minutos.

CAMPUS DE EXCELENCLA INTERMACHOMAL

EJERCICIO 1. La concentracion de virus activos en una muestra de sangre (en un tiempo t
desde que se tomd la muestra) se puede modelizar como una funcién f(t)=5(t+1)e™, con

t>0.

a) [1,25 puntos] La pendiente de la recta tangente a la gréfica de f(t) mide como cambia la
concentracion de virus activos. Calcula el tiempo en el que este cambio toma el valor mas
pequefio posible, es decir, el tiempo t en el que el valor de la derivada de f(t) es minimo.

b) [1,25 puntos] ¢Cudl seria el valor de la concentracion de virus a largo plazo? Es decir, el valor

cuando el tiempo tiende a infinito: tIim f(t).

EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:
X+2 y-1 z+1 x-1 y-1 z-1
= = y r2 = = = .
-1 1 2 1 -1
a.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacion de la recta, 73, cuyo vector director es perpendicular
a los vectores directores de las rectas 77y 72 y que pasa por el punto A(0,0,0).
a.2) [1,25 puntos] Calcula la distancia de la recta 7z al punto B(—1,—1,2).

Apartado a) Sean las rectas r, =

Apartado b) Sea larecta r z%zll =§ yelplano 7=x-y+3z=0.
b.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular
al plano .
b.2) [1,25 puntos] Calcula el &ngulo entre la recta r y el plano & teniendo en cuenta que se

cortan en el punto A(0,0,0).

EJERCICIO 3. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes.
X+y+a-z=1

Apartado a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde a€R: {x —-2z=a.
2X+y+12=3

a.1) [1°5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el
namero de soluciones en cada caso.
a.2) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a=0.

2 1
Apartado b) Sea el sistema de ecuaciones A-X—B=X, con A:(1 ] tal que meR, y
m

11
B= (1 OJ' Ademas, la matriz X es de dimensién 2x2.

b.1) [1,5 puntos] ;Para qué valores del parametro m el sistema anterior tiene solucion tGnica?
b.2) [1 punto] Para m =1, resuelve el sistema y obtén el valor de X.
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EJERCICIO 4. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) Una baraja espafiola estd compuesta de 40 cartas, entre las que hay 4 ases. En un
juego de azar dos jugadores compiten entre si. EI primer jugador baraja las cartas y las va
sacando una a una hasta que encuentra un as. A continuacion, el otro jugador vuelve a juntar
todas las cartas y repite estos pasos (es decir, vuelve a barajar y va sacando cartas hasta
encontrar un as). Gana el jugador que mas cartas haya sacado (contando el as). Si ambos sacan
el mismo nimero de cartas, entonces se produce un empate.

a.1) [1,5 puntos] Calcula las probabilidades de que el as salga al sacar 1, 2 y 3 cartas,
respectivamente.

a.2) [1 punto] Si el primer jugador ha sacado dos cartas (contando el as), ¢(cuél es la
probabilidad de que el segundo jugador le gane?

Apartado b) Una empresa produce aparatos para medir distancias. Durante el proceso de
calibracion realiza una serie de experimentos para medir la distancia entre dos puntos, que
estan separados 1.5 metros entre si. Debido al error de los aparatos, se sabe que los valores
medidos siguen una distribucién normal de media 1.5 m y varianza 0.64 m?.

b.1) [0,75 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de que la medicién del aparato sea de mas de 2.1
m?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cudl es la probabilidad de la que medicion del aparato sea superior a 0.9
m?

b.3) [1 punto] ;Cuél es el valor de la distancia tal que el 80.51% de las mediciones estarian
por encima de él?

z 0.00 | o | 0.02 | 0.03 | 0.04 | 0.05 | 0.06 | 0.07 | 0.08 | 0.08 |
0.50 0.6815 0.6850 0.6885 0.7018 0.7054 0.7028 07123 0.7157 0.7160 0.7224
0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7280 0.7422 0.7454 0.7488 0.7517 0.7548
0.70 0.7580 07811 0.7642 0.7673 0.7704 07734 07764 0.7794 07823 0.7852
0.80 0.7881 0.7910 0.7530 0.7967 0.7005 0.8023 0.8051 0.8078 0.8108 0.8133
0.50 0.3158 0.8138 0.8212 0.5238 0.8264 0.3220 0.8315 0.8340 0.8285 08330
1.00 0.3413 0.3438 0.8461 0.5485 0.8508 0.3531 0.8554 0.8577 0.8580 0.8621
110 0.3843 0.8885 0.8888 0.5708 0.8720 0.5748 0.8770 0.8780 0.8210 0.8830
120 0.8849 0.8858 0.8888 0.8907 0.8025 0.8044 0.8962 0.8580 0.8067 0.9015
1.30 0.9032 0.9048 0.9068 0.9082 0.8089 0.2115 08131 0.9147 08162 0.8177

2de 12



PAU 2025 Ordinaria Matemadticas Il en Castilla la Mancha Juan Antonio Martinez Garcia

SOLUCIONES

EJERCICIO 1. La concentracion de virus activos en una muestra de sangre (en un tiempo t
desde que se tomd la muestra) se puede modelizar como una funcién f(t)=5(t+1)e™, con

t>0.

a) [1,25 puntos] La pendiente de la recta tangente a la gréafica de f(t) mide como cambia la
concentracion de virus activos. Calcula el tiempo en el que este cambio toma el valor mas
pequefio posible, es decir, el tiempo t en el que el valor de la derivada de f(t) es minimo.

b) [1,25 puntos] ¢Cual seria el valor de la concentracion de virus a largo plazo? Es decir, el valor

cuando el tiempo tiende a infinito: lim f (t).

t—>+o0

a) Considero la funcién g(t)= f"(t). Obtenemos la expresion de g(t).
g(t)=f"(t)=5¢"+5(t+1)(-1)e" =5e" +(-5t—5)e" =—5te™'
Buscamos cuando se anula la derivada de g(t)=-5te™.

g(t)=-5te”" = g"(t)=-5e" —5t(-1)e" =—5e+5te™ =5(t—1)e™

9’ (t)=0=5(t-1)e™ :0:>{e’t ¢0}:>t—1:03

La funcion g(t) tiene un punto critico en t =1. Vemos el signo de la derivada segunda para
este valor.

0'(t)=5(t-1)e" = g (t)=5e" +5(t—-1)(-1)e" =5e " (1-t+1)=5(2—t)e" =

= 9" (1)=5(2-1)e" =>>0

Como la derivada segunda es positiva la funcion g(t) tiene un minimo relativo para t =1.
La derivada de f(t) tiene un minimo para t =1.

b) Calculamos el limite de la funcién cuando el tiempo tiende a infinito.

lim f(t)=lim5(t+1)e™ = lim 5“:5 = _ Indeter min acion(L"Hépital) =
t—>+o0 t—>+o00 to+0 @ —+00

El valor de la concentracién de virus a largo plazo es 0. El virus desaparece con el paso del
tiempo.
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EJERCICIO 2. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:
X+2 y-1 z+1 _x=-1 y-1 z-1
a1 VRT R
a.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacion de la recta, 73, cuyo vector director es perpendicular a
los vectores directores de las rectas 71y 7» y que pasa por el punto A(0,0,0).
a.2) [1,25 puntos] Calcula la distancia de la recta 7» al punto B(—1,-1,2).

Apartado a) Sean las rectas r, =

a.1) Hallamos un vector y un punto de cada una de las rectas.

X+2 y-1 z+1 Pl(_z’l’_l)
h=—— ===~
1 -1 1 7 |y=(1-11)

. :x—l_y—l_z—lz> Qz(l,l,l)
2 1 1Ty, =(21-))

Un vector perpendicular a las rectas 71y 7> es el producto vectorial de sus vectores

directores.
G=-1] - 'K
U }:ulxvzzl -1 1|=i+2j+k+2k+j-i=3j+3k=(0,33)
v, =(2,1,-1) 5 1 _

Consideramos como vector director de la recta r, a w; = %UTX\/: = %(0 3,3)=(0,1,1).

Hallamos la ecuacion de la recta que pasa por A(O, 0,0) y tiene como vector director
w, =(0,1,1).

W, =(0.1.) } .

=LYy =a,aeR
A(O,O,O)er3 y=a

La ecuacion de la recta, 73, cuyo vector director es perpendicular a los vectores directores de
x=0

las rectas 71y 72 y que pasa por el punto A(0,0,0)es ,:qy=a;, xeR.
y=a

a.2) Hacemos un dibujo explicativo de los pasos que vamos a realizar para obtener el valor de la distancia.
También se podria obtener con una formula, pero prefiero realizarlo de forma visual.
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Hallamos la proyeccion ortogonal del punto B en la recta r»2. Para ello hallamos el punto B”
perteneciente a la recta tal que el vector BB™ sea ortogonal al vector director de la recta

v, =(2,1,-1).

X=1+2t
{Qz(l,l,l)
r,:q . =>Tr,:qy=1+t
v, =(2,1,-1) —
Xx=1+2t
ray=1+t ,teR
1Y Ul B 2t14t,1-1)
z=1-t
Ber,

BB =(1+2t,1+1,1-t)~(-1,-12) =(2+2t,2+t,-1-t)

v =(21.-1)
BB =(2+2t,2+t,-1-t) t = (2,1,-1)(2+2t,2+t,~-1-t)=0=
v, LBB —V,-BB' =0

148

6 6
:>4+4t+2+t+1+t:O:>6t=—7:>t=_—7:> y=1—z=_—1 =31 _—8_—15
6 6 6 6 6 6

2:1+Z:E

6

La distancia del punto B a la recta r» es la distancia del punto B al punto B’, es decir, el

maédulo del vector BB’ .

@;Z(__S’__llgj_(_l’_l,Z):[__2’§’1]
6 6 6 6 66

@ =0.91 unidades
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El punto Q,(1,1,1) pertenece a la recta r,. Hallamos las coordenadas del vector Q,B.

Q,B=(-1-12)-(111)=(-2,-2,1)

v9)

Q2 XV,

La distancia del punto B a la recta r, es el valor de

v,|

“=(20-1 } K

. —Q,Bxv,=[-2 -2 1|=i+2k=(10,2
QB=(-2-21)] |, ; _ (402)

unidades

:‘@X\Tz‘: V12 +0%+2° :£:@
‘\Tz‘ \/22+12+(—1)2 V6 | 6

d(B.r,)
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Apartado b) Sea la recta rz%=ll=g yelplano 7=x-y+3z=0.

b.1) [1,25 puntos] Determina la ecuacidn del plano que contiene a la recta r y es perpendicular

al plano .
b.2) [1,25 puntos] Calcula el &ngulo entre la recta r y el plano m teniendo en cuenta que se cortan

en el punto A(0,0,0).

b.1) El plano ©" que contiene a la recta r y es perpendicular al plano r tiene como vectores
directores el vector director de la recta y el vector normal del plano .

v =(1,-1,2
_lzéj{w (1-1.2)

r =
P.(0,0,0)

X
1 -1

7=x-y+32=0=n=(1-13)

u=v, =(1,-12) X y 2
v=n=(1-13) t=> 71 -1 2[=0=-3x+2y-z+2-3y+2x=0=
P.(0,0,0)ex” 1 -13

e y=0=[Fx7y=0

La ecuacion del plano que contiene a la recta r y es perpendicular al plano resz": x+y =0.

b.2) Hallamos el angulo entre el vector normal del plano y el vector director de la recta.

(1 ~1,2)(1-13)

- =(L-12 - - —
( )}:COS(V n) ‘ \/12 - +22\/12 - +32:

R

El angulo que forman recta y plano es aproximadamente de 90° — 10° = 80°.
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EJERCICIO 3. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes.
X+y+a-z=1
Apartado a) Considera el siguiente sistema de ecuaciones, donde a € R: | X -2z=a.
2X+y+12=3

a.1) [1°5 puntos] Discute el sistema de ecuaciones segun los valores de a, e identifica el nimero
de soluciones en cada caso.
a.2) [1 punto] Resuelve, razonadamente, el sistema de ecuaciones para a=0.

1 1 a
a.1) La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=|1 0 -2 |y la matrizampliada es
2 1 1
11 a1l
A/B=|1 0 -2 a|.
2 1 1 3

Averiguamos cuando se anula el determinante de la matriz A.

11 a
|Al=]1 0 -2/=0-4+a-0-1+2=a-3
2 1 1

|A=0=>a-3=0=[a=3]
Distinguimos dos casos que analizamos por separado.

CASO 1. a=3.
En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, asi como el de A/B e igual
al nimero de incdgnitas. El sistema es compatible determinado (una Unica solucion).

CASO 2. a=3.

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. Analizamos el rango de Ay
A/B usando el método de Gauss para triangular el sistema.

Fila 32 — 2 - Fila 12

113 2 1 1 3
A/B=|1 0 -2 3|=> 2 9 g o
2113 0 -1 -5 1 — NuevaFila3?
Fila2® — Fila 12
1 0 -2 3 1 1 31
1 1 -3 1 =|0 -1 -5 2|=
0 -1 51

0 -1 -5 2 — NuevaFila22
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Fila3® — Fila 22 PR RN,
0 -1 -5 1 113l
= 0 1 5 -2 =0 -1 -5 2
0 0 0 —lsNuevaFilaze| | ° 0 -1

A

El rango de A es 2 y el rango de A/B es 3. Los rangos son distintos y el sistema es
incompatible (sin solucién)

Resumiendo: Si a = 3 el sistema es compatible determinado (1 Unica solucion) ysi a=3 el
sistema es incompatible (0 soluciones).

a.2) Para a = 0 el sistema es compatible determinado (apartado anterior). Hallamos su solucién.
X+ Yy =1 y=1-x
X -2z=0=> x:22—>z:§:>2x+1—x+§:3:>4x+2—2x+x:6:>

2X+y+12=3 OX+Y+7=3

=3X=4= ng =

La solucion del sistema es x=ﬂ, y:_—l, z=g.
3 3 3
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. : 2 1
Apartado b) Sea el sistema de ecuaciones A-X—B=X, con Az(l ] tal que m € R, y
m

11
B= (1 OJ' Ademas, la matriz X es de dimension 2x2.

b.1) [1,5 puntos] ¢Para qué valores del pardmetro m el sistema anterior tiene solucion tnica?
b.2) [1 punto] Para m =1, resuelve el sistema y obtén el valor de X.

b.1) Despejamos la matriz X en la ecuacion matricial.
A-X-B=X=AX-X=B=(A-1)X=B=X=(A-1)"B

Hemos supuesto que la matriz A—1 tiene inversa.
Obtenemos la expresion de la matriz A—1.

2 1 1 0 1 1
A-l= - =
1 m 01 1 m-1
Averiguamos cuando la matriz A—1 tiene inversa. Para ello su determinante debe ser distinto

de cero.

1
|A—I|:‘1 =m-1-1=m-2

m—1‘

|A-1|=0=>m-2=0=|m=2

Para cualquier valor de m distinto de 2 la matriz A—1 tiene inversa y la solucion del sistema
. ;. - -z -1
de ecuaciones es Unica, siendo la solucién X =(A—-1)"B.

b.2) Segun lo visto en el apartado anterior, para m =1 el sistema tiene solucion Unica. Hallamos
la inversa de la matriz A—1.

A- =[i 11]}:(1 ;J:>|A—I|=‘ ‘=0—1=—1¢0
e

Obtenemos la solucién del sistema.

e L ol 2o o)
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EJERCICIO 4. Elige y resuelve solo uno de los dos apartados siguientes:

Apartado a) Una baraja espafiola estd compuesta de 40 cartas, entre las que hay 4 ases. En un
juego de azar dos jugadores compiten entre si. EI primer jugador baraja las cartas y las va
sacando una a una hasta que encuentra un as. A continuacion, el otro jugador vuelve a juntar
todas las cartas y repite estos pasos (es decir, vuelve a barajar y va sacando cartas hasta
encontrar un as). Gana el jugador que mas cartas haya sacado (contando el as). Si ambos sacan
el mismo nimero de cartas, entonces se produce un empate.

a.1) [1,5 puntos] Calcula las probabilidades de que el as salga al sacar 1, 2 y 3 cartas,
respectivamente.

a.2) [1 punto] Si el primer jugador ha sacado dos cartas (contando el as), ¢cual es la probabilidad
de que el segundo jugador le gane?

a.1) De 40 cartas solo hay 4 ases, la probabilidad de sacar un as en la primera carta vale 4% =0.1

Para sacar el as en la segunda extraccion no debe salir en la primera extraccion y se sacaria
cualquiera de las restantes 36 cartas, la probabilidad de no sacar as en la primera carta es 36/40
y luego cuando quedan 39 cartas en el mazo como tiene 4 ases la probabilidad es 4/39. La

probabilidad de sacar as en la segunda extraccion vale 6.4 = 5 =0.0923.
40 39 65

Para sacar el as en la tercera extraccion no debe salir en la primera extraccion, la probabilidad
es 36/40, tampoco debe salir en la segunda, la probabilidad es 35/39 y debe salir en la tercera,
la probabilidad es 4/38. La probabilidad de sacar as en la tercera extraccion es el producto de

estas tres probabilidades: 634 21 =0.085.

40 39 38 247

a.2) El segundo jugador para ganar debe sacar 3 cartas o mas. El suceso contrario de sacar 3
cartas o mas es el suceso “sacar 1 o 2 cartas”.

La probabilidad de que gane el segundo jugador vale 1—0.1—% = g—é =0.8077.
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Apartado b) Una empresa produce aparatos para medir distancias. Durante el proceso de
calibracion realiza una serie de experimentos para medir la distancia entre dos puntos, que
estan separados 1.5 metros entre si. Debido al error de los aparatos, se sabe que los valores
medidos siguen una distribucién normal de media 1.5 m y varianza 0.64 m?.

b.1) [0,75 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de que la medicion del aparato sea de mas de 2.1 m?

b.2) [0,75 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de la que medicion del aparato sea superior a 0.9 m?

b.3) [1 punto] ¢(Cuél es el valor de la distancia tal que el 80.51% de las mediciones estarian por
encima de é1?

X = El valor medido de la distancia entre dos puntos. Como la varianza vale 0.64 m? la
desviacion tipica vale 1/0.64 =0.8 metros. X = N(1.5, 0.8)

b.1) Debemos calcular P(X >2.1).
2.1-15

P(X > 2.1)= {Tipificamos) = P[z . j: P(2>0.75)=

Mi I
=1-P(Z <0.75) :{ Iramos en a} =1-0.7734=|0.2266

tabla N(O, 1)

0.00 0.01 0.02 0.03 o0.04 0.05

0.50 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0. 88

0.50 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7922

0.70 L2550 07:1 il %) 0 7573 viiri" 0.7734

b.2) Debemos calcular P(X >0.9).

09-15
0.8

P(X >0.9) = {Tipificamos) = P(z - j: P(Z >-0.75)=

Miramos en la
=P(2<0.75)= =10.7734
tabla N(O, 1)

b.3) Debemos hallar “d” tal que P(X >d)=0.8051. Como el porcentaje es mayor de 0.5 la
distancia “d” debe ser menor que la media 1.5.

P(X >d)=0.8051= {Tipificamos} = P| Z > d-15 =0.8051= d-1.5 <ole
0.8 0.8

= P(Z < —%j: 0.8051:—%: 0.86=>-d+1.5=0.688=|d =0.812

z 0.00 l 0.01 l 0.02 l 0.03 l 0.04 l 0.05 l 0.06
0.50 0.6915 0.6950 0.6885 0.7019 0.7054 0.7088 0.7
0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.74b4
0.70 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0784
0.80 i i 0.8051

Para una distancia de 0.812 m el 80.51% de las mediciones estarian por encima de ella.
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