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_ PRUEBA DE ACCESO A LA UNIVERSIDAD

ans Universidad convocaToria orDINARIA DE 2025

ili  Zaragoza EJERCICIO DE: MATEMATICAS Il
TIEMPO DISPONIBLE: 1 hora 30 minutos

1542

PUNTUACION QUE SE OTORGARA A ESTE EJERCICIO: (véanse las distintas partes del examen)

El examen consta de cuatro preguntas. Cada pregunta tiene una valoracion de 2,5 puntos.
La primera pregunta es obligatoria, mientras que en las tres Ultimas se deberé elegir entre
Opcidn 1y Opcion 2, respondiendo Unicamente a una de las dos. En caso de contestar
cuestiones de ambas opciones, solo se corregira la opcion que aparezca en primer lugar
en el triptico.

El/la estudiante debe indicar claramente, en la primera pagina del triptico, cuales han
sido las opciones elegidas en las preguntas 2, 3 y 4. (Si no se indica, y se han respondido
dos opciones de una misma pregunta, sélo se corregira la opcion que se haya respondido
en primer lugar).

Justifica los pasos realizados para llegar a la solucion obtenida.

1. Queremos encriptar el mensaje “HOLA” con un sistema de encriptado que consta de los
siguientes pasos:

Paso 1: Convertimos cada caracter del mensaje a encriptar (en nuestro caso la palabra

“HOLA”) en un numero segun la tabla siguiente:

ABIC|DIE|IF|IG|H|I|J|K|L|M[N|N|O|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y|Z
1121345678910 [12(13(14[15]16 |17 (18 [19(20|21]|22|23|24|25|26| 27

Paso 2: Construimos una matriz columna, Mc, con los cuatro nimeros obtenidos en el paso

anterior.
1 1 1 1
. : . -1 0 -1 -1 :
Paso 3: Multiplicamos la matriz de encriptado, M. = 11 0 1l por la matriz Mc
-1 -1 -1 0

obtenida en el paso anterior.
El resultado del altimo paso, Mrinai, €S €l mensaje encriptado.
a) (0,5 puntos) Obtén el mensaje encriptado al que se llega a partir del mensaje “HOLA”
inicial.
b) (0,5 puntos) Explica cémo podriamos realizar el proceso de desencriptado para recuperar
un mensaje a partir de un mensaje encriptado recibido.
30

¢) (1 punto) Si hemos obtenido el mensaje encriptado M con el proceso descrito

final —

-16
arriba, ¢cual es el mensaje original?
d) (0,5 puntos) Si quisiéramos utilizar otra matriz de encriptado, del mismo tamafio que Mg,
¢qué condicion deberia cumplir dicha matriz para poder realizar el proceso completo de
encriptado y desencriptado sin problemas?

2. Elige entre 2.1y 2.2, respondiendo Unicamente uno de los dos.

2.1 (2,5 puntos) Sean u y v dos vectores no nulos de R® perpendiculares entre si y
W = u x v su producto vectorial. Se definena = (U xVv) +w, b=v x (vxwy
c=u- (v xw). Indica si a, b y c son vectores o escalares (nimeros). Para aquellos que
sean vectores, justifica si son paralelos o perpendiculares a cada uno de los vectores u, v
y W.
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2.2 a) (1 punto) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto
P(4,-3, 0) y es perpendicular al plano t =x — 2y +z—1=0.
b) (1,5 puntos) Halla la ecuacién del plano que contiene al punto Q(1, 2, 3) y a la recta
e {x +y+z=1
X—2y=0

3. Elige entre 3.1y 3.2, respondiendo unicamente uno de los dos.
3.1 Queremos aproximar la funcién f (x) =e”, con x en el intervalo [0, 1], por otra funcion

d, (X)=mxcon m un pardmetro en R. Definimos como error de la aproximacion la
expresion

1 2
err(m) :J‘O( f(x)—g,(x)) dx
e’ 1 m?
a) (1,5 puntos) Comprueba que err (m) =?—E—2m+? conm € R.
b) (1 punto) ¢Cual es el valor de m € R que minimiza el error? ¢ Cuél seréa el valor
minimo del error?

3.2 a) (1,25 puntos) Calcula
2 2
i X —sen(x*)
x>0 1—cos(X)
b) (1,25 puntos) Calcula el area de la region limitada por la grafica de la funcion
f (x)=cos®(x)sen(x), xe[0, 7]
y el eje de abscisas.

4. Elige entre 4.1y 4.2, respondiendo unicamente uno de los dos.
4.1 Enun juego se cuenta con el siguiente tablero, de manera que una ficha puede desplazarse
de la casilla 1 a la 2; de la 2 puede desplazarse a las casillas 1 y 3; y de la casilla 3 a la
casilla 2.

1 2 3

Para decidir el movimiento a realizar en cada turno, se lanza una moneda equilibrada

(misma probabilidad de cara y cruz). Si sale cara, se intenta desplazar la ficha a la

izquierda; si sale cruz, a la derecha. En caso de no poder realizar el desplazamiento

correspondiente, la ficha se queda en la casilla en la que esta durante ese turno.

a) (0,5 puntos) Construye un arbol (o una tabla) que muestre las probabilidades de pasar
de una casilla a otra en un turno.

b) (1 punto) Si la ficha se encuentra en la casilla 1, ;cual es la probabilidad de que tras
tres turnos se encuentre de nuevo en la casilla 1?

¢) (1 punto) Para comenzar el juego, se procede a un sorteo para ver donde comienza la
ficha. Si la probabilidad de empezar en la casilla 1 es 1/2 y la probabilidad de empezar
en la casilla 2 y en la 3 es de 1/4 para cada una, ;cual es la probabilidad de que la ficha
esté en cada una de las tres casillas dos turnos después de empezar?

4.2 Dados dos sucesos aleatorios de los que se sabe que P(A|B) = 2/3y P(B|A) = 3/4.
a) (1 punto) Si Ay B fueran independientes, ¢cuanto valdria P(AUB)?

b) (1,5 puntos) Si P(AUB) = 5/6, ¢cudles son las probabilidades P(A), P(B) y P(AuE)?
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SOLUCIONES

1. Queremos encriptar el mensaje “HOLA” con un sistema de encriptado que consta de los
siguientes pasos:

Paso 1: Convertimos cada caracter del mensaje a encriptar (en nuestro caso la palabra “HOLA”)

en un nimero segun la tabla siguiente:

AIB|{CID|IE|F|IGIH|I|J|K|L|{MIN|IN|O|P|Q|R|S|T[U|V WX |Y|Z
T12(3|4|5[6(7|8(910]11|12{13] 141516 |17 |18 (192021 (22 |23|24|25|26|27

Paso 2: Construimos una matriz columna, Mc, con los cuatro numeros obtenidos en el paso
anterior.

1 1 1 1
- : . -1 0 -1 -1 :
Paso 3: Multiplicamos la matriz de encriptado, M = 11 0 1l por la matriz Mc
-1 -1 -1 0

obtenida en el paso anterior.
El resultado del dltimo paso, Mrinal, €S el mensaje encriptado.
a) (0,5 puntos) Obtén el mensaje encriptado al que se llega a partir del mensaje “HOLA”
inicial.
b) (0,5 puntos) Explica cémo podriamos realizar el proceso de desencriptado para recuperar
un mensaje a partir de un mensaje encriptado recibido.
30

¢) (1 punto) Si hemos obtenido el mensaje encriptado M con el proceso descrito

final —

-16
arriba, ¢cual es el mensaje original?
d) (0,5 puntos) Si quisiéramos utilizar otra matriz de encriptado, del mismo tamafio que Mg,
¢qué condicion deberia cumplir dicha matriz para poder realizar el proceso completo de
encriptado y desencriptado sin problemas?

8
16
12|

1

a) Las correspondencias sonH — 8, O — 16, L — 12, A— 1y la matriz queda M =

Multiplicamos por la matriz Me.
1 1 1 1)\8 8+16+12+1 37

-1 0 -1 -1|/16 -8+0-12-1 21
M fipa = MM = = =
-1 -1 0 -1}|12 -8-16+0-1 —-25
-1 -1 -1 0){1 -8-16-12+0 —-36
4x|4 - 4{x1——>4x1
37
. : -21
El mensaje encriptadoes M, = o |

-36
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final

b) Como M, = MM, entonces (M) "-M ., =M. Después miramos la

correspondencia de cada nimero con la letra segun la tabla y obtenemos el mensaje
descifrado.
Calculamos la matriz inversa usando del método de Gauss-Jordan.

1 1 1 1110

00
Fila22+Filal?
-1 0 -1 .10 1 0 O . .
=< Fila3+Filal? } =
-1 -1 0 -10 0 1 O : :
Fila4?+ Filal?
-1 -1 -1 00 0 01
11110 000
01001100 : . . :
= = {Filal*-Fila2*-Fila3*-Fila4®} =
0010010
0 00 11001
100 0-2 -1 -1 -1 -2 -1 -1 -1
0100(2 1 0 O 4 |1 1 0 0
= =(M.) =
0010(12 0 1 O 1 0 1 0
00011 0 0 1 1 0 0 1
30
. : o -21
c) Aplicamos el desencriptado a la matriz cifrada M, = o |
-16
-2 -1 -1 -1)( 30 —60+21+25+16 2
4 1 1 0 0] -21 30-21+0+0 9
MC:(ME) 'Mfina|: = =
1 0 1 0] -25 30+0-25+0 5

1 0 0 1)\-16 30+0+0-16 14

Buscando la correspondenciaen latabla: 2 -B,9-1,5-E, 14 — N.
La palabra que se ha enviado es BIEN.

d) La matriz de encriptado debe tener inversa (matriz de desencriptado), por lo que su
determinante debe ser distinto de cero.
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2.1 (2,5 puntos) Sean u y v dos vectores no nulos de R® perpendiculares entre si y
W = u x Vv su producto vectorial. Se definen a = (U x v) + w, b =v x (v xw)y
c=u-(vxw). Indicasia, by cson vectores o escalares (nUmeros). Para aquellos que sean
vectores, justifica si son paralelos o perpendiculares a cada uno de los vectores u, vy w.

a = (u xv) +w es un vector pues u x v es un vector (w) y al sumarle w obtenemos un vector
que es igual a 2w.

b =v x (v x w) es un vector pues los productos vectoriales siempre dan como resultado un
vector.

c=u- (v xw)esun escalar, de hecho, es el producto mixto de los vectores u, vy w que se usa
para determinar el volumen del paralelepipedo determinado por dichos vectores.

A

w=IHi*xv

90°

>

u

El vector a = (u x v) + w hemos visto que es igual a 2w, por lo que es paralelo a w y
perpendicular a u y v pues a = 2(u x v) y con el producto vectorial u x v obtenemos un vector
perpendicularauy v.

El vector b =v x (v x w) es perpendicular au y v, paralelo aw. Con v x w obtenemos un vector
paralelo a uy con v x (v x w) obtenemos un vector perpendicular a u y v, por lo tanto, paralelo
aw.

Otra forma de razonarlo. Situamos el vector u sobre el eje X, asi seria u = (m, 0, 0). Situamos
el vector v sobre el eje Y, asi seria v = (0, n, 0).

Al realizar el producto vectorial u x v tendriamos un vector w situado en el eje Z, asi seria w =
(0, 0, mn).

i ] K
w=uxv=m 0 0/=mnk=(0,0,mn)
0O n O

El vector v x w estaria sobre el eje X y seria v x w = (mn?, 0, 0).

i j K
vxw=0 n 0 =mn3i=(mn3,0,0)
0 0 mn’

El vector b = v x (v x w) estaria sobre el eje Z y seria paralelo a w y perpendicular au y v.

ik
b=vx(vxw)=[ 0 n O:mn“k:(0,0,mn“)
mn® 0 0
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2.2 a) (1 punto) Halla las ecuaciones paramétricas de la recta s que pasa por el punto
P(4,-3, 0) y es perpendicular al plano n =x — 2y +z— 1 =0.
b) (1,5 puntos) Halla la ecuacién del plano que contiene al punto Q(1, 2, 3) y a la recta
e {x +y+z=1
X—2y=0

a) Si la recta debe ser perpendicular al plano © entonces debe tener como vector director el
vector normal del plano.

r=x-2y+z-1=0=>n=(1-2,1)

S=qy=-3-24; 1R

- - X=4+1
v =n:(1,—2,1)}:>
=1

b) Hallamos dos puntos de la recta r.

x=y=0

cavago1los O+O+z:1:> 2:1:> (001)
yre= 0-2.0=0 0=0 A (0.0,
x—-2y=0

X=4,y=2

4+2+2=1 Z=-5
X+y+z=1;=> = = B, (4,2,-5)
4-2-2=0 0=0
x—-2y=0

El plano que contiene el punto Q y la recta r es el plano que contiene los puntos Q, Ar y Bs.

Q(L23)ex u=AB, =(4,2,-5)-(0,01)=(4,2,-6)
A(0,0))exr +=v=AQ=(123)-(0,01)=(122) =
Br(4,2,—5)e7z A(0,0,l)en

X y z-1
>4 2 —6|=0=>4x-6y+8(z-1)-2(z-1)-8y+12x=0=
1 2 2

= 4Xx-6y+8z-8-22+2-8y+12x=0=1

—16x-14y+62-6=0=|7:8x—7y+3z-3=0

La ecuacion del plano que contiene al punto Qyalarectares 7:8x—7y+3z—3=0.
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3.1 Queremos aproximar la funcion f (x) =e”, con x en el intervalo [0, 1], por otra funcion
d,, (X) =mxcon m un pardmetro en R. Definimos como error de la aproximacion la expresién

err(m) = [ (£ (x)- g, (x))" o

2 2
a) (1,5 puntos) Comprueba que err (m) =%—%—2m+m? conm € R.

b) (1 punto) ¢Cual es el valor de m € R que minimiza el error? ¢{Cuél seré el valor minimo del
error?

a) Determinamos la expresion de la funcion err(m).

err(m) = I:( f(x)-g,(x)) dx= I:(ex - mx)2 dx = J'Ole2X +m?x? - 2mxe*dx = ...

Integracion por partes
jxexdx: uU=X-—du=dx =xeX—Jexdx:xeX—eX+C

dv=exdx—>v=J.exdx:eX

1

...:Fezx +¥—2m(xeX —ex)} -

2 0

2 13 2.n3 2 2
= 1e2+m ! —2m(el—e1) - 1e°+m 0 —2m(0-e°—e°) — e_+m__1_2m
3 3

e’ 1 m?
Queda comprobado que err(m) :?—E—2m+?.

b) Derivamos la funcién y buscamos cuando se anula.

2 2
err(m)=e——l—2m+m—:>err’(m):—2+2—m
2 2 3 3

err'(m):0:>—2+2?m:0:>%m=2:s2m=6:>
Sustituimos m =3 en la segunda derivada.
err’(m):—2+2?m:err”(m):gzerr”(3):§>0

Al tomar la segunda derivada valor positivo la funcion presenta un minimo relativoen m=3
. El error se minimiza para m= 3. Hallamos el valor del error para m=3.

2 2 2
err(3)=2 -2 2343 _& T_01045
2 2 3 |2 2
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3.2 a) (1,25 puntos) Calcula
x* —sen( x*
im ()
x>0 1—cos(X)
b) (1,25 puntos) Calcula el rea de la regién limitada por la grafica de la funcion
f (x)=cos®(x)sen(x), xe[0,7]

y el eje de abscisas.

a) Calculamos el limite pedido.

_ x*—sen(x?) 0°-sen(0°) o R
lim = =— = Indeter minacion(L Hbpital) =
x>0 1-c0s(X) 1-cos(0) 0

_2x-2xcos(X’)  0-0 0 S
=lim = =— = Indeter minaciéon(L Hdpital) =
x>0 0+sen(x) sen(0) O

_lim 2—2COS(X2)—2X(—2XSen(XZ)) . 2—2COS(X2)+4XZSEH(X2)
x>0 cos(x) X0 cos(x)

B 2-2cos(0%)+4-0*sen(0%) 2-2. 0 @

cos(0) 1 1

b) Estudiamos si la grafica de la funcion corta el eje de abscisas en el intervalo [0, 72']

| cos(x) =0 |x=2
f-()():C-OS (x)sen(x) = cos?(x)sen(x) = 0=
Ejeabscisas — y =0 =

sen(x)=0—
Como la grafica corta el eje de abscisas en X:E la regién la dividimos en dos partes.
Calculamos el area de esta regién como el valor absoluto de la integral definida de la funcion

entre x=0Yy X :% mas el valor absoluto de la integral definida de la funcidn entre X :%

y X=r.

J; (0= [ aos? () sen ().

0
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Cambio de variable
Icosz (x)sen(x)dx =1{cos(x)=t ——sen(x)dx=dt = Itz (—dt)= —J'tzdt -
sen(x)dx = —dt

El &rea de la primera parte de la region vale 1/3 unidades cuadradas.

i " cos*(x) |

2

El area de la segunda parte de la region vale 1/3 unidades cuadradas.
El area de la region limitada por la gréfica de la funcion f (x)=cos?(x)sen(x) y el eje de

abscisas en el intervalo [0, n] vale 2/3 unidades cuadradas.

=

s, i e iels!
L s N
felaletalel gt R tatetalel

X0
X
L M
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4.1 En un juego se cuenta con el siguiente tablero, de manera que una ficha puede desplazarse

de la casilla 1 a la 2; de la 2 puede desplazarse a las casillas 1 y 3; y de la casilla 3 a la casilla
2.

1 2 3

Para decidir el movimiento a realizar en cada turno, se lanza una moneda equilibrada (misma

probabilidad de cara y cruz). Si sale cara, se intenta desplazar la ficha a la izquierda; si sale

cruz, a la derecha. En caso de no poder realizar el desplazamiento correspondiente, la ficha se

queda en la casilla en la que esta durante ese turno.

a) (0,5 puntos) Construye un arbol (o una tabla) que muestre las probabilidades de pasar de una
casilla a otra en un turno.

b) (1 punto) Si la ficha se encuentra en la casilla 1, ;cuél es la probabilidad de que tras tres
turnos se encuentre de nuevo en la casilla 1?

¢) (1 punto) Para comenzar el juego, se procede a un sorteo para ver donde comienza la ficha.
Si la probabilidad de empezar en la casilla 1 es 1/2 y la probabilidad de empezar en la casilla
2 yen la3esde 1/4 para cada una, ¢cudl es la probabilidad de que la ficha esté en cada una
de las tres casillas dos turnos después de empezar?

a) Construimos el diagrama de probabilidades de los movimientos. Consideramos igual de
probable estar situado en cualquiera de las 3 casillas.

Cara
no se mueve
P(Cara)=1/2

Casilla 1
P(C1)=1/3

Cruz

se mueve a casilla 2
P(Cruz)=1/2

Cara
se mueve a casilla 1
P(Cara)=1/2

Casilla 2
P(C2)=1/3

3 casillas

Cruz

se mueve a casilla 3
P(Cruz)=1/2

Cara
se mueve a casilla 2
P(Cara)=1/2

Casilla 3
P(C3)=1/3

Cruz

no se mueve
P(Cruz)=1/2
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b) Realizamos un diagrama de &rbol con los 3 lanzamientos.

Cara3
No se mueve (casilla 1)
P(Cara3)=1/2

Cara2
No se mueve (casilla 1)
P(Cara2)=1/2

Cruz3
Se mueve a casilla 2
P(Cruz3)=1/2

Caral
No se mueve
P(Caral)=1/2

Cara3
Se mueve a casillal
P(Cara3)=1/2

Cruz 2
Se mueve a casilla 2
P(Cruz2)=1/2

Cruz3
Se mueve a casilla 3
P(Cruz3)=1/2

Casillal

Cara3
No se mueve (casilla 1)
P(Cara3)=1/2

Cara 2
Se mueve a casilla 1l
P(Cara2)=1/2

Cruz3
Se mueve a casilla 2
P(Cruz3)=1/2

Cruzl
Se mueve a casilla 2
P(Cruzl)=1/2

Cara3
Se mueve a casilla 2
P(Cara3)=1/2

Cruz 2
Se mueve a casilla 3
P(Cruz2)=1/2

Cruz 3
No se mueve (casilla 3)
P(Cruz3)=1/2

ANV NN

Vemos en el diagrama de arbol que vuelve a la casilla 1 sacando Cara 1, Cara 2 y Cara 3,
también con Cara 1, Cruz 2 y Cara 3, también con Cruz 1, Cara 2 y Cara 3.

Como cualquiera de los movimientos son equiprobables tenemos que 3 movimientos
favorecen a quedarse en casilla 1 y los restantes 8 — 3 = 5 movimientos te desplazan de la

casilla 1, por lo que la probabilidad de quedarte en la casilla 1 vale g =0.375.

¢) Realizamos un diagrama de arbol descriptivo de lo que ocurre en las dos tiradas partiendo
de cada una de las casillas del tablero.
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Cara 2
no se mueve (casilla 1)
Caral < P(Cara2)=1/2
no se mueve (casilla 1)
P(Caral)=1/2 Cruz 2
Se mueve a casilla 2
Casillal P(Cruz2)=1/2
P(C1)=1/2 Cara 2
Se mueve a casilla 1l
Cruz1 P(Cara2)=1/2
se mueve a casilla2 <
P(Cruzl)=1/2 Cruz 2
Se mueve a casilla 3
P(Cruz2)=1/2
Cara 2
No se mueve (casilla 1)
Caral P(Cara2)=1/2
se mueve a casillal
P(Caral)=1/2 Cruz 2
Se mueve a casilla 2
Casilla 2 P(Cruz2) = 1/2
3 casillas
P(C2)=1/4 Cara 2
Se mueve a casilla 2
Cruz1l P(Cara2)=1/2
se mueve a casilla3 <
P(Cruzl)=1/2 Cruz 2
No se mueve (casilla 3)
P(Cruz2)=1/2
Cara2
Se mueve a casilla1
Caral P(Cara2)=1/2
se mueve a casilla2 <
P(Caral)=1/2 Cruz 2
Se mueve a casilla3
Casilla 3 P(Cruz2) =1/2
P(C3)=1/4 Cara 2
Se mueve a casilla 2
Cruz 1 P(Cara2)=1/2
no se mueve (casilla 3) <
P(Cruz3)=1/2 Cruz 2
No se mueve (casilla 3)
P(Cruz2)=1/2

Calculamos la probabilidad de acabar en la casilla 1 sumando el producto de las
probabilidades de cada rama que acaba en casilla 1.

P(Casilla)=+.2.t,tr1,111, 111 1,1, 1,118

222 222 422 422 8 8 16 16 |8

Calculamos la probabilidad de acabar en la casilla 2.
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P(Casillaz)=+.2.t, 111, 111, 1111

+
222 422 422 422 8

Calculamos la probabilidad de acabar en la casilla 3.

P(Casilla3)==-=-=+=- 2.2+ = 2. 24 =22

1115

+
16 16 16 |16

1115

+
16 16 16 16
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4.2 Dados dos sucesos aleatorios de los que se sabe que P(A|B) = 2/3 y P(B|A) = 3/4.
a) (1 punto) Si A y B fueran independientes, ;cuénto valdria P(AUB)?

b) (1,5 puntos) Si P(AUB) = 5/6, ;cuéles son las probabilidades P(A), P(B) y P(AUB)?

a) Determinamos las probabilidades de los sucesos Ay B.

2 P(AnB) 2 [AyBsonindependientes
P(A/B):§:W:§:{P(Am B)=P(A)P(B) }:
:—P(;L; :%: P(A)=§

P A= 3= "hA) 27 |P(AnB)=P(A)P(B)

3 P(AmB)_Ez Ay B sonindependientes
P(A) 4

b) Sin considerar los sucesos A y B independientes calculamos sus probabilidades.

p(A/B)%:%:%: P(ANB)=2P(B)=P(8)=P(ANB)

3 P(ANB) 3

P(B/A):Z:W=Z:> P(AmB):%P(A): P(A):gP(AmB) =

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AN B):gz P(A)+P(B)-P(ANB)

:>§=§P(Am B)+EP(Am B)-P(AN B):>§=(§+ﬂ—1jP(Am B)=
6 2 3 6 \2 3

P(B)=>P(AnB)=>.2 =12
5 11 5 211 22
:—:—P(AmB): P(AmB):— =
6 6 11 45 20
P(A)==P(AnB)=--— ==
311 33
20 15
Hemos determinado que P(A)=— vy P(B)=—.
que P(A)=—2y P(B)=27
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Calculamos P(AUB).

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=P(A)+1-P(B)-[P(A)-P(ANB)]=

_20 . 15 [20 5}_17
22
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