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Materia: MATEMATICAS 11

Instrucciones: El estudiante deberd resolver obligatoriamente las preguntas 1 a 3, y elegir una opcion de
las dos propuestas en la pregunta 4 y 5. Es decir, en las preguntas 4 y 5, contestara UNA sola de las
opciones propuestas. Si resuelve mas, se corregira solo el primero de los dos apartados resueltos. Los
gjercicios deben redactarse con claridad, detalladamente y razonando las respuestas. Solo se permite el
uso de calculadores de tipo 1 y 2 (tal y como se indica en la informacién de las pruebas). Cada ejercicio
completo puntuara 2 puntos. Duracidon de la prueba: 90 minutos.

PARTE A (preguntas 1, 2 v 3). Conteste TODAS las preguntas de esta parte

Pregunta 1

Una empresa produce aparatos para medir distancias. Durante el proceso de calibracion realiza
una serie de experimentos para medir la distancia entre dos puntos, que estan separados 1.5
metros entre si. Debido al error de los aparatos, se sabe que los valores medidos siguen una
distribucion normal de media 1.5 m y varianza 0.64 m?,

a) [0,5 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de que la medicion del aparato sea de mas de 2.1 m?
b) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de la que medicién del aparato sea superior a 0.9 m?

¢) [1 punto] ¢Cual es el valor de la distancia tal que el 80.51% de las mediciones estarian por
encima de é1?

Pregunta 2
La concentracion de virus activos en una muestra de sangre (en un tiempo t desde que se tomd

la muestra) se puede modelizar como una funcién f (t)=5(t+1)e™, con t>0.
a) [1,25 puntos] La pendiente de la recta tangente a la grafica de f(t) mide como cambia la
concentracion de virus activos. Calcula el tiempo en el que este cambio toma el valor mas
pequefio posible, es decir, el tiempo t en el que el valor de la derivada de f(t) es minimo.
b) [1,25 puntos] ¢Cual seria el valor de la concentracién de virus a largo plazo? Es decir, el valor
cuando el tiempo tiende a infinito: lim f (t).

t—+o0

Pregunta 3
1 3
) 1 2 a
Dadas las matrices A= 1 1 yB=la 0|,conacR.
0 2

a) [1 punto] Calcula los valores del pardmetro a para que A-B sea invertible. Justifica tu
respuesta.
b) [1 punto] Calcula la inversa de A-B en funcion de a.

PARTE B (preguntas 4 y 5)

Pregunta 4. Conteste solo UNA de las siguientes preguntas (4.1 0 4.2)

4.1. Responde justificadamente los siguientes apartados
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a) [1 punto] Demuestra que la ecuacion sen x—2x+1=0 tiene al menos una solucion real en el
intervalo [0, =].

b) [1 punto] Calcula razonadamente el nimero exacto de soluciones de la ecuacion anterior
cuando x €[-200, 200].

4.2. Responde justificadamente los siguientes apartados
a) [1 punto] Determina razonadamente el punto (X, y) de la parabola y = x* +1 en el que la suma
de sus coordenadas alcanza su minimo valor.

b) [1 punto] Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la gréfica de la parabola
dada en el punto de abscisa x=-1/2.

Pregunta 5. Conteste solo UNA de las siguientes preguntas (5.1 0 5.2)

5.1. Para las fiestas del Corpus Christi que se celebran en Toledo, se instalan toldos en las
calles por las que transcurre la procesion. En una de ellas, los operarios colocan los siguientes
puntos de apoyo: A(0,1,-2), B(1,2,0), €(0,0,1) y D(1,0,m), con meR.

a) [0,75 punto] Calcula el valor de m para que los cuatro puntos sean coplanarios.

b) [0,75 puntos] Determina la ecuacion del plano  que contiene al toldo.

¢) [0,50 puntos] Si los adornos florales deben estar como minimo a 1 metro de distancia del
toldo y se ha colocado un adorno de flores en el punto P(1,2,3), ¢estara correctamente ubicado?

5.2.Seanelpunto A(1,1,a) yelplano z=b-x+y+z=1,cona, b eR.
a) [1,25 puntos] ¢Qué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el
plano & y éste tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector u= (1, 2, 0) ?

b) [0,75 puntos] Con los valores de a, b del apartado anterior, determina la ecuacion de la recta
perpendicular al plano « y que pasa por el punto A
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SOLUCIONES

Probabilidad y

G tria (20%
eometria | ) estadistica (20%)

Pregunta 1. (Obligatoria) Probabilidad y estadistica.
Pregunta 2. (Obligatoria) Analisis.

Pregunta 3. (Obligatoria) Algebra.

Pregunta 4. (Con optatividad) Analisis.

Pregunta 5. (Con optatividad) Geometria.

Pregunta 1

Una empresa produce aparatos para medir distancias. Durante el proceso de calibracion realiza
una serie de experimentos para medir la distancia entre dos puntos, que estan separados 1.5
metros entre si. Debido al error de los aparatos, se sabe que los valores medidos siguen una
distribucion normal de media 1.5 m y varianza 0.64 m?,

a) [0,5 puntos] ¢Cuél es la probabilidad de que la medicion del aparato sea de mas de 2.1 m?
b) [0,5 puntos] ¢Cual es la probabilidad de la que medicidn del aparato sea superior a 0.9 m?

c) [1 punto] ¢Cual es el valor de la distancia tal que el 80.51% de las mediciones estarian por encima de
él?

X = El valor medido de la distancia entre dos puntos. Como la varianza vale 0.64 m? la
desviacion tipica vale 4/0.64 =0.8 metros. X = N(1.5, 0.8)

a) Debemos calcular P(X >2.1).

21-15
0.8

P(X >2.1) ={Tipificamos} = P(Z > j: P(Z>0.75)=

Miramos en la
=1—P(Z 30.75): =1-0.7734 =|0.2266
tabla N(O, 1)
L 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
S
0.50 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.888
0.60 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 D.£2

b) Debemos calcular P(X >0.9).

0.9-15
0.8

P(X > 0.9) = {Tipificamos) = p(z . j: P(Z >-0.75)=

Mi I
=P(Z£0.75):{ iramos en a}:

tabla N(O, 1)
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¢) Debemos hallar “d” tal que P(X >d)=0.8051. Como el porcentaje es mayor de 0.5 la

distancia “d” debe ser menor que la media 1.5.

P(X >d)=0.8051= {Tipificamos} = P| Z > d-15) 805119715 ol
0.8 0.8

_ Mi | _
N P(Z < _ﬁj: 0.8051— 4 Tramosenfal - d-15_,gq
0.8 tabla N(O, 1) 0.8

—-d+1.5=0.86-0.8=0.688 = |d =1.5—0.688 = 0.812]

< 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.50 0.6915 0.6550 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088
0.50 0.7257 0.7291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422 0.74:4
0.70 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 0.7734 0.7%4

El 80.51% de las mediciones estaran por encima de una distancia de 0.812 metros.
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Pregunta 2.
La concentracién de virus activos en una muestra de sangre (en un tiempo t desde que se tomd

la muestra) se puede modelizar como una funcién f (t)=5(t+1)e™, con t>0.

a) [1,25 puntos] La pendiente de la recta tangente a la gréfica de f(t) mide como cambia la
concentracion de virus activos. Calcula el tiempo en el que este cambio toma el valor mas
pequefio posible, es decir, el tiempo t en el que el valor de la derivada de f(t) es minimo.

b) [1,25 puntos] ¢Cual seria el valor de la concentracion de virus a largo plazo? Es decir, el valor
cuando el tiempo tiende a infinito: lim f (t).

t—>+o0

a) Considero la funcién g(t)= f"(t). Obtenemos la expresién de g(t).
g(t)=f"(t)=5e"+5(t+1)(-1)e" =5e" +(-5t—5)e" =—5te™'
Buscamos cuando se anula la derivada de g(t)=-5te™.

g(t)=-5te" = g"(t)=-5e" —5t(-1)e™ =-be ™ +5te™ =5(t—1)e"

9'()=0=5(t-1)e' =0={e" #0} = t-1=0=[t =1

La funcion g(t) tiene un punto critico en t =1. Vemos el signo de la derivada segunda para
este valor.

0'(t)=5(t-1)e" = g (t)=5e" +5(t—-1)(-1)e" =5e " (1-t+1)=5(2—t)e" =

=97 (1)=5(2-1)e" =>>0

Como la derivada segunda es positiva la funcion g(t) tiene un minimo relativo para t =1.
La derivada de f(t) tiene un minimo para t =1.

b) Calculamos el limite de la funcién cuando el tiempo tiende a infinito.

lim £ (t)= lim 5(t+1)e" = lim 2> = * _ Indeter min acién(L" Hopital) =

t—>+o0 t—>+o0 to+o @ +00

El valor de la concentracién de virus a largo plazo es 0. El virus desaparece con el paso del
tiempo.

5de 11



PAU 2026 Modelo Matemadticas Il en Castilla la Mancha Juan Antonio Martinez Garcia

Pregunta 3
1 3
. 1 2 a
Dadas las matrices A=(1 1 jy B=|a 0],conacR.
0 2

a) [1 punto] Calcula los valores del parametro a para que A-B sea invertible. Justifica tu
respuesta.
b) [1 punto] Calcula la inversa de A-B en funcion de a.

a) Determinamos la expresion de la matriz A-B .

1 2 a
A-B=
[1 -1 —J

Para que sea invertible su determinante debe ser distinto de cero. Averiguamos cuando se
anula.

[1+ 2a 3+ 2aj

1+2a 3+2a
l-a 3-2

l-a 1

o 9 B
N O W

1+2a 3+2a

AB|=
l-a

=1+2a—(3+2a)(1-a)=

=1+ 24 —-3+3a— 24 +2a®=2a%*+3a-2

-3+5 |1 a
—3+,/3°-4-2(-2) _3+ 127
|A-B|=0=>2a+3a-2=0=a= (2)_3s5_| 4 [2
2-2 4 -3-5
——=|-2=a
4
La matriz es invertible para cualquier valor de a distinto de —2 y de % :
b) Calculamos la inversa para los valores de a distinto de —2 y de % :
1+2a 3+2a ,
A-B= =|A-B|=2a*+3a-2%0
l1-a 1
N Adi 1+2a 1-a
(A B)l_AdJ((A'B) ) "lssa 1) 1 1 -3-2a
~ |aB  2a’°+3a-2  23a’+3a-2(a-1 1+2a
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4.1. Responde justificadamente los siguientes apartados

a) [1 punto] Demuestra que la ecuacion sen x—2x+1=0 tiene al menos una solucion real en el
intervalo [0, =].

b) [1 punto] Calcula razonadamente el nimero exacto de soluciones de la ecuacion anterior
cuando x €[—200, 200].

a) Consideramos la funcion f (x) =sen x—2x+1. La funcidn es continua en el intervalo [O;z]
. Para x=0 la funcién vale f(0)=sen0-2:0+1=1>0 y para x=z la funcion vale
f(z)=senr—2-7+1=1-27=-5.2<0.

Se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano y podemos afirmar que existe ¢ € (O, 7z)
tal que f(c)=0, es decir, existe c e(0,7) tal que sen c—2c+1=0.

b) El valor que anula la funcién en el intervalo [0, ] es tnico.
Si existiese otro valor d €(0,7) tal que f(d)=0.podriamos aplicar el teorema de Rolle a
esta funcion en el intervalo [c,d] pues la funcién es continua en este intervalo y derivable en
(c,d) siendo f(c)=f(d) ydeberia existir unvalor ae(c,d) tal que f"(a)=0.
Pero esto no es posible pues la derivada de la funcion es f’(x) =C0SX—2 Yy nunca se anula

pues el coseno de un angulo no puede valer 2.
La funcion f (x) =sen x—2x+1 es positiva para cualquier valor x<0.

X<0—->-Xx>0->-2x>0

= f(x)=1+sen x—2x>0
-1<senx<1— -1+1<1+senx<1+1—->1+senx=>0

La funcion f (x) =sen x—2x+1 es negativa para cualquier valor x> .

X>7T—2X>21 = —2X< 21

= f(x)=1+sen x-2x<2-27<0
-1<senx<1—0<l+senx<?2

Por lo tanto, el Unico valor que anula la funcion esta situado en el intervalo [07[]

En el intervalo [—200, 200] solo existe un valor que anula la funcion.
Lo razonamos con el dibujo de las graficas.

f (x) = senx
sen x—2x+1=0= senx=2x-1=1<g(x)=2x-1
F(x)=g(x)

Joo(x)=2c-1

/ flx)=senx

-5u/2 AT =32 - -1/2 w2 T 3m/2 T Sw/2
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4.2. Responde justificadamente los siguientes apartados
a) [1 punto] Determina razonadamente el punto (X, y) de la parabola y = x* +1 en el que la suma

de sus coordenadas alcanza su minimo valor.
b) [1 punto] Encuentra razonadamente la ecuacion de la recta normal a la gréfica de la parébola
dada en el punto de abscisa x=-1/2.

a) Un punto de la parabola tiene coordenadas (x, X? +1) y la suma de sus coordenadas es

f (x) = x+x*+1. Buscamos el punto critico de esta funcion.

f7(x)=1+2x

f(x)=0

Sustituimos el valor del punto critico en la segunda derivada.

}:>1+2X=0:>2X=—l:> X=—

f (x)=1+2x= f"(x)=2=> f"(%l]=2>0

Al ser un valor positivo la funcion tiene un minimo para x = —.
2
-1 , -1} . 5
Para x = 0 la segunda coordenada del punto de la pardbolaes y = > +1= 7

En el punto (%gj de la pardbola la suma de sus coordenadas es minimo.

/

i

L& )

%)

!
!
]
e | L

< |

8dell




PAU 2026 Modelo Matemadticas Il en Castilla la Mancha Juan Antonio Martinez Garcia

b) La ecuacion de la recta normal a la gréfica de la parabola dada en el punto de abscisa

e =]

2
y:x2+1:>y'=2x:>y'(_—1]:2_—l_—1
2 2 _§_—_1( 1
1 _1)\? 5 y 4 -1 2
(3)H5) 5

:>y—§—x+l:> y—x+—+§:> y—x+Z
4 2 2 4 4

N

\

[}:¥]

yox 3 i1

]
]
L
L TN

o | e f A am am am

(=
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5.1. Para las fiestas del Corpus Christi que se celebran en Toledo, se instalan toldos en las
calles por las que transcurre la procesion. En una de ellas, los operarios colocan los siguientes
puntos de apoyo: A(0,1,-2), B(1,2,0), €(0,0,1) y D(1,0,m), con meR.

a) [0,75 punto] Calcula el valor de m para que los cuatro puntos sean coplanarios.

b) [0,75 puntos] Determina la ecuacion del plano  que contiene al toldo.

¢) [0,50 puntos] Si los adornos florales deben estar como minimo a 1 metro de distancia del
toldo y se ha colocado un adorno de flores en el punto P(1,2,3), ¢estard correctamente ubicado?

a) Hallamos la ecuacion del plano que contiene los puntos A, By C.

A(0,1,-2)] AB=(12,0)-(01-2)=(112) X y z-
B(12,0) ;= AC=(0,01)-(0,1,-2)=(0,-13)}=7z:[1 1 2 |=0=
c(0,01) | C(0,01)ex 0 -1 3

= 3x-2z+1-3y+2x=0=|7:5x-3y—z+1=0)

Para que los cuatro puntos sean coplanarios el punto D debe pertenecer al plano definido por
A ByC.

:5x—-3y—-z+1=0
” y —5.1-3.0-m+1=0=5-m+1=0=[m—6]
D@,0,m)erx

El valor buscado es m=6.

b) La ecuacion del plano que contiene el toldo es 7:5x—-3y—z+1=0.

c) Hallamos la distancia del toldo al punto P(1,2,3).

P(1,2,3) 51-3-2-3+1] |3 3

7ZZ5X—3y—Z+l—0}:>d(ﬂ-’P):\/52+(3)2+(1)2 \/% \/ﬁ

El punto P esta situado a menos de 1 metro del toldo, por lo que no esta correctamente
ubicado.
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5.2.Seanelpunto A(1,1,a) yelplano z=b-x+y+z=1,cona, b€eR.
a) [1,25 puntos] ¢Qué deben cumplir los valores a, b para que el punto A esté contenido en el
plano 7y éste tenga como vector normal uno que es perpendicular al vector U = (1, 2, 0) ?

b) [0,75 puntos] Con los valores de a, b del apartado anterior, determina la ecuacion de la recta
perpendicular al plano m y que pasa por el punto A

a) Si el punto A esté contenido en el plano n debe cumplir la ecuacién del plano.

r=b-x+y+z=1
y }:b+1+a:1:>a+b:0:>

A(lla)er

La ecuacion del plano queda 7 =-ax+y+z=1.
El vector normal del plano debe ser perpendicular al vector u= (1, 2, O), por lo que el producto
escalar de ambos vectores debe ser nulo.

u=(12,0)
r=—ax+y+z=1-n=(-a11)=(120)(-all)=0=-a+2=0=[a=2]

nlu—n-u=0
Los valores necesarios para que se cumpla lo pedidoson a=2y b=-2.

b) Con los valores obtenidos en el apartado anterior el punto A tiene coordenadas A(l,l, 2) yel

plano tiene ecuacion 7 =-2x+y+z=1.

Determinamos la ecuacion de la recta perpendicular al plano © y que pasa por el punto A.
Esta recta tiene como vector director el vector normal del plano.

r=-2x+y+z=1-n=(-211) x=1-21
v, =n=(-2,11) =|r:qy=1+1 ; 1eR
A(L12)er 2=2+1
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