TEMA 1. FUNCIONES: LIMITE Y CONTINUIDAD.

Introduccion.

Conceptos previos.

Definiciones y conceptos basicos.
Algebra de limites.

Asintotas. Estudio y representacion.
Continuidad.

Algebra de funciones continuas.
Propiedades de las funciones continuas.
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. Introduccion.

-

Con este tema se inicia el nucleo de analisis y que es, con diferencia, el mas extenso
del curso. Este nicleo trata de funciones reales de variable real y abarca desde la definicién
de funcién hasta el calculo integral y sus aplicaciones pasando por el calculo diferencial y

sus aplicaciones.
El curso pasado se estudiaron mucho de los conceptos del tema que abre este

nucleo y es necesario que los repases previamente. En la siguiente pregunta se detallan los
contenidos que debes conocer antes de seguir adelante.

2. Conceptos previos.

-Definicion de funcién. Dominio de definicion.
-Operaciones con funciones: suma, diferencia, producto, cociente y composicion.

-Funcion inversa. ,
-Caracteristicas generales de una funcion: dominio, recorrido, simetrias, monotonia,

concavidad, extremos, puntos de inflexion, asintotas, etc.
-Caracteristicas generales de las funciones elementales y su representacién grafica: valor
absoluto, polinémicas, racionales, irracionales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas,

inversas de las trigonométricas, etc.

Nota: Los problemas 1 a 7 del tema estan dedicados al repaso de estas cuestiones.
3. Definiciones y conceptos basicos.

Definicion: (Limite de una funcién en un punto)

Sea [ :Domf <R — R una funcion, y sea x, e R no necesariamente en Dom( f).

Diremos que lim f(x) = L, (siendo L un nimero real), si al tomar x valores suficientemente
X—Xg

préximos a x, pero distintos de x,, f(x) toma valores tan préximos como queramos a L.

Es decir: L es el valor al que se acerca f(x) cuando x se acercaa x,.

- Ejemplo: considérese la funcion lineal y = 2x + 1. ;A qué.valor se aproxima la funcion,
cuando x se aproxima al valor 3?

. Resolucion: se quiere estudiar el limite de esta funcién cuando x tiende a 3, hay que ver los
valores que toma la funcién en puntos muy préximos a 3. Para ello se puede hacer la

siguiente tabla de valores:
X 28 29 299 2099 3,1 3,01 3,001

y 66 6,8 6,98 6,998 72 7,02 7,002
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Se observa que al tomar valores de x muy proximos a 3, ya sean mayores o0 menores que él,
sus imagenes se aproximan al valor 7. Cuanto mayor es la proximidad de x a 3, mayor es la
proximidad de f(x) a 7. Esto se expresa diciendo que, cuando x tiende a 3, el limite de la
funciony = 2x + 1 es 7, y se escribe

firn (23 + 1) = 7.

x=3

Ejemplo: Consideremos la funcion f(x) = x* + 1. Vamos a analizar el comportamiento de la
funcion a medida que damos a x valores cada vez mas proximos a X = 2, pero con x ¥ 2,

En la tabla siguiente se observa que, cuando damos
a x valores proximos a 2, la funcion f(x) se aproxima
o tiende a 3. Y esto ocurre:

y=x!-1  Tanto cuando nos aproximamos a x = 2 por la
izquierda, (es decir con valores proximos pero
menores que x = 2);

Serepresenta asi: x— 27 - f(x) » 3

Como cuando nos aproximamos a x = 2 por la
derecha (es decir, con valores proximos pero
mayores que x = 2)

Se representa asi: x— 2% - f(x) = 3

X 1.9 1295 1.99 1.999 1.9999 1.99999 | — 2
[(x) 261 2.8025 | 2.9601 2.9960001 | 2.9996 2.99996 | — 3

[
»

Comportamiento de la funcion a la izquierda dex = 2: X = 2" = flxy—3

| X

£ 2.000001 | 2.00001 | 2.0001 | 2.001 | 2.0l

7 )
i 3.000004 | 3.00004 | 3.0004 3.004001 | 3.0404 | 3.31 I(x)

LOSHE 8

Comportamiento de la funcion a la derechadex —2: X = Zt = f(x) » 3

En esle caso se cumple que {m} Filx)i= ﬁ_ing(xz -1D=f(2)=3

X f(x)  Ejemplo:sea f(x)=x"—1
1.9 2.61 ‘ _ _
En la tabla escribimos algunos valores para la variable independiente
1.99 ;2'9601 x, en el entorno de 2, y calculamos los valores correspondientes de la

1.999 2.996001 funcion f(x):

1.9999 2.99960001 ¢yyando x se aproxima a 2, tanto por la izquierda como por la derecha, |
2.0001 '3.00040001 fomando valores menores o mayores que 2, f(x) se aproxima, tiende, |
‘ cada vez més a 3; y cuanto méas cerca esta x de 2, o lo que es lo
2.001 ;3‘004001 mismo, cuando la diferencia en valor absoluto entre x y 2 esmas
2.01 3.0401 pequefia asimismo la diferencia, en valor absoluto, entre f(x) y 3 se
' hace cada vez mas pequefia. (Estas diferencias se muestran en la
- ‘3'41 tabla inferior derecha).

Dada la funcion h(x) = —-, calcula Lim h(x)



La mayoria de las veces ocurrira que; lim f(x) = f(xy); no obstante, por definicion, el
X=X

limite de una funcién en un punto no tiene nada que ver con el valor de la funcién en
dicho punto, que incluso puede no existir. He aqui otro ejemplo donde podras comprobar la
afirmacién anterior: :

Y4 4 Considera la funcién: f(x) ='t2::‘3_6, cuya grafica
ferpeg e ol s ek ost4 al margen. '
L LT R e e ‘

' "f1/ Dom f = W - {3}, es decir en x = 3 no existe funcion,
//5' ~ sin embargo si que existe el limite, que por el dibujo
es: :
H B : ; s, 7,
o gy ==
- b | | |
ra T Calcula : lim f(x li
e h alcula : Jim, flx) y lim 7

Puede suceder que el comportamiento de la funcién sea diferente a ambos lados del punto
Xo, €n ofras palabras, la funcién toma valores muy distintos a la izquierda o a la derecha del

punto Xo.

Cuando sucede esto tenemos que analizar ambas situaciones por separado y entonces
hablamos de limites laterales.

Definicién: (Limites laterales de una funcién en un punto)

Sea f :Domf =N — R una funcién, y sea x, € N no necesariamente en Dom(f).

El limite por Ia izquierda de una funcidn y = f(x), cuando xtiende a x, es el
valor al que tiende la funcién para puntas muy prc’nicimus 4 Xy ¥ menores que .

Para expresar el limite por la izquierda se escribe i F(x).
XXy

®El limie por la derecha de una funcidn v = f{x), cuando x tiende a x, es el
valor al que tiende la funcidn para puntos muy préximos a Xy ¥ mayores que ;.

Para expresar ellimite por la derecha se escrihe J’.'m+f(x).
X

Relacion entre el limite y los limites laterales de una funcién

Para que exista el limite de una funcién en un punto, han de existir los
limites laterales, y éstos, han de coincidir.

fim fx)=le lim f0) = fim fx) =1
o, Xy = xd

Si se verifica esto, y | es un numero finito, se dice que la funcién es convergente,

En el efemplo anterior los limites por la derecha y por la izquierda coinciden:
fim @x+1) = lim @x+1) =7
x3" T X3t

. o =1, six <0
Veamos estos conceptos con otro ejemplo.  Sea la funcion: f(x) = { T ;; g
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y42 Calcula los siguientes limites:

b \f!_r'.;rlll flx) ¥ iinlr f(x) ¢Facil?
pr El problema esté en este otro limite: | ina f(x)
x=

X Portenerla funcion un comportamiento distinto a la
-2 -1 0 1 2 izquierda y a la derecha de x = 0 recurrimos a los
limites laterales: '

En la tabla siguiente se observa que, cuando damos a x valores proximos a 0, por la izquierda,
(es decir con valores proximos pero menores que x = 0); la funcion f(x) se aproxima o tiende
a -1

X -0.5 a0 -0.01 -0.001 -0.0001 -0,000001 | —>0 |
f(x) 1 o uif -1 A 2 §FiE

Osea: x - 0" = f(x) > —1 porlo que: [[1(1)1_ flx) =-1
xX—
Un estudio analogo dando a x valores proximos a 0, por la derecha, (es decir con valores

proximos pero mayores que x = 0) nos indica que la funcion f(x) se aproxima o tiende a 0:

[0 0.00000001 | 0.0001 0.001 0.01 0.1 0.5 X
|0 0.0001 0.01 0.0316227 | 0.1 0.316227 | 0.707106 | f(x)

O sea: x = 0= f(x)— 0 porlo que: 1'1‘15:4_ i &
&= \
Puesto que los limites laterales son distintos no existe el limite en x=0: B lim f(x)
X310
x—1, six <0

; _ estudia los siguientes limites:
x2—1,5ix=0" g

Dada la funcion: f(x) = {
Af_{"_ﬂl Fla) A\{gq}f(x) ; gcggfm ; _{g&f (x)

| Nota: Hemos de tener en cuenta que la definicion de limite no depende del valor de la

ffuncién en x =a, es decir, no tiene porqué cumplirse que fix)=1, de hecho, ni siquiera
tiene que estar definida la funciénen x =a.

| Definicion: (Limites infinitos)

Diremos que la funcion y = f(x) tiene limite +e cuando x —Xo Yy se escribe asi:

lim f(x) = +oo, si dado un numero real cualquiera K, se verifica que f(x) > K cuando X

X0

toma valores suficientemente proximos a Xo.
Diremos que la funcion y = f(x) tiene limite -e cuando x —Xo Yy se escribe asi:

lim f(x) = —w, si dado un numero real cualquiera p, se verifica que f(x) < p cuando x

A=y

{oma valores suficientemente proximos a Xo.



Considera la funcién f(x) = 1/x. Estudiemos su
comportamiento cerca de x = 0

Observa que: Dom f = % - {0}, pero recuerda que el limite de f
en x = 0 no tiene que ver con el valor de la funcién en x = 0.
Vamos a hacer el estudio mediante los Iimites laterales:

En la tabla siguiente se observa que cuando damos a x valores
proximos a 0, por la izquierda, (es decir con valores menores
que x = 0); la funcién f(x) se hace cada vez menor. Al
acercarnos hacia 0 por la izquierda la funcion decrece tanto
como se qujera:

X 0.5 0.1 |-0.01 -0.001 ~0.0001 -0,000001 | — 0
f(x) -2 10 100 . | -1 000 -10 000 100 000 f |— -

Osea: x— 0" = f(x) - —co porlo que: xiivgg f(x) =—c0

Haciendo un estudio similar dando a x valores préximos a 0, por la derecha, (es decir con
valores proximos pero mayores que x = 0); la funcion f(x) se hace cada vez mayor. Al
acercamos suficientemente hacia 0 por la derecha la funcién crece tanto.como se quiera:

X 06 |01 ~0.01 ~0.007 -0.0001__ ]-0.000007 | =0 |
) 2 10 2100 =1 000 ~10 000 2100000 | — = |

Osea: x - 0" = f(x) - +oo porlo que: Jﬁgi f(x) =+
4. Algebra de limites.

En este epigrafe de la unidad vamos a analizar las operaciones elementales con
limites, es decir, haremos una descripcion de los resultados de sumas, restas, productos,
divisiones y potencias (de base positiva) de funciones de los que se pueden calcular
conocidos los resultados de los factores con los que operamos.

Sean fy g dos funciones definidas en un entorno del punto a. Supongamos que existen
Lim f(x) y Lim g(x) , bien como ntimero real, bien como més o menos infinito.
X—a X—a .

Salvo en los casos de indeterminacionse verifican las siguientes propiedades:

- l;im (f(x) +9(x))=Lim f(x) + i;lrr; Q(x)
-Lim (f(x)-g09) =Lim f(x) - Lim g(x)
vy Lim f(x)
_ij f(x) ': x-—>a
2 g(X) El_{Ta’l a(x)
-Lim (Fogey= (L_i_m f (x))”:"f:'

El algebra de limites también es valida para la composicién de funciones continuas.
Es decir: Supongamos que Lim g(x)= Ly que Lirp f(x)=L,.
x—a x-3L4
Se verifica que Lim f(g(x)) =L,
X—a

Nota: Los valores L1 y L» pueden ser finitos o infinitos. La expresién es valida salvo en los
casos de indeterminacion.
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Operaciones con expresiones infinitas

(+0) + [ =400 (+00) (/) = £
(+o0) + (Fo0) = 4w (4o0) (+00) = 40
(—oo) + ] =—b (_d‘))(i!) = ;00
(—0o0) + (—w0) = —w (—0) # (—x) = Foo
—(—c0) = 4w
A 0 (+00)") = too
= F (+0,:,)l*’--) ={)
% = koo si 1#0 (+0)*" = 4o
i (+OQ)(—“ = 0
= icn
0 ‘ 1t = o0
0 I >1 .
=10 l/(_"'] =0
+co .
J* =0
0<!<l
JT0 =

Indeterminaciones w o X
jmpofg'm“
; 0! 78]

|

o =00

Algunos limites infinitos

Potencias: sik>0 lim px' =4w
Ny

lim pa* =t

[

Logaritmicas: sia>1 lim p-log, x = 1w

N

Comparacion de infinitos

Si lim f(x) =1 y lim g(x) = o se dice que f(x) es un infinito de orden superior
Ny

a g(x) si lim j_:\—)) =+w 0, lo que es lo mismo
Ny ‘u Ay }

- Dadas dos potencias de x, la de mayor exponente es un infinito de orden superior.

3.4

) y X
Por ejemplo lim —— =

v Sy

. Dadas dos funciones exponenciales de base mayor que 1, la de mayor base es un

infinito de orden superior

_ Toda funcién exponencial de base mayor que 1 es un infinito de orden superior que

cualquier potencia.

Exponenciales: si a>0

g(x)

[im =

o f(x)

= %D

- Funciones exponenciales y potencias de x son infinitos de orden superior gue

cualquier funcién logaritmica.

Seria conveniente que repasaras el calculo de limites que se estudio el curso pasado

IES ALBERO MATEMATICAS II

0



1°: El calculo de limites de las funciones elementales: polinomios, fracciones algebraicas,
exponenciales, logaritmicas, trigonométricas, etc.

2°: Las principales técnicas para resolver indeterminaciones. Nosotros abordaremos los
meétodos de resolucion de las 4 primeras indeterminaciones.

En la hoja de problemas encontraras actividades para afianzar este repaso.

Aunque forma 'parte de la unidad siguiente, un eficaz y muy utilizado resultado en
elcalculo de limites es la llamada Regla de L’Hépital. Como ya se vio en el curso pasado
el calculo de derivadas, podemos utilizar dicharegla en lo que sigue.

Regla de L’Hépital

Sean f(x) y g(x) funmones derivables en un entorno reducido de x=a tales que lim f((x;
xmagd

presenta la indeterminacion 0/0 o /e,

Si existe lim E entonces existe también hm g(r y coincide con el anterior.
x—a 4 3

El resultado también es vélido para limites en el infinito.

En la practica, esto supone que en la mayoria de las situaciones en las que se nos
presenten indeterminaciones de tipo cociente, podemos derivar numerador y denominador y
ver si el limite resultante existe, ya que, en tal caso, coincidira con el anterior.

5. Asintotas. Estudio y representacion.

Si un punto (x,y) se desplaza continuamente por una funcién y=f(x) de tal forma que, por lo
menos, una de sus coordenadas tienda al infinito, mientras que la distancia entre ese punto
y una recta determinada tiende a cero, esta recta recibe el nombre de asintota de la
funcion. Las asintotas se clasifican en: verticales, horizontales y oblicuas.

Asintota vertical

‘Diremos que la recta x = x, es una asintota vertical de una funcién f si se cumple que

lim i lim
=0 6 fx)=w

Fridg %ty (El signo nos dara la posicion de la funcién)
Asintota Horizontal

Diremos que la recta y = y, es una asintota horizontal de una funcién f si se cumple
que ; '
lim : lim
J(x)=y, o F(x)=y,
X —» 400 X —>—w

Para determinar la posicién de la funcion respecto a la asintota (si esta por encima o por
debajo de ella) habra que estudiar si la funcién se acerca a v, mediante aproximaciones

superiores o inferiores a y,. Para ello, podemos usar una tabla de valores adecuada o
nuestra intuicion matematica.
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Ejemplo: v = \2 =

tiene dos asintotas verticales en x=2; x =0 y una horizontal en

x° —2x
Y=l
Para determinar la posicion de la funcion respecto a la asintota horizontal:
X 50 200 1000 La funcion se
acerca a la
f(x) 1'042 1010 1'002 asintota por
encima (valores
Recta y=1 1 1 1 superiores a 1)
A -50 -200 -1000 La funcion se
acerca a la
f(x) 0'9619 0'990 0'998 asintota por
debajo (valores
Recta y=1 1 1 1 inferiores a 1)
10 i
] i
8 :
[
1
@ |
Fea
P
N
(B )
it 5 ;) 2 z ia * H 5 5 10 b 14
l
.;-.l
|
&
f
e ‘
a 4

Asintota Oblicua

Si existen los limites: lim J( ): m lim f(x)—mx=n

Xiotw Ny Xiodm

diremos que la recta y = mx+n es una asintota oblicua.

Para determinar la posicion de la funcion respecto a la asintota (si esta por encima o por
debajo de ella) habra usar una tabla de valores adecuada o nuestra intuicién matematica.

Ejemplo: y = E el
x+1

Para determinar la posicion de la funcion respecto a la asintota oblicua:

tiene una asintota vertical en x =—| y una oblicuaen y =x-2
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% . 50 . 100 500 La funcién se
- acercaala
f(x) 48'039 98’019 498'003 asintota por
encima (valores
Recta superiores a la
y=x— 2 48 98 498 recta)
X ' -50 -100 -500 La funcién se
acercaala
f(x) -52°04 T -102'02 -502’'004 asintota por
' debajo (valores
Recta inferiores a la
y=x—2 -52 -102 -502 recta)
L5 Pak

NOTA 1: Un modo sencillo el calculo de asintotas en funciones racionales es:

a) Una funcion tiene tantas asintotas verticales como raices reales distintas tenga el
denominador y que no pertenezcan al numerador.
b) Una funcion tiene una asintota horizontal si el grado del numerador es menor o

igual que el del denominador.

c) Una funcién tiene una asintota oblicua si el grado del numerador es uno més que el
del denominador. Para calcularla hacemos la division de la fraccion y el cociente es
la formula de la asintota buscada. Ejemplo:

P-3.x+3  x*-3-x+3 |x-1 ,
—k——-———:> L—:>asmt0ta y=x-2
x=1 | X—2

NOTA 2: Antes de continuar hagamos algunas aclaraciones sobre el ntimero de asintotas

que puede tener una funcion;

- Una funcion puede tener infinitas asintotas verticales y el acercamiento a ellas puede
ser por la izquierda, por la derecha o por ambas direcciones. Ademas, los puntos en
los que se encuentran las asintotas suelen ser valores en los que no esta definida la

funcioén.
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- Una funcién puede tener, como maximo dos asintotas entre horizontales y oblicuas,

_ No puede haber simultineamente asintotas horizontales y oblicuas en += ni en -=. Lo que
si puede darse es que haya -una horizontal en un lado y una oblicua en otro. En resumen, si
puede haber simultaneamente horizontal y oblicua, pero no en el mismo lado.

6. Confinuidad.

Intuitivamente una funcion continua es aquella cuya gréafica puede dibujarse sin levantar el
lapiz del papel. Esta idea se matematiza a traves del concepto de limite.

Las funciones continuas son de suma importancia en matematica y en distintas aplicaciones.
Sin embargo, no todas las funciones son continuas. Puede ocurrir que una funcion no sea
continua en todo su dominio de definicién. Si una funcién no es continua en un punto, se
dice que la funcion tiene una discontinuidad en ese punto y que la funcion es discontinua.

Clasificacion de discontinuidades para el caso mas simple de funciones de una sola
variable real.

(iscontinuidad evitable

2 : |
\ A . at para r < :
filz) = 0 parax =1
2—r ‘parar >l
",/"J El punto xo = 1 es una discontinuidad evitable. Esta funcion
P \\ puede hacerse continua simplemente redefiniendo la funcion
T O s en este punto para que valga fi(xo) = 1.
‘1.\\
// |
al o ‘
{ 1 f(1)=3 ’ |
fx)=4381x=1 o A
six>1 ) Vi |

2 TR rl }.' - |
“ % o 1% : d \

figura 2

coniihuidad de primera especie
En este tipo de discontinuidad existen dos tipos: salto finito y salto infinito

3 A 9

x* para x < |
m\, ' \"‘\ fo(x) = 0 . para T = 1
7 \ 2—(x—1)> paraz>1
) s X - Ll punto xo = | es una discontinuidad por salto finito
xﬂ
\
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X2 si X <2

f(x)=
> v z g ‘ 1 si x=22
i“’
I B !
ey e
i A - Keh sixel e {
f{x)= ey i ke Ne} r!('x)"{ i, {;f f
s | o x 7 o
%5 | e A 15’“"‘._ & |
i I discontinue k /0 ik PG o, W
0 i ; 3 L / :
2 N ‘ ‘ * : o RGkh i
A | d Z ' g '.-"
.‘,\\ SR IOw s WE R o gue su D
b - - R ) ‘-
\i ' x=2 /’Jr . . ._“ )‘_
figura 1 - i -!k : funcién continua " figura 3 j
| 5.

El punto xo = 5 es una discontinuidad por salto infinito.

\ v B . x? si x <2
X ‘ \i%‘" f X)= A
' '\;-wff/_i__. ; sy R‘“‘“ S x2 S X>»2

1

DRiscontinuidad de segunda especie
Al menos uno de los limites laterales no existe.

Para determinar de forma rigurosa el tipo de discontinuidad habra que utilizar el concepto de
limite. !

Continuidad de una funcién en un puntb

Sea f una funci6n real de variable real y a un nimero real. Se dice que f es continua en el
punto a si se cumple:

1° Existe f(a)

2° Existe I;Ln; f(X) (los limites laterales son finitos y coinciden)

3° Lim f(x) = f(a)
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Nota: Se dice que una funcion es discontinua en el punto a si no es continua en el
punto a.

Existen los siguientes tipos de discontinuidades:

Discontinuidad evitable, si existen los [imites laterales en x = a, y éstos coinciden,
pero no coinciden con el valor de la funcion en el punto x = a, o bien, dicho valor no
existe.

Discontinuidad no evitable, si existen los limites laterales en x = a, pero éstos
no coinciden. Pueden ser de dos tipos:

a) Discontinuidad de primera especie de salto finito, si los limites
lateralesen x = a existen y son finitos, pero no coinciden.

b) Discontinuidad de primera especie de salto infinito, si los limites
lateralesen x = a existen, pero al menos, uno de ellos, es infinito.

Discontinuidad de segunda especie, si alguno de los limites laterales no existe.

Notas: )
- Siexiste f(a), existe Lim f(x)y Lim f(x) = f(a) se dice que la funcién es continua

en a por la derecha. ‘
- Siexiste f(a), existe Lim f(x) y Lim f(x)= f(a) se dice que la funcion es continua
X—a Xx—a~

en a por la izquierda.

Continuidad de una funcion en un intervalo

Sea f una funcion real de variable real y (a,b) un intervalo. Se dice que f es continua en (a,b)
si es continua en cada uno de los puntos de (a,b).

Nota 1: La definicion de continuidad se extiende sin problemas a intervalos del tipo
(-, @), (a,+») 0 en todo .

Nota 2: Cuando se diga que una funcion es continua en un intervalo cerrado [a,b], se
entendera que es continua en (a,b), continua por la derecha en el punto a 'y continua por la
izquierda en el punto b.

7. Algebra de funciones continuas
Sean fy g dos funciones reales de variable real, continuas en el punto a.
Se verifica que las funciones f+g, f-g y f-g son continuas en el punto a.

Si ademas g(a) # 0, la funcion f/g es continua en el punto a.
Si ademas f(a) > 0 o g(a) # 0, la funcion f @ es continua en el punto a.

Sea g una funcién continua en el punto a y f una funcién continua en el punto g(a).
Entonces f-g es una funcion continua en g(a)
A continuacion se da una tabla de los dominios de continuidad de algunas funciones. Las

funciones que no estén explicitamente en la lista pueden estudiarse usando la lista y el
algebra de funciones continuas.
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- f(x) = cte. Continua en todo %

- f(x) = polinomio. Continua en todo %

- f(x) = fraccion algebraica Continua en -1 ceros del denominador
-f(x) = Jx Continua en [0,+w)

- f(x) = a* (a>0) Continua en %

-f(x) =Logax  (a>0) Continua en (0,+x)

- f(x) = Sen x Continua en i

- f(x) = Cos x Continuaen %

-f(x) =Tgx . Continua en R-{11/2 +KkI1}, V ke Z

8. Propiedades de las funciones continuas

Los siguientes teoremas, que se enuncian sin demostracion, nos dan una idea del
comportamiento de las funciones continuas en un intervalo cerrado.

Teorema de Weierstrass

Sea 7. [a,b]=R una funcién continua en [a, b]. Entonces, ¥ élcanza en [a, b] un
méaximo absoluto y un minimo absoluto. '

Es decir:
¥

g e —.

m

1y, z €la, b] tales que F(y) s f(x) sf(z), ¥x €[a, b]

{ Teorema de Bolzano(f

Sea 7 : [a, b] — R una funci6n continua en [a, b] tal que f(a) > 0y f(h) <0 (o F(a) <
0Oy 7(b) [> 0]). Entonces, existe ¢ € [a, b] tal que f?c) =0 ) ("L)*ﬁ

v y

Obsérvese que este teorema viene a decir gue si £ es una funcién continua en un intervalo
cerrado [a, b], entonces, F tiene una raiz ¢ en dicho intervalo. Gréaficamente, eso significa

que la grafica de 7 corta al eje de abscisas en un punto ¢ del intervalo [a, b].
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Ejemplos:
a) La funcién f(x) = x* —3x -1 es continua en todo R, y en particular en el intervalo [1, 2].
Como f(I)=1-3-1=-3<0y f(2)=8-6-1=1> 0, puede asegurase que ésa funcion
toma el valor 0 para algin nimero comprendido entre 1 y 2. Esto es, existe un numero ¢,
mayor que 1 y menor que 2, tal que f(c) = 0. Ese mimero ¢ sera una solucion de la ecuacion
a* = 3x—1=0, pues cumple que ¢* —3c¢—1=0. (Otra cosa es encontrar-el valor exacto de
esa solucion, ya que salvo en casos concretos no podra obtenerse; aunque, como se vera en las
aplicaciones de estos teoremas siempre se puede hallar una buena aproximacion).

bl L IO

a) La funcion f(x) = —x” +2x +1 es continua en el intervalo [0, 3] (v en todo
R). Por tanto, existe un punto de ese intervalo en el cual f(x) = —x* +2x+1
alcanza su valor maximo: y otro punto en el que toma el valor minimo. En
este caso. al tratarse de una pardbola es facil encontrar esos puntos. El
maximo lo toma en x = 1. y vale 2; el minimo. en x = 3 v vale 2. !

Teorema de los valores intermedios (Darboux)

Sea f una funcion continua en [a,b]. Entonces f toma todos los valores comprendidos entre
f(a) y f(b).

Observacion. Este resultado puede ampliarse un poco mas, afirmando que ¥Si f(x) es una
funcion continua en [a, b], entonces la funcion toma cada valor comprendido entre el minimo
y el maximo de f (x) en ese intervalo™

Ejemplos:
a) La funcion f(x) = Jx+1 . es continua en el intervalo [0. 3]. En sus extremos toma los
valores /(0)=1 1y 7(3)=2. Por tanto, la funcién toma todos los valores entre 1 v 2; por
ejemplo. el valor 1.83 . (Ese valor lo toma en la solucion de la ecuacion L83 =+x+1, que es
= 183" —1 = 23489 . Es evidente que 2,3489 € [0, 3]).
. E‘I’"
b) Dada la funcién 7' (x) = x* —5x+ 5. jPuede afirmarse que esa funcidn 5
toma el valor 4 en algiin punto del intervalo [0, 2]7 (Y el valor 27 i
Como la funcion es continua y en los extremos del intervalo toma los 1 H

valores 7(0)=5y f(2) =3. se deduce que toma todos los valores entre 3 y 8 \ L

5; en particular, el valor 4. Esto es. existird algin punto ¢ & (0, 2) tal que F = =f
f(2) =4 (Véase la figura adjunta).

Conio 2 no esta entre 3 y 5. no puede afirmarse que la funcion tome ese
valor para algim punto del intervalo (0, 2): pero tampoco puede afirniarse pe—
que no lo tome. (De hecho, hay dos valores que toman el valor 2).
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PROBLEMAS TEMA 1

1.- Indica todo lo que puedas de las funciones representadas a continuacion.

y

9
v® ¥
* 4
T
3
# 6
2
1 5
/—\ .
4
5 -4 -3 -? -1, 1 2 3 4 5
-1
3
-2
-3 2
-4 1
e -
-5

2.- Representa graficamente las funciones:
a) f(x) = [x+1| b) f(x) = [x*-5x+6| c) f(x) = [x+1| + |x+3|

3.- Calcula el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x) = x3+ x2 +3. "] X —1 k) f(x) = Sen x
_ 3x-1 e)f(x)= |— ) f(x) = Tg x
OYURE= 2 X:t:2 m) f(x) = Ln(Senx)
: Iy - 1 g) f(x) = Lnx %41
gy fp=® h) f(x) = Ln (x2- 4) n) f(x) = Ln(—)
X2 +x+1 i) f(x) = 2x . : X+2
d) f(x) = /X j) f(x) = 3tmx,

4.- Sean f(x) = Cos x, g(X) =x2y h(x) = 2%,
Efectla las composiciones: f° g, f ° h, g°h,g°f,hef,heg,f°g°h.

5.- Calcula la inversas de las siguientes funciones:a) f(x) = 2x-1 b) f(x) = __:: _;
©) f(x) = Arc Sen (x+1) d) f(x) = Ln (x*1) ) f(x) = 2+ Cos x 0 f(x) = JV2x -3 +1

6.- El radio de un circulo mide 10 cm. Expresa el area del rectangulo inscrito en el mismo
en funcion de la medida x, de la base. ;Cual es el dominio de la funcién obtenida?

7.- Representa graficamente: a) y= L] B) y=2-log, (x+3)
Y ety
C) y=5cosx d) y=[3+log(1 - x)| e) y=27"-3 ) _v:fg(x—%)
x-3 _ ,
e SE X <=2 _9 & xdd
f) F()=4x*=2x+2 §5i -2<x<x 9) y={-2x"+x+1 s -l<x<l
4x si 2<x<10 1-2x

si 2<x<5

8.- Calcula lim f(x) en los siguientes casos:
X0

"a) f(x)==2 b) 1‘()(‘)=e;:+1 c) f(x)=vx+1-x

X' +5
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9.- Encuentra los limites de la grafica:

a) lim [

x-4

dy lim [, e) lim f 0f) lim [ A
v -2 x5 -2° ' x—=-2" " /"-

G H by dim foc) lim iy
ydd” . (A S

g)

@) lim fuy 30y lim [0 43 0) (D5 i
k) ¢,En qué valores de x la funcion es discontinua?

i'” f/ l.{) I] ,/f/(((‘{f-m{,-“, -5
LY =tun :’ {e ﬂ
10.- Halla los siguientes limites, Justlflcando las solumones

3x 2
a) Lim——— b Lim X gum—X_  dumZ e Lim—>X__

-2 (X +2) =2 (x+2) =2 (x+2) x-0 g " P8y
i, ' . ) :
f) Lﬂ?ﬁ g) Lim(3x® - Vx +1) h) Lim05* i) Lim logx an( 4%)
) 3 N
k) Lim =g l) &{fp[ —] m) LfmeA-' n) Lime*= ) Lime*?

11 .- Halla los siguientes limites, justificando las soluciones:

>

¥ =3 2x? —3x+1 x -1 3x-1
Lun-——-— b) Lim————— c) Lim d) Lim
A ax—2 ) 2 st x=1 ) e Jaxt - x

) ; x? 2
) le(\ix—z _Jx+1) f) Lun e 12 9) !Y_im(\/dfxﬁ -5 —(2x—3]) h) le—x—zi—

12.- Halla los sugwentes limites, justificando las soluciones:

(dx -2V 3% [ 2X— T V -2
a) Lim, <l 1 b) Lim(logX) c) Lim 2x-1)7 d) Lfm e
it 33X ) Xy ; y—to\ 3X+2 ) Xx+6-3
13.- Calcula m de forma que:
. | —mx (2x + 3 6
a) lim (——ffljﬁz—\-ﬂ= 6 b) Inn—ﬂ‘—~ sea finito
(R ) D i _4 v d 3,& ~9 ;
Imxt —Tx+5  mx? - -
¢) lim e - e ~1d) lim —11——-— =4 e)lim2x—Véx? +ax+1=1
axtx  Tx" -3 so-lxt +3x+2 K90

14.- Determina y representa razonadamente las asintotas de las siguientes funciones:

2x% + x
%2 —3x%

a) f(x)=—= b)g{x):

15.- Determina y representa razonadamente las asintotas de las siguientes funciones:

2
a)f(x):r——2xq+5x b)g(x):xz—m

x° +1
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16.- Estudia las asintotas verticales de las siguientes funciones:
1

a) f(x)="Ln(x*-4) b) g(x)=e*
3 : 3
17.- Determina y representa razonadamente las asintotas de: y = =
. ax-3 ;
18.- Calcula a y b para que la funcion y = i tenga como asintotas y=2 y x=-2.

19.- Calcula todas las asintotas de las siguientes funmones Representa las asintotas e
intenta eshozar la gréafica de las funciones.

"f‘l | ]{()—‘C +l C)j(x):u_ﬁ X
X ~
e /M =Vx'-9  f) fM=l(x*-4) o) f(x === h LK e

In(x)

20.- Dibuja una funcién que tenga una asintota vertical en x = 1 y una asintota oblicua eny =
X +2

2 x+h)—
21.- Dada la funcion  f(x) = x* —3x, hallar Lim SO T 1X)

A0 h

22.-Dada f(x)=+/5x+1 hallar Lim Stk = () cuando x > —-;—.

h—0 h

23.- Resuelve los siguientes limites:

S+ h) - f(x) _ oy

Si f(x)=x*, demuestre que Lim

h—>0) f')
- f(x 1
Si f(x) =l, demuestre que me PG H’? J) _ -—
X h—( 1 X

24 .- Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

(x—1 si x<1 e e
o Py B) gl)md s oo
a) f(x)=312% si X ) g(x) Er

—(){-1)2+1 si 1< x

25.- Estudia la continuidad de las siguientes funciones en los puntos que se indican:

Senx si0<x J ‘X
X“+— 8ixz0
a) f(x) = {x* si—-1<x<0 c) f(x) = IXI en x=0
=2X-1 six<-1 1 six=0
enx=0yx=~12 )(—21 -
b) f(x) = A sixe2 en x=-2 V9= 111 65 s
S 0 six =2
=2 Six=-2 :
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26.- Estudia la continuidad de las siguientes funciones

X—1 1
a) f(x) = — _ex
X“+2 0 10x) = il six#0
IO = D 1+ ex
(B 0 six =0
X g) f(x) = Log(Cosx)
c) f(x) = — -
e - h) f(x) = A'n” —x*
d) f(x) = VX +2 i)f(x)zw
X—7 Senx — Cosx
e) f(x) = Ln (x>-1) L * -3
i) ) = og(x;Z X+2)
Log(x” —=7x+12)
k) fx) = [1-[¥]

27 - Encuentra el valor de los parametros, para los que las siguientes funciones son
continuas

S x?(x-3)*
x+a® six<2 J———— SiX£3
a)f(X)={ > i b) f(x) = x* —6x+9
[x*-6x+9 si2z<x<5
o) fx)=y - =
l~x +ax+b six<2 o x>5
. J— six<a : .
28.- Sif(x)=1 x Halla a y define f(a) para que f sea continua en .
, 13)(#5 six>a
J sia<x<b
29.- Seaf(x) =12 - x? donde a y b son dos parametros con a <
]34(2 six<a 0 X>b

b. Determina a y b y define f(a) y f(b) para que f sea continua en todo N.

30.- Dibuja razonadamente una funcion que cumpla las siguientes condiciones:
a) Tiene asintota vertical en x = 2 y asintota horizontal en y = -1

b) Su Dominio es R-{0,2}

c) Corta al eje OX solo en el punto (1,0)

31.- Dada la funcion:

[ 4x ;
; six<-1
pacn 3 Estudia su continuidad y halla
e f
f(x)=x;x :X;Z si-1<x<1 m para que sea continua en x
P RS
imx -2 sixz21

L
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32.- La temperatura (en °C) de un objeto viene dada por la funcién

30t% + 20t + 40 : ‘
f()= ~—O— donde t es el tiempo en horas. Calcula la temperatura inicial, la

21 + 4t +
temperatura cinco horas mas tarde y la temperatura que puede alcanzar el objeto si se
deja transcurrir mucho tiempo.

33.- Estudia la continuidad/discontinuidad segun los valores de « y de b
x* +ax si x<-1

flxy=y =3 si —l<xg2
bx+2 si x>2
. : £ 2x-2
34.- Dependiendo de los valores de p, ;tiene la funcion f (x) = m alguna
discontinuidad? Si la tuviese, ¢ podria evitarse en algin caso?
xZ+hx+4 . . ; ”
35.- La funcién f (%) = Wi o8 discontinua en los puntos 2 y -2- ; Podria

evitarse alguna discontinuidad para algun valor de k?

36.- Encuentra razonadamente la expresién analitica de una funcién racional que
cumpla:

a) Tiene una discontinuidad evitable en x = 3

b) Tiene asintotas verticalesen x =1y x = -1

c¢) Tiene asintota horizental en y = 2

d) Haz una representacion grafica aproximada de dicha funcion.

37.- ¢ Puede existir una funcion f tal que: f continua en [0,5] f(2) = 10, f(4) = -
f(l);# 1 paratodote[1,5]

N b
38.- Demuestra que las siguientes ecuaciones tienen al menos una solucion. (usa el

teorema de Bolzano)
a)20x*-3x2+1=0 b)Cosx=x° c) Lnx = 1/x d)x Senx =%

39. Comprueba que la ecuacion e +2x—1=0 tiene una raiz en el intervalo [-2, —1].
Calcula un valor de esa raiz con una aproximacion del orden de las centésimas.

40. Comprueba que el polinomio P(x) =2x" +3x* —0,2 tiene dos raices negativas v otra
positiva, Da una selucion aproximada de la raiz positiva.

ALGUNAS ACTIVIDADES DE SELECTIVIDAD

X
Actividad 42: (2008) Dada la funcién definida para x =0 por f(x) :%, determina las

asintotas de su gréfica.
1

Actividad 43: (2009) Calcula L!mtl_nx 2

kY
- U!, siendo Ln la funcién logaritmo
neperiano. ‘
Actividad 44: (2009) Se considera la funcion f:[1,+e)—>R definida por

f(x)=+/X* - x + x. Determina la asintota de la grafica de f .
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x(Inx)

2

1oy |

Actividad 45: (2009) Sea f:(0,+ ) — E definida por f(x)={ (x- 1)

oo - SO

a six=1

a) Sabiendo que f es continua, calcula a (In denota logaritmo neperiano).
b) Estudia la existencia de asintota horizontal para la grafica de esta funcion. En caso de
que exista, determina su ecuacion.

¥ Sex
—-e

Actividad 46: (2010) Calcula LHQET

Actividad 47: (2015)
ax? + bx 41— cos(x)

e es finifo e igual a 1, calcnla los valores de a ¥ b,
sen(x”)

Sabiendo que lim
x=0

Actividad 48: (2015)
Halla a ¥ b sabiendo que es continua la funcion /' : K — K definida como

X+ cos(x)—ae’

' —— sio x#0
J(x)= x?
b si x=0
Actividad 49: (2016)
Sea Ia funciéon £ :(0,4+0)— K definida por j‘(.\‘)=-llli‘, donde In denota logaritmo
X .

neperiano.
a) Estudia y determina las asintotas de la grafica de /.

Actividad 50: (2017)

4
Considera la fancion definida por f(x)=-x+-— para x#0.
X

a) Estudia y determina las asintotas de la grafica de /.

Actividad 51: (2020)
Calcula a sabiendo que lim [ . --——ﬂ;:-l—J = 7
x=0 | In(l-x) X 7
Actividad 52: (2021)
ax? 4+ bx +
x-1
asintota oblicua que pasa por el punfo (1,1) y tiene pendiente 2. Calcula a y D.

: 2
Se sabe que la grafica de la funcion /'definida por f(x)= (para x#1) tiene una

Actividad 53: (2021)

(Ine * +x)
X

Sea la funcion continua f : R — & definida por f(x) = dx+a si 0£x<l.
b+sen(mx) si 1£x

x<0

(In denota la funcién logarvitmo neperiano). Determina a y b.
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