Integrales

ACTIVIDADES
= . .. S 3x2 X
1. Senala las funciones cuya funcion primitiva es F(x) = ETY + 3 + k.
3 1 3 1 X +5
a) ﬂO()f?JrZ b)fz(X)f?JFE ) L) = 5
, 6x 1 3x 1
F = ==
(x) 10 3 5 + 3

F(x) es funcion primitiva de b).

Escribe cuatro primitivas para la funcion f(x) = x2 — x + 2.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

XX
F(X)_€_7+2x+k parak=1,2,3y4

La funcién F(x) = k - e + n es una funcién primitiva de la funcion f(x) = e3*. Halla los valores
de las constantes k y n si F(0) = 0.
F'(X)=3ke3X=e3XHk=% F(O)=%e°+n=0~n=—l

. Considera estas derivadas.

X2 =2x - f2xdx =x2+k

X’] = 3x%2 - fsxz dx =x*+k
Aplica las propiedades de la integral y calcula.

a) fxc/x b) fx%/x

C) f4XdX d) f(x+x2)dx
X2l 2x x?
b) X_3 3x?
3

3
2 e e =X 4k
3 f 3+
2
c) f4xdx=4fxdx=4%+k=2x2+k

d) [(x+x*)ax= [xax+[x dx=%2+%3+k
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5. A partir de estas derivadas:

[cos xX] = —senx — f(—senx)dx =cosx+k

[sen x] = cos x — fcosxdx =senx+k

Halla las siguientes integrales.

a) fsenxdx b) f(3senx+cosx)dx
a) [—cosx]’:senx—>fsenxdx:—cosx+l<

b) f(SSenXJrcosx)dx:3fsenxdx+fcosxdx:—3cosx+senx+k

6. Resuelve estas integrales.

a) f(x2+3x—7)dx 0 f(i E)dx
6 3
b)fX”dx d)f<§+i/7>dx
2 X
0 ax—Tax =25 435 x4k
X2 +3x—7)dx =2 +32-—7x
a) [0+ 5 T35 X+
b) fX—’z dx:f[5—1]dxzx—zfx+k
2 2 4
X 5 x* 5
o [J[-3le=t5-50k
i
1
d) f[§+<‘/?ldx:8|nx+f—+k:8Inx+éW+k
4
7. Resuelve estas integrales.
4x?
10x(x? — 4)* d, a
a)f X (X )4 dx ) f<X3+5>X
2 3
X2+ x—3 2

o) [52x0c o o= ok
b) f%dx=3ln\xz+x73‘+k

ax* 43X A4 s
c) fmdx_sf—xs+5dx_3ln\x +5+k

1 2X(XZ+'I)3 1 .
d) EI—C/XZ +/<=E(X2+'l) +k
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8. Calcula las siguientes integrales.

X 5 2X
a) fﬁdx ) f<3> ax

5 Vg
5\ 1 2]
C) — ax = —- 75—{- k
2 2 iy —
2
d) J(e”—!—e”) dx = %-e + ek
9. Halla estas integrales.
35)(71
a) f5x2“-2x ax C) f 5 ax
b) f 267"y o) f X dx
e
X2 5x—1 5x—1 5x—1
a) J5xz+‘-2xdx:5 +k @ J3 dx:i-l-3 + k= i
In5 2 2 5 In3 10In3

b) JZNH dx = 4@7+2 +k d) J Xj ax = Jx e dy = —% e 4k

10. Resuelve las siguientes integrales.

a) fsen (3x + 2)dx C) fsen(f2x) ax
b) fS cos(Ax — 3)dx d) fcos(S — éx)dx
a) lf3 sen(@x +2) dx = — cos(3x +2) +k
3 3
b) 2f4 cos(x —3) ax =2sen(4x —3)+k
1 1
c) —Ef—z sen(-2x) dx = - cos (~2x) +k

1 1
d) —— [ —6cos(5—6x)dx =——sen(5—6x)+k
) — [ ~6costs-6x) 7 Sen(s—6x) +

11. Resuelve estas integrales.

_ 1+ tg2(vVx)

@ f cos?(x + 3) ox 0 vx o
2X 2452 (3 2

b) f COS2(AX?) o d f[X tg*(x°) + x?]dx
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]
——— X =t 3)+k
a) [ sy KB+

2X 1 8x 1
b — 2 dx=— | —F——dx=—tg(4x?) +k
) f cos? (4x?) 4f cos? (4x?) 4tg

9 f[1+tg

d) f[xz tgz(x3)+xz]dx=%f3x2[tg2(x3)+1]dx=%tg(x3)+k

] _2f%j§/—x)dx=2tg(x/?)+k

12. Resuelve las siguientes integrales.

1 X
a) f— ax C) f—dx
V4 —16x° V1 — 4x*
—1 1
b) f—dx d) f—dx
V5 — 25x% XV1 —In’

1 1 1 2
= = | —
2f ’1—4)(2 4f 17(2)()2

dx:%arcsenZXJrk

1
a) [————dx
) f«/4—16X2

—1 1 —1 1
b) [— —dx=— [——dx= arccosfx
) f\/5f25x2 Jﬁf /17(\/5)()2 /17— (Vox) +k

X
c) f—arcsen 2x%)+k

fﬂ—élx f ' 2X ( )
d) f;dx:arcsen(lnxﬂk
XN 1—In? x
13. Resuelve estas integrales.
1 X2
) |55 o 5o
b) f#dx d) f;dx
14 (6 — x)? X2+ 2x+2
1 1
= dx =——=arctg(~3 K
a) f3+9x f1+3x 3\/_f1+ ) =7 C g (3x) +
4

b - S 6-X)+k
N el f1+ 6 X} arcig(é=x)+

x? 1 X? 1

dx = — =—arctg(2x®)+k

C) f2+8X6 X 2f‘]+(2X3 2 12f1+ 2)( 128rc g( X )+

1 1 1
d) [ ———dx= ax = dx=arctg(x +1)+k
) fx2+2x+2 f1+(xz+2x+1) f1+(x+1)2 g+

14. Resuelve las siguientes integrales definidas.

3 1 X 2
a) f(x3+4)(275)dx b) f <—+2> ax
0 -2
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Xt 4x®

a) F(X):f(X3+4X2—5)dX:T+T—5X
165 165
F3)-F(0)=—~0=-7
b) F( ):f[%-l-z]zd)(:[g-i-z]s

s 2-3

15. Resuelve las siguientes integrales.

4 3 -
a) f—dx b) f (5cos x — sen x)dx
1 VX 0
1
a) F(x):f%dx=3fx7dx:6\/? F(4)—F()=12—-6=6
b) F(X)= [ (5c0s x—sen x)dx =5 [‘cos x dx— ['sen x dx =5sen x+cos x F[%]—F(O):5—1:4

16. Halla el area del tridngulo limitado por los ejes X e Y y la recta de ecuacion f(x) = x — 3.
Corte con el eje X: (3, 0) Corte con el eje Y: (0, —3)
Es un tridngulo que estd por debajo del eje X de base 3y altura 3.
o 339
2 2

Con la integral definida se obtiene el mismo valor, pero negativo, porque el drea esta bajo el eje X.

"2 9.2
2 2

2 3
X 3x
2 0

f:(x ~3)dx =

17. Halla el area del triangulo que tiene como vértices (2, 0), (4, 4) y (5, 0) utilizando integrales
definidas.

El tridngulo es de base 3 y altura 4.

43,

A=

Con la integral definida se obtiene el mismo valor. Para ello se divide el tridangulo en dos triangulos rectangulos.

La recta que pasa por los puntos (2, 0) y (4, 4) tiene como ecuacién y =2x — 4.
4 . ) 4 .
j; (2X—4)dX7[X —4)(]274
La recta que pasa por los puntos (4, 4) y (5, 0) tiene como ecuacién y = —4x + 20.
[7(~ax +20)dx =[-2x* +-20x]" =50 48 =2
4 4

A =4+2=6
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18. Halla el area de la regién limitada por la grafica de la curva f(x) = x> — 4y el eje X entre los puntos
de corte con este eje.

Cortes con el eje X: (2,0) y (-2, 0)

Fx)= [(x° _4)dx:§_4x F(2)—F(-2) =‘7%7% :%

19. Halla el area de la region limitada por la grafica de la funcion f(x) =

el eje X en
x—2 y ]
el intervalo [3, 4].

S o=l 2] =2

20. Determina el area comprendida entre las funciones f(x) = x2 — 4y g(x) = x + 2 en el intervalo

[—3, 4l
f(x):g(x)—)xz—élzx+2—>x2—x—6:o_>{ii3_2
XX
F)= (> =4 —(x+2) dx = [(x* = x — 6) dx :?—7—@(
-2 3 4
J (x2— x —6) dx|+ J (x> —x —6) dx|+ j (x* = x —6) dx| = (=2 — F(=3)| +
-3 -2 3
+ |F3) = F=2|+ ) — F3) = 2 O L2 +‘_32 27 _53
302 2 3 3 2 2
21. Halla el area comprendida entre las parabolas f(x) = x2y g(x) = —x2 + 2.
()=gx) > x’=—x*+2->x*-1=0—> x ==£I
2 2 5 2%
Fix) = | (¢ = (=x* 4 2)) dx = | (2 _2)dX:T_2X
Area = ‘F(U — F(-])‘ |4 4 _8
3 3] 3
SABER HACER
3x? X +2x2—4

+ 2 + L esuna primitiva de f(x) =
s 2 T x 4x?

de f(x), encuentra la que vale 3 parax = —2.

22. Confirma que F(x) = . De todas las primitivas

C6x 113X 42x7 -4

8 2 x 4x?
3.4 -2 1
F-2) =424 —4k=3—k=3
(=2 2 + 5 +72+
23. Halla estas integrales.
a) f X2 sen X3 dx C) f 5x% e’ dx
X3
b) J‘2x3sen(x472)dx d) fx2<1 +tg27>dx
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a) fxzsen X dx = %f3x259n X dx = —% cos x* +k

1
b) f2xsenx ~2)d :-fo sen(x* —2)dx:—§cos(x“—2)+k

c) foQeX3+4 dx = f3x et dx = 3 R

d) fxz

X3 2 r3x2 x3 2 (x®
1+t? 2 ldx =2 | == 1+tg?| 2 |ldx = = tg| = |+ k
+18° 3f2 +18°|5 3g[2]+

24. Calcula las integrales.

FYAVE
a) dex ) 8?0/
3
b) 7;&0/)( d) fAi/Fc/x
2 3
5 21! af 7
a) fx/—dx —+/<— \/— +k c) fgdx—gg4 :32\/X_+/<
3 4
7 X 21 5+ 5%
b) f =L — k=2 d) [a dx=a-F—+k=""C 1k
2 144 8 241 2
3 5
25. Halla estas integrales.
4
a) J‘?dX J‘de
b) f;édx d)f dx
X3 2x)*
a) 4fx*2dx:—4x*1+k:—£+k ) §fx*“dx:—l)(*3+/<:—i+l<
X 5 5 5x3
b) féfX’3dX:3X’2+k=i+/< d) 1fx*“ = —Ixdpk=—— 4k
X? 2 6 6x*

26. Calcula estas integrales.
2 _ 2 _
a)f2x+)fx 2dx b)fx +§2( 8dx

2X? 43X =2 1
a) [Z———"dx=2xdx 3dx—2 | —dx=x>+3x-2Inx+k
I Jxacr [3ax-2fa=x+ *
X +6x—8 1 1 8
b) ITdx=f1dx+6f;dX—8f?dX=X+élnx+;+k
27. Calcula las siguientes integrales.

_ 2
a) f4X de b)f(x+1) dx
X2 2X

a) fAXXZSdX:4f%dX—5f%dX:4|nX+§+k

(X +1? X2 42X 41 1 101 X 1
ax = adx=— [ x dx 1dX+— | — X =—4+X+—=InX+K
b) f 2X f 2X 2f +f +2fx 4 + +2 +
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28. Calcula estas integrales.
2
a)f X 7 ax b)f$dx
1+ X 1+ (

2x — 1)?
a) qu_(zxs dx:f —_f

:—arctg( )tk

4 2
b — =2 ——————dx=2arctg(2x - 1) +k
) f1+(2x—1)2 f1+(2x—1)2 g2

29. Halla estas integrales.

a) J‘ixdx b) J‘idx
V1 — 4x* V1 —16x?

8x 4x
dx =2 dx =2 2x%)+k
a) f\/1—4X4 X f\/1_ — X =2 arc sen(2x?) +

b) fﬁ f\/T =—arccos(4x) +k

30. Calcula estas integrales.

Y p—— S —
X+ 6x + 10 X=X+ 2
b [ 0 [
X2 =8 + 17 Ax* —8x + 7
2 1
a) | ————dx=2| ——dx=2arctg(x+3)+k
) fx2+6x+10 f1+(x+3)2 EX+3)+

1
) f 8X+']7 —2fmd)(—zafctg()(—4)+k

N e v i T (L ﬂ[ T
-

1 3 J3 B
)lex—8x+7 a f3+2x 2y _f K=" —dx_

67

=87 gy
7 g

:ﬁ arc tg[f(ZX —2)] +k

31. Halla estas integrales.

a) f;dx b)f;dx
X2+ 6x +8 X —8x+7

2 2 A
X = | X = [ | ——+——— | X > 2=A 4)+B 2) s A=1B=-1
) fx2+éx+8dx f(x+2)(x+4)dx f[x+2+x+4]dx (X +4)+B(x +2)

I[LfL]dx:In\x+2\fln\x+4\+k
X+2 x+4
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A B 1
)f 8X+7 —:ﬁ;—ﬂatﬁdX:f&t7+;tﬂdXeZ:AQ—D+BQ—7yaA:?B:—§

1
3(x=7) 3(x-1)

1 1
=—Inx-7—=In|x-1+k
S =7 -3 inx =1+

f%dx:
X*—=8x+7

32. Calcula estas integrales.

a) fX—HdX b fx—%dx
X2+ 6x + 10 X2 — 8+ 17
X+3 2X+6
Inx +6X+10|+ Kk
3 fx +6X+1O fx +6x+10 ‘ ‘
2X —4— 4+4 2Xx -8
2 —

b) f 8x+17 f x? —8X+17 fx —8x+17 Xt fx2—8x+17

:%IH‘XZ —8X+17|+2arctg(x —4)+k

33. Halla estas integrales.
a)f 2X +1 dx b)f 2x—3 dx
X2+ 6x +8 X —8x+7
2X +1 2X+1+45-5 2X +6 5
= ax = ax — ax =
3 fx +6x+8 f X2 +6Xx+8 fxz+6x+8 fxz+6x+8

dx =In|x? +6x + 8§ —f

|n‘X +6X+8‘+f[?+m

5 5
a ax =
2(x+2) X+f2(x+4) *
) 5 5
=In|x +6X+8‘f§|n‘X+2‘+§|H‘X+4‘+k
2x -3 2X—3—5+5 2x -8 5 B
_ _ dx=Inlx? —8x+7+ [|-2= + —=—_|d
b) f 8X+7 f X2—8X+7 fx —8x+47 +f)<2—8)<+ X= n\x X ‘Jrf[ 7+X—1] X

5 5 5
7‘[6()(—1) O =Inx® ~8X +7]+ 2 Infx — 7] = 2 Inx 1 +k

:ln\x278X+7\+f6(

34. Halla la expresioén de una funcién polinémica de segundo grado que tiene (1, 0) y (3, 0) como puntos
. . e . 4
de corte con el gje X, y cuya area limitada por la curva y los dos ejes coordenados vale 3

f(x)=ax>+bx+c f()=a+b+c=0 f(3)=9a+3b+c=0
f1(ax2+bx+c)dx—aX—3+bX—2+cx1——
0 03 T2 , 3
F(0)=0 F(1):1a+1b+c
3 2

a. b 4
FM)=FO)=2+=4c==
()=F(0)=F+5+Cc=

Resolvemos el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

a+b+c=0
9a+3b+c=0ta=1b=-4,c=3
2a+3b+6c=38

La funcion cuadratica buscada es f(x)=x*—4x +3.
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35. Encuentraa, by ¢ en la funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + c, sabiendo que su grafica pasa

0
por los puntos de coordenadas (0, —1) y (1, 2) y ademas f f(x)dx = %.
-1

f0)=c=-1 f()=a+b+c=2—a+b=3
0 ax®  bx? ° a b 5
ax’abx+c)dx =L+ 1ox| =S Zic==2

Jiloxtwbxve) 3 T2 T T3

Resolvemos el sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

a+b=3

c=-1 —a=4,b=-1c=-1
E—Q—FC:E

3 2 6

La funcién cuadratica es f(x)=4x"—x—1.

36. Halla el area comprendida entre las funciones.
fiX) =x>+3x—2 gX)=—x>+x+10
Los puntos de corte de las dos graficas son:

X 43X —2=-X"+X+10— X, =2, X,=—-3

2
2x° 2x2
2 12x
32

-3

16 ‘_‘—125‘_125
3

—§+4 24— (-18+9+36) =

‘f dx‘ ‘f 2x2 +2x712)dx‘

37. ¢{Qué area encierran estas funciones?
f)=x+4 gX)=-x+2 hX =§+2

El punto de corte de f(x) y g(x) es (-1, 3). El punto de corte de g(x) y h(x) es (0, 2).
El punto de corte de f(x) y h(x) es (—4,0).

2 -1 3)(2 0
‘f dx‘ U dx‘ ‘f[ +2]dx U f—dx‘ 4+2x74+777173

ACTIVIDADES FINALES

38. comprueba si las funciones F(x) son primitivas de f(x).
a) Fi¥) = x®—6x2+2x — 1 fX) =3x2—12x + 2
b) F) = 26 — X2 — 3+ 9,5 () = bx — 1242 — gxz

X241 X2 —=2x—1
c) Fx) = pa— 7‘()()77()(71)2
d) F(x) = senx cos x fixX) = 2cos?>x — 1
X? X+2
& F ==~ f(X)*x(xM)
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a) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 3x? —12x 42

b) F(x) no es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 6x> — 2x — 3
2 2
Q) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 2= =+ 1) S il
(x =1 (x =1y

d) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = cos x - cos x + sen x (—sen x) =

= cos? x —sen’ x = cos® x =1+ cos®> x =2 cos® x — 1

e) F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x) = 1 . 20+ 1) -« =
X2 (x+1)7?
X+1
2 x+2
B XX+ 1) B xx 4+ 1)

39. comprueba que F(x) = 2x2 — 3x + 2v/X es una primitiva de la funcion f(x) = 4x — 3 + %

De todas las primitivas de esta funcion halla aquella que cumple que F(1) = 5.

F(x) es primitiva de f(x) porque: F'(x)=4x 73+%

Las primitivas de f(x) son de la forma: F(x)=2x*—-3x + 23X +k

F()=2-3+2+k=5-k=4

40. La pendiente de la recta tangente a una curva en cualquiera de sus puntos es 6x.
Averigua la funcion de la que se trata, si se sabe que pasa por el origen de coordenadas.

F(X):féde:3X2+k F(0)=k=0

41. Calcula las siguientes integrales.

a) f(éxz — 4x + 3)dx

b) f(SXZ + 3x — 2)dx

dw_ 3. )
C) f<3x 4)( 2X |dx

d) f(O,3X3 +1,3x> — 0,2) dx

3 1 7
e —=x° 4+ =X — —X2> ax
) f( 7 5 4

a) J(6X2_4X+3)dX:2X3—2X2+3X+k
3 2
b) J(5X2+3X—2)dx:5x+3)(_2x+k
3 2
5 3
g J1x4—x2—2x de="X gk
3 15 4
4 3
d) J(0,3x3+1,3x2—0,2)d _ Wk W,
40 30 5
6 4 3
g j[_gxs‘F 1X3—1X2 dy = X 3 X _ X
U 4 4 20 12

593



Integrales

42. Calcula las siguientes integrales.
a) fl ax
X
b) f% ax
—dx
f 5x°

a) f%dx:lmurk

b) f%dX:—ierk
-2 1

43. Calcula estas integrales.
4

a) f( > +—*X3+2X*'|
453

) o

X X
e) JGX*? + 1) dx
f) J-<£X*3 + i) ax
3 X
3 1 3 1 1
d) f[;_ﬁ]dx:f;dx—fﬁdx=3mx+;+k
3
-2 1 _ -2 1 —_ - k
e) f(3x +1)dx 3fx dx+f ax R

, f[

2. 5 5 3
7+ ] fx dx+5f ax = — 32+5|nx+/<

b) f(f3x5 + 32—+ 2x T—6x 2+ 1) ax

C) f<7—21+7—127)((
X X

a) f[—+——x +2X71]d

b) f(—3x5 +3X7 =5X 42X —6X2 +1 1)dx

44,

1 3
2 f(?*?)dx
1

c) f<5—%+2x>dx
1 3 1 1

c) f[S—%+2X]

3 3

594

x(x2—7x—5)]dx:f[%—7—x +7x%45x

ax = 5x+l+x +k

—7X — 5)) ax

6
:—7+X —%+2Inx+6+11x+k

Resuelve las siguientes integrales.

1 12 1 x* 7x* 5x?
X =——12Ix -2+ 22 2% g
] X 4 + 3 + 2 +
3
d)J‘ X 2X 202
5 X X
e) f<3x ——=x""+ 5) ax
33X x—1 3
f) J<T+ 5 7)0’)(
X3 +2x XX
d ===+ 2InX—— k
)f[ 5 x? 20+5Jr *
4 3x
e 3X—=x"" 5]dx_———lnx 5X +k
)f[ X+ 5 +5X+
3axt x-1 3] x> x% 1 1
f — =X == —=X+—+k
) f 5 2 X 25 4 2 +X3+
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45. Calcula estas integrales de funciones potenciales.

a) f(2x — 1) tdx d) f(3x — 2)dx

4 X
0 [ o @ [
2 2 2
C) f<%+ 1) ax f) ij); ] ax
a) [(ex-v :-f2X |n\2x—1\+k
4 4 5 4
X == | ——dx=—=In|5x -7+ k
b) f5x—7 5f5X—7 5 ‘ H
4 5 3
c) f[ +1 dx f dx = ZS+27+X+/<
d) f(3X—2)dX=3%—2X+k
e) fz — |n\2x —1+k
f) f f 3X In\x +1+k
X3 +1 3
46. Resuelve estas integrales.
a) J.(X+'|)3\/XZ+ZX*3 dx d) J‘eZXVeZX*GdeX
b) f8x VA (x?> — 5)% dx e) fcos 2xvsen2x + 1dx
C) fe3x Ve 217 dx f) f(1+sen X)vcos x — x dx

a) f(x +IVX+2x -3 dx = %fz(x + VX +2x —3 ax :g?/(xz +2x-3) +k
b) f8x:‘/(x2 —5)3 ax :4f2x,4/(x2 —5)3 dx :%ﬂ(xz —5)7 +k

o2 5e%/(e” 7 + 7)é
c) [e"fe” 747 ax :€f3e3“i’/m O =—— K

d) fezx\/TdX_ f262X6\/TdX— (Zxé 2)3+k
e) [cos2xsen2x+1 dx_—f2cos 2x \Jsen 2x +1 dx_%./ sen2x +1)° +k

f) [(1+sen x)yJeos x=x dx = — [~ (1+sen x),Jcos X —x dx = - «/cosx x)’ +k

47. Resuelve estas integrales.

a) fezxdx d) f 52+ 1dx
2 X+1
b) fxex ax e) fZde

c) fe%clx f) f3xexz+1 dx
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Integrales

1
eZXdX _ 7@2)( k d 52x+1d 52X+1 k
3) f 2 + ) f X= 2In5 +
X+3
b) fxe*zdx:JeXZ +k e) szTM dx:fzgx/?dx :2@]12% ax=2"_ 1k
2 2 In2
= 4 = X241 X241 e 241
<) fe4 dx=ze’ +k f) fsxe dx == f2xe ax = 2 +k
48. Realiza las siguientes integrales de funciones trigonométricas.
a) ffcos(xf 2)dx f—sen VX dx
b) f2xsenx2 ax e) fcos%( sen x dx
1
2
C) fﬂ + tg?2x)dx f) fcosz = ax
a) [—cos(x—2)ax =-sen(x—2)+k d) f—sen\/—dx_fzcos\/—Jrk
3
b) fz)(senx2 ax =—cos x* +k e) fCOSszenXdX:—%-i-k
1
1+ tg22x)adx == tg 2X +k t 3X+k
o [(1+tg*2x)dx = tg 2x+ )fcos3 g 3X +
49. Calcula las siguientes integrales de funciones trigonométricas inversas.
a) f X ax d) f& ax
14+ X —1 —senx
1 1
b) | —=dx e | ———adx
)fvw—m—x)z )fHXWX
1 X
c) fi ax f) fi ax
Y1 —5x2 V4 —x*
CoS X
f—arc X +k dx = —arctg(sen x)+k
tg d) [ g(sen x)+
1 1 1
b —dx=-arcsen(1—-x)+k e ax = dx =arctgnx +k
) f‘/1—(1—x)2 (=9 ) fx+x|n2x fx(1+|n2x) g
»] 2
c) =— arc sen(~5x f) dx = —arc sen +k
J e (V5x) |7 f 5

50. Calcula estas integrales.

a) f(senx + 2cos x) dx d) f(ZX + e¥) dx
5 6
) o |7
—3 3
o [ 0 [
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Integrales

a) J(sen X4 2 cos x) dx = —cos x +2 sen x +k

b) J > dx = 5arc sen x + k

=3 3
Q) J dx = —3arctg x + k f) J_
V1—3x

51. Resuelve las siguientes integrales.

a) J‘(4X4*5X2+6X*4)dx ) f(senx+5cos X — 1)dx

b) f (2x — 2)cos(— x> + 2x) dx d) f (cos x sen® x + cos’x sen X) dx

a) f(4x4—5x2+éx—4)dx:4i—5%+3x —4x +k c) f(senx+5cosx71)dx=4:osx+536nxfx+k

sen’x  cos’x
d) f(cos X sen’x +cos’x sen x)dx = 3 St K

b) [(2x—2)cos(—x* +2x) dx = —sen(—x* +2x) +k

52. Calcula las integrales que aparecen a continuacion.

—3
3 f1 + x? o ex
3X
b) f(4X+2)(xf 1) dx e) J4+8x2 ax
X +1 1
f3VX+ g J-4x2712x+10 o
)f ax =—3arctgx +k
b AX +2)(X —1dxf —X —2X+k
) J¢ o ==
X+1 1 1 2 3
=—[(Xx+1M2dx==4/(X+1 k
2 v LA ¥ KGR M
2eX+e2X . - .
d) dex:f(ZJre Jdx =2x +e* +k
4x 3
ax =—=In[14+2x?| + k
°) f4+8x 142X 16 ‘ - H
1 1 1
f ax = dx =—arctg(2x —3)+k
) f4x2—12x+10 f1+(2x—3)2 2 el )+
53. Calcula las siguientes integrales.
a)f X ax e) ft 3x dx
X2+ 3 J
1 1—x
b)f(1+xz)arctgxdx ) f1+(x,1)zdx
1 cos X
© f2X\FX o g fsenx o
h)ftgx dx
coS X

d)fflnE dx
xIn?x
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Integrales

:——m\x +3+k

1
b —— dx=Inlarctg x| +k
) f(1+xz)arctgx are g x|+
1 1
——— X =——==+kK
) f2x«/7 T
|n3 In3
k
d) fx In? x InxJr

54. cCalcula las siguientes integrales.
7e*

3 f(ex T

f sen x — cos X
(cos x + sen x)?

ax

C)f sen x "

(cosx + 5)°
2C0SX — X sen x
(x cos x + sen x)?

o f sen x — cos x
1+ 2senx-cosx

-7
afe+4

3(e*+4)
b) [+

3+k

Senx —Ccos x - 1 Tk
(cos x + sen x)? COos X +Sen x

I sen x _ 1
(cosx +5)’ 2(cos x +5Y

—1

I 2C0S X — Xsenx
(x cosx +senx)’

e) ftg3XdX___f—BSen3x

1-X _ e 2(x=) _
f) f—H(X_Dzdx 2f—(x—2 dx =

= +k
X COS X +sen x

Sen x —Ccos x

cos 3x

0 +1
CoS X
ax =Inlsen x| +k
gl fsenx | |
sen x
+k
h) fcosx "~ cos x

Sen X —cos X
)f1+2$enx oS X _f

55. Calcula las siguientes integrales.
—4 12
—+ d
3 f( X2 1 +X2> ~
1v2
b f <3X_ Y )dx

a)f[
b)f

4
+12arct X+K
+p | e

3X\/H 9\/—\/—_”(

598

Sen’x 4 cos’x +2 sen X -cos X

=—% In|cos 3x| + k

—% In‘(x —y +1‘ +k

1

- sen x —cos x
(sen x + cos x)*

X+ VX
C) f( 7 )dx

o [— g
X+X |, 3as b
c) f T dX—g\/X—+7\/X—+k
2X 1
d) € ax =— +k
f(e”+1)3 4(@2*+1)2

= +
sen X +cos X



Integrales

56. ¢Son ciertas las siguientes igualdades?

00 ff(X)dx
a) f[f(x)-g(x)]dx :Uf()()dX)-(fg(x)dX) b) | —=dx=

&8t f gl0ax

Justifica las respuestas utilizando las funciones f(x) = x + 1y g(x) = 2x5.

a) f('c()()u_%’()())dx:f(ZX‘l+2x3)dx:%(5JFX?4

2

ff(x)dx:f(x+1)dx:%+x

4

fg(x)dx:f2X3 dx:X2

No es cierta la igualdad porque (ff(x)dx)-(fg(x)dx) es de grado seis y f(f(x)~g(x))dx es de grado cinco.

b) f%dx— X411

gx) J 2x® S 2x 4x?
2
Jronae Sx L2
fg(x)dxi XXX
2

No es cierta la igualdad.

57. Calcula las integrales.

a) f L c) f(xzf Vx + 2 ax
X—3
2 9
b) | ——d d | —d
)f13/6xf7 ~ )fV2X+'| X

a) fﬁdx:f(x—3)’%dx:2\/x—3+k

2 1 2 J(6x —7Y
b) fmd)(:gfé(é)(—ﬂ 3 dX:f+k

7
X® 4x?2  Ax® x? 8x2
ax =—-— +

5 1
X' —2X2 4 AX? + X —4X2 1+ 4
+ + + 5 7 3 + 2 3

c) f(Xzf«/?+2)de:f

9 9 1
d dx==[22x+N2dx =92X+1+K
) fw/2x+1 2f ( )

58. Calcula las siguientes integrales definidas.

1 0
a) f Bx* — 2x + 7)dx d) f Ox® — x)dx
-2 -3
—1 3
b) 2 — 1)adx e) f 2x* — x*+ 5)adx
_s -3
3 -2
c)f(x375xz+xf1)dx f) f @x® — 6x* + 1)dx
0 -5
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Integrales

X,

ox*  x
F(x)= [ (3x*—2x+7)dx = —X*+7x F(x ox3 —x)dx =2 -2
a) Fx)= [ +7) + d) F(x)=[(9x° ~x)ox ==~
3 96 219 729 9) 711
FA)—F(=2)=|2-147|-|-2—4-14|=2"2 F(0)-F(-3)=0—|22_Z|=2"
()-FD=(3-147]-(-2-a-10] -2 ©0)-F(-3)=0-[2-2)-T
b) F(X):f(XZJ)dX _X e) F(x):f(2x“—X2+5)dX=2—X5—X—3+5x
3 5 3
5
F(—1)—F(—5):[_1+1]—[—%—5—5]:% F(3)—F(—3):2[2 S 345 3]:@
_ 3 2 ,XA 5X3 X2 _ 3 2 4 3
c) F(x)=[(x*~5x +x—1)dx7?—T+?—x f) F() = [(ax°—6x" +1)dx = x* =2x° 4 x
81 9 93
F(3)7F(O)=[1745+573]70=77 F(=2)— F(=5)= (16 +16—2)— (625 + 250 — 5) = 840
59. Calcula estas integrales definidas.
2 fl T
a)f—dx c)f sen x dx
. 2X .
2 T X
b) f xe* dx d) f 1+ tg?=—dx
0 0 4
a) fzidlellnxrzllnz c) [ senxdx=[-cosx] =0
12X 2 7 "2 - -
U NS |V O Ve (1102 X ) gy —la te[X) —
b) foxe dX_Efo 2xe"dx = e 0—2(6 1) d) fo[1+tg 4]dx_4tg[4]0_4
60. Resuelve.
54 - 2
a) f ax e) fz ax
P X+ 2 0 V1 — x2
26 f3 8
b —dx f ax
) 5 X ) Wx+4
4 1 4 %
C) X — +—|dx g) (3cosx — 2sen x)dx
) x—1 x 0
T2 24
d) qudX h) JlﬁdX
4
a) F(x):J dx:4|n‘x+2‘
X+ 2

° g 7
J dx =F5—-F2)=4In7—4Ind4=4In—
2x—|—2 4

b) F()():J62 x:—g
X X
B 6 4
f — dX=F=-3)-F-5=2——=—
X 5 5

600



Integrales

2
9 F(x)=”x— : +i]dx:x7—ln><—1|—i

X

4
[x— 1 +i]dx:F(4)—F(2):7—|n3—|n1:7—|n3
x—1 x?

&) = |—2 dx=2arcigx
T+ x?

f) F(X):J\/%dxz]6\x+4
X+

3

8

S =FB) —F=1) =167 —163
J] vx+4

Q) F(x):JB cos x —2 senx) dx = —3 sen x 4+ 2 cos x

™

2
J (3 cos x — 2 sen x) dx:F[ﬁ]—F(O):—3—5:—8
0

2
4

: 1 15

J T =F)—F)=—— 1=

X 16 16

61. completa en tu cuaderno la tabla con la funcidn representada en el grafico.
Y

i

X 1 2 8 4 S

Areaentre 0y x

X 1 2 3 4 5
Area entre 0y x z 6 MERN VAN
2 2 2 2
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Integrales

62. Representa la funcion f(x) = 2x y completa en tu cuaderno la tabla de su funcién integral.

X 1 2 8 4 S

Areaentre 0y x

Halla la expresion analitica de dicha funcién.
Y

2x
1 X 1 2 3 4 5

Areaentre 0y x 1 4 9 16 25

La expresion analitica de la funcion es: F(x) = x*

63. Calcula cada una de las siguientes integrales a partir de la grafica de f(x).

14
/1 N
/[ N )
[
N X
N
0 7 . .
a) f fix) dx b) f f(x)dx c) f fix) dx d) f f(x) dx
—4 4 0 6
a) [ ,f(x)dx=-6 0 [ (x)ox=-225+025+m+2=x
b) j;7f(X)dX=7r+3 d) j;gf(X)dX=3

64. Calcula cada una de las siguientes integrales a partir de la grafica de f(x).

| = \f(X)v
S ERE

A

2 3 6 9
a) f f(x) dx b) J f(x) dx C) f f(x) dx d) J f(x) dx e) iCual es el valor dej f(x)dx?
0 Z 3 6

0

a) [flx)ox=2 b) [[Fx)ax=2 o [F(x)ox=75 d) [[f(x)ax=-3 e) [ F(x)dx=85
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Integrales

65. Determina el area que queda situada bajo la funcion y sobre el eje X en los intervalos
[0, 2], [2, 5], [2, 8], [8, 9. [0, 5]y IS5, 9.

Y
)
/\ /\
RN
X
2.5 _ _ 60—-9x% _ 60—-9t _ 80—9«w
A([0, 2]) = - =5 Al2,8])) = 5 A([0,5]) =5+ 1 -2
60— _15_5 _60-9% 5 _70-9n
A([2,5]) = A([8,9]) = - =3 A([5, 9]) 2 +2 2
66. Calcula el area sombreada.
Y
fOF T8 H3—x+3
L\
/ \
N7/
11 X
x* x? 2 51
F(x):f(f)@+3X27X+3)dx=—7+x3—?+3x - U:1(—x3+3x2—x+3)dx‘:\F(2)—F(—1)\:I

67. Determina el area de la region comprendida entre la funcion, el eje X y las abscisas indicadas.

a) f(x) = 3x2 — 2x X=2,x=4
by f) =x*—x2+5x +1 x=1,x=3
) f(x) = 5% X=—-1,x=2
@ ) =~ X=3x—8
T 3
e) f()()—sen(x—;) X—n,x—T
a) F(x):f(3x2—2)()dx:x3—x2 A=|F)—F(2)| =|48 —4| = 24
[y _xt X 5¢ 147 41
b) FUX) = [[(X* =X 45X+ f)dx ="~ 4= x A= -2 =
5 1 124
F(X)= | 5%dXx =— A=|FQ) - F(-N="2-—|=—""
€) FiX) f In5 ‘ )‘ In5 5n5 5In5
4 4 4 5
FX)= | —dX=—— A= FQ@)|=|—= >
d) F= [Sox=-2 F®)— F) ‘2+3‘ >
3
Fix)= [sen|x — Z|dx = —cos|x - X —FI2 | Fml == o] =
e) F = [ [ 2] [ 2] A F[Z] Flm)| =[1-0] =1
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Integrales

68. Calcula el area de la region comprendida entre la funcion f(x) = x + x, el eje X y las rectas
X=1yx=e.

1%
] 4
p 1
..\%ﬂ):" X
> X
218 2
‘fe[l+x]dxz nx+% _1+e
1 lx 20 2
69. Calcula el area sombreada.
v
!/ TT]
7 X
:/ = q
ZimL)
00 = Fix— 12— 1
/ \
l \
3 3
Ua(—x2+2x—2)dx‘: XX ox _=8
-1 3 |3

70. Calcula el area de la zona limitada por la funcion, el eje de abscisas y las rectas verticales
que se indican. Ten en cuenta que las funciones pueden cortar al eje X.

a) fxX) =3x2+ 16x — 12 X=—7,x=0
b) f(x) = 2x2 + 6x — 20 X=—1,x=5
c) fX) =2x3 —19x2 4+ 49x — 20 x=—1,x=3
d) f(x):sen<xf%> X=0,x=m
e) flx) =4~—14 X=0,x=2
X=—6
a) I=0-o3x’+16x—12=0—> X_z
3

Fix) = J(3x2+16x—12) dx = x>+ 8x2 =12

—6 0
J (3x% +16x —12) dx| + J Bx2+16x —12) dx| =
7 —6

= [F(—6) — F(=7)| +|F(0) — F(—6)| = [144 — 133 +-|0 — 144 = 155

X==5

b) f(x):O—>2Xz+6xf2O:O—>{X72

3
F(X):J(ZXz+6X—ZO)dX=2XT+3X2—ZOX
: ’ 68 67| 175 68
J (2x? 4 6x — 20) dx+J 2x? + 6x — 20) dx:F(z)—F(—1)|+yF(5)—F(z>:33+3+3 =126
1

- 2
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Integrales

X =

A )=0—>2—=19%>4+49% —20=0 >

v G| -

X =
X =

-4+

4 3 2
F(X):J(2Xa—19xz+49x—20) dx:X7 19; %_2@(

1
by 3
J (2% —19x% 4 49x — 20) dx| + J (2% —19x% 4 49x — 20) dx| =
1
! 2

:FV]—H—U+H$—%1]:—4%——B4+3O+4%::4y®
2 9% 3 48
d) fx) =0 — sen X—ﬂ]:O—H(:TY
2 2
Fx) = Jsen[x —W] X = —COS[X —W]
2 2
2 i “ .
sen|x ——| dx|+ sen|x ——|dx|=
0 all
2
:fﬁj—mm+mm—f[]:-4—o+o+1:2
e) I)=0—-4"—-4=0—-x=1
4)(
F(x):J(4X—4) dx = — 4x
In4
: 4 1 16 4
[F() = FO)| + [FQ — )| = |— =4 ——|+|— -8 - ——+4/=648
In4 In4 In4 In4

1
Jmu4m+Jmu@mz

71. Calcula el area de la regién comprendida entre la funcion, el eje X y las rectas dibujadas

en las siguientes graficas.

a) Y b) Y
\ I
Il af):3 A2 — X+ 4
f(X) = — 6X 5
ﬁ 2
N | an aTY X
1 7'/ V
1 X ”
7 /
T |
1 HE [REE

a) U:(xz _éx+5)dx‘+u5(x2 —éx+5)dx‘+‘f;(x2 —éx+5)dx‘ -

_FFF£+H_&
13 313 3

5 6

1 3

%—3x2+5x +

X3
Z__3x%4+5x
3

+

5

1

X3
Z__3x%45x
3

0

b) ‘f:()@—4)(2—x+4)dx‘+‘fﬂ(x3—4x2—x+4)dx‘+‘f12(x3—4x2—x+4)dx‘:
X oaxt oxt Tl 9 jeal | 37|
o *\‘E\*\E*\“\”é

12

1

-1
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Integrales

72. Calcula el area de la region limitada por el eje X, las rectas verticales x = —1yx = 2
y la gréfica de esta funcion.

f(x):{x six<o0

vX Six=0
2
0 2 ST 2] 1 a2
XQdX‘ ‘ xdx‘:— =—+—=
‘L +J;f 371Jr 3 | 3773

73. Calcula el area de la region limitada por el eje X y la grafica de esta funcion.

X2+5x  si x<-1
fix) =32x—2 Si—1<x<2
—X2+3x six>2

Cortes con el eje X: x> +5x=0—x,=0,X,=-5 2X—=2=0—x=1 —X*+3x=0—-x,=0,x,=3

‘f_?(xz +5X)dx‘+‘f_:(2x—2)dx‘+‘f12(2x—2)dx‘+‘f23(—x2 +3x)dx‘ -

x* 5x2] °
_ +_
3 2

X, ¥
32,

56 7 149
= -2 -4+ 1+ =2
‘ 3 +|-4]+ +6 2

+

o —2x]! |45 - 2]

2
1

-5

3X?+6x—3 six <1
74. sea la funcion g(x) = | 6

X
Determina el area de la region limitada por esta curva, el eje X y estas rectas.

Six =1

ax=—-1,x=0 by x=3,x=7 c)x=-—-1,x=14
A 0=0-34+6x—3=0— x=—1++2

Flx) = J(3X2+6x—3) dx = x>+ 3x* —3x

0
J (3x% + 6x — 3) dx
-

:\F(O)—F(—1)\:\o—5\:5
b) F(x):J6dx:6|nx

X
7
J de
3 X

—1+ 2
Q) J (3x% + 6x — 3) dx
1

:‘F(7)—F(3)‘:‘6|n7—6|n3‘:6|n%

- -

1
J (3x% + 6x — 3) dx
1442

4

J de
1 X

= [F1+V2) = A1) R = A= 14 V2)| + [Fiay — F1)| =

:\5—4f—5\+\1—(5—4\5)\+\6|n4—6|n1\:8\5+5+6|n4

75. Calcula, en cada caso, el area comprendida entre las graficas de las dos funciones.

a) Y_ ) 7 b) Y c) v ¥

[ T TN LT Tl 111
1 ] 8 = [T T / fP) =X - 2x (0 5 X |
\ 5 [ ] 0 T ,
1 ] | | \ | ] \

1 X ‘ b | N1 1| x Y X
\ oo =l —x2 + 4x | L 1] | ,\8(X)=—X2+4X L2l =2 T |
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Integrales

£ —0 x — S ax— ‘_ X 39
a) Las graficas se cortanen x,=0,x,=3 — U;( X°+4X X)dx =3 + 2| =5
- 30 2 2 2x° 2
b) Las gréficas se cortanen x,=0,x,=3 — UO (fX +4x—X +2X)dx‘: -3 +3x°| |=9
[o]
c) Las graficas se cortanen x,=0,x,=6 — f K—Xf+x dx| = 3L_X736
: 4 4 12

76. Halla el area de la region comprendida entre las graficas de las siguientes funciones.

a) fix) =2x —1 g(x)fxzfél
b) fx) =3 8x) =

c) fx)=vx 8X) = X2

d) fix) = X2 + 6éx gx) = x°

e fN)=x—62+9% g =x2—3x

a) Las graficas se cortanen x,=-1,x,=3.

3

32

f3(2x—1—xz+4)dxl_x3+xz+3x
1 3

-1

b) Las graficas se cortan en x, =—/3, x, =/3.

U 3- xdx‘

c) Las graficas se cortanen x,=0,x,=1.

2/x° x317
5 -

3
o

33

=43

-3

NS

1
3

d) Las graficas se cortanen x,=-2,x,=0,Xx,=3.

0
0 3_ w2 ‘ ‘ 3 2 _ 3 ‘7 ﬁ_i_ 2 X3 2_)(74 7@
‘ﬁz(x X éx)dx+f0(x +6x—X°)oX| = T HF =T =5
e) Las graficas se cortanen x,=0,x,=3,x;=4.
3,3 2 2 42 3 2 x4 7x® ’ x* X3 ! 7’]
U; (X° —6x" +9x - x +3x)dx‘+‘f3 (X =3x —x*+6x —9x)dx‘ I—?Jréx —I+T—éx =%
77. Halla el area de la region limitada por las funciones f(x) = — g(x) —x +2y hx) =2

x+22]dx+

2 5
iF L)l
0 2 2 X

78. Ccalcula el area comprendida entre f(x) = %X3 y gix) = x.

2
B +“1O|n‘x‘72x]5’:‘3—O‘+‘1O|n5—10—(10|n2—4)‘:1O|n£—3
4 |, 2 2

Las graficas se cortanen x,=0,x,=-2,x;=2.

‘fi[%)@ —X]dX +‘j:[x
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Integrales

YT

T

X=—

4 1
T

X ="
4

'/i TN N X
N—
Fix) = J(senx — COS X) dX = —Ccos X — sen x

79. Las funciones f(x) = sen x y g(x) = cos x determinan regiones del plano que son la repeticion
de una figura. Determina el area de la figura base.

Senx = cos X —

[Oal

5w

J ' (sen x — cos x) dx| = F[Sﬁ] — F[ﬁ]
-

4 4

=N2 +21=2/2

80. Dibuja la parabolay = x2 — 2x — 8 y su recta tangente por el punto de abscisa 2. Halla el area
de la region limitada por ambas y las abscisas 2y 4.
Y

] Comoy' =2x — 2, la recta tangente es:
2- = _— —_— —_
a4 y+8=2—-2) > y=2x-12
L2 X
F(X):J(X2—2X—8—(2X—12))d)(:
/. = (X2—4X+4)dX:?—2Xz+4x

4

J (x? —4x 4+ 4) dx

2

= |- | =2 - B/ 8
30 3] 3

. . T P
81. Dadas las funciones f(x) = sen x y g(x) = sen 2x en el intervalo [O, 7], halla el rea encerrada
entre estas dos funciones en dicho intervalo.

2senxcos x—senx=0— X, :O,Xzzf

1(

f:z(sen X —sen 2x)dx
3

‘fg(sen 2x —sen x)dx‘ -
0

1 2
[—cos X+ oS 2x1

+

1 3
= [—2 COS 2X 4 C0S x]

[o]

J’_

B

SN N
N =

3
82. Halla el recinto maximo comprendido entre las siguientes tres funciones.
f(x) = —x2 — 2x

gx) = —x2 + 4x h(x) = %(x2 —2X —8)

Y--
\ /
\ g0 |/
\ 5 | fho

AT
fix) y g(x) cortan en x=0.

fix) y h(x) cortanenx=-2yx=1.

g(x) y h(x) cortanen x = —% yenx=4,
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00 —hex)x| + Ul m"ff )= ()| +| [ (7 ()~ h(x)ax|| =
[ axP4x-2) of 202x*—7x—4) of 2(2x?—7x—4) i ax®+x=2)| |
T R R I e e B e e A
—ax—ox?+2ax] | [—axt 121 1 2ax] | [[—ax® 212+ 2ax ] | [—axd —ex2 4 2ax]|
9 » 9 7% 9 7% 9 A
_e 8125 14,
436 9

83. Calcula el area de la region indicada en el dibujo sabiendo que las funciones que aparecen son:

fix) =8 —2x — x2 gX)=x+4 h(x) = 4 — 4ax

hm\y$
ﬁ /18w
) I/
NA7 El
N WA X
(00— ge)ax ¢ | [(F0) —hix))ax] +| [ 7 ()0 =

:‘fi(—xz—3X+4)dX‘+U:(—X2+2X+4)C/X‘+‘L2(8—2X—X2)dx‘:

84. De una funcion f(x) tenemos los siguientes datos:
= f(—1)=—-19
= f(2) = 24
= f’(x) = 18x —10
Determina su expresion analitica.

1

56 14 8

=2, 0% %
3733

2
X3
+8x—x* -2~
3

3 2 0
—X——%Jrﬂfx

+
3 -4

X,
——+ X +4x
B

0 1

F'ix) = J(18x—10) dx = X*—10x + k
Sif(Q =24 —-36—20+k=24 - k=8, yentonces: f'(x) = 9x*—10x + 8
Fix) = f(9x2*10x+8) dx =3 =52+ 8+ k

Si—1)=-19—>—3-5-8+k=—19 > k=—

Por tanto, la funcion es: f(x) = 3x*> — 5x* + 8x — 3
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6
85. ¢Es posible encontrar una funcioén tal quef f(x)dx = 8, pero que el area descrita por la funcion,
1

el eje de abscisas y las rectas x = 1y x = 6 sea 12? En caso afirmativo, represéntala.

Si, es posible si la gréfica de la funcién esta Y
por encima y por debajo del eje X.
Respuesta abierta. Por ejemplo:

s 1 1 :
86. La grafica de la funcidén f(x) = 5 , cuando x > 0, es como sigue:

X+ 1
Y L
1
A \f(x) 1 0
0;2.. \w ] 1 ! ]
N X
\
a) Halla una primitiva de la funcion £(x). b) Calcula el area de la regién sombreada.
1 1
F(x)= ax =—=In(2x +1
a)()f2x+1 o X+
b) fA ! dx‘: Fln(2x+1)14 :1(|n9—|n 5)
22X +1 2 L2

: . . o= 5 X+ 2x
87. Halla el area de las figuras sombreadas, si la grafica corresponde a la funcion f(x) = —a
y
é
%
100
‘\- "I j I I E I
1] X
. . o 21 1[x* x| |1(8 5
El delaf del d : —(x? de‘:—-— — =‘—[— 2]‘:—
4rea de la figura de la izquierda es j;él( +X) 1 3+2O 23T 2
61 1[x x2[] 1 64 91
Ela delafi delad h : —(x? de‘:—— — :—[72 187[— 8]1:—
areaealguraeaerecaesLA(+) 213+5 4(+) 3" A
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88. Representa graficamente el recinto plano limitado por la parabolay = x> — 4y la recta
que pasa por los puntos A(—1, —3) y B(3, 5). Calcula su area.

Y
AV
La ecuacion delarectaes y =2x — 1 \ II
3 3 e 3 \ 1 /
J (2X—1—(x2—4))dx:J (=>4+2X+3)dx = |———+ x2+3x| =
-1 -1 3 1 \ / X
g, 5
3 3

89. Sea f(x) = |x2 — 3x + 4]. Calcula el area encerrada entre la grafica de f(x), el eje X y las rectas
X=—-2yX=05.

s 3 2 5
Como f(X)=|x*=3x+4 =x*—3x +4, el 4rea pedida es: ‘fz(xz —3X+4)dx‘: %—%JAX _2
2
90. Determina el area que encierra una parabola que pase por los puntos:
1 25
—-2,0 — 0,6
( ) (2 a ) (0, 6)
y larectay = x en el intervalo [1, 3].
La ecuacion de la pardbola es de la forma: y = ax* 4 bx + ¢
(=2,0) > 4a—-2b+c=0
[1,25] g el By a—b=-3] _a=-1
2" 4 4 2 4 a+2b=1 b=1
0,6)—>c=6
Entonces, resulta que: y = —x*+ x +6 Xt x+b6=x——x+6=0-x=2J6
: - : 2 150 e T 17 10
J (=24 X+6—X dx = J (—x2+6) dx+J (—x2+6) dx= — +|—?+6x :4\/3—?+9—4\/—:?
1 1 J6 1 Ve

91. El calculo de una integral definida se relaciona con el area bajo una curva. Explica por qué se
verifica entonces que:

6 6
f x? — 2x)dx <f X2 — 2x)dx
0 2

X2—2X:O%{X:O

X=2

6 2 6

j (x22x)dx—J’ (X22x)dx+J (x2 —2x) dx

0 0 2

2 6 6

J (X22x)dx<0af (XZZX)C/X<J (? —2x) dx
0 0 2
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De la funcién f(x) = x2 4+ bx + ¢ se sabe que determina un area de 36 unidades cuadradas
con el eje Xy las abscisas 0y 3, y que corta al eje X, al menos, en el punto (—3, 0). Halla
su expresion algebraica.

X3 2,

bx
+
5 2

3
J X2 4+bx+0dx=36—>

3
+o<] =36
0

0

—>9+92—b+36:36—>3b+26218

Sicel punto (—3, 0) pertenece a la gréfica de la funcion: 9 —3b +c=0—3b —c=9,
yse obtieneque:c=3 5b=4 > f(x) =x>+4x+3

Se sabe que la funcion f(x) tiene simetria par y que la funcion g(x) tiene simetria impar. Ademas
se sabe que:

fz fx)dx = 6 fzg(X)dx =4

Calcula cada una de las siguientes integrales definidas.

2 2
a) f (f00) + g) dx e) | gadx
9 —2
fl 2 0
b) - f (fx) — g b)) ax f) f (f) — 2) ax
0 -2
2 0
c) f (f0x) + f(— X)) dx %) f g dx
2 —2
0 «l «l 1
d) f <3go()—3f(x)+§)dx h) f (800 —g(—x)dx
= —1

a)f f dx+f X)X =6+0=6

b) %foz(f(x)—g(x))dx:%fozf(x)dx—%fozg(x)dx:%—1:—%

o [ (Fx)+F(—x)ax=2" f(x)dx =12

d)f[ —%f %]dx:Sfig( X——ff jax + [ c/x_—12—§ ng%
e) [“g(xax=[ g(x)ax+ [ g(x)ox=0

0 [ (Fx)-2)ax= [ fxox— [ 2dx=3-4=—1

g) ﬁig(X)dXz—

h)ff ))ax =0

Dada la funcion: 2ax>—x+4 si x <1

f(X):{aanz si x> 1

a) Calcula un valor de a para que la funcion f(x) sea continua en todo R.

b) Para el valor de a calculado, halla el &rea delimitada por f(x) en el primer cuadrante.
a) 2ax’ —x+4=ax+2parax = 1 2a-1+4=a+2—a=—1

2x° X2 x? :
S X x| =X o
3 2 2

23 1 13
7+7 —_

b) U:(fzxz+x+4)dX\+U;2(fX+2)dX‘ 6 2 3
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2
95. En la figura aparece la gréafica de la parabola y = XT.

Y

m X

Halla el valor de m para que las areas de las superficies rayadas sean iguales.

my?
Jgo]

m 2

3

12

X3

12

"
— M =—

6

2
X
4

ax —

1 m

96. Sea f(x) = x> + bx, donde b es una constante.

a) Encuentra el valor de b sabiendo que hay una primitiva F(x) de f(x) con F(0) = 2y F(3) = 20. Encuentra también
la expresion de F(x).

b) Dibuja la curva f(x) cuando b = —1 vy halla el area delimitada por dicha curva y el eje de abscisas entre 10s puntos
de abscisax = 0yx = 2.

X bx?
a) F(X):f(x2+bx)dx:§+7+k

Y
9 \ 1/
F(0)=k=2 F(S):9+7+2:20—>b:2
fn=x-x |1 /
X3 | | [»
F(x):?+x2+2 X
o, 20, e o] e x5
b) — [ (x* —x)ax+ [ (x —x)dxf—?—?o ?—7w78+g71

97. Determina los valores de los parametros a, b y ¢ para que la funcion polinédmica

f(x) = ax® + bx? + cx tenga un minimo en el punto (3, 0) y el area limitada por la grafica
de la funcion f(x) y el eje X sea %.

Como x = 3 es un minimo sobre el eje X, entonces esta raiz es doble.
f(x)=ax(x-3) f'(x)=3ax* +2bx +c

f3)=0—27a+95+3c=0

) —b=—-6a,c=9a
f3)=0—27a+6b+Cc=0

ax' ax’ 9ax’| 8l 81a 27
gt | =g Mar = At

3
fo (ax® —6ax” + 9ax)dx = 7 5

0

a=1b=-6,c=9

98. Sean las funciones f(x) = x2y g(x) = |x|. Calcula el area del recinto limitado por f(x) y g(x).

—Xx six<0
= f(X)=g(x)—=Xx,==1,Xx,=0,x,=1
ORI (X)=8(0) X, =10,
0 2\ 1 2\g T e el
R L e T ey [
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99. Calcula el valor de a > 0 para que el area de la region acotada por las curvas y = x2ey = ax
sea igual a 4 unidades cuadradas.

ax’ X[
ax—x'=x(a—-x)

2 3

j;a(ax —x*)dx =

3
:%:AHa:mazmﬁ
0

100. La funcidn cuya grafica aparece en el dibujo es f(x) = sen x. Considera el recinto sombreado
en la figura y realiza lo siguiente.

Y

: |
1

MR

2n X

a) Halla de forma aproximada su areay razona cuél puede ser su medida.
b) Calcula su valor mediante el calculo integral.

a) Elrecinto sombreado corresponde aproximadamente a 4 rectangulos.

A:4[ﬁ»1]:4ﬁ:4,18

3 3
T
X =—
b) senx =1— 2
5T
X =-—
2
5m
B 2 2 T 27 5l
J (1—senx)dx+J 1dx+J (1—senx)dx:[X+cosx]£+[x]“ +[x+cosx]2i*
™ 2
- ™ 2
T 5T
:ﬁ—‘l—?+2ﬁ—ﬂ+7—2ﬁ—1:27‘(—224,28

. 8x —7
101. Dada la integral fm dx, encuentra los valores de A y B tales que:
8x—-7 __8&-7 __A . _B
X—-x—-2 xX—-2)x+1) x—2 x+1
Opera en el ultimo miembro e iguala los polinomios. Después, resuelve la integral.
& —7 A B

= =+
X—=2x+1 X—2

] -8 —7=Ax+1)+Bx—-2)
X
_, A+8=38 }A:3

A—2B=-7|B=5
=7 e [ ) + - ]dx:Blnx—2\+5ln|x+1|+k
x—=2x+1) x—2  x+1

102. Al llover, una gota de agua cae desde una altura de 600 m. ;Qué velocidad tendra

a los 3 segundos? Determina mediante integrales el espacio que habra recorrido hasta
ese momento.

¢Ccuanto tiempo tardara en llegar al suelo?

(La aceleracion de la gravedad es 9,8 m/s?).

La velocidad viene dada por la férmula: v = 9,8t
A los 3 segundos, la velocidad es: v =294 m/s

3
o= J 9,8t dr = [4,9#]2 =441m 49t = 600 — 2 =122,44 —>t =11,06s
0
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103. En una pared de 6 m de altura se quiere pintar de blanco la figura que encierran estas funciones.
fX) = —x2+3x+4
gx) =2x2—3x+ 4

a) ¢Cuél es la superficie que hay que pintar de blanco?
b) Sila pared tiene 23 m de longitud y se quiere repetir esa figura dejando 5 m entre figura y figura, ;cuanto costaria
pintar las figuras, si cada metro cuadrado de pintura blanca cuesta 2 €?

a) fxX)=g(x)—x,=0,x,=2

f;(f(x)—g(x))dx+‘ﬁ2(6—f(x))dx‘:‘j;1(—3x2+6x)dx‘+‘ﬁ2(xz —3x+2)dx‘:

8 3x2 11
—ll=x® 3]+ [ X2 22 x| [= D
[ o] -2 2]
b) La superficie que se quiere pintar es 4%1 m? =% m2. Costaria 2~% m? =4—;€.

104. La variacion instantanea de la cotizacion, su derivada, sigue durante una semana la funcién
f(x) = 0,02x2 + 1, donde x es el dia de la semana (0 = lunes, 1 = martes...). Si el lunes cotiza
a 5 €, halla la funcion de cotizacion.

3
F(x):J(O,O2x2+1)dx:O,OZ-);—|—x+k
3
SiF<0):5—>k:5_>p(x):o,oz.%+x+5

105. La siguiente funcion tiene por ecuacion y = x2. Podemos calcular el area que queda debajo
de la curva, sobre el eje X y las abscisas 0 y 4, de forma aproximada utilizando el area de los

trapecios que hemos dibujado.

Y
2
LAl
1
El area de esos trapecios es:
1 5 13 25
Al=— A== A;=— Aj=—
T2 2T 2 T2 fT 2

A, + A, + A, + A, =22 unidades cuadradas
a) Realiza el calculo por medio de integrales y comprueba que el error no es excesivo.

b) Calcula, mediante los dos procedimientos, el area de la region que la curvay = 6 + x — x? describe en el primer
cuadrante.
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b) T1:6 TZZS ng2
L+T+T13=13

3
2 3

o+ -
2 3

:1:13,5
2

3
J 6+ x—x)dx =

0

0

. Un movil que parte con una velocidad inicial de 3 m/s se somete a una aceleracion constante
de 2 m/s. Eso significa que su velocidad viene expresada por la formula v = 3 + 2t, mientras
que el espacio que recorre en funcion del tiempo es e = 3t + t2.

L . 1
(Recuerda que, en un movimiento uniformemente acelerado, v =v, + at y e = vot + 7at2).

Representa la funcién velocidad y calcula:

a) El 4rea comprendida entre la grafica, el eje de abscisas y las abscisas 0y 2.

b) El espacio recorrido en los dos primeros segundos.

¢) El area comprendida entre la funcion, el eje de abscisas y las abscisas 0y 5.
d) El espacio recorrido en los cinco primeros segundos.

e) El 4rea comprendida entre la funcion, el eje de abscisas y las abscisas 2 y 6.
f) El espacio recorrido entre el segundo 2 y el segundo 6.

2
a) J B+20 dr:[3r+r2]2: 10

0 Y
b) e=3-24+22=10m /

’ 2P /
Q | B2y dr=[3t+] =40

0 ’ /

:/ 14+

d) e=3-54+5=40m A

6 . ‘/ ] X
e) J (3+zr)dr:[3r+r2]2:\54—10\:44 i T

2

f) 3:64+69)—(3-24+2)=54—10=44m
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PARA PROFUNDIZAR
107. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de primavera)
El area del recinto limitado por las graficasy = [x — 1| ey = 2 es: 4 3 2 1 %
El area de la region encerrada por la curva formada por los puntos (x, y) 9 5 3 4
talesque [x — 1] + |y — 1] = 1es: 2 "
A B
Los doce lados del poligono de la figura son de igual c
longitud, 4, y cualesquiera dos lados consecutivos 44 16 88 20 62
se cortan en un angulo recto. ;Cual es el area M 3 5 3
del cuadrilatero verde?
En la figura podemos ver dos cuadrados y un octégono
regular que estan inscritos unos en otros. Si el area 40 3% 3 08 o
del cuadrado grande es de 48 cm?, el &rea del pequeno,
en cm?, es:
X—1 six>1
o y= )
—X+1 six<1
Las graficas se cortanen x,=-1x,=3:
x|
‘f (—x+1) dx‘ U —(x— 1))dx‘ X—|— H3x - | |=4
1

O Laregidn es un cuadrado encerrado por lasrectasy=x+1,y=—x+3,y=x—-1,y=—-x+1.

‘L1(x+1—(—x+1))dx‘+‘ﬁ2(—x+3—(x—1))dx‘ :‘f(ij dx‘+‘f12(—2x+4)dx‘ :“x2 —x? +4xm =14+1=2

o Elegimos un sistema de referencia de forma que A(0, 12), B(4, 12) y C(4, 8).

Podemos escribir las dos rectas como y = —3x + 12, y = 2x, que se cortan en el punto M

12 24]

88

3 ‘[12X—X2]12 ==
5

‘f512 3X+12)dX‘+

f12(12 2X)dX‘

O En la figura podemos ver dos cuadrados y un octégono regular que estan inscritos unos en otros. Si el area del
cuadrado grande es de 48 cm?, el drea del pequefio, en cm?, es:

El lado del cuadrado grande mide 48 cm.

X2+ x2=h

h =48 —2x

Descartamos la segunda solucion por ser mayor que el lado del cuadrado.

}qxw_zﬁ(z—\/?),xz_zﬁ(zwi)

El lado del cuadrado pequefio mide: @—2@(2—\/5) =2J6

El 4rea es: (2\/3)2 =24 cn? .,
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108. Calcula la integral Jsenz X dx.

fsenzx dx :IM

2

dXZlX—JSGHZX-‘rk
2 4

109. cCalcula.
a) Jsecx dx b) Jcosecx dx
2
2 | secx dx= sec X (sec x +tg X) dy = sec’ X +sec x tg x dy =
sec X +tg x sec X +tg x
1 sen x
2 2
_ | cosx  cos®x dx:ln‘ 1 +Senx‘+k:|n‘senx+rgx+k
1 o senx ‘COSX o5 X

cos X

cos X

: : cos*—
b) Jcosecx dx:J dx:J dx:2J 2 dx =
senx 2 sen oy cos X sen X
2 2

, X
sect —
2
=2 dx =21In
X

g —
2

X
tg—|+k
2

110. Halla la funcién que pasa por el punto P(1, 5) y tal que la pendiente de la recta tangente en
cualquiera de sus puntos viene dada por la funcion g(x) = 3x2 + 5x — 2.

2
X wtk
2

) = glx) = fix) = JBXZ +5x =2 dx= x>+

2
(1,5)—>1+§—2+k:5—>k:%—>f(x):x3+%—2x+%

111. Halla la funcion f(x) que cumple la ecuacion f’(x) + x2 - f(x) = 0, sabiendo que f(1) = e. Representa
graficamente esta funcion y calcula la tangente en el punto de la curva de abscisa 1.

F(X)+x7-f(X)=0—f(x)=—xf(x)

f(x x° .
f%dx:—fxzdx—>lnf(x):—?+kﬁf(x):Ae 3 0

1 4 4-x°

fh=Ae3=e—A=e" —f(x)=¢€ *

Larecta tangentees: y—e=—-e(x—1)
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1

112. Calcula A, = J f.(x) dx, con n un numero natural no nulo, y:
1]

. 1
nx si OSX<F

fn(x): 3 1
— si —<x<1
n n
1
1 a 13 mx* 3] 1.3 3
— f— 2 P — J— _—— —_—— ——
Aﬂffofﬂ(x)dx,‘j;nnxdx-s-f%ndxf +[nX1172+n P2

4

113. Halla la integral definidaJ sen(x — 3)3dx.

2

(Olimpiadas Bachillerato. Fase Nacional)

Esta funcién tiene simetria impar centrada en el x = 3, entonces:

4 3
[, sen(x=3)" dx =0

MATEMATICAS EN TU VIDA

1. ¢Qué es el trabajo en fisica?

El trabajo efectuado por un agente que ejerce una fuerza constante para producir un movimiento es el producto
de la componente de la fuerza en la direccién del desplazamiento por la magnitud del desplazamiento, es decir,
W=F-d.

2. Escribe dos ejemplos en los que se realice un trabajo como magnitud fisica.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
= Se arrastra por el suelo una silla una distancia de tres metros con una fuerza horizontal de cinco Newtons.

= Se recoge un libro del suelo, levantandolo un metro hasta la mesa, con una fuerza vertical de cuatro Newtons.

3. Sila particula se mueve a lo largo del eje X, ;iseria la fuerza la derivada del trabajo?

Si, ya que W:foFX ax — dW =F .

4. La fuerza que es necesaria para mover una particula desde su posicion de equilibrio hasta el punto x
es F, = kx, donde k es una constante positiva.

a) Halla, integrando, el trabajo realizado para mover la particula hasta el punto x = 1 desde su posicion de equilibrio.
b) (Y sillevamos la misma particula hasta el punto x = 2?
¢) ¢Cual es la expresion del trabajo en funcion del punto, x, donde se mueve la particula?

2‘\
a) = [Tocdx= kX _k
0 2], 2
2 XZZ
b)W:f kx dx = |k 2| =2k
0 20
X 2% 2
O W= [Tecax=kL _kx
0 2}, 2
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