Geometria analitica

ACTIVIDADES

1. Copia estos vectores y calcula graficamente i + Vv y U — V.

H/'\vA

2. Realiza estas sumas.
a) (U+Vv)+w b) 4+ (V+w

3. Copia los vectores 3, b y ¢, y realiza graficamente las siguientes operaciones.
a) 4 +2b b) —C+ 34 —2b ¢ b+ (C+3)
y \C~
b
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4. Escribe el vector 3 como combinacion lineal de los vectores b y ¢C.

Expresa b en funcion de 3y ¢, y también ¢ en funcion de ay b.

3
—_—
/

oy

Los vectores Uy V tienen distinta direccion,
por lo que forman una base.

6. Dada la base B = {U, V}:
a) Calculad =0 +Vvyb=17—V.

b) Comprueba que ay b forman una base.

o
<¢l\

¢) Expresa Uy vV como combinacion lineal de 3 b.
a)

b) Los vectoresa y b tienen distinta direccién, luego forman una base.

_ g . b . da b
O U=—+— V="—-—
202 22

7. Dibuja los puntos A(3, 1)y B(—1, —1) y calcula las coordenadas de los vectores AB, BA, y sus modulos.
AB=(-1-3,-1-1)=(-4,-2) 48| = (-4)" + (-2)" =20 L
BA=(3—(~1),1-(=1)=(4,2) [BA| =4 +2° =20 | t
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8. Encuentra x para que estos pares de vectores sean paralelos.
a) 3,2y©,x b) (—1,4)ykx —2

Sx=29_¢ by 1o 4 720D

. 1
3 X =2 4 2

9
a) 5—

N | X

9. Dados los puntos A(3, —1), B(—1, 2), C(0, 2) y D(—1, —2), halla estos vectores.
a)A_E§+C_D’ b)QA_é,B_D’ C)*R)‘Jrﬁ
a) AB+CD=(—4,3)+(-1—4)=(-5-1)

b) 2AC —BD =2(-3,3)—(0, —4) = (=6, 6)— (0, —4) = (—6,10)

) —BC+2AD=—(10)+2(~4,—1)=(~10)+(-8 —2)=(-9,-2)

10. Dados U = (2, —1) y V = (0, 3), realiza las siguientes operaciones de vectores.

v b) 50 + V o —0+ 2v
V=02,-1)—-(0,-9=(Q228)

b) 504V =(10,=5)+(0,3) = (10, —2)

Q —U+22=(=2,1)4+(0,6)=(-2,7)

11. Dados U = (0,2), V.= (1, —1)yw = (0, —1), calcula.

a)i-v c)W-v e) U —2w
b) U-(W +w d) 0-w f)y —20-3v
a T-V=(02-(01-1)=-2
b T-(V+w)=1(0,2-((1,-1)+0,-1)=(02)-(1,-2)=—4
O W-V=0-1-0,-1)=1
d T-W=(0,2-0-1)=-2
e) T 2W)=(0,2)-((1,=1) = (0,=2)=(0,2) - (1,1) =2

]
|
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~

12. Senala cudles de los siguientes vectores son perpendiculares entre si y cuales no.

u=(—1,73) vV = (12, 4) W = <% —1)

U-v=-112+3-4=0

1 10
—1.—4+3-(-1)=——=0
3 T3)=g

W

<

<i
N
I

1
12.—+4-(-1)=0
S0
Son perpendiculares Uyw, Vyw .
13. Halla el angulo de los siguientes vectores.

=2, -Nybhb=@3E2 ¢ ad=(-3-1yb=2023)
= 6,2yb=(—11 d) ad=(-15yb=4-2
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2:3+2-(-1) 4

a) cosa=—22T ) % —60,3°
N N w
15421 -3

b) coOSso=—m————F——=—+ - a=113,2°

) cos NN (RN ) “

) COSa= —3-2+3-(-7) :iﬂuzzw,q’

JE3Y + (-1 V2243 V10
d) cosa= —14+45(-2) s Sa=2321

JE1 w5 1 (—2f 520

14. Encuentra tres vectores perpendiculares y otros tres paralelos a los siguientes vectores.

a) d=(1,1 b) b =32 0 ¢=101
Respuesta abierta.
a) a=(>1,1)
Vectores paralelos: (2,2), (3,3)y (4, 4)
Vectores perpendiculares: (—1, 1), (=2, 2) y (=3, 3)

—

b) b=(3,2)

Vectores paralelos: (6, 4), (9,6)y (12, 8)

Vectores perpendiculares: (2, —3), (4, —6) y (6, —9)
o c=(01

Vectores paralelos: (0, 2), (0, 3) y (0, 4)

Vectores perpendiculares: (1, 0), (2,0) y (3, 0)

15. Dados los puntos A(—1, 3), B(5, 1) y C(0, 3), calcula la distancia del punto C al punto medio de Ay B.

Punto medio de Ay B: M[_12+ 5%] =(2,2)

d(C, M)=[CM| = (2-0)" +(2-3) =5

16. Halla los simétricos de los puntos A(2, —5) y B(—1, 3), respecto del punto C(2, —1).

(2,—1):[“7)( D) x—2,y-3

2" 2

El simétrico respecto de A es (2, 3).

(2,_1):[—1+x,3+7y
2 2

—>X:5,y:—5

El simétrico respecto de B es (5,—5).

17. Escribe las ecuaciones vectorial y paramétricas de la recta que pasa por los puntos A(7, 3) y B(2, 2).
AB =(-5-1)
Ecuacion vectorial:
OP = OA + tAB — (x,y) = (7,3) + t(—5, —1)
Ecuaciones paramétricas:

x=7—="5t
y=3-t
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18. Halla las ecuaciones paramétricas de la recta cuyo vector director es vV =(-1,0) y pasa
por el punto A(3, 2).

X=3—t
y=2

19. Calcula las ecuaciones vectorial y paramétricas de las rectas bisectrices de los cuadrantes.
Bisectriz del primer y tercer cuadrantes.
Ecuacion vectorial:
Xy =1t1,1)

Ecuaciones paramétricas:

X = t}

y=t

Bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes.
Ecuacion vectorial:

oy =11, =1

Ecuaciones paramétricas:
x=t
Y ==

20. Halla la ecuacion paramétrica de la recta que pasa por el punto medio de A(3, 1) y B(5, —3)
y por el punto C (0, 3).

M[3+5, 173]

2 2

=(4,-N x=t4 }
CM = (4,-4)

Ty=3-t4

21. Halla la ecuacién continua de la recta que pasa por A(2, —1) y tiene la direccion del
vector d = (2, —1).

Averigua si el punto P(3, 1) esta en la recta.
Calculamos la ecuacion continua de la recta:
x=2 _y=(0

2 —1

Comprobamos si el punto P cumple las ecuaciones de la recta:
3-2 1 1—(=1)

2 2 —1

Luego el punto P no pertenece a la recta.

22. Escribe la ecuacion general de la recta que pasa por A(0, —2)y B(4, —1).

ﬂ:y—(—z) X

AB=(4,1)— A 2)=0—x—-4y—-8=0
(41)== o+ y
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23. Dadas las siguientes ecuaciones paramétricas de una recta, determina.

X=1-—2t
y=-3+t
a) La ecuacion continua de la recta. b) La ecuacion general de la recta.
X—=1

X=1-2t =2 -

y=-o+ t=y+3

X—=1

b) —=y+3—--2y-6=X-1—-x+2y+5=0

-2

24. Halla las ecuaciones punto-pendiente y explicita de la recta que pasa por A(2, —3) y tiene
la direccion del vector v = (—2, 1).

Ecuacién punto-pendiente: y+3:—§(x—2)
y——lx+nﬂ—3——1-2+nén——2
= = =

Ecuacion explicita: y = —%X -2

25. Calcula la recta que pasa por el punto A(2, 7) y forma con el eje de abscisas un angulo de 60°.
Explica como lo haces.

Calculamos la pendiente: tg 60° =m — m = J3

Hallamos la ecuaciéon punto-pendiente: y — 7 = \/g(x -2

26. Estudia la posicion relativa de las rectas ry s.

r X _ . 5 s X=2—t
3 7Y ly =3t
Las ecuaciones generales de r y s son:

r:x—3y+15=0 S:13x+y—-6=0

1 =3
Como 3 = i las rectas son secantes.

27. Estudia la posicion relativa de dos rectas que tienen vectores directores no proporcionales.
¢£Qué condicion han de verificar para que las rectas sean perpendiculares?

Si'los vectores directores no son proporcionales, las rectas son secantes.

Sead = (d,, d,) el vector director de la rectar,y sea ¢ = (¢, ¢,) el vector director
de larectas.

Las rectas son perpendiculares si el producto escalar de los vectores es cero.

d-ci+dy6,=0->d -, =—d,- ;> C = (—d,, d)
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28. Halla la distancia que existe entre el punto P(2, —1) y la recta r, cuya ecuacion es la siguiente:
x—1 2 —
r—= 2y

3 2
Expresamos la recta en forma general:
r:X—_]zz_iy—>2x—|—3y—8:O
3 2
dP )= |A+8y+Cl _12-243-(-N—-8] _ 7 _ W13 y

JA LB NEEES 313 13

29. Calcula la distancia que separa la siguiente recta del origen de coordenadas.
_x=3—t}
‘y=2+2t
Expresamos la recta en forma general:

X=3-—t yi—2
> X+3="—>5-X— 8=0
y:2+2t} o 2 y+

_Ao+Bn+Cl 1-2.0-1.048] 8 _ &/s

dP, r) = ==
VA2 g2 V224 (=12 J5 5

30. Halla la distancia entre estas dos rectas paralelas.

X y—3
r:5x—-—2y+2=0 Si—=
v 2 5
Tomamos el punto P(0, 1) que pertenece a larectar.
La ecuacion general de larectases 5x -2y +6=0.
d(p, )= 5-0-2-1+¢ _ 4 429
52 422 V29 29
31. Calcula el angulo que forman estas dos rectas al cortarse.
X—1
rry=x-—3 S: 3 =y+3
ri=x+y+3=0 S X+2y+5=0
|—1-1+1-2) —izﬂﬂaznsw

COSon=—F———————=
Je +eyFr22 V10010

SABER HACER
32. Determina si los vectores U y V forman una base y halla las coordenadas del vector w especto
de ella en cada caso.
a) U=(—1,0,Vv=02 -3 yw=@3, -3 b) U=, —3),V=_1—-4yw=(5 -2
a) Forman una base, pues - zi.
2 -3
(3,-3)=a(-1,0)+b(2,-3)
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b) Forman una base, pues %z_—j .

(5—2)=a(3,-3)+b(1,—4)

5=3a+b

—~b=-18=2—-W=20-V
~2=-3a—4b

33. Silos vectores AB y CD son equivalentes, con A (2, 1) y B (0, —2), calcula el extremo desconocido

en cada caso.

a) C(—5,7) ¢) C0O, —2) e) C(7, —5)
b) D(—5,7) d) DO, —2) f) D(7, —5)

AB = (-2,-3)

a) CD=(a+5b-7)=(-2-3)—=D(-7,4)

b) CD=(-5-a,7-b)=(-2,-3)— C(-3,10)

c) CD=(a,b+2)=(-2—-3)—D(-2,-5)

d) CD=(-a,-2-b)=(-2,-3)—=C(2,1)

e) CD=(a—7,b+5)=(-2,-3)—D(5-8)

f) CD=(7-a,-5-b)=(-2,-3)—-C(9,-2)

g) CD=(a,b)=(-2,-3)—D(-2,-3)

h) CD=(-a,—b)=(-2,-3)—C(23)

34. Halla las coordenadas de dos vectores sabiendo que su suma y su diferencia son:

U+v=(3) Ud—-—vV=(-14
u=(ab) v=(cd)
U+v=(a+cb+d)=(23) U-v=(a—c,b—d)=(-14)
a+c=2 1 3 b+d=3 7 1
—d=—,C=— —b==,d=—=
a-c=-1 2 b—d=4 2 2

35. Halla los vectores que se piden a continuacion.

a) Perpendicularau = (—2, 1)y de modulo 2.

b) Perpendicular a (3, 1)y de modulo 1.

(—3,4)y de mbdulo 5.

U
U
c) Perpendiculara U
U

d) Perpendicularau = (1, 1) y de modulo 1.

a) Un vector perpendiculara U=(-11) es v=(12).

Para obtener el vector de médulo 2, multiplicamos por 2 y dividimos entre el médulo del vector v :
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b) Un vector perpendiculara i=(-3,1) es v=(-13).

Para obtener el vector de médulo 1, dividimos entre el médulo del vector v :

W:ﬁ:[,L i]
J(=17 432 NACRY

¢) Un vector perpendiculara U=(-3,4) es v =(4,3).

Para obtener el vector de médulo 5, multiplicamos por 5 y dividimos entre el médulo del vector v :
— 5(4,3
TR I

V4% 4+ 32

d) Un vector perpendiculara i =(11) es v=(-11).

Para obtener el vector de mddulo 1, dividimos entre el médulo del vector v :

o ()

Jerr

11
7%

36. Dibuja el cuadrilatero ABCD en unos ejes de coordenadas y halla su perimetro, teniendo en cuenta
que las coordenadas de sus vértices son A(—4, —3),B(2, —3),C(2, 1)y D(—2, 2).

78| =[6.0]=6  [6q=[0.4]=4 o] =49 =7 [PA=|-2-5)|=v®

El perimetro del cuadrilatero es P =10++17 ++/29 .

37. Divide el segmento AB en tres partes iguales.

a) A(—2,3)yB(0O, —1) b) A(1,1)yB(@, 6)
a) AB=(2,-4) b) AB=(2,5)
11— 1 45 1——= 1 58
P=A+=-AB=(-23)+=(2,-4)=|—=,= P=A+=-AB=(1,1)4+=(2,5)=|=,=
= A+ AB=(-2,3)+ 52~ )=|-5.3] = A+ A= (1) +5(25)=[3. 3]
2— 2 21 2— 2 7 13
PL=A+=AB=(-23)+=(2,-4)=|-—=,= P=A+=AB=(1,1)+=(2,5)=|=,—
= A+ 2A8=(-2.3)+ 2. -9)=[-2.]] = A+ 2a8 =11+ 22.9)=(2. 2]

38. comprueba si los puntos A, By C estan alineados.

a) A(—2,0),B(1, =1 yC(—5, —1) b) A(0,0),B@E, —1)yC(2, —2)
a) AB=(3,-1) AC =(=3,-1) b) AB=(3,-1) AC=(2,-2)
. . 3 -1 , . 3 -1
No estan alineados, pues —3::—1. No estan alineados, pues == — .

39. Halla la ecuacién de la recta que pasa por 0(0, 0):
a) Y pasa también por el punto A(—5, 2). b) Y tiene pendiente m = —2.
a) El vector director es d = (-5, 2) y pasa por el punto O.
. P X =-=5t
Ecuaciones paramétricas — }

y =2t

b) Ecuacion punto-pendiente — y = —2x
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40. Determina la ecuacion de la recta paralelaar:3x — y — 3 = 0 que pasa por el punto P(0, —4).

El vector director es d =(1,3).

Ecuaciones paramétricas — X=t
y=—443t
x—1 y—1 . . . .
41. Halla la recta s paralelaar: 3 -1 que esta a 2 unidades de distancia.

La ecuacion de larectases 4x -3y +C=0.
Un punto de la recta res P(1,1).

|41-314¢ (]

d(P,s) N 5

=2-C,=9C, =11

42. Determina la ecuacion de la recta perpendicularar:3x — y — 3 = 0 que pasa por el punto P(0, —4).

El vector perpendicular al vector director de res (3,—1).

y+4

. g . X
Ecuacién en forma continua — 3=

43. Halla la ecuacion de la recta que pasa por P(0, 1) y forma un angulo de 45°conr:x +y — 1 =0.

Ecuacién punto-pendiente — y — 1= mx

Ecuacion general > mx -y +1=0

V2 m-2-11
Cos45° == 1
2 Im? 15
5 1
(2m71)2:E(m2+1)ﬂ3m278m73:04m1:3, m,=—3
Hay dos rectas: Sy —=1=3x sz:y—1:—%x
ACTIVIDADES FINALES
44. Observa la figura y realiza las operaciones indicadas.
A
D o B
C
a) AB +BC d) DA +DC g) OA — OB
b) DB + CD e) DB — CA h) 0D — BC
c) OA + 0D f) DC — AC i) OA + AD
a) AB+BC=AC d) DA+DC =DB g) OA—OB=CD
b) DB+ CD = DA e) DB—CA=2DC h) OD—BC = 0A
c) OA+0D=CD f) DC—AC =DA i) OA+AD=0D
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45. Realiza las siguientes operaciones.

W\
i q ‘
w)\\
a)u+v du-v g 20—V
by V. +w e v -—w hy —vV + 2w
0 U+w fy U—w ) —0—2w
a) d) g)
i SN\ g 4 4
BN Qi i /
1 L]
utv VNG < W—v
AN
b) e) h)
Y N ﬁ\\<
VAW W w
\ /;_r')m
A * V
c) f) i)
3\
ﬁ i /
/o N ow
\ N\ | Ji-w \
U+w \ Q

46. Dados los siguientes vectores, calcula graficamente 20 — 2(v — 3w).

2

20— 2(V —3w)

<i
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47. comprueba que los vectores 1 y v de la figura forman una base.

<V

1]
/

Dibuja los vectores con estas coordenadas en esa base.

a) 2,1 b) 3, —1) c) (—2,3)
Como los vectores tienen distinta direccién, forman una base.

b) @) N

a)

~

48. comprueba si los vectores I = (—1, —3) y V = (4, 2) forman una base y, si es asi, halla las
coordenadas de los siguientes vectores respecto de ella.

a)a=21 by b=@3, —1) ¢) ¢ =(—273
Forman una base, pues l = -3 .
4 2
a) (2)=a(-1,-3)+b(4,2)
2=-a+4b —>a:0,b:1
1=-3a+2b 2
b) (3, -1 =a(-1,-3)+b(4,2)
3=—-a+4b A= b=1
—1=-3a+2b
c) (-2.3)=a(-1,-3)+b(4,2)
—2=-a+4b 8 9
— :——’b:——
3=-3a+2b 5 10

49. Escribe los vectores a, b y ¢ como combinacién lineal de i y V.
Ed

*/‘ﬁaﬁﬁ :
SEEEEAEL

Escribe las coordenadas de cada vector respecto de la base {u, V}.

DY
5
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u=(1,-1 V=(12) a=(0,-5) b=(1-4) ¢=(21)
A st I T
(1"4)28(1'2)“’(1"1)—’:itgﬁb}*a:z b=—1

2, 1)—a(1,2)+b(1,—1)—>f:‘_9;f2b}—>a—1, b=1

50. Expresa el vector (7, 6) como combinacién lineal de los vectores @ = (6, —3) y b =(—1,3).

7=6a-b 27 . 19
7,6)=a(6,—3)+b(~13)— —a=2L b=""
(7.6)=a(6,~3)+b(13) 6——3a+3b} 15 5

—

51. Halla el médulo de los vectores @, b, ¢, a + by 2b — ¢, dados @ = (—3,4), b = (-5, —12)
y¢ =(3, —1).

| =v(=37+42 =5 T+0b=(-8-8)

| =V +(=122 =13 |7+5| =8 + (-8 =128 =82

2+(-17 =10 2b — T =(—10,—24) + (=3, 1) = (=13, -23)

|26 — T = (=137 + (=237 =+/698

o o o

cl

52. calcula las coordenadas del punto B para que los vectores Ui y AB sean equivalentes, sabiendo
qued = (2, —3) Y A(—1, 2).

AB=(X+1y-2)=(2,-3)—B=(1-1)

53. El siguiente triangulo equilatero esta inscrito en una circunferencia de radio 5 cm.

A
Al
Calcula los siguientes productos escalares.

a) OA-OB b) OA-0C
a) 07\0?:‘@‘~‘O73‘~c05a:25-cos(—1200):—12,5

b) ﬁbﬁ:@\.\@t‘\.comzzs.cos 120° = —12,5
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54. considera que A, B, C y D son los vértices de un cuadrado de lado 1 cm. Calcula los siguientes
productos escalares.

a) AB-BC ¢ AD-CB
b) AC - DB d) AC-CB

Tomamos el punto A como origen y obtenemos las siguientes coordenadas: A(0,0), B(1,0), C(1,1),D(0,1).

au-v 0 QU+ 3V)-V
b) 0 -2v du-@—v
a T-v=31-2-1)=6-1=5
by -2 =031 -(4-2=12-2=10
QO RQUA43V)-V=062+6,-3)-2-1)=012-1-2,—-1)=2441=25
) T-@T=—)=CB1-BN+=21MN=031-0,2=3+2=5

56. Dados los vectores @ = (2, —1), b = (—3,1)y ¢
a) (3 —2b)-C b) 3-b

= (4, 3), calcula.

o

a-b—
a) ((2,-1)-2(-3,1))-(4,3)=(8,-3)-(4,3)=23

-
b) (2 —1)-(=3,1)—(~3,7):(4,3) =7 —(~9) =2

57. calcula el valorde tparaquet -V = 7,si U
de los dos vectores.

—

u-v=7

=(—1,2)yV = (3, t). Halla el médulo

(-1,2)-3,0)=7—->-3+4+2t=7—>t=5
|7 =/(=12+22 =+5
V]| =3+ 5 =34

58. Encuentra un vector perpendicular a i = (—3, 2) con médulo 2.

Un vector perpendiculara U es v = (2,3). Para que tenga médulo 2, multiplicamos por 2 y dividimos entre el
médulo de v :
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59. Dado el vector p = (6, 2), obtén un vector g con médulo v89 y tal que p - ¢ = 14.
P-G=062-(b=6a+2b=14—b=7—3a
|G|=v @+ (7 =30 =89 »10a>—42a—-40=0-{"" "
a,=5

Sia:———)b:ﬂ
5

Sia=5—->b=-8

60. Calcula el valor de k para que los vectores sean perpendiculares.

N N > 1 2\ >
a) U= 2K,v=>1,—6) C) uf(g,g)vf(k,%)
b) E:<f%, k),V:(5,—1) d U=@2 —-3,Vv=01Kk

a) (2,/<)~(1,—é):2—6/<:0—>k=%

d) (2,_3).(1,/<):2_3/<:on:§

61. calculam paraqueVv = (7, —2)yw = (m, 6):
a) Sean perpendiculares.
b) Sean paralelos.
¢) Tengan el mismo modulo.

a) (7,_2).(m,6):7m_12_>m:$

i Lo =E e
m 6

O 7] =7+ (27 =53
7 = Jmi + 6

53=m’+36—->m=+17

62. Dados @ = (6, —2)y b = (16, 12), calcula el valor de m para que los vectores
U =ma+ byVv =ma — b sean perpendiculares. ;Hay una solucién tinica?
T=m6,—-2) +(16,12) = (16 +6m, 12 — 2m)
V=m(6 -2 —(16,12) = (=16 4+ 6m, —12 — 2m)
Para que los vectores sean perpendiculares, su producto escalar debe ser cero.
(16 +6m, 12 — 2m) - (=16 4+ 6m, —12 — 2m) = 36m? — 256 + 4m* — 144 =0

—>m:i\/ﬁ

La solucién no es Unica.
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63. Calcula el angulo que forman los siguientes pares de vectores.

a) d=0,-2yb=(-4-3 Q) 8d=(-4-3yb=0,1
b) 5:<%,5>y51(3,71) d a=(1,-v3)yb=(1,v3)
a) COSQ=W:E—@:3%,87°
[%’5]'(3’_1) —12
b) cosa= 5% :\/22 — o = 255,38°
g Y10
c) COSOL:(_A'_S—\?%'(W:%HQL:W&BO
1,—3)-(1V3
d) COSQZ%:—%H&:'&OO

64. Halla el valor de k para que los vectores @ = (1, k) y b = (2, —3) formen un angulo de 120°.

1 23k (284133

€05 120° = —— = —
2 J1+K°V13 23

65. Encuentra un vector a que forme un angulo de 30° con b = (3, —4) y tal que |a| = V3 - |b|.
L . eﬁzﬂ—wwsﬁzm—%
|@]- 15| 2 5345

JE+b? =503 s a2 4+b2=75

Resolvemos el sistema:

2

__15+5J3+8b
6a—8b=15+5v3| = 6 [15+5/3+8b|  ,_
+H =75
a+br=75
5062 + 403 (V3 +1)b+ 7543 —1200 = 0 _>b:_2£(\/3+1>i\/1296—27\5
5 50

66. Determina si el triangulo de vértices A(12, 10), B(20, 16) y C(8, 32) es rectangulo.
Calculamos los vectores formados por los vértices del tridangulo:
AB = (8,6),BC = (—12,16)y AC = (—4,22)
Hallamos los maédulos de los vectores:
|AB| =J64+36 =10u
|BC| = 144 + 256 = /400 =20 u
|AC| =16+ 484 =500 u
Siel triangulo es recténgulo, debe verificar el teorema de Pitdgoras.
|AC|>= |AB|*+ |BC|?
102 + 20° = 500

Luego el triangulo es rectangulo.
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67. Tres de los vértices de un paralelogramo son A(2,1), B(6, —1) y C(7, 1). iCudles son las posibles
coordenadas del otro vértice?
* AB=DC — (4,-2)=(7-2a,1-b)— D(3,3)

—_—  —

* AC=DB—(50)=(6—a,—1-b)—D(1—1)

» AC=BD — (50)=(a—6,b+1)—D(11,-1)

68. Dados los vectores @ = (1, 5)y b = (—4, —3), calcula.
a)a-byb-3
b) [3]y [B
c) Elangulo que forman los vectores 4y b.
d) Elvalor de k para que el vector (3, k) sea perpendicular al vector a.
e) Elvalor de k para que el vector (k, —1) sea paralelo al vector b.

f) Un vector perpendicular al vector b.

a) a.b=b-a=(1,5)-(—4,-3)=-19
b) |4 =26 B=5

c) COSOL:;W—WL:BS,WSO

526

d) (3,K)-(15)=3+5k =0~k =2
g KTt
R 3

f) Un vector perpendicular a b es, por ejemplo, ¢ = (3,—4).

69. ¢Qué condiciones tienen que cumplir los vectores 4 y vV para que (U + V) - (U — V) = 0?
Con este resultado, demuestra que si un paralelogramo tiene las diagonales perpendiculares, solo
puede ser un cuadrado o un rombo.
U=(@ab V=(d
@+cb+d)-a—cb—d)=0oa -+ —d=05a+ b=+
- |T| = [V|
SiT yVson los lados de un paralelogramo, T+ V'y — V son sus diagonales.

Por tanto, si las diagonales son perpendiculares, los médulos miden lo mismo,
por lo que solo puede ser un cuadrado o un rombo.

70. Calcula el perimetro de un triangulo cuyos vértices estan situados en los puntos A(1, 2), B(3, 2)
y C(—1, 3).

Calculamos los vectores A_§ BC y CA:
AB=(2,0),BC=(—4,1)yCA=(2,—1)
Hallamos el médulo de los vectores:
|AB| =22+ 0% =2

|BC| =N (=47 +7 =17

|CA| =22+ (=17 =45

El perimetro mide:

2417 ++5 =836u
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71. Demuestra que el cuadrilatero formado por los puntos A(2, —2), B(5, 3), C(0, 6) y D(—3, 1)
es un cuadrado.

Los lados ABy DC, BC y AD son paralelos:

— —

AB =(3,5)=DC BC =(-53)=AD
Ademds, ABy BC, AB y AD son perpendiculares:
AB-BC =(3,5)-(-5,3)=0

Como todos los lados son iguales:

5 -] | ] v

Entonces es un cuadrado.

72. Demuestra que el triangulo de vértices A(3, 1), B(9, —1) y C(5, —5) es is6sceles. ;Es también
equilatero? ;Cuales son sus lados iguales? Calcula su area.
Hallamos los vectores formados por los vértices del tridngulo:
AB = (6,—2), BC= (—4, —4)y AC= (2, —6)
Calculamos los médulos de los vectores:
|AB| =36 +4 =40 u
|BC| =16 +16 =32 u
|AC| =J4+36 =40 u
Como el tridngulo tiene dos lados iguales, ABy AC, es un tridngulo isosceles.

Para hallar el area calculamos la altura, h, sobre el lado BC aplicando el teorema
de Pitdgoras:

h= (%)2—[@7] =Ja0-8 =V u
A:Béh:\/g;/g:muz

73. Halla el punto medio de los segmentos cuyos extremos aparecen a continuacion.

a) A3,5YyB@© 11 c) A4, 5 yB(7,1)
b) A(=3, 1 yB(7, —4) d) A(=6, =1)yB(—9, —3)
Llamamos M al punto mediode Ay B.
Q) M= 3+9,5+H]:(6,8)
2 2
o) M= —3+7,1—4]:[2,_3]
2 2 2
9 M= 4+715+1]:[11’3]
2 2 2
o M=[5=2 —1—3]:[_151_2]
2 2 2
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74. Si el punto medio del segmento AB es M(3, 5), dado A(9, 7), calcula el punto B. Luego obtén A
con M(—1, 5)y B(4, —9).

Sea B(x, y).
9+ x
9+x 7+ = x=-3
@3, 5):[, y]_} -
2 2 5:7—|—y y=3
2
Sea Alx, ).
i A+X
_ - —
(—1,5)=[4+X, 9+y]_> 2 | _ X
2 2 5:—9—(—)/ y =19

75. Dos vértices consecutivos de un cuadrado son A(—2, 3) y B(1, —2). Si sus dos diagonales se cortan
en el punto 0O(2, 2), calcula los dos vértices que faltan.

AO = (4,-1) BO=(14)
C=A+2A0=(-2,3)+(8 -2)=(61)

D=B+2B0=(1,-2)+(2,8)=(3,6)

76. Tres vértices consecutivos de un hexagono regular tienen como coordenadas (0, 0), (2, 0) y (3, V3 )
Halla los otros tres vértices.

Sabemos que A(0, 0), B(2,0) y C(3, \/?)

Calculamos el vértice D, con una traslacién con origen en C'y vector gufa(—L \/g)
D=(33)+(-1.v3)=(2 23)

Hallamos el vértice £, con una traslacién con origen en D'y vector guia (—2, 0):

F=(22V3)+(=20=(023)

Determinamos el vértice F, con una traslacién con origen en £
y vector gufa(-], —/3 ):

Feily 243 ) - (=) ~ 3 ) =14, +B)

77. Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el segmento de extremos A(5, —1) y B(17, 8)
en tres partes iguales.

Calculamos el vector AB: AB = (12,9

. - 1 ! )
El primer punto estaré situado a ) de distancia de uno de los extremos

2
del segmento, y el segundo, a N de distancia.
1 e
Pi=A +§AB =06,-N+—-029=02

(12,9 = (13,5)

Wi w|—

%=A+§@=6fw+

78. Determina el valor de k para que los puntos A(2, —3),B(9, k) y C(6, —1) estén alineados.

AB=(7,k +3) AC =(4,2)
7_k+3 1
4 2 2

279



Geometria analitica

79. Halla la longitud de la mediana que parte de A en el triangulo de vértices A(—1, 4), B(6, 5)

y C(10, —3). (En el caso de este triangulo coincide la mediana con la altura? Justifica tu respuesta.
C

A B
Calculamos el punto medio, M, del segmento CB:
M = ﬂ E =81
2 2
Para hallar la longitud de la mediana, determinamos el médulo del vector AM:

AM =9, —-3)  |AM| =+814+9 =%

Para que la mediana, AM, coincida con la altura sobre el lado CB, los lados ACy AB
deben seriguales.

AC={11,=7) AB=(7.1)

|AC| =121+ 49 =170 |AB| =49 +1 =50

Luego la mediana no coincide con la altura.

80. Dos vértices de un triangulo equilatero son A(3, 1) y B(5, —2). Calcula cuales pueden ser las
coordenadas del vértice que falta.

AB=(2,-3)
La recta que pasa por el tercer vértice, C(cx, ¢y), y por el punto medio de Ay By tiene como vector director

d = (3,2 . El punto medio del vector AB es M[A, - %] . Asi, esta recta tiene como ecuacion:

]
y+o

L‘A,TZ_)zlx—éy—wzo

3

Ademas, el médulo de AC es el mismo que el médulo de 4B .

J3=y(c, 3] +(¢, 1) ol —6,+¢7 ~2c,~3=0

Resolvemos el sistema de ecuaciones:

33 1
19+ 6cC c.=4-22 ¢ —__—_ 3
C=—7 - x 2T 2

-
¢2—6c,+¢7—-2c,—3=0 CX:4+¥, Cy:,%Jr\/g

— Serian las posibles coordenadas del punto C.

81. Dados los puntos A(3, 0) y B(— 3, 0), obtén un punto C sobre el eje de ordenadas, de modo que
el triangulo que describan sea equilatero. ;Hay una solucién tinica? Halla el area de los triangulos
que resulten.

Los vectores formados por los vértices deben tener la misma longitud.
Si C(0, o):

|GA|=No+c  |TB|=Vo+  |AB|=6
6=+9+c >c=+27

Los puntos pedidos son:Cw(O, 3\/?) y CZ(O, —3\/?)
Calculamos el area de los tridangulos:

R # =93

2

A=
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82. Dos vértices consecutivos de un cuadrado son A(2, —4) y B(8, —2). Calcula el resto de vértices
sabiendo que uno de los vértices que faltan esta sobre el eje de ordenadas.

AB = (6,2) 48| = Va0

El vértice D estd en el eje Y: D(0, y)

AD=(-2,y +4) \E\:\/(—z)ﬁr(wﬂ)2 =0 - y? +8y—20=0—y =2

C=D+AB=(0,2)+(6,2)=(6,4)

83. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua, explicita y general de la recta que pasa
por el punto P(0, —3) cuyo vector director es v = (3, —1).

Ecuacidn vectorial — (X,y)=(0,—3)+t(3,-1)

L. e X =3t
Ecuacién paramétrica —

y=-3-t

Ecuacién continua — g: y——’_f

Ecuacidn explicita — y = —%X -3

Ecuacién general - x +3y +9=0

84. Escribe la ecuacion vectorial, paramétrica, continua, explicita y general de la recta que pasa
por los puntos P(—2, 3) y Q(5, 1).

El vector director es v =(7,—2) . Entonces:

Ecuacion vectorial — (x,y)=(-2,3)+t(7,-2)

L. i X==-2+7t
Ecuacién paramétrica —

y=3-2t

Ecuacién continua — %H:yif;

L, , 2 17
Ecuacioén explicita — y = 7§X+7

Ecuacion general —» 2x+7y —-17=0

85. Halla la ecuacion continua y general de las rectas que contienen los lados del triangulo cuyos
vértices son A(1, 4), B(—6,—5) y C(3, —1).

= lado1:
El vector director es AB =(-7,-9) . Entonces:

Ecuacién continua — Lﬁ;:yfj

Ecuacion general — 9x -7y +19=0
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= Llado 2:
El vector director es BC = (9, 4) . Entonces:

Ecuacién continua — XT% = yT—’_S

Ecuacion general — 4x -9y —21=0
* lado 3:
El vector director es CA = (-2, 5)

Ecuacion continua — L_ZS = %‘H

Ecuacion general — 5x +2y —13=0

86. Escribe las siguientes ecuaciones de rectas en la forma que se pide.

a) y = —3x + 4 en forma paramétrica.

b) —2x + y + 7 = 0 en forma continua.
X y—3

— =

X =3t

y=—2—t

C) en forma explicita.

d) }en forma general.

X=t
a) Un punto de la recta es el (0, 4) y el vector director es el (1, -3) — 4 34

b) Un punto de la recta es el (0, —=7) y el vector directores el (1, 2) — x = yT”

c) La pendiente de la recta es —gy la ordenada en el origenes3 — y :fgx +3

d) Un punto de la recta es el (0, —2) y el vector normalesel (1,3) > x+3y +6=0

87. comprueba si los puntos A(—3, 2) y B(5, —1) estan en las siguientes rectas.

a)X:3—2t} 05X —2/+19=0
y=3+4t

_ 5x—3 X+4  y+7
b) y = 3 @ 3 2

x=3
a) —3:3-%}_>

2=3+4x p

4
El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.

5=3-2X\ } x:—1}

—1=3+4+4\ A=—1
El punto (5, —1) pertenece a la recta.
b) 2+ S

El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.
25—-3

_]:#

El punto (5, —1) no pertenece a la recta.
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) —15—4+419=0
El punto (-3, 2) pertenece a la recta.

254+2419#0

El punto (5, —1) no pertenece a la recta.

—34+4 247

d) P

3 2

El punto (—3, 2) no pertenece a la recta.

Ehukd = —1+7 — El punto (5, —1) pertenece a la recta.
3

88. Calcula el valor de k para que la recta 3x + 7y + k = 0 pase por el punto P(—1, 4).
3 (~1)+4-7+k=0—k=-25

89. Calcula el valor de k para que la recta 4x — y + k = 0 pase por el origen de coordenadas.
4.0-04+4k=0—k=0

90. Escribe dos puntos de estas rectas.

a) y=3x—1 C) 4x—3y+1=0
by x=—2—1t d)XTi2:y—+11
y =43t B

Respuesta abierta. Por ejemplo:
1 1
a) (0.1 y (12) 8 [o, 7] y [_7,0]

b) (-2,4) y (=3,1) d) (2-1) y (~10)

91. Escribe la ecuacion punto-pendiente de la recta que cumple las siguientes condiciones.

a) Pasa por los puntos A(2,—3) y B0, —2).
b) Pasa por el punto A(0, 3) y tiene por direccion la del vector v = (3, —1).

AR, — 3)} 1
a)

Hmzjﬂﬁqu1)Hy+3=7%(x72) b) 3loy_3-_1x

92. Calcula el valor de k para que la recta 8x — ky + 7 = 0 tenga pendiente 2.

El vector director es (k, 8) — m= % =2-k=4

93. Determina la ecuaciéon de una recta que pasa por los puntos (—1, —10) y (2, ¢), sabiendo que su
pendiente es 7. Expresa la recta en forma continua y general.
Hallamos el vector director: (3, ¢ 4+ 10)

c+10

Como sabemos que la pendiente es: 7 = - 2l=c+10>c=1

u=321
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Expresamos la recta en forma continua:
x+1 y+10

3 21
Y la expresamos en forma general:

21x+21=3y+30>21x—3y—9=0

94. Determina la ecuacion en forma continua, paramétrica, general y explicita de la recta que pasa
por el punto A(2, —4) y es perpendicular a la direccion del vector v = (4, —1).

El vector director de la recta es el (1, 4).

Ecuacion continua — x —2= y+a

4
L, o X=2+t
Ecuaciéon paramétrica —
y=—4+4t

Ecuacién general —» 4x -y -12=0

Ecuacion explicita — y =4x —12

95. Expresa en forma vectorial, paramétrica y continua la ecuacion de la recta que:

a) Pasa por el punto (1, 3) y es paralela a la recta XTM = y%f

b) Es paralelaalarecta 5x — 2y + 12 = 0y pasa por el punto (—2, 5).
a) Vector director de la recta: (2, —4)
Ecuacion vectorial = (x, y) = (1, 3) + t(2, —4)

E 3 sty s x =142t
cuaciones paramétricas y=3—4
iz : x—1 y—=3
Ecuacion continua —» —— =
) —4

b) Vector director de la recta: (2, 5)
Ecuacion vectorial — (x, ) = (=2, 5) + (2, 5)
=2 2r}
y =545t
X+2 _y=5
5

Ecuaciones paramétricas —

Ecuacion continua —

96. Expresa en forma explicita la recta que:

a) Pasa por el punto (0, — 1)y es paralela a la recta X=2+ 3t}.

y=—4

X—3 y
b) Es paralela a la recta 2 = =
a) Vector director de la recta: (3, 0) b) Vector director de la recta: (4, —1)
Pendiente:m =0

y pasa por el punto (5, —2).

Pendiente:m:—i
—1=0+n->n=-1

Ecuacioén explicita —» y = —1 —2= 2 +n—->n= 2

" e 1 3
Ecuacién explicita » y = —x — —

4" 4
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97. Escribe la ecuacion general de la recta que:

a) Pasa por el punto (10, —2) y es paralela a la recta ); i - 3t}.

8 —3
b) Es paralelaalarecta y = 2 y pasa por el punto (4, 0).
a) Expresamos la recta en forma continua: % = ’V—+22

Y la expresamos en forma general: =2x +20 = =3y —6 - —2x+ 3y + 26 =0

b) Vector director de la recta: (1, 4)
. X —4 y
Expresamos la recta en forma continua: =
1 4

Y la expresamos en forma general: 4x — 16 =y —>4x—y— 16=0

98. Escribe en forma vectorial y paramétrica la recta que:

a) Pasa por el punto (0, —3) y es perpendicular a la recta Xj32 =

b) Pasa por el punto (—5,0) y es perpendicular alarecta —3x — 2y + 7 = 0.
a) Unvector perpendicular a (—3, 4) es (4, 3).
Ecuacion vectorial — (x, y) = (0, —3) + t(4, 3)

Ecuaciones paramétricas — X =4
P y=-=3+43t

b) Calculamos el vector director de la recta:
A(1,2), B(=1,5) = AB = (=2, 3)
Un vector perpendicular a (—2, 3) es (—3, —2)

Ecuacion vectorial — (x,y) = (—5,0) + t(—3, —2)
. . Xx=-5- 3r}
Ecuaciones paramétricas —
y =-=2t

99. Determina la ecuacion continua de la recta que cumple estas condiciones.

—X+6
E—
b) Pasa por el punto (—4, 4)y es perpendicular alarecta —2x + y + 7 = 0.

a) Pasa por el punto (7, —1)y es perpendicular alarecta y =

a) Calculamos el vector director de la recta:

AB=(3,-1)
Un vector perpendiculara (3, —1) es (1, 3).
Expresamos la recta en forma continua:
x=7 _y+1

13

b) Calculamos el vector director de la recta:
A0, —7),B(1,—5) — AB=(1,2)
Un vector perpendicular a (1, 2) es (=2, 1).
Expresamos la recta en forma continua:
x4 _y-4
-2 1
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100. Determina el punto de la recta X; 1_ y_+11 que dista 2 unidades del punto P(—2, 2).

Expresamos la recta en forma paramétrica:

x=142t

y=-1- f}

Los puntos de la recta son de la forma:

Al 42t =1 —1)

Calculamos los vectores que van de la recta al punto P:
AP=(-3-2t3+1)

Veamos cuéles de estos vectores tienen modulo 2.

2=(=3-202 4+ B+ > 4=9+4+12t+42+9+ 6t + 12

il
o 2=y
-5t 418t +14=0— 5
-+
’ 5
Por tanto, los puntos son:
s _18_52m1_1+9+5m] A2]+—18+52\m’_]+9—5\m

101. Estudia la posicion relativa de estos pares de rectas.

) X=2-3t X =—1+6t

ar.y:t S'y:1f2t

b)r_X:T—ét} S_X:2+3t}
y=—-3+4+2t Ty =—t

a) G =(-3.1 y I =(6-2).

Son vectores paralelos y ademas las rectas coinciden en un punto, por ejemplo (2,0), entonces son rectas
coincidentes.
b) T =(-6,2)
U=6-1
Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A1, —3), de la recta r, pertenece a la recta s.
1
1gi+3u}_>u——§

Las rectas son paralelas.

102. Analiza la posicion relativa de las rectasry s.

X—1 y+2 o X y—1

a) r. 3 - .?*—74
X+1 _ y—2 x+1 y+3
b) r: > 3 S: > 3

a) u;=(3,-2)  u,=(2-4).

%:: _—i — Son rectas secantes.
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by 7=02,-3 T=02-3
Como los vectores son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A(—1, 2), de la recta r, pertenece a la recta s.
—14+1  —243
=
Las rectas son paralelas.

103. Investiga qué posicion relativa tienen los siguientes pares de rectas.
r.2x —éy+4=0 Ss—Xx+3y—2=0

by riéex—4y+11=0 s —9%x+6éy—1=0
r

c)ridx—y+1=0 S:2x—3y+13=0
a) % = _?6 = iz — Las rectas son coincidentes.
b) =2 = 6 + il — Las rectas son paralelas.
6 —4 11
4 —1
Q ? * —3 — Las rectas son secantes.

104. Discute la posicion relativa de estas rectas.

a r b —1 . =3 +5
Ly 1 =
by r- =X+ . _ x—3
% —2 % 3
! 6 3
a) Lapendiente delarectares:m, = Z = 3
3
La pendiente de la recta s es:m, = 5
Como las pendientes son iguales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Veamos si el punto A1, —1), de la recta s, pertenece a la rectar.
6—1

—1# ——— — Las rectas son paralelas.
4

b) La pendiente de larectares m, = —% yladelarectases m, = —% .

Como las pendientes son distintas, son rectas secantes.

105. ¢En qué posicion relativa estan estas parejas de rectas?

X=—1+4t _ o
a)r.y:372t} Ssx+2y—7=0
X
b)r:?:yf3 S:3X—6y+4=0
o X =43t
criy=3-—1 S'y=72t }
X+ X+3  y—7
Dry=""=3 R R —
a) Expresamos la recta ren forma general:
XT_H:L_;—>—2X—2:4)/—12—>—2X—4)/+10:0

Las rectas son paralelas.
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b) Expresamos la recta r en forma general:
rix-2y+6=0
Las rectas son paralelas.

c) Expresamos las rectas en forma general:
r:3x-y-1=0 $:12x-3y-8=0
Las rectas son secantes.

d) Expresamos las rectas en forma general:

r: =2y=>5+1 s =5x—15=2y—-14
5x+2y+1=0 5x+2y+1=0

| as rectas son coincidentes.

106. Discute la posicion relativa de la recta r que pasa por los puntos (—1, 2) y (3, 4), y la recta s que
queda definida por los puntos (—3, 4) y (2, —1).

Escribimos las rectas en forma general:
rix—2y+5=0 S X+y—-1=0

Las rectas son secantes.

107. {Qué posicion relativa mantienen los siguientes pares de rectas?

a) rpasa por (—3,4)y por (8, —1). b) rpasapor (—1,4)y por (2, —5).
SSX—2y+15=0 SX+2:y77
1 3
(=349

a) y=mx+n—— 4=-3m+n

y=mx+n L =1 —1=8m+n

5 29

= —ﬁx +— — 5x+4 11y — 29 = 0 — Las rectas son secantes.
b) I;=3,-9

u=(-13)

Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.

Veamos si el punto A(—1,4), de la recta r, pertenece a la recta s.

42 47
I

— Las rectas son coincidentes.

108. ¢En qué posicion relativa estan las siguientes parejas de rectas?

a) resperpendiculara3x — 4y + 11 = 0. b) resparalelaay = 2x — 3.
o X = ¢t } s X4 _ ¥
y=-3+8t 3 6

a) Calculamos el vector director de la recta:
3
m=—-—(423)
4
Este vector es perpendicular al vector director de la recta s.
U,=(4,3) U,=(-6,8)
Las rectas ry s son perpendiculares.

b) Sea aeR:

r2x—y=a—-m,=2 Si @ =8 — Coincidentes

— Son paralelas o coincidentes:
5:2X—y:8—>m5:2} P {

Si 8 = 8 — Paralelas
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109. Determina si las rectas r y s se cortan. En caso afirmativo calcula el punto de corte.

a) r:2x+3y—3=0
b)y riéx+9 —3=0

C)r'x—2y+3=0

S13x — 4y —13=0
S2X+3/—1=0
S —3x+6y—8=0

a) 2 = 3 Se cortan.

37 -4

Resolvemos el sistema de ecuaciones:

2X+3y-3=0
X=3y=-1
3x—4y—13:0}ﬂ v
b 6 9 -3 .
) 5=3 Son rectas coincidentes, cortan en todos los puntos.

12

-3 6

3
= = No se cortan, son rectas paralelas.

110. Indica, si es posible, los puntos de corte de los siguientes pares de rectas.
a X=3—2A X =—1—4n
y=—14+2A y =54 31
X=7—2A S X=5—4p
b) r: y37\} S'y:Eféu}
9 r X =1-—2\ . X=—3+n
Y =4+ 4N y=-1+2n
§ 2
3-XN=-1-4 5 . L.
a) H 2D, 14 8+ N =5+3u— ° _ El punto de interseccién es E,E] .
—1+2x=5+3p N 5
5
7—2x=5-4 XN—2p=1 . L .
b) wl_, " —X=1-p=0 — El punto de interseccién es (5, 3).
3A=3-6p N+2u=1
N
1T-2x=-3 2N\ =4 g . L s
<) +u AT =D AN (4 —2N) =3 — 8 punto de interseccion es —Z,E].
A An=-1+2u] AN-2u=3 he 42
4

111.

a) r2x—y+8=0

=X+

b)r.yf—3
X—1 _ y+3

c)r o T T
X=—1-3t

d)r'y:5+8t}

e)r_:éx+3
Ly >

Calcula los puntos de corte, si es posible, de las parejas de rectas.

gx:2+a}
y=7+t
X—2 y—1
S—— =
3 -2
sS3X+y+2=0
X—3 y+7
s =
1 —4
X=1+t
S 3
== 13t
y=5
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a) 22431)—(7+t)+8=0-244+61—7—-t+8=0>t=-1
El punto de corte es P(—1, 6).

b) 3y =—2x+7 _>2x+3y:7
—X+4=3y-3 2% =3y =-7
Hay infinitos puntos de corte, y las rectas son coincidentes.

Q —6x+6=2/+6 _}—6x—2y:0 _>3x+y: 0
X+y+2=0 N+y=-2 N4 y=-2
No hay puntos de corte, y las rectas son paralelas.

| =3t =3 548t +7

d) ] = 2 > 12t +16 =8t +12 > t = -1
El punto de corte es P(2, —3).
t
e) %+3r :%%34—6{ =6t +9

No tiene solucion, las rectas son paralelas.

112. Calcula los puntos de corte de estas rectas.

arx+2y—5=0 s:XTig:yi—q1
X=2—3t _ -

b) r y75+t} SSX+3y—2=0
X=2+t _ -

c)r 7375t} S2x—y+5=0

a) s: XT_3:V——>—X+3:2y—2—>x+2y—5:o

Son rectas coincidentes, todos sus puntos son de corte.

b) (2—-3t)+3(5+t)—2=0—2-3t+15+3t—2=0— No se cortan.

8
X ==
o) 2(2+t)—(3—5t)+5:o_>4+2t—3+5t+5:oHt:_gﬁ 21
=7
X+1 y—2 X=3—-t
113. Halla el valor que debe tomar k para que la recta = sea paralela a .
q P q k 3 P y=2+5t}

Para que las rectas sean paralelas, los vectores directores deben ser proporcionales.
k 3 3
k

—1 5 5

x—1
114. Encuentra el valor de a para que la recta ax + 3y — 7 = 0 sea paralela a 5 = y+2

Para que las rectas sean paralelas, los vectores directores deben ser proporcionales.
-3 a

5 1 5

115. Calcula el valor de k para que las rectas r y s sean paralelas.
rrkx+k+1y+8=0 $:5x+6y—12=0

E:—k+1¢i—>6k:5k+5—>k:5
5 6 —12
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116. Determina el valor de k para que las rectas r y s sean perpendiculares.
rrkx+k+1y+8=0 s16x—9 —-5=0
(a,b) Lt(—b,a) obien (a,b) Lt(b,—a).

K=ot | K k1 965
k+1=—16t -9 —16 32

117. Prueba que todas las rectas cuya ecuacion es del tipo y = ax + a pasan por el mismo punto. Halla

. X=21—-3t
el punto y la recta de ese tipo que es paralela a .
p y poq p y=—1+2t

Hallamos el punto de corte:
y=ax+a
s ax+a=bx+b—-@d—-bx=—a—-b—->x=—-1—-y=0

0 S i b} + + ( ) ( ) y
Todas las rectas pasan por (—1, 0).
Como la recta es paralela a la recta dada, su vector director es (=3, 2).

2
m=—"

3

2 2
Larectaes:y = —Xx ——
3 3

118. Calcula la distancia entre el punto Py la recta r en los siguientes casos.

a) P(0,0) rx—4+1=0
b) P(2,1) ri2x+3y—1=0
c) P(—=3, -1 rn3ax—2y—3=0

1.0-4.0+1 V17

a) d(P.r)= N2 7
C22431-1 &J/13
b) d(P,r) === =3
3.(-3)-2.(-1)-3
o d(P,r):\ ( )Jﬁ( ) \:101J3ﬁ

119. Halla la distancia del punto P(4, —2) a estas rectas.

- — 5= X —1 :y—2
a —&+8 —5=0 0 - .
b)X:27t} s

—u
Nyaws J—67 +8 10 2
b) Calculamos la ecuaciéon general de la recta:

—x+2:yT_2—>2x+y—6:O

dp = et Bo+Cl _[2-441- 26|
' (42 1 B2 [r2 12

¢) Hallamos la ecuacion general de la recta:

=0u

xX—6=3y—6-o56x—-3y=0->2X%—-y=0
_ Ao+Bo+d _[2-4-1-(21 10 e

dp, n) = LS
JA 4 B? 224 (—1)? Js5
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d) Determinamos la ecuacion general de la recta:
3y=4x—5->—4x+3y+5=0
dp = et Bo+cl _|-4-443 2451 _ 17,

/A2+B2 /(_4)2_,[_32 5

120. Determina la distancia entre la recta que pasa por los puntos A(—2, 4) y B(4, —2), y el punto
P(—3, 2).

Escribimos la recta en forma general:

[1(=3)+1-2-2 32

rox -2=0 d(P,r)=
+y — d(P.r) N >

121. Calcula la distancia del origen de coordenadas a la recta que pasa por (—3, 6)
X—1 y—2
—6 8
3 —6
Determinamos la recta pedida: X+6 = yT
Calculamos la ecuacion general de la recta:

8x+24=—-6y+36—=8+06y—12=0

dP, 1) = Ao +Bp+Cl _18-0+6-0-12] _12 _6

N Ere 10 S

y es paralela a

122. cCalcula la distancia entre las siguientes rectas paralelas.

a) ridx—3y+1=0 S8 —6y—5=0
by rix+2y—5=0 SiAx+8y+2=0
C) r'5x—y—16=0 S5 —y+16=0

a) Un punto de la recta res P(2, 3).

8:2-6-3-5 7
d(P,S)Z%IE

b) Un punto de la recta res P(—1, 3).

4.-(-)+8-3+2 16
d(P,s):‘ ( )\/% ‘: ”

c) Un punto de la recta res P(3, —1).

531 (=116 16426
V26 13

d(P,s)

123. ¢Qué distancia hay entre las rectas ry s?

X =—1+2t o -
a)r.y:3+t } Si—X+2y+5=0
X+3  y—1 8 — 3

b) r: =— sy=

) 2 6 4

C)r_X:2+3t} sy X1
y=—1-—t ' 3
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b) U, = (2,6), U, = (4,8). Los vectores no son proporcionales; por tanto,
las rectas son secantes.

Q) U,=(@3,—-1),u.= (3, —1). Como los vectores son iguales, las rectas
son paralelas o coincidentes.
) -2-1
Tomamos un punto de la recta r, A(2, —1),y vemos si pertenece a s: — 1= :
3

Las rectas son coincidentes.

124. calcula el valor de a para que la distancia entre el punto A(2,a)ylarectar:13x — 12y +2 =0
sea de 3 unidades.

d(A,r):%:B—ﬁ%—ua\ — 3313

= Si28-123>0:

28-12a=3/313 — a= 2313

12
- Si28 12a<0:
284123 =3313 —>a:3—“31132+28

125. Halla el valor de b para que la recta ry el punto P se encuentren a 5 unidades de distancia.

r.X—|—'I_y—|—3

> 3 P(—4,1)

Expresamos la recta en forma general:

3X+3=by+3b—3x—by+3—-3b=0

[3.(—4)—b-14+3—3b]
F 4 (—bY

O —72b6+144=0—>b=4

5= — 594 b> =|—9—4b|

126. Calcula el valor de k para que la distancia entre lasrectasr:3x + 4y + k=0ys:6x —8y —10 =0
sea 4.

Un punto de la recta s es P(-5, —5).

|3:(=5)+4-(—5)+K|
5

d(P,r)= —4—|-354+k =20

= Si -354+k>0:
—354+k=20—Kk=55
= Si -35+k<0:

35-k=20—k=15
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L. X+1 -5 L .
127. Encuentra la ecuacion de una recta que sea paralela a —3 = y 2 y que esté a 8 unidades
de distancia de ella.
La recta tiene esta ecuacién general.
4x+3y+C=0
g 14-=N+3-5+C| 40 =114
V4?4 3?
C=29,C= —51
Las siguientes rectas cumplen las condiciones indicadas.
A+ 3y+29=0
4x+3y—51=0
128. Determina el angulo que forman las rectasry s.
a)r:x:2f37\ X =21 }
y=—1-2\ y=5+3u
4x + 1
by riy=3x+2 Sy = —
X y—4 2X+3 vy
C) ri—=-—— s ==
) 2 6 —1 2
d r:20x —4y+1=0 S:—15x+3y+7=0
a) U=(32,0=(223)
ld,- a4+ d; - o [3.242.3] 12
os o = = —
Ja+dd - Ja+a 3422 2y 13
o=22°37"11,51"
b) &7=(1,3),U;=(—4,8)
_ ldira+daol 0 11-(=9+3-8]
OsS 0x = — =
Johi+d: Jat+a  JE+3 ey +8
20 42
V800 2
a=45°

0 T =(26), T =(-14)

2-(=1)+6-4] 11
COS o = =
V4017 J170
d) 0;=(4,20),0,= (3,15
|dy- G4y - & |4.3420.15] 312

oS v = = = =]
JE+& Ja+a  Jo+20 P17 312

— o =32°28"16,3"

a=0°

129. ¢Qué angulo forman entre si estos pares de rectas?

a)r:)(i—;g:yT+1 Sly=—5x+3
byriy=3x—2 S;iglgt}
c)r:j/(ig+t} S2X+2y—1=0
dr3ax—y—3=0 s:)(;2:7L4
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a) U, =(-23), u,=(1,-5) o u=07,u=02-2
—2— 1:241-(=2
COSOL:‘ 2 15‘:ﬂ—>u:22022'48" COS o= [t2+1-(-2) =0—a=90°
Vidv2e 26 VP22 T (27
b) u;=(13), U, =(-13) d u,=03), u,=02-4)
- 1.2+3-(—4
COSOL:‘ 1Jr()‘:é—>u:36°52‘11,6“ COS o = [2+3 (- 4) __10 =£—>a=45°
V10410 5 VP13 22 (4 V200 2
X—6 y+3

130. Calcula el angulo que formanentresilasrectasr:y=x+ 1,s:x+4y +4 =0yt 2 3
rix—y+1=0
S:X+4y+4=0
t=3x+2y-12=0

11-14] 3

CoS /’/,TG = 1= 5 =59
(7s) NN AN

—~y [11=12 .
cos\rit)=———=——03=78,7
) 213 26 g
COS(§)=‘1.3+4.2‘_ 11 —7&242,30

V73 V221

131. Encuentra el angulo que forman la recta que pasa por los puntos P(—1, 4) y Q(3, 8)
X—3 y+2
=

y larecta

—

PQ=4,4),0,=(278)
ldi-a+di-col 4. 2+4.8] 40
Jé+& - Jera Je+a . Jrier 217

s o =

a=30°57"'49,52"

132. Obtén la medida de los angulos que forman las parejas de rectasry s.

4x — 3
ariy=
S pasa por (—1,6)yes paralelaa 4x + 2y + 7 = 0.
b)r:x+3:1
’ X—=1 y+9
S pasa por (3, 8) y es paralela a =

C) r:8x—2y—3=0

) X=6—1
S es perpendicular a asa por (3, —2).
perp y:71+3t}vp por 3, —2)
a) U,=02,4,u=02 -4
ld- ¢ +d,-cl [2.244.- (-4 12 3
C0s v = = _ 1 _ 2
\/d?+d§ -\/C%+C§ \/22+(—4)2 -\/42+22 20 5

a=53"7"48"

295



Geometria analitica

b) 7=0,2,0,=024
|y~ 6 +dy - &l [T 242 . 4] 10

=1 :—:]
JE+dB Ja+a P2 J244 10

a = 0°— Las rectas son paralelas.

s o =

A T=1(29
El vector &, debe ser perpendicular a (—1, 3); por tanto, puede ser U, = (3, 1).
oo ld,- c,+d, - 6l _ [2.34+8-1] _ 14 74170
Jai+d Jea+ra 2 JF4r Jeso 170
a=57°31"43,71"

133. Obtén el valor que debe tener b para que la recta 3x + by + 6 = 0 forme un angulo de 60°

X+4

conlarectay = —3

Ur=(=31),0=(-3)
ld 46 s 6 T [-3-b+1-(-3)

cos 60° = O B
JB+dd - Ja+a 2 Jep+? 43y
_—18-1543 —18+153

—->m= .m=
13 13

134. Halla el valor de k para que las rectas r y s formen un angulo de 45°.

X=2+t
r'y:—3+2t} SSkx —2y+1=0
r:2x—-y-7=0
V2 2%k +2 1
C0S45° =—=————k ==, k,=-3
2 Jklias 0 37

135. Escribe las ecuaciones, en la forma general, de las rectas que forman el siguiente triangulo.

Y
L ]s - N
i b LS el 1 \\
I N
i \\ e X
th
La recta r pasa por los puntos (—3,1) y [3, g] :
U =(4,1) ri—x+4y-7=0
5 5
La recta s pasa por los puntos 3,z y <s,—Z :

U, =(4,-5) SI5X+4y —25=0
La recta t pasa por los puntos [6, —%] y (=3,7):

U = (-4, tiX+4y—1=0

296



Geometria analitica

136. Determina la recta paralela a r que pasa por el punto simétrico de P respecto de la recta r.
a)r2x—3y+10=0 P4, —7)

X =2t
b) r'y:27t} P, 4)
criy= ? P(5, —9)

a) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
X4 _yHT
-2 3
Hallamos el punto de corte de las rectas:
A —3y+10=0 } 2x—3y:—10}_>x:—2}
X—12=-2y—14| 3 +2y=-2 y=2
(=2, 2) es el punto medio de Py su simétrico, P, respecto de r.

Calculamos P'(x, y):

2 2>:[4—|—xl —7+y]_)x:—8}
2 2 y=1

L ; x=-8+43t

a recta es: y:11+2t

b) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
JXh_y-4
1 —2
Hallamos el punto de corte de las rectas:
2t —4 2t —4
T 22

(—4,0) es el punto medio de Py su simétrico, P, respecto de r.

> t=2

Calculamos P'(x, y):

(_410):[44—)(’ 4+y]_}x:—12}
2 2 y=-4
La rectaes:xz_12_2r}

y=—4—t

c) Calculamos la recta s, perpendicular a r, y que pasa por P:
o X= 5 y+9

-3 4
Hallamos el punto de corte de las rectas:
4y = 3x —1 =3 +4y =-1 _)x:—1
4x —20 = -3y — 27 4x + 3y = —7 y=-1

(=1, —=1) es el punto medio de Py su simétrico, P', respecto de r.

Calculamos P'(x, y):

(-1, —7=|2FX P+y _>X:—7}
2 2 y=7

L " x=—7+4

arecaes.y:7+3[

137. Encuentra la ecuacion de la recta simétrica de r respecto de la recta s.

a)r:y:)(g4 Si—Xx+2y+4=0
X=2—t ) o
b)r'y=3+2t} S:2X+y—7=0
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a) U;=0210),0=021)

Las rectas son paralelas o coincidentes.

Elegimos un punto, P, de ry calculamos la distancia hasta s:
_ Ao +Bp+Cl _|-4+2-0+4]
T N

Las rectas son coincidentes y, por tanto, la recta simétrica es la misma.

P(4,0) dP, s) 0

by T,=(-1,2,0,=(1,-2)
Como los vectores son proporcionales, las rectas son paralelas o coincidentes.
Elegimos un punto, P, de ry calculamos la distancia hasta s:
_ e+ 8rot+cl _12-241-3-7] _
N N2+ P -

Las rectas son coincidentes y, por tanto, la recta simétrica es la misma.

P2, 3) e, s) 0

138. Los puntos P(3, 3) y Q(6, —1) son simétricos respecto de una recta. Halla la ecuacion general
de esta recta.

PQ = (3, - 4) es el vector normal de la recta. M[% _1;3] = [% 1]

r:3x—4y—g:0—>éx—8y—19:0

139. Comprueba si estan alineados los puntos P(—1, 4), Q(3, 1) y R(11, —5). En caso afirmativo, escribe
la ecuacion de la recta que los contiene.
Calculamos los vectores formados por los puntos:
PO=(4,-3)
PR =(12,-9)
Como los vectores son proporcionales, los puntos estan alineados.

Calculamos la ecuacion de la recta que los contiene:

7 x=—=144t
Ty =4-3t

140. Demuestra que los puntos A(3, —2), B(9, 6) y C(10, 5) son los vértices de un triangulo rectangulo.
AC=(7.7) BC=(1-1)

Son ortogonales: AC-BC=7-1+7-(-1)=0

141. Para este triangulo calcula lo siguiente.

o
EN
T

a) La longitud del segmento AC.
b) La ecuacion de la recta que pasa por Ay por C.
c) Elarea del triangulo ABC.
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A1, 3) . o e T e
a) c<of4>}ﬂAC—C*A—< 1=7) = |AC| = (-1 +(-7F =50 =52

1

b) La recta pasa por el punto Ay tiene vector director AC . Por tanto, su ecuaciénesr,.. 7x—-y=4.

c) Para calcular el drea se necesitan conocer la base, b, y la altura, h, del triangulo:

YA

n B/-
+ D

._.
<y

b=[Ac|=52.
La recta que definird h cumple lo siguiente:

r vﬁLAC_M . vﬁ:(7,—1)_>x+2:y—1_> I X+7y=5
B(-2,1) 7 -1

B2y
El punto de intersecciéon de r, con la recta r,. permite obtener la longitud de la altura, h:

IxX—-y=4
—D
X+7y=5

Ecgil
50" 50

~ =B8] = [@,_E] _19V2
50 50 10

b-h .

19V2
-h V2 10
2 2 2

Por tanto, A

tridngulo

142. Calcula el area del triangulo formado al unir los puntos medios del triangulo cuyos vértices son
los puntos A(5, 3), B(—3, 4) y C(0, —3).

Primero, se localizan los vértices del triangulo del que se va a calcular el area:

= Punto medio de AB: P:[E,&]:[m Z] Y4
2 2 2

= Punto medio de AC: O:[SLZO'E]:[%O]

. 'ra’
= Punto medio de BC :R:[ﬂ,ﬂ]:[—il]
2 2 2 2 -

Se toma como base el segmento RQ, es decir:

2
b=[R0| =@} +[—%] - */2_5 ~ 4,03

— 1
RO=|4,——
JFo-le3)
[ ; —2X+16y =5
o~[3)
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La recta que definird h cumple lo siguiente:

v LRO \/7:[%,4] vl
h: P[1 Z] , es decir, r, : ; H%:TZH%X—Z)/:Q El punto de interseccion de 1, conf;, permite
2 (T

obtener la longitud de la altura:

2X+16y =5 .
+16y HE[31 337] h:‘EP‘—[99,3%]~6,14
130 65

16X —2y =9 130" 130

Por tanto, A, = bzh %:123721 u.

143. La recta que pasa por M(2, 3) y es paralela alarectar:y = 3x 4+ 1 determina con los ejes
coordenados un triangulo. Halla su area.

Primero se calcula la ecuacién de la recta s:

— YA

s|r = 1
SZ{ | s (1'3)~>3X7y:3

Mes |M@2,3) T

M
A continuacién se obtienen los puntos de interseccion de la recta s con los
ejes de coordenadas: 1 -Lo
X=0 y=0 HERRIYaERER]
B, -3 c(,0 T

3x—y:3]ﬂ 0.-3 3x—y:3}ﬂ (.0 /
El tridngulo estd formado por los puntos O, B, C. Como son puntos que estan ¢
sobre los ejes de coordenadas, los vectores oc y@ son perpendiculares.

Entonces:
\@E\ P02 =1 \o"B\ —Jo? (37 =3

Y finalmente se obtiene el drea: A, = ‘Od o8] _13

2 2

== 2

3
2

144. Los puntos A(2, 2) y B(—10, —2) son los vértices correspondientes al lado desigual de un triangulo
X =1-—6t
=1+ 2t
Igualamos el médulo de los vectores que van de la recta hasta los puntos Ay B.
JO—6t =2 + (1420 =2 =J(1=6t +10] +(1+2t +2)
—t=1-(-573)

isOsceles. El otro lado esta sobre la recta } Determina el tridngulo y halla su area.

Hallamos las longitudes de los lados: AB = (=12, —-4), AC = (=7, 1y BC = (5,5)
|AB | =+/(- =160

IAC| =~ J_

= m =

Determinamos la altura sobre el lado desigual, utilizando el teorema de Pitédgoras:
2
2
-
b-h 160 -4/10
2

2

Por tanto, el drea es: A = =20u?
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145. Halla el area del cuadrilatero formado por los puntos (1, 3), (—2, 4), (—1, —3) y (3, —2).

Sean A(1, 3), B(-2, 4), C(—1, —3), D(3, —2)los puntos dados. La representacion grafica muestra que el cuadrilatero
no es un paralelogramo. Entonces, para calcular el area hay que dividirlo en dos tridngulos mediante una de sus

diagonales:
La diagonal, r,., tiene por ecuacion r,. : ﬁ(ﬁ; 2.-6)_, y =3x

» Tridngulo ABC:
AC-AB=(-2,—6)-(-3,1)=6—6=0— Loslados AC yAB son perpendiculares. Entonces:
‘R‘:m:mzzm 200
78| -5+~ 0 R
» Tridngulo ADC:

AD-CD=(2,—5)-(4,)=8—-5=0— Loslados AD yCD son perpendiculares. Entonces, hay que calcular la
altura, h, relativa al lado del triangulo que se tome como base:

Base = ‘Z@‘ =2J10
La recta que definird la altura, h , cumple lo siguiente:

r: Ve LAC , es decir, I, Y :(6’72)HX+3)/=73
D(3,-2) D(3,-2)

El punto de interseccién de r, conr,. permite obtener la longitud de la altura:

y=3x ]_}E[ 3 79]_>h:‘@‘:‘[33 11]‘_@

X+3y=-3 10" 10 10" 10) 10
2470 - 1N10
Por tanto, A, :%:11 u.

ASl, Auen = Auge + Ase =10+ 11=21172 .

146. Calcula el centro de un paralelogramo del que conocemos los vértices (5, —1), (9, 5) y (—1, —5).
icuantas soluciones tiene este problema? ;Por qué? Haz un dibujo en el que se muestren todas
las soluciones.

Llamamos a los puntos A(5, —1), B(9, 5) y C(—1, —5).

—

AB= (4,6)
Hacemos una traslacion con origen en Cy vector (4, 6), y obtenemos
un punto D, que forma un paralelogramo: D(3, 1)

Calculamos el centro del paralelogramo, E:

(x, ):[9_1,5_5]—>E(4,O)
2 2

Hacemos una traslacion con origen en Cy vector (—4, —6),
y obtenemos un punto D', que forma un paralelogramo: D'(—5, —11)

Calculamos el centro del paralelogramo, E*
(x, ):[9_5,5_”]—>E'(2,—3>

2 2
CB=(10,10)
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Hacemos una traslacion con origen en Ay vector (10, 10),
y obtenemos un punto D", que forma un paralelogramo: D" = (15, 9)

Calculamos el centro del paralelogramo, £

x y) = []5_] 9;5] SE7,2)

2
Este problema tiene tres soluciones.
Y Y Y
E - 5
+ °
s D"
B 21 B
L B »
3 r
1 P 8 1 4l
[ e e o ke e e e e e C 3 e e e e B B e e N N
1 EFe X [ i 2 L] X
A A
- 1%
L L4
c C
fo%

147. Calcula la ecuacion de las rectas paralelas a la recta r: 10x — 3y + 4 = 0 cuya distancia al punto
P(3, 1) es 2.

Sélo hay dos rectas que cumplan las caracteristicas dadas. Como son paralelas a y
r, tienen el mismo vector director, es decir son:

$:10x -3y +c=0 t:10x -3y +c'=0

Entonces, imponiendo la condicidn de la distancia:

27 +cC

=2 sic>-27
d:\10-3—3~1+c\:2_)\27+c\_) V109 T [e=109-27
J9+100 J109 -27-C ¢'=-24109 —27

148. Halla la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(—3, 3) y se encuentra a una distancia de 2
unidades del punto Q(0, 5).

Como la recta pasa por el punto P:
ax+by+c=0—L32 ,_3343b+c=0

Se crea un tridngulo rectangulo, cuyos vértices son P, Qy R, donde R es la proyeccidn del punto Q sobre la recta

buscada:
Y..
R 1
4'7.0
P
1 +
I 1 X
[PQ| =9+ =113 [OR] = 2=, Ve =5 = X" + (s =5F —4=x.7 +(y, =5
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Por el teorema de Pitagoras:
13:4+‘P—R‘2 —>3:‘P—R‘ — (X +3 + (Y —37 =9

Resolviendo el sistema, se obtienen las coordenadas del punto R:

A= X2 4y, 5 - XR—O,ZZR—3—>7|\;oval|da._>R[_24 E]
(X +3V +(y,—3° =9 Xe=—"3: V=13 1313

La recta buscada estd determinada por los puntos Py R:

PR—R—p=|1 3¢
r 13"13) —r:36x — 15y = —153

P(-3,3)

149. Obtén la ecuacion de la recta que pasa por el punto P(2, —5) y por la interseccion de las rectas
r:s5x —2y+1=0ys:d4x—y+7=0.

Primero se obtiene el punto Q, interseccién de las rectas ry s:

5X—2y +1=0

4X—y+7=0

}Msx—zmxw)w:o_,o[_g,_%

Para terminar se calcula la ecuacién de la recta que pasa por los puntos Py Q:

P(2,—5) 5.3 "
13 3Nt-m= 133 =g t116x—19y ~127 =0
N 242

// P

i

150. Calcula el valor de k para que estas tres rectas se corten en el mismo punto. Determina las
coordenadas de dicho punto.

2X+5 —1=0 —x+2y+k=0 4x+7y—5=0
Se denotan por r, sy t a las rectas dadas:

r:2x+45y—-1=0
S —X+2y+k=0
t:idx+7y -5=0

Calculando el punto de interseccién, P, de las rectas ry t, y obligando a que este punto pertenezca a la recta, se
obtiene k:

2x+5y—1:0] —4x—10y +2=0

~ —Rediedn_,_ 3y, 3=0— P(3,—)
Ax+7y—-5=0] 4x+7y-5=0 '

X422y +k=0—LBD<Es 3 _24k=0—-k=5
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151. Sea el tridngulo de vértices A(1, 1), B(4, 6) y C(7, 2). Las rectas paralelas por cada vértice al lado
opuesto forman un tridngulo AB’C".

¥
N\ —
\\ ”.—’ A’
LT i 1/
N AN
N\ / N1/
N |/
P == [ C
et 5
N
N/ *

Determina las coordenadas de estos vértices y comprueba que los dos tridngulos son semejantes
calculando los angulos de ambos triangulos.

Primero se calculan las ecuaciones de las rectas determinadas por los puntos A’, B’ y C' dos a dos:

=395 .
2)}—> Fyg' 5X—3y =29

Vie=Vie =C=A=6 . . o o
Ba, 6|

ol AX+3y =7

Vee =Vgo =C—-B=@-4)|
Al °

A continuacion se obtienen las coordenadas de A’, B’ y C' hallando las respectivas intersecciones de las rectas
anteriores:

5x -3y =29
A=l y

oo = o 32]M>5(6y—32)—3y:29_>A'(10, 7)

5X —3y =29

B'=rpg Nlyp
A'B BCH4X+3y:7

] Reduccion BI(4, 73)
X—6y=-32] —4x+424y=128
C'="rpeNlye — y J’ P

Reduccion C' 721 5
ax+3y=7 | ax+3y=7 ] 2.3

Para terminar, se comprueba que los dos tridngulos son semejantes:

—4.%

Ve -V -V -1 . o _ABA_ AT~

cos 3= ‘VA:BH;:C‘_‘ ‘ ‘\fc‘_cosﬁ—m NCERTS —B3=p'=67,834°— ABC=A'B'C

Vo, Vi F 14 , o BRA_ BTATR
cosw_‘VAC‘.“f;‘— ‘Z_C =Cc0S~'= m m =~'=62,592°-BCA=B'C'A
cos(xv‘/'v‘jc Vm'v— ':ﬁaa:w,wmac’@:m'
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152. En un tridngulo ABC, un vértice es A(2, 5). El punto medio del lado BC es (3, 1) y el punto medio
del lado AB es (0, 4). Calcula los vértices By C del triangulo.

YA
| A
Mg
B
MAC
11
1 X
c
M,y = A+B —(0,4)= 2,9+, +b) —B(=2,3)
2 2

M, - B¢ H(glq):wqa&_q)

153. Determina las coordenadas de un punto P, sabiendo que pertenecealarectar:x —y +1=0
y dista 5 unidades del origen de coordenadas.

diP,0)=5

Sea el punto P(x, y). P debe cumplir
p (X, y) p pPer

} . Por tanto:

‘/:‘o":\/az+b2 =5-8" +b"=25
a-b+1=0

P(—4,-3)

a=b-1 2 2 _o5_,
’—>(b W +b*=25 {%:(314)

154. Halla las coordenadas de los puntos de la rectar: 2x + 3y + 4 = 0 que estan a una distancia de 2
unidades de larectas:3x + 4y — 6 = 0.

Se denota por P(a, b) al punto o puntos buscados:

* Porunlado, Per—2a+3b+4=0.

* Por otro lado, imponiendo la condicién de la distancia: d(P,s) = ‘3a+4b76‘ = ‘3a+4b76‘ =2

J16+9 5
Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, se obtiene P:
2a+3b+4=0 2a+3b+4=0
3atab—6 o X=064—y=—44—R(64,—44) —3a-4b+6 (o X=A=y=—4—P-4)

5 5

155. Uno de los vértices de un paralelogramo es el origen de coordenadas y otro es el punto (3, 5).

Halla las coordenadas de los otros dos vértices si uno esta en la recta de ecuacion x — 2y =0y el
otro esta en la recta de ecuacion 2x + y = 0.

Y

22X+l = X —=DPRvi=0
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Sea A(3,5), r:x—2y=0y s:2x+y =0el puntoy las rectas conocidas.
Las rectas dadas son perpendiculares, pues su producto escalar es nulo.
2,10 (=1,2=-2+2=0
Con esta observacion es facil calcular las ecuaciones de los lados que faltan:
= Rectat:
Aquella paralela a s que pasa por A:
V=12 >V, = (=122 t:12x + y =11
= Recta z:
Aquella paralela a r que pasa por A:
V=2 N>V, =202 zix -2y =-7
Entonces, los vértices desconocidos del rectangulo son los puntos de interseccidn siguientes:

X—Zy:O] 22 1
—

B—,—J C=sSNzZ—
55

B=rnt—

2X+y =0
.
2X+y =1

X—=2y=-7

7 E]
55

156. Halla la proyeccion ortogonal del punto P(7, 4) sobre larectax — 2y — 4 = 0.

Y

Sear:x—-2y—-4=0.

Primero se calcula la recta, s, perpendicular a r que pasa por P:

V=2, N>V, =(-12 =55 2x+y =18

Asi, la proyeccién ortogonal del punto P sobre la recta r es otro punto Q, que viene determinado por la
interseccion entre ry s:

X—2y=4

—x=2y+d 92 4 =18—=y=2—-Xx=8—0(8,2
2X+y:18} @y +4)+y=18-y=2-x=8-08,2)

157. Encuentra un punto en el eje de abscisas que esté a la misma distancia del punto A(5, 4) que de
X+1 y—4

3

Sea P(a,0) el punto buscado. Entonces:

larectar:

2 2
d(P,A):d(P,r)—M/(S—a)Z+42:MH( (5_a)z+42) :%e1632—364a+664:0—> 8

V4t 432
Es sencillo comprobar que ambas soluciones son validas. Por tanto, hay dos puntos solucién:

P(2,0) P %0]
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158. Un angulo recto tiene su vértice en el punto A(3, 4) y su bisectriz tiene por ecuacion
2X — y — 2 = 0. Halla las ecuaciones de sus lados.

La bisectriz tiene por vector director (1, 2).

Escribimos la ecuacion punto-pendiente de los lados:
y—4=mx—-3) > —mx+y—4+3m=0

Aplicamos la férmula del angulo entre dos rectas:

cosaz—_ldatd-aol N2 li+2.m]
Jdi+di -+ 2 P22 Pm?

1

- >m=-3m=—

3

1
Las ecuaciones son:3x+y — 13 =0 —;X—i—y —-3=0

159. De todas las rectas que pasan por el punto A(2, 3), calcula la que determina segmentos iguales
al cortar a los dos ejes cartesianos.

N
e

Las rectas que pasan por A son de la forma:
y=—3=mkx—-2)
Estas rectas cortan a los ejes en los puntos:

—3+2m, O]

(0,3 —2m) [
m

La distancia al origen (0, 0) debe serigual:

2
B-2m)? = [—?>—i—2rn] — Hay tres soluciones.

m
m=—-1l->y=—x+5
my=1—y=x+1
mgziey:ix

2 2
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160. Halla las coordenadas del circuncentro del triangulo de vértices £

que el circuncentro equidista de los vértices. ,
A

Para hallar las coordenadas del circuncentro basta con calcular las
ecuaciones de dos de las mediatrices del tridngulo y obtener su
interseccion: 1 A

= Mediatriz 1: ms

AC=(@3,-1)—V, =(13)

— m,:3X—y=28
R
2 2'2 _ | | | [N
1 ' ' I Tx
* Mediatriz 2: m;
T B
AB=(2,~4)—V, =42 m
A+B — My x=2y =1

M,==—= =M, =,

3x—y=8
Asi, el circuncentro es el punto CC=m,Nm, — y

=003, 1
X2y:1} 37

Obteniendo la tercera mediatriz, y viendo si pasa por el circuncentro, se comprueba si esta bien calculado:

m,: X +3y =6—21 .31 3=6— Es correcto.

161. Halla la ecuacion de la recta que corta a los ejes de coordenadas en los puntos (3, 0) y (0, 5).

. . o X
Confirma que esa ecuacion puede escribirse en la forma 3 + % =1.
Comprueba que si una recta corta a los ejes en los puntos (a, 0) y (0, b), su ecuacion puede
- X
escribirse en la forma >y + % =1

Esta manera de escribir una recta se llama forma candnica o segmentaria.

Sean A(3,0) y B(0,5). La recta r que pasa por (3, 0) y (0, 5) es:

V,=(3,00-(0,5=(3,—5)

— r:5x+3y=15
A3, 0)

En general, si una recta corta a los ejes en los puntos P(a,0) y Q(0, b), su ecuacion es:

© | x

Y . y
Zo-—S4l=L 5 s: o+ =1
P(a, 0) b b

PO=Q-P=(-ab|_x-a_y X
-a b a

162. Dado el segmento AB, donde A(—2, 1) y B(2, 3), construye los posibles triangulos equilateros
en los que AB es uno de sus lados.

AB = (4,2)

— [ X =2y =—4
A2, } . /

La ecuacion genérica de las rectas buscadas que pasan por A es:
Y+2=mX-N—mx—-y—-2+m=0

Asi, aplicando la condicidn del angulo, se obtienen las posibles pendientes:
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m,=8-5J3
m, =8+5V3

€0S 60° =

NNt P) Bl WS e

Im+2| _)[1]2[ Im+2|

2
—>m2—16m—110—>{

YA

r -
AD ! { /
/ rec
1
A i
rac | 1 X

Entonces, se tiene que:

m=8-5J3— r.:(8=5J3)x—y—(10-5/3)=0
m,=8+5J3 = I, 8+5/3)x—y —(10+5/3)=0

La ecuacion genérica de las rectas buscadas que pasanporBesy —3=m(x—-2) - mx—y +((3-2m)=0:

m =8-5J3— r,:(8=5/3)x—y +(=13+103)=0

Asi, se tiene que
{mz =8+5V3 = Iy (8+5/3)X—y+(—13-1043)=0

Realizando las correspondientes intersecciones se obtienen los puntos Cy D, vértices de los dos tridngulos

posibles:

C=renr, tom o ——
actlles 271027 10

B-5/3x—y-(10-5/3)=0 | Hc[3 V3 1 17@]
B+5V3)x—y +(-13-10J3)=0]

D=r,Nryp—

B+5/3)x—y —(10+543)=0 ]_} _}D[3 V31 17@]

PRt
B—5/3)x -y +(=134+104/3)=0 2 10'2 10

163. El centro de un hexagono regular es el punto A(6, —2) y un lado se halla sobre la recta de ecuacion
—4x + 3y + 5 = 0. Determina las coordenadas de los vértices y su area.

”
7N
SN
AL
1
1
1
1

Calculamos la longitud de la apotema:
_ |-4.643-(=2+5]| _

dA, n 5
(=4 +3?
2
l 1043
Hallamos la longitud del lado: | = , |5 4 2] —>l= ;/_ u
P 6~ 3 -5
Determinamos el drea: A = 'Za” = > =504/3 u?
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3
de Ay pertenecen a la recta dada:

\/—+2 V= 4\/—
i
3

. 10
Calculamos los puntos que distan

6— X7+ (=2—y

—x+3y+5=0 xzz—\/§+z,y2: -
[x/—+21+ 4\F] {—J—+2 4\/7]

Otros dos vértices son simétricos a los vértices calculados respecto de A.

6 —2) = 3+2+X, 3 [ \/g_g_f]
2 2
5 A3 L 5
6, - =| 2 F2HX 2 —>E{O+\/_—5+4 ]
2 2 3
Para calcular los restantes vértices tenemos en cuenta la longitud de los lados.
2
2 4 1043
- 8\/3
2 X:Z\/§+6,y 7—2
(V3 +2- X +4J§_y _10v3
3 3
2!
4\/— 10V3
- 83
= x:—2\/§+6,y————2
J - f}f

{z\/§+6,8\§—z] { 2\/—+6—£—2

164. Juan y Belén se estan mirando uno al otro a través de un espejo situado seglin la recta de ecuacion
y = —X + 2. Belén se encuentra en el punto (—9, —1) y Juan en (—4, 3). {Qué coordenadas tiene el
punto M al que miran?

Espejo

Hallamos el vector director de la recta dada:
7= (1,—1)
Un vector perpendicular es o; = (1, 1).

La recta, perpendicular al espejo, que pasa por donde esta Belén es:

x==94+X\
y=-1+X

Determinamos el punto de corte de las dos rectas:
—14+X=9-XN+2>X=6—>(-3,5)
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Calculamos el punto simétrico respecto del espejo, B".
x—=9 y-—1
2 2

(—3,5)=[ - B'=@311)

Repitiendo el proceso con el otro punto dado obtenemos J"

Xx=—44X
y=3+X

3+x:4—x+2—>x:;—>[_5 9]

[_5’ 9]:[x—4l y+3]_”,(_1’6)
2 2 2 2
Determinamos la recta que pasa por (=9, 1) y por J"

X =-948X
y==14+7x

Calculamos la recta que pasa por (—4, 3) y por B".
X =—4+7n

y=34+8u

Hallamos el punto de corte de las rectas:

—9+8>\:—4+7u} 4 1

B = =
4 7n=3480 | T 5 TR

El punto de corte es: [—]53 23]

5

165. Larecta —2x + y = —3 es la mediatriz de un segmento AB con A(—2, 3). ;(Cuales son
las coordenadas del punto B?

La recta perpendicular a la mediatriz que contiene al punto A, es decir, la recta que contiene al segmento AB es:

Vas == oy oy 4
A(-2,3)
. X+2y=4 .
Su punto de corte con la mediatriz es 2ty =3 —C(2,7), que es el punto medio del segmento AB.

Entonces, las coordenadas de B, punto simétrico de A respecto a C son:

B(2-2422-1-3)=(6,-1)
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PARA PROFUNDIZAR
166. Elige la respuesta adecuada. (Concurso de Primavera)
Si la recta y = mx divide al triangulo de vértices (0, 0),
) . 1 1 1 1 1
(1, 1)y (6m, 0) en dos triangulos de igual area, la suma —— —— — — —
) £ 6 6 3 2
de todos los valores posibles de m es:
En el segmento BC marcamos los puntos Dy E que lo 5 9 3 i
dividen en tres segmentos iguales. Si BD? + BE2 = k - BC?, = =1 = 2 a0
el valor de k es:
iCudl es el area del triangulo de vértices A4, 0), B(0, 4) 4010 1012 4014 4016 1018

y C(—2010, 4020)?

Silarectay = 3x + 4 se refleja sobre larectay = —x,

¢cual es la ecuacion de la recta imagen? H=xA || =kd || Y=l sl s S

Las rectas r, y r, son simétricas respecto de la rectay = x. < b x b x b

; i ) X X

Silaecuacionder, esy = ax +b,cona # 0, laecuacion y=—+b y=——+by=—-=—— y="4— y=———

PR a a a a a a a a
R

O Larecta y = mx y pasa por el origen de coordenadas. Para que divida al tridngulo dado en otros dos de igual
area, el punto medio del lado opuesto:

M7(1,1)+(6m,0)7 14+ 6m 1]
2 2 2
m — 1
=
Mer:y:mx—>%:m~Maémz+m—1:0—> 12—>m1+m2:—%
m,=—
3
O Sea x la longitud del segmento BD. Entonces:
B X X X c
[ 2 L 3 o L ]
D E

X2 4+ (22X =k(Bx)> - 5x> =%x?* - k= g

0 AB=(-4,4)—|AB =\16+16 =42

AC=(

AC 4014,4020){%\: 20147 +4 0207 = 4 496,29
%:(-2010,4016){3?\: 20102 +4 0167 = 4 490,92

* Base: segmento AC — b = 4496,29

= Altura: se calcula la recta perpendicular a la recta r,.; después, el punto de interseccion entre ellas; y, para
terminar, la distancia entre el punto obtenido y B:
e :2010Xx +1007y =8 040

Vp =(=2010-10071 4 007x — 2010y = 8 040
B0, 4)

Asi, el dreaserd A= % :w =4010,546 Por tanto, la respuesta mas aproximada es 4 010.
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O Primero se calcula el angulo entre las dos rectas dadas:

3-1
V2 10

A continuacion se obtiene el punto de corte entre estas rectas:

COS o = —>COSo¢z§—>0¢z63,435°

Y =—x

AX =4 P(-11
y:3x+4}ﬁ =PV

Por otro lado, la ecuacion de la recta reflejada, dada en su forma punto-pendiente es:

y—1=mXx+N—mx—y+m-1=0

El dngulo entre la recta reflejada y la recta y = —x debe ser el obtenido anteriormente:

2 2 m,=3
m-—1 41— !
ﬁ = Q lewﬂgm2,10m+3zoﬁ 1
5 N2 4 2m? 5 242m mzzg
Y..
2 1/y=3x+4
AT recta reflejada

La pendiente de la recta dada es 3, por tanto, la pendiente de la recta reflejada es % .

Entonces, la ecuacion de la recta reflejadaes y — 1= %(x +N—-3y=x+4

O Repitiendo de forma general el procedimiento del apartado anterior, se obtiene que la ecuacién de la recta
b

X
reflejadaes y=—+—.
) y PR

167. calcula el angulo que deben formar dos vectores @ y b, para que sus modulos coincidan
con el moédulo de su diferencia, @ — b.

Es decir, |a|=|B|=/3 — b|.
.Y para que coincidan con el médulo de su suma, @ + b?

A
Z-D 2

o

Wy
@y
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|5*_b|:\/(x—z)2+(y—r)2 :\/x2+zz—2xz+y2+t2—2yt

Igualando, resulta que:

2 2

Xy =X+ =2z Yy =2yt =¥zl

Calculamos el angulo que forman:

Lad Loz

IX2_|_y2' lzz_|_r2 - 2)

Para que los médulos de dos vectores del mismo modulo coincidan
con su diferencia deben formar un angulo de 60°.

cosao =

|a’_E|:\/(X—Z)2+()/—t)2 :\/x2+22—2xz+y2+t2—2yt

Igualando, tenemos que:

2 2
Xy =X+ 22 oz 4 20t > =xz+yt
Calculamos el angulo que forman:
cosou = 2 ——i—>a:120"

(P+P~7+E 2

Para que los médulos de dos vectores del mismo modulo coincidan con su suma
deben formar un dngulo de 120°.

163. Demuestra que si dos vectores @ y b tienen el mismo médulo, entonces @ + by @ — b forman
un angulo recto.

Deduce de este resultado que las diagonales de un rombo son perpendiculares.

Sean a=1 y b=V dos vectores cualquiera. C

Aplicamos los resultados de la actividad anterior:

=Xy b g
V=(z1)
|L—,>_7|:\/(x—z)2+(y—t)2:\/x2+zz—2xz+y2+r2—2yr v

1T+ 7|=N0+ 2+ +0 =+ 2+ 2z + Y+ + 2yt

\/X2+22—2xz+y2+t2—2yt :\/X2+zz+2xz+y2+t2+2yt —0=xz+ yt

cos o= i =0—>a=9

'X2+y2~ ,ZZ—I—tZ

Sean Uy V" los vectores de los lados del rombo, que tienen el mismo madulo.

Las diagonales del rombo se obtienen, respectivamente, sumando y restando
Uy V, por lo que las diagonales son perpendiculares.
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169. La recta de Euler de un triangulo es aquella que contiene al ortocentro, al circuncentro
y al baricentro del triangulo. Se llama asi en honor al matematico suizo Leonhard Euler, quien
descubrié este hecho a mediados del siglo xvin.

SO
T

mfimjmmmm -

Loois

Halla la recta de Euler en el triangulo de vértices A(—5, 6), B(—1, 4) y C(3, —2) y comprueba
que tanto el baricentro G, el ortocentro H y el circuncentro estan en esa recta y que verifican la
relacion GH = 2GO.

Calculamos el baricentro, G, y para ello sumamos las coordenadas de los puntos y dividimos entre tres: G[—lg] .

Para hallar el ortocentro, calculamos una recta perpendicular al lado AB que pase por C:

X=-3 y+2
1 2

Determinamos una recta perpendicular al lado AC que pase por B:

X+1 y-4
1 1

El punto de corte de estas rectas es el ortocentro: H(13, 18).

Para hallar el circuncentro, calculamos la recta que pasa por el punto medio del lado ABy es perpendicular al
mismo.

X+3 y-5

1 2

Determinamos la recta que pasa por el punto medio de ACy es perpendicular al mismo.

X+1 y-2
1 1

El punto de corte de estas dos rectas es el circuncentro: O(—8, =5).

Calculamos la recta que pasa por GH:

X-13 y-18

14 ’4%

Como O verifica las ecuaciones de la ecuacién de la recta, los tres puntos estdn alineados.

—23x—-21y+79=0

2
Hallamos la distancia GH: |GH| :\/(13+1)2 +[18f%] = V3§80 =20,76

2
Hallamos la distancia GO:  |GO| = J(—8 +1) [—5 —%] = L?;O =10,38

Efectivamente |GH| = 2|GO] .
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170. Por los puntos medios de los lados de un triangulo ABC trazamos las medianas y unimos los
puntos que trisecan el tercer lado con el vértice opuesto. Asi, en el interior se obtiene una pajarita
(dos tridangulos unidos por un vértice).
:Se puede calcular la fraccion de superficie total del triangulo que representa la pajarita?
(Olimpiadas matematicas. Fase Local)

B

Para empezar, se supone que el area del tridngulo dado es uno, es decir, A,;- =1.

Las medianas dividen al tridngulo en seis partes iguales, por ello:

1
A = Aayp = s Apg=2-

Se trazan desde A, C, Py Q perpendiculares sobre la mediana BM, siendo X, Y, Zy V sus respectivos pies.
Observando la figura, se tiene las siguientes relaciones: c

= AMY =CMX .Como AM =MC — AY =XC=h.

. AYB;PZB;OVB.ComoAP:PO:OBHPZ:%h y OV:%h.

2 2 3

* PEZ = XCE .Como PZz%XCHPEngCHPE:gPC y EC:EPC.

* QHV = XCH.Como OV:%OC—»OH:%HCHOH:%OC.

Realizando el mismo procedimiento sobre la mediana AN:

w®

2 3 1
G=-0C GB=-=0C PD =—PC
Q 50 50 2

Observando la mediana PC, y los puntos Dy E:

PD=>PC
20
DE:PEfPD:{gfl}£:>3P64>DE:§4T
5 4 20 20
ec=12pc
20

Se traza la linea auxiliar AE, y se observa que los tridngulos ACE, AED y ADP tienen igual altura. Asi:

A PD 5 Agep DE 3 A EC 12

Ance PfC:% Asce PfC:% AACP_%_%

5

AADP - E
3
60
12
60

1
Como A, = 3 =1 A =
Asce =

Por otra parte, como EM es mediana del tridngulo ACE, A, = %AACE = % . Y entonces:
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1 1 3 1
g = Awr = Aave + Anep + Aoer = E + % + Aper = Apgr = %
Andlogamente, A, :i, y asi: Aogiori :i+i:i
60 e 60 60 30

Luego, el area del tridngulo ABC es 30 veces el area de la pajarita.

MATEMATICAS EN TU VIDA

1. ¢Por qué crees que influyen el viento y las mareas en el rumbo del barco siniestrado?

El viento y las mareas pueden variar la direccidon del rumbo, alejando o acercando el barco hacia la costa. Cuanto
mas tiempo pase el barco a la deriva, mas probable es que esto ocurra.

2. ¢Qué relacion existe entre el vector OP y los vectores AB, BP y OA?

OP = OA + AB +BP

3. (Crees que es posible aplicar un método similar si se quiere interceptar un barco sospechoso
de contrabando avistado desde un avion?

Si, siempre y cuando el avion se posicione encima del barco y emita la sefial de radio a la base de los guardacostas.

4. Halla las ecuaciones de las rectas que se describen a continuacion.

a) La direccion del barco guardacostas cuando va a efectuar el rescate.

C
d

)

b) La recta que une la base con el primer punto de contacto.
) La recta que une la base con el segundo punto de contacto.
) La direccion del barco siniestrado cuando va a la deriva.

Sean A, a,), Blb, b,), P(p,, p,) y O, 0) . Entonces:

a) La direccién que lleva el barco guardacostas es la direccién del vectorOP =P —0 = (p,, p,) -
Py

1

La recta que marca esta direccidnes y =2 x.

b) La recta que une la base con el punto A, es y =%x .
1

c) Larecta que une la base con el punto B, es y = %X .
1

d) La direccién del barco cuando va a la deriva es la del vector AB= (b, —a,, b, —a,).
b, —a, X4 b.a, — b,a,
b, —a, b, —a,

La recta correspondiente es y =

5. Halla los puntos de corte que tienen las rectas anteriores entre si.

El punto 0(0, 0) es el punto de corte entre las rectas de los apartados a), b) y c).
= El punto A es el punto de corte entre las rectas 1, ¥ /5.
= El punto B es el punto de corte entre las rectas I; y .

= El punto P es el punto de corte entre las rectas r,, y I, pues estd alineado con Ay B.
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