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DERIVADAS

| estudio de las derivadas sera el hilo conductor de la unidad, los alumnos aprenderan a trabajar con ellas y comproba-
ran su aplicacién en la vida cotidiana,

Alinicio de esta unidad se presenta la tasa de variacién media que los alumnos conocen de cursos anteriores, asi como
la tasa de variacion instantdnea que sera el punto de partida para comprender el concepto de derivada de una funcién en un
punto. A continuacion, se trabaja en dicho concepto asi como en la necesidad de definir derivadas laterales. En ambos casos,
se muestran tanto la interpretacion geométrica como gréficas que facilitan su comprensién. Es importante que el alumno
recuerde los contenidos relativos a limites para poder comprender y utilizar las derivadas.

Se trabaja la determinacién de la recta tangente y la recta normal a una curva a partir de las derivadas, asi como la relacién
que existe entre continuidad y derivabilidad. Finalmente, se estudian las funciones derivadas y el calculo de la derivada de
diferentes funciones y de la composicion de funciones aplicando la regla de la cadena.Y para terminar se analizan diferentes
aplicaciones de la derivada como el estudio de la monotonia y la curvatura de funciones, la representacién de funciones y la
optimizacion

La metodologia se ha disefiado incluyendo actividades de aprendizaje integradas que permitiran al alumnado avanzar hacia
los resultados de aprendizaje de mds de una competencia al mismo tiempo.

Se desarrolla la competencia matematica y competencias basicas en ciencia y tecnologia (CMCT) a lo largo de toda la uni-
dad. A través del conocimiento de las derivadas, se desarrolla en el alumno la capacidad de aplicar el razonamiento légico-
matemdtico y sus herramientas para describir e interpretar distintas situaciones.

La competencia digital (CD) se integra a lo largo de la unidad haciendo participes a los alumnos de las ventajas que tiene
recurrir a los medios informaticos.

Especial interés tienen las actividades propuestas con GeoGebra a lo largo de los epigrafes, asi como las actividades interac-
tivas del test de autoevaluacion que se encuentra al final de la unidad.

A través de la incorporacién del lenguaje matemtico a la expresién habitual de los alumnos, se fomenta la competencia
en comunicacion linguistica (CL). En esta unidad se presentan numerosos conceptos matematicos que los alumnos han de
utilizar correctamente a la hora de resolver actividades y problemas.

La competencia aprender a aprender (CAA) se fomenta a través de la autonomia de los alumnos a la hora de resolver pro-
blemas. Es fundamental que el profesor incida en las destrezas necesarias para comunicar con eficacia los resultados de la
resolucidn de cualquier actividad, reto o problema.

Las competencias sociales y civicas (CSC) se desarrollan en el drea de Matematicas mediante la aceptacién de otros puntos
de vista en la resolucién de algunos problemas. Es importante que el docente trabaje situaciones que se pueden resolver
de diferentes formas, representaciones graficas de funciones derivadas asi como sus caracteristicas, etcétera; para trabajar
con los alumnos que distintas soluciones pueden ser igualmente vélidas. El reconocimiento y valoracién de las aportaciones
ajenas enriquece el aprendizaje.

Temporalizacion

El tiempo previsto para el desarrollo de la unidad es de tres semanas, aunque debera adaptarse a las necesidades de los
alumnos.

Objetivos

Los objetivos que los alumnos tienen que alcanzar son:

i Manejar el concepto de tasa de variacién media y relacionar el concepto de tasa de variacion instanténea con el de deri-
vada de una funcién en un punto.

i Comprender la interpretacion geométrica de la derivada de una funcién en un punto.

B Calcular las derivadas laterales de un funcién en un punto.

Il Determinar la recta tangente y la recta normal.

1 Establecer la relacién entre continuidad y derivabilidad de una funcion.

I Comprender el concepto de funcion derivada y calcular la derivada de funciones y de operaciones con funciones.
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B Calcular la derivada de la composicién de funciones aplicando la regla de la cadena.

i Trabajar con derivadas sucesivas y aplicarlas correctamente en el estudio de propiedades de las funciones como la curva-

tura.

I Aplicar el célculo de derivadas en el estudio de la monotonia y la curvatura de funciones, en |a representacion de funciones
y en problemas de optimizacion.

Atencién a la diversidad

Con el fin de atender los distintos ritmos de aprendizaje de los alumnos, se proponen algunas actividades de refuerzo y de
ampliacién que podran utilizarse como alternativa o complemento a las que figuran en el libro del alumno.

Contenidos

-p-n'na_nmcm DE LA UNIDAD

Criterios de evaluacion

Estandares de aprendizaje evaluables

Competencias clave

Tasa de variacidn 1.Determinar la tasa de variaddn media ylatasa | 1.1.Calcula |a tasa de variacidn media y la tasa de variacion | CMCT
Tasa de variacidn media de variacién instantinea, instantdnea. L
Tasa de variacidn instantanea CAA
(sC
Derivada de una funcion en 2. Relacionar el concepto de tasa de variacion 2.1,Relaciona el concepto de tasa de variacidninstantdnea | CMCT
un punto instantdnea con el de derivada deuna funcién | con el de derivada de una funcidn en un punto. )]
Interpretacion geométrica enun punto, a
Derivadas laterales 3. Aplicar el concepto de derivada de una funcién | 3.1.Interpreta geométricamente |a derivada de una funcidn | CAA
&0 un punto y su interpretacion geomeétrica en un punto.
al estudio de fendmenos naturales, sociales o 3.2. Determina las derivadas laterales de una funcién en un
tecnoldgicos y a la resolucin de problemas punto.
geometricos. 3.3. Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para analizar la
interpretacidn geométrica de la derivada de una funcion en
un punto asi como las derivadas laterales,
Recta tangente y recta normal | 4.0btenerla recta tangente y normal a una 4.1.Reconoce la derivada de una funcion como la pendiente | CMCT
funcién en un punto dado. de la recta tangente, (8
4.2.Determina la recta tangentea una funddnenunpunto | CAA
dado.
4.3. Relaciona la derivada de una funcién con la pendienta de
|a recta normal.
4.4, Determina la recta normal a una funcién en un punto
dado.
Continuidad y derivabilidad 5. Analizar conjuntamente la continuidad y la 5.1. Analiza la relacidn entre continuidad y derivabilidad de | CMCT
derivahilidad de una fundidn. una funcidn. CL
5.2.Determina el valor de pardmetros para que se verifiquen | CAA
las condiciones de continuidad y derivabilidad de una funcion
en un punto.
Funcion derivada 6. Aplicar el cdlculo de derivadas al estudio de 6.1.Calcula la derivada de una funcidn usando los métodos | CMCT
Concepto de funcion derivada fendmenos naturales, sodiales o tecnoldgicosya | adecuados yla emplea para estudiar situaciones reales y 0]
Céleulo de la derivada de algunas | la resolucidn de problemas geomeétricos. resolver problemas. a
funciones 6.2, Deriva funciones que son composicién de varias funciones | CAA
Derivada de algunas operaciones elementales mediante la regla de a cadena.
con funcianes 6.3. Extrae e identifica informaciones derivadas del estudio y
Derivada de la composicién de andlisis de funciones logaritmicas en contextos reales,
funciones:regla dela cadena 6.4, Utiliza medios tecnoldgicos adecuados para calcular
Derivadas sucesivas derivadas y comprobar los resultados obtenidos.
Aplicaciones de las derivadas | 7.Aplicar el célculo de derivadas en el estudio de | 7.1.Representay estudia funciones, mediante un estudio Ma
Crecimiento y decrecimiento de propiedades de las funciones y en situaciones completo de sus caracteristicas usando las propiedades de las | (D
una funcidn reales, derivadas,y los medios tecnol6gicos adecuados, ¢}
Concavidad y convexidad 7.2, Resuelve problemas sencillos de optimizacitn CAR
Representacion de funciones relacionados con la geometria o propiedades matematicas e
Optimizacién interpreta el resultado obtenido dentro del contexto.




'MAPA DE CONTENIDOS DE LA UNIDAD
PARA EL PROFESOR PARA EL ALUMNO

| Presentacidn de la unidad
| Repasalo que sabes

| 1. Tasa de variacién
.« Tasade variadidn media
« Tasa de variacidn instantinea

~ 2. Derivada de una funcion en un punto
- lntﬂ'pfemiljﬂ gEﬂ!'l'Iétrif,H Euuuuuu.»uu-u».u.-h.v."".n...uun....n..-...
+ Derivadas laterales @ GeoGebra, Interpretacion geométrica

errrad

3. Recta tangente y recta normal

....................................................

4. Continuidady derivabilidad

5. Funcion derivada

= Concepto de funcidn derivada

+ Caleulo de la derivada de algunas funciones

+ Derivada de algunas operaciones con
funciones

+ Derivada de la composicion de funciones:
reqla de la cadena

* Derivadas sucesivas

: Prueba de evaluacion Eu.....m............................................
-9 Video.Reglade la cadena

B SRR R e

6. Aplicaciones de las derivadas
* Crecimiento y decrecimiento de una funcién
* Concavidad y convexidad

* Representacidn de funciones

« Optimizacion

EJERCICIOSY PROBLEMAS

EVALUACION —— :  Actividades interactivas. fest

@ £
i de autoevaluaciin

ey GeOGebra, Representacion grifica de
i unafuncidn y su derivada

R . Video. Continuidad y derivabilidad
i Video.Representacidn de funciones

1. Derivadas @



‘Repasa lo que sabes (pagina

1. Determina la ecuacién de la recta de pendiente —3 que pasa por el punto de coordenadas (2, —1).
La ecuacién de una recta en forma explicita se puede escribir: y = mx + n.

Si una recta tiene de pendiente —3, su ecuacién sera de la forma y = —3x + n, dado que el enunciado afirma que la recta pasa por el
punto (2, —1) podemos escribir:

-1=(-3)})-24+n=n=5

Definitivamente la ecuacion de larectaes:y = —3x + 5,

2. Calcula la ecuacién de la recta tangente a la curva de la funcién f{x) = x* + 1 en el punto de abscisa 2, sabiendo que su pendiente

es

4,

Si la pendiente es 4, la ecuacion de la recta tangente sera de la forma: y = 4x + n, para determinar el valor de n precisamos un punto de
la recta; el punto de tangencia pertenece ala curvay alarecta:y = 2° + 1 =5, el punto de tangencia es: (2, 5).

Podemos escribir5=4:-2+n=n= -3,

La

ecuacion de la rectaes: y = 4x — 3.

3. Calcula los siguientes limites de funciones.

a) lim

x+5
: (V—1—2x—3)_(0) _ ( (—1-2x -9 ) , ( =3 ) —2 -
im| ——————|=|— = lim = lim { —— | =—=——
ia W oL 0} =\ pemivVoi—zm+)) AW —+y)) & 3

1
; x| (o B el (R o A VY o o W SN
it “\o) AT T ararn ) TS om0 T

X==5

:
(V—1—2x—3) | A+hE |
o

4. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.

1
a) ﬁx}=?:;

i—z.\r six=4
b) gx)=14 2

Vx—2 six>4

a)

b)

Domf=R—{-1,1}
La funcién es racional, por lo que es continua en todo su dominio.
Para ver el tipo de discontinuidad en los puntos x, = 1y x, = —1 se calculan los limites laterales en dichos puntos:

Para el punto x, = 1 la discontinuidad es asintética.

: 1 =
xl—lml(xz = 'I)_ o
< 1
xl—lurfll'(xl = 1)= e

Para el punto x, = —1 la discontinuidad es asintética.

La funcion g(x) es una funcién definida a trozos compuesta por una funcidn polinémica y una funcion radical definida en su
intervalo positivo. Por consiguiente, la funcién es continua siempre con la excepcién de los puntos de unién, en los que se tiene
que estudiar la continuidad.

En este caso:
lim g(x} = lim ﬁ—zx =8—-8=0
= e 2 it

lim gix) =lim (Vx—2)=2-2=0

X—hd x4

Asi pues, |irr= g(x} =0y ademds g(4) = 0, por lo que la funcidn g(x) es continua en x = 4.
K3

Andlisis



SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Interpretacion geométrica (pagina 306)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una funcién
junto a las secantes que pasan por el punto (2, f(2)) y por (2 + h,
fi2 + h)) y (2 = h, (2 = h)), respectivamente. Moviendo el desliza-
dor se pueden cbtener las secantes para distintos valores de h y
observar la relacion entre las pendientes de las rectas y las tasas
de variacion media de los intervalos.

Regla de la cadena (pagina 318)

En el video se calcula la derivada de la funcidn fix) = i

1+x
Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital el procedimien-
to a seguir para hallar la derivada o para que los alumnos repa-
sen el procedimiento.

Representacion grafica de una funcién
y su derivada (pagina 321)

En el archivo de GeoGebra aparecen las representaciones grafi-
cas de una funcién y de su funcién derivada. Se puede observar
que cuando esta es positiva, fix) es creciente; cuando la derivada
es negativa, f(x) es decreciente; y cuando la derivada se anula, f(x)
tiene puntos singulares. Introduciendo nuevas funciones en la
caja de texto se pueden obtener las representaciones de otras
funciones y sus derivadas con las que observar estas relaciones.

Continuidad y derivabilidad (pagina 330)

En el video se resuelve paso a paso el ejercicio 2. Puede utilizarse
para mostrar el procedimiento a seguir para determinar los valo-
res de a y b para que la funcién sea continua y derivable o para
que los alumnos repasen este procedimiento.

Representacion de funciones (pagina 333)

En el video se resuelve paso a paso el ejercicio 6. Puede utilizarse
para mostrar el procedimiento a seguir para representar una fun-
cion o para que los alumnos repasen este procedimiento.

Actividades (paginas 304

Observa la grafica de la funcién representada en la figura, y
calcula, de forma aproximada, las tasas de variacion media
en los intervalos [1, 3], [3, 51, [5, 7), [7, 8], [8, 101 y [10, 11].

v4
5_.
4__
3“ fix)
.1'~
' ——t— O T
Ol 1 2345678291 X
Se aplica la formula TVM,,,, = ﬂbj : ﬂa}
f3)—f1) _0
My i
TVMy; = T T 0
_f5) -3 15 _
TV = 5—3 2 OF5
) —A5 _1
Misz = ===l
TWMea =55 3 =0
8 —-f7) —-15 _
VMg = a—7 1 L

fl10) — fi8) -1
VMg = N = N = —0,5

R11)—=M10) 0
TVMyyg11 = “T1i-10 = 1 =0

Calcula la velocidad (en metros por segundo), en el instante
t = 4, de un mavil cuya ecuacién de movimiento es:

s{r]=3—4t+£;-

. st4+h)—s4)
L .

. B3-4@+h+@+RY)—-B—4-4+4%2)
= lim =
h—+0 h

h2 h
Filhl_r.'r}]—h—-I'l_r.n-z——sztct) 0m/s

Dada la funcién f(x) = 3»* — 3x, averigua f(2).

— fl2+h) -f2)
f{2}—1rr‘1|)—--—--—-——h -
C BE+RP=-302+A)-3(2"-2)
= lim =
h=0 2

=lim (3h+9)=9
h=0

Dada la funcién fix) = 1/x, averigua f'(a), donde a # 0. ;Hay
alguin punto de la gréfica en que F(a) > 0?7 ;Cémo es flx) en
cualquier punto de su dominio?

Aplicando la definicion de derivada en el punto g, se obtiene:
fla) = —1/d’, esta derivada es siempre negativa para cual-
quier valor de a; por tanto, la funcién siempre es decreciente,

iExiste la derivada en x = 2 de la funcién f{x) = |x -2 | ?
¢Por qué?

La representacion grafica de la funcion f(x) = Ix — 2l es la

siguiente:

El punto de abscisa x = 2 es anguloso, por tanto no existe la
derivada de fix) enx = 2

A partir de la funcion representada la figura 11.6 (ver pagi-

na 307 del libro del alumno), determina:

a) Los puntos en los que no es derivable,

b) Los puntos de derivada nula.

c) f(—2)yf4).

d) El valor de la pendiente de la recta tangente enx=—2,
x=0yx=1.

a) La funcién no es derivable enx = —1 yen x = 2 porque
son puntos angulosos y en x = 3 ya que no es continua.

b) La funcién tiene la derivada nula en x = 0, puesto que la
tangente es horizontal y en los intervalos (2, 3) U (3, =) al
ser una funcién constante.
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¢ f-2)=1yfl4)=0

d} f(—2) = 1,f(0) = 0y f(1}) = —2, se puede observar en este
tltimo caso que la pendiente de |a recta tangente es —2
puesto que al avanzar una unidad se bajan dos unidades.

Calcula el valor de la pendiente de la recta tangente a

1
y=Fenx=2.

Obtenemos la derivada de y = %aplicando la definicion, asi
, —2
g
—]
En x = 2 la derivada vale y' = T; por tanto, la pendiente de

-1
la recta tangente es m = ErRe

Determina los puntos de tangente horizontal de las funciones:
a) fix) = 2 + Vx b) fx)=2¢ — 3x + 1

a) Determinamos la derivada de f(x) aplicando la definicién:

1 .
fi(x) = ——, este valor nunca podré anularse por tanto la

2V x
funcién no tiene tangentes horizontales,

b) flx)=4x—3=0=x=3/4

Calcula el angulo que forma la recta tangente a la grafica
de la funcién fix) = —2x* + x en x = 0 con el semieje positi-
vo de abscisas.

Determinamos la derivada de f{x), f(x) = —4x + 1= f{0) = 1.
Por tanto, la pendiente de la recta tangenteenx = 0es 1y
forma con el semieje positivo de abscisas un angulo de 45°,

Calcula, si existe, la derivada de la siguiente funcién en el
punto de abscisax = 1.

1
fix)={x e
2—=x six=1
Enx =1 la funcién es continua.
] T f“""h}"ﬂ”_ T_h_i__
R L
1,
o RU+R)=R1)  1+h _
== M )

f1)=-—1
Calcula si, en el punto de abscisa 2, existe la derivada de la
funcién.

six<2
six=2

—x" + dx =1
2x-3

No es continua en x = 2, por tanto no existe la derivada de f
en ese punto.

fix)=

Determina si la funcién f(ix) = [x¥* — 1| es derivable en
=—lyx=1.

No es derivable en dichos puntos, puesto que las derivadas

laterales en ellos son distintas:

fl=1==2f("1=2 F{ly=-Ff.0)=2

Dada la funcién f(x) = {1 — x)*, calcula su derivada en el
punto de abscisa 1. ;Qué puedes decir acerca de la recta

tangente a la gréfica de fen dicho punto?
f1+h—-f1) A
h oy i

La recta tangente es horizontal.

f’(l}zim =0

@ Andlisis

Averigua el valor de la pendiente de la recta tangente a la
curva de la funcion f(x) =x* =1 en el punto de abscisa
x = 2. A continuacion, escribe la ecuacion de dicha recta.
fRR+h-/2) . (@2+h*—1-3
=lim =4

h h=s0 h
El valor de la pendiente de la recta tangente a la curva x* — 1
enel punto x = 2 es 4, y su ecuacién: y = 4x — 5,

f1(2) =;I,|Tu

Calcula la pendiente de la tangente a f(x) = \/; en el punto
de abscisa x = 4. A continuacion, escribe la ecuacién de di-
cha recta.
Fy = i fl4 + h) - fi4) ey Va+h-2 1

g = h Thaae h 4

fia) =2
y—zﬂ%(x—4]:>y=§+1

Averigua en qué punto de la grafica de f{ix) = x* — 2x, la
pendiente de la recta tangente es 4,

f(x+h1—ﬂx)_|, x+h’—2x+h)—(X—2x)
h hae h =
=2x=2=4=x=3

fx) =hlin3 4
-+

Calcula las ecuaciones de las rectas tangente y normal
a la grafica de la funcién f(x) = V/x + 2 en el punto de absci-
sax=2,
f2+m—-f2) . Vad+h—-2 1
= lim =
h h=s0 h

4

f2) = lim
h=o

fl2) =2
Recta tangente 2 ]{x 2) LA
= g P g
g ¥ 4 Y 4 2

Rectanormal:y — 2= —4(x — 2)=y=—4x + 10

1 x

Determina si la funcién fix) = (1 +——) es derivable en
x=-=1 2
No es derivable en x = —1, ya que no es continuaenx = —1.
Determina si es derivable en x = 2 la funcién:

=4 six=2

flx)= .
Infx—1) six>2

La funcidn fes continua en x = 2, pero no es derivable, pues-
toquef_(2)=4yf (2)=1.

Calcula el valor del parametro a para que sea derivable en
x=1/2 la funcién:

ax’ + x
fixl={ 4

six< L
2
si xX= l
T2
: 2 . 1 .
Sia= ——, fes continua en x = 7 pero no es derivable en
1 1 1
x= 5 Por lo tanto el punto A3 es un punto anguloso.

2

Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones.

a) fix) = +l
X

b)g(x}=3)r‘—§+\/5x—\/r3:

I ¢ 2
o) 2 A
d.IJDr}—: x’+\/;



[¥]
]

1

a) a"(x}=3x2—?
b) g0 = 9 — 35+ /2
¢) h'ix) = 3x“—%

; 1 6 V3
d’f{x]:‘ﬁ-l-;““

2):\/;

Calcula la derivada de cada una de las siguientes fun-
ciones.

_ A " 3x

a) fix)=x"-Inx c) hix) =1
b) 9‘M=\/;'|:osx d) ilx) = Vi
Vx+1

a) Flx) =x" + 45" - Inx
COs X — 2% - senx
2Vx
=3

¢ h{X]=E_—1F—

b) g'lx) =

d) i'lx) =

1
Wx- (Vx+1)
Calcula la derivada de f(x) = x* In x y halla la pendiente de
la recta tangente a la funciénenx =1,
La funcién derivada es Fix) = x> + 4 - Inx= f(1) = 1.

Luego la pendiente de la recta tangente es m = 1.

" 3x
Calcula la pendiente de la recta tangente a h(x) = e
enx=1. x
La funcién derivada es: () = ——— = 1) = —>
) (3x — 1)? 4
Luego la pendiente de la recta tangente es:m = ---3-

Dada la funcién fix)=x"—3x*+ax + 1, calcula el valor
de a para que la pendiente de la recta tangente en x =1
5
sea — —,
2

Calculamos la derivada:
f‘{x]=3f-6x+a::~—-§-=3-1’~6-1+a=>a=]5

Calcula la derivada de las siguientes funciones.

a) fix)=e* e) flx) = sen’x
b) flx) = (x+1)- 27" f) f(x) = senx’
¢) fix)=In(x+e™ g) fix) = cos 2x°

d) fix) = sen 2x h) f{x) = senx* — cos X
a) Flx) = 2e*
B) F)=2"""-[1+(1 +x)In2]
I - 2]
o) )= Py

d) Fx) =2 cos 2x

e) flx)=sen 2x

f) flx)=2xcos ¥

g) Flx) = —4x sen 2

h) fx) = 2x (cos ¥* + senx?)

27}

28]

Dada la funcion f(x) = 3x* — x, calcula (1), f(—2) y £“(2).
f(1)=6:1-1=5f-2)=6,F12)=0

Halla las derivadas sucesivas de la funcién fix) = — 2.
Fx) = 32 Fx) = 6x, F"(x) = 6, F'(x) = 0, Flx) = 0...

) =0

Calcula la segunda derivada de la funcién:

(x+a’+b
—x+al+b

Primero calculamos la primera derivada:

.| 2x+a)

Y ahora podemos calcular la segunda:

six=a
six<a

fix) = [

six=a
six<a

wa_ | 2 sSix>a
Flx) = [ -2 six<a
Determina la funcién derivada de la funcién:

x—1
Inx

six<<1
six=1

flx) = I

La funcidn derivada es:

1 six>1
flx) =

1
—  six=
b'¢

Determina los intervalos de concavidad y convexidad de
las siguientes funciones, indicando, si existen, los puntos
de inflexién.

_|+2 six=o0
#) Ry 27%* §ix>0
b) fix) = =
e
o fix)=x-e"
d) fix) =x—e"
e) ﬂx,=i‘z_:3£i'_’_
f) ﬂ.'x)=ln—x
- 3
g) fx) = x — V@
h) f(x) = sen x — cos x, en (—=, w)
o [2 six<0
ajf{x}ﬂ[f'”ln’x six>0

fes siempre céncava. En x = 0 hay un punto anguloso. No
es un punto de inflexién,

=2 +x

b) f'lx) =

fes convexa en (—==, 2) y concava en (2, +sa). En x = 2
tiene un punto de inflexion.

) ) =e* (4 + 6x)
fes convexa en (—e=, 0) y concava en (0, +=a). Enx =0
tiene un punto de inflexion.

d) f'(x) = —e"
fes siempre convexa.

2
e) f'(x)= 3

fes convexa en (—e, 0} y céncava en (0, +eo<). No existe
punto de inflexion.

f fﬂmzzln:;—B
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fes convexa en (0, ¥ y concava en (e?, +eo), En x = *?

tiene un punto de inflexion.

2
g) fix)=—
IxVx
fes siempre céncava. En x = 0 hay un punto anguloso que
no es de inflexion.

h) f{x) = —senx + cos x
fes conecava en (—3w/4, w/4), y convexa en (—, —3w/4)

y (n/4, ). En x = —3w/4 y en x = «/4 tiene puntos de
inflexién.

Dada la funcién fix) = —x* + 3x — 2, determina los extre-
mos relativos y los intervalos de monotonia.
Determinamos la pendiente de la recta tangente en x = 3,
f)=—2x +3=F3)= -3.
A continuacién calculamos las coordenadas del punto de
tangencia: y = —3* + 3 -3 — 2 = —2, el punto de tangencia
es (3, —2).
La ecuacion de la recta tangente serd de la forma:
y=—3+n=-2=-=3-3+n=n=7
Por tanto, la ecuacian de la recta tangenteesy = —3x + 7.
x+1
2—X
tiene una recta tangente de pendiente 1/3, y escribe su
ecuacién.

Averigua en qué punto de su grafica la funcion f(x) =

i TR
e igualamos f(x) a 3

Derivamos la funcién, f{x) = -3

3 1
— = — ¥ —4x—8=
C-x 3 = x—8=10
Se resuelve la ecuacion y se halla x= —1 y x = 5. Luego exis-

: 1
ten dos rectas tangentes de pendiente 3

X
La ecuacion de la recta tangente serd de la formay = % +n.
Determinamos los puntos de tangencia: (—1,0) y (5, —2).

= |
0=T+n:¢n=0,235
X
La ecuacion de la recta tangente es y = 3 + 0,235.

5
=2 =§+n=>n: =3,235
X
La ecuacion de la recta tangente es y = 3 3,235.

Halla en qué punto es paralelaalarectax + 2y —3 =01la
recta tangente a la curva de la funcién f{x) = Vix - x.

1
Larectax + 2y — 3 = 0 tiene de pendiente 7

1 1
Derivamos la funcién f{x) = ——= — 1 e igualamos a 3
2\Vx

—-—1-— -1= +J2-=>x= 1, el punto pedido es (1, 0).

2Vx
Halla los puntos criticos de fix) = xe”.
Derivamos e igualamosa 0, flx) = &' (x + 1) = 0= x= —1.

1
Por tanto, las coordenadas del punto pedido son: P(— 1, —;)

Calcula las rectas tangentes a la funcién fix) = X+xr—3x+2
en los puntos de interseccion con larectay = —2x + 3.

Determinamos en primer lugar los puntos de interseccion:
P+ —I+2=-W+3=x=1yx=—1

@ Andlisis

Fix)=3"+2x—3

F(1) = 2, el punto de tangencia es (1, 1).

La ecuacion de la recta tangente serd: 1 = 2 -1 + n
=n=-1=2y=&-1

f(—1) = =2, el punto de tangencia es (—1, 5).

La ecuacién de la recta tangente serd: 5 = 2 - (—=1) + n
=n=7=y=-+7

Larectay = 2x — 3estangenteafix) =ax’ + b + x — 2
enx = 1. Averiguaay b.

fx) = 3ax* + 2bx + 1
fM=3a+2b+1=2=3a+2b=1

El punto de tangencia pertenece a la recta y a la curva.
y=2-1-3=-1=P(1,-1)
“1=a-1P+b-1"+1-2=2a+b=0

-+ =
i =a=1b=-1
a+b=0

Resolvemos el sistemna: {
Averigua los intervalos de monotonia de:
f)=—2¢ -3¢ +12x— 1
Calculamos la funcién derivada e igualamos a cero:
flx)=—6X—6x+12=0=x=—2yx=1

Intervalos de monotonia: (—e, —2) U (—2, 1) U (1, +=e). Al
sustituir un punto de cada uno de los intervalos en la funcién
derivada y observar su signo, obtenemos que la funcién es
creciente en (—2, 1) y decreciente en (—=s, —2) U (1, +=s).

X
&+1

Determina los extremos relativos de la funcion fix) =

1
on-n-{-3]

Al derivar la funcién, f{x) =
tiene:x=0yx = —1
Intervalos de monotonia:

1 1
{—eo, =1} U (—l, —3) U (—? 0) U (0, +oo).
1

+2x .
Wa e igualarla a cero se ob-

Tenemos un maximo relativo en (—1, —1) y un minimo relati-
vo en (0, 0).

Averigua los puntos de tangente horizontal de f(x) = 4x’ — x".
Estudia si son todos extremos relativos, indicando los interva-
los de monotonia de la funcién.

Los puntos de tangente son los de derivada nula:
12 -4 =0=x=0yx=3
Los intervalos de monotonia son (—ee, 0) U (0, 3) U (3, +e9)

El punto (0, 0) no es un extremo relativo, el punto (3, 27) es
un maximo relativo.

x
Dada la funcién fix) = —, indica:
Inx
a) El dominio.
b) Los puntos singulares.
¢) Los intervalos de monotonia.

a) Dom f= (0,1} U (1, +e)
b} Derivamos e igualamos a cero:



Inx —1
In’x
¢ (0,1)U(1,e)U (g +=)
0

fiix) = =0=x=e=(ge)

El punto (e, e) es un minimo relativo.

A partir de la gréfica de f/(x) que se observa en la figura,
indica los intervalos de crecimiento de la funcién f{x) y sus
extremos relativos. A continuacién, esboza una posible
representacién de fx).

= =
Lo 1]
ko —
}> - |
| 4 =!
| 5 x
. &
1 N
L1 1\

La funcion es creciente cuando su derivada es positiva, en el
intervalo (=2, 4), y decreciente cuando su derivada es negati-
va,en R — [-2,4].

Enx = —2la derivada es negativa y la funcién pasa de ser de-
creciente a ser creciente; por tanto, tenemos un minimo rela-
tivo. En x = 4 hay un méximo relativo.

Representa la funcion fix) = x* + 3x* — 9x + 5, indicando:
a) Los puntos de interseccion con los ejes,
b) Los puntos singulares.

a) ConelejeX,y=0=20=xX+32- 9% +5=3x=—5y
x = 1; por tanto, los puntos de interseccion son: (=5, 0) y
(1,00

Conelgje ¥, x = 0=y = 5; por lo que el punto de corte es
(0, 5).
b) Flx) =3 +6x—9=0=3x=—3yx=1=(—3,32) y(1,0)

RPN

—3x+1

Representa la funcidn flx) = 7 indicando:

- —
a) El dominio y la continuidad.
b) Las ramas infinitas.

¢) Los puntos de interseccion con los ejes.
d) Los puntos de tangente horizontal.

a) Dom f = R — {2}. Es continua en todo su dominio.

b) lim (=3x+1)/(x—2)=-3

c) EeX,y=0=0=(-3x+ 1)/(x — 2) = x = 1/3; el punto
de corte es: (1/3, 0).
Eje ¥, x = 0=y = —1/2, el punto de corte es (0, —1/2).

d) f{x) = 5/(x — 2)", la derivada no se anula nunca, por tanto
no existen puntos de tangente horizontal,
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Construye la grafica de una funcién que cumpla las si-

guientes condiciones:

i Domf=R—-{-2 2}

i Asintotas verticales:x = —2,x =2

1 Asintota horizontal: y = 1

i Puntos de interseccién con los ejes: (—4, 0), (4, 0) y (0, 2).
i

Decreciente en (—e=, —2) U (=2, 0) y creciente en
(0, 2) U (2, +ea).
T
NS S N |
| |
-
|
I

Encuentra dos nimeros cuya suma sea 100 y cuyo produc-
to sea maximo.

a+b=100=a=100—b
P=a-b— Plb) = 100b — b

Se trata de una funcién de segundo grado, cuyo maximo se
encuentra en b = 50.

Luego se trata de los nimeras a = b = 50,
Se quiere construir un rectdngulo con un alambre de longi-

tud, /. ;Qué dimensiones ha de tener el rectangulo
para que su area sea maxima?

2a+2b=I=a= "'22!’
]
A=a-b—=Alb) = » 22b
Se trata de una funcién de segundo grado, cuyo méaximo se
encuentraenb = ﬂ-i
2 —9 4.

1
Luegob=a = 2 esun cuadrado.

Entre todos los tridngulos is6sceles cuyo perimetro es 36
cm, calcula el que tiene area maxima.

36=20+b=>a=18—%

Vas? _ K2
XA~ A= = T

4
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El valor maximo de la funcién se alcanza en el mismo punto
que en el cuadrado de la funcién:

(A%(b)) = —54b + 648b

(A%b))' = 0sib=0yb=12b = 0no tiene sentido.
(A%(12))"= —108 - 12 + 648 = —648

Como (A*{12))" <0, se trata de un maximo.

Para que tenga sentido, el triangulo debe ser equildtero, de
lado 12 cm.

Ejerciciosy problemas (paainas 334/338)

Tasa de variacion media

Bl Calcula la tasa de variacién media de las siguientes funcio-

nes en el intervalo que se indica.
a)fix)=x+2en[—1,5] g) fix) = log x en [1, 10]

b) fix) =x*+3en[0, 1] h) fix) = 2*en[—10, 1]

o f) = +xen[0,3] i) fix)=V2x+ Ten[4,12]
d) fix) = x’ + 4 en [4, 6] i) fx) ="+ 1en[x x-+ hl]
e) fx) =x*+x*en 0, 2] k) fix) = V> en [x, al

x+1
f) fix) = =3 en[—=1,11 1) fixX)=In(x—1)en[2 3]
al 1 d) 76 gl 1/9 j Zx+h
P +ax+ad
b)1 e} 10 h) 01817 h)r————e
Ve +Va
c) 4 f) —1 i) 1/4 ) In2
Si una funcion tiene una tasa de variacién media negativa

en un determinado intervalo, ;puede afirmarse que la fun-
cién es decreciente en dicho intervalo?

Si una funcién tiene una tasa de variacion media negativa en
un determinado intervalo, no puede afirmarse que en este in-
tervalo sea decreciente, ya que puede presentar intervalos de
crecimiento y decrecimiento y tener una tasa de variacion
media global negativa.

v

Demuestra que la tasa de variacion media de las funciones
del tipo f(x) = ax* + k es la misma en un determinado inter-
valo, independientemente del valor de k.

Sea el intervalo de amplitud h, {x, + h, x,).
ale, + )’ +k—ax’—k
. =

TVM, [, + h, x] =

h +ah*
#z—ﬂ"q"‘j;“—gh—:2axo+ah

Es decir, el valor de k no interviene en el valor de la tasa de
variacion media.

Tasa de variacion instantanea

Calcula la tasa de variacién instantanea utilizando la

flx) — fla)
x—a

formula: TVI (@) = lim en las siguientes funcio-

nes, en los puntos que se indican.

@ Andlisis

a)lfix)= —x+2enx=10 dfixi=xenx=a

b)flx) =xenx=2

e) fix) = enx=a

x+1
f) fix)= \/;enx=a
-1
o {a+ 1)

c) fo)=x+1enx=0

a) =1 c) 0

H—

d) 3d°
2Va

b) 4

Derivada de una funcién en un punto

Utilizando la definicién de derivada, halla la derivada de las
siguientes funciones en los puntos que se indican.

a) fix) = (3 - x12enx=\2
b) fix) = x* + 2xenx =1

c) f) =[x — 5P enx=1/2
d) fix) = 1/{x — 2)enx =0

e) fix)=1/Vxenx=4
a) F(V2) = -112

b) f(1) =4

¢) F(1/2)= -9

d) £(0) = —1/4
e) f{4) = =1/16

Aplicando la definicién de derivada, calcula la derivada de
las siguientes funciones en los puntos que se indican.

al fx)=x +x enx=2 dji{x]zgenx=5

b)glx)=»x+3enx=1 e}jb{]zx+senx=—4
c) h{x}=%enxﬂ—1 f) klxi=Vx+1lenx=2
a) F(2)=16 d) i5) =%
b)g(1)=3 e) j{—4)=—1
1
h=1=-1 fl K)=—+=
C} ( ] 2_\/3

Si existe la derivada de una funcién en un punto, jesta es
una funcién o un nimero real?

La derivada de una funcion en un punto es un numero real.
Si en un punto la recta tangente a la funcién f(x) es paralela
al eje de abscisas, jqué ocurre con la derivada en ese punto?
Si la recta tangente es paralela al eje de abscisas, la derivada
es nula.

Teniendo en cuenta la gréfica, indica cudl de las siguientes
afirmaciones es incorrecta:

a) fla)=0

b) f(a) no existe.

¢) f{x) es continua en a.

Y
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La afirmacién incorrecta es que f(a) = 0, ya que, dado que a
es un punto anguloso de la funcién, f(a) no existe.

M ;En qué punto no es derivable la funcién fix) = |x +2 I 7

La funcién f(x) = Ix +2 l es una funcién continua en R, cuya
expresion se puede desdoblar del siguiente modo:

a) f(0)=0
b) f(—3) y f(3) son iguales pero de signo contrario.

[} Dada la representacion grafica de f{x)

six<-—2

—%—2
flx) =
x+2 sixz=-2
x= —2es el punto de unidn de los dos trezos, por lo que, pa-
ra calcular la derivada en este punto, es preciso calcular sus

derivadas laterales:

—2+h —f-

O il i

h—0 h
B = P
_'hl-.u h B hl_l':'lﬂ h
#(~2) = lim fi-2+h) —f-2) _

h—0
i —2+h+2-0_|, 3_1
" b0 h Tene R

La funcién no es derivable en el punto x = —2, ya que, en es-
te punto, las derivadas laterales no coinciden. Por tanto,
Af(-2).

[l Aplicando la definicién de derivada, calcula £(3) en las fun-

ciones que se indican y di si las funciones son crecientes o
decrecientes en dicho punto.

a) i) = (x + 1 b) flx) = ——

x—2
a) f(3) = 8>0= fes crecienteen x = 3.
b) f(3) = —1<0= g esdecreciente enx = 3,

Observa la grafica de la funcién fix) y di qué valor tienen,

aproximadamente:
a) f{0)
b) xsifix)=0

c) (0)
d) f(—2)

| 1 [ ] |
o | i P 1 S S T
! __!__.!_____4_._.-;—.3__.__j___...._ . l | - e
- — ..._!_;_I.. S S [, S S — - l_l__ =
a) fl0) = —1 ¢ fl0)=0
b) x=—2,x=2 d) f1-2) = —‘5

Determina:
a) f(0)
b) ;Qué relacion existe entre f{—3) y f(3)?

|
|

Determina:
a) Los puntos de derivada nula.

b) Los intervalos de derivada positiva y los intervalos de
derivada negativa.

al fix)=0=x=0,x=2

b) En (—es, 0) U (2, +02) la derivada es positiva, en (0, 2) la
derivada es negativa,

Dadas las representaciones graficas de las funciones

flx) = — 3Py glx) = x* — 3

U N

A partir de las graficas, determina la derivada de cada una
enx=—1,

Es mas rapidamente creciente la funcion f(x), puesto que su
recta tangente tiene una pendiente mayor.

@ A partir de la grafica de la funcién f{x), y de las de las

tangentesenx = —1,x = 0 y x = 1, calcula f(—1), f(0)
y f(1).
T T T &

10) = —-
f10) = 5
fl1)=2
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Averigua en qué puntos no es derivable la siguiente
funcion:
fix) = | —x—2|
Dado quex’—x—2=(x-+ 1) (x—2),enlos puntos x=—1y
en x =2 lafuncién no serd derivable.

x—x—2 six<-1
fix)= {—x*+x+2 si—1=x=2
x1=x—2 six>2

fl-N=22-1=-2-1=~

3} = Af(-1)
f-1)=—2+1=2+1=3

flQ)=—2+1=—4+1=-3

} =4 f(-2)
fl2)=2x—1=4—-1=3

B Explica por qué no es derivable en x=0 la siguiente
funcion:
_|x¥+1 six<o0
ﬂx]“{—xa-z six=0

flo)=2

Iing_f{ﬂ = limubfz +1)=1

by =T = Alim fix)
Iir:gj{x) = lim (-x+2)=2 =2l
Parque f{x) no es continua en x = 0.

[El Dien qué punto no es derivable la siguiente funcién defini-
da a trozos:
X six=2
xRy = {43' six<2
La funcién esta definida a trozos, es continua puesto que
f(2) = 8 y los limites laterales, cuando x tiende a 2, son iguales
yvalen 8,y la derivada existe en todo punto de R—{2}.

En el punto x = 2, que es el punto de unién de los dos trozos,
debe calcularse la derivada, si existe, mediante las derivadas
laterales:

(2+h’—-8

f2+h-fa _
h i - h
hi6h+12+h)

f.(2)=lim,

8+6h'+12h+h -8

=fm, h g h
=Limn(6h+12+h2)=12

o RN -A2) _ . 42+h -8 _
e S
i a+4h—a_“ B+4h—3_4
_r:lTn h _n[.nu h -

Dado que las derivadas laterales no coinciden, A £/(2).
Es aconsejable que los alumnos realicen la representacion
grafica para que constaten que se trata de un punto anguloso.

H] Dadas las siguientes funciones, indica en qué puntos no
son derivables. Razona por qué.

a) fix) = |x — 3|
b) fix) = |¥ — 1|
x+2 six<0
< ﬂsz[_x+1 six=0
x+2 six<0
djﬁx]={x’+2 six=0
al Enx=3

—x+3 six<3
Porque flx) = x — 3| =1, _ 3 gy=3 Ylasderivadas

laterales en x = 3 no son iguales: por la izquierda es —1y
por la derecha, 1.

@ Andlisis

También se puede razonar que en ¥ = 3 hay un punto an-
guloso.
b)Enx=1yenx= -1
=1 six< =1
Porque flx) = — 1| ={ = +1 si=1=x< -1 ylas
=1 six=1
derivadas laterales en x = —1y enx = 1 no son iguales:
i Enx= —1,porlaizquierda es —2, y por la derecha es 2.
% Enx =1, porlaizquierda es —2, y por la derecha es 2.
También se puede razonar que enx = —1 yenx = 1 hay
puntos angulosos.

¢) En x = 0 la funcidn no es continua, por lo gue no es deri-
vable en este punto.

d) La funcion es continua en x = 0, pero no es derivable, por-
que las derivadas laterales no son iguales en x = 0: por la
izquierda la derivada es 1, por la derecha la derivada es 0.

Se puede razonar a partir de la representacién gréfica de
la funcion.

Fl Dada la siguiente funcién:
x+1
flx) =
x—1
Calcula la ecuacién de la recta tangente y normal en x = 2,
Recta tangente:y —3 = —2(x — 2)

1
Recta normal:y—3 = El{x -2

Funcidn derivada

E¥] ;Es lo mismo derivada de una funcién en un punto que
funcién derivada?

No, la derivada de una funcién en un punto es el valor de la
pendiente de la recta tangente a esta funcidn en este punto,
y la funcién derivada es aquella aplicacién que asocia a cada
valor de x el valor de la derivada de la funcién en x,

Si la funcién f(x) es continua en R, jes derivable también
en R?
Si la funcidn fix) es continua en [ no tiene por qué ser deriva-
ble. Lo contrario si que es cierto.

Calcula la funcién derivada de estas funciones.

a) fix) =x"+ 2x
b) flx) = (x + 2)°
) flx)=x"-5
d) f{x) = 2" + 9¢°

G, i 4
i R G

f) foo)=(x+2Vx)
g) fix) = 3V + 2Vx + Vax
— 1
h) fix) =x‘\3/x’ +7x+
Ve

. 27 4x 1
& Bpimraeie e
D Ro=1+2-=

3
) o) = 5

VRV

D )=~ - 3¢

m) o =2Vx+ Vax



n) fix) =2V
A) fix) =2x" - 3x* +1

o}ﬂx}=1—%

P}ﬂx}=5\'§+\f§;—%

Inx 2
q) fix, N=—=t—

K ) =V + Ve
s) fix) = (2 — 6x)’

t) ﬂx}=3x\/§—%
u) fix) =3x (x* -2)

a) fix)=3x*+2
b) fix)=2x+4

c) flx)=

d) flx) = 6x* + 18x

f) flx)=3x* +15x2 + 24x + 12x"i

; ¥ 1 x4
8l Fig)= ‘\f_ V;_,— 3V X
o SVX 2
h) F0 == g
i) f'tx;=f§+i;~
2 &
j) f)=——+—

X

=

2 9
k) fix)=———+
WV 267 Vx

I} flx)= —-134 — 2x — 9x*

m) flx} = 7—' % T_
7x*Vx
2

n) fix) =
i) f(x) = 8x* — 6x
o) flx)=—

p) flx) =

I T
IIJf{X}—?x 3

3IVx 2
) fl)="—""+
b e 3Vx
s) fix)=—24 + 72x
0 s Vx 3
2 avk
u) flx)=9x"-6
2 3
v) flx) = 7 7
w) ﬁtx>="1);T
e r T |
x) flx) = 22 + 3
1
y) fx) =
3V
z) ,Pm:M
2(Vx - 5)
Calcula la funcién derivada de estas funciones.
a) fx) = = x=Vx
2 +Vx
b)Ax) =0 —x+1)&"
c) flx)=—
d)flx)=(xX+3x—1)- (2% —1)
e) flx)= 2“-:
2x
f ﬂx,_x—-1+xz-1
1-Vx
g) flx) = 7
Sx
h) fix) =
e""+2
i) ﬂx}* =T
senx+ cos 2x
j) fix)= S
k) fix) =3x senx+4
—2x
i ﬂxl—m
m) fd = e+1
njf{x] senx
7) fix) = '"4"
+1
===
p) flx) =
q) fix) =x*-senx
r) fix)= 2x+:
s) flx) =ex-2x+x*
e”
t) ﬂx!——2;
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u) fix)=Inx-senx

Vx
v) fix) = &
w) flx)=x"-3"
¥ 8x= In 3x

y) flx)=e*-cosx +2*

o fo = SVt 342

W2+ V)
b) Fix) = " (x* +x)
3w —x’

c) fix)= pr

d) Fix) = 10x* + 24x* — 6x* — 2x — 3

e) fixi = ﬁ
f) ) =— ssz_?},— 2

:
g) F) = ;‘—\;F,; - ;\:‘,f
h) ) = %’—’i
i) = {—;2"-:;3.7

i) fx)=2cosx
k) f1x) = 3(sen x + x cos x)

oy BX+2
m) fx) = —e e +2)
) = COSX
n) flx) = 3
) Fog = L0
o D
OJf(X:'—(x_ni
x—1
pJf’(x}=E[xx, )

g) f(x) = 2xsen x + x" cos x

-2~ 2~ 2
bt = 1)

s) F)=2(xe"+e"+x)

8 Flx) = ﬂ—z—_ﬂ

r) fx) =

senx

u) fix)=Inx-cosx+
1—2x
2Vx-e*

w) fx)=3"% (x-Inx+3)

e 2
x+In?3x

v) flx) =

x) fix) =

y) f(x) = e* (cos x — sen x)

@ Andlisis

i Obtén, a partir de las graficas de las funciones, las de sus
funciones derivadas.

Aplicaciones de la derivada

Calcula cual de estas funciones es mas rdpidamente cre-
ciente para x = 2.

i flx)=6x—4xX—10x+5

1 glx)=12x"—4x+3

Para saber cual es mas rapidamente creciente para x = 2, de-
beremos hallar el valor de la derivada de las dos funciones
parax=2:

Fix) = 18x* — 8x — 10 = f(2) = 46

g'lx) =48x* — 4 = g'(2) =380

Tiene la derivada mayor g(x), por tanto, esta es la funcién mas
rapidamente creciente.

Dada la funcién flx) = ax® — 3x + 5, calcula el valor de a
para que f'(1) =9.

Se calcula, en primer lugar, la derivada de la funcion:
flx)=2ax—3

Enx=1tenemos: f(1)=2a—3
Sif(1)=9,entonces:9=2a—-3=a=~6

La funcién s(t) = 30 — 5¢° expresa el espacio que recorre

un cuerpo en caida libre en funcién del tiempo, donde s se
mide en metros y t en segundos.

Calcula la velocidad media de |a caida y la velocidad instan-
tanea ent = 2 sy en el momento de llegar al suelo.

vV, = —10m/s
v(2) = —20m/s

v(V6) = —10V6 mis



Los signos negativos indican que en el sistema de referencia
la caida tiene velocidad negativa.

Calcula la ecuacion correspondiente a la recta tangente a la
funcién f(x) = 7)% + 4x — 7 en el punto de abscisa x = 3.
fix)=7x*+4x—7

fix) =14x + 4

En el punto de abscisa 3, f(3) = 46, que es |la pendiente de la
recta tangente en ese punto.

Calculamos el valor de la ordenada del punto de abscisa 3:
fi3) =68

Podemaos escribir;
y—f3)=F3)x—3)=y—68=46(x—3) = y=46x— 70

Halla la ecuacién de la recta tangente a esta funcién:

![x}=2+\f;' enx=~i—

1
) =—=
2Vx

:
()-43-55

Por tanto, la ecuacién punto-pendiente sera:

1
y_Yo=mL“_qud0ndem=~\7—;

3 3 Va
=Z y=2+_[==24—
X 4,)«ﬂ 2 2 2 >
Por tanto:
. _ﬁ_L(x_f')
g 2\ 4
(En qué punto es paralela la tangente de la funcién

fix) = il 7x a la bisectriz del primer cuadrante? ;Y a la del

segundo?

Para que la tangente sea paralela a la bisectriz del primer cua-
drante, su pendiente debe ser 1.

X X
flry=—— —_— 7= =
(x) 5 = > 7=1=x=16
El punto buscado es (16, —48).

Para que la tangente sea paralela a la bisectriz del segundo
cuadrante, su pendiente debe ser —1.

X
f’{x}=§—?=a?—?= —1=xx=12
El punto buscado es (12, —48).
Calcula el punto de la curva y = 2 + x + x* en el que la tan-
gente es paralela alarectax — y = 0.

La curva corresponde a una funcién polindmica de segundo
grado, continua y derivable en R.

La recta x — y = 0 tiene pendiente 1; por tanto, buscamos el
punto en el que la derivada es 1:

Y=1+2=21=1+2x=x=0=y=2=(0,2)
Halla en qué punto es paralelaalarecta3x—y+2=01a
recta tangente a la funcién f{x) = x* — 6x + 5.

La pendiente de larecta 3x —y+2=0es 3.

La recta tangente, si debe ser paralela a esta recta, debera
tener la misma pendiente;

flx) = x*—6x + 5=;f’{x}=2x~6=3:>x=%

El punto buscado es P (2, f(-g-)), es decir, P(E. i)

2 \2 2
Halla los puntos de tangente horizontal de la gréfica de
fix) = 3x* + 2¢ — 3,

fix) es una funcién polinémica; por tanto, continua y deriva-
ble en K.

Una recta horizontal tiene pendiente nula, por lo que f{x) = 0.

Flx) = 12x° + 6x° — 6x

Flx) =0six(22 +x—1)=0=2x(2x— Nx+ 1) =0=>x=0,
1

x= > yx=—1

Los puntos de tangente horizontal son los de abscisa x = 0,

x*I— x=-1
g Tk

Averigua los puntos en los que la recta tangente a la

4
curva de la funcién f(x) = — + x cumple:

X
a) Es horizontal.
b) Es paralela a la recta y = 2x + 3.

a) La pendiente de una recta horizontal es m = 0. Por tanto,
hemos de buscar en qué punto, x,, se cumple que fi{x,) = 0:

8 8 8
fl)=——+1=2-S+1=0=—=1=x=2
X X X

El punto buscado es P(2, f(2)), es decir, P(2, 3).

b) La pendiente de la recta dada es m = 2. Por tanto, hemos
de buscar en qué punto, x,, se cumple que fx,) = 2:

Lf e — — — 8 —_— — — —
f(xl—xg +1= 73 +1-2=>x3- 1= x= -2

El punto buscado es P(—2, f(—2)) , es decir, P(—2,—1).

Determina los puntos de la grafica de f(x) = x* — 5xen los
que la recta tangente es paralela a la bisectriz del segundo
cuadrante. Halla las ecuaciones de estas tangentes.

flx) =4x — 5
La pendiente de las tangentes buscadas es —1:
“1=4C -5 =1=3x=1

Hay un punto de abscisa 1 en que la tangente es paralela a
y=—xP(,-1).

La recta que pasa por P(1, —1) de pendiente —1es: y = —x
Observa que la tangente buscada es la bisectriz del segundo
cuadrante.

Considera la funcién fix) = ¥’ — 3x* + 2x + 2:

a) Halla la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x)
en el punto de abscisa x = 3.

b) ;Existe alguna otra recta tangente a la grafica de f(x)
que sea paralela a la que has hallado? Razona la res-
puesta y en caso afirmativo, calcula la ecuacién.

a) flx) = 3x* — 6x + 2
f3)=8 f3) =1

La ecuacién de la recta que pasa por (3, 8) de pendiente
11 es:

y—8=11k—3)=y=11x—25

b) Buscamos en qué otro punto, f(x) tiene una tangente de
pendiente 11:

fX)=11=3"-6x+2=11=3-6x-9=0=x=
3 x=-1

1. Derivadas @



Cuando x = —1, la recta tangente también tiene pendien-
te 11.

fi—1) = —4; es decir, el punto es (—1, —4)

Recta que pasa por (—1, —4) y tiene pendiente 11 es la si-
guiente:

y+a4=11x+1)=y=1x+7
Averigua la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
la funcién fix) = Vx — 2x paralela a la recta de ecuacién
3x+2y+2=0.
La pendiente de la recta es —73 Por tanto:

- 2= — =x=1
2Vx 4
Six=1=y=-1
La ecuacidn de la recta que pasa por (1, —1) y tiene pendiente

=3
TESEX"' 2y—1=0.

(En qué punto de la grafica de la funcién f(x) = In x su recta
tangente es paralelaalarectax — 3y + 1 =0?

1
La rectax — 3y + 1 = 0 tiene pendiente 3 Por tanto:

UL S S
f{x}—3=:x 3=:unr 3

f3)=In3
El punto es (3, In 3).

{En qué punto de la curva y = In x la recta tangente es pa-
ralela a la cuerda que une los puntos (1, 0) y (e, 1)?
1-0 1

La pendiente de la cuerdaes m = =
&= e—1

1 3 1
¥ X

=x=e—1

x e—1
Averigua en qué otro punto corta a la curva de f(x) la tan-
gente a f(x) =xX-x+1lenx=1.

) =3¢ — 1= f(1) = 2
Six=1=f1)=1

Por tanto, la ecuacién de la recta que pasa por (1, 1) y tiene
pendiente m = 2 es:

y=2x-—1
Para saber el otro punto de interseccion resolvemos el sistema:

y=2x-—1

[ y=x—x+1

Al restar la primera ecuacién a la segunda, se obtiene la ecua-
ciénx’ — 3x+2=0.
Por Ruffini, se obtiene x® — 3x + 2 = (x — 1/*(x + 2).
Es decir, la recta corta a la curva en x = 1, que es el punto de
tangencia,yenx = —2.

Determina los puntos en los que la recta tangente a la cur-
va de la funcién flx) = 3x* — xenx = —2 corta a los ejes de
coordenadas.

f)=6x—1=Ff(-2)=-13
Six=—-2=1f-2)=14

Por tanto, la ecuacién de la recta que pasa por (—2, 14) y tie-
ne pendiente m = —13 es:

y=-13x—12
Corta a los ejes de coordenadas en (0, —12) y (—12/13, 0).

@ Andlisis

Calcula en qué punto corta al eje X la recta tangente a la
funcién fix) = * — 4x+ 2 en el punto de abscisa 1. ;En qué
punto corta al eje ¥7

En primer lugar, se calcula la ecuacion de la recta tangente en
el punto de abscisa 1:

fix) = 2x— 4= F(1) = -2
La ecuacion de la recta tangente es, pues: y = —2x + 1
Para calcular los puntos de corte con el eje de abscisas:

1
y=0=x =5 El punto de corte es (%, 0). Para calcular los

puntos de corte con el eje de ordenada: x = 0=y = 1. El pun-
to de corte es (0, 1).

Determina el punto de la curva flx) = —2x* + x en el que la
recta tangente forma un angulo de 135° con el eje de absci-
sas en sentido positivo.

Debemos buscar un punto, X,, tal que flig) = —1.

fl)=—dx+1=>—4x+1=—1 =&x=%

1 1 1
Por tanto, el punto buscado es: (E’ F ( rz-)) es decir: (E 0).

4
Dada la curva de ecuacion p s 4:

a) ;En qué punto tiene una recta tangente horizontal?

b) ;Es posible que esta curva tenga una tangente paralela
a 3x — 3y + 7 = 0 en algdin punto de abscisa negativa?

a) f{x) es una funcidn racional, continua y derivable en R.
Una recta horizontal tiene pendiente nula, por lo que
i) =0.

) = 16x/0¢ + 47
Flx)=0six=0.
f(x) tiene un punto de tangente horizontal en (0, —1).

b) La pendientede larecta 3x — 3y + 7 = 0es 1 >0y para x
< 0, fx) <0, luego f{x) no tiene una tangente paralela a
dicha recta parax < 0.

Averigua los puntos en los que la recta tangente a la curva

_de la funcién f(x) = x In x:

a) Es horizontal.
b) Forma un angulo de 45° con el eje X en sentido positivo.
Se calcula la derivadade fix) =xInx=f{x)=1+Inx.

a) Si la recta tangente debe ser horizontal, la derivada debe
sernula: 1 +Inx=0=Inx=-1=x=1/e

b) Si la recta tangente debe formar un angulo de 45° con el
eje positivo de abscisas, la derivada de la funcién debera
coincidir con la tangente de 45

T+Inx=1=Inx=0=x=1
Larecta 8x — 4y — 5 = 0 es tangente a la curva de ecuacién
y =x* +x— 1. jEn qué punto?
y=2+1
La pendiente de la rectaes 2, porloque2 = 2x + 1 =x = 1/2.
Six = 1/2 = y = —1/4. El punto de tangencia es (1/2, —1/4).

Determina la ecuacion de la recta tangente a la curva

5 5
y= S —Ax cuya pendiente es >
, 2
YT a0
; 2 __5 _3
Sim= 5!2:)5“__“]2— 2=>x 5

En el punto (3/5, f(3/5)) la pendiente de la tangente es —5/2.



fi3/5) = —3/5

Luego la ecuacion de la tangente es y = —3/5 — 5/2(x — 3/5)
=25x+10y—9=0.

¢En qué punto la recta que pasa por los puntos A(0, —1) y

x
B(—1,1) es tangenteala curvay = x 2% - 17

La recta que pasa por A y B tiene pendiente —2, y su ecuacion
esy=—2x—1.
3’ 3%

y'=T—4x-——aT—4x=—2:&x=—%y,\c=2,enlos

puntos de la curva con esta abscisa, la tangente tiene pen-
diente —2.

Six = —2/3,y = —55/27; este punto no pertenece a la recta
que pasa por Ay B.

Six = 2,y = —5; este punto si pertenece a la recta que pasa
porAyB.

El punto en que la recta que pasa por A y B es tangente a la
curva es (2, —5).
Determina el punto de interseccién de las rectas tangentes
a las gréficas de estas funciones:

fixil=Inx y gl)=-x+x¥*—2enx=1

Buscamos la ecuacion de la recta tangente a la gréfica de
fix) = Inxenx=1:

f(1) = 0, luego el punto es (1, 0).
1
f'{x}=;,m=f'(1}m>m= 1

La recta que pasa por (1, 0) y tiene pendiente Tes y = x — 1.

Buscamos la ecuacién de la recta tangente a la grafica de
gx)=—x +x—2enx=1:

g(1) = =2, luego el punto es (1, —2).

g =-32+m=g(N)=m= -1

La recta que pasa por (1, —2) y con pendiente —1esy = —x ~ 1.
El punto de interseccidn se halla al resolver el sistema forma-
do por las ecuaciones de las tangentes y se obtiene P(0, —1).
Determina la monotonia y la curvatura de estas funciones.
a) f)=2+9x" - 24x+5 ) plx)=2¢—9% + 12x+ 6
b) hix) = 4x* — 24x d) g(x) =x" - 3x

a) fix) = 2x° + 9x* — 24x + 5 flx) =6x* + 18x — 24
Se resuelve f{x) = 0, y obtenemos x, =1y x,= —4. Como

la derivada no tiene discontinuidades, los intervalos de
monotonia seran:

(—oo, —4), (=4,1), (1, +<2)
Buscamos el signo de f/(x) en estos intervalos:
B f{x)>0en(—=s, —4) la funcion es creciente,
B f(x)<0en(—4,1) la funcion es decreciente,
8 f(x)>0en (1, +<) la funcién es creciente.

Para hallar los intervalos de curvatura, se estudia el signo
de la segunda derivada. Para ello, en primer lugar, resolve-
mos (x) = 0.

Fx)=0=12x+18=0=2x= —3/2

Los intervalos de curvatura son (—es, —=3/2) U (—3/2, +es)
donde la funcion es convexa y céncava respectivamente.

b) hix) = 4x* — 24x hix)=12x*— 24
Hacemos h'(x) = 0 y se obtiene: x, = \ny; =-V2
Los intervalos de monotonia seran;

(=eo=V2),(-V2,V2)y (V2, +=)

En ellos, la funcién crece, decrece y crece, respectivamente.

Para hallar los intervalos de curvatura, se estudia el signo
de la sequnda derivada. Para ello, en primer lugar, resolve-
mos F{x) = 0.

Flx)=0=24x=0=x=0

Los intervalos de curvatura son (—ee, 0} U (0, +2<) donde la
funcién es convexa y concava respectivamente,

c) flx)=6x*—18x + 12

Se resuelve f{x) = 0 dando como soluciénx, = 1y x, = 2.
Los intervalos de monotonia son: (—es, 1) U (1, 2) U
(2, ++=) donde la funcion es creciente, decreciente y cre-
ciente respectivamente.

Para hallar los intervalos de curvatura, se estudia el signo
de la segunda derivada. Para ello, en primer lugar, resolve-
mos f(x) = 0.

ffx)=0=12x—18=0=x= 3/2

Los intervalos de curvatura son {—ee, 3/2) U (3/2, +e<) don-
de la funcidn es convexa y concava respectivamente.

d) F{x)=3x* — 6x
Se resuelve f{x} = 0 dando como solucién x, = 0y x, = 2.
Los intervalos de monotonfa son: (==, 0) U (0, 2) U

(2, +=a) donde la funcidn es creciente, decreciente y cre-
ciente respectivamente.

Para hallar los intervalos de curvatura, se estudia el signo
de la sequnda derivada. Para ello, en primer lugar, resolve-
mos f{x) = 0.

ff)l=0=26x—6=0=x=1

Los intervalos de curvatura son (—ee, 1) U (1, +eo) donde la
funcién es convexa y céncava respectivamente,

Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento
de la funcién f(x) = 3x" + 2x* — 3x7, asi como sus puntos
maximos y minimos relativos.

Fx) = 12x + 6x* — 6x = 6xi{x + 1}(2x — 1)
La funcidn es polindmica, luego derivable en todos sus pun-

tos, y partir de los ceros de f{x), determinamos los intervalos
en que fx) tiene signo constante:

-1 0 n
S
r+1 = [
21 Bl e = o
= R — [

flx) es decreciente en (—es, —1)} U (O. %)
fix) es creciente en (—1,0) U (—;— +o¢)

1 " ;
I Enx=-lyenx= 7 Presenta minimos relativos.

I Enx = 0 presenta un maximo relativo.

Halla los extremos relativos de la siguiente funcién poliné-
mica:

ﬂx}=x’—%x’-—6x-—3

fix) es una funcién polinémica, por tanto continua y derivable
en R, Para hallar los extremos relativos calculamos los puntos
singulares:;

fx)=0= 3 -3x—6=0=2x=—1,x=2
Estudiamos el signo de f(x) a los lados de estos puntos:

1. Derivadas @



I Enx= —1 la funcidn tiene un maximo relativo.
I Enx = 2lafuncidn tiene un minimo relativo.

A partir de los maximos y minimos relativos de la funcion
fix) =x'— %}F— 6x — 3 y de su comportamiento en el infi-

nito, representa de manera aproximada su grafica.

Para hallar los extremos relativos de la funcién, se deberd
igualar a cero su derivada:

f'{XJ:3X2'_3X_6=U=>x=2yx= -1
f)=-13yf(-1)=1/2

Tenemos un extremo en el punto (2, —13) y otro en el punto
(=1, 12

Teniendo en cuenta los limites de la funcién, en +ee y —es,
podemos representarla de forma aproximada:

1T

EFRRRY

-1 .‘ y

| I
_.—_.5:':5:4—3—¥ _2_\
- if g b |
6

N A
T

T ;;,.1‘;.*:

Estudia el crecimiento y el decrecimiento de cada una de
las siguientes funciones.

a) fix) = 4x —3x + 1

X
b}f[x]—;-:-;
xX-2
<) fix) = x+1
a) Domf=R fix) =122 -3

Determinamos el signo de f en (==, =1/2), (—1/2, 1/2) y
(1/2, +¢2), buscando el signo de fen un punto cualquiera

de cada intervalo:
-1

Luego fix) es creciente en (—eo, —1/2) U (1/2, +oo} y flx) €5
decreciente en (—1/2, 1/2).

b)Domf=R— {3}  Flx) = —3/(x—3)
La derivada es siempre negativa, luego fix) es decreciente
en su dominio.

d Domf=R—{=1}  fl)=(+2x+2/+1)
La derivada es siempre positiva, porque el numerador no
se anula y siempre es positivo, el denominador también,
luego fix) es creciente en su dominio.

Determina los extremos relativos de las siguientes fun-
ciones.

a”(x)=x‘+1
X
b) fix) = x e

¢) fix)=xInx
a) Para determinar los extremos relativos, igualamos a cero
la derivada primera:

@ Andlisis

)= ____x‘x—z1 =0=x=1yx=-—1

Para determinar si los extremos son maximos o minimos,
estudiaremos los intervalos de monotonia:

{_°°r _1;'1 {_ 1, O}r [Ul 1}! ':TJ +o0)
i Intervalo (—eo, —1):parax= —2,f(—-2)>0;
en este intervalo la funcién es creciente.

i Intervalo (—1,0): parax=—0,5f(-05)<0;
en este intervalo la funcidn es decreciente.

i Intervalo (0, 1): parax=0,5,f(0,5) < 0;
en este intervalo la funcidn es decreciente.

i Intervalo (1, +ee):parax=2,F(2) = G;
en este intervalo la funcidn es creciente.

En el punto (—1, —2) la funcién presenta un maximo.
En el punto (1, 2), un minimo.

&) Para determinar los extremos relativos, igualamos a cero
la derivada primera:

Flix) =e'ix+1)=0=2x=—1

=]
En el punto (—‘F. T) la funcion presenta un extremo
relativo, Para determinar si es maximo o minimo, estudia-
mos los intervalos de monotonia:
[_mt _]}; [_ .ip +°°}

i Intervalo (—es, —1):parax= —2,f(-2)<0;
en este intervalo la funcidn es decreciente.
# Intervalo (—1, +es): parax =0, F(0) > 0;
en este intervalo la funcidn es creciente,

1
En el punto ( = 1,‘;‘) la funcidn presenta un minimo.

¢) Para determinar los extremos relativos, igualamos a cero
la derivada primera:

F)=1+Inx=0=Ihx=—1=2x=1/e

Para determinar el tipo de extremo relativo que presenta
la funcién, estudiamos sus intervalos de monotonia:

1 1
0,— |;|—,te=
e e
1
# Intervalo | 0, Py ;parax = 0,1, f{0,1) <0,
en este intervalo la funcion es decreciente.
1 e
# Intervalo ;,-i-w :parax = e, fle) >0,
en este intervalo la funcidn es creciente.

1 1
En el punto (Z’ —;) la funcién presenta un minimo.

Representa las siguientes funciones.

a) f)= -2+ 5¢%-4x+1  d) )= "z;'
b) ) =x — 3x— 1 c,lﬁx}=f:i

¢) fix)=x"+2¢ —2x— 1
a) 1 Ramas infinitas.
lim (=2x*+5x° —dx+1)=—=

X=h fu

lim (—2x*+5x*—4x+ 1) = +=

X - =
i Puntos de interseccion con los ejes.
Con el gje X. Se debe resolver la ecuacién f(x) = 0.

1
Se obtienex=1yx= 3



1
Los puntos de interseccién son: (1, 0) y (E’ U)

Con el eje Y. Se impone x = 0 y se obtiene f(0) = 1. El
punto de interseccién con el eje Yes (0, 1).

I Puntos de tangente horizontal.

Igualamos a cero la primera derivada:

2
Fl)=—6x"+10x~4=0=3x=1 yx=3

2
Calculamos sus ordenadas: f(1) =0y f(;) =0
Por tanto, los puntos de tangente horizontal o puntos

2
singulares son: (1, 0) y (5, 0)

1 TTTTL% ! I
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b) 1 Ramas infinitas.
lim (x*—3x—1)=+=
X=y 4=
lim =3x—1)=—2
r— —=
I Puntos de interseccion con los ejes.

Con el eje X: se debe resolver la ecuacién f(x) = 0.

Tratando de obtener las soluciones enteras de la ecua-
cién x* — 3x — 1 = 0 se observa que no hay soluciones
enteras.

En principio, se deberd tratar de representar la funcién
desconociendo los puntos de corte con el eje X.

Con el eje Y. Se impone x = 0 y se obtiene f(0) = —1. El
punte de interseccion con el eje Y es (0, —1).

1 Puntos de tangente horizontal.
lgualamos a cero la primera derivada:
fXl=3x"-3=0=3x=1yx=-1
A continuacién calculamos sus ordenadas:

f(1) = =3 y f(—1) = 1. Por tanto, los puntos de tangen-
te horizontal o puntos singulares son: (1, —=3) y (=1, 0).

| ::"y |
| % ) = = 3x— |
113 |
N 2 ]
1 el 1]
AN .
7651431 LN 1 p 3 4 X
| WA ]
i
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) I Ramas infinitas
lim (x*+2°—2x—1)= +=

K= 4=

im (x*+ 2% —2x—1)= 4=

X=h —=

B Puntos de interseccién con los ejes.

Con el eje X. Se debe resalver la ecuacién f(x) = 0. Se
obtiene x =1y x = —1, Luego los puntos de intersec-
cion son: (1,0} y (—1,0).

Con el eje Y. Seimpone x = 0 y se obtiene f{0) = —1. El
punto de interseccién con el eje Y es (0, —1).

1 Puntos de tangente horizontal,
lgualamos a cero la primera derivada:

1
f’[x}=4x’+ﬁx’—2=0:.>x=-1,x=—3 yx=1
A continuacion, calculamos sus ordenadas:

1 3
f]z'f—-—- —_ e — f—]:ﬂ
(1)=0, ( 2) 6 yH=1)

Por tanto, los puntos de tangente harizontal son:

1 3
L0~z v B
( }( 3 16)?[ 1,0)
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d) 8B Ramas infinitas.

) x1+1 . x*+1
lim ] = lim 3 =
x— o X X= —m X

Tiene una asintota horizontal de ecuacién y=1.

i Puntos de interseccidn con los ejes.

Con el eje X. Se debe resolver la ecuacién f(x) = 0. La
ecuacion no tiene solucidn, luego la funcién no corta al
eje de las abscisas.

Con el eje Y. Se impone x = 0 y se observa que este va-
lor no pertenece al dominio, luego la funcién tampoco
corta al eje de |as ordenadas. Ademds, este eje de ecua-
cién x = 0 es una asintota vertical.

5 Puntos de tangente harizontal.
Igualamos a cero la primera derivada:
==l
flx)= “* = 0=x=0; perox=0no es del dominio

de la funcién, luego no tiene puntos singulares.
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e) i Ramas infinitas.

) 2=X . 2—x
,Il.mu 1-x)=1 ol T .

La recta y =1 es una asintota horizontal. Ademas x = 1
no pertenece al dominio de la funcién y, por tanto, la
recta x =1 es una asintota vertical.

# Puntos de interseccién con los ejes.

Con el eje X. Se debe resolver la ecuacién f(x) = 0. Se
obtiene x = 2. Luego la funcién corta al eje de las absci-
sas en el punto (2, 0).

Con el eje Y. Se impone x =0 y se obtiene (0} = 2. El
punto de interseccién con el eje Yes (0, 2).

i Puntos de tangente horizontal.
Igualamos a cero la primera derivada:

1
f'ix) = W = 0. La ecuacién anterior no tiene solu-

cign y, ademas, la funcién derivada es siempre positiva,
luego la funcién es creciente en todo su dominio y, por
tanto, No presenta puntos criticos.
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Ejercicios de aplicacion
St
B Dada la funcion fix) = n; = donde m es un pardmetro:

a) Determina para cada valor del parametro m el valor del
limite Iirnl fix), si existe.
X =y
b) ;Para qué valores de m la derivada de la funcién f(x) es
positiva para todo valor de x?
a) La discontinuidad depende del pardmetro m:
8 Sim = 2, ellimite es 2 y la discontinuidad es evitable.

i Sim#2, el limite no existe, la funcién diverge (infinito),
y la discontinuidad es asintdtica.

b) Si m< 2, la derivada de la funcién f(x) es positiva en su
dominio.

Halla las ecuaciones de las rectas tangentes a las curvas
" .. x+1
en su punto de interseccién: f(x) = 3 ygbd=x—x—2

;Qué se observa?
Averiguamos su punto de interseccién resolviendo el sistema

_x+1
Y= x y obtenemosx = =1,y = 0.
=x'—x-2

Hallamos la ecuacién de la tangente a flx) enx = —1:
3 1

fr as fr -1 =—

(x) o=xr = f(-1) 3

La recta que pasa por (—1, 0) y tiene pendiente 1/3 es

1
y—;(x+1).

@ Anéilisis

Hallamos la ecuacién de la tangente a g(x) enx = —1:
gl=2x—1=9g{-1)=3

La recta que pasa por (—1, 0) y tiene pendiente 3 es

y==3x+1).

Las dos tangentes son perpendiculares.

Escribe las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcion

fix) =’ + 3x" + x en los puntos de interseccién con la bi-
sectriz del primer cuadrante.

Hay que determinar los puntos de interseccion de la curva de
la funcién con la bisectriz del primer cuadrante:

se resuelve el sistema y se obtienex =0y
= x=—3, por lo que los puntos de intersec-
cidnson (0,0)y (=3, —3).
En x =0, la pendiente de la tangente sera f{0):
flx)=3x"+6x+1=FO)=1
La ecuacion punto-pendienteesy —0=1(x—0) = y=x.
En x= —3, la pendiente de la recta tangente sera f(—3).
Como Flx)=3x" + 6x + 1= f(—3) =10

La ecuacién punto pendiente sera y + 3 = 10(x + 3), es decir,
10x—y +27=0.

y=x+3x*+x
y=x

Calcula el drea del tridAngulo que forman los semiejes posi-
tivos de coordenadas y la recta que es tangente a la curva

X 3
R (B it =1.
y= 2x S enx
Enx =1,y = 0.El punto es (1, 0).
La pendiente de la tangenteenx = Tesy' =x—2=m= -1

La ecuacion de la recta que pasa por (1, 0) y tiene pendiente

—lesy=—-x+1.

La recta corta a los ejes en (1, 0) y (0, 1), por lo que el drea del

tridngulo es A = 1/2 U™

Calcula una funcién de segundo grado del tipo:
fix)=x*+bx+c

sabiendo que su gréfica pasa por el punto de coordenadas
(1, 3) y que en el punto de abscisa 2 su tangente tiene pen-
diente iguala 1.

Si en el punto de abscisa 2 la tangente tiene de pendiente 1,
quiere decir que la derivada parax=2es 1:
fxl=2x+b=1=4+b=b=-3
Si, ademds, la funcidn pasa por el punto (1, 3), se tiene:
f)=x*—3x+c=23=1-3+c=c=5
La funcién de segundo grado es:y =x*—3x +5
Calcula los valores de b y ¢ para que la funcién de ecuacién

fix) = x* + bx + c tenga un extremo relativo en el punto
(=1, —4). ;Qué tipo de extremo es?

fixi=2x+b

fi-l)=4=4=1-b+c
fl-11=0=20=-2+b=b=2c=5

Se trata de un minimo porque es una parabola con el coefi-
ciente del término de segundo grado positivo.

Halla los coeficientes g, b y ¢ de la funcién de ecuacién
flx) = ax* + bx + ¢, sabiendo que larectay = —x + 1 es
tangente a la curva y = f(x) en el punto (1, 0) e y = fx) corta
el eje de ordenadas en y = 3.

Pasa por el punto P(1, 0) donde es tangente a una recta con
pendiente —1:

Al)=0=0=a+b+c

f(l)=—1=22a-1+b=-1



Evaltiacion (pagina 339)

También pasa por el punto Q(0, 3):
flo)=3=a-0"+b-0+c=3

Resolviendo el sistema formado por estas 3 ecuaciones, obte-

nemos:a=2,b=-5¢=3

Dada la funcién:

ﬂx}j[zf+2x+a six<1

bx*+1 six=1

a) Calcula a y b para que la funcién sea continua y deriva-
bleenx=1.

b) Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva fix) en
x=1.

a) Si la funcién debe ser continua, se ha de cumplir que
f1) :Iin': fx) =b+1
lim_fix)=4+a

=4+a=b+1
lim, fix) = b+1 ]

Si flx) ha de tener derivada en x = 1, se debe cumplir que:
Fig=6x*+2=f(1)=8
i) =2bx= F,(N)=2b=f.(1)=F{1)=28=2b
Portanto,b=4,ya=b—3,esdecira=4-3=1

b) Como (1) =8, y f(1) = 5, la ecuacién punto pendiente se-
rAy—5=8(xx—1),esdecin8x—y—3=0

Halla a y b para que la funcién:

fix) = {A’ +x six=1

ax+b six>1 5@ derivable en R.

Dado que los dos trozos de esta funcién son polinomios, la
funcién seréd derivable en R si:

B Escontinua en R, imponemos que loseaenx = 1:
Iirqﬂx]=ﬂ1}=2=a+b=2

# Esderivable en R, imponemos que lo seaenx = 1:

- NE 2

¢ i iy, MR e, QERRHO LR

h=0 h h— 0 h

+h) - -

fiy = i, AN _ L. @M EE=2

b= o™ h h—0* h
gy TRl
T hosot h =

F)=Ff(1)=a=5b=-3

Halla dos nimeros tales que el doble del primero mas el tri-
ple del segundo sea 24 y que su producto sea maximo.

Sean los nimeros x e y, y su producto P=x-y.

24 - 3y

Como 2x + 3y = 24, tenemaos que x =

(24 —3yly 24y -3y’
2 2
P tiene su valor maximo en y = 4, por lo que x = 6.

Sustituyendo: P =

Entre todos los rectangulos de perimetro 36, halla el que
tiene drea maxima.

A=b-h

Como36=2b+2h = 18=b+h = b=18-h
A=18h—h* = A’=18-2h

Si h =9, entonces A'=0.

Como A" < 0 siempre, la funcién drea tiene un maximo en
h=9.
Por tanto, el rectangulo de mayor area es un cuadrado de la-
do 9.

De entre todos los tridangulos rectangulos de area 1, averi-
gua las dimensiones del que tiene hipotenusa minima.

h=VEic
Como A=1 =%=a cz%
. 4 b*+4
= +—= [ —
h b B =

El radicando debe ser minimo, por lo que debemos hallar el
minimo de la funcién h? En (0, +50) la funcidn es continua y
tiende a +== en los extremos, por lo que su minimo absoluto
correspanderd a un minimo relativo:

v Zbd — 8 H I
hy'= T.-sn b = V/2, entonces (%)’ =0.

Para comprobar que es un minimo no hace falta calcular la
derivada segunda: es suficiente observar el signo de la deri-
vada primera para b= 1y para b= 1,5, y se deduce que es un
minimo, Por tanto, el tridngulo rectdngulo de hipotenusa mi-
nima con area 1 es el tridngulo is6sceles cuyos catetos son
iguales a V2 y cuya hipotenusa es 2,

Determina la mayor area que puede encerrar un triangulo
rectangulo cuyo lado mayor mida 1 metro.

A = ba/2
Por el teorema de Pitdgoras: 1 = b* + a*, @® = 1 — b%, donde

ay bson los catetos.
i L M-¥ P
2 2 V1 -0

SiA'=0entoncesb=a="\2/2yA=1/44?

A=

1. Calcula la tasa de variacion instantdnea de las siguientes funciones en el punto x = 2.

2.

¢) hi=-
X
r 1
1 - h 2 -1
T 2+V3 d M E=2 "

% e b) g9 = Vi1
. _ \/hT_.\/g
Halla la recta tangente y normal a la funcion f(x) = : J_r :
x= -2 f-2=3 PN = s F(~2) = —
) CE T2y

enel puntox = —2,

1
=2 Rectatangente:y—3=2(x+2) Rectanormal:y—3= —-E{x + 2

. Derivados @



3.

4.

@ 6.

=1 six=-1
Estudia la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcién: f(x) = { x si —1<x=-1
=+ 1 si x=1

La funcién esta formada por tres trozos compuestos por palinomios. Asf pues, en cada intervalo, la funcion es continua y derivable.
Hay que ver la continuidad y derivabilidad en los puntos de unién. En este caso la funcién no es continua en esos puntos ya que tiene
discontinuidades de salto finito. Por tanto, al no ser continua, tampoco es derivable.

Calcula la funcién derivada de las siguientes funciones.

a) fix}= 3sen?(3x) b) fix)= - ¢) fix)=e*-In (sen(x)) d) fix)= In(xx ) e) flx)=e" — In(%) f) f(x) = In(x2— 1)

cos(x) +1

) = i s . = . ] —_ 1 = 1 i 1

a) fx)=3-2-sen(3x) - cos(3x) -3 =9 sen(6x) d) fx) AT
x+1

vy o — 17 [=senb)] _ +sen(x) VTR . s N O |

b) flx)= (oS00l e e} fix)=2x-e 17 e + =
X

R ., Coslx) U B -.
¢) Fflx)=¢e"-Lnlsen(x)] + &’ — fl fix) -7 2x 1)
Estudia la monotonia de las siguientes funciones.
a) ﬁx)=% b) f)=\Vx2—-1 c) fix)=x—27x d) flx)=x5— 5x

a) flx)= —?2 Difi=R—1{0} Ffix)>0,x& (—=,0)= Fx) creciente f(x) <0, x € (0, +=) = fx) decreciente

Como la derivada no se anula no hay maximes ni minimos.

o = X Y P, P v T 1 4 oo i
b) fix) m DIf) = (—=, —1) U (1, o)  fx)<0,x E (—=, —1) = flx) decreciente  Fx) <0, x € (1, +=) = fx) creciente
c) flx)=32-27 fl)<0,xE (—= —3)U (3, +%) = flx) creciente f(x) <0,x € (—3, 3) = f{x) decreciente
Para x= —3 es un méaximo de la funcién y para x = 3 es un minimo
d} fio=5"—-5 FI>=0xE (—= —1)U (1, +%) = fix) creciente F(x} <0, x € (=1, 1) = flx) decreciente
Para x = —1 se tiene un maximo y para x = 1 un minimo.

x2
x—1

— 1
Se deriva la funcién dos veces resultando: fix) = xzi—{ = fx) = rz:), = fx) = %2—}

Calcula los puntos de inflexién y estudia la curvatura de esta funcion: fix) =

Como la ecuacion f(x) = 0 no tiene soluciones, la funcidn no tiene puntos de inflexién. Para ver la curvatura se estudia el signo de la
segunda derivada: f{x) >0, x € (—=, —1) U (1, +=) = fix) céncava. (x) <0, x € (—1, 1) = flx) convexa.

Halla una funcién f(x) = x* + bx* + cx + dtal que tenga un punto de inflexién en x = —1 y un extremo relativo en el punto P(1, 20).
b+c+d=19 d=125
2b+tc=-3 ={c=-9=2f)=x+3"—9x+25
2b=6 b=3

Hay un punto de inflexiénenx= —1=f{-1)=0
Hay un extremo relativo en P(1, 20) = f(1) = 0y f{1) = 20

Calcula la base del triangulo is6sceles cuyo perimetro mide 8 cm y su drea es maxima.
2y

Planteamos la funcién a optimizar siendo el lade desigual 2x y la altura y: fix, ) = =g Ay

Siles el lado iqual, tenemos: 2/ + 2x =8 = [ = 4 — x. Por Pitagoras, se deduce que: y = V(4 — X =
Sustituyendo en la funcion obtenemos: fix) = xV/ (4 — x)* —x*
Para optimizar esta funcién se halla la primera derivada, se iguala a cero y se obtiene x = 4/3. Por tanto, la base mide 8/3 cm.

;Cuél es el perimetro minimo que puede tener un sector circular de 25 m? de 4rea?
2mro

360

La funcién que calcula el perimetro dependiendo del radio del sector es: P = 2r +

o 25-360
La restriccion del problema impone que el drea del sector valga 25 cm?. Asi: 25 = rz%: g
am

53 . 50 & i A
Sustituyendo el valor de a en la funcién del perimetro se tiene que f(r) = 2r + —. Optimizando esta funcion se obtiene quer= 5y por
tanto el perimetro es 20 cm. £
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