Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Elipse (pagina 183)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una elipse. Mo-
viendo el punto P se puede comprobar la propiedad de la elipse
como el lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias
es constante. El deslizador de color verde permite modificar la
longitud del eje focal para ver otras elipses y comprobar la mis-
ma propiedad con ellas.
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Hipérbola (pigina 187)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una hipérbola.
Moviendo el punto P se puede comprobar la propiedad de la hi-
pérbola como el lugar geométrico de los puntes cuya diferencia
de distancias es constante. E| deslizador de color verde permite
modificar la longitud del eje focal para ver otras hipérbolas y
comprobar la misma propiedad con ellas.

Parabola (pagina 193)

En el archivo de GeoGebra aparece representada una parabola.
Moviendo el punto P se puede comprobar la propiedad de la pa-
rabola como el lugar geométrico de los puntos que equidistan
de una recta y de un punto. El deslizador de color verde permite
modificar el pardmetro p para ver otras parabolas y comprabar la
misma propiedad con ellas.

Actividades (paginas 179/194)

Bl Halla la mediatriz del segmento cuyos extremos son los
puntos A(1,—1) y B(—3, 4).

Vo= 17 +(y +17 = Voo + 37 + (y — 47
= —8x+10y—23=0

El Calcula la bisectriz del angulo formado por las rectas
r3x—4y+10=0ys:5x+ 12y —2=0.

3x—4y+10 _ Sx+12y-2

=13(3x — 4y + 10) = =5(5x + 12y — 2)
Las ecuaciones de las bisectrices son:
x—8By+10=0y8B8+y+15=0
Determina el lugar geométrico de los puntos del plano cu-

ya distancia al origen es el triple que la distancia a la recta
6x—y+4=0.

-..-‘xl +y2-__ ig.w
q|.|'62+t__-nl

= 287x" — 28y + 432x — 72y — 10Bxy + 144 =0

El Dada la recta de ecuacién r: 7x + 2y — 4 = 0 y el punto
P(—3, 2), determina las coordenadas de un punto Q sabien-
do que la recta r es la mediatriz del segmento PQ.

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

El segmento PQ, debe ser perpendicular a la recta r, por tanto
PQ = k{7, 2). Ademds, d(P.r) = d(Q, r).

Sean (a, b) las coordenadas del punto Q, Qg, b):
a=7k—3
b=2k+2

7(-3)+2-2-4 _ 2

(a+3,b—2]'=.‘r[?,2)=>[

d(Rr) =
VPE+ (=2 53
dm”:|7-a+2-b—4{_7a+2b—4
V7 + (=27 \/53
Asi, 7Ta+2b—4=21
Resolviendo el sistema:
a=7k-13
b=2k+2
Ja+2b=25
enerk=2,g 2135, 190
Se obtiene: k = 5975 yb= =
135 190
I: denadas d N ———
as coordenadas de Q son O{ 3 53)

Sabiendo que el punto de interseccion de dos rectasry s es
P(9, —2) y una de sus bisectrices es la recta de ecuacién
2x + 5y — 8 = 0, halla la ecuacidn de la otra bisectriz.

La otra bisectriz serd perpendicular a la conocida, por tanto
su ecuacion serd de la forma 5x — 2y + C = 0, sustituyendo el
punto P(9, —2), tenemos:

5-9—-2-(-2)+ C=0—C= —49, la ecuacion pedida es
S5x—2y—49=0.
Determina la ecuacién que cumplen los puntos del plano
cuya distancia a P(—3, 5) es 4.
Vix+3P+(y—5"=4
=X +6x+9+y — 10y +25=16
=x+y+6x—10y+18=0
Calcula la ecuacion de una circunferencia de centro C(—1, 5)
y radio 7.
x+1P+(y—57=49=x+y + 2x—10y— 23 =0
Calcula las coordenadas del centro y el radio de la circunfe-
rencia cuya ecuacién es: X’ +y* — 4x + 8y — 16 =0
m=-20=—-4=-2a=a=2
n=-2b=8=-2b=b=—4
p=a+b-R=-16=4+16—R=R=6
Asi, C(2, —4)y R = 6.
Dada la circunferencia x* + y* — 10x + 6y — 47 = 0, calcula
la ecuacion de otra concéntrica con respecto a ella que:
a) Tenga radio 2. b) Pase por el punto (5, =7).
alm=—-2a=-10=-2a=a=5
n=-2b=6=—-2b=b=-3
p=a+b'-R=p=25+9-4=30=2R=6
La ecuacion de la circunferencia es:
¥+ —10x+6y+30=0
b) La ecuacion serd de la forma: x* + ¥ — 10x + 6y + p =0,

imponemos gue la circunferencia pase por el punto (5, —7)
ytenemos:25 +49—-50-42+p=0=p=18

La ecuacion de la circunferencia es:
X¥+y —10x+6y+18=0
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Calcula las coordenadas del centro y el radio de la circunfe-
rencia de ecuacién 4x* + d4y* — 10x+ 5y —1=0.

En primer lugar se debe dividir toda la ecuacién entre 4:

X1+yl—3x+zy—z=0

m=—2:1:»—-5-:+-2.-::=:ntr=i

4

5

n:—2b=:-—=—2b=>b=—§
1 5\ 5\ V141

5 5 141

C|l— ——|yR=——

I’-::-rtant-:)lf(4 a)y 3

Calcula la ecuacién de una circunferencia cuyo centro esté
sobre el eje de abscisas, y la de una circunferencia que ten-
ga su centro sobre el eje de ordenadas.

Si la circunferencia tiene su centro sobre el eje de abscisas las
coordenadas de este serdn de la forma Cla, 0) y su ecuacién:

Y+y -2ax+a-R=0
Si la circunferencia tiene su centro sobre el gje de ordenadas

las coordenadas de dicho centro seran de la forma C(0, b) y su
ecuacion:

X+ —2by+b*—-R=0
Calcula la ecuacién de una elipse centrada en el origen, de
semieje mayor 10 y distancia focal 12.
Sabemos gue en una elipse se cumple:
@=b0+=100=0"+36=b=8
La ecuacion de la elipse es:

LI

S T A

100 64
Calcula la ecuacién de una elipse de excentricidad 0,4 y
semidistancia focal 2.

2
Dadoqueenizsﬂ,dl:-:m:S
a a

Comoa’=b'+=25=b"+4=b"=
La ecuacion de la elipse es:

;.

25 21

Calcula la excentricidad de cada una de las elipses cuyas
ecuaciones son las siguientes:

2 ¥
u}—+20 1

R
b'l'ﬁ+9_1

x yz_
dE+E—1

_Veo _Vs
Vao 2

¢) Esta elipse tiene el eje mayor vertical, como a® = b* + ¢
=49=25+=c=24

_Vaa_2Ve
Vas 7

e

&b ceometria

Calcula el eje mayor, el eje menor, las coordenadas de los
vértices y de los focos y la excentricidad de la elipse de

ecuacion:
'
AR i
25 16

c
Teniendo en cuenta que g’ = b* + Cyquee = ;entonces:
B=16+=c=3
Obtenemos:

Eje mayor = 10, eje menor = 8, A(5, 0}, A'(—5, 0), B(0, 4),
B'(0, —4), F(3,0) y F(—3,0), e = 0,6.

Calcula la ecuacién de una hipérbola centrada en el origen
cuyo eje real es 20 cm y cuya distancia focal es 32 cm.,
Comoc’=a’ +b"=16"= 10"+ b* = b" = 156

X _ ¥ _

100 156

Determina la ecuacién de una hipérbola de excentricidad
1,4 y semidistancia focal 7.

C
Dadoquee=—=2a =5c =a’ + b= 49 = 25 + b*

= b= 24

L4

25 24
Calcula la excentricidad de la hipérbola cuya ecuacion es la
siguiente:

L e

80 20

E=a+b==80+20=100=c=10
_ Vs
2

A
V8o
Calcula el eje real, el eje imaginario, las coordenadas de los
vértices y de los focos, y la excentricidad de la hipérbola de
ecuacion:

c ¥,

25 16
Dadoquec =a* + b* yquee = -a—, tenemos:
Eje real = 2a = 10, eje imaginario = 2b = 8, A(5, 0), A'(—5, 0),

AVa, U)yF'(-—\/‘H,O),e=ﬁ

5
Calcula las asintotas de la hipérbola de ecuacién:
L
36 49

Las ecuaciones de las asintotas de una hipérbola son:
b

y = £ —x, en nuestro caso b = 7 y a = 6, por tanto:
a

7

—zx =—X
y=gx vy 6

Dada la hipérbola cuyo semieje real es 10 y cuya distancia
focal es 2012, ;puedes decir si es o no equilatera?

Todas las hipérbolas equilateras tienen e = \/5. determinare-
mos la excentricidad de la que dice el enunciado:

10VJ- vf—

Podemos afirmar que esta hipérbola es equilatera.

Calcula el lugar geométrico de los puntos del plano que
equidistan de la recta x = —3 y del punto P(5, 0).

+3=Vix—5"+y =y =16x—16



Calcula la ecuaciéon de una parabola de foco F(3, —1) y di-
rectriz el eje de abscisas. Observa que esta parabola tiene
el eje paralelo al eje de ordenadas, es decir, es una parabo-
la vertical.

Vix = 3) + (y + 1}2=y3y=m

Calcula el pardmetro p de una paribola de ecuacién
y*= 2px con foco en el punto (1, 0).

p=2

Ejercicios y problemas (paginas 197/155)

Lugares geométricos

Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos
del plano que equidistan de A(—1, 3) y B(7, —1).
Es una mediatriz de ecuacion: 2x —y —5=0

Calcula la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del

plano cuya distancia al eje de abscisas sea el doble que su
distancia al punto (1, 1).

y=2Vl—11}+{y— 1P =4 +3y'—8x—8y+8=0
Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos

del plano cuya distancia a la recta y = —3 sea el cuadrado
de la distanciaalarectax+y+1=0.

+y+1\2
y+3=(%) =X +y + 22y + 22 —-5=0

+y+1)?
A =(%) =Sx +y + 2y+ 22 +4y+7=0

Calcula el lugar geométrico de los puntos que equidistan
delasrectas3x+4y—2=0y6x—8By+13=0.

Son las bisectrices de ecuaciones:
16y—17=0, 4x+3=0

Determina el lugar geométrico de los puntos del plano cuya
suma de distancias a los ejes de coordenadas es igual a 6.
M +ly|=6

Circunferendia

A Calcula la ecuacién de una circunferencia:
a) De centro el punto C(1, 0} y radio 3.
b) De centro el punto C(—1, —2) y radio 5.
¢) De centro el punto C(4, —4) y radio 4.
d) De centro el punto C(0, 0) y radio 2.
a)x*+y*—2x—8=0 ) x'+y’—8x+8y+16=0
b)x*+y*+2x+4y—20=0 d)x*+y*—4=0
Halla las coordenadas del centro y el radio de las siguientes
circunferencias.
al x*+y*—18x—9=0
b) x*+y*+6x+4dy+10=0
c) X’ +y*—4x+10y+33=0
d) 4x* + 4y’ — 8x+4y—14=0
a) C(9,0)yr=3V10
b) C(-3,-2)yr=V3

¢) Esta ecuacidn no corresponde a una circunferencia, ya
que no hay ningan punto que cumpla sus condiciones.

d) C{I.—%Jyr—-— \/1_9-

2

Bl Dada la circunferencia x* + y* — 4x + 10y — 50 = 0, halla:
Y

a) La ecuacion de otra circunferencia concéntrica a ella de
radio 8.

b) La ecuacién de otra circunferencia concéntrica a ella que
pase por el punto (2, 2).

a) x*+y*—4x+10y—35=0
b)x*+y’—4x+10y—20=0
El Calcula la ecuacién de una circunferencia que pasa por los
puntos A(0, —1), B(1, 2) y C(—3, 2).
Se debera resolver el sistema:
1 -n+p=0
1+4+ m+2n+p=0
9+4—-3m+2n+p=0

Se obtiene:m=2,n=-2,p= -3
La ecuacion de la circunferencia buscada es:
x*+y'+2x—2y—3=0
[l Determina la ecuacién de una circunferencia de centro
(2, —1) y que es tangente a la recta 3x — 4y + 10 = 0.

El radio de la circunferencia serd la distancia desde el centro
hasta la recta tangente:

|3-2—4-(-1)+ 10|
r= =4
V3 +(-4a)
En consecuencia, la ecuacion de la circunferencia sera:
=27+ y+ 1) =4 x5 +y —ax+2y-11=0

il Sean la circunferencia x* +y*=25 y una recta secante,
7x+y—25 =0. Calcula la ecuacién de la mediatriz del seg-
mento determinado por la circunferencia y la recta.

En primer lugar, se deberan calcular los puntos de intersec-
cion de la circunferencia y la recta secante, resolviendo el
siguiente sistema:
x4+ y'=25
7x +y—25=0
Se obtienen los puntos (4, —3) y (3, 4). La ecuacion es:
V=4 +(y + 3 =Vix— 37 + (y— 4

Elevando al cuadrado, y agrupando, nos queda:

x—7y=0

Halla la ecuacion de una circunferencia que pasa por el ori-
gen de coordenadas, tiene radio 4 y su centro esta situado
en la bisectriz del segundo cuadrante,

Si el centro se encuentra en la bisectriz del sequndo cuadran-
te, las coordenadas de este serdn de la forma (—a, a); como
pasa por el origen de coordenadas:

(—al+d*=16= 28 =16 = a=2\2
Las coordenadas del centro serdn (—2V/2, 21/2).
La ecuacion de la circunferencia es:
X +y +4\2x —4\2y =0

Calcula la ecuacién de una circunferencia que pasa por el
origen de coordenadas, tiene su centro en la bisectriz del
primer cuadrante y cuyo didmetro es 4\5.

Las tres condiciones nos permiten escribir:

U pasaporelorigen = p=0

1 centroenlabisectriz=a=5b

1 radio=2V2=d +b'— (V2P =0=a=b=+2

Como el centro estd en el primer cuadrante, sus coordenadas
son (2, 2}, y la ecuacién de la circunferencia:

X'yl —dx—4y=0
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[} Halla la ecuacion de una circunferencia que pasa por los
puntos A(2, 1) y B(3, —3) y tiene su centro sobre la recta de
ecuacionx+y—5=0.

Se debera resolver el sistema:
2—-al+(1-b)p=r?
B—aP+(-3-bP=r?

a+b=5
Se abtiene:

53 =3
T 2=
; 1258
rre—

100

Para la circunferencia, se obtiene:
10x* + 10y* — 106x + 6y +156=0
[H Calcula la longitud de la cuerda comtin a las circunferencias
X+ y’=10yc:x*+y'—10x=0.
Los puntos de corte de las dos circunferencias se obtienen
resolviendo el sistema:
[x" +y'=10
x4y —106=0
Se obtiene (1,3) y (1, —3).
La longitud de la cuerda es: \/{1 -1+ B-(-3F=6

Los extremos de un didmetro de una circunferencia son los
puntos A(—4, 5) y A'(10, 9). Calcula la ecuacién de esa cir-
cunferencia.

El centro de la circunferencia es el punto C(3, 7), y el radio,
la distancia de este a uno cualquiera de los extremos del
didmetro:

r=VE+4 +(7-5°=Va9+4=1/53

k=3P +(y—77=53 = x"+y’—6x—14y+5=0

Dada la circunferencia x* + y* = 25, determina las ecuacio-
nes de las rectas tangentes a esta que pasan por:

a) El punto P(3, —4).

b) El punto Q(0, 6).

X +y'=25
y+4=mx—3)
x4+ [mlx—3)—412=25
=x1+m)+(—6m—8m)x+9m*+24m—-9=0
Impanemos que el discriminante de la ecuacidn de segun-
do grado anterior sea 0.

a) El sistema debera tener una solucion.

64m* — 96m + 36 = U=>m=%
La ecuacién de la recta tangente es:
y+4=%{x— =3 —4y—25=0

b) El punto Q no pertenece a la circunferencia.

2 - s
El sistermna { * ty' =25 debera tener una Unica solucién,
= mx

Sustituyendo la segunda ecuacién en la primera:

3 3 _ =_'_‘VH
m+1)x"+12mx+11=0=>m _—-——5

Las dos rectas tangentes son:

-6= 5 X
V11
Jl i

[l Halla la ecuacién de una circunferencia de centro C(2, 3)
tangentealarectadx—3y+6=0.

La distancia entre el centro de la circunferencia y la recta serad
el radio de aquella:

|4-2—3-3+6]|
r=t————=1
Va4 + (=3)
La ecuacidon de la circunferencia pedida es:
r=2+ (=3 =1=2x+y*—dx—6y+12=0
B Dada la circunferencia x* + y? = 16, calcula la ecuacion de
larecta tangente a ella paralelaa 2x—y +3=0.

Si la recta ha de ser paralela a 2x — y + 3 =0, debera tener
una ecuacién de la forma:

x—=y+C=0
Ademids, esta recta debera distar del centro de la circunferen-
cia una longitud igual al radio:

2:0-0+C
4= 207040 L e aays
Vs
Existen dos rectas tangentes a la circunferencia;
re 20—y +4V5=0 y r; 2x—y—4V5=0
HI Halla las ecuaciones de las tangentes a la circunferencia
x4 y* —a4x+ 6y + 12 =0 que sean:
a) Paralelas a la recta 3x — 4y + 10=0.
b) Perpendiculares a la recta 3x— 4y +10=0.
a) La circunferencia tiene de centro el punto C (2, —3), y de
radio, 1,

La nueva recta debe ser paralela a 3x—4y+10=0, y
deberé distar 1 del centro.
JB2-4=3+C

VAR (-4
=(C=-13yC=-23
Existen dos rectas paralelas a 3x — 4y + 10 = 0 tangentes a
la circunferencia:
3x—4y—13=0y 3x—4y—23=0
b} La nueva recta debe ser perpendicular a 3x — 4y +10=0,
y debe distar del centro una unidad; es por tanto de la
forma:4x+ 3y +C=0
= b 23034
T V3lig?
=C=6yC=-4
Existen dos rectas perpendiculares a 3x—4y+ 10=0y
tangentes a la circunferencia:
4x+3y+6=0y 4x+3y—4=0

1= = +5=6+12+C

=+5=8-9+(

Elipse

Calcula las ecuaciones de las elipses de las que se conoce:
alb=4yc=3
b)c=9ye=0,2
c) 2c=10ya=10
d) b =5y pasa por P(—2, 4).

L
i -
®) 3035 " Toaa !

yZ
fL= S, .—:}
00t 75
9x’
D300 T 25!




Determina los ejes, focos, vértices y excentricidad de las
elipses:
ﬂJx—1+y—2—‘l b) 3x* + 6y° =12
6 2 e
XZ }'2
b=
a’ﬁ 2 1
a=Veb=V2

Los vértices son:

A(V6,0), A(~V6,0), 80, V2), 8(0,~V2)
c=a'—-b"=6—-2=4,¢=2

Los focos son: F(2,0) y F(—2,0)

El eje mayor es: 2a = 2Ve

El eje menor es: 2b= 2'\/2_!

2 _Ve

C
La excentricidad es: e=—=—F7==——
a Ve 3

b} 3x* +6y*=12
La elipse debera escribirse de la forma siguiente:
] 2
X
T+%=1 = a=2yb=12

Los vértices son:

A(2,0), A1—2,0), B(o,V2), 8{0,—V?2)
A=a?—b*=4-2=2 = c=\2
Los focos son: F(\E 0) y F’(—\fﬁ, 0)
El eje mayor es: 2a=4

El eje menores: 2b= 2\/5

V2

: (o
La excentricidad: e=—=—
a 2
Calcula la ecuacién de una elipse centrada en el origen que
pasa por los puntos A(1, —1) y B(0, —4).
Impaonemos que la elipse pase por estos puntos:
A“f _1} y B(ul _4)
1 1

=1
a b

=b=4,0'= 5
16 15
Gk
Por consiguiente, la ecuacién de la elipse sera:
2
LS
16 16

tigmprueba si el punto P(\/g. 2'\5) pertenece a la elipse

—4—=1,
23 1

El punto pertenece a la elipse, ya que sustituyendo el punto
en la ecuacién, cumple la igualdad:

05, GVEF_
25 10

Dada la elipse :2—5 + % = 1, calcula las coordenadas de

un punto de dicha elipse cuya ordenada es el triple que la
abscisa.
Imponiendo y = 3x, se obtiene:

x? gx?

2
4T = 2 2_ =+5 [—
> g 1= X" +45x =50 = x 5"'4?

Los puntos que cumplen la condicion pedida son:

[2 [2 2 [2
P,|5.[—115,/— N T _)
‘( 47 4?)”‘( 3 47 3 47

Calcula la ecuacion de una elipse cuyos focos son F(2, 5) y

F'(2, —4), sabiendo, ademas, que a= 15.
Vix—2P+(y—5° +Vix—2P + (y + 47 =30
= V=27 + (-5 =30~ Vix— 27 + (y + 41
Elevando al cuadrado se obtiene:

x =27+ (y — 5)° =900 + (x — 2)* + (y — 4 -
—-60V(x—2P+(y+4)

= —18y—891=—60V(x—2+ (y +4)°
Elevando de nuevo al cuadrado y agrupando:
400x% + 364y” — 1 600x — 364y — 80209 =0

Determina las ecuaciones de las tangentes a la elipse de

i
ecuacion E7y + % =1 en el punto P(0, 6).
El punto no pertenece a la elipse.
2 2
¥
El sistema | 16 5
y—6=mx

debera tener una tnica solucion.

X rm o V3
16 5 =
Las ecuaciones de las rectas tangentes son:

Va1

3
y=6+—4——x, y=6-—-4—x

Calcula la ecuacién de las rectas tangente y normal a la
elipse 4x* + y* = 20 en el punto de abscisa 1 y ordenada
negativa.

Se calcula, en primer lugar, la recta tangente. El punto de tan-
gencia cuya abscisavale 1es:4-1+y* =20 = y= +4,

Al imponerse que la ordenada sea negativa, tenemos para el
punto de tangencia las coordenadas (1, —4).

4%’ +y*=20
yt+ta4=mx -1)
=X [4+m’ +x(—2m" — 8m) + m" + Bm—4=0

Imponemos que el discriminante se anule:

El sistema [ =S4 +[mx—1)—4*=20

m-2m+1=0=m=1

La ecuacion de la recta tangente es de la forma:

y+4=1kx—1) =2 x—y—-5=0
La ecuacion de la recta normal tiene la forma: x + y + C=0.
Como sabemos que pasa por (1, —4), se tiene que;

1—4+C=0= C=3
La ecuacidn de |a recta normal es la siguiente:
x+y+3=0

Calcula la ecuacién de la recta tangente a la elipse, cuya

ecuacion es 18 + e 1, por el punto P(6, 0).

El punto P{6, 0) no pertenece a la elipse.

La recta tangente a la elipse por el punto P(6, 0) sera de la for-
ma: y = m(x — 6), y Gnicamente debera tener con esta un
punto en comun. Planteamos el sistema:

2 2

X Y

e tp f = ] 2 iy
18 9 sstited - o 2Oy
y=mix— 6) 18 9

se obtiene: x* (1 + 2m?) — 24m’x + 72m* — 18 =0
Para que el discriminante sea 0, m = * 1,"\6‘
Las dos rectas tangentes san:

1
——= - 6)

V2

1
=— —6' 3
y=g ey

7. Lugares geométricos y canicas @



Hipérbola

Halla los ejes, focos, vértices y excentricidad de las siguientes

x
3 i —_——
Hl La hipérbola 5

hipérbolas:

yl

_.._='|

9
b) x*—3y’=18
€) x'—y'=25

X
IIJE"‘

a) Ejes: a*=25 => a=5 = 2a=10
b*=9 = b=3 = 2b=6

Focos: C=a*+b'=25+9=34 = c=1/34
= F(\/34,0)yF(-V/34,0)
Vértices: A(5,0), A'(—5,0)

V34

Excentricidad: e= 5

b) Ges: a*=18 = a=V18=3V2 = 2a=6\2
b'=6 = b=V6 = 26=2V6
Focos: C=a’+b'=18+6=24 = c=\/24
= F(V24,0)yF(—V24,0)
Vértices: A(3V/2,0), A1-3V2,0)

Vs 2V3
T L
3V2 3

¢} Ees: =25 = a=5= 2a=10
b*=25 = b=5 = 26=10

Focos: C=a"+b"=25+25=50
= c=V50=5V2= F(5\/2,0)y F(~5V/2,0).
Vértices: A(5,0), A(—5,0)
V50
Excentricidad: e= —5- = VE
La excentricidad es \5., ya que la hipérbola es equilatera.

2
X
?=1 pasa por (3\/3, —2). Halla su
ecuacion.
Sustituimos el punto [3\/3. —2) en la ecuacion de la hipér-
bola para obtener el valor de b:

(3Vs) 4

=1 = 206°=100 = b*’=5

25 b
La ecuacion de la hipérbola es:
¥
25 5

Halla la ecuacién de una hipérbola equildtera cuya distan-
cia focal dé 8\/2. Calcula sus ejes, focos, vértices y excentri-
cidad.

a+b°=32 = dadoquea=b = 2a°=32 = a’=16

La ecuacion de la hipérbola es:

XI y?

6 16
Ejes: a*=16 = a=4 = 2a=8
b*=16 = b=4 = 2b=8
Focos: C=a*+b'=16+16=32 ¢ =4\2 =

= F4V2,0yF(-4V2,0)

Vértices: A(4,0) yA'(—4,0)

c N2

Excentricidad: e=—=——=V2
a 4

@ Geometria

Determina el dngulo que forman las asintotas de la hipér-

bola de ecuacion 11x* = 7y* = 77.
a=7=a=\7 B=11 = b=V
Las ecuaciones de las asintotas son:

iy - L,
Y=V7 ¥ 7

11
El vector director de la primera asintota es (1, ; ."—7—) yeldela

1)
7}
El angulo que forman las rectas es:

N -1l
Vi+iz-Vi+1147

segunda, (1, —

2
Cos =i
= 9

= o= arccos (%) =77°9'37,48"

El eje imaginario de una hipérbola mide 16 cm, y sus asin-
4 4 . .
totas son y = Ex e y= —gx. Calcula la ecuacion de la hi-

pérbola, sus ejes, focos, vértices y excentricidad.
b 4 8

~ia E = 'E = a=10

La ecuacion de la hipérbola es:
ELReE .
100 64

Ejes: 2a=120,2b=16

Focos: =da*+b'=164 = c=V164=2Va
= F(2V/41,0)y F(-2V/41,0)
Vértices: A(10,0), A(—10,0)

c_Va1_Va

Excentricidad: e= = 0 5

Dada la hipérbola 4x* — 10y* = 24, calcula las coordenadas
de un punto del tercer cuadrante cuya abscisa sea el doble
que la ordenada. Determina las ecuaciones de la recta tan-
gente y de la recta normal a dicha hipérbola que pasan por
este punto.

Las coordenadas del punto cumplirdn: P(2y, ¥)

Sustituyendo en la ecuacién de la hipérbola:
16y~ 10y° =24 = 6y°=24 = y, =2, y,= —2

El punto del tercer cuadrante, siendo la abscisa el doble que
la ordenada es, P(—4, —2).

El sistema:
[4;(‘—10};2 =24
y+2=mix+ 4)
deberd tener solucion Gnica,
47 = 10[mlx +4)-2F -24 =0
X'[4 — 10m’] +x{—80m’ + 40m) + (—160m” + 160m — 64) =0
La ecuacidn debera tener discriminante cero.

4
1600m’-—2560m+1024:0=m=—§

La ecuacidn de la recta tangente:

y+2=%(x+4} = 4x—5y+6=0
, . , 5 .
La recta normal tendrd de pendiente y'= — I,y sU ecuacion es:

5
y+2= —I{x+4] = S5x+4y+28=0



Si la ecuacién de una hipérbola es x- y =1, ;cuéles son las
ecuaciones de sus asintotas? ;Y la ecuacion de su eje focal?
iCuanto vale el eje real? ;Cudles son las coordenadas de los
focos? ;Y las coordenadas de los vértices?

Esta hipérbola es equildtera referida a sus asintotas; por
tanto, estas son:x=0 e y=0.

El eje focal coincide con la bisectriz del primer y tercer
cuadrantes, y su ecuacion es: y = x,

La hipérbola referida a sus asintotas tiene como ecuacién
2 F

a a v‘ :
X-y=-.en nuestro caso, - 1 = a=V2,luego el gje real

vale 2\5..

Teniendo en cuenta que deben tener la ordenada igual que
la abscisa, las coordenadas de los vértices seran:

22=(V2)' = x==1 = A1, ) yA(-1,-1)

Dado que la hipérbola es equilatera, c = V2a = 2; las coor-
denadas del foco seran (x, y), con x = y:

i=F=4 = x=+\2
Las coordenadas de los focos son, F(\V/2, V2) y F{-V/2,-V/2).

Dada la ecuacién de la hipérbola:
x'—6y’=24
calcula n para que y = 3x + n sea una de sus tangentes.
El sistema:
[xl — 6y’ =24
y=3x+n
debera tener solucién Gnica.
X —6(3x+ny=24 = —53—36nx— (24 +6n) =0
El discriminante de esta ecuacién debera ser 0:
1296n* =212 (24 + 6n") =0 = n= +21/53

Determina la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola
2

de ecuacién 2 T 1 en el punto P(6, 0).

El punto P(6, 0) no pertenece a la hipérbola.

La recta tangente a la hipérbola por P(6, 0) serd de la forma:
¥y = mlx — 6), y inicamente debera tener con ésta un punto
en comun. Planteamos el sistema:

XI yi
2 27!
y=mix — 6)
Sustituyendo;
2 _Imx—6F _
4 2

Se obtiene:
(1 =2m%) +24m’ — 72m* — 4=0
Imponiendo que el discriminante sea 0, se obtiene:
256m* = —16

En conclusidn, observamos que no es pasible trazar una
recta tangente a la hipérbola por el punto P(6, 0).

Parabola

Calcula la ecuacién de las parabolas que tienen las siguien-
tes caracteristicas:

a) La directriz es |a recta x= —5, y el foco, el punto F(5, 0).

b) El vértice estd en el origen de coordenadas, pasa por el
punto (5, 4) y su eje es el de abscisas,

c) El vértice esta en el origen de coordenadas, pasa por el
punto (5, 4) y su eje es el de ordenadas.

d) El vértice esta en el punto V{5, 4) y la directriz es la recta
x=0.

a) Puesto que el foco esta sobre el eje de abscisas, y el origen
equidista del foco y de la directriz, se trata de una parabo-
la de la forma: y* = 2px. El parametro es 10, y la ecuacién
de la pardbola: y* = 20x

b) La parabola sera de la forma: y* = 2px
Si pasa por (5, 4), entonces: p = 8/5
La ecuacién de la pardbola es: y* = 16x/5
¢) La parabola seré de la forma: x* = 2py
Si pasa por (5, 4), entonces: p = 25/8
La ecuacion de la parabola es: x* = 25y/4
d) La ecuacién sera de la forma: (y — y,)* = 2pix — x;)
= (y— 47 =2plx—5)
Como la distancia del vértice a la directriz es p/2=35
= p = 10, obtenemos:

(v—4)72=20{x—15)

Halla la ecuacion de una parabola cuyo foco es el punto
(1, 1) y su directriz, la recta y = 2x.

| 2% — v
A _12+ _1}2: y
i 22+ (=1)?

=x*+4y* —10x— 10y + 4xy + 10=0

Calcula la ecuacién de la tangente a la pardbola y> = 6x en
el punto de coordenadas P(6, —6).

y'=6x

y+6=mx— 6)

El sistema deberd tener una Unica solucién

+ 6 + ém
o AT

o 6=my’ — 6y —36(1 + m)=0

— 1 ;
Para que el discriminante sea 0, m = o Luego, la ecuacidn

de la recta tangente es:
y+6‘r=_71{x—6]| = x+2y+6=0

Calcula la ecuacién de la tangente a la parabola y* = 10x— 30
en el punto P(1, 0).

El puntao (1, 0) no pertenece a la parabola.
La recta y = m(x — 1) que pasa por el punto (1, 0) solo debera
tener un punto en comun con la parabola.
y'=10x—30
y =mx—1)
= m'x’—(2m* +10)x + (m* +30)=0
El discriminante debera ser cero:

= [mlx—1)*=10x— 30

—80m*+100=0 = m ==

SE

Las ecuaciones de las tangentes son:

Vs

5
=—(x—-1), =——x—1
¥ = x—1), y > x—1)

7. Lugores geometricos 4 conicas @



Ejercicios de aplicacion

Determina la posicion relativa de la elipse de ecuacidén
x*+2y*'=3y larectax+2y—1=0.

Resolviendo el sistema:

K¥+2y2=3

x +2y—=1=0

se obtiene: (1 —2y)* + 2y* =3
3
La recta y la elipse son secantes; los puntos de corte son:

5 1
P;(‘L”Y”z(? _EJ

= 3y -y—-1=0= y,=1, y,=

Halla la posicién relativa de la elipse 4x* + 9y* = 36 y la cir-
cunferencia x* + y* = 25.
Resolviendo el sistema:

[4:# +9y* =36

¥+ yi=25

4(25—y*) +9y" =36 = 100 — 4y’ + Y’ =36
= 5y*=—64
La circunferencia y la elipse no se cortan. Es conveniente
reflexionar sobre el hecho de que comparando el eje mayor

de la elipse y el radio de la circunferencia se puede llegar a
la conclusion de que la elipse es interior a la circunferencia.

Calcula la posicidn relativa de la circunferencia de ecuacién
x'+y'=25ylarecta3x+2y—19=0,
Se plantea el sisterna:
X+ yP=25
3x +2y —19=0
y se observa gue no tiene solucién, luego la recta y la circun-
ferencia son exteriores.

Halla la posicién relativa de larectax + y — 3 =0y laelipse
x! yl

=1

6 3

Se plantea el sistema:

2
XL Y,
6 3

x +y—3=0
Se obtiene la ecuacion:
Y —2y+1=0
gue tiene una Unica solucién:
y=1

luego la recta y la elipse son tangentes en el punto P(2, 1).
Dadas las siguientes ecuaciones, identifica de qué cdnica
se trata e indica sus elementos caracteristicos:
a)+y —10x+6y+30=0
b) X +y' —10x+ 6y —25=0
(v -3y

5 =
d) &’ —3y+77-12=0

y

X
GJ"E‘H-E-—H)

c) (x—57+ 1

fl y—-57=6(x—1)

a) Circunferencia de centro C(5, —3) y radio 2.

b) No es una circunferencia.

¢) Elipse centrada en el punto (5, 3) con el eje mayor vertical
\/g y el menor 1.

d) Hipérbola centrada en el punto (0, —7) con distancia focal
igual a 10 y la distancia entre los vértices 2V3.

e) Hipérbola centrada en el arigen con distancia focal igual a
20y la distancia entre los vértices 21/80 = 8V/5.

f) Parabola con vértice en el punto (1, 5) de pardmetro 3.



Evaluacion (pagina 199)

Halla, mediante la definicién de lugar geométrico, la ecuacién de la mediatriz del segmento formado por los puntos A(1, 2) y
B(4, 5).

Utiliza el programa GeoGebra para comprobar la solucién.

Dado Plx, y) perteneciente al lugar geométrico, se verifica que d(P, A) = d(P, B). Entonces:

V- 1P+ (=27 =Vix— a7+ (y— 5P =¥ - 2x+ 1+ —dy + 4 =% — Bx + 16 +y =10y +25=6x+6y—36=0
=x+y—6=0

Los pasos para comprobar en GeoGebra son:
B Insertamos los puntos A y B.

I Trazamos el segmento AB.

¥ Hallamos su punto medio y trazamos la mediatriz que pasa por ese punto.

B La ecuacién se encontrard en la Vista Algebraica.

8 Otra forma de hacerlo serfa utilizando directamente la instruccién Mediatriz.

Calcula, mediante la definicién de lugar geométrico, la ecuacién de la bisectriz de las rectas
rdx—y+1=0
si—x+4y—4=0
Comprueba con el programa GeoGebra la solucién.
Sea Plx, y) perteneciente al lugar geométrico, se verifica que d(P, r) = d(P, s). Entonces:
|4 —y+1] _ |—x+4y—4| X—y+1=0

Vier1  Vitis x+y=1=0

Los pasos para comprobar en GeoGebra son:

=4x—y+1 =1{—x+4y—4}=>l

I Trazamos las rectasrys.
# Hallamos las bisectrices mediante la herramienta Bisectriz.
i En la Vista Algebraica, salen las ecuaciones pedidas.

Determina la ecuacién del lugar geométrico de los puntos que equidistan del punto P(1, —1) tres unidades.

Verifica con el programa GeoGebra la solucidn.

Si Qlx, ¥} pertenece al lugar geométrico, entonces, se verifica que d(P, Q) = 3.
dP,Q=3=Vx—1P++1P=3=x— 12+ +1P=9=x>+y - 2+2y -7 =0

Para hallar la solucion en GeoGebra se tendria que construir una circunferencia mediante la herramienta Circunferencia (centro,
radio).

Halla la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano si la suma de las distancias de los puntos P(1, 5) y Q(3, 5) es de
V5 unidades.

Construye mediante GeoGebra el lugar geométrico pedido.

Se toma un punto A(x, y) perteneciente al lugar geométrico, entonces, d(P. A) + d(Q, A) = V5. Es decir:

Vix—1P+ (=57 + Vix—37+(y— 57 = V5= (4x— 13 =20 [(x— 3 + (y— 5] = 4x* + 20y" — 16x — 200y + 511 =0

Los pasos para comprobar en GeoGebra son:

B Situamos los puntos Py Q.
& Con la herramienta Circunferencia(centro, radio) trazamos dos circunferencias de radio 1y V5 — 1 desde P y O respectivamente,

B El punto de interseccién de ambas circunferencias es un punto perteneciente a la elipse. Con la herramienta Elipse, hallamos la
conica.

I La ecuacion se encontrara en la Vista Algebraica.

Clasifica las siguientes cénicas y sefiala sus elementos caracteristicos.
al F+y =5

b) X +2y =4

¢ ¥-37=9

d) y'—3x=5

a) La conica es una circunferencia de centro C(0, 0) y radio V.

A
2

b) Esta conicaes una elipse: X’ + 2y° =4 = — 1=+ =1

: 7 W)
8 Sus focos son F1(—\5, 0) y Fz(\ﬁ, 0).

§ Sus vértices son A,(~2, 0), A,(2, 0), B,(0, —V/2) y B,(0, V2).

2
B Su excentricidad es; e = e

7. Lugores geomelricos Y conicas @



6.

10.

A
La céni na hipérbola:x® =3y =9 = ———=1=—5— =1
¢) La cénica es una hipérbola Y =S -FTeg AT
B Los focos son F,(—2V/3,0)y F2(2\/?:, 0) y los vértices son A{—3, 0) y A(3, O).
\3
B Suexcentricidad es:e = '273
N 5 3 5
d) La conica es una parabola: y* —3x=5 = y* = B(x-i--:;) =y - 25(:(3)

I El foco es F(%, 0)4

I El vértice es V(%; 0),

Calcula la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(0, 6), B(4, 10) y C(8, 6). Halla el centro y el radio de dicha cir-
cunferencia.

Para que los tres puntos pertenezcan a la circunferencia deben de satisfacer la ecuacion: x* +y* + mx+my +p=0

Por lo que imponiendo las condiciones del enunciado se llega a que la ecuacion es x* + ¥ — 8x — 12y + 36 = 0 cuyo centro y radio
son C(4,6) y 4.

Calcula la recta tangente a la circunferencia de ecuacién x* + y* —8x — By + 28 = 0 por los puntos:

a) P(0,4)

b) Q(4,0)

+y —8x—8y+28=
a) Elsistemalxl y? grtapy)

o debe de tener una tnica solucién y por ello el discriminante de (1 + m*)x* —8x +12=0
y =

V3

tiene que ser cero. Los valores necesarios son m = :T.

Por tanto las rectas tangentes seran:
3 3
=—x—4yy=——x—4
Y 3 Yy 3
X +y —8x—8y+28=0

debe de tener una tinica solucién y por tanta:
y=mix—4)

b) El sistema

(1 + m*e = 8(m*+ m + 1)x + 16m" + 32m + 28 = 0 tiene que tener el discriminante nulo.
Los valores necesarios son m = +\/3. Por tanto las rectas tangentes seran:
y=V3x—4yy=-Vix-4
Halla la ecuacién de la elipse centrada en el punto A(—1, 3) con semieje mayor 10 uy excentricidad 0,6.
El centro es A(—1, 3), el semieje mayor esa = 10y b =a* — ¢ = 100 — (0,6 - 10)”.
Asi pues la ecuacién quedaria:
+ 11 _ay
(x+1) i y—3) =1
100 64
Determina la ecuacién de la hipérbola horizontal centrada en el origen con distancia focal 12 u y distancia entre los vértices de
10 u. Calcula ademas la excentricidad y sus asintotas.
La distancia focal es 2c entonces, ¢ = 6. La distancia entre los vértices es 2a por lo que a = 5. Usando la relacion entre los semiejes
y semidistancia focal, se tiene que b* = 11.

x
Entonces la ecuacién quedaria como: CT {z—l =1
- 2 V11
Su excentricidad es e = 1,2 y sus asintotas serdn: y = 5 xe y=-——%

Calcula la ecuacién de la parabola cuyo foco es F(0, 2) y su directriz es la recta con ecuacion y = —4.

Usando la definicién de lugar geométrico se tendria la ecuacién: V' + (y — 2)* = ly + 4|

i,
Simplificando se llegaa: y = ﬁxz -1



