Sugerencias diddcticas. Recursos TIC

Combinacion lineal de vectores (pagina 148)

En el archivo de GeoGebra puede verse la representacion gréfica
de una combinacién lineal de dos vectores segun los valores de
las componentes a y b. Maviendo los deslizadores correspon-
dientes se puede comprobar, mediante la regla del paralelogra-
mo, que la combinacidn lineal de los vectares resulta un Gnico
vector cuya direccion coincide con la de la diagonal del paralelo-
gramo determinado por ambos vectores. También pueden mo-
verse los extremos de los vectores y obtener asi otras combina-
ciones distintas.

Interpretacion geométrica del producto escalar (pagina 150)

En el archivo de GeoGebra aparece representado un par de vec-
tores y la proyeccién ortogonal de uno de ellos sobre el otro. Mo-
viendo los extremos de los vectores se obtiene la longitud de la
nueva proyeccion en cada caso.

Distancia entre un punto y una recta (pagina 163)

En el archivo de GeoGebra se muestra, paso a paso, el método
geométrico para determinar la distancia entre un punto y una
recta. Puede ser interesante comprobar que se obtiene el mismo
resultado que utilizando el método analitico descrito en la uni-
dad. Moviendo el punto o la recta se obtienen nuevos ejercicios.

Rectas y puntos notables de un triangulo (pigina 167)

En el archivo de GeoGebra aparecen representadas las rectas y
los puntos notables de un tridngulo cualquiera. Activando las ca-
sillas correspondientes se observa cada tipo de recta y su rela-
cion con el triangulo o entre si. Moviendo los vértices del tridn-
gulo también pueden comprobarse las propiedades de estas
rectas y puntos notables segun el tipo de tridngulo dibujado.

Actividades (paginas 148/164)

El Razona cuéles de estos pares de vectores son linealmente
independientes y, por tanto, constituyen una base de vecto-
res libres del plano. A continuacién, expresa W = (3, 1) como
combinacién lineal de las bases que hayas encontrado,

a)u,=(1,1)y 4,=(0,2)
b)V,=(1/3,-1/2) y ¥,=(=2,3)

o) Z,=(-2,V33) y 7,=(-2/3,1)
dle,=(1,2) y &;,=(-2,1)

a) Son Li. porque no son paralelos;

3=a
1=a+2b
=a=3yb= —1,porloquew =3u,-1.,.

(3, ) =a(1,1) + b(0, 2) =>{

b) Son Ld. parque son proporcionales:

/3 =12 - ey

_—23——3“—?— =1e=V,= —v,/6
¢} Son l.d. porque son proporcionales:

-2 Vi

=V3/3=3,=V353

_2\/}: 1
d) Son Li. porgue no son paralelos:
3=a—-2b
1=2a+b
=a=1yb=—1,porloquew =8, — €..

3, 1)=al1,2) + b(~2,1) = [

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Indica cudles de los siguientes vectores son unitarios,
y de ellos, cuales tienen la misma direccidn que el vector

=2 V5.

o /3 8 ;_(_31)*._ V3
o= 3r 3\/; r . 5'5 €= 2! 2 v

5 Vs

d=[—1,2], E=(§rT5

Se calculan sus médulos y se obtiene qued y € son unitarios.
Los vectores @ y v tienen la misma direccién:

-3 -si3Vs T
= ————=> a y v tienen la misma direccién.
s Vs
-2 -V . . o
— = € y v no tienen la misma direccidn.

RV

Calcula el producto escalar de los siguientes vectores de la
figura 6.8:

a) CB-CH b)

AB-HC
c

a) E.B'-a:!'=2-\/§-cos3l}°=3
b) AE-HC=2-V3-c0s90°=0
Dado el vectord = (1, —‘\/5). determina el médulo del pro-

ducto escalar de i porV, si sabemos que la proyeccién de v
sobre U es 3.

BA--Fl-2-3-6
A partirde @ y b, tales que I@|=1b | y el 4ngulo (@, b) =

= /3 rad, calcula el dngulo (@, @ — b ). Puedes ayudarte de
su representacion grafica.

Como puedes ver en el dibujo, el &ngulo pedido es /3 rad.

Calcula el producto escalar de los siguientes pares de
vectores,

Ve

a7=(1-v3 22}y 7=(v-1,-9
Va

b]&'=(-3—2+1,—% y v=(1-v2,1+12)

al i vV=u-vtuy =

e

=(1-v3)-(V3-1)+—(~6) =4

3

=|

B)U-V=u-vy+u,v=

(ﬁﬂ)-ﬁ—@_%-hw’i)r\/ﬁ

3
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(3x—=1,2) y b = (7, 2—x), calcula el valor de x si

16.
yrbyFay b =0Bx—1)-7-2(2-x=
= 19x 3-—16:&1"1

| sia=
b=
ab=

EJ identifica los vectores unitarios de entre los siguientes. En
el caso de que no lo sean, calcula el vector unitario que
tiene la misma direccion y sentido.

—~ 13
alu= (E’ ;)
b) v= ( Vs V,_)
\/-
o) w=(-4-2)
a} U no es unitario.
El vector unitarioes d/iul = (1}\@ 3;‘\/5).

b) V es unitario.

¢) W no es unitario.
El vector unitario es w/iw ! =(-2V2/3, -1/3).
El Calcula los dngulos que forman los siguientes pares de
vectores.
a) Vv=(3,-4) y w=(3/2,-1)
b)v=(26 yw=(-7,1)
9/2+ 4

—_ -

=

a) cosa = = = a = 19,44°
M-V 5.4/13/4
TV —-14+6

b) cosa = = = o = 100,30°
W'Vl /a0 V50

[l Determina el valor de z, para que los vectores i =(z, =3) y
v={1,-2)
a) Sean paralelos.
b) Sean perpendiculares.
¢} Formen un dngulo de /4 rad.
d) Formen un dngulo de «/3 rad.

Z -3 3
T e
b)z+6=0=z= -6
¢) cosw/d = k) =z=90z= -1
VZ+9-V/5
&) oS =—er e sz = 242153

VZ+9-V5
[l Halla el dngulo entre estos vectores.
a) U= 1)y v=(13)
b) u=(-11y V=(23)
c) T=(-5 Zly vV =1(235)

5
a) coso = = o = 45°
r| F'! V5-Vio
b) cosa = = o = 82° 1'43,74"
ri r’! \/E-Vn
0
¢) cosa = i =5 = 90"

FtTI TRV TRV
B Comprueba que los vectores T =(—1, 1)y ¥ = (1, 1) for-
man una base ortogonal. Escribe de nuevo ambos vectores
para que sean una base ortonormal y calcula las coordena-
das del vectorZ = (\/_ 2,2 2)
Para saber si dos vectores forman una base ortogonal el pro-
ducto escalar debe ser cero, ya que serfan perpendiculares y

@ Geometria

ademds tendrian direcciones distintas, es decir, serian lineal-
mente independientes.

u-v=(-1,1-0,1=0
Como el médulo de cada vector es V2, entonces, hay que di-

vidir ambos vectores por dicho modulo para normalizarlos y
asi obtener vectores de médulo uno. Por tanto:

-—L.— = _\/Eﬁ
H—VE{T.TJ(z;z)
w1 = V2 V2
v—\ﬁ“,”"(zr 2)

Asi pues, para hallar las coordenadas del vector en la base or-
tonormal, se calcula el producto escalar del vector por cada
vector de la base.

a-?=(—%£) (V2,2v2) =1
?-'z'=(?£) (V2,2v2) =3

Luego, las coordenadas del vector con respecto la base orto-
normal son 1y 3.

Determina tres puntos y un vector director de cada una de
las siguientes rectas.

i [y 3 12& AER
b)3x—-2y+7=0
x+1_y-=2
-5
a)l v = (-1, 2); puntos: (0, 3), (—1,5), (2, —1)
b) v = (2, 3); puntos: (0, 7/2), (—7/3,0), (1, 5)
¢) Vv = (2, —5); puntos: (0, —1/2), (—1/5,0), (-1, 2)

c)

Escribe, en forma general y paramétrica, la ecuacién de la
recta que pasa por el punto A(—1, 3) y es paralela al vector
v =(-34).

Con los datos podemos escribir:

¥+l ¥y=3 _ ¥==T—3\
3 —T=>4x+3y—5-0:[y=3+4h AER
Dada la recta que pasa por los puntos A(—5, 8) y B(0, 3),

encuentra un vector que determine su direccion y calcula
su ecuacion general.

AB = (5, —5); por tanto un vector director de la recta es
{1, =1)ylaecuacibnde larectaesx+y — 3 =0.

Determina qué ecuacion general corresponde a cada uno
de los ejes de coordenadas.

Eje de abscisas:V = (1, 0), un punto (0, 0), la ecuacién general
esy=0.

Eje de ordenadas: Vv = (0, 1), un punto (0, 0), la ecuacién
general esx = 0.

Dada la recta 3x + 2y — 3 = 0, halla el valor de su pendien-
te. Después, averigua la ecuacién, en forma general, de
otra recta que tenga la misma pendiente y pase por el pun-
to P(4, 2). ;Qué se observa?

La pendiente es m = —3/2.

Otra recta paralela tiene por ecuacién general 3x + 2y + ¢ = 0.
Si contiene el punto (4, 2), entonces:
12+4+c=0=2c=-16

La ecuacion pedida es 3x + 2y + 16 = 0.



Se observa que los coeficientes de x e y de la ecuacion de la
nueva recta son iguales que los de la ecuacién de la recta ini-
cial, ya que ambas rectas son paralelas.

Escribe, en forma explicita, la ecuacién de la recta que cor-
ta el eje de ordenadas en y = 3 y el valor de cuya pendiente
es7.

Sim=7yn=3,laecuaciénesy = 7x + 3.

Escribe, en forma explicita, la ecuacion de la recta que cor-
ta el eje de abscisas en el punto x= -2, y cuyo vector

director es vV =(1, \/5) {Qué dngulo forma con el eje de
abscisas?

m=2=V30=V3-(-2 +n=n=23
1

La ecuacién es y = V3x + 2V/3, y el 4ngulo es 60°, puesto
que tg 60° = V3.

(Cual es la ecuacion explicita de una recta que pasa por el

punto (=2, 3) y cuyo vector directores v = (0, —%)?

Es un vector paralelo al eje de ordenadas, la ecuacién de la
recta que pasa por (—2, 3) con esa direccion esx = —2.
Dados los puntos A(—3/2, 7) y B(1/2, 5):

a) Averigua un vector director de la recta que contiene A y
B, y su pendiente.

b) Determina la ecuacién general de la recta, r, que contie-
neAyB.

c) Escribe una ecuacion punto-pendiente de dicha recta.

d) Halla sus puntos de interseccidn con los ejes de coorde-
nadas.

e) ;Describe la recta rla ecuacion (x, y) = (9/2, 1) + X(—1,1)?

a) AB=(2,-2),m=—1

b)2x+2y—-11=0

c y—=7=-1x+3/2)

d) (11/2,0), (0,11/2)

e) Si,(9/2,1) pertenece ary (—1, 1) es paralelo a AB.

Escribe la ecuacion en forma continua de una recta que for-

ma un angulo de 30° con el semieje positivo de abscisas y
cuya ordenada en el origen es 1.

3 2 -1
m=tg30°= T::} V= (3. \@). la ecuacion es:-;—= e

V3

Una recta pasa por el punto de interseccion del eje de abs-

cisas y la recta de ecuacién% - % =1,y por el punto (1, =7).

Escribe su ecuacion en forma vectorial.
Puntos de la recta (4, 0) y (1, —=7), por lo que v = (3, 7).
La ecuacidones: (x,y) = (4,00 + A3, 7, A ER

7—-x _y-3

y
Dada e

ral de la recta que pasa por la interseccién de rx =y y
5:X + y = 3 y tiene la misma pendiente.

» averigua la ecuacién en forma gene-

< : 33
Resolviendo el sistema se obtiene el punto (5, 5)'

Entonces la recta pedida, paralela a |a recta dada, cuya direc-
cion viene dada por el vector (—2,7) es: 14x + 4y — 27 =0

Dada la recta 4y = x + 2, calcula la ecuacién general de otra

3
recta paralela a ella que pase por el punto A(?, ‘-4-).

1 ) .
m= e es decir, un vector director puede ser (4, 1). Impo-

niendo que pase por A(7, 3/4), tenemos la ecuacion de la rec-
taes;x — 4y —4=10

Determina la ecuacién de la recta que pasa por O(0, 0) y es
paralela a la recta cuyas ecuaciones paramétricas son las
siguientes:

= =A
[y=?+3h'hER

Un vector director de la recta buscada es (—1, 3), y como debe
contener el origen de coordenadas, la ecuaciénes: 3x +y =0

Determina la ecuacién de una recta paralela al eje de orde-

2
nadas que pase por el punto A(—? 1)

: g 2
Es una recta vertical cuya ecuacion es: x = 3

Determina la ecuacién punto-pendiente de una recta que
pase por el punto P(1, —2) y que sea paralela a otra cuya
ecuacion vectorial es la siguiente:

(x ¥ =I2.5)+(—~§.1)hconhER

Un vector director de la recta buscada es (—2/3, 1), luego su
pendiente es —3/2, y debe contener el punto P(1, —2), por lo

3
que su ecuacion punto-pendiente es: y + 2 = —E{X -1

Determina la posicion relativa de los siguientes pares de
rectas, estudiando la proporcionalidad de los vectores
directores y la de los coeficientes de la recta en forma
general, antes de resolver el sistema. En los casos en que
sean secantes, determina el punto de interseccion.

a) n3x+2y—1=0 s:5x—=y+7=0
b)ri2x—3y+7=0 si—4x+6y=0
c) i8x—2y+2=0 si—4x+y—1=0

d)r:{;;;_'n.conheﬁ s:¥=¥
e)rixy)=(2,-1)+A(1,—-1),conAER
si—x+y+5=0
x+2 22—y
e
glr2x—=2y+5=0

flr ssx—5y+12=0

ssx—y+2=0

= . 3 2
a) Los coeficientes no son proporcionales; 3 # e por lo que

son secantes. Resolviendo el sistema, se obtiene que el
punto de interseccién es (—1, 2).

2 3
b) Los coeficientes son proporcionales: 2 = ri por lo que

son paralelas, y no son coincidentes, puesto que los térmi-
nos independientes no mantienen la proporcion —1/2.

¢) Son paralelas y coincidentes porque todos los coeficientes
son proporcionales: E e A at.
e A N T
: . 1 -3
d) Los vectores directores son proporcionales: -t
por lo que son paralelas. Los puntos de r, por ejemplo
(0, 2), no pertenecen a s, por lo que no son coincidentes.

e) Un vector directorde res (1, —1) yunode ses (1, 1), por lo
gue son secantes. Resolviendo el sistema se obtiene el
punto de interseccion (3, —2).

6. Geometria analitica en el plano @



f) Un vector director de res (5, 1) y uno de s es (5, 1), por lo
que son paralelas. Los puntos de r, por ejemplo (—2, 2), veri-
fican la ecuacion de la recta s, por lo que son coincidentes.

g) Un vector director de res (1, 1) y uno de s es (1, 1), por lo

que son paralelas. Los puntos de s, por ejemplo (0, 2), no
verifican la ecuacion de r, por lo que no son coincidentes.

Dados los puntos A(0, —3), B(1, 5), C{—1, 3) y D(1, 0), averi-
gua los dngulos que determinan las rectas cuyos vectores
directores son:

uJEEyEE
b) ACy BD
a) AB=(1,8)yCB=(-2,-2)
AB - CB 2+16
coso = | I = = o = 37,87°

48| [CB] Ves-Ve

b) AC = (—1,6)y BD = {0, —5)

AC - BD
Cos o = I___ __J_ = = = a=946°
[ac|-[8B] V375
das | Jx=—ma Qi _4 2
Dadas las rectas r: y=2+2a con o € yay=3x-=2

determina m para que estas sean perpendiculares.
Se debe cumplir que: (—-m, 2)- (3,4} =0=-3m+8=0
Por tanto: m = 8/3

x+1

Dadas lasrectas nax—2y+7=0ys: =§, hallaayb

sabiendo que las rectas son perpendiculares y que r pasa
por el punto P(—1, 2).
En primer lugar, son perpendiculares, luego: (2, a) - ( b, 2) = 0.

Si r pasa por (—1, 2), entonces: —a — 4 + 7 = 0, luego se de-

be resolver el sistema:
a+b=0
=a=3yb=-3
a=3

Obtén la ecuacién de la recta que pasa por el punto

Al7, —2) y forma un angulo de 120° con el eje de abscisas,

en sentido positivo.

m=1tg120° = -3

La ecuacién punto-pendiente es:y + 2 = -3 x—7)

En forma general: Vix+y-— 7V3+2=0

Halla la ecuacién de las rectas que pasan por el punto

A(3, —1) y forman un dngulo de 30° con la recta x=4,

La recta x = 4 es vertical, por lo que estamos buscando las

ecuaciones de las dos rectas gue pasan por A(3, —1) que for-

man un éngulo de 60° y 120°, respectivamente, con el eje de

abscisas en sentido positivo.

i rm=tg60° =3 luegoy + 1 ="13(x - 3)

=\V3x—-y-3V3-1=0
I sm=1g120°=—-V3,luegoy + 1= -\/3(x — 3)
=V3x+y—3V3+1=0

=3-2\

==A

y el punto de interseccion de las rectas:
s:2x+3y—-1=0yt:ix+y+2=0

Primero se determina el punto de interseccién de sy t:

2x+3Iy—1=0 = P(~7,5)
x+ y+t2=0

Calcula la distancia entre la recta r: {; ;conAER

@ Geomstria

La recta ren forma generalesx — 2y — 3 = 0.
La distancia entre Py r es:
|-7-2-5-3] _20 ,

Vi 2 Vs
Determina la longitud de la altura correspondiente a A en
el tridangulo de vértices A(1, 4), B(7, 5) y C(—1, =3).

Buscamos la ecuacion en forma general de la recta que pasa

porByC:

BC = (—8, —B), luego un vector director de la recta sera:
v=(1,1)

SilarectapasaporCentonces:x +1=y+3=x—-y—2=0.

difr) = 5u

La altura del triangulo ABC, correspondiente al vértice A, es la
siguiente distancia:

aanliza=2 s V2
ToVEEr V2 2

Halla la distancia entre la recta r: 5x =y + 7 =0 y una pa-
ralela a ella que pase por el punto (1, 7).

Una recta paralela es de laforma 5y — y + ¢ = 0.

Como pasa por (1,7), tenemos:5 -7+ c=0=c=2
Luego la recta paralela es 5x — y + 2 = 0.

Un punto de ella es P(0, 2), por lo que la distancia pedida es:
o-2+7 __ 5

Ve (=19 V26

Calcula la distancia entre larecta r: 3x—4y+6=0y una

paralela a ella que dista 3 unidades del origen de coorde-
nadas (dos soluciones).

dir,s) =d@Fn =

Una recta paralela a la dada, tiene por ecuacién:
£3x—4y+C=0

Buscamos dos rectas que disten 3 unidades del origen de
coordenadas, (0, 0). Luego:

I 14
————===3u=|(=15
V3 + (-4 3
=C=15yC=-15

Las ecuaciones de las rectas paralelas a la del enunciado que
distan 3 unidades del origen son:

503 —4y+15=0ysz3x—4y—15=0
Un punto de la recta res P(—2, 0):
3-(-2—4-0+15 _9
Y=
|3-(—2)—4-:J—15|=ﬂu
Vo=

: 2 : g 21 A
Por tanto, las distancias pedidas son 3 uy < u, respectiva-
mente.

d(O,s) =

I drs)=dFs)=

i dlrs,) =dPs,)=

Ejercicios y problemas (piginas 170/174)

Vectores

Calcula el extremo del vector F-—-(VE, —1) si su origen es

1
el punto Al —, 4 |.
v

— 3V2
SiV = AB, entonces: B( XL 3)




Calcula las componentes y el médulo de los vectores.

e

b)w=(53)-V6-(1,-V2)
(5 =25 5V26

“’“’“(?T)- W==3—

b) W =(5-V6,3V3), [W=579

Calcula x e y para que se cumpla esta igualdad:

1 4 (1=x
3 (2x, 3y —6)=(—2, 12) 3 ( 2 ,EI)

x==7,y=14

Sid =(3,1/2),b = (~2/3, 5) y € = (2, 3), determina las si-
guientes combinaciones lineales.

a) 3G -2(b+7)
b) 3@ -B) +%{5-a

a) 36— 2(b + ) = (9,3/2) - 2(4/3,8) = (9,3/2) — (8/3,16) =
= (19/3, —29/2)

b) 3@ — b) + %{E —€)=3(11/3,-9/2) + —13-{--83'3, 2)=
= (11, -27/2) + (—8/9,2/3) = (91/9, —77/6)

Halla el valor de x e y si Vv = x@ + yE. sabiendo que
a=(-1,3,b=(7,5yvV=(5 -2).

5= —x+7y

=x=-3/2,y=1/2
—2=3x+5y

'tF=x'¢i'+y-5=.s{

Calcula las coordenadas de los puntos que dividen el seg-
mento AB en cuatro partes iguales, si A(22, 7) y B(—6, 5).

Los tres puntos son M(‘i 5 j;) N8, &)y P(‘J : %)

Dependencia lineal y bases

i 5 T
{Es el vector v = (2, _?) una combinacion lineal del vec-

g 5 o
toru = (—7, 3-)? Expresa la respuesta enunciando la carac-

teristica que los relaciona.

—5 -2
S (2- T)"T'

La combinacién lineal de dos vectores paralelos, ;es nece-
sariamente otro vector paralelo a ellos?

(— 7, %) luego son paralelos.

Si, Vv =kw, av + bw = akv + bw = (ak + b) - W, que es un vec-
tor paralelo a los anteriores.

({Es posible que dos vectores linealmente dependientes
formen un dangulo de 180°? ;Y un dngulo de 90°7

5i, son vectores de la misma direccién y sentido opuesto.

No, si forman un dngulo de 90° no son paralelos, por lo tanto
no son dependientes.

i5Son los vectores i = (4, 2) y v =(—2, —1) linealmente de-
pendientes? ;Son paralelos?

Como ' = —2-V, son Ld. y por lo tanto paralelos.

Los puntos A(2, 6), B(5, 8) y C(17, m) estan alineados. Calcu-
la m.

Si estan alineados, debe cumplirse que AB = KAC, de lo cual
se deduce que:

3

15 m-6

=m=16

Considera los puntos del plano A(3, 2), B(—1,8) y Clk, k + 4)
con k € R. Calcula el valor de k para que A, By C estén
alineados.

Para que los puntos A, By C estén alineados se ha de verificar
que AB = a- AC, donde a es un parametro.

Como AB = (—4,6), AC = (k — 3,k + 2):

(—4,6) = alk - 3.k+z}=>{'4=””‘_3}
6=alk+2)
Despejando a de las dos ecuaciones e igualando, se obtiene:
—4 6
3 kr2 kT

Expresa el vector W = (—3, 4) como combinacion lineal de
los vectores i = (—1, 2) y V = (2, —3). Realiza la representa-
cion grafica para comprobar el resultado.

(=3,4)=-1(-1,2) - 2(2-3)
R

._: '-"(:'_3;;4.].‘, 11 !

| |
i

Di cuéles de los siguientes pares de vectores forman base,
a) (-3, 1)y (V3,-V313)
b) (=V2,4)y (-11V2,21V2)
<) (-5 1)y (25, -V/5)
d)(2-V3,2+V3)y(1,-7 - 4V3)
e) (1/(V5 +1),(V5 - 1))y, 1)
a) -3/\3= 11’(—V§f3) no forman base.
b) —\2/(~ 'l/\/i) #* 4;‘(2;"\:"’5) si forman base.
c) —5!2'\/5 # 1!(—\@) si forman base.
d) 2 - \/i = (2 + \/’5),{(_7 = 4\/5) forman base.
1 V51
VE+1

Dado el vector Vv = (3, —7), expresa el vector v en la base
formada por los vectoresd@ = (—=1,1)y b = (2, —1).

- {3= —X+2y

e) forman base.

V=xa+yb=
—7=x-y

=7 =(—11, —4) en la base {@, b}

Producto escalar

Calcula el producto escalar de dos vectores de médulos 3y
4, respectivamente, que forman 60°,

U-¥V=3-4-cos60°=6
Calcula el producto escalar de los vectores 7 =(1, 1) y
V = (3, 4). Determina el angulo que forman,

U -v¥=(1,1)-(3,4)=7. Aplicanda la férmula para el coseno
del 4ngulo que forman dos vectores, se obtiene « =8,13°,

6. Geometria onalitica en el plano @



[B cCalcula el dngule que forman v =(3,4)yw=(-3,1).
. (3,4)(=31) -5
cosa=
5/i0 510

Por tanto, « = 108,43,

iE :Es posible que dos vectores cuyo producto escalar vale 3
formen un dngulo de 120°7 Razona la respuesta.

No es posible, puesto que si el producto escalar es positivo el
angulo que forman es agudo.
Determina qué dngulos forman los siguientes pares de vec-
tores.
ali=(3,2)yv=(7,-1)
b}u-(2 221(2+V’_))yv—(1 -1)
o w=(Vs2,-\V5)yv =(-1,2)
Y 4 et
V13-V/50
b) cosae = 0=+ x = 90°

(-5V572)

¢) cosa=—=-1=a

(s/2v/5)

Dado el vector i = (=5, 2), determina cuéles de los si-
guientes vectores son paralelos y cudles perpendiculares a
dicho vector.

a)v=I(5-2)
b) w=(2,-5)
¢) m=(-2,-5) f)
Paralelos: a} y e)
Perpendiculares: c), d) y f).

Dados A(3, 0), B(1, 4), C(—1, 3) y D(—1, —2), calcula el peri-

metro del cuadrildtero que determinan y el angulo que for-
man los vectores AD y BC,

[AB| = V20, [BE| = V/5, [cD| =5, |DA| = V20, P=5V5 +5

cos EZE EE) =1, por lo tanto, a = 0° son vectores paralelos,
Dados @ = (2% 5) y b = (7, y), averigua los valores de x e y

sabiendo que @ se encuentra en el primer cuadrante,

[4] = 5\/5, y los vectores @ y b son perpendiculares.

Del madulo del vector @ se deduce lo siguiente:

42+ 25=125=x=5=7 = (10,5)
Si ambos vectores son perpendiculares:
(10,5 (7,) =0=70+ 5y =0=y=-14=b =

a) coso = =oa=41"49"1261"

= 180°

d) i =(—4,-10)
e) 5=(5/2,-1)
p=01,5/2)

{7, —14)

f] sabiendo que el vector @ = (x y) es perpendicular a
b = (-3, 2) y que el médulo ded es 21/13, halla el valor de
xey.

Del médulo se deduce que: x* + y* = 52

Puestogued y_{;son perpendiculares, —3x + 2y = 0.
Resolviendo el sistema formado por ambas ecuaciones, se
obtiene que'd = (4,6) @ = (—4,6).

Calcula a sabiendo que @ = (g, 3) yV = (/2, 1) forman un
angulo de 30°.

\./_12— \/_a+3

V3-Va +9
=ag=12 2+9\/§,a=12\/~—9\/§

Si |Er‘| =2y [b] =3, ydy b son perpendiculares, halla

[ +yfa ~8l.

Tomandod = (x, ¥) y_E = (2, t), tenemos lo siguiente:

@ Geomsetria

=a'—24V2a+45=0

P P+y=4
B A+FP=9
§ xz+yt=20
El médulo de @ + b
Vix+ 22 + (y + t)?
El médulo de @ — b:
Vix—2P +ly— ) = V4 +9-20xz+y1) =113
Sabiendo que T y ¥ tienen el mismo médulo y que ¥ = (3x,
y)y ¥ = (2, —1), calcula el &ngulo que forman los vectores &
+ Vyu—v.
El médulo es /5, luego: 9 + y* =
(Bx+2,y—1)3x—-2,y+1)
VEx+27P+ly— 1P VEx—27 +(y + 1)
B 9 +y -5
VBx+ 22+ (y— 1P VEx— 27 + (y+ 1)
Por tanto, U + v y U — v son perpendiculares, el angulo que
forman es 90°,

=V4+9+ 2{xz+yr]=\/ﬁ

~5=0

coso =

=0

Dados los vectores V = (7, 4) y W = (4, x), calcula x para que
estos:
a) Sean perpendiculares.
b) Sean paralelos.
¢) Formen un angulo de 30°,
alx=-7
16
b)x= 7

¢) Para resolver este apartado hace falta saber resolver una
ecuacion irracional.

Se obtienen dos soluciones: x = 6,86 y x = —0,02
Halla la proyeccién ortogonal del vector 0 = (2, —1) sobre
el vector v =(—3, 7).

Aplicando la definicion de proyeccion ortogonal de un vector
T sobre otro V, tenemos:

w9l _|-e-7l _ 13
v Vo+ras Vss
Hl Dado el vector T = {—3, 6), determina el médulo del pro-
ducto escalar deW porV, si sabemos que la proyeccién de vV
sobre es 3.

Aplicando la definicién de proyeccién de un vector sobre
otro, tenemos gue:

-7 =3-V9+36=9V5

Dados los puntos A A[T 0), B(4, 6) y C(=1, —1), calcula las
proyecciones de ABy CB sobre AC y comprueba que la su-
ma de ambas es igual al médulo de AC.

proys (U) =

oo — 18
AB = (—3,6), AC = (~8,—1), p, = proyz(AB) =
i \/E
CB=(57), CA=(81), p =pmy*(f§}l=—¢?
e Fh o Uiy P2 A Ves
|AC| \/-_P1+P: +_—\/_

\/’_\/E

Aplicaciones de los vectores

Dado el tridngulo cuyos vértices son A(—1, 0), B(3, 3) y
C(1, =2), calcula:
a) La longitud del lado AB. ¢) Elangulo A,
b) La longitud del lado AC.  d) El drea del triangulo.



a) |Z§i=5u

b) [AC| =2V2u
¢) cosA= AB-AC _43)-2,-2) 1
[4B| - [aC| 5.2\2 5\/2

=A=81°52"11,63"
_ |E-B'| : |E-2C-|-senA =7

Dado el triangulo de vértices A(—3, 7), B(5, 6) y C(—2, 15),
calcula el valor de su area y el angulo A.

d) Area

Tomando como base la longitud del lade AB, la altura es el pro-
ducto del lado AC por el seno del 4ngulo A.

Primero calculamos el angulo A:
AB-AC__ (8,-1)-(1,8)
48| -lac|  Ves-Ves

a8 - [ac]

cos A= =0=A=90°

Por tanto el drea sera: =325u?

Dado el tridngulo de vértices A(—1, —1), B(—3, 5) y C(1, 3),
calcula el valor de su area y el angulo A.

Tomando como base la longitud del lado AB, la altura es el pro-
ducto del lado AC por el seno del dngulo A.

Primero calculamos el angulo A:
AB-AC (2624 V2

WsA=———= =——= A = 45°
|4B|-[aC| Vao-Vz20 2
AB| - |AC| - sen A
Por tanto el drea sera: Mﬁgﬂ_ =101
Ecuaciones de la recta
Determina si los siguientes puntos estan alineados y, en el

caso de que lo estén, averigua la ecuacion de la recta a la
que pertenecen.

a) A(1, 6), B(—2,0) y C(1/2, 5)
b) A(1,2), B(—3,3)yC(—1, 4)

a) A, By C estan alineados, puesto que pertenecen a la mis-
marecta2x—y+4=0,

b) No estan alineados, puesto que el punto C no pertenece a
larecta que pasaporAy B, x + 4y —9=0,

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por A(3, 2) y B(—6,

0). Exprésala de todas las formas posibles.

Ecuacién en forma vectorial: (x, y) = (3, 2) + A(9, 2)

=349\

=242\

x—3 y-=2

N

Ecuacion en forma general: 2x— 9y +12 =0

4

2
Ecuacién explicita: y = = + =

{Qué podrias decir acerca de una recta cuyo vector director
es(1,1)7

Su pendiente vale 1 y por tanto forma un dngulo de 45° con
el semieje positivo de abscisas. Es la bisectriz del dngulo que
forman los ejes de coordenadas.

X
Ecuacién en forma paramétrica: L/

Ecuacién en forma continua:

Si A(2, 7), B(8, —3) y C(0, —10) son tres vértices consecuti-
vos de un paralelogramo, determina las coordenadas del
vértice D. A continuacién, averigua las del punto en el que
se cortan sus diagonales,

D(—8, 0). El punto de corte de sus diagonales es: M (1, —%)

Los puntos A(0, —2), B(6, 0) y C(3, 4) son tres vértices de un
paralelogramo. Calcula el cuarto vértice y las ecuaciones de
sus diagonales.

D(—3, 2). Las ecuaciones de sus diagonales:
ACes2x—y—2=0yBDes2x+ % —12=0

Dada la recta r: [x B “a*a
y=a-—3t

que (—4, 7) pertenezcaar.

, t € |, halla el valor de a para

Six=—4,t=—1,porloque:7=a+3=a=4

Calcula b para que la recta x + by — 7 = 0 pase por el pun-
to de interseccion de estas rectas:

r [X:y} = [_71 0) + A(5, 3]! AER

X=a
S.{y‘:za_4JuER

Trabajando en paramétricas o escribiendo las ecuaciones en
forma general, se resuelve el sistema de ry s, y se obtiene
que el punto de interseccion es (3, 2).

Este punto debe pertenecer a la recta x + by — 7 = 0, por
tanto:3+2b—7=0=b=2,

Dados los puntos del plano A(2, —1) y B(0, 3) y la recta r de
ecuacién x + y — 2 = 0, calcula las coordenadas de un pun-
to C de la recta que esté alineado con Ay B.
C pertenece a r, por tanto, las coordenadas son C(x, 2 — x). Si
estd alineado con A y con B, cumple lo siguiente:
-2

(=2, =kix—2,2—-x+N)=>—F7=

¥—2 3=k
Por tanto, el punto C tiene las siguientes coordenadas: C(1, 1)

=x=1

Posiciones relativas de rectas

Calcula la ecuacion de una recta paralela a la de ecuacién
3x— 2y + 5 =0 que pase por el punto P(—1, 5). Exprésala
en forma vectorial y paramétrica.

En forma vectorial: (x, y) = (=1, 5) + A(2, 3)

==1+2x

X
En forma paramétrica:
=5+ 3\

Sean ry s las dos rectas del plano de ecuaciones:
r2x—y—3=0
o x+1 - y+2
4 2
Determina la ecuacién de la recta que pasa por el punto de

interseccion de ry s, y es paralela a la recta de ecuacién que
pasa por los puntos (2, —1) y (-3, 2).

Se resuelve el sistema formado por las rectas r y s y obtene-

mos el punto de intersecciéon P(1, —1).

Una recta paralela a la dada sera de la forma 3x + 5y + C = 0.

Imponemos que contenga el punto P:
3-145:(-1)+C=0=C=2

Por lo que la recta buscada es: 3x + 5y +2 =0

Calcula la ecuacién de la recta perpendicular a la de ecua-
cion 3x — 2y + 5 = 0 que pase por el punto P(—1, 5). Expré-
sala en forma continua y explicita.
Xx+1 y-=5
-3 2
13

. 2
En forma explicita: y = 3 + 5

En forma continua:

el planc @

6. Geometrio onolitica en



Considera la recta de ecuacién y = —7x + 5. Encuentra las
coordenadas del punto de interseccion de esta recta con la
recta perpendicular a ella que pasa por (-7, 5).

Una recta perpendicular es de la forma: y = %x +b
Debe pasar por el punto (—7, 5), por tanto:

5=1?-[—?}+b=:-b=6
Luego la recta perpendicular es y = l_fx + 6.

El punto de interseccion se calcula resolviendo este sistema:

y=-7x+3 ”
x = —Ix+5=—+6
y=-}-'-+6 7

e 1,29

X=T50Y " 50

7 299

El —_—

puntcesP( 50 50)
Dadas las siguientes rectas:

rrS5x—y+4=0

L Jx==3+mA
s: ol

determina el valor de m para que las rectas r y s sean:

;,conh ER

a) Paralelas.
b) Perpendiculares.
¢) Coincidentes.
1
alm= %
b)m=5
¢) No pueden ser coincidentes.
Los puntos A(1, 2) y C(5, 4) representan los vértices opues-
tos de un cuadrado:
Yh D

0 X

a) Calcula el punto medio, M, de la diagonal, AC, del
cuadrado (M serd el centro del cuadrado).

b) Escribe la ecuacién de la recta que pasa por M y es
perpendicular a la diagonal AC.

¢) Calcula las coordenadas de los otros dos vértices By D
del cuadrado.

a) M(3,3)
b) AC = (4, 2), luego la recta es de la forma: 4x + 2y + C=0
Como contiene al punto M(3, 3) debe cumplir:
4.3+2.34+C=0=C=-18
La recta pedidaesdx + 2y — 18 =0=2x+y—-9=0.

¢) El vector AM = (2, 1). Dos vectores perpendiculares y del
mismo maédulo son:

u=(-1,2yv=1,-2)
Luego los puntos By D son:
B-13+2)=(2,5yB+1L3-2)=(41)

En concreto, B(4, 1) y D(2, 5), porque B debe estar a la dere-
cha y hacia abajo respecto de M.

@ Geomelria

49}

Explica la condicién que han de verificar A y B si las rectas

_ =1 =k
Ax+By+C=0y S S
a) Son perpendiculares. b) Son paralelas.
a) —2B+3A=0 b) A/3 = —B/2
Sea r la recta de ecuacién 3x — 5y + 2 = 0. Determina las

ecuaciones de las rectas paralela y perpendicular a r que
pasen por el punto (—15, 4).

Paralela: 3x — 5y + 65 = 0; perpendicular: 5x + 3y + 63 = 0
Dada la recta de ecuacion 3x — 5y + 7 = 0, determina la

ecuacion de la recta perpendicular que corta el eje de orde-
nadaseny = 3.
Una perpendicular tendrd por ecuacién 5x + 3y + C=0.
Debe pasar por (0, 3), es decir:
5.0+3:3+C=0=C=-9

La recta buscada es 5x + 3y — 9 =0,
Determina el valor de a para que las rectas de ecuaciones
x—5ay=1y2x+ 3y=1sean:
a) Paralelas. b) Perpendiculares.
e B

2 3 10
B)1:2+(-5a)-3=0=a=2/15

Determina el valor de m paraque i x —y +4 =0y
x=3+mi
s.[y=1_4h,h(£[ﬁsean.

b) Perpendiculares.
_‘?r = “r 1 } YAF, = (mr _4]

a) Paralelas.

1 1
a) Si son paralelas: (1, 1) = k(m, —4) = S i e -4

b) Si son perpendiculares: (1,1)-(m, —4) =0=m=4
==3+ 5\
=7 +nk

do que s pasa por P(13, 8), determina m y n en los siguien-
tes casos:

Dadasr:2x+my—?=0ys:[; , A € R, sabien-

a) Si ry s son paralelas.
b) Si ry s son perpendiculares,

16
SiP(13, 8) perteneceas: 13 = -3 +5h=> A = Ty

16
Entonces: 8 = 7"~.L|r'1~----=:~n=i
5 16

Un vector director de s es (16, 1) y un vector director de r es
(—m, 2):

-m 2

—_—=—=m=—32

alr on paralelas si:
) rysson pa T :

1
b) ry s son perpendiculares si: (—m, 2) - (16, 1) = 0=m = 8

De un rombo ABCD conocemos las coordenadas de tres
vértices: A es el origen de coordenadas, B(4, 1) y D(1, 4).

a) Calcula las coordenadas del cuarto vértice, C.

b) Comprueba, analiticamente, que las diagonales son per-
pendiculares y que se cortan en su punto medio.

GJEE=E-C-=;{T A =k=4y—=1)=x=5y=5,luego
C(5, 5).

b) AC-BD = (5,5)-(—3,3) = —15 + 15 = 0, luego las diago-
nales son perpendiculares.
El punto medio de una de las diagonales es: M(5/2, 5/2)



Comprobamos que las rectas que contienen Ay Cy By D,
se cortan en el mismo punto:

Recta que pasaporAyCy=x
Recta que pasaporByD:x + y =5
El punto de interseccion es la solucién de este sistema:

s
ok = P(5/2,5/2)

Calcula las coordenadas del punto simétrico de A(1/6, 1)
respecto del punto P(1, —4).

L
A(ﬁ, 9)

Halla las coordenadas del punto simétrico al punto P(2, 2)
respecto de la rectax— 2y — 5=0,

Recta perpendicular a la dada que pasa por (2, 2):
2x+y—-6=0
i e 17 —4
Punto de interseccion de las dos rectas: s
El punto de interseccién es el punto medio entre (2, 2) ¥ U Si-
meétrico, por tanto, el simétrico buscado es:

(555
5" 5

Calcula el punto simétrico de A(0, 4) respecto de la recta
Ix—y+1=0

Primero calculemos la proyeccién ortogonal de A sobre la

recta r. Para ello necesitamos calcular la ecuacién de la recta

perpendicular a r que pasa por A.

Una perpendicular cualquiera es de la forma x -+ 3y + C = 0,

Imponemos que contenga el punto A:
1'0+3:4+C=0=2C=-12

Por tanto, la recta buscada perpendicular a r que pasa por A

esx+ 3y —12=0.

Ahora buscamos la proyeccién de A sobre r resolviendao el sis-

tema y obtenemos A(9/10, 37/10).

Esta proyeccion es el punto medio entre A y su simétrico, por
tanto podemos escribir:

S _Obx 93 4ty 17

10 2 5' 10 2 ]

El punto simétrico es A(9/5, 17/5).

Bl Calcula el punto simétrico de A(—2, —1) respecto de la rec-

y=7-5p ER.

Primero calculemos la proyeccion ortogonal de A sobre la
recta r. Para ello necesitamos calcular la ecuacién de la recta
perpendicular a r que pasa por A,

Una perpendicular cualquiera es de la forma 3x — 5y + C=10.
Como un vector director de r es (3, —5), imponemos que con-
tengaelpunto A:3-(=2) = 5-(-1)+C=0=C=1

Por tanto, la recta buscada perpendicular a r que pasa por A
es3x—5y+1=0.

Ahora buscamos la proyeccion de A sobre r resolviendo el sis-
tema y obtenemos A(3, 2).

Esta proyeccion es el punto medio entre A y su simétrico, por

tanto podemos escribir:
—2+x -1+
3= 22 =x=8 2= LI

El punto simétrico es A'(8, 5).

=y=5

[l Determina la ecuacién de la recta simétrica de
rx+y—1=0respectodelarectasix—2y+3=0,

La recta r y su simétrica respecto a s tienen un punto en co-
mun: el de su interseccion,

Si resolvemos el sistema de ry s se obtiene:

P;=(-1/3,4/3)
Otro punto de r’serd el simétrico de uno de r respecto a s.
Un punto de res (0, 1). La recta t perpendicular a 5 que pasa
por(0,1)est:2x+y—1=0.

- . = i
El punto de interseccion de sy t es P”(T’ E)'

-2 9
Con estos datos, el punto de ¢’ buscado es: (—5-, -)

5
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Con dos puntos se puede deducir la ecuacién de r; que es:
Tx+y+1=0.

Distancias y dreas

@ Halla el perimetro del cuadrilatero ABCD si A = (3, 4); B es el
punto simétrico de A respecto de la bisectriz del primer
cuadrante; G, el simétrico de B respecto del eje de ordena-
das, y D, el simétrico de C respecto del eje de abscisas.

T Z |
e i
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+ ;
.
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Las coordenadas de los puntos son: B(4, 3); D(—4, 3) y
C(—4, —3), por lo tanto el perimetro:
p=[aB| + [BD| + |DC| + [CA| =16 + 6V2 u

[# Halla la distancia del punto P(2, 2) a la recta paralela al eje
de abscisas que pasa por el punto Q(3, 4).

Observa la representacion grafica:

6. Geometrio analitice en el plano @
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Por tanto la distancia esd = 2.

Considera el triangulo formado por las rectas de ecuacio-
nes2x—y—1=0,x+ 2y — 8 = 0y el eje de coordenadas.
Calcula su perimetro y su area.

Los vértices del tridngulo son los puntos de interseccién de
lastresrectas: 2x —y— 1 =0,x+ 2y — 8 =0yx =0, que
son; A0, 4), B(0, —1) y C(2,3).

Por tanto, el perimetro es:

[aB| + [BC| + [CA| =5 + V5 + V20 =5 +3V5u
Para calcular el drea, tomamos |§§| como base y entonces la
altura vale 2 unidades, por lo que:

Area =5 1°

Calcula la distancia entre las rectas:

4x—3y+7=0 8x—6y=20

Son rectas paralelas porque los coeficientes A y B de las dos

rectas son proporcionales. Con un punto de la segunda, por

ejemplo, O(0, 0), calculamos la distancia a la primera recta:

[4:0-3-0+7] _7
=

Determina, sin efectuar calculos, la distancia entre las rec-

tas:

3x+2y=5=0

2x—=5y+1=0

Como los vectores directares de las rectas no son proporcio-

nales, podemos asegurar que no son rectas paralelas, por
tanto son secantes y su distancia es cero.

dio.n = =14u

Dadas las rectas ax + (@ + 2)y = a + 2y x + ay = 3, donde
a es un parametro.

a) Calcula un vector director de cada una de estas rectas.
b) Halla los valores de a para los que las rectas son pa-
ralelas.

¢) Calcula los valores de a para los cuales las rectas son
perpendiculares.
d) Calcula la distancia que hay entre las dos rectas cuando
a=2.
alvV.=(—a—2,a yVv,=(-al)
b) Las rectas son paralelas si sus vectores son proporcionales:
-a—2 a
=—=g'-a—-2=0=a=2a=-1
o | 1
¢) Las rectas son perpendiculares si el producto escalar de
sus vectores directores es cero:

(—a—-2,a)-(—a1)=0=d +3a=0=a=0,a=-3

d) Sia = 2, las dos rectas que quedan son:
8 rx+2y=2
B ssx+2y=3

Son paralelas, por eso tamamos el punto (0, 1) de larecta r
y calculamos la distancia de este punto a la recta s, que se-
ra la distancia entre las dos rectas:

@ Geomstria

o+21-3_ 1
Viie2Z Vs

Considera la recta de ecuacion y = —2x + 2.

dir, s) =

a) Averigua las coordenadas del punto de interseccion de
esta recta con su recta perpendicular que pasa por (6, 3).

b) Halla la ecuacion de la paralela que contiene (3, 5).

c) Calcula la distancia entre las dos rectas paralelas.

a) Una recta perpendicular es de laforma: y = (1/2)x + b
Debe pasar por (6, 3), por tanto: 3 = (1/2)-6 + b= b =0

1
Luego la recta perpendicular es y = F*

El punto de interseccidn es la solucién de este sistema:

y=-2u+2
4. 2

_— it da
El punto es P(4/5, 2/5).

b) Una recta paralela es de fa forma:y = —2x + b
Debe pasar por (3,5):5=—-2-3+b=b=11
Luego la recta paralelaesy = —2x + 11

¢) La distancia es 9/\/5 u

Determina si es equildtero, isésceles o rectdngulo el trian-
gulo cuyos vértices son A(2, 2), B(5, 6) y C(—2, 5). Averigua
el valor de la altura correspondiente al vértice A y utilizalo
para calcular el area del triangulo.

Como AB = (3, 4) yﬁf =(—4, 3), el tridngulo es rectdngulo en
A. La longitud correspondiente a estos lados es 5 u. Por tanto,
es isosceles.

Como BC = (—7,~1), la recta perpendicular a BC gue pasa
por A es: 7x + y — 16 = 0. La proyeccién ortogonal de A sobre
esta recta es el punto de interseccién de esta recta con la que
pasa por BC, es decir, x — 7y + 37 =0.

Este punto es: A,(3/2, 11/2) \a
La longitud de la altura es el mddulo del vector m: h=5 =3
El 4rea del tridngulo sera: m'z_"ﬂ =12,50u°

Calcula la distancia entre estas rectas.

rdx—2y+10=0 s:4x—2y—10=0
Un punto de una de ellas es P{0, 5), puesto que son paralelas:
4-0—-2-5-10

=1v20=2V5
Vie+a l !

Sabiendo que 3x+ay—5a=0 y—bx+3y+3b=0 son
perpendiculares y sus ordenadas en el origen estan a
4 unidades de distancia, calculaay b.

Primero debe cumplirse (—a, 3)-(3,b)=0=—a+b=0.
Six =0, en la primera rectay = 5,y en la segunda, y = —b.
Debe cumplirse: |5 — (=b)| = 4;esdecin 5+ b=4=b= —1
y5+ b= —4= b= —9.Portanto:

B Sib==-1=a= -1

8§ Sib=-9=a=-9

d=

Averigua qué punto, P(x, y), del plano dista 5V2 ude Q(4, 1)

y cumple lo siguiente:
1 |y|=2|x B x>0

La ordenada debe ser negativa y en valor absoluto el doble
que la abscisa, por tanto P(x, —2x).

Debera cumplir:

i x>y



x=3 y=—6
= =
x=—11/5 = 2215
Solo cumple el enunciado la solucién x = 3,y = —6.

Un punto de la recta r: x + 3y + 7 =0 equidista de los pun-
tos A(—1, 3) y B(3, —5). Calcdlalo.

as MY

| |

El punto de la recta sera: P (x, (x + 7)/(—3))

Aplicando la expresién de distancia entre dos puntos e igua-
lando, se obtiene d(A, P) = d(B, P) que a su vez: 120x = —120,
es decir, x = —1, y sustituyendo y = —2, luego P(—1, —2).

El punto A(4, —3) dista 5 unidades de dos puntos de la rec-
ta 7x — y — 6 = 0; halla las coordenadas de los puntos.

Ya ]
x—y—6=10
P !
of | X
A
P

Los puntos de la recta son de la forma (x, 7x — 6), por tanto,
los puntos que distan 5 unidades de A son aquellos que cum-
plenque: (x— 4P+ (7x -6+ 3)' =52

Operando, se obtiene la ecuacion 50x(x — 1) = 0, cuyas solu-
ciones sonx=0 y x=1. Los puntos son: P(0, —6) y P(1,1)

. K - —_
Determina los puntos de la recta{ 3=t

y=2t
tanV10udey=3x+ 1.

Podemos sustituir en la férmula que permite hallar la distan-
ciadeun punto (3 — ¢, 2t)aunarecta, 3x — y + 1 = O

\/ﬁ: |3(3_r)"2f+1| :{T=U

Vio t=4
Por lo que los puntos son:
I Sit=0=(3,0

» t € R que dis-

B Sit=4=(-1,8)

Halla el punto de la recta 2x + 3y — 5 = 0 que equidista de
A0, 3) y B(—1, 4).

=245
El punto es de la forma (x, ——-—) Se debe cumplir que:

3
= 2 o 2
X2+(ﬂ—3) #{X_;_”Z,{,.(_ZXT_S_;‘)
3 3
sx=—Ly=1
7

Por tanto, el punto buscado es (—7/5, 13/5).

Averigua los puntos de la recta —8x + y — 1 = 0 que estin
a distancia 2V/2 u del punto A(2, 3).

Los puntos de la recta son de la forma (x, 8x + 1). Por tanto:

x—22+(Bx—27=8=65¢—-6x=0
{x=0 y=1

= =
x = 36/65 353/65

Los puntos de la recta que estan a distancia 2V/2 u del punto
A(2, 3) son (0, 1) y (36/65, 353/65).

Encuentra las coordenadas de los puntos situados en

la recta r: x + 2y — 3 = 0 que distan dos unidades de la recta
si4x—3y+9=0,

3 —
Py P'son de la forma (x. 3 x).
La distancia de uno cualquiera de ellos a 5 es 2, por lo que:
|4x —3y + 9|
2= -

X
Comoy=3— 7 tenemos que:

4x—3-(3"2"2)+9

Las soluciones de esta ecuacién son: x = 1yx = —29/11. Sus-
tituyendo en la ecuacion irracional, ambas son validas, por lo
que solo falta calcular las ordenadas de los puntos Py P".

=10=3|11x+9/=20

Se obtiene: P(1,1) y P‘( _1219%)
[ va ) xdytoto
7
. l"'
&
T P‘ ;
/LN i
/I
/' o] \ E
] XH2 T3 10
4 ¥T

De todas las rectas que pasan por el punto P(2, 1), halla las

que distan una unidad del origen.

Las rectas que pasan por el punto (2, 1) son de la forma:
y—1=mx—2),esdecir,mx—y+{1-2m)=0.

Podemos hallar las dos rectas que pasan por el punto (2, 1) y
distan una unidad del origen, a partir de la expresion que
proporciona la distancia de una recta a un punto:
m-0—0+(1-2m) 5
1= - =Vm*+1=|1-2m|
Vi £ 1

Al resolver esta ecuacion irracional, se obtiene m=10 y
m = 4/3, por lo que las dos rectas buscadas son:

=1e —ix—i
¥ y 3 3
_ Y j_]-' T
y = anl/l
!
| M -
Ll ilefal] |x
| L 141 3 -
A ENRE -

Averigua las ecuaciones de las rectas que pasan por (—2, 4)

y distan 3 unidades del punto (—1, 7).

6. Geometrio analitica en el plano @



Las rectas que pasan por (—2, 4), son de la siguiente forma:
y—4=mix+2),esdecirmx—y+2m+4=0,

Por tanto, se puede escribir;
m=20
m= 3/4

_ Im(-1)—7+2m+4|
Vim?+1

Es decir, las rectas seran:

i Sim=0=y=4

I Sim=3/4=3x—-4+22=0

3

=>8m‘+6m=0=>{

Determina las ecuaciones de las rectas que distan 7 unida-
des del punto P(3, 5) y son perpendiculares a la recta cuya
ecuacion es3x—4y+6=0.

Hay dos rectas que cumplen las condiciones del enunciado.

Si son perpendiculares a 3x — 4y + 6 =0, son de la forma:
4x+3y+C=0.

Si distan 7 unidades del punto (3, 5), deben cumplir:

7={4-3+3-5+c}
Vi6+9

Las dos rectas son:dx +3y+8=0 y 4x+ 3y —62=0,

En el tridngulo de vértices A(0, 3), B(3, 7) y C(6, 0), determi-
na:

=35=(27+(|=C=8yC=-62

a) El perimetro.

b) La ecuacién de la recta perpendicular a BC que pasa por
A, es decir, la altura del tridngulo desde el vértice A.

¢) La distancia del punto A a la recta que contiene el seg-
mento BC.

d) El drea.

a) Lado AB = 5 u; lado BC = V58 u; lado AC = 3V5 u;
Perimetro = 19,32 u.

b) La recta que contiene a A(0, 3) y es perpendicular al vector
BC=(3, -7es:3x—7y+21=0

¢) La distancia de A(0, 3) a la recta que contiene el segmento

[7-0+3-3—42] 33

BC 7x+3y— 42 =0,es:d = = u
Va9 +9 /58
b-h [6Cl-d Vs8-33Vss 33 ,
d, A=—-—= = = —
2 2 2
Angulos

Encuentra las ecuaciones de las rectas que forman con el
eje de abscisas un dngulo cuya tangente vale 3.

y=3x+b
Determina, sin efectuar calculos, el angulo existente entre
lasrectas3x— 2y —5=0y 2x+ 3y =0.

El angulo mide 90°, puesto que AA’+ BB'=0.

Halla el angulo que forman estas dos rectas:

=2+3t
=42t

Aplicando la férmula para el coseno del dngulo que forman
los dos vectores directores, se obtiene o = 64° 39°13,77"

r.'3x—5y+10=(},s:[‘: JtER

Averigua la ecuacién de la mediatriz del segmento de
extremos A(—1/2, 5) y B(7, —2) y determina el dngulo que
forma con la recta x = 5.

El punto medio del segmento es M(13/4, 3/2).
El vector es AB = (15/2, —7), por lo que una perpendicular al
segmento AB que pase por M es:

%x—7y+c=0

@ Geometria

Imponiendo que pase por M:

15 13 3 11

— . —— e o = EE —

3 a 7 3 C=0=C 3

15 11
Larectaes:Tx—7y+-8—=0=-60x—56y+‘|1‘1=0

El angulo que forma con larecta x = 5 es:

cos = 15660 OMN __ 60 43093024
- = o= ,
V6736 4\ 421
Escribe la ecuacion de las dos rectas que pasan por el pun-

to (3, 2) y forman un dngulo de 45° con el eje OX:
Yk

3,2)

45° 45°

0 \ X

La recta de pendiente positiva sera de la forma:
y=x+b
Imponiendo que pase por (3, 2), tenemos:
2=3+b=b=-1
Por tanto, esta recta tiene por ecuaciény = x — 1.
La recta de pendiente negativa serd de |a forma:

y==x+b
Como pasa por (3, 2), tenemos: 2= -3+ b=b=5
Por tanto, esta recta tiene por ecuaciény = —x + 5.
Determina la pendiente de las rectas que forman un angu-
lo de 60° con la recta de ecuacién —x + 2y = 4.

Un vector director de la recta es T = (2, 1) y un vector direc-
tor v = (1, m) de otra que forme con ella 60° cumplira:

1 24m|

—_————-=>E4+2m|=vr§--i-5?
2 \s\1+m

m'=8 +5V3= 16,66
=

m=8-5V3=—066
Escribe las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto
de intersecciondex + 3y = 5=0y —2x+ y + 3 = 0y for-
manunéngulode45®con2x —y—1=0.
Un vector directorde larecta2x —y—1=0est =(1,2) y
un vector director v = (1, m) de una recta que forme con ella
un angulo de 45° cumplira:

V2 o |1+2m|
—— =2+ 4m|=V10 + 10m*
2 \s\i+m? |
m= -3
=g ]
m=3

Que verifican la primera ecuacién.
Por otra parte, el punto de interseccién de las dos rectas es la
solucién del siguiente sisterna:

x+3y—-5=0

-2+y+3=0
Se cortan en el punto P(2, 1), por lo que las rectas buscadas
tienen por ecuacion:

I y—1=-3x—2)=3x+y—-7=0



1
B y—1=§(x—2}=:>x—3y+1=0

Ejercicios de aplicacion
(8 Dado el triangulo de vértices A0, 0), B(4, —2) y C(—2, 6),

calcula:

a) Su area.

b) El angulo B,

¢) La ecuacién de la mediatriz del segmento AB.
d) El punto simétrico de C respecto de AB.

v

SN -

AN 1]

b S
f‘-‘ﬂr

|

amE ot

a) Siguiendo el proceso de ejercicios anteriores se obtiene:
Area =10 u?

BA-BC  (~4,2):(-6,8)
|8a| - BC] V2010
El angulo buscado es, por tanto: B = 26,57°
Atencidn: 5i se calcula primero B, podemos hacer:
AB=(4,-2)

b) cosB=

h= |§§| *5en B, por lo que el rea sera:
A= [BC| - [4B| - sen B=10u?
c) La mediatriz del segmento AB es la perpendicular a AB por
su punto medio. Por tanto, es de la forma 2x —y + C=0,

como el punto medio de AB es (2, —1), C= —5. La ecua-
cion pedida es la siguiente:

xX—y—5=0
d) Calculando la proyeccion ortogonal de C sobre AB se
obtiene C(—4, 2), por lo que C(—6, —2).

Halla el area del tridangulo determinado por:

ry=-—x

x=3+k
S.'[y=_3+3k,kEH
Lo x4
!‘.y——;+‘§

Los vértices de este triangulo son:
A=rNs = A3, -3)
C=rMt= C=1,1)
B=sMNt= B(4,0)

Siguiendo el procedi- Ya || _
miento aplicado ya an- | I
teriormente, el drea va-
le 8 u”. - =

También podemos calcular el angulo B, y, a continuacion, la
altura del triangulo.

BC-BA  (=51)(=1,-3) 2
=—

Bl B3l VaeVie Vo

4
B= F 2 099
=R 260

Como h = |§E| - sen B = 5,06 u, resulta que:
b-h _V10-506 _
2 2 E

Considera los puntos O(0, 0) y A(9, 12). Una persona situa-
da en el punto O viaja en linea recta hacia A.

cosB=

Area= gu’

a) ;Qué distancia recorre para ir de O hasta A?
b) Escribe la ecuacion de la recta que sigue en este camino.

¢) Cuando lleva la tercera parte de recorrido, ;qué coorde-
nadas seran las del punto P en que se encuentre?

d) Si cuando llega al punto P decide dirigirse hacia un pun-
to Q de coordenadas Q(7, 1), ;qué dngulo debera girar
respecto de la trayectoria que seguia?

a) La distancia entre O y A corresponde con el médulo del
vector que une los puntos O y A:

d=V9+122=15u

b) Como se conoce el punto A(0, 0) y el vector OA = (9,12),
se obtiene la siguiente ecuacién:
20 20 gy
9 12 Y

¢) Dado que debe cumplirse esta relacién entre vectores:

N
OP=—0A
3

7

El punto P tiene por coordenadas (3, 4).
d) El vector PQ = {4, —3), que indica la nueva direccion y el

vector OP = (3, 4}, que tiene la direccién inicial del trayec-
to son perpendiculares, porque su producto escalar es ce-
ro. Por tanto, el dngule que indica el cambio de direccién
es de 90°,

Considera el siguiente rectangulo del plano:

D
Yi

<Y

A

a) Si A(0, 0) y B(3, 4), calcula la longitud de AB.
b) Determina la ecuacion de la recta que pasa por Cy A.

c) Determina las coordenadas del vértice C sabiendo que
la longitud del lado CA es doble de la de AB.

d) Calcula las coordenadas del vértice D.
a) |ﬁ§| =5u

b) La recta determinada por C y A es perpendicular al vector
AB = (3, 4). Por tanto:

_';A:J_E.B- =5-'I?‘u— — {"'4, 3:'
Como esta recta pasa por (0, 0}, tiene por ecuacién:
3x+4y=10

6. Geometria onalitica en el planc @



¢) Sobre la recta AC, un punto que esté a 10 unidades de dis-
tancia del origen ha de tener por coordenadas (-8, 6). Es
decir, C(—8, 6).

d) Se ha de cumplir que:ﬁﬁ - Eﬁ; es decir, D = (—5, 10).

El lado desigual de un triangulo isésceles mide 2V2u y
esta sobre y = x. El vértice opuesto es (0, 4).

a) Averigua la longitud de los lados iguales.
b) Determina las coordenadas de su baricentro.

a) La distancia del punto a la recta es el valor de la altura del
triangulo isésceles tomando como base el lado desigual.
Esta altura divide el triangulo en dos tridngulos rectangu-
los cuyas hipotenusas son los lados iguales del tridngulo
isdsceles. En uno de estos tridangulos rectangulos, los cate-
tos son la altura y la mitad del lado desigual, es decir, V2.

Por tanto, calculamos la altura del tridngulo y aplicando el
teorema de Pitdgoras, obtendremos la longitud del lado
deseado.

lo— 4|

VIZ+(-1)

altura = d((0,4).x—y=0) =

4V2

— — =2

2
2

-
V2
2u

Ahora aplicamos el teorema de Pitdgoras:

lado igual = V(z\ﬁ) + (\5) =V8+2= \/ﬁu

Por tanto, la longitud del lado igual es V10 u.

B) Puesto que el tridngulo es isdsceles, el baricentro se halla
situado sobre la recta perpendicular al lado desigual a una
distancia 1/3 de la base y 2/3 del vértice (0, 4).

Llamando A, a la proyeccién del vértice conocido A(0, 4),
A, es el punto de interseccion de la recta y = x y su per-
pendicular por A:

y =X
y=—x+4

Llamandeo G al baricentro:

— - —_ = = 4
AG= leG = 1% . 213 =» G(—, E)
3 y—2=2/3 33

= A2, 2)

Determina las ecuaciones de las rectas que pasan por
P(—2, 7) y son perpendiculares a la bisectriz del primer cua-
drante y al eje de abscisas. Halla, también, el drea del cua-
drildtero que forman los ejes X e Yy las rectas halladas.
Una perpendicularay = xesy = —x + b; si pasa por (=2, 7),
debe cumplirse lo siguiente:

7=2+b=b=5
Por tanto, y = —x + 5 es perpendicular a |a bisectriz del pri-
mer cuadrante y contiene al punto (=2, 7).
La perpendicular al eje OXesx = —2.
El cuadrilatero es un trapecio rectangulo.
El punto de interseccion con el eje de ordenadas de la recta
y=—-x+5es(0,5).
Con la ayuda de un esquema se observa que la base menor
mide 5 uy la mayor, 7 u.
La altura es 2, por lo que el drea del trapecio es 12 u®,

Halla las ecuaciones de las rectas que pasa por (6, 2) y for-
man un tridngulo de 27 u’ con los ejes de coordenadas.
Debe cumplirse que:
a-b b b-2
W =——y—=—

2 a 6

Se resuelve el sistema formado por las dos ecuaciones y se
obtiene:

@ Geomatria

a=9yb=~6obiena=18yb=3
La pendiente de la recta es —2/3, y la ordenada en el origen
es 6.

La ecuacidn de la recta buscada es:

y=6——§-x

1
La pendiente de la recta es ry y la ardenada en el origen
es 3.

La ecuacidn de |a recta buscada es:

y=3—1gx

Un tridngulo tiene dos vértices en los puntos A(0, 0) y B(3, 1),
Su area es 2 u’ y el tercer vértice, de ordenada positiva, se
encuentra sobre la recta de ecuacion x — 2y + 2 = 0, Calcula
las coordenadas de Cy el perimetro del triangulo.

El vértice C estd en la recta x — 2y + 2 = 0, por lo que sus
coordenadas deben ser C(.sc,-;£ 4+ 1).Tomarnos el lado AB co-

mo base, luego esta mide V10 u. Si el drea mide 2, la altura

4
del tridngulo sobre AB debe medir —— u.
10

" 4 pocio X
Esta altura es la distancia entre el vértice C(x, 3 + 1) vy la rec-
ta que contiene AB, x — 3y = (:

X
4 2 X 2 3=4

Vio Vio

x=-14 [y=-6
“x=2 ﬁy=2

3x
-+ —+ =4
Xt 3

Asi pues, el vértice C es el punto (2, 2).
El perimetro sera:

AB + AC + BC= V10 + 2V2 + V2=V10+3V2u

Escribe la ecuacion de la recta simétrica de r: y = 3x respec-
to de la bisectriz del primer cuadrante y, a continuacion,
calcula el drea del tridngulo que forman la recta r, su simé-
trica, y la recta de ecuacion £: 5x + y — 16 = 0.

La bisectriz del primer cuadrante, y = x, y la recta r se cortan
en el origen de coordenadas. Un punto de la recta r es, por
ejemplo, P(1, 3). Su simétrico respecto de la bisectriz del pri-
mer cuadrante es P'(3, 1).

Por tanto, la ecuacion de la recta simétrica buscada, s, es:

Gl
=3
Buscamos los puntos de interseccién de la recta la recta t con

las rectas ry s:

gresas = A2, 6)
Sx+y—16=0

.

y=3% = B8(3,1)
5x+y—16=0

Buscamos el dngulo que forman r y s para, asi, hallar el drea:
1, 3)-6. 1

(Vi)
~ Vao-Vio-os _ ,
A=————=8u

cos [rs) = =06=sen(s) =08

El drea sera:



EB Un triangulo rectadngulo tiene un vértice, A, correspondien-

100

te al dngulo recto, en el origen de coordenadas; otro en el
punto B(2, 4), y el C esté a distancia 3 u del eje de abscisas.
Calcula:

a) Las ecuaciones de las rectas que contienen AB y AC.
b) El vértice C.

<) El area del tridngulo.

a) Lado AB: y = 2x

Lado AC y = -%

b) El vértice C tiene por ordenada 3 y, por tanto, su abscisa

X
es —6, puesto que perteneceay = 3

c) Elérea del triangulo rectangulo BAC es:

4 AB-AC _ V20-Vas _
2

2

15u?

Determina:

a) La ecuacion de la recta paralela a la bisectriz del segun-
do y cuarto cuadrante que pasa por el punto (0, a).

b) El valor de a para que la recta anterior determine en el
primer cuadrante con los ejes de coordenadas un trian-
gulo de 8 u” de drea.

<) La distancia del origen de coordenadas a esta recta.
d) La distancia entre esta recta y el punto (4, 0).
alm=-1lyn=a

y=-xta=x+ty=a

b) Larecta corta al eje de abscisa en el punto (g, 0) y al eje de
ordenadas en el punto (0, a), y el tridgngulo es rectdngulo.
Por tanto, si el drea es 8, a® = 16, por lo que g = 4 (no pue-
de ser —4).

Por tanto, la recta tiene de ecuacién:
x+y—4=0
c) Larectaesx + y — 4 = 0y la distancia de (0, 0) a ella es
d=4/V2=22u.

d) Dado que el punto de coordenadas (4, 0) pertenece a la recta
x + y — 4 = 0, podemos determinar que la distancia pedi-
daesOu.

En el triangulo de vértices A(—1, —1), B(-3, 5) y C(1, 3),
averigua:

a) Las ecuaciones de sus medianas.

b) Las coordenadas del ortocentro.

a) El punto medio de AB es (-2, 2). La ecuacidn de la recta
que pasa por este puntoy G, esx — 3y + 8 =0,

El punto medio de AC es (0, 1). La ecuacién de la recta que
pasa por este punto y B, es 4x + 3y — 3 = (.

El punto medio de BC es (—1, 4). La ecuacién de la recta
gue pasa por este puntoy A, esx = —1,

b) La altura correspondiente al vértice C es:
=x+3y—8=0
La altura correspondiente al vértice B es:
x+2y—7=0
La altura correspondiente al vértice A es:
xx—y+1=0

Resolviendo un sistema con cualquier par de ecuaciones,
se obtiene (1, 3).

Calcula las ecuaciones de las alturas y el baricentro del

triangulo que tiene por vértices A(0, 6), B(4, 0) y O(0, 0).

A partir de la figura, se puede deducir directamente;
B Alturas:
Correspondiente al vértice A:x=0
Correspondiente al vértice B:y =0

Correspondiente al vértice C: como AB = (4, —6), la ecua-
cién de la altura seré de la forma 2x — 3y + C = 0. Como ha
de contener el (0, 0), la ecuacién es:

—2x+3y=0
# Baricentro: es el punto de interseccidn de las medianas, y

se puede calcular directamente sumando las coordenadas
de los vértices y dividiendo por tres:

Un punto equidista de los puntos A(7, 1) y B(1, 3). La distan-
cia de dicho punto al eje de ordenadas es el doble que al
eje de abscisas. Calcula el punto.

El punto pedido debe estar en la mediatriz de AB.
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AB = (—6,2), M(4, 2)

Recta perpendicular a E.B'que pasa por M es:
—3x+y+10=0

Seguin enunciado, P(x, y) es tal que x = 2y, por tanto:

{—3)( +y+10=0

By = P(4,2)

Determina la ecuacion de una recta que forma con el eje X
un dngulo de 45° y que dista 15 unidades con (0, 0).

Hay dos rectas que cumplen las condiciones del enunciado.
Las rectas son de la forma:x —y + C=0.

La distancia del origen de coordenadas a estas rectas es de
15 unidades, por tanto:

—0+C
=m—0—l=c=15\/5yc=—15\/5

V2

Las dos rectas buscadas son:
X=y+15V2=0yx—y—15V2=0

15
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Un rombo tiene dos vértices opuestos, A(5, 3}y C(1, 2), y un

vértice, B, que esta sobre el eje de ordenadas. Halla D.
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CA=(41)

B es la interseccién de la mediatriz de CA y el eje de orde-
nadas.

La mediatriz de CA es de |a forma 4x + y + C = 0. Como debe
5
pasar por el punto medio de CA, que es el (3, E)’ la ecuacion
29
esdx+y——=0.
2
Intersectando esta recta con el eje de ordenadas, x = 0, se
29
obtiene el punto B(O, T)
El vértice D se obtiene considerando que el segmenta 80
5
tiene como punto medio (3. E) Las coordenadas de D son
(o)
g, ==
2

Dado un tridngulo isésceles cuyo lade desigual es AB, con
A(5, 3), B(2, 2), calcula el vértice opuesto, C, si sabemos que
pertenecealarectax—y+1=0.

|
l
| L1,
| 0 ! X
i
1

i.
i
SN [N SO S
Al5, 3), B(2, 2) y Clx, x+1)

Sid(B, C) = d(C, A), debe cumplirse que:
B=x2+R-x=Kx-2P+Kx—-1)P=2E-x"=Kx-1)°
=24=8x = x=3

El vértice opuesto es (3, 4).

De un triangulo conocemos un vértice, A(Q, 2), y las ecua-
ciones de dos alturas, y = —x y x — 3y — 2 = 0. Halla las
ecuaciones de los lados del triangulo y los otros vértices.
lados:3x+y—2=0,y=2+xx—5—6=0

Vértices: (—4, =2) y (1, —1)

El vértice A no pertenece a ninguna de las alturas, por lo que
son perpendiculares a los lados ABy AC.

Supongamos gue B es el vértice correspondiente a la altura
y = —x, luego la pendiente del lado ACes 1: y = x + b, pasa
por A; por tanto, 2 = b.

El lado AC estd en la recta de ecuacidény = x + 2.

Supongamos que C es el vértice correspondiente a la altura
x — 3y — 2 = 0, luego la ecuacién de la recta del lado AB es
de la forma: 3x + y + C = 0. Como pasa por A, se cumple esta
igualdad:0 +2+C=0=C= -2

El lado AB esté en la recta de ecuacion 3x + y — 2 = 0.
El vértice C es el punto de interseccion de las rectas ACy de la
altura que pasa por C:

y=x+2
x—3y—2=0 == —H
El vértice B es el punto de interseccidn de las rectas AB y de la
altura que pasa por 8:

[3:( +y=-2=0

i v = B(1, -1)



Evaluacion (pagina 175)

Halla el médulo y el angulo que forman los siguientes pares de vectores:
b) T=(2,4)yv=(-4,2)

a) |§|=VZ+11=V5 }=’c0$c1=——~—_2+3 =l a=815211,63"
7] = VT T3 = Vo Vavie Ve

b) |G|=V2+4=Vv20 }::-cnsm=__‘§‘t8—=0=’“=gm
[V] = Vi=a + 2" = Va0 A

Verifica que {@ = (1, 3), V= (=1, 2)} es una base y halla las coordenadas del vector W = (3, 5) con respecto a esa base.
1 3 3 )
Como =T # Py entonces tienen direcciones distintas y, por tanto, forman una base del plano.

Se quiere hallar a y b para que se verifique la igualdad W =a- U + b+ V. Sustituyendo los datos del enunciado, resclviendo las
a—-b=3

operaciones e igualando, se llega al siguiente sistema:
: 9 gaasig ot

11 —4
luciénes:a=—yb=—
La solucién es: a 5 i 5

Determina el vector AB siendo A(—2, 0) y B(—4, 2) . Ademas:
a) Halla un vector para que formen una base del plano,

b) Busca otro vector para que la base sea ortogonal.
Se halla el vector formado por los puntos A y B:
AB=0B—0A=(—4,2)—(-2,00=(-2,2)
a) Para hallar una base formada por el vector AB, hay que buscar un vector linealmente independiente.
Por ejemplo, el vector U = (3, 1).
b) Se tiene que buscar otro vector para que la base sea ortogonal,
Por ejemplo, se toma el vector ¥V =(1, 1).
Dada la base de vectores {7 =(2,3), v =(—3, 2)}
a) Comprueba que la base es ortogonal.
b) Reescribe la base para que sea una base ortonormal del plano.

1 . ST
a) Como = # Y U-¥= 2-(—3)+ 3-2 =0, ambos vectores forman una base ortogonal del plano.

b) Para reescribir la base a una ortonormal, hay que normalizar los vectores.
2 3 -3 2
{1.-'|=V2’+3’=Vﬁ=>z=( —) ]‘f|=m=\/ﬁ=>?=(—*.—)
V13 Vi3 V13 V13

Halla las ecuaciones de la recta que pasa por A(—1, 3) y tiene a ¥ = (2, 1) como vector director. Calcula, ademas, la recta perpen-
dicular que pase por ese punto.

En la siguiente tabla se recogen las ecuaciones:

) =13 +A)VAER [ X—=+7=0
55t}
LN ot
X 1+D‘V?\ER I: y==x+=
y=3+K i 2
[T
o il JENY =5 sl
G | y=3=5l+1)

La recta perpendicular pedidaes: (x+1,y—3) (2, 1)=0=22x+y+2-3=0=2x+y—1=0

Calcula la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(1, 3) y B(0, 1).

Partimos de la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos, hallando la ecuacién continua de la recta. Después se despeja para
obtener la ecuacién general:

_§=’ S g S grl=8

6. Geometria analilica en el plono @



7. Dadalarectar:x+3y—5=0 yel punto A(—2, —2), calcula:
a) Laecuacion de la recta paralela a r que pasa por A.
b) Laecuacion de |la recta normal a r que pasa por A.
a) Una ecuacién de la recta que sea paralela podria tener los mismos coeficientes de la recta r:
ssx+3y+C=0
Se impone qgue la recta s tiene que pasar por el punto A(—2, —2) y obtenemos el valor de C:
(-2)+3-(-2)+C=0=C=8=sx+3y+8=0
b) Larecta perpendicular o normal de la recta verifica la ecuacion:
(=3, 1) x+2,y+2)=-3x—6+y+2=0=-3x+y—4=0
@ 8. Calcula el drea del tridngulo cuyos vértices son: A(1, 3), B(5, 6) y C(0, 3)
El &rea del tridngulo corresponde a la formula: A = %
La base es la distancia entre dos vértices, esto es: b=d(A, B) = |I§I =V16+9=5
Se halla la ecuacién general de la recta que pasa por Ay B:AB=(4,3)=3x—4y+C=0=3:1-4:3+C=0=C=9
Luego, la recta tiene ecuacion 5: 3x —4y + 9=10
5-0-4-3+9 3
vie# 5

La altura es la distancia entre el punte Cy la recta s, es decir: h =

3
5 g’
Entonces, el dreaes: A= . 1,5 u?

@ 9. Halla el circuncentro del triangulo con vértices: A(1, —3), B(1, 1) y €(3, —1)
Se calculan las mediatrices de los lados del tridngulo.
AB=(0,4) y M1, —N)=>my;:y=—1
BC=(2, 2 yM,(2,0)= mux—y—2=0
x—y=12 x=1
Para hallar el circuncentro, se resuelve el sistema de ecuaciones: [ P {y .
El circuncentro es el punto C(1, —1).

10. Calcula el punto simétrico de P(3, 5) con respecto a la recta rix— 4y =0.
Se calcula la recta perpendicular a r que pasa por el punto P,
x—3,y—5-41)=0=224—12+y—5=0=4x+y—17=0
x—4y=0 x=4
Se halla el punto de interseccién de ambas rectas: [4): + oyt ™ [y |

Dicho punto es el punto medio del punto Py su simétrico.

+3 b+5 =
Asi pues: (4, ”:(a ——)z, [a 5

2 "2 b= -3

@ 11. Dados los puntos A(1,4), B(2, 1) y C(6, 1). Halla:
a) Elvértice D para que ABCD forme un paralelogramo.
b) El drea de dicho cuadrilatero.
a) El vectorFB-y el vector DC son vectores equipolentes. Por consiguiente:
== x=5
AB=DC=(1,-3)=6-x1 —y]=>[Y=4

b) Labase del paralelogramo es la distancia entre el punto A y el punto B.
d(A, B) = [AB| = V1 +9=V10u
La altura es la distancia entre dos rectas paralelas, que se calcula como la distancia del punto Ca la recta que pasa por Ay B, cuya
ecuacionesr3x +y—7=0.
l3-6+1-7 12

Vo +1 V10

h=dDr =

12
Finalmente, el dreaes: A=b-h =10 ——=12 0?
V10





