RESPUESTAS CONVOCATORIA DE JUNIO

BLOQUE OBLIGATORIO
Ejercicio 1:
Cuestion 1: Sentido numérico y algebraico (2,5 puntos cada una)

Opcién 1A (2,5 p.):

Daniel quiere contratar a los misicos Dario, Hugo y José. El sueldo de Dario es el de Hugo
multiplicado por un parametro m > 0. El sueldo de Hugo es el doble del de José. La suma
del sucldo de José multiplicado por m mas el sucldo de Dario (sin multiplicar por m) maés ¢l
sueldo de Hugo (sin multiplicar por m) es 600 €.

a) (0,75 p.) Denotando por z el sucldo de Dario, por y el sueldo de Hugo y por z ¢l sueldo
de José, plantee un sistema de 3 ecuaciones con 3 incdgnitas que represente los datos
del ejercicio.

b) (0,25 p.) Justifique que con estos datos se puede conocer el sueldo de cada uno (que
solo dependera de m).

¢) (1,5 p.) Calcule la expresién general de cada sueldo (en funcién de m), y lo que cobra
cada uno para m = 2.

Solucion:
a) El sistema es
T — my = 0
y — 2z 0
z + y + mz = 600

b) Hay que ver que el sistema cs compatible determinado para m > 0. La correspondiente
matriz de coeficientes es

1 —m 0
0o 1 =2
1 1 m
Su determinante es 3m + 2, que solo se anula cuando m = —,3;, de modo que para m > 0 el

determinante no se anula y el sistema es compatible determinado.
¢) Usando el método de Cramer, o simplemente despejando, se llega a que

__1200m 1200 600
T 3me2 Y T 32 T 3mt 2

Para m = 2 tenemos x =300 €, y =150 €, 2 =75 €.

x=300€,y=150¢€,z=75€.



Ejercicio 2:
Opcién 1B (2,5 p.):

' ) 21 10
Considere las matrices A = ( 1 3 ), B'= ( 2 1 ) y C= (

[ B ¢

0
0 )

a) (1,25 p.) Compruche que las matrices A y B son regulares (o invertibles) y calcule sus

matrices inversas.

b) (1,25 p.) Resuelva la ecuacién A*X B = C, donde A* es la transpuesta de A.
Solucion:

Solucién: a) Las matrices son regulares porque los determinantes son
2
1

1 _ lrol o,
|A|_’ 3’—6—1—07&0y|B|—‘2 1‘_1 0=1%#0.

Haciendo

adj(A) = ( _31 _21 ) = adj(A)!, adj(B) = ( (1) _12 ) y adj(B)" = ( _12 (1) )

tenemos quc
3/5 —1/5 10
1 _ 1 _
A _(—1/5 2/5)3“9 _(—21)'

b) Como A = A, la ecuacién es AXB = C, y tenemos X = A" 'CB!. De modo que
Y _ 3/5 —1/5\ (5 0 1 0\ (20
-\ —1/5 2/5 5 0 -2 1) \10)

q



BLOQUE CON OPTATIVIDAD
Ejercicio 3:

Cuestion 2: sentido de la medida (2,5 puntos cada una)

Opcién 2A (2,5 p.):
Considere un trigngulo rectdngulo de catetos « e y cuya hipotenusa mide 7v/2 cm.

a) (0,5 p.) Demuestre que su area viene dada por la expresién

Hz)= ;$V 98 —u?.

b) (2 p.) Calcule las dimensiones que debe tener dicho tridngulo para que su area sea la
mayor posible. ;Cudl es el valor de dicha area maxima?

Solucion:

Solucidn: a) El drea de un tridngulo rectangulo es el producto de los catetos dividido por 2.
Gracias al Teorema de Pitdgoras sabemos que 22 + y? = (7v/2)% = 49 - 2 = 98, de modo que
y = V98 — 22, v el drea viene dada por la funcién del enunciado.
b) Tenemos que

2 98 — 222

1 T
! ) — — 98 - 12 - = .
fa) = V= = T o

De modo que
flx) =02 =B’ =49 2="T.

No consideramos la posibilidad z = —7 porque estamos buscando una longitud.

El dominio de la funcién f(x) es [—7\/5, 7@, pero el 1inico dominio realista segin los
datos del problema es (0,7+v/2). Evaluando f'(z) en (0,7), por ejemplo /(1) = 2% >0,
vemos que f(z) es creciente en (0, 7). Evaluando f/(x) entre 7'y 7v/2 tenemos que 98— 222 < 0,
de modo que f'(z) serd negativa y f(z) decreciente en (7,7+v/2). Por lo tanto, z = 7 es un
méaximo de f(z). El valor maximo del area serd entonces

1 4
f(7) = 57\/98 -7 = ?9 = 24,5 cm?.

, 49 ;
Area = 7 u



Ejercicio 4:
Opcién 2B (2,5 p.):
Considere la funcién f(z) = In(=2).

a) (1,5 p.) Calcule la integral indefinida / flz)dz.

b) (1 p.) Compruebe que el arca de la regién delimitada por la gréifica de la funcién f(x)

v el eje OX entre los valores t =1y x =2 es ln(%).

Solucion:

14 - AT E L aTa) “ — x I 1 e &Y 8} 3 s —1
Solucién: a) Integrando por partes, tomando u = In(*>=) y dv = dz, tenemos du = e 1)xda:
v v = x, de modo que

r+1 4+ 1 T 4+ 1
fln v dr =z n T —I—/Ldm—rln vl +In(z+1)+C.
T T (x+1)x T

b) La funcién logaritmo es no negativa en [1, +00), (tipicamente se comprueba si se anula, y
no se anula en (1,2)), de modo que el drea pedida se obtiene simplemente calculando

l%m($11)m>_Pm(mil)+mﬁwqﬂj:2m(g)+m8%%m@%Hﬂm)—
=2In(3) — 2In(2) +In(3) — 2In(2) =

_mmm—umm_mﬁﬂ—m@ﬂ_m@ﬂ—mum_m(ﬁ).

16



Ejercicio 5:
Cuestion 3: sentido espacial (2,5 puntos cada una)

Opcién 3A (2,5 p.):

Counsidere las rectas

| r="1+3u
¥ gy=b+X Yy 8 g=—8+pu
2 =& 2="1

a) (0,5 p.) Compruebe que se cruzan.
b) (1,5 p.) Halle la ecuaciéon de la recta perpendicular a ambas.

¢) (0,5 p.) Calcule la distancia entre r y s.

Solucion:

Solucién: a) Modo 1 (con sistema de ecuaciones sin solucién): Como los veclores

3 3
directores de las rectas, dr = (0,1,1) y ds = (3,1,0), no son proporcionales, las reclas se
eruzan o se corlan. Para comprobar que no se corlan se puede ver que el sistema

.

r=1
y=5+2A
z=2A
r=T7+3u
y=—5+p
=7

no liene solucion. En cleclo, partiendo de ese sistema deducimos que

1 =7T+4+3p
54+A=—-5+u
A=T

p=—2
p=17

Modo 2 (estudiando rango): Podemos tomar puntos, R(1,5,0) € r y S(7,-5,7) € s, y

3
comprobar que los vectores {d,, d,, RS} son lincalmente independientes. Esto se puede hacer

y de aqui deducimos que

que ¢s imposible.

viendo que la malriz

6 —10 7
0o 1 1
4 1 0

ticne rango 3, porque su determinanie es —57 # 0.

b) Modo 0 (atencién): El ¢jercicio esti pensado con la siguiente definicion en mente: “dos
reclas son perpendiculares si se intersecan en dngulo recto”. Asi, va implicilo que una recta
perpendicular a r y s cortard a ambas. Sin embargo, puede haber alguien que tenga la siguiente
delinicidn en mente: “dos rectas son perpendiculares si los correspondientes veclores direclores
son orlogonales”. Esto admile la posibilidad de que dos reclas perpendiculares se erucen. Por



g1 seaso alyuien o hubiera m‘LmlJmiu n.'nl darcmos por bucna una solucidn gue consista en

Lomar un vector perpemdicular a fi,. ¥ r.I,,

dy=d, Ad, —

HRC R R
— ez

k
1= i13 3k=( 1,3 3),
0

y considerar una recla coalguicra con ese veebor:

L:(e,y,z) = (a,be) 1y 1,3, 3),

donde (a, b, ¢) puede ser un punto de r, de s o de ninguna de las dos, o incluso se puede dejar
asi, (a, b, c), como un punlo genérico con bres grados de liberbad.

Modo 1 (Lomando puntos genéricos): Podemos Lomar un veelor gue vaya de un punto
gendrico (1,5 1 A A) de v a un punto genéreo Q{7 | 3, 51 1, 7) de s, v luego, imponicndo
P::,;' --rI:- =10 =, .“-E..! : r.l'-:, concrelar ose veclor, que serd veclor ;tiin:t:lur de 1o recla pedida.
Tenemeos que 6 = (6 | 3, 101 g A7 A). La condicion PG -d, = 0 nosda p =3 | 24,
v la condicion .F"E.;' ' d: =0 oos da A =8 | I Resolviendo o sisbema

p=231 2A
A=81 l0u

¥
oblenemos A = 2y p = 1, de modo gque PG = (3, 9,9). Este veclor os proporcional a
(1, 3,3), que lo tomamos como direclor de la perpendicalar ar y 5. Para A = 2 lenemos
(1,3, 2), que perlenccerd a la perpendicolar. Asi) la recla pedida es:

L:(r,y,z)=(03% 2) (1, 3,3).

(Por supuesto, ¢ parimelre de esla recla puele ser olro. Agui Lomamos 5 solo para oo
confundirlo con los parimelros A y g oya usados).

Maodo 2 (como inlerseccidn de planos): o3 enconlear la recla pedida, £ como inlerseceidn

del plane que conlicne & r y a Ly ol plano gue contiene & 5 v a L Para o caleolunos an
k b £l

weekor dircelor dy de § sablendo gqoe Lene gue ser perpendicular a de y a0, de modo guee

k ¥ ¥ I k
d.:d,nd,:ln 1|= i3 3=( 1,3 3),
3 0

— b,

¥
que o proporcional a (1, 3,3) =: de.

Para caleular la couacidn del plano que conliene ar y a @ usamos gque, como [{1,5,0) © r,
¥ (]
si Tz, y,2z) € L eolonees el veclor TR = (x 1y 5, 2) o lincalmente dependiente de o, y
]
ify, the ol guae

¥ a9 =z
0 1 l|{=6cly =z 1l=0
3



e |a ceuacion del plano determinado por r y L Apdlogamente, para calealar la cenacion del
plano que conlicne a 5 y a @ usamos que, oo S(7, 5,7) € 5 8 Tz, g, 2z) € L colonces el
L] ] ]

veclor TR=(x T,y |5z 7)es lincalmente dependiente de d, v oy, de modo gue

: =3z 9y llz14=0
I | 3 3 |

e o ccuacion del plano determinado por 5 y L Finalmente, la recta perpendicular 8 ry 5
viene: dada por ¢ sisbema
L'{ brly =z 1l=10
] 3 Oy 10z 1 4=10

¢) Modo 1 (como mddulo de un veclor gue une perpendicularmente): En ol apartado
¥

(b) vimos que el veclor gque ‘unia’ perpendicularmente © y 5 era P20 = (3, 9,9), de modo
quit |a dislancia eobre r ¥ 5 serd so modolo:

dlr,s) = [PO| = |(3, 9,9)] = V3 T8I T &I = VI7I = 3vT8.

Modo 2 (uwsando puntos de corle de la perpendicular comiin): 51 en ol apartado
(b) no se ha caleulado este veelor, Lenemos gque encontrar los puntos de inlerscecion de la
perpendicular £ con v,y de §ocon s, y maedic la distancia eotre cllos. Asi, 81 lenemos la
perpendicular §odada comao

dr Oy 10z 1 4=10

havemos ahi las sustilncones © = 1,y =5 1 A,z = A, v oblenemos A = 2, concluyendo asi

L'{ irly =z 11=0

que (1,5 2, 2) = (1,3, 2) s el punlo de interseccidn de Ly r. Andlogamente, hacemos
las sustibueiomes © = 7 | 3u,y = 5 1 g,z = T en ol sistema de couaciones gque deline §
y oblencmos g — 1, concluyendo asi que G4, 6,7) o5 ol punlo de inlerseccidn de Ly s
Ahura,

dir, s) = d(P.Q) = |PQ] = |(3, 9,9)] = VA 1811 81 = VITI = 310

Modo 3 (usando la distancia a un plano): Sea # ¢l plano que conlicne a 5 y o5 paralelo
a r. Entonees Lendremaos

dir,s) = dr,x) = d{ 11, w),
donde o cualgquier punto de v, por gjemplo, 8(1,5,0). Observemos gque podemos Lomar
¥ ¥
e = (0,1, 1) y ds = (3, 1,0) como vectores del plano, y S(7, 5,7) € 5 como punto del plano.

Enlomes la ceuacion de o vendra dada por

|.'JT 7T y15 = 'i"|
3 1 0 = Iyl dz 4=
| 0 | | |

Ahora

I 3:513-00 43 ar J- 11
L 35130 43 5 _3-19 ./

Sl E  YB ym

dir,s) = d(r,x) = d{l, %) =



Modo 4 (mélodo del producto mixto o volumen del paralelepipedo): Tomameos
a
R(1,5,0) ¢ ry S(7, 5,7), de modo que RS = (6, 10,7). Ahora el volumen del parale-
] k £l
lepipedo determinado por 185 = (6, 10,7), & = (0,1,1) v d, = (3, 1,0) viene dade por

fi m 7
[fo 1 1||=] 57 =57.
|3‘ 1 ﬂl

El drca oe la base de ese paralelepipedo vieoe dada por
¥ ¥
lde A = 1,3, 3 =+11919=+19

Finalmente, la distancia eotre © y & voemdd dads por la allurs del pamslelepipodo, goe
caloula dividicmdo el volumen por el drea de la base:

g
&

¥
let( S aT 319

II'I{T, ﬁ:] — I': [: - 1"1:',1'-!1]' — v||_'_ ? — T+ 100
|edy A | 19 19

d(r,s) = 3V/19u



Ejercicio 6:

Opcidn 3B (2,5 p.):

Considere los plancs 7y gyl z=0ym:zly =z=2
a) (1 p.) Caleule la couacidn paramdéirica de la recla en la gque se corlan m y w2

b) (0,75 p.) Halle la ecuacidn de la recla que pasa por 17(1,2,3) ¥ no corla ni a 7 ni a
Mg

¢) (0,75 p.) Caleule la proyeccidon orlogonal de 1* en omy.

Solucion:

Solucidn: a) Wesolviendo o sistema

r ylz=10
rly z=2

oblenemes ¢ = Ly = 1 1 z, de modo gue la mela inberscecion os:

by) La recta pedida pasa por ol punto P{1,2,3) y Liene como vector director el de la recta de
interseceidn de oy me, que es (0,1 1)) Asi) la conacion de la recta pedida es:

(z,m,2) = (1,2,3) 1+ A0,1,1) = (1,2 1 A,3 1 A).

Mo hace [alla comprobar gue oo corla ni & 7 o & 7. Pero seris (el bacerlo, En eloclo, no
corla a mp porgue si susbiluimos (z,y,2) = (1,2 | A3 1 A)enzs gy | z = 0 oblenemos una
coxnlradieeid:

0=1 (21A)131A=2

Andlogamente, no corla a 7y porgue si ssliluimes (5, z2) = (L2 1 A3 1A enz ly 2=2
oblencmes wns conlradiceidn:

2=1} 21 A I:ﬂll]l:ﬂ_

¢) La proyeecidn orlogonal, 1Y) de 7 en mpoes la inlerseceidn con my de la recla perpendicular
By U pass por £ guoe o

(r,002) = (L2,3) 1 ML L1)=(11A2 A3 A

PPara caleular su inberseceion con 7y sustibuimos (9, 2) = (1142 A31A)emz yiz=0
v obslereres:

O0=11A (2 A131A=2}3X

ol musdo gue con A = i: obilonemos la proyeocion orlogonal

2, 2. 2 187
# = =3 =l=1=,=.=1-
! (1 A A 3) (3‘3‘3)



Ejercicio 7

Opecion 4: sentido estocdstico (2,5 puntos cada una)

Opcidn 4A (2,5 p.): Considere dos urnas, U y Uy, lales que en 1) hay 2 bolas rojas y 3
verdes, v ooen Uy hay 6 bolas rojas v 3 vendes. Bl experimento alealorio consisle on Sacar una
bola de ), deposilarla en Uy y, a continnacidn, sacar una bola de Uy Caleule la probabilicacd
iler g
a) (0,5 p.) Salga una bola roja en Uz sabiendo que ba salido rojaen Uy
b) (0,5 p.) Salga una bola verde en Uy sabiendo que ha salido roja en ).
¢) (0,75 p.) Salga una bola verde en U,
d) (0,75 p.) Haya salide roja en Uy sabiendo que ha salido moja en Us.
Solucion:
Solucidn: Llamamos I (nspeclivamente, V) al suerso “salir roja (onspeclivamente, vende)
en la wrna 7. Con los dalos del problema, y usando la Booola de Laplace que calenla

la probabilidad dividiendo o] mimere de casos [avorables eobre ol mbmeno de casos posibles,
Lenemos gue:

2 3 7 3 6 4
Pl = 2, PV) = 2, Pl | 1) = 5, PVa | ) = < PR | V) = 35, P(Ve | V) = 1o

s

a) La probabilidad pedida o ya una de las caleuladas: P08 | ) = % =0,7.
b) La probabilidad pedida es ya una de las caleubadas: P(Vs | 1) = 5 = 0,3
e} Usando el Teorcma de la Probabilidad Tolal, tenemmos gue

J 2 4 3 18 T
V) = I (Ve | f8y) - 120 Ve VW) - W)= | et = = e = = =} 3
(Va) (Ve | 12,) - PI) 1 P(Ve | Vi) - PP(VA) 05 [ s En o ;

d) Parn caleular la probabilidad e posteriors pedida aplicamos la Bemola de Bayes:

P{H] | fﬂ_z] _ i{ {flhl"lfi:z]l B ! I{fi:-._- | H]} o {.H.I:I_

P P
Caleulamos 1122 como sigue:
T 2 6 3 32 [ 1]
IHddy) = P8y | iy - PP M, | VW) - MW =—is ) —mi= == = —._
(1) (It | £2y) - (1) 1 P(fe | V7)) - (W) ll'}.':.lnﬁ. T~ 38



Tambifn s pueide usar el Lrabajo de (¢) y hacer:

0 16
Plity) =1 PV =1 .
Sea como loere, una vex calenlada P{R:) hacemes

PRy | 1) -2y =32 £ 7
Py | i) = = = = == =), 4375
P{1y) I 16




Ejercicio 8

Opcidn 4B (2,5 p.): El 2% de las piceas [abricadas por una méguina son defecloosas.

a) (1 p.) Considere ¢l nimero de piezas en buen estado de un lole de 10 picsas. Diga
o Lipo de distribocion de probabilidad es; indicandoe s media y s desviacion Lipica.
Caleule la probabilidad de que haya exactamente 1 pieea delecloosa.

b) (1,5 p.) Considere el mimero de piczas en buen estado de un lote de 2000 piceas. Diga
gqu: Lipo de distribucidn de probabilidad os) indicandoe s media oy la desviacion Lipiea.
Caleule la probabilidad de que haya menos de 50 plesas defocluosas.

Solucion:

Solucidn:

a) Fs una binomial con i = 10y p = 0,98, Sumedia es p = n-p = 100,98 = 9.8 y su
diesviaciin Lipica o = 1..-"rﬂ- -p-(1 p)=4/10-0,02- 0,98 = 0,4427. Tenemos quen-p = 9.8 = 5
vs grande, pero g = 0,2 no os grande. Bs mejor, por o lanto, no hacer s aproximeason

maeliante la normal, y usar en so lugar la femula de la distribueidn binomial. Como nos piden
la probabilidad de gue cxactaments 1 pices seadelectoosa, y musire variable X coenla las
piceas en buen cstado, lenemos que caleolar:

10 .
PX =9)= ( q) 0,987 -0,02" = 10- 098" - 0,02 = 0,2 -0,98" = 0,1667.

b) Es una binomial con n = 2000 y p = 0,98, Su media s p = n-p = 2000- 0,98 = 1960,
y su ddesviacion Lipica o = 1.,.":'!- e (1 p) = 2000 -0,02 0,958 = 6,26, Tencmos que Lanbo
noep = 60 como - g = 2000 - 0,02 = 40 son grandes. Hs mejor, por o Lanbo, hacer la
aproximacidn medianle la normal para caleular la probabilidad pedida, que es P(X > 1951).
PPara eso consideramos la variable X' del tipo N{1960, 6,26), v la correspondiente normalizada
£ de tipo N{0, 1), Tencmos enlonces:

PP(X > 1951) = I*(X' > 1951 0,5) = P{X' > 1950,5) =

19505 1960
=P (22— | = P(Z > 152) = P(Z < 1,52) = 09357
L

donde la igualdad P(Z = 152) = P(Z < 1,52) se oblicne por simelria de la distribucidn
N(D,1).





