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Capitulo 1

Algebra

1.1. Ano 2000

1.1.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.1.1 (3 puntos) Sea el sistema
—x+ Ay+ 2z= A
2z+ Iy— z= 2
Ar— y+ 2z= A
a) (1 punto) Discutir la compatibilidad del sistema segin los diversos valores de .
b) (1 punto) Resolver el sistema para A = —1.
¢) (1 punto) Resolver el sistema para A = 2.

Solucion:

a)

(NI V]

- 1 A A
A= 2 X —1[2 |, [Al=-3)2-6A-3=0= A= -1
A -1 A
@& Si\#£ —1 = |A|] # 0 =Rango(A4) = 3 =Rango(A4) =n° de incégnitas = Sistema
Compatible Determinado. (Solucién tnica)
@& Si)\=-—1:
-1 -1 2] -1
A= 2 -1 —1| 2
-1 -1 2| -1

Como tiene dos filas iguales y el menor _; :1 ‘ = 3 # 0 tenemos que Rango(A) =
2 =Rango(A) <n® incégnitas => Sistema Compatible Indeterminado. (Infinitas solu-

ciones)
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b) SiA=—1:

—r— y+ 2z= -1 z= l+1¢

20— y— z= 2 y= t

z = t

c) SiA=2:
—z+ 2y+ 2z= 2 r= 2/3
2x+ 2y— z= 2 = 2/3
2e—  y+ 2z2= 2 z= 2/3
Opciéon B

Problema 1.1.2 (3 puntos)

a) (1 punto) Encontrar los valores de A para los que la matriz

A—1 1 -1
A= 0 A—2 1
A 0 2

es invertible.

b) (1 punto) Para A = 2, hallar la inversa de A y comprobar el resultado.

¢) (1 punto) Resolver el sistema

T 0
Al vy = 0
z 0
para A =1
Solucion:

4
a) [Al=(A=-1)3\—-4)=0= )\:1y)\:§.
4
SiA=1,0A= §:>No es invertible.

4
SiA£L yA# 3 = Si es invertible.

b) SiA=2:
1 1 -1 0 -1 1/2
A= 00 1 ), At=( 1 2 -1/2
2 0 2 0 1 0
11 -1 0 -1 1/2 1
AAt=fo0oo0 1)1 2 —-1/2 |=(0
2 0 2 0 1 0 0
¢c) ConA=1y AX =0O:
0 1 - x 0
0 -1 1 y = 0 -
1 0 2 z 0
y— 2=0 B T =
— y+ z=0 :>{m+ y 2’2 8:> =
T+ 2z=0 z=



1.1.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 1.1.3 (3 puntos) Para una matriz cuadrada, se define su traza como la suma de los
elementos de la diagonal principal. En lo que sigue, A y B son matrices cuadradas 2 x 2.

a) (0,5 puntos) Comprobar que se verifica:

Traza(A+ B) = Traza(A) + Traza(B)

b) (1 punto) Comprobar que
Traza(A- B) = Traza(B - A)

¢) (1 punto) Utilizando los resultados anteriores, demostrar que es imposible tener AB—BA =1,
donde I denota la matriz identidad.

d) (0,5 puntos) Encontrar dos matrices A y B para las que:

Traza(AB) # Traza(A) - Traza(B)

Solucidn:
a) Sean
(a1 a (b b )
A_(Cl3 G4>’ A_<b3 ba
Traza(A) = a1 + a4, Traza(B) =by + by
Traza(A) + Traza(B) = a1 + by + aq + by
(a1 a b1 bg)_((h—l-bl a2+b2)
ArB= ( as a4 >+( by ba /) \az+by as+bs
= Traza(A+ B) =a; +b1 + a4+ by
Luego:
Traza(A+ B) = Traza(A) + Traza(B)
b)
A.B— < ar az )( bi bo ) _ < arby + azbs  aibe + azbs )
az a4 bz by azby + asbz  azba + asby
B.A— < bi by )( ay  az ) _ < aiby +agby  azbr + asbs )
bs by az a4 arbs + azbs  azbz + asby

Traza(AB) = a1by + agbs + agbs + a4by B
{ Traza(BA) = ayb, + asbs + asbs + asbs = Traza(AB) = Traza(BA)

¢) Suponemos que la igualdad es cierta, es decir:
AB—-BA=1= AB=BA+1= Traza(AB) =Traza(BA+I) =

Traza(AB) = Traza(BA) 4+ Traza(I), como Traza(AB) = Traza(BA)
= 0=2

Luego esta igualdad es falsa.
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d) Sea A una matriz cualquieray B =1

A= 5) m=( 1)

A-B=A= Traza(A-B) =Traza(A) =4, Traza(B)=2
Traza(A)-Traza(B)=4-2=38
Luego Traza(A - B) # Traza(A) - Traza(B)

Opcién B
Problema 1.1.4 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

ax+ y+ z= (a—1)(a+2)
z+ ayt+ z= (a—1)7%*(a+2)
z+  y+ az= (a—1)>(a+2)

a) (1 punto) Comprobar que es compatible para todo valor de a.

b) (1 punto) Describir en términos geométricos el conjunto de soluciones para a = 1 y para
a=—2.

¢) (1 punto) Resolverlo para a = —2.
Solucién:

a)
1 1] (a—1
a 1] (a—1)
1 a|(a—1)(a

A= ( ) ,Al=a®-3a+2=0= a=1, a=-2

— = Q

® Sia#1ya#—2=— Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas = SCD.

@ Sia=1: (Homogéneo)

1 1 110
A= 1 1 1|0 | = Rango(A) = Rango(A) < nincégnitas = SCI
1 1 110
@& Sig=-2
\ -2 1 110 9 1
A= 1 -2 1]o0 ’ 1_2‘_37&0:
1 1 =210
Rango(A) =Rango(A4) = 2 <n® incégnitas= SCI
Para cualquier valor de a el sistema es, por tanto, compatible.
b) Sia =1 se trata de tres planos coincidentes, x +y + z = 0.
Si a = —2 se cortan en una recta que calculamos en el siguiente apartado.
c)
T=A
r— 2y+ z= 0 {:13— U= —z B
{ac+ y+ —2z= 0 g y= 2z = ZZ/:;\
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1.1.3. Extraordinaria
Opcion A

Problema 1.1.5 (% puntos) Considerar el sistema de ecuaciones

—_

y+ z=
A= Daz+ y+ z=
z+ A-1y— z= 0

>

a) (1 punto) Discutirlo segiin los valores del pardmetro A.
b) (1 punto) Resolverlo para A = 0.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = 3.

Solucion:

a)
0 1 1)1
A= x-1 1 1
1 A-1 —1]0

>

)

A =AA-1)=0=A=0, A=1

® Si\#£0y \#1= |Al # 0 = Rango(A) = 3 =RangoA =n? de incégnitas =
Sistema compatible determinado (solucién unica).
* SiA=0
0
A= -1
1 —

— =

1]1
110
-110

Como la tercera fila es igual a la segunda multiplicada por —1, y como el menor

‘ _? } ‘ = 1 # 0 Tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n® de incégnitas =
Sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones).
@« Sia=1
0 1 111
A= 01 1|1
1 0 —-1|0
. . 0 1
Como la primera fila es igual a la segunda, y como el menor 1 0l= -1 #0

Tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n® de incdgnitas = Sistema compatible
indeterminado (infinitas soluciones).

b) SiA=0
T = 1
y+ z= 1
{7 o e y= 1-—t
z+ y+ z= 0 L .
c) SiA=3
y+ =z 1 r=1
20+ y+ = 3 =< y=0
z+ 2y— z= 0 z=1
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Opcién B
Problema 1.1.6 (3 puntos)

a) (2 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver el sistema

z+ y+ 5z= 0
2z — kz= 0
z— y+ =z= 0

b) (1 punto) Discutir en funcién de los valores de A y resolver en los casos de compatibilidad
del sistema

z+ y+ Hz= 0
2x — 3z= 0
r— Y+ z= 0
z+ 2y+ 2 z= A
Solucion:
a)
1 1 5
A= 2 0 —k , |Al=-2k-12=0= k= -6
1 -1 1

Se trata de un sistema homogéneo y, por tanto, es siempre compatible.

@ Sik # —6 = Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas = Sistema Compatible Determinado.
Como la solucion es tnica, sélo tiene la trivial: x =y =2=0

& Sik=—6:
1 1 5
A= 2 0 6 | = Rango(A4) < nincdgnitas = SCI
1 -1 1
El sistema en este caso es Compatible Indeterminado, si escogemos el menor } _1 =

—2 # 0, vemos que el Rango(A) = 2 y, ademés podemos eliminar la segunda fila, para
la solucién del sistema, y nos queda:

z+ y+ bz= 0 v y= =5 z= =3\
{zf 2= 0 )T VS A = vs 2
z2= A z= A
b) Ahora tenemos
1 1 510
— 2 0 -3|0 L L b
A= 1 1 1o yque |2 0 =3 |=-18
I 2 2)|A bt
IO NI
[A=|7 ] Slol=r2 0 3|=-18x=0=2xr=0
12 2)|A bt



@& Si )\ # 0= Rango(A) = 4 #Rango(A) = Sistema Incompatible.(No tiene solucién)

@ Si A\ = 0 se trata de un sistema homogéneo. Tenemos que Rango(A) = 3 = n? de
incognitas, ya que

1 1 5
2 0 -3 |=-18# 0= Sistema Compatible Determinado
1 -1 1

La tnica solucién en este caso es la solucién trivial: x =y =2=0

1.2. Ano 2001

1.2.1. Modelo
Opcion A

Problema 1.2.1 (2 puntos) Comprobar que las siguientes matrices tienen el mismo determinante

l+a 1 1 1+a 1 11
1 1—a 1 1
A 1 1-a 1 1 B
Lo e 1 L1l e
11 1 1-b
Solucioén: )
o —a O 272
|B|_‘ 0 1-p |7
Fy—Fy a a 0 0 1 1 0 0 4
| P L l-a 1 1 |__ |1 l-al 1 |_|FB-F|_
| - F o o b b |""o o 1 1 |7 Py -
Fy 1 1 1 1-0 1 1 1 1-0 | Iy —Fy
1 1 0 0 Fy 1 1 0 0
1 1—a 0 0 FB-F| |0 -0 0
@l 0 11 |7 Fy =g o1 1|7
0 0 1 1-0% Fy— F3 0 0 0 -b
1 0 0 1 0 0
=—a’| 0 1 1|=a®*|0 1 1|=d%h?
0 0 —b 0 0 1
. 1 3
Problema 1.2.2 (2 puntos) Sea la matriz A = ( 1 4 )

a) calcular A~}

b) Resolver el sistema A - K 5 > + < x )

Solucion:
1 4 =3 >
a) A 7( 11
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- ) ()-()-(])

Problema 1.2.3 (3 puntos)

Opcién B

a) (1,5 puntos) Discutir en funcién de los valores de k y resolver cuando tenga mds de una
solucidn, el sistema
z+ y+ 22=3
20— y+ kz=9
rz— y— 6z=05

1 1 2 3
b) (1,5 puntos) Si el rango de lamatriz A= 2 —1 &k 9 | es2, determinar una combi-
1 -1 -6 5

nacién lineal nula de los vectores fila F, Fo y F3, asi como una combinacion lineal nula de
— = =
los vectores columna C, Cs, C3 y Cy.

Solucion:

2)

1 1 2|3
A= 2 -1 k|9 |, |A/=2k+16=0= k=8
1 -1 —6|5

& Si )\ #£ —8 = |A| # 0 =Rango(4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas = Sistema
Compatible Determinado. (Solucién tnica)

& Si)\=-8:
1 1 213 1 1
A= 2 -1 -81|9 |, ‘ 9 1 ‘ —3 # 0 = Rango(A4) =2
1 -1 —615

|A] =0, |A2[ =0, |A3[ =0, [Asf =0

Luego tenemos que Rango(A) = 2 =Rango(A) <n? incégnitas => Sistema Compatible
Indeterminado. (Infinitas soluciones)

Podemos tachar la tercera ecuacién y nos queda el sistema

_ r=442\
(ol 82) ={v=1m
y o 2=\
b)
— - = 2
F3+aF1+bF2:(O,O7O,O):>a= ,b:—g



1.2.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.2.4 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

z+ y+ 2z2= 2
20— y+ 3z= 2
5¢r— y+ az= 6

a) (1 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:
a)
/11 22
A= 2 -1 3|2 |, |4 =-3a+24=0= a=38
5 =1 a|6

& Si g # 8 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n? de incégnitas = SCD.

& Siag=28:
/11 22
A= 2 -1 3|2
5 —1 816
11 , _
‘ 5 _1 ‘ = —3 # 0 = Rango(A) = 2. Estudiamos el Rango(A):

|A1| = |A] =0, |Az|=

S I

0 W N

NN
I
o

1 1 2 12 2
|As|=1]2 —1 2|=0, |43)=| -1 3 2|=0
5 -1 6 -1 8 6

Luego Rango(A) = 2 =Rango(A4) = n® de incégnitas = SCI. El sistema tiene infinitas
soluciones.

b) Si a = 8 por el menor elegido podemos eliminar la tercera ecuacion.
x=4/3—-5/3\

T+ yt+ 2z= 2 { T+ y= 2-2z B B
{2m— y+ 3z= 2 - 20— y= 2-3z — Z:?\/g 1/3A

Problema 1.2.5 (2 puntos) Sea k un nimero natural y sean las matrices:

111 0
A=| 0 1 0 |, B= 1|, C=(11 2).
00 1 -1

a) (1 punto) Calcular A
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b) (1 punto) Hallar la matriz X que verifica la ecuacién A*X = BC.

Solucion:

a)

1 2 2 1 3 3
Al=4, A>=( 01 0 |, A= 01 0
00 1 00 1
1 k k
AF=( 0 1 0
0 0 1
b) A*X = BC —= X = (4"~ 'BC
0 112
BC = I 1 1 2 |=(01 —-1)
-1 -1 -1 -2
1 -k —k
AHt= 0 1 o0
0 0 1
1 -k —k 0 1 -1 0 0 0
X=(0 1 o0 1 1 2 | = 1 12
0 0 1 -1 -1 =2 -1 -1 =2

Opciéon B

Problema 1.2.6 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

11 1 A
11 A TN [
1 A1 v =1
A1l z 1

a) (1 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro real A.
b) (1 punto) Resolverlo para A = —3.
¢) (1 punto) Resolverlo para A = 1.

Solucion:

a)

N
|

1
? A =B+ -1 =0= A=1, A=-3
1

> = ==
—_ > =
[~

@& Si\#1y \#—2= Rango(A4) = 4 #Rango(A) = SL
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@& Si)\=-3:

A= y |1 1 —3|=-16+40
1 -3 1| 1 L s
-3 1 1] 1

Tenemos que Rango(A4) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas = SCD.
o Six=1:

1
— 1
A= 1
1

e
— =

Tenemos que Rango(A) = 1 =Rango(A) <n® de incégnitas = SCI.

b) Si A = —3 quitamos la cuarta ecuacién y nos queda el sistema:
x+ oyt z= -3 Tz =-1
z— 3y+ z= 1 z=—

¢) Si A = 1 tenemos que suprimir tres ecuaciones y nos queda = + y + z = 1, se trata de un
plano, en forma paramétrica seré:

1.2.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.2.7 (3 puntos) Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

ar+ y+ 4z= 1
—z+ ay— 2z= 1
y+ z= a

a) (1 punto) Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro a.
b) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.
¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.

Solucién:

a)

o a 1 411
A= -1 a -2|1 |, |Al=d*+2a-3=0=a=1, a=-3
0 1 1|a

@ Sia#1ya# —3 = Rango(A) =Rango(4) = 3 = n? de incdgnitas = Sistema
Compatible Determinado. (Solucién tinica)
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@& Sig=1:

B 1 1 41
A= -1 1 =21
0 1 111
Como la segunda columna y la cuarta son iguales Rango(A) = Rango(A) < n? de
incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado. (Infinitas soluciones)

& Sig=-3:

A= -1 =3 =2| 1 |, j’ _;‘1o¢o:s
0 1 1|-3
Rango(A) = 2 < pero el menor
-3 1 1
1 -3 1 |=-2840—
0 1 -3

Rango(A4) = 3.

Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible. (No tiene solucién).

b) Para a =2
13
r= ——
5
20+  y+ 4dz= 1 3
—z+ 2y— 2z2= 1 = y= -
y+ z= 2 5
7
z= -
5
c) Paraa=1
r= =3\
{x—l— yi 4,2:1:> — 1
4 = z= A
Opciéon B
0 3 4
Problema 1.2.8 (3 puntos) Dada la matriz A = 1 —4 =5 | se pide:
-1 3 4

a) (1 punto) Comprobar que verifica la igualdad A% 4 I = O, siendo I la matriz identidad y O
la matriz nula.

b) (1 punto) Justificar que A tiene inversa y obtener A™!.
¢) (1 punto) Calcular A'"°.

Solucion:
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0 3 4 -1 0 1 -1 0 0
Al = 1 -4 —5 |, A?= 1 4 4 ], A= 0 -1 0
-1 3 4 -1 -3 -3 0 0 -1

Luego A> 4+ T =—-T+1=0.
b) B34 T=0= A-A’=-T—= A- (—A*)=T=—= A' = A2

1 0 -1
Al =—A2=| -1 —4 —4
1 3 3
-1 0 1
¢) Tenemos A' = A, A% = 1 4 4 )|, AP =1 At = —A, AP = A% A =1,.
-1 -3 -3

Dividiendo 100 entre 6 el resto es 4 luego A% = A% = — A,

1.3. Ano 2002

1.3.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.3.1 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada que verifica A% +2A = I, donde I denota
la matriz identidad.

a) (1 punto) Demostrar que A es no singular (det(A) # 0) y expresa A~' en funcién de A e I.

b) (1 punto) Calcular dos niimeros p y ¢ tales que A® = pI + gA

a=(1 )

cumple la relacién de partida, calcular el valor de k.

¢) (1 punto) Si

Solucién:
a) Aplicamos la propiedad |A - B| = |4| - |B|:
A2 424 =1T= (A+2)A=1= |A+2I||A|=|I|=1

Si |A] =0 = 0 =1, lo que es imposible y, por tanto, la matriz A no es singular (|]A4| # 0).
Esto quiere decir que siempre tiene inversa:

A2 424 =1= (A+2)A=1= A ' =A+2I

b) A2=T1-24
A3 =A% A=A-2A=A—-2]+4A = 2] +5A

Luegop=—-2yqg=>5.
c)
s (1 k ) ) _( 1 k+2 )_(1 0)
A_(k a1 ) A T2A= 0 2 )= Lo
== k=-2
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Opcién B

Problema 1.3.2 (3 puntos) Sean las matrices

1 0 -1 1 0 2
A= -1 0 2 , B= -1 1 0
0 1 0 1 0 3
a) (1 punto) Calcular A™*.
b) (1 punto) Resolver la ecuacién matricial AX = BA.
Solucién:
a)
210
A7l = 0 0 1
1 1 0
b) AX = BA= X = A"'BA:
2 10 1 0 2 1 0 -1 0 4 1
X = 0 0 1 -1 1 0 -1 0 2 = 1 3 -1
1 10 1 0 3 0 1 0 -1 2 2

Problema 1.3.3 (2 puntos) Sea la matriz

2 -3
a=(13)
Para cada numero real O definimos la matriz B = A — OI, donde I denota la matriz identidad
2% 2.

a) (1 punto) Hallar los valores de O que hacen que el determinante de B sea nulo.

5 (y)=(3)

b) (1 punto) Resolver el sistema

Para los diferentes valores de O.

Solucion:

a)

Por el apartado anterior tenemos que:
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Si O # £1 = |B| # 0 = Sistema Compatible Determinado (solucién tnica). La solu-
cién es la trivial x =y = 0.

Si O = £1 = |B| = 0 = Sistema Compatible Indeterminado (infinitas soluciones):

1 -3
B:<1 —3>
— 3\
— A

e Si0=1

tenemosx—3y=0=>{gU

o Si0=-1

I
> >

tenemos z —y =0 = {;j

1.3.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 1.3.4 (2 puntos) Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo
que hace 14 anos la edad de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel momen-
to, que dentro de 10 anos la edad de la madre sera la suma de las edades que los hijos tendran en ese
momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madre, el hijo menor tendra 42 anos.

Solucién:
Sea x la edad de la madre, y la edad del hijo mayor y z la del hijo menor:

r—14= 5( y+2z—28) r— by— BHz+ 126=0
z+10 = y+z+20 = z— y— z— 10=0
r—42 = y—z r— y+ z— 42=0

Multiplicamos la 22 ecuacién por —5 y la sumamos a la 12

{ r— By— bz+ 126=0 — Ar4+176=0= 2 =44

—5z+ by+ 524+ 5H0=0

Ahora por simple sustitucién en la 22 y la 32 nos quedaria:

{y—l—z: 34 {y:lS
y—z= 2 z =16

Problema 1.3.5 (2 puntos) Calcular el rango de la matriz A segin los diferentes valores del
parametro real a:

2 0 a 2
5 a+4 —4 -3
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Solucion:

2 0 a 2
A=| —1 0 -1 3
5 a+4 —4 -3

Es una matriz de dimensién 3 x 4 esto quiere decir que, el rango de la matriz como mucho serd 3.
Consideramos ahora las siguientes matrices:

2 0 a 2 0 2

A= -1 0 -1 Ay = -1 0 3
5 a+4 —4 5 a+4 -3

2 a 2 0 a 2

Az = -1 -1 3 Ay = 0 -1 3
5 —4 -3 a+4 —4 -3

Calculamos sus determinantes:
[A1]=—(a+4)(a—2)=0= a=—-4 a=2
|As| = —8(a+4)=0= a=-4

|A3| =12a+48=0= a=—4

2
Ay =(a+4)(Ba+2)=0= a=—-4a= —3 El tnico valor de a que anula todos los determi-

2

[ 2 . -
nantes es a = —4. Ademas tenemos que 1 3 ‘ = 0. Por tanto podemos concluir de la siguiente

manera:
Sia=—4 el rango de A es 2
Sia# —4 el rango de A es 3

Opciéon B

Problema 1.3.6 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente
del pardmetro real a:
T— Y = 2
ar+ y+ 2z=
r— y+ az= 1

o

Se pide:
a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardmetro a.
b) (0,5 punto) Resolver el sistema para a = —1.
¢) (1 punto) Resolver el sistema para a = 2.

Solucion:

a) Sean las matrices A y A siguientes:

1 -1 0 B 1 -1 0 2
A= a 1 A= a 1 2 0
1 -1 1 -1 a 1
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Vamos a calcular los valores de a que anulan el determinante de A.

1 -1 0
Al=la 1 2|=d*+a=0=a=0 a=-1
1 -1 a

Es decir, si a # 0y a # —1 tendriamos que Rango(A) = Rango(A) = 3 = n° de incégnitas;
el sistema seria compatible determinado.

Sia=0:
1 -1 0
@ Tenemos A = 0 1 2 donde podemos encontrar:
1 -1 0
1 -1
0 1 # 0 = Rango(A) =2
B 1 -1 0 2
@ Tenemos A = 0 1 2 0 donde podemos encontrar:
1 -1 0 1
1 -1 2
0 1 0|=-1#0= Rango(A) =3
1 -1 1

@ En conclusion si a = 0 el sistema seria incompatible.

b) Sia=—1:
1 -1 0
@ Tenemos A = -1 1 2 donde podemos encontrar:
1 -1 -1
-1 0
1 9 # 0= Rango(A) =2
1 -1 0 2
@ Tenemos A = -1 1 2 0 donde podemos comprobar:
1 -1 -1 1
1 -1 2 1 0 2 -1 0 2
-1 1 0|=0 -1 2 0|=0 1 2 0]=0
-1 1 1 -1 1 -1 -1 1

Es decir, Rango(A) = 2.
@ En conclusién, si a = —1: Rango(A) = Rango(A) = 2 <n® de incégnitas = El sistema
es compatible indeterminado.

¢) Sia = —1 ya hemos visto en el apartado anterior que el sistema es compatible indeterminado,
resolvemos:
r— Y = 2
-+ y+ 2z=

z— y— z= 1
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Si a la primera le restamos la tercera nos queda z = 1 y si hacemos y = A tendriamos el
resultado:

d) Si a =2 ya hemos comprobado que el sistema serfa compatible determinado, resolvemos:

T— Y = 2
224+ y+ 2z= 0
r— y+ 2z= 1

1 4 =
Si a la tercera le restamos la primera tenemos: 2z = -1 — z = —— — { v y 2 ==
2 204+ y= 1
{ v L Es decir:
y= -1
T = 1
y= -1
_ 1
2

1.3.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 1.3.7 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones, dependientes del

parametro real A:
T+ y+ Az= A\
y—  z= A
T+ Ay+ z= A
1,5 puntos) Discutir el sistema segin los diferentes valores del pardmetro A.

)

a) (
b) (1 punto) Resolver el sistema en los caso en que sea posible.
c) (

)

0,5 puntos) En el caso A = 2, indicar la posicién relativa de los tres planos cuyas ecuaciones
forman el sistema.

Solucion:

a)

B 11 AN
A= 0 1 —-1| X | = |A| =0 siempre
I X 1] A

Si elegimos el menor
1 1 .
0117 1 # 0 = Rango(A4) = 2 siempre
Si elegimos el menor

1 1 A
001 A|=221-XN)=0=A=0A=1
1 A A
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Sid=00A=1= Rango(4) =Rango(A) = 2 <n? de incégnitas y el sistema es compatible
indeterminado.

SiA#0y A#1=— Rango(A) = 3 #Rango(A) = 2 y el sistema es incompatible.

b) Si A= 0:
r=—t
{x—i—y—O )yt
y—z=0 L
Sia=1:

r =2t
{x—i—y—i—i—l y— 1t

y—z=1 z=1t

¢) Si A =2 el sistema es incompatible y no tiene solucién.

r+ y+ 2z= 4
y— z= 2
z+ 2y+ z= 2

Los tres planos se cortan dos a dos

Opcion B

Problema 1.3.8 (3 puntos) Sea A una matriz cuadrada de orden n que verifica la igualdad A% = T,
siendo I la matriz identidad de orden n.

Se pide:
a) (1 punto) Expresar A~! en términos de A
b) (1 punto) Expresar A™ en términos de A e I, para cualquier ntimero natural n.

¢) (1 punto) Calcular a para que A? =1, siendo A la matriz:
1 1
A= ( 0 a )
Solucion:
a) A=A - A=T= A=A""
b) A=A, A2 =1, A3=A A* =1, --- luego:

A"—{A si n es impar
“ L I si nespar



1.4. Ano 2003

1.4.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.4.1 (3 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden n que verifica la identidad
M? — 2M = 3I, donde I denota la matriz identidad de orden n. Se pide:

a) (1 punto) Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo, expresar M ! en
términos de M e I.

b) (1 punto) Expresar M? como combinacién lineal de M e I.

a

b 2 ) que verifican la identidad

¢) (1 punto) Hallar todas las matrices de la forma M = (

del enunciado.

Solucion:

a)
1
M?—2M =31 = (M -2)M =31 = (M -2M =1=

M~ = %(M— 2)

M? =2M + 3] = M?> = (2M +3I)M =

2M? +3M = 2M? + 3M = 2(2M + 3I) 4+ 3M = TM + 61

M2_<a b)(a b)_(a2+b2 2ab)

“\b a b a /) 2ab  a® + b?
(30 2 2b )\ ( 3+2a Zb)

3I+2M_<0 3)*(217 2a>( 2% 34 2a

(a2+b2 2ab)_(3—|—2a Zb)
2ab a®+0v* ) 2b 3+ 2a

a2+b2:3—|—2a a:1,b=:|:2
2ab — 2b = a=-1, b=0
= a=3, b=0

Las matrices serian:

i) (o) () (05)



Opcién B
Problema 1.4.2 (3 puntos) Hallar todas las matrices X tales que XA = AX, siendo A la matriz

Solucion:

a+b=b+d= a=d

(5 2)

0 a

Problema 1.4.3 (2 puntos) Para cada valor del pardmetro real k, se considera el sistema lineal
de ecuaciones:

La matriz buscada es de la forma

r— y= 3
2c— 3y= 2k
3z— 5y= k?

Se pide:

a) (1 punto) Discutir el sistema segtin los valores de k.

b) (1 punto) Resolver el sistema en los casos en que sea compatible.
Solucién:

a)

1 —13 L1
A= 2 -3|2k |, ‘ 5 _3 ‘ = —1 = Rango(A4) =2
3 —5|k? B

Al = —k* +4k-3=0= k=1, k=3

Sik=10k=23=|A| # 0= Rango(A) =Rango(A) = 2 = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado, es decir, tiene solucién unica.

Sik#1yk+#3=Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible.
b) Sik = 1:

[\]

{ — y= 3 :>{a:=7
2z— 3y = y=4

{ z— y= 3 :>{asz3
20— 3y =

Sik=2:

[=p)
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1.4.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.4.4 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

(m+2)a+ (m—1)y— z=3
mr— y+ z2=2
T+ my— z=1
a) (1 punto) Resolverlo para m = 1.

b) (2 puntos) Discutirlo para los distintos valores de m.

Solucion:

a) Para m = 1 el sistema queda de la siguiente manera

3
3z+ z2=3 =3
T— y+ 2=2 = y=1
z+ y— z=1 z:§
2
b)
(m+2)a+ (m—1)y— z=3
mr— y+ z=
T+ my— z=1
m+2 m-—1 -1 m+2 m—-1 -1 3
A= m -1 1 A= m -1 1 2
1 m -1 1 m -1 1
m+2 m-1 -1
|A| = m -1 1 |=-m(m+1)
1 m -1
m=10
—m(m—i—l)—0:>{m:_1

@ Cuandom # 0ym # —1 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) = 3 =n° de incégnitas,
luego en este caso el sistema es compatible determinado.

@ Cuando m = 0 = |A| = 0, y como el menor g :1 ‘ = —2 # 0 tenemos que
Rango(A4) = 2
2 -1 -1 3
A= 0 -1 1 2
1 0 -1 1
-1 -1 3 B
Elmenor | —1 1 2 |=-1%#0= Rango(4) =3
0 -1 1

En conclusién, cuando m = 0 = Rango(A4) = 2 #Rango(A4) = 3, luego en este caso el
sistema es incompatible.
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@ Cuando m = —1 = |A] = 0, y como el menor 1 :? ' = —3 # 0 tenemos que
Rango(A4) = 2
B 1 -2 -1 3
A= -1 -1 1 2
1 -1 -1 1
2 -1 3 B
Elmenor | -1 1 2 |=1%# 0= Rango(4)=3
-1 -1 1
En conclusién, cuando m = —1 = Rango(A) = 2 #Rango(A) = 3, luego en este

caso también el sistema es incompatible.

Opcién B

Problema 1.4.5 (2 puntos) Comprobar, aplicando las propiedades de los determinantes, la iden-
tidad:

1 1 1
Solucién:
a®>  ab b a®> ab—a®* bV —a? b—a? b —a?
2a a+b 20 |=|2a a+b—2a 2b—2a |= ab —a a® | _
alb—a) (b—a)(b+a a b+a
(b—a) ( Q(b)ﬁa) )‘:(b_@)Q 1 9 :(a—b)Q(a—b):(a_b)S

Problema 1.4.6 (2 puntos) Encontrar un nimero real A # 0, y todas las matrices B de dimensién
2 x 2 (distintas de la matriz nula), tales que

Solucion:

{ Ar+3y = 3x+9y :>{ A=3)z=0
y= 3y

Az+3h= 3z+09h A=3)z=0
{ h= 3h :j{ h=0

En conclusién, A = 3 y = y z pueden ser cualquier valor que no cumpla x = z = 0.

5=(7 )
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1.4.3. Extraordinaria

Opcién A

Problema 1.4.7 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones
3z+ 4dy+ 3z2=9

mr+ 2y+ z2=25
z+ y+ z=2

a) (1,5 puntos) Determinar los valores de m para que el sistema dado tenga solucién tnica.
b) (1,5 puntos) Resolverlo para m = 1.

Solucion:

a)
3z+ 4y+ 3z=9
mx+ 2y+ z2=95
z+ y+ z=2

3 4 3 3 43 9
A= m 2 1 A= m 2 1 5
1 11 1 1 1 2
3 4 3
[Al=lm 2 1|=-m+1=0=m=1
1 11

Sim # 1 = |A| # 0 = RangoA =RangoA = 3 =n? de incégnitas, luego en este caso el
sistema es compatible determinado.

b) Para m = 1 el sistema queda de la siguiente manera

3z+ 4dy+ 3z2=9
T+ 2y+ z2z=5
r+  y+ z=2

Tenemos
3 4 3 3 4 3 9
A= 1 2 1 A= 1 2 1 5
1 1 1 1 1 1 2
1 2
Rango(A) = 2 ya que 11 ‘ =—-1#0.

Calculando todos los determinantes posibles que se pueden hacer de orden 3 en la matriz A,
comprobamos que se anulan todos ellos, y por tanto, RangoA = 2.

En conclusién, si m = 1 Rango(A) =RangoA = 2 <n® de incégnitas, luego es este caso
el sistema es compatible indeterminado.
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Por el menor escogido anteriormente, podemos eliminar la primera ecuacién y nos queda
el siguiente sistema:

T+ 2y+ z=5 r= —l=t
{x+ y+ z=2 — Zﬁ :z

Opcion B

Problema 1.4.8 (2 puntos) Un mayorista del sector turistico vende a la agencia de viajes A, 10
billetes a destinos nacionales, 10 billetes a destinos extranjeros europeos comunitarios, y 10 billetes
a destinos internacionales no comunitarios, cobrando por todo ello 12.000 euros. A una segunda
agencia B le vende 10 billetes a destinos nacionales y 20 a destinos internacionales no comunitarios,
y cobra 13.000 euros. A una tercera agencia C' le vende 10 billetes a destinos nacionales y 10 a
destinos extranjeros europeos comunitarios, cobrando 7.000 euros. Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el precio de cada billete.

b) (0,5 puntos) Por razones de mercado, el mayorista se ve obligado a bajar un 20 por ciento el
precio de todos los billetes nacionales. Hallar en qué porcentaje debe incrementar el precio
de todos los billetes extranjeros europeos comunitarios (suponiendo que mantiene constante
el precio de todos los billetes internacionales no comunitarios) para mantener constantes sus
ingresos totales por las ventas a las tres agencias.

Solucion:

a) x = precio de un billete con destino nacional.
y = precio de un billete con europeo comunitario.

z = precio de un billete con internacional no comunitario.

1024+ 10y +10z= 12000 4+ y+ 2= 1200
102+ 20z = 13000 = { a+ 2z= 1300 —>
102+ 10y = 7000 4+ oy = 700
z = 300
—{ y =400
z =500

b) El total de billetes vendidos tienen que cumplir:
30z + 20y + 30z = 32000 si reducimos un 20 % a los billetes nacionales tenemos 0,8 - 30 -
300 = 7200. Si mantenemos el precio de los billetes internacionles no comunitarios tenemos
30 - 500 = 15000. Aumentamos el precio de los billetes extranjeros europeos comunitarios
k= k-20-400 = 8000k. En conclusién:

7200 + 8000k + 15000 = 32000 = k = 1,225 — incremento 22,5 %

Problema 1.4.9 (2 puntos)
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a) Sean Ay B dos matrices invertibles que verifican la identidad A+ B = AB. Comprobar que

entonces se tiene la féormulas:
(I-B)'=-B"'4A

(Donde I denota la matriz identidad).

-1 1
AZ( 2 —1>’

hallar la matriz B para la cual se verifica A+ B = AB.

b) Dada la matriz

Solucion:

a) A+ B=AB=—A+B-AB=0— A—-AB=-B =
AI-B)=-B= -A(I-B)(I-B)'=B(I-B)!'=
BI-B) '=-A=B'BU-B)'=-B'A=
(I-B)'=-B"'4

b) LLamamos B = ( z ), y tendremos:

Y
h

<71 1)+<9: y>_<f:17+z fy+h>
2 -1 z h) \2r—2 2y—h

Tenemos:
{m—lz—x—l—z :{x:
24z2=2x—=2 z=-1
{ y+1l=—-y+h {hzO
—14+h=2y—nh y=-1/2
Luego
B 0 —-1/2
p=( 4 %)

1.5. Ano 2004

1.5.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.5.1 (3 puntos) Discutir segin los valores del pardmetro A, y resolver en los casos

que sea posible el sistema:
6z+ 4dy+ 2 z= 2
Ar+  y— z= 2
5x+ 3y+ 3z= 2\

Solucion:
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6 4 2)]| 2
A= X 1 —1] 2 ], |4 =262 -11A+8)=0= A=1, A=8/3
5 3 3|2\

Sid#1y\#3= |A|l # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene solucién tnica.

Sid=1:
6 4 2|2
A= 11 -1]|2
5 3 3|2
6 4
‘1 1‘:27&O:>Rango(A):2
4 2 2
1 -1 2 |=-12%# 0= Rango(A) =3
3 3 2

Luego el sistema es incompatible.
SiA=8/3:
6 4 16/3| 2
A= 8/3 1 -1 2
5 3 3 16/3

6 4 14
‘8/3 1'——3750:>Rango(A)_2
4 16/3 2 068 B
1 -1 2 |=—— # 0= Rango(4) =3
33 16/3

Luego el sistema es incompatible.

Sélo es compatible en los casos A # 1 y A # 3, resolvemos por Cramer:

2 4 2\
2 1 -1
21 3 3 2(A2 — A+ 3)

TTOBX 1IN +8)  3A2—11A+8
6 2 2)
A2 -1
s 2a 3] o -1
YT oBAI 11N +8)  3A2—11A+8

6 4 2
A12
15 3 2x | 4N2-9r 43
T 232 —11A+8) 32— 11A+8

z
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Opcién B

Problema 1.5.2 (3 puntos) Se considera el siguiente sistema lineal de ecuaciones, dependiente
del parametro real a:

z+ 3y— az= 4

4+ ay+ z= 2

z+ 4dy— 5bz= 6

Se pide:
a) (2 punto) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pardmetro a.
b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso de que tenga infinitas soluciones.

Solucién:

a)
B —a
A= 1

I

4
2 |, |1Al=a®* -9 +14=0=a=2, a=T7
6

>~ w

Sia#1o0a#3=|A| # 0= Rango(A4) =Rango(A) = 3 = n? de incégnitas y el sistema
es compatible determinado, es decir, tiene solucién tinica.

Sia=T7:
B 1 3 -7|4
A= 1 7 112
1 4 -5|6

1 3 4
1 7 2|=10%# 0= Rango(4) =2
1 4 6

Como Rango(A) # Rango(A)Rango(A) = el sistema es incompatible.

Sia=2:
1 3 —-2|4
A= 1 2 112
1 4 —-5|6
'} g’z—lzRango(A)ZQ
1 3 4
|A1|=|A|=0, |As]=|1 2 2|=0
1 4 6
1 -2 4 3 -2 4
A3l =|1 1 2|=0, |Ad4)=]2 1 2|=0
1 -5 6 4 -5 6

Luego Rango(A4) = 2 =Rango(A) <n? de incégnitas = El sistema es compatible indeter-
minado, es decir, admite infinitas soluciones.
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b) Por el menor elegido cuando a = 2 para discutir el Rango(A) podemos decidir que la tercera
ecuacién es combinacién lineal de las dos primeras, por tanto, el sistema a resolver es:

r=-2-T\
z+ 3y— 2z= 4 o
{ a+ W+ 2= 2 Z:i—’—g)\

1.5.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 1.5.3 (3 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones

(1—a)z— 2y+ 42=0
z— (I4+ay+ 2z=0
—z+ ay— 2=0

a) (1,5 punto) Estudiar su compatibilidad segun los valores del pardmetro a.
b) (1,5 puntos) Resolver el sistema anterior cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

a) Sea la matriz

1—a -2 4
A= 1 —(14a) 1 |=]4A=-a-3=0=0a=-3
-1 a -1

Sia# —3 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 y como el sistema es homogéneo resultaria que es
compatible determinado. La solucién en este caso serfa z =y = z = 0.

Si a = —3 tenemos
4 =2 4 4 _9
A= 1 2 1 N =8+2=10#0
-1 -3 -1

Luego tenemos que Rango(A4) = 2 y como el sistema es homogéneo podemos concluir, en este
caso que, el sistema es compatible indeterminado.

b) Resolvemos este tltimo caso. Por el menor que hemos escogido podemos despreciar la tercera

ecuacion.
{ dx— 2y+ 42=0 { dox— 2y= -4z . xi_)\
z+ 2y+ 2=0 T+ 2y= -z vy=
z=A
Opciéon B
Problema 1.5.4 (2 puntos) Dadas las matrices
1 0 0 1 0 0
A= -3 1 -1 ), B=| 0 -1 0
5 -1 2 0 00

Se pide:
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a) (1 punto) Hallar A",
b) (1 punto) Hallar la matriz X, tal que:
A-X-A"=B

(donde AT significa la matriz traspuesta de A).

Solucién:
a)
100 1 -3 5
A7l = 121 ); AT=1 0 1 -1 |; ADH)t=@AHT
-2 1 1 0 -1 2
b)
AXAT = B= A ' AXAT(AT)y ' = A'B(AT) ' = X = A"'BA")!
1 00 1 00 11 -2 1 1 =2
X = 121 )-t0 -101]-{ 02 1 |= 1 -3 -4
-2 1 1 0 0 0 0 1 1 -2 —4 3
Problema 1.5.5 (2 puntos)
. z+ 2y=1 _ .
a) (1 punto) Dado el sistema G- y—2 escribir una tercera ecuacién de la forma ax +

by = ¢ (distinta de las anteriores) de manera que el sistema de tres ecuaciones y dos incégnitas
resultante siga siendo compatible.

224+ 2y— z=

z+ y+ 2z=1"
ax + By + vz = 1 (distinta de las anteriores) de manera que el sistema de tres ecuaciones y
tres incognitas resultante siga siendo compatible indeterminado.

b) (1 punto) Dado el sistema { escribir una tercera ecuacion de la forma

Solucion:

a) La tercera ecuacién debe de ser una combinacién lineal de las anteriores, ya que en caso
contrario el sistema resultaria incompatible. La suma de las dos puede ser una solucién:

dr+y=3

b) La tercera ecuacién tiene que ser una combinacién lineal de las dos anteriores, pues en caso
contrario, el sistema resultaria compatible determinado o incompatible. Como el término
independiente tiene que ser 1, podemos multiplicar la primera por 2 y le restamos la segunda:

3r+3y—4z=1

1.5.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 1.5.6 (2 puntos) Dadas las matrices

A=

o O =
[NOR )
w N o

44



a) (1 punto) Determinar la matriz inversa de B.

b) (1 punto) Determinar una matriz X tal que A= B - X.

Solucion:
a)
4/3 -1/3 -1
Bl = -1 1 1
1/3 -1/3 0

b) A=BX = B 'A=B'BX = B 'A=X

4/3 -1/3 -1 1 20 4/3 1/3 —11/3
1/3 —1/3 0 02 3 1/3 1/3 —2/3

Problema 1.5.7 (2 puntos)

0

0 8 ), jcudl es el valor del determinante de

a) (1 punto) Si A es una matriz tal que A% = <
A?

b) (1 punto) Calcular un nimero & tal que:

() (D= (e

Solucion:
8) A% = [A- Al = |A|-|A]| = 0 = |A] = 0

G o)== Lol -

_(k2—6k+5 8(k—1))_(0 0)
- 2-2k kK*+2t-3) \0 0

Tenemos que:

k2 —6k+5=0
8(k—1)=0 B
92— 9% =0 = k=1
k2 +2k—-3=0
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Opcién B
Problema 1.5.8 (3 puntos)
a) (2 puntos) Discutir segin los valores del parametro real A el sistema
Az+ 3y+  z= A

T+ Ay+ Az= 1
z+ y— z= 1

b) (1 punto) Resolver el sistema anterior en el caso A = 2

Solucion:

A
A= 1
1

e ]

11 A
Al
-1]1

Al = 202 4+ 20 +4=0=)1=2, A= -1
SiA#2y\# -1 = |A] # 0 = Rango(4) =Rango(A4) = 3 =n? de incégnitas =
Sistema Compatible Determinado.

SiA=2:
B 2 3 112
A= 1 2 2|1
11 —-1]1
Observamos que la tercera fila es la resta de la primera menos la segunda, y teniendo en

cuenta que

? 9 ‘ =1 # 0, podemos concluir en este caso:
Rango(A) =Rango(A) = 2 <n® de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado

SiA=—-1:
-1 3 1]-1
A= 1 -1 —-1] 1
1 1 -1/ 1

Basta observar las columnas de la matriz para darnos cuenta que la primera y la cuarta son

. , . . -1
iguales y la tercera esta multiplicada por —1. Si tenemos en cuenta que 1 _ili =—4#0,

podemos concluir en este caso:

Rango(A) =Rango(A) = 2 <n® de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado.

b)
{2a:+ 3y+ z= 2 {2x—|— Jy= 2— =z N
z+ 2y+ 2z= 1 z+ 2y= 1-— 2z
r= 1+4
- Y = -3t
z = t
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1.6. Ano 2005

1.6.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.6.1 (3 puntos)

a) (2 punto) Discutir segin los valores del pardmetro A el sistema
22+ 2y+ Az 1

z+ Ay— z= 1
dz+ 3y+ z= 2A

b) (1 punto) Resolver el sistema anterior en los casos en que sea compatible.
Solucién:
a)
2

A
a-( 1 >
4

1
1, pﬂ:—n?+w—4020=¢A=2,A:§
A

W > N

A
-1
112

)
SiA#£2y N# 5= |A| # 0 = Rango(A4) =Rango(A) = 3 = n° de incégnitas y el sistema

es compatible determinado, es decir, tiene solucién unica.
SiA=2:
y 4 2 2|1
A= 1 2 —1]1
4 3 1|4

Como el menor le

N DN

’ = 6 # 0 = Rango(A) = 2. Por otro lado

=15 # 0 = Rango(4) =3

I SN
W NN
I

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

5
2
Si 5
5 2 5/2]1
A= 1 5/2 -1|1
4 3 1|5
5 2
Como el menor 1 5 ‘:23#O:>Rango(A):2. Por otro lado
5 5/2 1 . B
1 -1 1 :—?#O:Rango(zﬁl):S
4 1 5

A) #Rango(A) = sistema incompatible.

—~

Luego en este caso Rango
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b) El sistema sélo es compatible cuando A # 2 y A # g y |A| = —2)A% + 9\ — 10. Aplicando la

regla de Cramer:

1 2 A
1 A —1
o\ 3 1 2% — 1
T IO L oA—10 242 —9a+ 10
A 1 A
1 1 -1
4 2X 1 6a2 —2a—5
Y= 00 F0r—10 2a2—9a+10
A 2 1
1 A 1
. 4 3 2 4a® — 14a + 11

T IO+ 0N—10 2a2—9a+10

Opcién B

Problema 1.6.2 (2 puntos) Considerar el siguiente sistema de ecuaciones, en el que a es un
pardmetro real:

—ax+ 4dy+ az= -—a
dx+ ay— az= a
—r— Y+ z= 1

Se pide:
a) (1 punto) Discutir el sistema
b) (1 punto) Resolver el sistema para a = 1.

Solucion:

a)
—a 4 a| —a
A= 4 a —al| a |, [Al=a*-16=0= a=+4
-1 -1 1 1

Sia # +4 = |A] # 0 = Rango(A) =Rango(A4) = 3 = n? de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene solucién tunica.

Sia=4:
—4 4 4| —4

Como el menor 4 i ) = —32 # 0 = Rango(A) = 2. Como el menor
-4 4 -4
4 —4 4|=-64#0= Rango(A)=3
-1 1 1
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Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

Sia=—4:
4 4 -4 4
A= 4 —4 4| -4
-1 -1 1 1
4 4
Como el menor 4 4 ‘ = —32 # 0 = Rango(A) = 2. Como el menor
4 —4 4
-4 4 —4|=64#0= Rango(Z) =3
-1 1 1

Como Rango(A) #Rango(A) = sistema incompatible.

b) Cuando a = 1:

—z+ 4dy+ z= -1 B -1 4 1] -1
e+ y— z= 1 A= 4 1 -1 1 ,
—zr— Y+ z= 1 -1 -1 1 1
Aplicando la regla de Cramer:
-1 4 1
1 1 -1
1 -1 1 2
N ~15 ~3
-1 -1 1
4 1 -1
-1 1 Iy 2
S ~15 R
-1 4 -1
4 1 1
-1 -1 1 19
°= —15 1
Problema 1.6.3 (2 puntos) Sea la matriz:
2 2 =2
A= 2 2 =2
2 2 =2
a) (1 punto) Comprobar que
A*—24% =0

b) (1 punto) Hallar A™.

Solucion:
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2 2 -2
At=1[ 2 2 =2
2 2 -2
2 2 -2 2 2 -2 2 2 -2
A2=1{ 2 2 -2 2 2 -2 |=(2 2 -2 |=
2 2 -2 2 2 -2 2 2 -2
11 -1
22 11 -1 | =24
1 1 -1
11 -1 11 -1
A2=23 1 1 -1 11 -1 )=
1 1 -1 11 -1
11 -1 1 1 -1
20 1 1 =1 1 1 -1 | =44
11 -1 11 -1

A3 — 242 = 4A— 44 =0
b) A" =2""14
1.6.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 1.6.4 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones

(m—1)a+ y+ z= 3
mz+  (m—1)y+ 3z= 2m-—1
z+ 2y+ (m—2)z= 4

a) (1,5 punto) Discutirlo segin los distintos valores de m.

b) (1,5 puntos) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

a) Sea la matriz

m—1 1 1 3
A= m m—1 3 2m — 1 =
1 2 m — 2 4

= Al=(m—-2)(m+1)(m—4)=0=m=2, m=—-1, m=4

Sim# —-1ym#2ym#4 = |A| # 0 =Rango(A) = 3 =Rango(A) =n® incégnitas
luego en este caso el sistema seria compatible determinado.

Si m = —1 tenemos

A= -1 -2 313



Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A, para ello cogemos el

determinante
1 1 3
-2 3 -3 |=5#0
2 =3 4

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible.

Si m = 2 tenemos

- 11 13 11
A= 2 1 3|3 ,‘2 1’2—17&0
1 2 0|4
Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A, para ello cogemos el
determinate
1 1 3
1 3 3|=—-4#0
2 0 4

Luego en este caso Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible.
Si m = 4 tenemos

3
- 3 1
A= 411 7'43’_57&0

O O
O O
NN 3t

Luego tenemos que Rango(A) = 2. Ahora calculamos el rango de A, que estd claro que es
dos, ya que la ultima fila es la resta de las dos anteriores.

Luego en este caso Rango(A) =Rango(A) = 2 <n? incégnitas= el sistema es compati-
ble indeterminado.

b) Resolvemos este tltimo caso. Por el menor que hemos escogido podemos despreciar la tercera

ecuacion.
2
==
5
3+ y+ 2=3 {Sx—i— y= 3— =z 9
z= A
Opciéon B

Problema 1.6.5 (2 puntos)

a) (1 punto) Resolver el sistema de ecuaciones:

{ x+ 2y+ 3z=1
20+ y— z2=2

51



b) (1 punto) Hallar dos constantes o y 8 de manera que al afiadir al sistema anterior una tercera
ecuacion: Hx + y + az = 3, el sistema resultante sea compatible indeterminado.

Solucion:

2)

r=1+ -t
{ z+ 2y+ 3z=1 { x+ 2y =1— 32 N 7
20+ y— z2=2 20+ Yy =2+ 2z ?J——gt

z=1

b) Para que el sistema siga siendo compatible indeterminado esta tltima ecuacién tiene que ser
combinacién lineal de las dos anteriores, es decir, si ponemos

1 2 311
2 1 —-112
5 1 alp
serfa a(1,2,3,1) +b(2,1,-1,2) = (5,1, ¢, ) = { ;a++2ll; i ? —a=-1,b=3=a=

76, 5 = 5
Problema 1.6.6 (2 puntos) Hallar una matriz X tal que:

A71XA=B
. 3 1 1 -1
S,lendoA—(i2 71>7 B_(2 1)

Solucion:

Primero resolvemos la ecuacién matricial:

A'XA=B=— XA=AB— X = ABA™!
Ahora calculamos A™!:

() 3)

Efectuamos el producto

vt (34 (3 ) (2 3)-

(%)

52



1.6.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 1.6.7 (3 puntos) Dadas las matrices

=G0

a) (1 punto) Hallar dos constantes « y 3 tales que A? = aA + BI.
b) (1 punto) Calcular A® utilizando la expresién obtenida en el apartado anterior.

¢) (1 punto) Hallar todas las matrices X que satisfacen (A — X)(A + X) = A% — X2

Solucién:
2)
#=(g 1) aaror=(37 )
{;‘Jffl —a=2 f=-1
b)

AS = A?A%A = (2A—1)?A = (442 + I? —4AD)A = (4A? —4A + DA =
42A —T1)A —4A2 + A=8A? —4TA - 42A - 1)+ A =

1 10

1 2 10
8(2A—I)—4A—8A+4I+A_5A—41_5<O 1)—4(0 1)_(0 .

(A-X)A+X)=A2-X? = A4+ AX -~ XA+ X? =A% - X?
= AX -XA=0= AX=XA
Seran todas aquellas matrices X que cumplan AX = X A.

a+2c=a=— c=0

(1 2).<a b)f(a b).(l 2):> b+2d=2a+b= a=d
0 1 c d/) \c¢ d 0 1 c=c

d=d

Seran las matrices A de la forma



Opcién B

Problema 1.6.8 (3 puntos) Dadas las matrices

0 k t 1 k ¢t
A= 0 0 &k B=| 0 1 &k
00 0 0 0 1
a) (1 punto) Hallar A0,
b) (1 puntos) Hallar la matriz inversa de B.
¢) (1 punto) En el caso particular de k = 0, hallar B,
Solucion:
a)
0 k t 0 k ¢ 0
A2=A- A= 0 0 &k 00 k =10
0 0 0 00 0 0
0 0 k2 0 k t 0
A3=A2. A= 0 0 O 00 k =10
00 0 00 0 0
000
AV =43 AT=( 0 0 0
0 00
b)
0 —k K-t
Bl'=|0 1 —k
0 0 1
c)
1 0 t 1 0 2t 1
Bl o1 0 B=| 0 1 0 B*=1| 0
00 1 00 1 0
1 0 nt 1 0 10t
B"=| 01 0 |=BY%=( 01 o0
00 1 00 1

1.7. Ano 2006

1.7.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.7.1 (8 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

224+ 3y— z= k
T+ 2y+ 3z= 2
kx+ ky— 4z= -1
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a) (2 punto) Discutirlo segtin los distintos valores de k.
b) (1 punto) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

a)

B 2 3 —1]| &
A= 1 2 3| 2 ), |Al=4k—-4=0= k=1
k ko —4|-1

Sik#1= |A] # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de incdgnitas y el sistema es
compatible determinado, es decir, tiene solucién tnica.

Sik=1:
23 -1 0
A= 1 2 3| 2
00 —4|-1
Como el menor ? 2 = 1# 0 = Rango(A) = 2. Por otro lado se observa que la cuarta

fila es la diferencia entre la primera y la segunda, luego el Rango(A) = 2, en conclusién:

Rango(A) =Rango(A) = 2 < n® de incégnitas y en este caso el sistema es compatible
indeterminado, tiene infinitas soluciones.

b)
{ 2o+ 3y— z= 1 ;i;ﬁ;\n/\
z+ 2y+ 3z= 2 -\
Opcion B

Problema 1.7.2 (8 puntos) Se consideran las matrices:
2 2 -1 100
A= -1 -1 1 I=( 0 1 0
-1 -2 2 0 01

Se pide:
a) (1,5 punto) Hallar (A — I)%.

b) (1,5 punto) Calcular A* haciendo uso del apartado anterior.

Solucién:
a)
1 2 -1 1 2 -1 0 0 0
(A-1)2=| -1 -2 1 -1 =2 1 ]=( 000
-1 -2 1 -1 -2 1 0 0 O

b) (A-I1)?=A2-24A+1=0= A>=24-1
A = (A?)2 =4A? —4A+T=42A 1) —4A+T1=4A-31

2 2 -1 1 00 5 8 —4
At=4| -1 =1 1 }|-3l 01 0 |=| -4 -7 4
-1 -2 2 0 0 1 -4 -8 5
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1.7.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.7.3 (2 puntos) Dado el sistema homogéneo
z+ ky —z=0
kx— 'y +z=0
(k+1Dz+ gy =0

averiguar para qué valores de k tiene soluciones distintas de © = y = z = 0. Resolverlo en tales
casos.

Solucion:

A= k -1 1 | = A=k -k-2=0=k=-1, k=2
(k+1) 1 0
Sik#—1yk+#2=|A|#0 el sistema es compatible determinado x =y = z = 0.

Sik=2— SCI

r+2y—2z=0 3
{ 3r+y=0 ~ Y= 5)\
z=A
Sik=-1= SCI
r=A
r—y—2z2=0
{ —0 - y=20
Y z=A
Problema 1.7.4 (2 puntos) Dada la matriz A = ( (1) ? ) encontrar todas las matrices

a b
P= ( c d >
tales que AP = PA.

Solucion:
<12)(a b>7<a b)(12>
0 1 c d/) \c d 0 1
at+2c=a=—=c=0
(a+2c b+2d)7(a 2a+b> b+2d=2a+b=a=d

c d c=c
d=2c+d=—=c¢c=0



Opcién B
Problema 1.7.5 (3 puntos) Dada la matriz:

2 1 —a
M = 2a 1 -1
2 a 1

a) (1,5 punto) Determinar el rango de M segun los valores del pardmetro a.

b) (1,5 punto) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcular dicha
matriz inversa para a = 2.

Solucion:

a)

M| = —2a(a®* —1)=0= a=0, a=1, a=—1
Sia#0,a#1ya# —1 entonces |[M| # 0= Rango(M) = 3.

Sia=0
2 1 9 1
M= 01 -1 |, ‘ ’:27&O=>Rango(M):2
0 1
2 0
Sia=1
2 1 -1 .
M = 2 1 -1 ], ‘ ’:4¢0=>Rango(M):2
2 1
2 1 1
Sia=-1
2 1 1 9 1
M= -2 1 -1 |, =4 # 0= Rango(M) =2
2 1 1 -2 1

b) M es invertible para cualquier valor de a distinto de 0, 1 y —1.

Sia=2
2 1 -2 ~1/4 5/12 —1/12
M= 41 -1 |=M"'= /2 -1/2 1/2
2 2 1 -1/2  1/6 1/6

1.7.3. Extraordinaria

Opcién A

Problema 1.7.6 (3 puntos) Dadas las matrices A = ( _g _:1)) ), I= < é (1) )
a) (1 punto) Comprobar que |A%| = |A|?, y que |A+I| = |A| + |I|

b) (0,5 puntos) Sea M una matriz cuadrada de orden 2. ;Se puede asegurar que se cumple
|M?| = |M|*?. Razonar la respuesta.
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¢) (1,5 puntos) Encontrar todas las matrices cuadradas M, de orden 2, tales que:

M+ 1] = M|+ 1]

Solucién:
a)
2 31>.<3 1)_10_
|A|_‘<8 3) U= =3)[T]o 1|7}
31 31
ar=| 3 5| & 5 =even=
Luego |A%| = |A|2.
41
NP

[A|+I|=-1+1=0= |A+I| = |A|+|]]
b) Si podemos asegurar que |M?| = |M|?:

|M?[ = |M - M| = |M] - |M]| = |M[*

c)
a b
M = d =ad—cb, |I|=1
1
M= (7 df_l)z(a—kl)(d—kl)—cd
(a+1)(d+1)—cd=ad—cb= a=—d

a b

w=(t )

Opcién B

Problema 1.7.7 (2 puntos)

a) (1 punto) Resolver el sistema de ecuaciones:

{ z+  y— 3z2=0
2z+ 3y— z=5

b) (1 punto) Hallar la solucién del sistema anterior tal que la suma de los valores correspon-
dientes a cada una de las tres incégnitas sea igual a 4.

Solucion:
a)
{ o y— 32=0 _ xfgi;&
20+ 3y— z=5 g B \



b) =54+8A+5-bA+A=4= A =1

Problema 1.7.8 (2 puntos)

a

a .. 0 0
0 b ) distintas de <

2 _
0 O)talesqueA =A

a) (1 punto) Hallar todas las matrices A = (

b) (1 punto) Para cualquiera de las matrices A obtenidas en el apartado 1.), calcular

M=A+A%4+A43+... 4+ 410

Solucion:

2)

a®=a ala—1)=0=a=0, a=1
a>+ab=a = { ala+b—-1)=0 =
v =b bb—1)=0=b=0, b=1

{02002t =a=(09). a=(5 o)
b) A2:A; A3:A2A:AA:A; A4:A3A:AA:A--~A10:ALuego:

10 10>

M:A+A2+A3+-~-+A1°:10A:< 0 0

1.8. Ano 2007

1.8.1. Modelo

Opcién A

Problema 1.8.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

4+ ky— kz= k?
—o+ ky— kz= k?

{ 4+ ky+ kz= 1
a) (2 punto) Discutirlo segin los distintos valores de k.
b) (1 punto) Resolverlo para k = —1.

Solucion:
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1k kK]
A= 1k —k|k |, JA=2*Fk+1)=0= k=0, k=-1
-1 k —k* |k

Sik#0yk#—-1= |Al # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 3 = n° de incognitas y el
sistema, es compatible determinado, es decir, tiene solucién tnica.

Sik=0:
Z:

—_ =
o O O
o OO

1
0
0
11

1 0‘17é

0 = Rango(A) = 2. Por tanto, Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible (No tiene
Solucién). Si k = —1:

El Rango(A4) = 1, dado que las tres filas son iguales. Sin embargo el menor

1 -1 1)1
A= 1 -1 11
-1 -1 —-1]|1
La matriz tiene dos primeras filas iguales, luego Rango(A) =Rango(A4) < n? incégnitas=—

Sistema Compatible Indeterminado (Infinitas Soluciones).
b)
r=—
AR
4 N z=A
Opcién B

Problema 1.8.2 (3 puntos) Dada la matriz

a)

2 -1 A
M = 2 =21
22 -1 1

(1,5 punto) Determinar el rango de M segun los valores del pardmetro .

b) (1,5 punto) Determinar para qué valores de \ existe la matriz inversa de M. Calcular dicha
inversa para A = 0.
Solucién:

a)

2 —1 A
2 A 1 [=20=3)+2)=0= =1 \=-2
22 -1 1

SiA#1y\# —-2=|M|# 0=Rango(M) = 3.

Sia=1:
2 -1 1
M = 2 -1 1
2 -1 1
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Las tres filas son iguales y, por tanto, el Rango(M) = 1.

SiA= -2
2 -1 =2
M= 2 2 1
-4 -1 1
2 -1
Como el menor 9 9 =6 # 0 = Rango(M) = 2.
b) Si A=0:
2 -1 0 1/4 1/4 —1/4
M={(2 01 |=M'=( -1/2 1/2 —-1/2
0 -1 1 -1/2 1/2  1/2
1.8.2. Ordinaria
Opcién A
m m—1 m(m-—1)
Problema 1.8.3 (2 puntos) Estudiar el rango de la matriz m 1 m seguin

m 1 m—1
los valores del pardametro m.

Solucién:
|[Al=m(m—-2)=0= m=0, m=2

Sim#£0ym#2= |A| # 0 = Rango(A) = 3.

Sim=0:
0 -1 0
0 1 0 :>|A|:0y<1_01)
0o 1 -1

Luego en este caso el Rango(A) = 2.
Sim =2

— [A|=0y ’ i f ‘7&0 (dos filas iguales)

1
Luego en este caso el Rango(A) = 2.

Problema 1.8.4 (2 puntos) Sean las matrices

a=(5 4) 2=(5 3)
Hallar una matriz X tal que XAX ' =B
Solucién:
XAX'=B= XA=BX
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( 2a
2c

—b
—d

)

o

0) (5

—01>:(

8
6

-9
-7

6a—9c=0

)'(c d

)=

b=d

( 8a — 9c¢ 9b—9d>:>{
6a—9 b-—d

a b
X:(2/3a b

b—d=0 :>{
3 1
>, p-e X-(_2 1)

c=2/3a

Opcién B

Problema 1.8.5 (3 puntos) Dadas las matrices

A

5 2 0
2 50 B =
0 01

S o e
oo o
_ o O

Se pide:

a) (1,5 puntos) Encontrar las condiciones que deben cumplir a, b y ¢ para que se verifique
AB = BA.

b) (1,5 puntos) Para a = b = ¢ = 1, calcular B'°.

Solucion:
a)
5 2 0 a b 0 a b 0 5 2 0
2 5 0 c ¢ 0 = c ¢ 0 2 5 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Sa+2c 5b+2c 0 5a+2b 2a+5b 0 4—c=0
2a+5¢c 2b+5¢c 0 | = 7c Tc 0 :>{b—c:0
0 0 1 0 0 1 -
Las condicién que deberia de cumplir seria a = b = ¢
b)
201 0 2t 2t o
Bl= 1 10 B2=1[ 2t 2t 0
0 0 1 0 0 1
22 22 0 22 23 0
B = 22 22 0 Bi=1[ 23 23 0
0 0 1 0 0 1
Luego:
29 29 0 gn—1 on=1
Alo— 29 29 0 An: 2n—1 2n—1 0
0 0 1 0 0 1
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1.8.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 1.8.6 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

4+ (k+1Dy+ 2z= -1
kx+ y+ oz = k
(k—1)a— 2u— z= k+1

se pide:
a) (2 puntos) Discutirlo segun los distintos valores de k.

b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:
a)
B 1 (k+1) 2| -1
A= k 1 1| k
(k—1) -2 —1|k+1
|A|:2k2—5k+2:O:>k:%,k:2

1 _
&« Sik#£ R k # 2 = |A| # 0 = Rango(A) =Rango(4) = 3 = n® de incégnitas =
Sistema Compatible Determinado.
- k= 1:
B 1 32 2| -1
A= 172 1 1|12
~1/2 -2 -1]3/2

Como |A| =0y ‘ 1}2 3{2 ‘ = —1/2 = Rango(A) = 2. Por otra parte
32 2 -1 B
1 1 1/2 |=-3# 0= Rango(A) =3
—2 -1 3/2

Como Rango(A) #Rango(A) = Sistema Incompatible.
- =2
/13 2
A= 2 1 17 2
1 -2 -1/ 3

Observamos que la tercera fila es la diferencia de la segunda menos la primera, y como

‘ ; i’ = —b5 # 0 = Sistema Compatible Indeterminado.
b)
xr="7/5—1/5\
z+ Jy+ 2z2= -1 _ B
{ BT T — Z:/\4/5 3/5)
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Opcién B
Problema 1.8.7 (2 puntos) Calcular una matriz cuadrada X sabiendo que verifica

XA?+ BA=A?

0 0 -1 0 0 -2
siendo A = 0 -1 0 y B = 0 -2 0
-1 0 0 -2 0 0
Solucion:
XA? 4+ BA= A= XA?’=A*> - BA = X = (A*> - BA)(A*)!
0 0 -1 0 0 -1 1 00
A=A A= 0 -1 0 |- 0 -1 0 |=(010 )=I
-1 0 0 -1 0 0 0 0 1
(A%~ =13
0 0 -2 0 0 -1 2 0 0
B-A= 0 -2 0 0 -1 0 |=| 02 0 |=2I
-2 0 0 -1 0 0 0 0 2
Luego:
-1 0 0
X = (A% = BA)(A>) ' = (I3 — 2I3)[3 = —I3 = 0 -1 0
0 0 -1

Problema 1.8.8 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones
{ x+ 2y— 3z= 3
224+ 3y+ z= 5

se pide:

a) (1 punto) Calcular a y b de manera que al afiadir una tercera ecuacién de la forma ax+y—+bz =
1 el sistema resultante tenga las mismas soluciones que el sistema original.

b) (1 punto) Calcular las soluciones del sistema dado tales que la suma de los valores de las
incégnitas sea igual a 4.
Solucién:
a) Para que las soluciones del sistema resultante sean las mismas que las del sistema del enun-

ciado necesariamente la ecuacién ax +y+ bz = 1 tiene que ser combinacién lineal de las otras
dos, de esa manera el sistema,

z+ 2y— 3z= 3
2z+ 3y+ z= b5 es Sistema Compatible Indeterminado
ax+ y+ bz= 1

Si multiplicamos la primera ecuacién por k y la segunda por [ su suma serd la ecuacién
ax +y+bz=1, es decir F3 = kFy + [ F5:

a=k+ 2l k=2
%3l =1 I=—1
3k4+l=b ) a=0
3k +50=1 b= —7

La ecuacién serfa y — 7z =1
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r=1-11\
r+ 2y— 3z= 3 B
{ 20+ 3y+ =z= 5 = Z;i—km

2
Luego (1 —11N)+(1+7N)+A=4= A= —3 7 sustituyendo tenemos:

25 11 2

1.9. Ano 2008

1.9.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.9.1 (8 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

T+ y+ mz= m-+2
2+ (m+Dy+ (m+1)z= —m
(m+ 2)x+ 3y+ (2m+1)z= 3m+4

a) (2 punto) Discutirlo segin los valores del pardmetro real m.
b) (1 punto) Resolverlo cuando tenga infinitas soluciones.

Solucion:

2)

1 1 m| m-+2
A= 2 m+1 m—+1 -m
m+ 2 3 2m+1|3m+4

Al = —(m+2)(m—-1)>=0= m=1, m=—2

Sim#1ym# —2 = |A] # 0 = Rango(A4) =Rango(A) = 3 = n° de incdgnitas y el

sistema, es compatible determinado, es decir, tiene solucién tnica.

Sim=-2:

A= 2 -1 -1 2

4 1 1 2| 0 ’
0 3 —3|-2

= —3 # 0 = Rango(A) =2

Como F3 = 2F; — F» podemos decir que Rango(A) = 2 =Rango(A4) < n® de incégnitas y,

por tanto, el sistema es Compatible Indeterminado.

Sim=1:
1 11 3
A= 2 2 2|-1
3 3 3 7
A la vista de la matriz se ve que el Rango(A) = 1 al tener las tres filas iguales, pero

Rango(A4) = 2 #Rango(A) = Sistema Incompatible (No tiene Solucién).
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20— y— z= 2 y=-2/3+2A

{ x+ y— 2z= 0 N v =2/3+A
z=A

Opciéon B

Problema 1.9.2 (8 puntos) Sean las matrices:

a=(o 1) 2=(3 3)
a) (1 punto) Hallar una matriz X tal que AXA™! = B.
b) (1 punto) Calcular A™.
¢) (1 punto) Hallar todas las matrices M que satisfacen
(A— M)A+ M) =A% - M?
Solucién:

a) AXAT'=B= X=A"'BA

A*lz(é _1):>X:A*13A:

A2 4 AM — MA—-M?* =A% - M?—= AM =MA
(11>(a b)_(a b)(ll)
0 1 c d/) \ec d 0 1
atc=a=— c=0
<a—|—c b—l—d)i(a a—&—b):> b+d=a+b= a=d

c d c c+d c=c
d=c+d= ¢c=0

La matriz buscada es:

L o
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1.9.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 1.9.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

{ T— ay= 2
ar— y= a+1
se pide:

a) (2 puntos) Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro a. Resolverlo cuando la solucién
sea Unica.

b) (1 punto) Determinar para qué valor o valores de a el sistema tiene solucién en la que y = 2.

Solucion:

a)
2

i ) Al=-1+a*>=0= a==+1

— 1 —a

A= < a —1
Sia#+1= |A] # 0 = Rango(4) = 2 =Rango(A4) = n? de incégnitas y el sistema es
Compatible Determinado (solucién tnica). Su solucién serfa, aplicando Cramer:

2 —a 1 2
a+1 -1 a—+2 a a+1 1
xTr = .- s y: = —
—14+a? a-+1 —1+4+a? a+1

Sia=-1
— 1 112
A:( ~1 —10>

En este caso Rango(A) = 1, mientras que Rango(A) = 2 ya que el menor

1 2
o ‘ —240.
Como Rango(A4) #Rango(A) = Sistema Incompatible (no tiene solucién).

— 1 —-1|2
A-(1 03)
Esta claro, que las dos filas son iguales y, por tanto, Rango(A4) = 1 =Rango(4) < n° de

incégnitas y el sistema es Compatible Indeterminado (infinitas soluciones). Las soluciones,
en este caso y aunque no las pida el problema son:

Sia=1

{x:2+/\
y=2A
b)
1 3
2 =— ——
ar1 T2
. . 3
Cuando a =1e y =2 = x =4, luego las soluciones de a pedidas sona =1y a = —5
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Opcién B

Problema 1.9.4 (3 puntos) Dada la siguiente matriz de orden n:

1 1 1 - 11
-1 9 1 - 11
A, = -1 -1 9 - 11
-1 -1 =1 -+ —1 9

se pide:
a) (0,5 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.
b) (0,5 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.

¢) (2 puntos) Calcular el determinante de la matriz As.

Solucién:
a)
11
hm| |0
b)
1 11
Ay =] -1 9 1 |=10*=100
-1 -1 9
¢)
1 1 1 1 1
-1 9 1 1 1
As=| -1 -1 9 1 1 |=10*=10000
-1 -1 -1 9 1
-1 -1 -1 -1 9
1.9.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 1.9.5 (3 puntos) Dada la matriz:
2 a+1 1
A= 2a 0 1

se pide:
a) (1,5 puntos) Determinar el rango de A segiin los valores del pardmetro a.
b) (1,5 puntos) Decir cudndo la matriz A es invertible. Calcular la inversa para a = 1.

Solucion:
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2 a+1 1
—-1++5
|[Al=] 22 0 1 :—2(a+1)(a2+a—1):0:>a:—17azi\[

2 0 a-+1

En los tres casos el Rango(A) = 2

—1++/5

b) Sia# —1ya# — = |A] # 0 = la matriz A es invertible.

= |A| = 0 = la matriz A no es invertible.

—14++/5
Siaz—loaz%

Cuando a = 1:

2 21 0 1 -1/2
A= 2 0 1 |=A1=| 1/2 -1/2 0
2 0 2 0 -1 1
Opciéon B
Problema 1.9.6 (2 puntos) Resolver el siguiente sistema:
r -2y + 2z —-3v = —A4
r 42y 4+ 2z +3v = 4
2¢ —4y +2z —6v = -8
2z +2z = 0
Solucién:
1 -2 1 -3 —4
1 2 1 3 4
A= 2 -4 2 -6 -8
2 02 0 0

Observando la matriz vemos que, la 1* columna es igual a la 3%, y la segunda es igual a la 4%
multiplicada por dos, luego el Rango(A) =Rango(A) = 2 < 4 n° de incégnitas y se trata de un
Sistema Compatible Indeterminado con 4 — 2 = 2 grados de libertad. Es decir, necesitaremos dos

parametros para su solucién.

Como las dos primeras filas son linealmente independientes el sistema a resolver seré:

T=—A
{x -2y 4z —3v = —4 . y:4—3,u
r 42y 4z +3v = 4 2

z=A

v=pU

Problema 1.9.7 (2 puntos) El cajero automatico de una determinada entidad bancaria sélo ad-
mite billetes de 50, de 20 y de 10 euros. Los viernes depositan en el cajero 225 billetes por un
importe total de 7000 euros. Averiguar el nimero de billetes de cada valor depositado, sabiendo

69



que la suma del ntimero de billetes de 50 y de 10 euros es el doble que el niimero de billetes de 20
euros.
Solucién:
x: n? de billetes de 50 euros
y: n° de billetes de 20 euros

z: n? de billetes de 10 euros

502 + 20y + 10z = 7000 z = 100
r+y+z=225 = y="15
T+ z=2y z =150

1.10. Ano 2009

1.10.1. Modelo
Opcion A

Problema 1.10.1 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

r— y= 3
2c— 3y= 2k
3r— bdy= k

a) (1 punto) Discutirlo segtn los distintos valores del pardmetro k.
b) (1 punto) Resolverlo en los casos en que sea posible.

Solucion:

a)

1 -1] 3
A= 2 =312k
3 5| k

A =3k -1)=0= k=1
1 -1
2 -3
Sik #1 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 #Rango(A) = 2 = n? de incégnitas y el siste-

ma es Incompatible, es decir, no tiene solucion.

Como el menor

‘ = —1# 0 = el Rango(A) = 2 independientemente del valor de k.

Sik=1:
\ 1 113 B _ B
A= 2 -3|2 ,A|:0y’ ':—I#OﬁRango(A):2
3 5|1 2 -3

Luego en este caso Rango(A) =Rango(A) = 2 = n® de incégnitas = Sistema Compatible
Determinado, es decir, tiene solucién tunica.
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{ r— y= 3 :>{:17:7
20— 3y= 2 y=4

Problema 1.10.2 (2 puntos) Resolver la ecuacidn:

22 —1) z+1 (z+1)>
z—1 z+1 z+1
(-1 2—-1 2*-1

=0

Solucion:

2r—1) 1  x+1

2 —1) x+1 (z+1)?
xz—1 z+1 z+1

rx—1 z+1 z+1

=(x+1)(z-1)

(x—-1)?% 2-1 22-1 r—1 1 z+1
20 —1) 1 1 F 2c—1) 1 1
(z+1)*z—-1)] z—-1 241 1|=|FKR-F |=@@+D*(z-1)| —(z—-1) = 0=
r—1 11 - —(x—1) 0 0
2 1 1 i
(z+1)%(z-1)2% -1 = 0 |=—(z%—1)? O‘x(z21)20:>x:|:1
-1 .0 0

Opciéon B

Problema 1.10.3 (3 puntos)Si A = (Cy,Cs, C3) es una matriz cuadrada de orden 3 con columnas
C1, Cq, Cs5, y se sabe que det(A) = 4, se pide:

a) (1 punto) Calcular det(A®) y det(3A4).

b) (2 puntos) Calcular det(B) y det(B™'), siendo B = (2C3,C; — Ca,5C1) la matriz cuyas
columnas son:

2C3,C1 — Cy,5C,

Solucion:
a) & [A°|=|A]-|A]-|A| = 4° = 64
@ 34| = [(3C1,3C,3C3)| = 33|A| = 27-4 =108
b) @& |B|=|(2C3,C, — Cy,5C))| = —10|(Cy,Cy — Oy, C3)| =
= —10[(Cy,C1,C3) — (C1,Cs,C3)] = 10| A| = 40
1 1

& Si \B-B_1|:1:>|B|.|B—1‘:1:>|B—1|:®:E
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1.10.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.10.4 (3 puntos) Dado el sistema:

de+ 4dy+ 2z= 2X
Ar+ y— Az= A,
A+ ddy+ A= 9

Se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los valores del pardmetro \.
b) (1 punto) Resolver el sistema para A = —1.
Solucién:
- 44X 22X 1
A= A1 =] A JA| = —4ABAN? —6A+1)=0= A=0 A =1 A=z

4 4 A| 9

® SiNA0yA#1yk#1/5 = |A| # 0 =Rango(A4) =Rango(A4) = 3 =n? de incégnitas,
luego en este caso el sistema serd compatible determinado.

@« SiA=0
/40 20
A= 01 00
0 0 0/9
4 0
Como |A=Oy’ 0 1 ‘z47éO:> Rango(4) = 2.
Como
0 20 -
1 0 0|=-18# 0= Rango(A)=3
0 0 9
Luego el sistema es incompatible.
* Sia=1
4 4 2 |2 —
A= 11 -1]1 {gangogﬁgig —
44 119 AngOLA) =
Sistema es Incompatible.
&« Six=1/5
4 4/5 212/5 _
= B Rango(A) =3
a=( 15 1 —15|1/5 :{RangO(A)ZQ .

4/5 4/5 15| 9

Sistema es Incompatible.

72



Sia=-1

de— dy+ 2z= -2 r=—1
—z+ Yyt z= -1 =4 y=-
—dr— 4dy— z= 9 z=—1

Opciéon B
Problema 1.10.5 (2 puntos) Dado el sistema:

20—y = A
A —2y=4
3x —y =2

a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segun los valores del pardmetro A
b) (0,5 punto) Resolver el sistema cuando sea posible

Solucién:

a)

2 —1[A
A= X =24 | A=-A-2)A—6)=0= A=2 A=6
3 —1]2

& Si\£2y\#6= |A] # 0 =Rango(A4) #Rango(A) luego en este caso el sistema
serd Incompatible.

* SiA=2
2 —1|2 —
A= 2 —2|4 :>{ gangogﬁ;:g =
3 19 ango =
Sistema es Compatible Determinado.
* SiA=6
2 —-1|6 —
A= 6 —2|4 :x{gangogﬁ;:g —
3 —1|2 angols) =
Sistema Compatible Determinado.
b) Cuando A\ = 2:
20—y =2 .
20 — 2y =4 :>{x:(12
3z —y=2
Cuando A = 6:
20 —y =6 =4
6r —2y=4 — 14
3z —y =2
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Problema 1.10.6 (2 puntos) Dada la matriz:

A:

— = Q
—Q =
L =

se pide:
a) (1 punto) Estudiar el rango de A segin los distintos valores del pardmetro a.
b) (1 punto) Obtener la matriz inversa de A para a = —1

Solucién:
a) A=a®*—-3a+2=0=a=1, a=—2

Sia#1ya#-2= |A| # 0= Rango(A) = 3.

Sia=1:
1 1 1
A= 1 1 1 | = Rango(4)=1
1 1 1
Sia=-2:
-2 1 1
A= 1 -2 1 | = Rango(4) =2
1 1 -2
b) Sia=—1:
-1 1 1 0 1/2 1/2
A= 1 -1 1 |=Aat= 12 0 1/2
1 1 -1 1/2 1/2 0
1.10.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.10.7 (3 puntos) Dada la matriz:
m 1 2m
M = m 1 2 ;
0 1 1
a) (1,25 puntos) Determinar los valores del pardmetro m para los cuales la matriz M es inver-
tible.
b) (0,5 puntos) Determinar los valores del pardmetro m para los cuales la matriz M?° es inver-
tible.
¢) (1,25 puntos) Para m = —1 calcular, si es posible, la matriz inversa M ~* de M.
Solucién:
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a) [M|=2m(m—-1)=0= m=0, m=1.
Sim#0ym#1=— existe M~ 1.

Sim=00m=1=>no existe ML

b) M?® no es invertible si |M?**| = 0 = |M|*® = 0 = |M| = 0. Luego M?" es invertible si

m#0ym#1
c)
-1 1 -2 -1/4 -3/4 1
M= -11 2 |=M"!= 1/4 —1/4 1
01 1 -1/4  1/4 0
Opcién B

Problema 1.10.8 (2 puntos) Dado el sistema:

A +2y+2=0
Ar—y+2z=0 |,
r—Ay+22=0

se pide:

a) (1 punto) Obtener los valores de pardmetro A para los cuales el sistema tiene soluciones
distintas de:

b) (1 punto) Resolver el sistema para A = 5.

Solucion:

Se trata de un sistema homogéneo

a)

A2
A= X -1 2 JAl=X —6A+5=0= A=1A=5
1 —) 2

& Si\£1y)X+#5= |Al #0 =Rango(A) = 3 =n? incdgnitas luego en este caso el
sistema sera Compatible Determinado y la tinica solucién es la trivial.

r=y=2=0

@ Sid=10\=5= |A] = 0 =Rango(A4) = 2 <n® incégnitas luego en este caso el
sistema serd Compatible Indeterminado y tendra infinitas soluciones.

b) Cuando A = 5:

T=—=A
br 42y = —A
dSx+2y+2=0
{ L = r—y=-2\ = _1/\
5r—y+2z=0 2=\ Y 3
z=A
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Problema 1.10.9 (2 puntos) Dadas las matrices:

4 -2 4 -2
A:(l 1)’ B:<—3 1)’

obtener una matriz cuadrada X de orden 2 que verifique la ecuacién matricial AXB = A+ B

Solucion:

AXB=A+B= X=A"Y(A+B)B™!

wen= (43 () =( 3 )

= (e o ) 2= (s )

X:A—l(A+B)B—1:< _1?2 ;;g )( _g *‘21 >< :ég :; >:
(% s
1.10.4. Reserva
Opcion A

Problema 1.10.10 (2 puntos) Dado el sistema:

2x—y:\/§
3z +2z=2V5

se pide:

a) (1 punto) Anadir, de forma razonada, una tercera ecuacién para que el sistema resultante
sea compatible determinado.

b) (1 punto) Anadir, de forma razonada, una tercera ecuacién para que el sistema resultante
sea compatible indeterminado.

Solucion:

Anadimos una tercera ecuacién:

22—y =13 7 2 -1 0] V3
3r4+2:=2v5 = A= 3 0 2|2v5 | = |A|=—2a—4b+3c
ar +by+cz=d a b ¢ d

a) Para que sea compatible determinado |A| # 0 y una solucién posible puede ser a =2, b =0
yc=0.
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b) Para que sea compatible indeterminado |A| = 0, es decir, la fila F5 = aF} + SF5:

a=2a+33
b=—«a
c=2p

d=aV3+ B2V5

Bastaria tomar cualquier o # 0 o cualquier 8 # 0, por ejemplo, si a £ 0y § = 1 tenemos:

a=3b=0,c=2y d=2V5

Problema 1.10.11 (2 puntos) Dadas las matrices:
1 2 -1 1 -1 2
A= 11 2 ), B=[ 0o 21
1 0 5 1 0 2

Hallar una matriz X que verifique la ecuacién matricial XB = A+ B

Solucion:
XB=A+B= X=(A+B)B!
2 1 1 -4 -2 5 -7 =3 9
X = 1 3 3 -1 0 1 = -1 1 2
2 0 7 2 1 -2 6 3 —4
Opciéon B

Problema 1.10.12 (3 puntos) Dado el sistema:

(m+ Dz+ y+ z= 0
z+ (m+1y+ z= m
x+ y+ (m+1z= m?

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los valores del pardmetro m.
b) (1 punto) Resolver el sistema para m = 0.

Solucion:

a)

(m+1) 1 1 0
A= 1 (m+1) 1 m
1 1 (m+1) | m?

|Al=m?*(m+3)=0= m=0 m= -3

& Sim#0y X# -3 = |A| #0 =-Rango(A) = 3 =n® incdgnitas luego en este caso el
sistema sera Compatible Determinado.
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@& Sim=0:
1 1 110
A= 1 1 110
1 1 110

Rango(A4) =Rango(A) = 1 < n? de incégnitas, y el sistema es compatible indeterminado.

& Sim=-3:

En este caso Rango(A) = 2 #Rango(A) = 3, y el sistema es incompatible. Los determi-

nantes:

1 1 0 11

-2 1 -3 |=18#0, '_2 1‘:3;&0

1 -2 9

b) Cuandom=0= z+y+2=0:

T=-A—p
y=2A
Z=p

1.11. Ano 2010

1.11.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.11.1 (2 puntos) Obtener, para todo niimero natural n, el valor de:

( 1 1 >7L+< 1 71 >TL
1 1 -1 1

Solucion:
Sin=1
(1 1>+( 1 —1>_<2 O)
1 1 -1 1/ \0 2
Sin=2
(2 2>+( 2 —2>_<4 0)
2 2 -2 2) \0 4
Sin=23
(4 4>+( 4 —4)_(8 0)
4 4 —4 4) \0 8
Sin=n

< 277,71 277,71 )+( 27’7,71 _271,71 ) B ( N 0 >
anl 2n71 72n71 27171 - 0 2m
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Problema 1.11.2 (2 puntos) Discutir razonadamente, en funcién del pardmetro k, el siguiente

sistema:
z+ ky+ z= k+2
kx+  y+ z= k
t+ oyt kz= —2(k+1)
Solucién:
B 1 k1 k+2
A= k 1 1 k Al = —k*+3k—2=0=k=1Fk=—2
1 1 k| -2k+1)

& Sik#1yk# 2= |Al # 0 =Rango(4) =Rango(A4) = 3 =n? de incégnitas, luego en
este caso el sistema serd compatible determinado.

® Sik=1
1 1 1] 3 —
A=( 11 1| 1 {gaﬂgo(j):f —
11 1|-4 ango(4) =
Sistema es Incompatible.
* Sik=-2
1 -2 1
A= -2 1 1]-2
1 1 -2 2
Tenemos: .
- Rango(4) =2
Fy=—(Fy + ) = { el =) =
Sistema Compatible Indeterminado.
Opciéon B
Problema 1.11.3 (3 puntos) Dado el sistema:
T+ z= 2
T+ Ay— z= 4
—Az— y— z= =5

a) (1 punto) Discutirlo para los distintos valores del pardmetro A

b) (1 punto) Resolverlo cuando el sistema sea compatible indeterminado.

¢) (1 punto) Resolverlo para A = —2.

Solucién:
a)
B 1 0 1] 2
A= 1 XA —1] 4 A=A - A-2=0= A=-1)\A=2
A —1 —1|-5
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@& Si\#—1y\#2= |A] # 0 =Rango(A4) =Rango(A) = 3 =n? de incégnitas, luego
en este caso el sistema serda compatible determinado.

& Siyx=-1
1 0 1 2 —
A= 1 1 -1| 4 { gaﬂgo(f B ‘;’ =
1 -1 —1|-5 ango(4) =
Sistema es Incompatible.
o Si\=2
1 0 1 2 —
- _ Rango(A) =2
A= 1 2 -1 4 :{Rango(A)ZZ —

-2 -1 —-1|-5
Sistema Compatible Indeterminado.

b) El sistema es compatible indeterminado cuando A = 2:

x A

T+ z= 2

{ o = ¢ y=1+2A
T+ 2y z= 4 =\

c)

T+ z= 2 z=-3
T— 2y— = 4 =< y=-6
2z— y— z= -5 z=95

1.11.2. Ordinaria-General
Opcion A
Problema 1.11.4 (2 puntos) Dado el sistema homogéneo de ecuaciones:

z+ ky— z= 0
20— y+ 2z= 0
x— 4dy+ kz= 0
se pide:

a) (1 punto) Determinar para qué valores del pardmetro k el sistema tiene soluciones distintas
dex=y=2=0.

b) (1 punto) Resolverlo para el casa de k = 3.

Solucién:
a)
1k -1
A= 2 -1 2 Al = 2k +k+15=0= k=3 k= —5/2
1 -4 k
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@& Sik#£3yk#-5/2=|A| # 0 =Rango(A) = 3 =n® de incignitas, luego en este caso
el sistema serd compatible determinado y la tnica solucién seria la trivial z =y = z =0

& Sik=30k=-5/2 = |A| = 0 = sistema compatible indeterminado y tendria
infinitas soluciones distintas de la trivial.

b) Si k =3:
5
z+ 3Jy— z= 0 4
{2x— y+ 2z= 0 = y:?)\
z=A

Problema 1.11.5 (2 puntos) Dadas las matrices:

a=(1 ) r=(o 1)

se pide:
a) (1 punto) Hallar dos constantes a y b, tales que A? = aA + bl.

b) (1 punto) Sin calcular explicitamente A® y A*, y utilizando sélo la expresién anterior, obtener
la matriz AS.

Solucion:

2)

b
N
Il
7/
|
— DN
|
(2 0
——
|
IS
/N
— =
|
[N
N——
+
o
/~
O =
—= O
——
—
SR
([
@
—_

A? = —A+31

b) A3=A% A= (-A4+3NA=—-A?+3A=A—-31+3A=4A-3]

s (1 1)7 (1 0>7(1 4)
A_4<1—2 Lo 1)7Us —1

A* =A% A= (4A-31)A=4A* ~3A =4(—A+3I) -3A=-TA+12I
AP =AY A= (—TA+12)A = —TA? + 124 = —7(—A+3I) + 124 = 194 — 211

s of 1 1)7 (1 0)_(—2 19)
A*19(1 2 )% o 1)U 19 —59

Opcién B
Problema 1.11.6 (3 puntos) Dado el sistema:

T+ ay— z= a
ar+ 2z = =2
T+ z= =2

a) (2 puntos) Discutirlo segin los valores del pardmetro a.

b) (1 punto) Resolverlo en el caso de a = 0.
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Solucion:

a)
1 a -1 a
A= a 0 2|2 Al=2a—a*=0= a=0a=2
1 0 1]-2

@& Sia#0ya#2=|A| #0=Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n? de incégnitas, luego en
este caso el sistema serd compatible determinado.

@& Sia=0

1 0 -1 0 —
A= 00 2|2 |= { Rango(d) =2 _,
10 1|-2 Rango(A4) = 2

Sistema es Compatible Indeterminado.

@& Siag=2

1 2 —1] 2 _
Z: 2 0 2| -2 {gangogﬁ;ig E
10 1|-2 angoa) =

Sistema Incompatible.

b) El sistema es compatible indeterminado cuando a = 0:

T=A
{ T— z 0 N 0
2= -2 v=
z==)\
1.11.3. Ordinaria-Especifica
Opcion A
1 2 3
Problema 1.11.7 (3 puntos) Sabiendo que | 6 0 3 | =3, y utilizando las propiedades de los
a By
determinantes, calcular:
2 4 6\
a) (1 punto) El determinante de la matriz 6 0 3
a B v
10 20 30
b) (1 punto) | 2 0 1
3a 38 3y

3a+2 38+4 3v+6
¢) (1 punto) 2 20 2y
a+6 B v+3
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Solucion:

2 4 6\ |2 4 6] 12 3/
a) [ 6 0 3 =16 0 3| =26 03| =¢
a By a By a B oy
10 20 30 1 2 3 1 2 3
b) 2 0 1 |=3-10-| 2 0 1|=100 6 0 3 |=30
3a 38 3y a B v a B v
3a+2 38+4 3v+6 3 38 3y 2 4 6
c) 2a 25 27 =| 20 28 2y |+| 2a 28 2y |=
a+6 15} v +3 a+6 B ~v+3 a+6 [ ~v+3
2 4 6 1 2 3 1 2 3 1 2 3
=| 2a 28 2y |=4 a f y|l=4|la B v |+4]a B v |=
a+6 B ~v+3 a+6 B v+3 a [ v 6 0 3
1 2 3
—416 0 3 |=-12
a B v
Opciéon B
Problema 1.11.8 (2 puntos) Se considera el sistema de ecuaciones:
2x+ my+ 3z= 3
T+ y— 2z= 0
5z+ (m+ly+ z= 9
a) (1,5 puntos) Discutir el sistema segin los valores del pardmetro m.
b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para el caso de m = 0.
Solucién:
a)
- 2 m 313 3
A= 1 1 200 ) |4=-22m+3)=0= m=—7
5 m+1 119

& Sim # —3/2 = |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n° de incégnitas, luego en
este caso el sistema serd compatible determinado.

*« Sim=-3/2

Sistema Incompatible.
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b) Sim =0:

2z+ 3z= 3 z=3
z+ y— 2z2= 0 =< y=-5
5¢+ y+ z= 9 z=-—1
1 a 1
Problema 1.11.9 (2 puntos) Dada la matriz A= | 0 1 0 | estudiar para que valores de a
0 1 a

tiene inversa y calcularla siempre que sea posible.

Solucion:

A= — |A|=a

S O =
— =
QO

Sia=0= |A| =0 = la matriz no tiene inversa.
Sia# 0= |A| # 0= la matriz si tiene inversa:

1 1/a—a -1/a
At=10 1 0
0 -1/a 1/a
1.11.4. Extraordinaria-General
Opcién A
Problema 1.11.10 (3 puntos) Dada la matriz:

m—1 1 m 1
A= 1 m—1 m 1
1 1 2 m-—1

se pide:
a) (2 puntos). Estudiar el rango de A segun los valores del pardmetro m

b) (1 punto). En el caso de m = 0, resolver el sistema

v 0

A Z =( o

. 0

Solucion
a)
m—1 1 m
|A:1| = 1 m—1 m|=0

1 1 2
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m—1 1 1

|A2|: ]. m_]_ ]_ :m3—3m2—|—4:O:>m:—1’m:2
1 1 m—1
m—1 1 m
1 1 2
m—1 m 1
|As| = 1 m 1 =m3—3m*+4=0= m=—-1, m=2
1 2 m-—1
1 m 1
‘A4|: m—1 m 1 :—m3—‘,—3m2—4:():>m:_1)m:2
1 2 m-—1
Sim=-—1:
2 1 -1 1 L.
A= 1 -2 -1 1 :>’ 1 _2':37&O:>Rango(A):2
1 1 2 =2
Sim =2:
11 2 1
A= 1 1 2 1 | = Rango(4)=1
11 2 1
Sim # —1y m # 2= Rango(A) = 3.
b) Sim =0:
-1 1 0 1
A= 1 -1 0 1
1 1 2 -1
-1 10 * 0
1 -1 0 1 Y 1= 0 |=
11 2 -1 : 0
t
—rt oyt =0 o
r— Y+ = 0 = sz; I\
T+ y+ 22— t= 0 ; 0
Opcién B

Problema 1.11.11 (2 puntos) Dado el sistema:

{x+2y—z=0
20 —y+z2=3

se pide:

a) (1 punto). Estudiar la compatibilidad del sistema
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b) (0,5 puntos). Anadir una ecuacién para que el sistema sea compatible determinado. Razonar
la respuesta.

¢) (0,5 puntos). Anadir una ecuacién para que el sistema sea incompatible. Razonar la respuesta.
Solucién:

a)

Z:(l 2 -1

0):>
2 -1 1

3

RangoA =Rango(A) = 2 <n? de incégnitas, luego el sistema es compatible indeterminado.

b) Se elige una ecuacién linealmente independiente de las otras dos por ejemplo x + 2z = 1 (Los
tres planos se tienen que cortar en un sélo punto)

T+2y—2z=0 1 2 -1|0
wr—y+2z=3 = A= 2 -1 113 ==
r+z=1 1 0 111

RangoA =Rango(A) = 3 =n® de incégnitas, luego el sistema es compatible determinado.

¢) Se elige una ecuacién de forma que los términos en z, y y z dependan de las otras dos pero
el término independiente no. (Los planos se cortarian dos a dos sin coincidir los tres en una
recta). Por ejemplo: 3x +y =1

rz4+2y—z=0 1 2 -1]0
2r—y+z=3 = A= 2 -1 113 ==
3z+y=1 3 1 01

RangoA = 3 #Rango(A) = 2 = luego el sistema es incompatible.

Problema 1.11.12 (2 puntos) Dada la matriz:

Se pide:
a) (1 punto). Estudiar el rango de A segun los valores del pardmetro a.

b) (1 punto). {Para qué valores de a existe la matriz inversa A~*? Calcular A~* para a = 1.

Solucién:
a)
—a 0 a
a a—1 0 |=a2-a)=0=0a=0, a=2
0 a a+2
Sia=0:

0 00 10
0 -1 0 | = = —2 = Rango(4) =2
0 0 2 0 2
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Sia=2:

2 0 2 9 0
2 1 0 :>’ 5 1':—2:>Rango(A):2
0 2 4
En conclusién, Si a # 0y a # 2 = Rango(A) = 3. Por el contrario, sia =00 a = 2 =

Rango(A4) = 2.

b) Sia#0y a# 2= existe inversa.

Sia=0o0a=2=— no existe inversa. Si a = 1:

-1 0 1 0 1 0
A= 1 00 |=A1'=[ -3 -3 1
0 1 3 1 1 0

1.11.5. Extraordinaria-Especifica
Opcién A
Problema 1.11.13 (8 puntos) El sistema AX = B, donde

, X=1[ vy ],

L O

1 0
A= 0 2
a 5

tiene diferentes soluciones segun sea la matriz B

a) (1 punto). Determinar, si existen, el valor o valores de a para los que el sistema es compatible
determinado (independientemente del valor de B).

0
b) (0,5 puntos). Sia =4,y B = —1 |, determinar, si existen, el valor o los valores de b
b
para los que el sistema es incompatible.
0
¢) (1,5 puntos). Sia =4,y B = ¢ |, determinar, si existen, el valor o los valores de ¢
10
para los que el sistema es compatible indeterminado. Resolver el sistema.
Solucién:
1 0 1
a) |[Al=1 0 2 0 |=0sea cual sea el valor de a, luego el sistema no compatible determinado
a 5 a
en ningin caso.
b)
1 01 x 0
0 2 0 Y = -1 =
4 5 4 z b
- 1 0 1 0
A= 0 2 0|-1
4 5 4 b



5
|A1|:|Clc2c3‘:0> |A2‘:|01C204|:2b+5:():> b:f5

5
|A3| = |010304| = 0, |A2| = |C’20304‘ =-20—5=0= b= *5

El sistema es imcompatible para cualquier valor distinto de -5/2.

1 0 1 x 0
0 2 0 y | = c | =
4 5 4 z 10
1 0 1] 0
A= 0 2 0| ¢
4 5 4|10

Sabemos que Rango(A) = 2, luego tenemos que encontrar ¢ de forma que la segunda fila

sea combinacién lineal de las otras dos, de esa forma Rango(A) =Rango(A) = 2 < n? de
incognitas. Tendremos Fy = mFy + nky:

0=m+4n
(0,2,0,¢) = m(1,0,1,0) + n(4,5,4,10) — 4 2= " —
3 ) ) ) 9 3 9 ) ) O — m + 4n
c=10n
m = —4n
n=2/5 = c=4
c=10n
Es decir cuando ¢ = 4 tenemos que F» = —8/5F;+2/5F, y, por tanto, el sistema es compatible
indeterminado.
{ r+2=0 _ ‘; ~ 2_)\
2y =4 1\
Opciéon B

Problema 1.11.14 (8 puntos) Dado el sistema de ecuaciones:

z+  y+ kz= k
4+ ky+ z= k*
kx+ y+ z= 1

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores del pardmetro k.
b) (1 punto). Resolverlo para k = 0.

Solucion:

a)

(SRl

D JAl= -k 43k -2=0= k=1, k=2

|

I
T
_
—
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& Sik#£1yk#-2= |A| # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A4) =n® de incégnitas, luego
el sistema seria compatible determinado.

& Sik=-2:
1 1 —2]-2 1 -2 -2
A= 1 -2 1] 4 );y | -2 1 4[=-94#0
2 1 1| 1 1 1 1
1 1
En este caso tenemos |A| =0y 1 —2 ‘ = —3 # 0 = Rango(A4) = 2. Por tanto,
Rango(A) #Rango(A) y el sistema es incompatible.
* Sik=-2:
/11t
A= 1 1 1|1
1 1 1|1

Claramente Rango(A) =Rango(4) = 1 < n® de incégnitas y se trata de un sistem
compatible indeterminado.

b) Sik=0:
x4+ Yy =0 x=-1/2
x+ z= 0 = ¢ y=1/2
y+ z= 1 z2=1/2
1.12. Ano 2011
1.12.1. Modelo
Opcion A
Problema 1.12.1 (3 puntos) Dado el sistema:
Az + A= 2
x+ y— z= 1

x4+ 3y+  z= 2
se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segiin los valores del pardmetro A

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema para A = 1.

Solucion:
a)
- A0 A2
A= 1 X —-1]1 |Al]=—-6A=0= A=0
1 3 11]2X\

@ Si A\ # 0 = |A] # 0 =>Rango(A) =Rango(A4) = 3 =n? de incdgnitas, luego en este
caso el sistema sera compatible determinado.
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e Six=0

0 0 0 ]2 —
A= 10 -1]1 { Eaﬂgo(i) —. =
13 1]0 ango(4) =
Sistema es Incompatible.
b)
x + 2= 2 x=23/2
z+ y—- z= 1 =< y=
z+ 3y+ z= 2 z=1/2
Opcién B
Problema 1.12.2 (3 puntos) Dadas las matrices:
2 -1 -1 1 0 0
A= 1 0 -1 ], I=( 01 0
-2 2 3 0 0 1

Se pide:
a) (1 punto). Calcular A% —4A + 31

1
b) (1 punto). Demostrar que la matriz inversa A~ de A es §(4I —A).

¢) (1 punto). Hallar la matriz inversa de la matriz A — 21.

Solucidn:
a)
2 —1 —1\° 2 —1 -1 100
A% —4A+31 = 1 0 -1 —4 1 0 -1 J+3[ 0 1 0
-2 2 3 -2 2 3 00 1
000
00 0
000
b)

A? —4A+3] =0 = A(A-4Al)=-3] = A( (A—4I)) =1 =

1
3

Al = %(41 —A)

(A—20)% = (A—2I)(A—2I) = A — 2T A — 2AT +4I° = A> —4A 4 4] =
A? —4A+3I+T1=0+1=1= (A-2I)"'=A-2I
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1.12.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.12.3 (3 puntos) Dada la matriz:

2¢ -2 a®
A= -1 a —1
2 1 a

Se pide:

a) (1 punto). Calcular el rango de A en funcién de los valores de a.

T 2
b) (1 punto). En el caso de a = 2, discutir el sistema A | y = 1 en funcién de los
z b
valores de b, y resolverlo cuando sea posible.
x -1
¢) (1 punto). En el caso de a = 1, resolver el sistema A | vy 2
z 2

Solucion:

a) |A|=4—a®> =0= a = +2, por tanto, si a # +2 = |A| # 0 = Rango(4) = 3.

Sia=2:
4 -2 4 I
A= -1 2 41 :épﬂOy’_l 2’6¢0
2 1 2
Luego en este caso Rango(A) = 2.
Sia=-2:
4 -2 4 4
A= -1 -2 -1 :>|A|=Oy’_1 _2’:67A0
2 1 -2
Luego en este caso Rango(A) = 2
b) Sia=2:
4 =2 4 x 2
12 1 y | = 1
2 1 2 z b
4 -2 42 L o
2 1 20

Luego el Rango(A) = 2 independientemente del valor de b. Tal y como se habia estudiado en
el apartado anterior.

—2
2 - =6(b—3)=0=>b=23
1

NI
S =N
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Sib#3 = Rango(A) = 3 y el sistema serfa Incompatible, por el contrario, si b = 3 el
Rango(A4) = 2, y en este caso serfa Compatible Indeterminado. En este ltimo caso:

{—x+2y—z:1 . ;fi_)\

2r+y+22=3 =\

c)
2 =2 1 T -1 =2
-1 1 -1 Y = 2 = ¢ y=1
2 1 1 z 2 z=-3

Opciéon B
Problema 1.12.4 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Discutir el sistema de ecuaciones AX = B, donde

0 1 (m—1) x m
A= 0 m—1 1 , X = y |, B= m
m— 2 0 0 z m—+2

segun los valores de m.

b) (1,5 puntos). Resolver el sistema en los casos m =0y m = 1.

Solucidn:
a)
y+ (m—1)z= m
(m—1)y+ z= m
(m —2)z+ = m+2
B 0 1 (m-=1)| m
A= 0 m-—1 1 m A= —m(m -2 =0= m=0, m=2
m— 2 0 0 m+ 2

@& Sim+#0ym#2= |A| # 0 =Rango(A) =Rango(A) = 3 =n? de incégnitas, luego
en este caso el sistema serd compatible determinado.

& Sim=0

0 1 -1]0 —
A= 0 -1 10 {gangogﬁgzg —
-2 0 0]2 angola) =
Sistema es Compatible Indeterminado.
&« Sim=2
01 1|2 _
A= 01 12 ﬁ{gangogjg:? —

00 04 ango\a) =

Sistema es Incompatible.
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b) Sim=0

y— z= 0 z=-1
{ ~2z e R
z=A
Sim=1
Y =1 r=-3
z= 1 = y=1
- = 3 z=1
1.12.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.12.5 ( 2 puntos). Calcular el rango de la matriz
1 3 -2
-1 1 a
A= 2 0 —a
a+2 0 a
segin los valores del parametro a.
Solucién:
1 3 -2
[Al=] -1 1 a|=2a4+2)=0= a=-2
2 0 —a
Sia=—-2:
_11 :13 :; 1 3 -2
A= y |[Ao]=| -1 1 -2 |=-8#0
2 0 2 0 0 -2
0 0 -2
Luego Rango(A) =3, Yae R
Problema 1.12.6 (2 puntos). Dada la matriz
sinz cosx O
M = cosz —sinz 0
0 0 1
se pide:
a) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz M.
b) (1 punto). Hallar la matriz M2
c¢) (0,5 puntos). Hallar la matriz M.
Solucién:
a)
sinz cosxz O sinz  cosa
|[M| =1 cosxz —sinz 0 |= = —(sin?z 4 cos?z) = —1

0 0 1 CoOsTr —SsInx
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sinx cosx O sinx cosx O 1 0 0
M? = cosr —sinxz 0 . cosr —sinx 0 = 0 1 0 =1
0 0 1 0 0 1 0 0 1

M":{M st nimpar 05 _ o,
I si npar

Opciéon B

Problema 1.12.7 (3 puntos). Dado el sistema de ecuaciones lineales

24+ 4y = 4k
—kz+ Ey+ kz= 0
z+ ky = k2

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo en funcién del valor del pardmetro k.
b) (0,5 puntos). Resolver el sistema para k = 1.

¢) (0,5 puntos). Resolver el sistema para k = 2.

Solucion:
a)
2 4 0|4k 2 40
A= -k K k| 0 |; |Al=]| -k k* k|=2kQ-k)=0= k=0, k=2
1 k Ok 1 k0

& Sik#0yk#2= |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n? de incégnitas
= SCD Sistema compatible determinado.

& Sik=0:
2 4 0|0 9 4
A= 0 0 0|0 ;’1 0’:—47&O:>
1 0 0]0
Rango(A) = 2 =Rango(A) < n? de ncégnitas = SCT Sistema compatible indetermi-
nado.
& Sik=2:
2 4 018 9 4
A= -8 4 2|0 |; 2F3=F1y‘_8 4’:407&O:>
1 2 014
Rango(A) = 2 =Rango(A) < n® de ncégnitas = SCT Sistema compatible indetermi-
nado.
b)
2x+ 4y = 4 =0
-+ y+ z= 0 = ¢ y=1
T+ Yy = 1 z=-1
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x=4/5+1/5)
—{ y=8/5—1/10\

{ 2z+ 4y =
z=A

—8z+ 4dy+ 2z= 0
1.13. Ano 2012

1.13.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.13.1 (3 puntos) Dado el sistema lineal de ecuaciones:

T+ y+ 2z = 2
—3z+ 2y+ 3z= -2
224+ my— bz= -4

se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segtin los valores de m.
b) (1 punto) Resolverlo para m = 1.

Solucion:

a)
B 1 1 2 2
A= -3 2 3| -2 = |A|=-9m —-27T=0= m = -3
2 m —-5|—-4

Sim # 3 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas = Sistema com-
patible determinado.

Sim = 3:
4 11 2| 2 -
A= -3 2 3]|-2 :>A|_O,‘_3 2‘_57&O:>
2 3 —-5|—-4
Rango(A4) = 2.
11 2
-3 2 -2 |=-44+# 0= Rango(A) =3
2 3 4

Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

b) Para m = 1:
T+  y+ 2z= 2 r=1
—3z+ 2y+ 3= -2 — (¢ y=-1
2z+ y— SHz= -4 z=1
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Opcién B
Problema 1.13.2 (3 puntos) Dado el sistema:

z+ 2y= 1
3z+ y= —a
—3x+ 2ay = 7

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro a.
b) (1,5 puntos). Resolver el sistema cuando sea compatible.

Solucion:

a)

1 2] 1
A= 3 1|-a |= |A|=2d*+12a-32=0=a=2, a=—8
-3 2a 7

' :1,) ? ’—57&0: Rango(A4) = 2

Sia#2ya#—-8= |A| # 0= Rango(A) = 3 #Rango(A4) = el sistema es incompati-
ble.

Si a = 2 = Rango(A) = 2 =Rango(A) = n® de incégnitas y el sistema es compatible

determinado.
Si a = —8 = Rango(A4) = 2 =Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema es compati-
ble determinado.
b) Sia=2:
z+ 2y= 1 { x=-1
{ 3z+ y= -2 — y=1
Sia=-8:

z+ 2y= 1 {x:3
{3:10—1— y= 8 = y=-—1

1.13.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 1.13.3 (3 puntos) Dadas las matrices

E kK 12 4 z
A= 1 -1 k , B= 6 , C= 3 , X = Y
2k -2 2 8 3 z

se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar el rango de A en funcién de los valores de k.
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b) (0,75 puntos) Para k = 2, hallar, si existe, la solucién del sistema AX = B.

c¢) (0,75 puntos) Para k = 1, hallar, si existe, la solucién del sistema AX = C.

Solucion:

a)
Al =4k(k* —1)=0= k=0, k=+1

@® Sik#00k+#+1—=— Rango(4)=3

& Sik=0:
0 0 0
A= 1 -1 0 )= Rango(4)=2
0 -2 2
& Sik=1:
1 11
A= 1 -1 1 ] = Rango(4)=2
2 -2 2
& Sik=—1:
-1 -1 1
A= 1 -1 -1 | = Rango(A) =2
—2 -2 2
b) Sik=2:
/12 —1/2  1/3 12 2/3
AX=B= X=A"'B= 1/4 -1/2 0 6 | = 0
112 1/2 —1/6 8 8/3

[\
[\
>~

/12 —1/2  1/3
A= 1 -1 2 |= A= /4 —1/2 0
/12 1/2 —1/6

N
|
)
)

c) Si k=1 elsistema AX = C tiene como matriz asociada:

/1114
A= 1 -1 1|3 ], Rango(4)=2
2 -2 213
114 B
1 -1 3 |=20%#0= Rango(A)=3

2 -2 3
Como Rango(A) #Rango(A) = el sistema es incompatible y no tiene solucién.
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Opcién B

Problema 1.13.4 (3 puntos) Dadas las matrices

se pide:

A=

0

1

1 2
-2 -1 0 |, B=| -
1

4 -1
2 =3

1 -2
-7 =8

3 2—a 3+a 3

a) (1 punto). Estudiar el rango de la matriz B en funcién de a.

b) (1 punto). Para a = 0, calcular la matriz X que verifica AX = B.

Solucién:

2)

—7 |=401-a)=0= a=1

4 -1 1
|Bi|=| -2 -3
3 2—a 3+a

Luego si a # 1 = Rango(B) = 3. Sia = 1:

b) Sia=0:

X =

~1/4
1/2
1/4

B =

4 -1
-2 =3
3 1

1 —
-7 —
4

2
8
3

|B1| = |Bs| = |Bs| = |Bs4| = 0 = Rango(B) =2

0 1 2
= -2 -1 0 |, B=
1 01

AX=B=— X =A"'B:

~1/4 1/2
~-1/2 -1
1/4 1/2

4 -1
-2 -3
3 2

4
-2
3

-1
-3

1 -2
—7 -8
3 3

2

Problema 1.13.5 (2 puntos) Calcular el valor del determinante

Solucion:

—_ == 8

e e

— N =

e e =

x
1
1
1

F17F4 X

B—F |

Fs—F, |

Fy

— o O |

i
— ==

1
1
z
1
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1 -2
-7 -8
3 3
1 2 3 4
= 0 -1 1 0
2 0 0 -1
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1.13.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 1.13.6 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3z+ 2y+ (a—1)z= 1
—r+ ay+ z =
20+ y— 2z =

|
o

se pide:
a) (2 puntos). Discutir sus soluciones segtn los valores de a.

b) (1 punto). Hallar la solucién del sistema para a = 1.

Solucién:
a)
3 2 (a—1)|1 1
A= -1 a 1 0 ; |A|:—2(a+§>(a+2):O:>
2 1 -2
1
a= —5 a=—2
. 1
- = —=:
® Sia 3
B 3 2 -1/2|1 3 9
A= -1 1/2 1 0 :>|A|—()y‘_1 1/2'7&0:
2 1 -2 |3
Rango(A4) = 2
3 2 1
-1 1/2 0 |# 0= Rango(A4) =3
2 1 3
Luego en este caso el sistema es Incompatible.
® Sig=——2:
3 2 =31 3 9
A= -1 -2 110 :>|A|:Oy‘_1 _2'7&0:
2 1 =213
Rango(4) =2
3 21
-1 —2 0 |# 0= Rango(A) =3
2 1 3
Luego en este caso el sistema es Incompatible.
b)
3z+ 2y =1 xr=-1/3
—z+ y+ z2= 0 =< y=1
2z+ y— 2z= 3 z=-4/3
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Opcién B

T Yy z
Problema 1.13.7 (3 puntos) . Sabiendoque | 1 1 0 | =1, calcular los siguientes determinan-
2 3 5
tes:
3 1 0 z+1 y+1 =z
a) (1,5 puntos) | 3z y 2z |, b) (1,5puntos) | 2—x 2—y —=z
6 3 10 3 4 5
Solucién:
31 0 T Yy z
a) 3x y 22 |=-6|1 1 0|=-6
6 3 10 2 3 5
r+1 y+1 =z r+1 y+1 =z r+1 y+1 =z
b) 2—x 2—y —z |= 2 2 0|— T y z | =
3 4 5 3 4 5 3 4 5
T Yy z 1 1 0 T Yy =z T Yy = T Yy z
211 1 0|+21 1 0f|—|2 y z|+|1 1 0|=3]1 1 0|=
3 4 5 3 4 5 3 45 3 4 5 3 4 5
F T Yy z
Fy =311 0(=3
F;— F, 3 5

1.13.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 1.13.8 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

3x+ ay+ 4z = 6
z+ (a+Dy+ z= 3
(a—1)z— ay— 3z= -3

se pide:
a) (2 punto). Discutir el sistema segtin los valores de a.

b) (1 punto). Resolverlo para a = —1.

Solucioén:
a)
A 3 a 4] 6
A= 1 (a+1) 1| 3 |A| = —3d®> - 8a—-5=0= a=—1, a=—5/3
(a—1) —a -3|-3

@& Sik#—-10k# —5/3 = Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas, y el sistema
es compatible determinado (solucién tnica).
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B 3 —5/3 6 L6
A= 1 -2/3 1| 3 :>‘1 3‘67&0:>Rango(A)2
~8/3  5/3 —3|-3
3 4 6
1 1 3|=-4%#0= Rango(A4) =
~8/3 -3 -3

Luego Rango(A) #Rango(A) y el sistema es incompatible (no tiene solucién).
& Sig=-1:
o 3 -1 4] 6
A= 1 0 1 3 ; Fg = F2 — F1
-2 1 -3|-3
Luego en este caso el sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones).
b) Sia=-1

r=3—A
3z— y+ 4z= 6 B

Opcién B
% % 7 3 .
Problema 1.13.9 (3 puntos) Sean a, b, < y d € R”, vectores columna. Si
— —
det(@, U, d) = -1, det(@, @, d)=3, det(b, e, d)=—
calcular razonadamente el determinante de las siguientes matrices:
a) (0,5 puntos). det(77377?).
%
b) (0,75 puntos). det(@ — b, 7, —d).

¢) (0,75 puntos). det(j + 37, 27, ? —3d + 7)

Solucion:

a) det(@,3d, b)=3det(@, d, b) = —3det(q, b, d) =3

b) det(@ — 6,7, —d)=det(@, @, —d)+det(—b, T, —d)=-3-2=—5
det7+3b 23, ) —37+7 = det(d, 2, b) + det(d, 2@, —3@) + det(d 2@, d) +
det(3D,2@, b)) + det(30,2d, —3@) + det(35,2d, d) = —2+0+0+0+0+6=4

Problema 1.13.10 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

T— 2z = 2
ax— y+ 2= -8

2x+ az = 4
se pide:
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a) (2 punto). Discutir el sistema segtn los valores de a.
b) (1 punto). Resolverlo para a = —5.

Solucion:

a)
1 0 -2 2
A= a -1 1|-8 |; |[Al=-a—-4=0= a= -4
2 0 a| 4

@ Sia# —4= |A| # 0= Rango(A4) = 3 =Rango(A) =n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado.

@& Siag=—4:

1 0 -2 2

A= -4 -1 1]-8 ];|Al=0, _le _(1) ‘:—175O:> Rango(A) = 2
2 0 —4 4
1 0 2
|A1|=|A|=0;]42]=| -4 -1 -8 |=0
2 4
1 -2 2 0 -2 2
|A3‘ = —4 1 -8 |= 0, |A4| == —1 1 -8 =0
2 —4 4 0 —4 4
Como
’ _i _(1) ’ = —1# 0= Rango(A4) =2

Luego cuando a = —4 tenemos que Rango(A4) = 2 =Rango(A) < n2 de incégnitas y el
sistema es compatible indeterminado.

b)
T— 2z = 2 r=2
—9r— y+ z= -8 =< y=-2
2r— 5z = 4 z=0

1.14. Ano 2013

1.14.1. Modelo
Opcién A
Problema 1.14.1 (3 puntos) Dado el sistema

x+  2y+ (m+3)z= 3
r+ y+ (@d+m-m?)z= 3
20+ dy+ 3(m+2)z= 8

se pide:

a) (2 puntos). Discutir el sistema segtin los valores de m.
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b) (1 punto). Resolverlo para m = —2.

Solucion:
a)
B 1 2 m+3 3
A= 11 44+m-m?|3 | = |A|=-m=0= m=0
2 4 3(m+2) |8

Sim # 0= |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas = Sistema com-
patible determinado.

Sim=0:

b
I
— =
— DN
=~ W
wW W
e
I
o

o
o
D

Rango(A4) = 2.

2 3
1
4 8

= —2# 0= Rango(4) =3

O = =
w

Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.

b) Para m = —2:

r+ 2y+ z= 3 r= -2
z+ Y- 2z2= 3 =< y=3
2z+  4y+ = 38 z=-1

Opciéon B
Problema 1.14.2 (2 puntos)

a) (1 punto). Dada la matriz A = ( ; ? ) y la matriz X = ( i yt ) obtener las relaciones

que deben cumplir z, y, z, t para que la matriz X verifique AX = X A.

b) (0,5 puntos). Dar un ejemplo de matriz X distinta de la matriz nula y de la matriz identidad
que cumpla la igualdad anterior.

¢) (0,5 puntos). Calcular la inversa de la matriz A.

Solucion:

a)
_ L 2Y (> y\_(= y).(l 2>
AX_XA:>(2 1)(zt>_(zt 2 1)
(x+2z y+2t)7(x+2y 2x 4y
2042z 29+t /)  \ 242t 224t

r+2z2=x+2y— z=y
y+2U=2x+y= t=u 7<x y)
Wt z=z4+2t=t==x — X= y x /)’

)=
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gai=( 18 2B,

Problema 1.14.3 (2 puntos) De las matrices cuadradas A y B se sabe que:
210 -2 0 0
A+ B= 2 0 0 |, A2~ AB+BA-B?= 0 20
-1 0 2 2 -1 0

a) (1 punto). Calcular la matriz A — B.

b) (1 punto). Calcular las matrices A y B.

Solucién:
a)
-2 0 0
(A+B)(A—B)=A%> - AB+ BA - B? = 0 20 |=
2 -1 0
-2 0 0
A-B=(A+DB)! 0 20 |=
2 -1 0
0 1/2 0 -2 0 0 0 1
A-B= 1 -1 0 0 20 |=| -2 -2
0 1/4 1/2 2 -1 0 1 0
b)
2 10 1 10
A+B= 2 0 0 A= 0 -1 0
-1 0 2 0 0 1
—
0 10 1 00
A-B=| -2 -2 0 B= 10
1 00 -1 01

1.14.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 1.14.4 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

ar+ Ty+ Sz = 0
z+ ay+ z= 3
y+ 2= -2

se pide:

a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de a.
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b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 4.
¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 2.

Solucion:

a)

B a 7 5| 0
A= 1 a 1| 3 |=|Al=d*-a—-2=0=a=—1, a=2
0 1 1]-2

Sia#—-1ya#?2= |Al # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n2 de incéngitas =
Sistema compatible determinado.

Sia=-1:
/1 75| 0 -
R B
0 1 1]-2
Rango(4) =2
-1 7 0 -
1 -1 3 | =15+# 0= Rango(A4)=3
0 1 -2
Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.
Sia=2:
/2 75]0 ) -
0 1 1|-2
Rango(4) = 2.
2.7 0
A1 = Al =0, [Az]=|1 2 3 |=0
0 1 -2
2 5 0 75 0 B
|A3]=11 1 3|=0, [A4]=|2 1 3 |=0= Rango(4)=2
01 -2 11 -2

Como Rango(A4) = Rango(A) < n? incégnitas = el sistema es compatible indetermina-
do(infinitas soluciones).

b) Para a =4:
dx+ Ty+ Sz = 0 r=2
T+ 4dy+ z= 3 =4 y=1
y+ z= -2 z=-3
c) Paraa=2:
. =T+
{x+ 2yi z: _g ] y=—2-21
4 N z2=A



Opcién B

Problema 1.14.5 (3 puntos) Dadas las matrices

1 A 0 0 1 1
A= 1 1 2 B= 1 0 -1
0 -1 -1 2 1 0

Se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de A para el cual la ecuacién matricial XA = B tiene solucién
Unica.

b) (1 punto). Calcular la matriz X para A\ = 4.
¢) (1 punto). Calcular el determinante de la matriz A%>B en funcién de .

Solucion:

a) [Al=A4+1=0= A= —1.Si A # -1 = |A| # 0 = 34! por tanto la solucién del
sistema XA = B = X = BA™! tiene solucién tnica.

b) Si A =4:
1/5 4/5  8/5
ATl = 1/5 —1/5 —2/5 |; X=BA ' =
-1/5 1/5 -3/5

01 1 1/5 4/5  8/5 0o 0 -1
1o -1 |- 15 -1/ —2/5 |=[ 2/5 3/5 11/5
2 1 0 ~1/5 1/5 —3/5 3/5 7/5 14/5

c) |A*B| = |A|A||B] = (A +1)?

1.14.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 1.14.6 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

Ar+ 2y— 3z= 2\
z+ y+ z= 1
20— 3y+ 2z2= 2

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutirlo segun los valores de A.

b) (1,5 puntos). Para los valores de A tales que el sistema tiene solucién tnica, obtener esta
solucién en funcién de .

Solucion:
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B A2 —3]2x
A= 1 1 1| 1 |= |A=5A+15=0= \=—
2 -3 2| 2

Si A\ # -3 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incéngitas = Sistema
compatible determinado.
SiA=-3:

A= 1 1 1| 1 |=|A=0 ‘i’ f’=—57é0:>
2 -3 2 2
Rango(A) =2
3 2 -6 B
1 1 1]|=15% 0= Rango(4) =
2 -3 2
Como Rango(A) # Rango(A) = el sistema es incompatible.
b) Para un A # —3 cualquiera:
2\ 2 -3 A2\ =3 A 2 2\
1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 -3 2 22+ 3 2 2 2 2 -3 2 A
T = Y= =0 z= =-
5A+ 15 A+3 5A+ 15 A+ 15 A+3

Opcién B

Problema 1.14.7 (2 puntos) Sean A y B matrices 2 con determinantes: detA = 5, detB = 3. Se
pide:

a) (0,5 puntos). Hallar det [B~"A*B?]

b) (0,5 puntos). Hallar det {A + ( g (1) ) A}.

¢) (1 punto). Si ¢; y ¢z son las columnas de la matriz A (es decir, A = (¢1 ¢2)), hallar la solucién

del sistema:
A( i ) = (c2)

Solucion:
1
) B4R = B A% = |BI AP = 5 259 =15
2 0 1 0
ol (39 )l =J[(Co 1)+ (5 1))l -
30
39| e
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c) Sea A = ( Z 2 ) = (c1 ¢2), tenemos AX = (¢;) = X = A7 (cy):
Como |A| =5 —> A*1:1< d _b>
5\ —c¢ a
x=5 (8 ) =50 ala) =5 () = (1)
5\ —¢ a d) 5\ —cb+ad /) 5\ A /] \1
-3 A+1 0
Problema 1.14.8 (2 puntos) Dada la matriz: A = 3 0 4 | sepide:
A0 1

a) (1 punto). Determinar A para que A sea invertible.
b) (1 punto). Calcular A™* en el caso A = 1.
Solucién:

a) |[Al=(A+1)(4A—3) =0= A = —1, A =3/4. La matriz es invertible para cualquier valor
distinto de los calculados anteriormente.

-3 2 0 0 -1 4
b) SiA=1: A= 304 |=A't=( 1/2 -3/2 6
10 1 o 1 -3

1.14.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.14.9 (3 puntos) Dadas las matrices:

1 1 a a T 0
a 1 1 a _ Y - 0
a a 1 1 y X = z ; 0= 0
a a a 1 w 0

se pide:

a) (1,5 puntos). Calcular el determinante de A. Determinar el rango de A segin los valores de
a.

b) (0,5 puntos). Resolver el sistema homogéneo AX = O en el caso a = 1.

¢) (1 punto). Resolver el sistema homogéneo AX = O cuando a = —1.
Solucién:
a)
1 1 a a [ Cy —Cy ] 0 1 a a
a 1 1 a| _ Cy la-1 11 a| _
a a 1 1| C3 - 0 a 1 1|
a a a 1 e ] 0 a a 1
1 a a [ & i 1 0
—(@a-D]a 1 1|=|C-0C5|=—(a-1)]|a 0 1]|=
a a 1 | Cs | a a—1 1
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(@121 = @120 -a) = @+ a1
—(a+D(a—-1P3=0=a=-1, a=1
Sia=1:
111 1
111 1
A= 1111 — Rango(4) =1
111 1
Sia=-1:

Q14 bor
A= = | -1 1 1 |=-4= Rango(4)=3
-1 -1 1 1 1 -1 1

-1 -1 -1 1
Sia#1ya#—-1= Rango(4) =4.

b) Sia =1 el Rango(4) = 1y, como el sistema es homogéneo, el sistema es compatible inde-
terminado. Como el sistema tiene cuatro incégnitas se necesitan 4 — 1 = 3 parametros:

T=-A—pu—o

r+y+z+w=0=— y=A
zZ=U
w=0
¢) Si a = —1 el Rango(A) = 3 y, como el sistema es homogéneo, el sistema es compatible

indeterminado. Como el sistema tiene cuatro incégnitas se necesitan 4 — 3 = 1 pardmetro:

11 -1 -1 x 8
-1 1 1 -1 Z -
-1 -1 -1 1 w 0

z+ y— z2— w= 0 r= g)\

—z+ y+ z— w= 0 = B 0

—z— y— 2+ w= 0 - \

Opcién B

Problema 1.14.10 (8 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

2r+  Ay+ Az= 1-—-2AX
z+  y+ (A=1)z= =2
A—1Dz+  y+ z= A—1

Se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores del pardmetro A.

b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso A = 1.
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¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso A = —1.

Solucion:

a)
2 A A 1=
A= I 1 A—1 -—2x =>|A|:)\3—3/\2+4:O:>{
A-1 1 1 -1

A=-1
A=2

Sid# -1y \#2= |A # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y el
sistema, es compatible determinado.

SiA=2:

2 -1
1 -2
1 1

Z:

— = N
— =N

En este caso el Rango(A) = 1 y el Rango(A) = 2 y el sistema es incompatible.

Sid=-1:
2 -1 -1 2
A= 1 1 -2 2
-2 1 1 -2
En este caso: F} = —F3 = el sistema es compatible indeterminado.
b) SiA=1:
20+ y+ z= 0 x=0
T+ oy = -2 = y=-2
y+ z= 0 z=2
¢c) Sia=-—1:
4
r=c-+u
{ 2r— y— z= 2 N %
z+ y— 2z= 2 y:§+u
z2=p
1.14.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A
1 2 1
Problema 1.14.11 (8 puntos) Dada la matriz A= 0 1 2 |, se pide:
0 01
a) (1 punto). Calcular la matriz inversa A~! de A.
b) (1 punto). ;Son iguales las matrices (A™')? y (4%)7'?
6
¢) (1 punto). Dada la matriz B= | 8 | resolver la ecuacién matricial AX = B.
3

Solucion:
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1 -2 3
a) A= 0 1 -2
0 0 1
1 —4 10
b) Si, (A7) =UAH""t= 0 1 —4
0 0 1
1 -2 3 6 ~1
¢) AX=B= X=A"'B=| 0 1 -2 8 | = 2
0 0 1 3 3

Opcién B

Problema 1.14.12 (2 puntos) Resolver la ecuacién:

z+1 1 6
r—1 0 —6|=6
242 z 12
Solucidn:
r+1 1 6 zr 1 6]l 1 1 6 x 1 6 11 1
z—1 0 —6|=| 2 0 —6|| -1 0 —6|=|2 0 —6|=6z]1 0 —1]=
2242 z 12 22 oz 12 2 x 12 2 oz 12 x x 2
01 1 L1
6z| 1 0 —1|=—6x ’=—6x(2—x):6:>
x 2
0 =z 2

r=1+2
Problema 1.14.13 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

z+ ay— z= 0
3z+ 2y+ az= 0
7z+ 9y+ 9z= 0

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segin los valores de a.
b) (0,5 puntos). Resolverlo para a = 5.

Solucién:

a) Se trata de un sistema homogéneo

1 a -1
A= 3 2 a | = |A|=7a>-36a+5=0= a=5, a=1/T
79 9

Sia#5ya#1/7T= |A| # 0= Rango(A4) = 3 = n° de incégnitas = Sistema compatible
determinado. Solucién trivial (z =y = 2z =0)
Sia=050a=1/7 el sistema es compatible indeterminado.
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b) Para Sia =5:

z = —27/13)
z+ Sy— z= 0 B
{3w+ 2u+ H5z= 0 = ¥=8/13)
z=A
1.15. Ano 2014
1.15.1. Modelo
Opcion A
Problema 1.15.1 (3 puntos) Dadas las matrices
1 1 1 0 0 1
A= 112 ); B=[ 010
4 3 k 1 00

se pide:
a) (0,5 puntos). Hallar los valores de k para los que existe la matriz inversa A",
b) (1 punto). Hallar la matriz A~! para k = 6.

¢) (1,5 puntos). Resolver la ecuacién matricial AX — A = B para k = 6.

Solucién:
a)
11 1
Al=|1 1 2|=1#£0= JA'Vk,eR
4 3 k
b)
11 1 0 -3
k=6=—= A= 1 1 2 | = A1= 2 2 -1
4 3 6 -1 1 0
¢c) AX-A=B= X=A"B+A)
0 -3 1 1 1 2 2 -3 0
X = 2 2 -1 1 22 |=| -1 3 2
-1 0 5 3 6 0 1 0

Opcién B

Problema 1.15.2 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

(a+2)z+ (a+1y= -6
T+ Sy = a
T+ y= -5

se pide:

a) (1,5 puntos). Discutir el sistema segin los valores de a.
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b) (0,5 puntos). Resolverlo cuando sea posible.

Solucién:
a+2 a+1|—-6
A= 1 ) a
1 1 -5
a) [Al = —2la—21 = 0 = a = —1. Sia = -1 = |A| # 0 = Rango(4d = 3 #
Rango(A) = 2 = el sistema serfa incompatible.
Sia=-1:
1 0]—-6
A= 1 5|1
1 1|5

En este caso Rango(A = 2 = Rango(A) = n? de incégnitas=> el sistema seria compatible
determinado.

{ x=—6 L { r=-6

T+y=-5 y=1

Problema 1.15.3 (2 puntos) Sabiendo que el valor del determinante
T Yy =z
1 01
2 4 6

es igual a 1, calcular el valor de los determinantes:

3 01
a) (1 punto). | 3z 2y =z
6 8 6

24+ 44y 642
b) (1 punto). | 3z—1 3y 3z-1

3 4 7
Solucién:
a)
3 01 1 01 x Yy z
3z 2y 2z |=6|z y z|=—-6|1 0 1|=-6
6 8 6 2 4 6 2 4 6
b)
242 44y 64z 242 44y 64z 24z 44y 642
3r—1 3y 3z2—-1|=|3z—-1 3y 3z—-1|+|3zxz—-1 3y 3z—-1|=
3 4 7 2 4 6 1 0 1
2 4 6 T Y z
=|3z—-1 3y 32—1|+|3xz—-1 3y 32—-1 |+
2 4 6 2 4 6
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24z 4+y 6+=2 24z 4+y 6+=2

4+ -1 0 -1 |+| 3z 3y 3z =
1 0 1 1 0 1
T Yy oz T Yy z 2 4 6 r Yy =z
=3z 3y 32 |—|1 0 1 |+|3x 3y 32 |+ | 3z 3y 3z |=
2 4 6 2 4 6 1 0 1 1 0 1
Ty =z Ty =z Ty =z Ty =z
=—|1 0 1|-3/2 4 6|=2]{1 0 1(=2|{1 0 1]|=2
2 4 6 1 0 1 2 4 6 3 4 7
1.15.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.15.4 (3 puntos) Dadas las matrices
a B v T 1 0
A= v 0 a |; X= y |; B= 0 0= 0
1 B v z 1 0
se pide:
1
a) (1,5 puntos). Calcula «, 8 y v para que 2 sea solucién del sistema AX = B.
3

b) (1 punto). Si 8 =~ =1 ;Qué condicién o condiciones debe cumplir o para que el sistema
lineal homogéneo AX = O sea compatible determinado?

¢) (0,5 puntos). Sia = —1, 8 =1y v =0, resuelve el sistema AX = B.

Solucién:

a)
a B v 1 1 a+280+3y=1 a=1
v 0 « 2 = = 3a+~v=0 — B8=9/2
1 8 v 3 1 28+3y=0 v=—

b) B=y=1
a 1 1 T 0
1 0 « Y 0 |; |[Al=—ala—1)=0= a=0, a=1
1 1 1 z 0

Se trata de un sistema homogéneo:

Sia#0ya#1= |A| # 0= Rango(A4) = 3 = n® de incignitas por lo que es un sistema
compatible determinado y su unica solucion seria la trivial: x =y =2 = 0.
Sia=00a=1= |A] = 0 = Rango(A) < n° de incégnitas por lo que es un sistema
compatible indeterminado.

¢) Sia=-1,=1yy=0:

-1 1 0 T 1 —zrz4+y=1 z=0
00 -1 . Y = 0 - —2z=0 = y=1
1 1 0 z 1 z+y=1 z=0



Opcién B
Problema 1.15.5 (2 puntos) Dada la matriz:

-1 -1 a
A= -3 2 a |, se pide:
0 a —1

a) (1 punto). Hallar el valor o valores de a para que la matriz A tenga inversa.
b) (1 punto). Calcular la matriz inversa A~ de A, en el caso a = 2.

Solucion:
a) |Al = —2d*+5=0= a:j:\/g.
5
Sia;ﬁi\g:m\;&o: AL

5
Sia= :l:\/;=> |A| = 0= no existe A™".

b) Para a = 2:
-1 -1 2 2 -1 2
A= -3 2 2 |=Aa'=[ 1 -1/3 4/3
0 2 -1 2 —2/3 5/3

Problema 1.15.6 (2 puntos) Por la compra de cinco cuadernos, dos rotuladores y tres boligrafos
se han pagado veintidds euros. Si se compran dos cuadernos, un rotulador y seis boligrafos, el coste
es de catorce euros. Se pide:

a) (1 punto). Expresar, en funcién del precio de un boligrafo, lo que costarfa un cuaderno y lo
que costaria un rotulador.

b) (1 punto). Calcular lo que deberfamos pagar si adquirimos ocho cuadernos y tres rotuladores.

Solucién:
Sean z el precio de un cuaderno, y el precio de un rotulador y z el de un boligrafo.

a)
{5x+2y+3z:22 {x=—6+9z
2 +y+ 62 = 14 y =26 24z

b) 8z 4+ 3y = 8(—6 + 9z) + 3(26 — 24z) = 30 euros.

1.15.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 1.15.7 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales
rT— Y+ z= 1
y— z= a

r+ y— z= 3d*

se pide:
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a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de a.

b) (1 punto). Resolverlo cuando sea posible.

Solucién:
B 1 -1 1] 1 L1
a) A= 0 1 —-1] a :>A|:|A1:Oy’0 1’:17é0:>
1 1 —1]3a®
Rango(A) =2 Va € R.
1 -1 1
|A42]=10 1 a|=3>-2a—-1=0=a=1, a=-1/3
1 1 a?
11 1
A3 =10 -1 a|=-3a*+2a+1=0=a=1, a=-1/3
1 -1 3d?
-1 1 1
|A4|= 1 -1 a|=0
1 —1 3a?

En conclusién si a # 1y a # —1/3 = RangoA = 3 #Rango(A) y el sistema serfa incompa-
tible. Por el contrario si a =1 0 a = —1/3 = RangoA = 2 =Rango(A) < n° de incégnitas
y el sistema seria compatible indeterminado.

b) Para a = —1/3:

xr=2/3
T— y+ z= 1
{ DTN = ¢ y=-1/3+2A
y— z= -1/3 L\
Para a = 1:
z— y+ z= 1 v =2
{ T = y=14A
4 ) 4 2= A
Opcién B
a b c
Problema 1.15.8 (3 puntos) Sabiendo que la matriz A = 1 2 3 tiene determinante
r oy z
igual a 10, se pide calcular justificadamente:
2a+b b c
a) (1 punto). El determinante de la matriz 4 2 3
2c+y y =z
3z 3y 3z
b) (1 punto). El determinante de la matriz 1 2 3
2a 2b 2c
a+2 b+4 c+6
¢) (1 punto). El determinante de la matriz (BB*)?, donde B = 1 2 3 y B
x Yy z

es la matriz transpuesta de B.
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Solucion:

2a+b b c 2a b ¢ b b ¢ a b c
a) 4 2 3 |= 2 2 3 |42 2 3(=2{1 2 3|=20
20 +y Yy =z 20y z Yy oy z T Yy =z
3r 3y 3z a b c
by|] 1 2 3 |=-6/1 2 3|=-60
2a 2b 2c Ty z
a+2 b+4 c+6 a b ¢ 2 4 6
c) |B| = 1 2 3 =1 2 3|+|1 2 3|=10
x Y z T Yy z Ty z

(BB')’| = |BB'|> = (IB||B"|)’ = (|B]*)* = |B|® = 10°

1.15.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 1.15.9 (3 puntos) Dadas las matrices:

1 a a T 0
A= 1 a 1 , X = y |, O= 0
a—1 a 2 z 0

a) (1 punto). Determinar el valor o valores de a para los cuales no existe la matriz inversa A",
b) (1 punto). Para a = —2, hallar la matriz inversa A~1.

¢) (1 punto). Para a = 1, calcular todas las soluciones del sistema lineal AX = O.

Solucion:

a) |Al=—a(a®* —3a+2)=0= a=0,a=1ya=2.
Sia=0o0oa=1oa=2= |A|=0= AA"L.
Sia#0ya#lya#2=— |[A]#0= A~

b)
1 -2 =2 -1/12 1/3 -1/4
A= 1 -2 1 |=A'=| -5/24 -1/6 -1/8
-3 -2 2 -1/3  1/3 0

¢) Sia=1y AX = O tenemos:

111 —
A= 111 :»{x“””zzo — §=—2A
01 2 y+2:=0 2=\
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Opcién B
Problema 1.15.10 (2 puntos) Dada la ecuacién matricial:
a 2 1 1
< 37 ) b= ( 11 >
donde B es una matriz cuadrada de tamano 2 x 2, se pide:

a) (1 punto). Calcular el valor o valores de a para los que esta ecuacién tiene solucién.

b) (1 punto).Calcular B en el caso a = 1.

(52 e=(1 1)

a) A-B=C = B = A"'C, luego la ecuacién tiene solucién siempre que exista A~':

Solucion:

6
|Al=Ta—6=0= a=-

Sia=7/6= |A|=0= AA™".
Sia#7/6= |Al#0= 34"

b) B=A"'C:

(12 ,1_< 7—2)
A_<3 7>:>A =\l 3 1
5
9

B:A‘lCZ(_; f)(i ”:(—

Problema 1.15.11 (2 puntos) Estudiar el rango de la matriz:

2 -1 -3 5
2 2 -1 a
A=l 1 1 16
3 1 -4 a
segun los valores del parametro a.
Solucién:
2 -1 -3 5 Fy 2 -1 -3 5
2 2 -1 a Fy+2F 6 0 -7 a+10 |
1 1 1 6 Fs+F 3 0 -2 11
3 1 —4 a Fy+ F ) 0 =7 a+5
6 -7 a+10
3 -2 11 |=12—-2a=0= a=6
5 =7 a+5
Sia# 6= |A|l # 0= Rango(4) =4.
Sia=6= |A| =0 = Rango(4) < 4.Y como
2 -1 -3
2 2 —-1|=9%#0= Rango(A)=3
1 1 1
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1.16. Ano 2015

1.16.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.16.1 (3 puntos) Dadas las matrices

-2 4 2 -2 x 0
A= -1 m m |; B= 0 X = Y 0= 0
-1 2 1 -1 z 0

se pide:
a) (1 punto). Estudiar el rango de A segun los valores de m.
b) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz A°.
¢) (0,75 puntos). Para m = —2, resolver el sistema AX = O.
d) (0,75 puntos). Para m = 0, resolver el sistema AX = B.

Solucion:

a)

-2 4 2
[Al=| -1 m m |=0Vm e R= Rango(A4) <3
-1 2 1
—2 4 .
1 =-2m+4=0= m=2= Sim#2 Rango(4) =2
Y si m = 2 tenemos :1 g‘=—2#0=> Rango(A) = 2

Por tanto, Rango(4) =2 Vm € R.
b) |A20‘ _ |A|20 _ 020 =0

¢) Se trata de un sistema homogéneo y el Rango(A) = 2 < n® de incégnitas, luego es un sistema
compatible indeterminado.

20 +4y+2:=0 v=—1/2A
= ¢ y=-3/4\
—r—2y—22=0 JR

d) Para m = 0 se observa que F; = 2F5 y como Rango(A) = 2 se trata de un sistema compatible

indeterminado.
%t Ay + 22 = —2 z=0
=0 :>{ z=0 = —1-A
o B _ y =
et tr=—1 r+2y+z 1 z:/Q\
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Opcién B
Problema 1.16.2 (2 puntos)

a) (1,5 puntos). Hallar X e Y, matrices 2 x 2, tales que
3 -1 21 1 0 1 3
xa(p 2)r=(13) x+(i 1)r=(o 1)

b) (0,5 puntos). Hallar Z, matriz invertible 2 x 2, tal que

Solucion:

2)

2_._1__._1__13> _(1/3 1)
b) Z2.31-27'=32-2-2 _3Z_<1 2)=2={1)3 a3

Problema 1.16.3 (2 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

max+ y= 0
z+ my= 0
mx+ my= 0

se pide:
a) (1,5 puntos). Discutirlo segun los valores de m.
b) (0,5 puntos). Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

Solucion:

a)

B m 1|0 m 1
A= 1 m|o0 ‘ ‘m210:>m:t1
1 m
m m |0
. 1 S .
Sim # +1 = 1711 m # 0 = Rango(A4) = 2 = n? de incdgnitas y, por ser un sistema
homogéneo, seria un sistema compatible determinado.

Sim=—1:
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-1 1|0

A= 1 =10 }; ‘ _11 :1 ‘ = —2 # () = como antes seria un sistema compatible
-1 —-11]0

determinado.

Sim =1:
1 1|0

A= 1 110 Las tres filas son iguales y el sistema seria compatible indeterminado.
1 10

(x+y=0)

1.16.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 1.16.4 (3 puntos)
a) (2 puntos). Discutir, segin los valores de m, el sistema de ecuaciones siguiente:

dx+ 3y+ (m—1)z= 0
r— 2y+ mz= 1
Sz+ my+ z= 1

b) (1 punto). Resolver el sistema anterior para el caso m = 1.
Solucién:
a)
4 3 m—-1]0

A= 1 -2 m |1 Al = —3m*4+24m —21=0= m =1, m=17
5 m 1 1

Sim#1ym#7= |A|] # 0= Rango(A4) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas, serfa un
sistema compatible determinado.

Sim=T:
B 4 3 610 4 3
A= 1 -2 7|1 ;|A|:Oy' ‘z—ll#OﬁRango(A)zZ
1 =2
5 7 1|1
Como
4 3 0 -
1 -2 1 |=-24+#0= Rango(4) =3
5 7 1
Luego, en este caso, el sistema es incompatible.
Sim=1:
A 4 3 010 4 3
A= 1 =2 1]1 ;|A|Oy' ‘ —11# 0 = Rango(A4) =2
5 1 11 L =2

Como F3 = I + F, — Rango(Z) =2. En este caso el sistema es compatible indeterminado.
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b) para m = 1:

e 3
z— 2y+ z= 1 Y= 111
z=A
Opcién B
Problema 1.16.5 (2 puntos) Dadas las matrices:
0 01 3 00
A= o010 )|, B=[ 03 0
1 0 0 0 0 3

se pide:
a) (1 punto). Calcular A" y A%

b) (1 punto). Resolver la ecuacién matricial 6X = B — 3AX, donde X es una matriz cuadrada
de orden 3.

Solucion:

A si n impar

a) A1:A,A2:A-A:I:>A”:{ .
I si n par

A15:AyA20:I

b) 6X =B —-3AX = 6X +34AX =B = (6] +3A)X =B = X = (6] +3A)"'B

6 0 0 00 3 6 0 3
6I1+34= 0 6 0 |+ 0 3 0 |=| 0 9 0
0 0 6 300 3 0 6
2/9 0 —1/9
(61 +34)7! = 0 1/9 0
-1/9 0 2/9
2/9 0 -1/9 300 2/3 0 -1/3
X =(6I+3A4)"'B= 0 1/9 0] 030 |= 0 1/3 0
-1/9 0 2/9 0 0 3 -1/3 0 2/3

Problema 1.16.6 (2 puntos) Dadas las matrices:

1 2 3 1 0 0
A= 0 t 2 |,el= 01 0 se pide:
3 -1 t 0 0 1

a) (1,25 puntos). Hallar el rango de A en funcién de .

b) (0,75 puntos). Calcular ¢t para que det(A —¢I) = 0.

Solucion:
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a) [A|=1t* -9+ 14=0=t=Tyt=2.Sit#AT7yt#2= |Al #0= Rango(A) = 3.

Sit=T:
1 2 3 1 92
A= 0 7 2 |]; |4 =0, =7% 0= Rango(4) =2
0 7
3 -1 7
Sit=2:
1 2 3 1 9
A= 0 2 2 ,A|_0,‘ ’_25£0:>Rango(A)_2
0 2
3 -1 2
b)
1 2 3 t 00 1-1t 2 3
A—tl= 0 t 2 — 0 ¢t 0 = 0 0 2
3 -1 ¢t 0 0 ¢ 3 -1 0

|A—tl|=—2(-T+t)=0=t=7

1.16.3. Ordinaria-Coincidente

Opcion A
1 00 100
Problema 1.16.7 (2 puntos) Dadas las matrices: L = 1 3 0 JelI=( 010 |,
-1 -1 1 0 0 1

se pide:
a) (1 punto). Calcular la matriz inversa de L.

b) (1 punto). Buscar la matriz A, tal que LAL' = I, donde L' es la traspuesta de L.

Solucién:
1 0 0
a) L'=( -1/3 1/3 0
2/3 1/3 1
1 0 0 1 —-1/3 2/3
by A=L7YIH = -1/3 1/3 0 0 1/3 1/3
2/3 1/3 1 0
1 —1/3  2/3
A= -1/3 2/9 -1/9
2/3 —-1/9 14/9
m -2 0
Problema 1.16.8 (2 puntos) Dada la matriz A = 0 —2 0 |, sepide:
0 1 m

a) (1 punto). Estudiar el rango de A, segin los valores de m, e indicar para qué valores de m
admite inversa la matriz A.
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b) (1 punto). Sin calcular A~*, hallar m para que det(A) = det(4A™1).

Solucién:
a) [Al = —2m*> =0 = m =0.Sim # 0 = |A| # 0 = Rango(4) = 3 = 34~ Si
m=0= |A] =0 = Rango(4) =1 = AA".
b) |4A—1|—43-i—£—|A|:> o mi— 2 — =2
B R T - -

Opcién B

Problema 1.16.9 (3 puntos)

2x+ y= b

a) (2 puntos). Discutir el sistema de ecuaciones x4+ my= T ,en funcién de los valores
T— y= 4

del pardmetro m y hallar la solucién del sistema anterior en los casos en los que ésta sea

unica.

b) (1 punto). Encontrar el valor o valores de k que hacen incompatible el sistema

{ r— Y+ kz= 2
kx— ky+ 4z= —4
Solucién:
2 115
a) A= 1 m|7 |=|A=3m+12=0= m=—4
1 1|4
Sim # —4 = |A| # 0 = Rango(A) = 3 #Rango(A) = sistema incompatible.
Si m = —4 como ? _1 = —3 # 0 = Rango(A) =Rango(A) = 2 = n° de incognitas y

el sistema es compatible determinado.

2z+ y= 5 =3
r— 4dy= 7 :>{ :71
T— = 4 y

b) A= ( L -1k 2 ) |Ay| = 0, |Ag| = 4—k2, | Ag| = —4—2k, | Ag| = 4+2k, | A5| = —4k+8

k -k 4| -4
Si k=2= |A3] = —8 # 0 => Rango(A) = 2 #Rango(A) = 1 = el sistema es incompa-
tible.
Si k=-2= |A5| =8 # 0 => Rango(A) = 2 #Rango(A) = 1 = el sistema es incompa-
tible.
Si k # +2 = Rango(A4) = 2 =Rango(A) <n° de incégnitas = sistema compatible inde-
terminado.
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1.16.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.16.10 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

—-mx+ my+ z= 0
T— my+ 3z 4
20— 2y— z= 0

a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores del pardmetro m.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 0.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 2.

Solucién:
a)
B -m m 1 (0
A= 1 -m 3 |4 A= -m?+3m—-2=0= m=1, m=2
2 -2 =110

Sim#1ym#2= |A| # 0= Rango(A) = 3 =Rango(A) = n° de incdgnitas, serfa un
sistema compatible determinado.

Sim=1:
-1 1 110 1
A= 1 -1 3 |4 |;|4 =0y = —4# 0= Rango(A) =2
1 3
2 -2 -1|0
Como
1 1 0 B
-1 3 4 |=-4#0= Rango(4) =3
-2 -1 0
Luego, en este caso, el sistema es incompatible.
Sim=2:
B -2 2 110 9 9
A= 1 -2 3 |4 ;A|Oy‘ ‘67&0:>Rango(A)2
1 -2
2 -2 =110
Como F3 = —F; = Rango(A) =2. En este caso el sistema es compatible indeterminado.
b) para m = 0:
z=0 =4
r+32=4 - y=4
20 —2y—2=0 z=0
c) param = 2:
r=—4+4)\
—2z+ 2y+ z= 0 - 7
{ r— 2y+ 3z= 4 = y774+§>‘

z= A\
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Opcién B

a b c
Problema 1.16.11 (2 puntos) Sabiendo que | d e f | = 3 y usando las propiedades de los
1 2 3
determinantes, calcular el valor de los siguientes determinantes:
2a —2b ¢ 5b
a) (1 punto). | 2d —2e f be
-2 3 10

a—1 b—2 2c—6
b) (1 punto). 2 4 12
d e 2f

Solucion:
a)
2a —2b ¢ bb 2a—2b b ¢
2d—2e f bBe |=-b|2d—2e e f |=
-2 3 10 -2 2 3
2a b c -2b b ¢
-5 2d e f|4+| -2 e f =-30
2 2 3 -4 2 3
b)
a—1 b—2 2¢—6 a—1 b—2 2¢c—-6
2 4 12 | =2 1 2 6 | =
d e 2f d e 2f
a b 2c -1 -2 -6
2 1 2 6|+ 1 2 6 =-12
d e 2f d e 2f

3 1

Problema 1.16.12 (2 puntos) Dada la matriz A = ( 10

) hallar todas las matrices B =

( ac 2 ) que conmutan con A, es decir que cumplen AB = BA.

Solucién:
(3 1)((1 b>_<a b)(3 1)
1 0 c d/) \c d 1 0
3a+c=3a+b
3a+c 3b+d\ _ (3a+b a 3Bb+d=a a=3b+d
( a b)i(Sc—i—d c):> a=3c+d :>{b:c
b=c
_( 3c+d b)
s=(*0 )
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1.16.5. Extraordinaria-Coincidente

Opcién A
a—1 1 -1 T
Problema 1.16.13 (& puntos) Dadas las matrices M = 0 a—2 1 , X =
1 0 2
0
y O = 0 , se pide:
0

a) (1 punto). Determinar los valores del pardmetro a, para que la matriz M tenga inversa.
b) (1 punto). Hallar la inversa de M, para a = 2.

¢) (1 punto). Resolver el sistema homogéneo M X = O, para a = 1.

Solucién:
a) [IM|=2d*> -5a+3=0= a=1ya=3/2

Sia#1lya#3/2= |M|#0=— 3IM~*!
Sia=1loa=3/2= |M|=0= AM "

1 1 -1 0 —2 1
b) Sia=22M=( 00 1 |=M'=(1 3 -1
1 0 2 0 1 0
¢) Sia=1:
0 1 -1 x 0
0 - 1 Y = 0 =
1 0 2 z 0
0 1 -1
M = 0 -1 1 como F, = —F; = sistema compatible indeterminado:
1 0 2
= —2A

y—2=0 2
{ r+22=0 — y=A
z=A
Opciéon B
Problema 1.16.14 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:
y+ z= 1

(k—1a+ y+ z=
z+ (E—1y+ z= 0

=

se pide:
a) (2 puntos). Discutir el sistema segun los valores de k.
b) (1 punto). Resolverlo para k =0 y para k = 1.

Solucion:
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0 1 1|1
) A= k-1 1 1|k |=|A=k-1)(k-2=0= k=1yk=2
1 k—1 11]0
Sik#1yk#2= |A] # 0 = RangoA = 3 =Rango(A4) = n? de incégnitas y el sistema

es compatible determinado.

01 1|1
Sik=1A= 01 1|1 como F; = I, = el sistema es compatible indeterminado.
1 0 11]0
01 1|1 0 1 1 1
Sik=2 A= 1 1 12 = 1 11 2 y el sistema es incompatible.
1 1 110 00 0|-—-2
y+ z= 1 rz=1
b) Parak=0:¢ —z+ y+ z= 0 =< y=1
z+ —y+ z= 0 z=0
o= 1 r=-A
Parak:lz{x+ S— 0 =< y=1—2A

1.17. Ano 2016

1.17.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.17.1 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

z+ 2y+ kz= 1
22+ 4y+ = 3
kx+ 2y— z= 3

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores de k.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso k = 2.
¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso k = 1.

Solucion:
a)

12 k|1 1
A= 2 4 13 \A|=—4k2+6k—2=0:,,k:l,k::5
k2 —1|3

Sik#1yk# 1/2 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema

compatible determinado.
Sik=1:

A=

— =

2
4

[l AV
N = DN
— =
W w

;|A|0;’ ‘27&0:>Rango(A)2
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1 2 1
1 2 3
1 11 2 1 1
1 -1 3 2 -1 3
2 1 —
41T —2 # 0 = Rango(4) = 2.
Luego Rango(A) = 2 =Rango(A) < n? de incégnitas y el sistema es compatible indetermi-
nado.
Sim=1/2:
B 12 1/2]1 "/,
A= 2 4 1 13 ];]A]=0; 1/2 2’:2750:>Rang0(14):2
/2 2 -113
2 1/2 1
4 1 3 | =3+# 0= RangoA = 3 #Rango(A) = sistema incompatible.
2 -1 3
b) Sik=2:
z+ 29+ 2z= 1 r=1
22+ 4dy+ z= 3 = y=1/3
22+ 2y— z= 3 z=-1/3
c) Sik=1:
z+ 2y+ z= 1 z=A
{ %t Ayt z= 3 = y=1-2/2
z=—1
Opciéon B
Problema 1.17.2 (2 puntos) Dadas las matrices
1 2 0 1 0 0 z 0
M=(210 ), 7= 010}, x=(49y |, 0o=[o0
0 0 3 0 01 z 0

se pide:

a) (1 punto). Calcular el valor o valores de A que hacen que el determinante de la matriz M — AT
sea igual a 0.

b) (1 punto). Para A = —1, resolver el sistema de ecuaciones lineales: (M — A X = O.
Solucién:
1-Xx 2 0
a) IM—=X|=| 2 1-X 0 |=-X+452-3\-9=0= A=-1 \=3
0 0 3—-A
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2 20
by M—X=| 2 2 0 | eslamatriz asociada a este sistema homogéneo que es claramente
0 0 4

compatible indeterminado:

r=—t

z+y=0 _

{ 4z=0 — ) Y=!

z=0

Problema 1.17.3 (2 puntos) Dadas las matrices:

100 0 0 1 100
A= -1 2 3 ),B=1 010 |, I= 010
0 1 2 100 0 0 1

resolver la ecuacién matricial AX + 3B = B(A" + 3I), donde A’ denota la matriz transpuesta de
A.

Solucién:
1 0 0 1 -1 0
A7l = 2 2 -3 |; A'=( 0 21
-1 -1 2 0 3 2

X =AY BA"+3B-3B)=A"'BA' =

0 0 1 1 -1 0 0 3 2
2 2 =3 01 0 0 2 1 = -3 13 6
-1 -1 2 1 00 0 3 2 2 =7 =3

1.17.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.17.4 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Despeje X en la ecuacién matricial X(CD)™! = A+ X(D~'C~! — B), siendo
A; B; C; D matrices cuadradas invertibles. Exprese X de la forma mas simple posible.

2 0 -1 1 1 -1
b) (1,5 puntos). Para A = 10 1 y B = -1 0 1 determine la matriz Y
2 1 1 1 1 1

tal que YB = A.

Solucién:
a) Vamos a aplicar la propiedad (CD)~! = D~'C™:
X(CD)y'=A+X(D'C'-B)= X(CD)'-X(D'C'-B)=4A=
XDy '—(D'Cc'+B)=A= XB=A= X =AB"!
b) YB=A= Y =AB™ "

2 0 -1 ~1/2 -1 1/2 ~1/2 -2 1/2
vy=(10 1] 1 1 0 -1 -1 1
2 1 1 ~1/2 0 1/2 ~1/2 -1 3/2

130



Opcién B

Problema 1.17.5 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3z+ Y + mz = 1
T— Y + 2z= =2
52+ (m+1ly + 2z2= 4

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segin los valores de m.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 0.
¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso m = 2.

Solucion:

a)
3 1 m| 1
A= 1 -1 2| -2 [Al=m? —4=0= m =42
5 m+1 2| 4

Si m # +2 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema compatible

determinado.
Sim=-2:
/3 1 2|1 { 1
A= 1 -1 2|-2 ;A|:O;‘1 _1‘:—47&O:>Rango(A):2
5 —1 2| 4
3 1 1
(A1 = |A[=0; [Agf=| 1 -1 =2 |=-2870;
5 —1 4

Luego Rango(A) = 2 #Rango(A) y el sistema es incompatible.

Sim=2:
/3 1 2|1 s 4
A= 1 -1 2|-2 |];|Al=0; =2+# 0= Rango(4) =2
5 3 2| 4 1/2 2

F3 = 2F; — F5, — sistema compatible indeterminado.

b) Sim = 0:
3z+ y = 1 r=-2
T— Yy + 2z2= -2 = y="1
Sx+ y + 2z= 4 z2="T/2
¢) Sim=2:
x=-1/4—-X
3z+ y + 2z= 1 B
{ T— y + 2z= -2 — 5:1/4—’—)\
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1.17.3. Ordinaria-Coincidente

Opcién A
-1 0 2 1 2 0
Problema 1.17.6 (3 puntos) Dadas las matrices A = 0 a O y B = 0 2 -2 |,
0 01 1 5 -1

se pide:

a) (1 punto). Determinar los valores del pardmetro a, para que se verifique la igualdad A% =TI,
siendo I la matriz identidad de orden 3.

b) (1,5 puntos). Para a = 2, resolver la ecuacién matricial AXA™* = B.

¢) (0,5 puntos). Calcular el determinante de la matriz (2B) ™.

Solucion:
a)
1 0 0 1 00
A=T= [ 0 a0 |=[ 010 ]|=d"=1= a=+1
0 0 1 0 0 1

b) AXA™'=B= X =A"'BA:

-1 0 2\ "' 12 0 10 2 1 16 0
X = 0 2 0 02 —2 |- 020 |= 0 2 -1
00 1 5 —1 00 1 -1 10 1
10 2\ ' 1 0 2
02 0 » 0 1/2 0
00 1 0 0 1
¢)
b 1 1
|2B) ! = = = = =

Opcién B
Problema 1.17.7 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales:

ax— y + z= 0
z+ y + az= 0
ar+ 4y + 2z= a

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores del pardmetro a.
b) (0,5 puntos). Resolverlo, si es posible, para a = 1.
¢) (0,5 puntos). Resolverlo, si es posible, para a = —1.
Solucién:
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B a —1 1|0
A= 1 1 a0 Al = -5a*+a+6=0= a=—1, a=6/5
a 4 2a
Sia# —1ya+#6/5=Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n° de incégnitas y serfa un sistema

compatible determinado.

Sia=6/5
B 6/5 -1 1] 0 6/5 -1
A= 1 1 6/5| 0 ;|A:O;'1 1’:11/57&O:>Rango(A)=2
6/5 4 2|6/5
6/5 —1 0
Al =1A|=0; |[Ao]=| 1 1 0 |=66/25#0;
6/5 4 6/5

Luego Rango(A) = 2 #Rango(A) < y el sistema es incompatible.

Sia=-1:
-1 -1 1 0 11
A= 1 1 —-1]0 i Al = 0; ‘:5#O:>Rang0(A):2
-1 4
-1 4 2 | -1
F, = —F; = sistema compatible indeterminado.
b) Sia=1:
z— y + z= 0 z=-1
z+ y + z= 0 = y=0
x+ 4y + 2z= 1 z=1
c) Sia=—1:
x=1/546/5\
>+ y - z= 0 _ e
{,x+ 4y + 2z= -1 = ZZ/:)\I/5 1/5A

1.17.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 1.17.8 (2 puntos)

a) (1 punto). Determine, si es posible, los pardmetros « y 8 de modo que se verifique la igualdad:
2
(3 _4)+ﬂ<1 O) _( 3 —8)
N5 -1 2 1) ~\ -2 -5
b) (1 punto). Determine los posibles valores de A para que el rango de la matriz A sea 2, donde

a=a(35)+( V)
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Solucion:
a)
3 —4 1 0 3 -8
a(5 —1>+5<4 1):<—2 —5>

( iﬂg —afg ) - ( —3 :2 )

3a+p8=3

—4do = —8 {a:2
sa+4f=-2 | f=-3
—a+pB=-5

(22 +1 2\
A*( A 3)\+1)

1
Al =4\ +5A+1=0= A= —1, A=

El Rango(A) =2si A # -1y A # —1/4.

Problema 1.17.9 (2 puntos) Cierta fundacién ha destinado 247000 euros para la dotacién de
115 becas de estudios. El importe de cada beca es de 3000 euros, si el estudiante cursa un grado
universitario; de 2000 euros, si cursa formacién profesional y de 1500 euros, si realiza estudios de
postgrado. Sabiendo que la fundacién ha concedido doble nimero de becas de formacién profesio-
nal que de postgrado, jcuantas becas ha concedido a cada nivel de estudios?

Solucién:
x : n° de becas para grado, y : n° de becas para FP y z : n® de becas para postgrado.

r+y+z2z=115 r+y+z=115 z =31
3000z + 2000y + 1500z = 247000 =— ¢ 6x +4y+32 =494 — ¢ y =56

Opciéon B

Problema 1.17.10 (8 puntos) Dado el sistema de ecuaciones siguiente:

22+ (a—1)y — 2z= a
2x+ y — az= 2
—x+ y + z= 1l-a

se pide:
a) (2 puntos). Discutirlo segiin los valores de a.
b) (1 punto). Resolverlo cuando sea posible.

Solucion:
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A= 2 1 —a| 2 Al=ad’-a—-2=0= a=—-1, a=2
-1 1 1|1-a

Sia# —1ya# 2= Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sia=-1:
B 2 -2 =2|-1 5 o
2 1
-1 1 1] 2
2 -2 -1
|A1| = |A| =0; |As] = 2 1 2|=9+#0;
-1 1 2

Luego Rango(A) = 2 #Rango(A) y el sistema es incompatible.

Sia=2:
- 2 1 =21 2 9 1
A= 2 1 —-2| 2 ; Al = 0; =3 # 0= Rango(4) =2
-1 1
-1 1 1 -1
Fy = F;, = sistema compatible indeterminado.
b) @ Sig=2:
{233—1— y — 2z2= 2 N zié+/\
-+ y + z= -1 Y\
@ Siag+# —1y a2 por Cramer:
a a—1 =2
2 1 —a
1—a 1 1
x =a;
(a+1)(a—2)
2 a -2
2 2 —a
B -1 1-a 1 2-a
YT T ey )@—2) a+t
2 a-1 a
2 1 2
-1 1 1—a _2a-—1
: @+D@—2  a+1
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1.18. Ano 2017

1.18.1. Modelo

Opcién A

Problema 1.18.1 (3 puntos) Dadas las matrices

1 -1 1 12 m 11 -1
A= 1 0 -1 ), B=( 24 1], c=( -1 2 1
-1 2 2 m 2 -1 1 -2 0

se pide:

a) (1,5 puntos) Determinar el rango de B en funcién de los valores de m.
1
b) (1,5 puntos) Calcular la matriz inversa de A y comprobar que verifica A1 = g(A2 +30).

Solucion:

a) |B|=—4m®*+6m—-2=0= m=1, m=1/2luegosim#1lym#1/2= |B|#0 =

Rango(B) = 3.
1 2 1 -
Sim=1:B=| 2 4 1 ,|B|—Oy‘ ‘z—l#O:Rango(B):Z
2 1
12 -1
1 2 1/2 ! 5
Sim=1/2: B= 2 4 1 7|B|:Oy‘ 1/2 2‘:1#0$Ramgo(3):2.
1/2 2 -1
2/5  4/5 1/5 ) 2 41
by A= —-1/5 3/5 2/5 |=-| -1 3 2
2/5 —1/5 1/5 S\ 2 -1 1
-1 1 4 3 3 -3 2 4 1
A2 -3C = 2 -3 -1 |+ -3 6 3 |= -1 3 2
-1 5 1 3 =6 0 2 -1 1

Luego A~ = é(A2 +30).

Opcién B

Problema 1.18.2 (2 puntos) A un florista le han encargado preparar 5 ramos iguales para cinco
eventos. El precio total acordado es de 610 euros. Ha decidido emplear rosas, tulipanes y lilas.
Cada ramo llevard un total de 24 flores y el niimero de rosas empleado doblara al nimero total de
flores de otras especies. ;Cudl es el numero de flores de cada tipo que usara en cada ramo sabiendo
que cada rosa cuesta 6 euros, cada tulipan cuesta 4 y cada lila 37

Solucién:

Sea x el nimero de rosas, y el nimero de tulipanes y z el ntiimero de lilas de un ramo, respectiva-
mente.

THyt+z=24 r+y+z=24 z =16
z=2(y+2) 610 = r—2y—2:2=0 =< y=2
6x+4y+32:?:122 6x + 4y + 3z = 122 z2=26
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1.18.2. Ordinaria
Opcién A
20 +ay+z=a

Problema 1.18.3 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones { = —4y+ (a+ 1)z =1 , se pide:
4y —az =0

a) (2 puntos). Discutirlo en funcién de los valores del pardmetro real a.
b) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 1.

¢) (0,5 puntos). Resolverlo en el caso a = 2.

Solucién:

a)
2 a 1 a
A= 1 -4 a+1|1 Al=a®> -4=0= a= =2
0 4 —a |0

Si a # +2 = Rango(A4) = 3 =Rango(A4) = n? de incégnitas y serfa un sistema compatible

determinado.
Sia=-2:
2 -2 1|2 2 s
A= 1 -4 -1|1 ;A|:O;‘1 4‘:—67&O:>Rango(z4):2
0 4 210
2 -2 =2
A=A =05 [As|=| 1 —4 1 [=—1640;
0 4 0

Luego Rango(A4) = 2 #Rango(A) < y el sistema es incompatible.

Sia=2:
- 2 2 112 9 9
A= 1 -4 3|1 i Al =0; 1 _4’:—107&O:>Rango(A)=2
0O 4 =210

|A1| = |A2| = |A3] = |A4| = 0 => Rango(A4) = 2 =Rango(A) < n° de incégnitas = sistema
compatible indeterminado.

b) Sia=1:
2e+y+z=1 r=-1/3
x—4dy+22=1 = y=1/3
dy—2=0 z=4/3
c) Sia=2:
r=1-2A
20+ 2y +2=2 B
{4y—2z:0 - ZZ/:;\/Q
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Opcién B
Problema 1.18.4 (3 puntos) Dadas las matrices

, J=

O O =
SN O
_— o O

1
P= 3
2

W NN
N DN =

se pide:
a) (1 punto). Determinar la matriz P~!, inversa de la matriz P.
b) (1 punto). Determinar la matriz B~!, inversa de la matriz B = P~1J L.

¢) (1 punto). Calcular el determinante de la matriz A%, siendo A = PJP™'.

Solucién:
2 1 -2
a) P~ = 2 0 -1
-5 —-1 4
-1 -2 -1\ ' 2 1/2 -2
by B=P 'J =P = 6 4 4 = -2 0 —1
2 3 2 5 —1/2 4
-1 —1 1 2 2 2
) |Al =[PJP™ | = |P||J||P IZIPIIJIWZ\JIZ*Z Luego |A7] = [A]" = (=2)" = 4.

1.18.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 1.18.5 (2 puntos) En un supermercado tienen tres articulos con ofertas por la compra
de una segunda unidad. La segunda unidad del articulo A tiene un descuento del 60 %, la segunda
unidad del articulo B tiene un descuento del 75 %, mientras que la segunda unidad del articulo
C se oferta con un descuento del 50 %. Si un cliente compra un articulo de cada clase y, por lo
tanto, no se beneficia de descuento alguno, debe pagar 26 euros. Si compra dos articulos de cada
clase pagara 35,20 euros. Finalmente, si no adquiere el articulo A, pagara lo mismo comprando dos
unidades de B y una de C que si compra dos unidades de C' y una de B. Determinese el precio de
cada articulo.

Solucioén:
T+y+z=206 T+y+z2=26 z=2_8
1,42 4+ 1,25y 4+ 1,52 = 35,20 = ¢ 282+ 25y + 302 =704 — ¢ y =12
1,25y +2=1,52+1y y—2z= z =

0 1 2
Problema 1.18.6 (2 puntos) Dada la matriz 1 0 3 |, sepide:
4 3 8

a) (1 punto) Calcular su inversa.

138



—4

b) (1 punto) Calcular la matriz B para que X = 0 | sea solucién del sistema A?X = B.
1
Solucién:
0 1 2 —9/2 7 —3/2
a) A= 1 0 3 |= A= -2 4 -1
4 -3 8 3/2 -2 1/2
0 1 2\ / -4 —17
by B=A’X=| 1 0 3 . 0 |=( —22
4 -3 8 1 —53
Opcion B

Problema 1.18.7 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

T+ my+ 3z = 4
T+ Yy— 2z = -2,
3z + (m+1)z= m+2

, se pide:
a) (2 puntos) Discutirlo segun los valores del pardmetro real m.
b) (0,5 puntos) Resolverlo para m = —3.

¢) (0,5 puntos) Para cierto valor de m, que hace que el sistema sea compatible, se ha obtenido
una solucién con y = 0. Determinar = y z para esa solucién. ;Cuél es el valor de m?

Solucion:
a)
B 1 m 3 4
A= 1 1 =2 -2 Al = —(m*+6m+8) =0= m= -2, m=—4
3 0 m+1|m+2

Sim # -2y m # —4 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.
Sim=-2:

1 -2 3| 4

A= 1 1 -2 =2 ; F3 = F1 4+ 2Fy = Sistema Compatible Indeterminado
3 0 =10
Sim=—4
1 -4 3 4 Fi 1 -4 3 4
A= 1 1 -2 -2 =| Fb,—F = 0 5 =5 | —6 =

3 0 —-3|-2 F5; — 3F} 0 12 —-12|-14
P 1 -4 3 4
Fy = 0 5 —5| —6 — Sistema Incompatible

5F3 — 12F, 0 0 O 2



b) Sim = -3:

r—3y+3z2=4 r=1
TH+y—2z2=-2 = (¢ y=
3z —2z=-1 z=2
¢) Siy=0:
r+3z=4 x=2/5
T —2z2=-2 =< y=0 = m=-2
3z+(m+1)z=m+2 z=26/5

1.18.4. Extraordinaria

Opcién A

Problema 1.18.8 (2 puntos) Se dispone de tres aleaciones A, B y C que contienen, entre otros
Oro (%) Plata (%)

A 100 0

B 75 15

C 60 22

Se quiere obtener un lingote de 25 gramos, con una proporcién del 72% de oro y una proporcién

del 16 % de plata, tomando x gramos de A, y gramos de B y z gramos de C. Determinense las

cantidades z, y, z.

metales, oro y plata en las proporciones indicadas en la tabla adjunta.

Solucidn:
r+y+z2=2>5 TH+y+z2=25 r =3
40,75y + 0,602 =0,72-25 = ¢ 100z + 75y 4+ 60z = 1800 =—= ¢ y =12
0,15y + 0,222 = 0,16 - 25 15y + 22z = 400 z =10
Opcién B
2 00
Problema 1.18.9 (3 puntos) Dada la matriz A = 0 0 1 y la matriz identidad I =
010
1 00
0 1 0 |, sepide:
0 0 1

a) (0,5 puntos) Calcular la matriz B = (A — I)(2] + 2A4).
b) (1,5 puntos) Determinar el rango de las matrices A — I, A> — Ty A® —I.

¢) (1 punto) Calcular la matriz inversa de A%, en caso de que exista.

Solucion:
1 0 0 3 00 6 0 O
a) B=(A-1)(2[ +2A)=2 0 -1 1 0 1 1 = 0 0 O
0 1 -1 0 1 1 0 0 O
1 0 0 1 0
by A—1= 0 -1 1 7AIOy‘ ’1;&0:> Rango(A — 1) =2.
0 1 -1 0 -l



3 00
A2—T=( 0 0 0 | = Rango(A*>—-1)=
0 00
7 0 70
AB-T=0 -1 1 ,|A?’I—0y’0 _1’—77&0: Rango(A — I) = 2.
0 _
4 00 8§ 0 0
c) A= 0 1 0 |],A%=| 0 0 1
0 01 010
2" 0 0
01 0 si n es par
001 64 0 0
n _ 6 _
A= ) = 4" 3 8 (1) (1]
0 0 1 si n es impar
010
1/64 0 0
(A%~ = 0 1 0
0 01
1.18.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A
T+ Y = 1
Problema 1.18.10 (3 puntos) Dado el sistema de ecuaciones ty+ z= 0,
4+ (I+ty+ tz= t+1
se pide:

a) (2 puntos) Discutirlo en funcién del pardmetro t.
b) (0,5 puntos) Resolverlo para t = 0.
¢) (0,5 puntos) Resolverlo para t = —1.

Solucion:

a)
1 1 o] 1
A= 0 t 1| 0 A=t —t=0=t=0, t=1
1 1+t t|t+1

Sit+#0yt#1=Rango(A) = 3 =Rango(A4) = n® de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sit=1:
1 1 011 Fy 1 1 011
A= 0 1 110 = Fy = 0 1 110 =
12 12 F—F 01 1|1



F 11 0]1
Fy = 01 1]0 — Sistema Incompatible
F3 — Fy 0 0 0f1
Sit=0:
B 11 01
A= 0 0 1|0 |;F3=F; = Sistema Compatible Indeterminado
1 1 0(1
b) Sit=0:
r=1—-X\
{ c+y=1 N y= A
z=0
z=0
c) Sit=-1:
xr+y=1 x=1/2
—y+z2=0 = y=1/2
r—2=0 z=1/2
Opcién B
1 -1 7T a
Problema 1.18.11 (8 puntos) Dada la matriz A = 1 0 5 2a |,seconsidera la matriz

0 2 —4 2a
B formada por las tres ultimas columnas de A y se pide:

a) (1 punto) Estudiar para qué valores del pardmetro real a la matriz B es invertible.

b) (1 punto) Obtener el rango de A en funcién de los valores del pardmetro real a.

T 1
¢) (1 punto) Resolver el sistema B| y | =( 1 |, enelcasoa=0.
z 0
Solucién:
a) |Al=0= AB"'VaeR
1 -1 7 a Fy 1 -1 7 a
b) Por Gauss: A = 1 0 5 2a = | IhT-F | = 0 1 -2 a =
0 2 —4 2a F; 0 2 —4 2a
F1 1 -1 7 a _1
Fy = 0 1 -2 a y como 1‘:17&0z
Fy —2F, 0O 0 0 0

Rango(A) =2 Va € R.

¢) Con a = 0 se trata de un sistema compatible indeterminado:

-1 70 T 1
0 50 y =1 | =
2 -4 0 z 0
—z+ 7y =1 x=2/5
S5y =1 = { y=1/5
20 —4y =0 z=A
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1.19. Ano 2018
1.19.1. Modelo

Opcién A

Problema 1.19.1 (2,5 puntos) Dadas las matrices A = ,yI=

o OO
— W
w o =
OO =
o = O
= o O

se pide:
a) (1,5 puntos) Obtener los valores de m para los que la matriz A — mI admite inversa.

b) (1 punto) Calcular la matriz inversa de A — 21.

Solucién:
—-m 1 1
a) A—mI = 0 3—m 0 | = |[A-—mI|=-m(m—-3?*=0= m=0ym=3.
0 -1 3—-m
Luego 3(A —mI)~! sim € R - {0,3}.
~1/2 1 1/2
b) (A-2I)"! = 01 0
0 1 1

Opcién B
Problema 1.19.2 (2,5 puntos) Dada la matriz A y los vectores X y B siguientes:

1 1 1 x 1
A= m 1 m+1 |, X= y |, B= 1
1 m m z 24 m

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema lineal AX = B en funcién de los valores del pardmetro m.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema lineal AX = B cuando m = —1.

Solucion:
a)
o 1 1 1 1
A= m 1 m+1 1 [Al=—-m(m—-1)=0= m=0, m=1
1 m m 24 m

Sim # 0y m # 1 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.
Sim=1:

A= — Sistema Incompatible

— =
— =
— N
o O =
S = =
N O =
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Sim=0:

1 1 11 F 1 1 1 |1
A= 01 1|1 = Fy =1 0 1 1|1 =
1 0 02 F3;— Fy 0 -1 1)1
F 1 1 1)1
Fy = 01 1|1 — Sistema Incompatible
F3+ Fy 0 0 0|2
b) Sim = —1:
z+y+z=1 r=1
—rz+y=1 == y=2
r—y—z=1 z=-2

1.19.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 1.19.3 (2,5 puntos) Dado el sistema de ecuaciones
T+ my = 1

A=4¢ —2z— (m+ 1y+ z= -1
z+ (2m-1y+ (m+2)z= 2+4+2m

se pide:

a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcién del pardmetro m.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema en el caso m = 0.
Solucién:
a)
B 1 m 0 1
A= -2 —m+1) 1 ~1

Al=m?-1=0= m =+l
1 2m —1 m-+2|24+2m

Si m # +1 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n? de incégnitas y serfa un sistema compatible

determinado.
Sim=1:
1 1 0] 1 R 1 1 011
A= -2 -2 1|-1 |=| FK+2F |=| 0 0 1|1 |=
1 1 3| 4 F;— Fy 0 0 3|3
I 1 1 01
Ey = 0 0 1]1 — Sistema compatible indeterminado
F3 —3F, 0 0O
Sim=-1
B 1 1 01 Fy 1 -1 0] 1
A= -2 0 1|-1 =| F,+2F | = 0 -2 1] 1 =
1 -3 1] 0 F—F 0 -2 1|-1
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Py 1 -1 0] 1

F, = 0 -2 1] 1 — Sistema Incompatible
Fy —Fy 0 0 0|-2
b) Sim =0:
—2r—y+z=-1 = y=—1
r—y+2z2=2 z=0
Opciéon B
m 0 2 -2
Problema 1.19.4 (2,5 puntos) Dadas las matrices A = -2 4 m |,yB= 0 se
0 1 1 0

pide:
a) (1 punto) Obtener los valores del pardmetro m para los que la matriz A admite inversa.
b) (1 punto) Para m = 0, calcular A- By A™"- B.

c) (0,5 puntos) Calcular B - B' y B' - B, donde B* denota la matriz traspuesta de B.

Solucion:

a) |[Al=—(m*+4dm+4)=0= m= -2

« Sim=-2= |A|=0=B4""

o Sim#—2=|A]£0=IA"

1 —1/2 2
b) Sim=0tenemos A~'=|( 1/2 0 1
/2 0 0)
00 2 -2 0
o« A.B= -2 4 0 0 |=|( 4
01 -1 0 0
1 —1/2 2 -2 -2
e A= 1/2 0 1 0 |=[ -1
/2 0 0 0 —1
-2 40 0
¢c) B-B'= 0 | (-2,000=( 00 0 |y
0 00 0
—2
B'- B =(-2,0,0) - 0 (4)
0
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1.19.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
1/3 —2/3 -2/3

Problema 1.19.5 (2,5 puntos) Dadas las matrices A= | —-2/3 1/3 -2/3 |y
2/3  2/3 —1/3

2 0
B = 0 0 se pide:
0 2

o N O

a) (0,5 puntos) Calcular A'A y AA", donde A' denota la matriz traspuesta de A.

x 1
b) (1,25 puntos) Hallar A~! y resolver el sistema lineal A | y | = 1
z 1
¢) (0,75 puntos) Calcular C?, donde C = ABA".
Solucién:
1 1 -2 =2 1 9 0 0
a)A:g -2 1 -2 |=AA'"=-| 0 9 0 |=1Iy
2 2 -1 0 0 9
1 9 0 O
AtA = 09 0 =1
0 0 9
1 -2 2 T 1 1 -2 2 1
1 . 1
pAat=of 2 1 2yl oy J=a 1 )=5( 2 1 2 ][
-2 -2 -1 z 1 -2 -2 -1 1
1/3
1/3
—5/3
2 00
c) C = ABA" = A2IA' = 2AA' =21 =B = 0 2 0 | = C? = 2121 = 41
0 0 2
4 00
0 4 0
0 0 4
Opciéon B

Problema 1.19.6 (2,5 puntos) Dado el sistema de ecuaciones lineales

10— 20y— 10z = 8a+44
A= 2c—  by+ 3z= 4da+4 ,
3r—  Ty+ 2z= bHa+9

se pide:

a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores del pardmetro real a.
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b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para a = —3.
Solucién:

a) Por Gauss:

B 10 —20 —-10| 8a+44 F
A= 2 =5 3| da+14 =| b+ F | =
3 =7 2| 5a+9 10F5 — 3F}
10 —20 —-10| 8a+44 Py 10 —-20 —-10| 8a+44
0 5 =25 | 120+ 24 = F, = 0 5 —25 | —12a+24
0 —10 50| 26c —42 F3 4 2F, 0 0 0 200+ 6
Si2a+6=0= a=-3=— sistema compatible indeterminado y si o« # —3 = sistema
incompatible.
b) Sia=-3:
vy — 5 — 2 =26+ 11\
{ y—z2=2 ! y=12+5
y—5z=12 L=

1.19.4. Extraordinaria

Opcién A
14 0 10 T
Problema 1.19.7 (2,5 puntos) Dadas las matrices A = 07 5 |, X= y y
3 4 ba z
2
B=| 37/2 | se pide:
11

a) (1,25 puntos) Discutir el rango de la matriz A, en funcién de los valores del pardmetro a.
b) (0,75 puntos) Para o = 0, calcular, si es posible, A7,

¢) (0,5 puntos) Resolver, si es posible, el sistema AX = B, en el caso a = 1.

Solucion:
a)
14 0 10
A= 0 7 5 A =490(ac— 1) =0= a =1
3 4 ba

Si @ # 1 = Rango(A) = 3.

Sia:1z|A:Oy‘ 161 2‘:98#Oz>Rang0(A):2.

b) Sia=0:
14 0 10 2/49 —4/49  1)7
A= 07 5 |= A't=| -3/98 3/49 1/7
34 0 3/70  4/35 —1/5
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o 14 0 10| 2 F 14 0 10| 2
A= 0 7 5(37/2 |= Ey = 0 7 5137/2 =
3 4 5| 11 14F5 — 3Fy 0 56 40| 148
£y 14 0 10| 2
Iy = 0 7 5|37/2 — Sistema compatible indeterminado
F3 — 8F, 00 0| O
x=1/T—(5/7)\
142 + 10z =2 .
{ Ty + 52 = 37/2 =< y=37/14—(5/7)A
z=A
Opcién B

Problema 1.19.8 (2,5 puntos) Un grupo de estudiantes ha realizado un viaje por tres paises
(Francia, Alemania y Suiza). En los hoteles cada estudiante ha pagado: 20 euros diarios en Fran-
cia, 25 euros diarios en Alemania y 30 euros diarios en Suiza. En comidas cada uno ha gastado:
20 euros diarios en Francia, 15 euros diarios en Alemania y 25 euros diarios en Suiza. Adema4s, el
transportista les ha cobrado 8 euros diarios a cada uno. Sabiendo que el gasto total del viaje ha
sido 765 euros por persona, que ha durado 15 dias y que han estado en Francia el doble de dias
que en Suiza, obtenga el niimero de dias que han estado en cada uno de los tres paises.

Solucién:

x dias en Francia, y dias en Alemania y z dias en Suiza.
(204+20+8)z+ (25+ 15+ 8)y + (30 + 25 + 8)z = 765
r+y+z2z=15 ==
T =2z

48x + 48y + 63z = 765
r+y+z=15 r=6, y=6, 2=3
r—22=0

1.20. Ano 2019

1.20.1. Modelo
Opcion A

Problema 1.20.1 (2,5 puntos) Para cada uno de los siguientes apartados, proponga un ejemplo
de matriz cuadrada A, de dimensiéon 3x3, con todos sus numeros distintos de cero y con sus tres
filas y columnas diferentes, que cumpla la condicién pedida.

a) (0,5 puntos) El determinante de A vale 0.

) (

b) (0,5 puntos) El determinante de A vale 1.

¢) (0,5 puntos) La matriz A coincide con su traspuesta.
) (

d) (1 punto) Para una cierta matriz cuadrada C, distinta de la matriz nula y de la identidad, se

verifica que A-C = C - A. (Debe proponer ejemplos concretos para las dos matrices A y C'.)
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Solucion:

a) Basta con que una fila o columna sea combinacién lineal de las otras dos, por ejemplo:

1 21
A= 3 =1 5 ] comoF3=F +F,=|A|=0
4 1 6
b) Dividiendo una fila o columna por el valor del determinante de esa matriz obtenemos una
1 21
nueva matriz de determinante 1, por ejemplo: B = 3 -1 5 |, |Bl=-15= A=
2 1 5
L/ 21 ~1/15 —2/15 —1/15
BT 3 -1 5 | = 3 -1 5 | = |Al=1
2 15 2 1 5
13 2
¢) La matriz tiene que ser simétrica, por ejemplo: A = 3 1 5 — A=AT
2 5 -4

d) Bastaria con que C = k-I,,Vk € R, una matriz proporcional a la identidad: A-C = A-k-I =

1 21 5 00
k-I-A=C-A, por ejemplo: A = 3 -1 5 yC = 0 5 0
2 1 5 0 0 5

1 2 1 5 0 0 5 10 15

A-C=[ 3 -1 5 05 0 |= 15 -5 25

2 15 0 0 5 10 5 25

5 00 1 2 1 5 10 15

Cc-A={( 0 5 0 3 -1 5 | = 15 -5 25

0 0 5 2 1 5 10 5 25

Luego A-C=C- A.

Opcién B
Problema 1.20.2 (2,5 puntos) Dado el sistema de ecuaciones
r —my— z= 0
mx— dy+ (6 —2m)z= —8m se pide:
—x+ 2y+ z= 6

a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores del pardmetro m.
b) (0,5 puntos) Resolver el sistema en el caso m = 6.

Solucion:

a)

B 1 —-m -1 0
A= m —4 6—2m | —8m Al = —m?+8m —12=0=
-1 2 1 6
m=2, m==6



Sim # 2y m # 6 = Rango(A) = 3 =Rango(A) = n2 de incégnitas y serfa un sistema
compatible determinado.

Sim =2:
1 -2 -1 0 Fy 1 -2 -1 0
A= 2 —4 2| —16 =| Fh—-2F | = 0 0 41 -16 —
-1 2 11 6 s+ Fy 0 0 0 6
Sistema Incompatible
Sim = 6:
1 -6 -1 0 Fy 1 -6 -1 0
A= 6 —4 —6|—-48 |=| FK—-6F |=( 0 32 0 |-48 | =
-1 2 1 6 F3+ Iy 0 -4 0 6
I 1 -6 —-1| 0
Fy = 0 32 0 | —48 ==
8F5 + Fy 0 0 0 0
Sistema Compatible Indeterminado
b) Sim = 6:
v 6y —2=0 r=-94+A
9 = —3 = y=-3/2
z=2A
1.20.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 1.20.3 (2,5 puntos)
1 3 4 1 é ? 8
Dadas la matrices A = 1 a 2 2—a y M= 00 0 ; se pide:
-1 2 a a-2 00 1

a) (1,5 puntos) Estudiar el rango de A en funcién del pardmetro real a.

b) (1 punto) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz AM para el caso a = 0.

Solucion:

1 3 4
a) 1 a 2 |=d*+a—2=0= a=1ya=—2.Luegosia# 1ya# —2=—>Rango(A4) =
-1 2 a
3.

Sia=-2-=— A= 1 -2 2 4 ,}_g‘:—57£0yF3:—F2:>
12 -2 4

Rango(4) = 2.
13 4 1 13 1 14 1

Sia=1— A= 112 1 ), 11 1l=0] 12 1]=o,
-1 2 1 -1 -1 2 -1 -1 1 -1



3 4 1 3 4
1 2 1|=0y =2# 0= Rango(4) = 2.
21 -1 L2
En consecuencia Rango(A) =3 sia € R— {1,—2} y Rango(4A) =2sia=10a=—-2.
1 3 4 1
b) Sia=0: A= 102 2 |y
-1 2 0 =2
1 3 4 1 (1) (1) 8 1 3 1
AM = 1 0 2 2 00 0 = 1 0 2
-1 2 0 =2 00 1 -1 2 -2
|AM| = -2 # 0= 3(AM)™":
2 -4 -3
(AM)™! = 0 1/2 1/2
—1 5/2 3/2

Opcién B

Problema 1.20.4 (2,5 puntos) Una estudiante pidié en la cafeterfa 3 bocadillos, 2 refrescos y 2
bolsas de patatas y pagé un total de 19 euros. Al mirar la cuenta comprobd que le habian cobrado
un bocadillo y una bolsa de patatas de més. Reclamoé y le devolvieron 4 euros. Para compensar
el error, el vendedor le ofrecié llevarse un bocadillo y un refresco por solo 3 euros, lo que suponia
un descuento del 40 % respecto a sus precios originales. ;Cudles eran los respectivos precios sin
descuento de un bocadillo, de un refresco y de una bolsa de patatas?

Solucién:
Sea x el precio de un bocadillo, y el de un refresco y z el de una bolsa de patatas.

4o +2y+32=19 z=3
T+y=> z=1
1 0 14 B 1 0 114
A= 1 1 0|5 |=| B-F |=( 01 -1|1 |=
4 2 3|19 F; —4F) 0 2 —-1/3
B 1 0 114 z=3
Fy = 01 —-1|1 == y=2
F5 —2F, 0 0 1)1 z=1

1.20.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 1.20.5 (2,5 puntos) La aerolinea ” Air”, para uno de sus vuelos, ha puesto a la venta
12 plazas de Clase Preferente (P), a 250 euros cada una, 36 plazas de Clase Turista (T), a 150
euros cada una, y 72 plazas de Clase Econémica (E), a 100 euros cada una. Se sabe que ha vendido
el 90 % del total de las plazas, recaudando un importe de 13800 euros.

a) (0,25 puntos) Determine el nimero total de plazas vendidas.
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b) (2,25 puntos) Sabiendo que se han vendido el triple de plazas de clase (T') que de clase (P),
obtenga el ntimero de billetes vendidos de cada clase y cudnto dinero se ha recaudado de
cada clase.

Solucién:
Sea x el numero de billetes vendidos de (P), y el nimero de billetes vendidos de (T') y z el nimero
de billetes vendidos de (E)

a) 12+ 36 4 72 = 120 plazas ofertadas = 0,9 - 120 = 108 plazas vendidas.

250z + 150y + 100z = 13800 = 5z + 3y + 2z = 276
b) ¢ z+y+2z=108

3r—y=20
o 1 1 11108 Fy 1 1 1 108
A= 3 -1 0 0 |=|F~-3n |= 0 -4 -3|-324 | =
5 3 21276 F5—5F 0 -2 —-3|-—-264
1 1 1 108 z =10
0 -4 -3|-324 | = y =30
2F3 — F2 0 0 —=3|-204 z = 68
Opcién B
Problema 1.20.6 (2,5 puntos)
11 1 0 0 4
Sean las matrices A = 1 0 -2 y B = 1 m 2 . Se pide:
1 1 -1 m 2 1

a) (0,5 puntos) Calcular los valores de m € R para los cuales B no tiene inversa.
b) (1 punto) Para m = 1, calcular la inversa de la matriz B.

¢) (1 punto) Param = 2, calcular la matriz producto A’ B (donde A" denota la matriz traspuesta
de A) y el determinante de la matriz A*>B

Solucion:
a) |B| = 4(2 — m?) =0 = m = £/2, para estos valores la matriz B no es invertible.
00 4 —3/4 2 -1
b)Sim=1= B= 1 1 2 |= B '= /4 -1 1
121 14 0 0
0 0 4
) Param=2= B=| 1 2 2
2 21
1 1 1 0 0 4 3 4 7
A'B= 1 0 1 122 |= 2 2 5
1 -2 -1 2 21 -4 -6 -1

|A*B| = |A?[|B| = |A]’| B = 22(-8) = —32
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1.20.4. Ordinaria-Valencia

Incluyo el examen de Valencia por la expectacién generada con éste.

Opcién A
1 0 a
Problema 1.20.7 Se dan la matriz A = -2 a+1 2 y que depende del parametro real
-3 a—1 a

a, y una matriz cuadrada B de orden 3 tal que B? = §I — 2B siendo I la matriz identidad de
orden 3.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) (242 puntos) El rango de la matriz A en funcién del pardmetro a y el determinante de la
matriz 247! cuando a = 1.

T -1
b) (3 puntos) Todas las soluciones del sistema de ecuaciones A [ y = 2 cuando
z 0
a=-—1.
¢) (3 puntos) La comprobacién de que B es invertible, encontrando m y n tales que B! =
mB +nl.
Solucién:
1 0 a
a) [Al=| -2 a+1 2 |=2@*+2a+1)=0= a=—1.Luegosia# —1 = |A| #0—=
-3 a—-1 a
Rango(A) = 3.
Sia=-1= |A|=0y :g _(2) =4 # 0 = Rango(A) = 2.
1 01 1 N
Sia=1= A= -2 2 2 |yl|A=8= 247 =2>—=_=1
Al 8
-3 0 1
1 0 -1 g5 -1 1 0 —-1|-1
by [ =2 0 2 y |= 2 |=4=( -2 0o 2| 2 |=
-3 -2 -1 z 0 -3 -2 -1 0
R 10 —1|-1 r= gt
= | B+2r |=[ 0 0 0] 0 |=¢{ y=2_2
Fy + 3F, 0 -2 2|-3 Y

1
c) 32:51—213:» 3(B*+2B)=1= B(3B+6l)=1—=

B~! =3B+ 61, luego B es invertible con m =3 y n = 6.

Opciéon B

T+ y+ z= 4
Problema 1.20.8 Se da el sistema ¢ 3x+ 4y+ 5z= 5 , donde «a es un parametro real.
Tr+ 9y+ 1llz= «
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
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a) (4 puntos) Los valores de « para los que el sistema es compatible y los valores de a para los
que el sistema es incompatible.

b) (4 puntos) Todas las soluciones del sistema cuando sea compatible.

¢) (2 puntos) La discusién de la compatibilidad y determinacién del nuevo sistema deducido del
anterior al cambiar el coeficiente 11 por cualquier otro nimero diferente.

Solucidn: )
11 14 P
A= 3 4 5|5 |=| R-3F | =
79 11|« Fys—TH
1 11 4 Fy i 1 11 4
01 2| -7 - Fy - o1 2] -7
0 2 4|a—28 F3 —2F, | 0 0 0ja—14

Si a = 14 el sistema es compatible indeterminado y si a # 14 el sistema seria incompatible.
Como |A| = 0 para cualquier valor de « el sistema nunca seria compatible determinado.

r=114+ X
. x+ y+ z= 4 _ =/
Sla—14:>{3x+ Ayt Bz= 5 == y=-—7-—2\
z=A
1 11
Si cambiamos 11 pora: A= 3 4 5 | = |Al =a—11 =0 = el tnico valor que anula
7 9 a

el determinate es @ = 11 luego para cualquier otro valor, como es el caso, |A| # 0 el sistema seria
compatible determinado.

1.20.5. Extraordinaria

Opcién A
Problema 1.20.9 (2,5 puntos)
kx+ (k+1y+ z= 0
Dado el sistema de ecuaciones A = —z+ ky— z= 0 ; se pide:
(k—1)a— y = —(k+1)

a) (2 puntos) Discutir el sistema segin los valores del pardmetro real k.

b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para k = —1.

Solucién:

B ko k+1 1 0
a) A= ~1 ko -1 0 — |A] = —2k* +2=0= k = +1. Luego
k=1 -1 0 |—(k+1)

& Sik#+1 = |A| #0=Rango(A4) = 3 =RangoA =n? de incégnitas= SCD.

& Sik=1:
- 1 2 1 0 Fy 1 2 1 0
A= -1 1 -1 0 =| Fh+F | = 0 30 0 =
0 -1 0] —2 F3 0 -1 0] -2
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Iy 1 2 1 0
Ey = 0 3 0 0 — Luego se trata de un sistema incompatible.
33+ Iy 0 0 0|-—6
(S1)
-1 0 110
&« Sik=-1:A= -1 -1 —-110 = Luego se trata de un sistema homogéneo
-2 -1 00

y |A| = 0 = sistema compatible indeterminado. (SCI)

b) Sik:flz{ —etz=0
—x—y—z=

Opciéon B
Problema 1.20.10 (2,5 puntos)

. l1—a 1 1 0 .
DadaslamatncesA-( 1 1+a>el—(0 1),seplde.

a) (1 punto) Calcular para qué valores a € R se verifica A% — I = 2A.

b) (0,75 puntos) Calcular los nimeros reales a para los que la matriz A admite inversa y calcu-
larla, cuando sea posible, en funcién del parametro a.

¢) (0,75 puntos) Calcular, en funcién de a, el determinante de la matriz (AA")?, donde A® denota
la matriz traspuesta de A.

Solucion:
a) A2 — T =2A:
(a2—2a—|—2 2 )_(1 O>_<2—2a 2 ):>
2 a®>+2a+2 01,/ 2 2+ 2a

{a2—2a+1:2—2a:> a==+1
> +20+1=2+2 = a==+1

b) |[A] = —a’=0= a=0= JA 'Va € R - {0}

a+1 1
(e vy
a? boa-l 1 a1

a? a?

c) [(AA")?] = |(AAN)* = [(AA")||(AAT)| = |A[|A"]|A[|A"] = |A||A|A]|A] = [A]" = (=a®)" = a®

=a
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1.21. Ano 2020

1.21.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.21.1 (2,5 puntos) Se quiere construir un invernadero para el cultivo de semillas
con ambiente controlado de temperatura, humedad y composicion del aire. El aire que hay que
suministrar debe contener un 78 % de nitrégeno, un 21 % de oxigeno y un 1% de argén.

a) (0,5 puntos) Si la capacidad del invernadero es 2000 litros, determine cudntos litros de
nitrégeno, cuantos de oxigeno y cuantos de argén son necesarios.

b) (2 puntos) Para suministrar el aire se dispone de tres mezclas gaseosas A, B y C, cuya
composicion se expresa en la tabla adjunta. Obtenga la cantidad que hay que utilizar de cada
mezcla para llenar el invernadero de aire con la composicion requerida.

Mezcla | Nitrégeno | Oxigeno | Argén
A 80 % 20 % 0%
B 70% 20 % 10%
C 60 % 40 % 0%

Solucion:

a) Se necesitan: de nitrégeno 2000 - 0,78 = 1560 1, de oxigeno 2000 - 0,21 = 420 1 y de argén
2000- 0,01 =20 1.

b) Se x el n? litros de mezcla A, y el n? litros de mezcla B y z el n? litros de mezcla C'.

0,8x 40,7y + 0,62z = 1560 x = 1700
0,22 40,2y + 0,42 = 420 —> ¢ y =200
0,1y =20 z =100
Opcién B
1 2+t .
Problema 1.21.2 (2,5 puntos) Dada las matrices A = 5 10+3t |, X = ( Y ), B =
-1 -2
3
9 , se pide:
3t+3

a) (1 punto) Calcular el rango de la matriz A en funcién del pardmetro t.

b) (1,5 puntos) Resolver el sistema AX = B, para los valores de ¢ que lo hagan compatible y
determinado.

Solucion:

a) Por Gauss:

1 24t F 1 2+t
A= 5 1043t |=| FB-5F | = 0 -2t |=
-1 =2 F3+F U
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F 1 2+1¢
Fy = 0 -2t —
2F; + Fy 0 0

Sit=0el Rango(A) =1y sit#0 el Rango(A) = 2.

b) El sistema es compatible determinado si Rango(A) =Rango(A) =n® de incégnitas= 2 =
t # 0 por el apartado anterior. Por Gauss:

1 24t 3 ) 1 2+4t] 3
A= 5 10+3t| 9 =| -5 |=| 0 -2t| -6
-1 -2 |3t+3 Fy+ Fy 0 t |3t+6
3 1 2+4¢t| 3
- Fy = 0 -2t| -6 — 6t+6=0= t=—1
2F; + Fy 0 0 |6t+6

El sistema seria:

1.21.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 1.21.3 (2,5 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del

parametro real a:

z+ay+z=a+1
—ar+y—z=2a
—-y+z=a

Se pide:

a) (2 puntos) Discutir el sistema segun los diferentes valores de a.
b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para a = 0.

Solucion:
- 1 a lla+1
a) A= —a 1 —-1]| 2a i JAl=ala+1)=0= a=0ya=—1.
0 -1 1 a

@ SiageR-{0,-1} = |A4| # 0 = Rango(4) = 3 =Rango(A) = n° de incdgnitas
= SCD: Sistema compatible determinado, solucién tunica.

& Sig=—1:
1 -1 110 Fy 1 -1 110
A= 1 1 —-1]-2 =| Fh—F | = 0 2 —=2| =2 =
0 -1 1] -1 Fy 0 -1 1| -1
1 -1 110
= 0 2 =2 -2 —> S1I: sistema incompatible, no tiene solu-
2F3 + F 0 0 0| —4
cioé
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@ Siag=0:
1 0 111 F 1 0 171
A= 0 1 —=11]0 = F, = 01 —-110 — SCI: sistema
0 -1 110 F3 4+ Fy 0 0 00
compatible indeterminado, tiene infinitas soluciones.
b) Sia=0:
r+z=1 r=1-A
-0 = Y=\
y _
Opcién B

Problema 1.21.4 (2,5 puntos) Segun informa la Asociacién Empresarial de Acuicultura de Es-
pana, durante el ano 2016 se comercializaron en Espana doradas, lubinas y rodaballos por un total
de 275,8 millones de euros. En dicho informe figura que se comercializaron un total de 13740 to-
neladas de doradas y 23440 toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos, se vendieron 7400
toneladas por un valor de 63,6 millones de euros. Sabiendo que el kilo de dorada fue 11 céntimos
mas caro que el kilo de lubina, se pide calcular el precio del kilo de cada uno de los tres tipos de
pescado anteriores.

Solucién:

Sea x el precio del kg de doradas, y el precio del kg de lubinas y z el precio del kg de rodaballos.

1374000z + 23440000y + 7400000z = 275800000
7400000z = 63600000 ==
r=0,114+y

x = 5,7767 euros/kg
y = 5,6667 euros/kg
z = 8,5945 curos/kg
1.21.3. Ordinaria-Coincidente
Opcion A
Problema 1.21.5 (2,5 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales

(k+ 1)z +3y+kz=1
3r+(k+1)y+2z2=k—-1 ,
kx 4+ 2y +kz=2

se pide:
a) (2 puntos) Discutir el sistema en funcién de los valores del pardmetro real k.
b) (0,5 puntos) Resolver el sistema para k = —3.

Solucioén:

a)

kE+1 3 k| 1
20k—1 |; |Al=k>-4=0= k=42
k 2 k| 2

N
I
w
o
+
—_
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& Sik#+2= |A| #0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)

& Sik=2:
B 3 3 2|1
A= 3 3 2|1 = [ F,=F, ] = Sistema compatible indeterminado
2 2 2|2
& Sik=-2:
-1 3 -2 1 F —1 3 —2]1
A= 3 -1 2|-3 |=| F+3F | = 0 8 —4|0 |=
-2 2 =2 2 F;—-2F 0 —4 210
Fy -1 3 2|1
Fy == 0 8 =410 — Sistema compatible indeterminado
F3 4+ 2F 0 0 010
b) Si k= -3:
—2x+4+3y—32=1 r=—-2
3z —2y+2z2=-4 —= (¢ y=1
—3r+2y—32=2 z=2
Opciéon B
0 1 1 1 00
Problema 1.21.6 (2,5 puntos) Sean B = 101 ),C= 0 2 0 vy A una matriz
1 1 0 0 0 3
que verifica AB = BC. Se pide:
a) (0,5 puntos) Calcular el determinante de A.
b) (1 punto) Calcular BCB™*.
x x 1
¢) (1 punto) Encontrar el vector Y talque BC| y | =
z z 3
Solucién:
a) |AB| = |BC| = |A||B| = |B||C| = |A| =|C| =6
b)
01 1 100 01 1\
BCB'=( 10 1 2 0 1 1 =
110 0 0 3 110
0 2 3 1 —1 1 1 1 5 1 -1
1 0 3 3 1 -1 1 = 3 2 4 =2
1 2 0 1 1 -1 1 -1 3
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1.21.4. Extraordinaria
Opcion A
Problema 1.21.7 (2,5 puntos) Sea A una matriz de tamano 3 x 4 tal que sus dos primeras filas
son (1,1,1,1) y (1,2,3,4), y sin ningin cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados
siguientes, se pide poner un ejemplo de matriz A que verifique la condicién pedida, justificAndolo
apropiadamente:

a) (0,5 puntos) La tercera fila de A es combinacién lineal de las dos primeras.

b) (0,5 puntos) Las tres filas de A son linealmente independientes.

¢) (0,5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) (0,5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.

e) (0,5 puntos) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

Solucién:
1 1 1 1
Tenemos A = 1 2 3 4 cona#0,b#0,c#0yd#D0.
a b ¢ d
1 1 1 1
a) Hacemos F5 =5F) — [y — A= 1 2 3 4
4 3 2 1
11 1 1 1 1 1
b) Hacemos A = 1 2 3 4 Jceonl|Al=|1 2 3|=-1%#0= las tres filas son
3 3 2 2 3 2
linealmente independientes.
¢) Tomamos la matriz anterior y tenemos:
1 1 1)1
A= 1 2 3|4 |A1] = =1 # 0 = Rango(A;) = 3 =Rango(A) =n° de incégnitas—>
3 3 2|2
Sistema Compatible determinado.
d) Tomamos la matriz del primer apartado: (Por Gauss)
1 1 1)1 Fy 1 1 1
A= 1 2 314 =| K- F = 0 1 2 3 =
4 3 2|1 F;—-3F 0 -1 —-2|-3
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Fy 1 1 11
) = 01 2|3 —
B+ R 0 0 0|0

Sistema Compatible Indeterminado.

e) A la matriz anterior le cambiamos el dltimo valor de la tercera fila: (Por Gauss)

1 1 1)1 Fi 1 1 1)1
A= 1 2 3|4 = | Fr—F} = 0 1 213 =
4 3 2|2 Fs — 3K 0 -1 —-2]1
F 1 1 111
Fy =1 01 2|3 | =
s+ F, 0 0 0|4
Sistema Incompatible.
Opcién B
0 - 2 1 00
Problema 1.21.8 (2,5 puntos) Sean las matrices A = 2 1 -1 ), I= 010
1 1 0 0 1
2 -1
B= 1 0 |]. Se pide:
0 1

a) (1 puntos) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.
b) (0,5 puntos) Calcular la matriz C' = A? — 21.

¢) (1 punto) Calcular el determinante de la matriz D = ABB' (donde B' denota la matriz
traspuesta de B).

Solucion:
0 -1 2 1 1 -1
a) A= 2 1 -1 |=A'=( -3 -2 4
1 0 1 -1 -1 2
0 -1 2\°’ 1.0 0 2 -1 3
by C=A%2-2r=| 2 1 -1 -2 010 |= 1 -3 2
1 0 1 0 0 1 1 -1 1
2 -1 5 2 -1
c) BB'=| 1 0 (_?é?): 21 0 |=—
0 1 -1 0 1

IBB!| = 0= |D| = |ABB'| = |A||BB!| = 0
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1.22. Ano 2021
1.22.1. Modelo

Opcién A
0 1 z
Problema 1.22.1 (2,5 puntos) Dadas las matrices A = 1 0 z—-1 y
z+1 0 3
0 1/3 -1/3
B = 0 1 0 , se pide:
1 2/3 —2/3

a) (0,5 puntos) Determinar los valores de = € R para los cuales A tiene inversa.
b) (1 punto) Para z = —1, calcular la inversa de A.

¢) (1 punto) Para 2 = 1, hallar (AB*)? y (AB")?°?° (donde B’ denota la matriz traspuesta de

B).
Solucién:
a) |Al=2?-4=0= r=42= FA ' Vo € R— {+2}.
01 -1 0 1 2/3
b) Siz=-1=—= A= 1 0 -2 |=A"1'=| 1 0 1/3
00 3 0 0 1/3
01 1
¢) Siz=1= A=( 1 0 0
2 0 3
01 1 0 0 1 010
C =AB'= 1 00 1/3 1 2/3 = 0 0 1
2 0 3 -1/3 0 -2/3 -1 0 0
010 01 0 0 01
C? = 001 001 ])]=(-1 00
-1 0 0 -1 0 0 0 -1 0
0 01 01 0 -1 0 0
c*=c*c= -1 00 001 |= 0 -1 0 |=-1
0 -1 0 -1 0 0 0o 0 -1
010
02020 — (03)673 .C = (_1)673 C=—-C=— 0 0 1
-1 0 0
Opcién B
0 1 -1
Problema 1.22.2 (2,5 puntos) Dados la matriz A = a -3 a y el vector B =
a—1 =3 a
0
1 ], determine el valor o valores de a para los que:
2
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a) (1,5 puntos) El sistema A| y | = B no tenga solucién.

b) (1 punto) A= A"

Solucion:
a)
0 1 =110
A= a -3 al|l |; |Al=3—-a=0= a=3
a—1 -3 a2

& Sia# 3= |A| #0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n? de incégnitas y el sistema es
compatible determinado. (Solucién tnica)

@& Sig=3:
B 0 1 -11]0 P =F 3 -3 311
A= 3 -3 31 =| Ih=F | = 0 1 =110 =
2 -3 312 F3 2 =3 3|2
P 3 -3 311 P
5 = 0 1 -11]0 = I =
3F; — 2F, 0 -3 34 Fy +3F,
3 -3 31
0 1 —-11]0 — Sistema Incompatible
0 0 04
b) A=A = A* =1
0 1 -1 0 1 -1 1 00
A? = a -3 a a -3 a = 0 1 0
a—1 -3 a a—1 -3 a 0 0 1

Elegimos del producto la segunda fila de la primera matriz por la segunda columna de la
segunda matriz y tiene que dar uno:

a+9—-3a=1— a=4

Como sélo da un valor este debe de ser iinico. Comprobamos que con este valor se cumple el

enunciado:
0 1 -1 0 1 -1 1 0 0
A2=| 4 -3 4 4 =3 4 |=( o010
3 -3 4 3 -3 4 0 0 1

1.22.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 1.22.3 (2,5 puntos) Tres hermanos quieren repartirse de forma equitativa un total de
540 acciones valoradas en 1560 euros, que corresponden a tres empresas A, B y C. Sabiendo que el
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valor actual en bolsa de la accién A es el triple que el de B y la mitad que el de C, que el ntiimero
de acciones de C es la mitad que el de B y que el actual valor en bolsa de la accién B es 1 euro,
encuentre el nimero de cada tipo de acciéon que le corresponde a cada hermano.

Solucién:
Si una accién de B cuesta 1 € = una accién A cuesta 3 € = una accién C cuesta 6 €.
Sean z el numero de acciones de A, y el nimero de acciones de B y z el nimero de acciones de C.
Tendremos:

r+y+z=>540 T+ y+2z=>540 r = 360
3$+y+62y=1560 —{ 3z+y+62=1560 = { y=120
z = 5 y—22=0 z =060
360 120 60
A cada hermano le corresponderan =5 = 120 acciones de A, = = 40 acciones de B y 3= 20

acciones de C.

Opcién B
Problema 1.22.4 (2,5 puntos) Se considera el siguiente sistema de ecuaciones dependientes del
parametro real a:
ar —2y+(a—1)z=4
—2x+4+3y—62=2
—ar+y—6z=06
a) (2 puntos) Discuta el sistema segin los diferentes valores de a.
b) (0,5 puntos) Resuelva el sistema para a = 1.

Solucion:

a)
- a -2 a-—114 %
A= -2 3 6 |2 |; |A|=3a>-29a+26=0=a=1, a= —
a1 6 |6 3

& Sia#lya# % = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(4) = n° de incdgnitas y el

sistema es compatible determinado. (Solucién tnica)

® Sia=26/3:
B 26/3 -2 23/3|4 3F, 26 —6 23|12
A= -2 3 6|2 |=| R |=[ -2 3 6|2 |=
-2/3 1 —6/|6 3F, —26 3 —18 |18
F 26 —6 23|12
— | BR+F | = 0 33 —55(38 | =
F+F 0 -3 530
F 26 —6 23| 12
F = o0 33 -55|38 |=
11F; + Fy 0 0 0368

Sistema Incompatible
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@& Sig=1:

B 1 -2 0|4 Fy 1 -2 0| 4
A= -2 3 6|2 |=| m+2r | = 0 -1 —6]10 |=
-1 1 6|6 F3+ Fy 0 -1 —6|10
I 1 =2 0| 4
= I = 0 -1 —-6|10 =
;- F 0O 0 0]O0
Sistema Compatible Indeterminado
b) Sia=1:
r—2y=4 r=-16— 12\
—2x4+3y—6z2=2 =< y=-10—-06A
—x+y—6z2=6 z=A

1.22.3. Ordinaria-Coincidente
Opcion A

Problema 1.22.5 (2,5 puntos) Dadas las siguientes matrices:

0 1 1 0
A= m 1 0 |, B= 1
1 0 1 0

a) (1,25 puntos) Determine los valores del pardmetro real m para los que la matriz A es invertible
y calcule su inversa en esos casos.

x
b) (0,75 puntos) Estudie el sistema de ecuaciones A | y = B en funcién del pardmetro m.
z

¢) (0,5 puntos) Resuelva el sistema del apartado anterior para el valor m = 2.
Solucién:

a) [Al=-m—-1=0= m=-1= 34 ymec R~ {-1}

0 1 1 1 —1 1 1
A= m 1 0 = A l=_— m 1 —m
10 1 m+l\ 4 4 oy
T 01 10
b) Al v |=B= A= m 1 0|1 |com|A=-m—-1=0= m=-1
z 1 0 110

& Sim # —12 = |A| # 0 = Rango(A4) = 3 = Rango(A4) = n° de incégnitas y el sistema
es compatible determinado. (Solucién tinica)
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@& Sim=—1:

01 1]0 F3 1 0 1]0
A= -1 1 0|1 |=|FR |=( -1 1 0|1 |=
1 0 110 I3 01 1|0
Fy 1 0 110 Fy
B+R |=[ 01 1|1 |= F, =
I3 0 1 1|0 3 —F
1 0 1 0
0 1 1 1 —> Sistema incompatible
0 0 0|-1
c) Sim=2
T 0 1 1 T 0
Al vy |=B= | 2 1 0 y |=( 1 |=
z 1 0 1 z 0
y+z= xr=1/3
2r4+y=1 = { y=1/3
x+z= z=-1/3
Opcién B

Problema 1.22.6 (2,5 puntos) Una tienda online de productos gourmet elabora tres tipos de
cafés exclusivos, el Gold Cuvée (a 7,85 euros/kg), el Paradiso (a 13,3 euros/kg) v el Cremissimo (a
24,85 euros/kg). Para ello utiliza solo dos tipos de grano, el Arabica y el Robusta. El Gold Cuvée
tiene un 90 % de grano tipo Arabica, el Paradiso un 85 % y el Cremissimo un 80 %.

A lo largo de un mes han necesitado utilizar 27,1 kg de grano del tipo Robusta para atender todos
los pedidos y han ingresado un total de 3112,5 euros. Sabiendo que se ha vendido doble cantidad
de café Cremissimo que de las otras dos especialidades juntas, se pide calcular los kilogramos de
grano del tipo Arabica que se han utilizado a lo largo de ese mes.

Solucién:

Sean x los kg café Gold Cuvée, y los kg café Paradiso y z los kg café Cremissimo.

7,85x + 13,3y + 24,85z = 31125 157x + 266y + 4972 = 62250
0,1z 4+ 0,15y + 0,20z = 27,1 = 2x + 3y + 4z = 542
z=2(x+vy) 2042y —2z=0
z =30
== y =22
z =104

Los kg de tipo Arédbica utilizados son 0,92 + 0,85y + 0,82 = 0,9-30+0,85-22+0,8-104 = 128,9
kg.

1.22.4. Extrordinaria

Opcién A

Problema 1.22.7 (2,5 puntos) Tres amigas, Sara, Cristina y Jimena, tienen un total de 15000
seguidores en una red social. Si Jimena perdiera el 25 % de sus seguidores todavia tendria el triple
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de seguidores que Sara. Ademads, la mitad de los seguidores de Sara mads la quinta parte de los
de Cristina suponen la cuarta parte de los seguidores de Jimena. Calcule cuantos seguidores tiene
cada una de las tres amigas.

Solucion:

Sean x el numero de seguidores de Sara, y el nimero de seguidores de Cristina y z el nimero
de seguidores de Jimena. Tendremos:

x4y + z = 15000 x + 1y + 2z = 15000 x = 2000
%752};:35 — de—2=0 — y = 5000

Sara tiene 2000 seguidores, Cristina 5000 seguidores y Jimena 8000 seguidores.

Opcién B
Problema 1.22.8 (2,5 puntos)

a) (0,75 puntos) Encuentre un tnico sistema de dos ecuaciones lineales en las variables z e y,
que tenga como soluciones {x =1, y =2} y {x =0, y =0}.

b) (1 punto) Encuentre un sistema de dos ecuaciones lineales en las variables =, y y 2z cuyas
soluciones sean, en funcién del parametro A € R.

T =M\
y=A—2
z=A—1

¢) (0,75 puntos) Encuentre un sistema de tres ecuaciones lineales con dos incégnitas, = e y, que
solo tenga como solucién a z =1e y = 2.

Solucion:

a) Un sistema de ecuaciones lineales o bien tiene solucién tnica o bien tiene infinitas soluciones
o bien no tiene solucién. Luego el caso que nos ocupa debe de tener infinitas soluciones, como
una de ellas tiene que ser {x = 0, y = 0} las infinitas soluciones buscadas serian:

T=A Y o
{y=2)\ :>)\7x72:>2x y=0

La segunda ecuacién del sistema tiene que ser proporcional

{Zm—yz()
—6x+3y=0
b)
=\ v — 42
y=A—2 :>/\:x:y+2=z+1:>{ =Y =
O r=z+1
{a:—y—2
T — 2=
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¢) Calculamos un sistema con la solucién buscada, por ejemplo
{ 20 +y=4
z—y=-—1

Como el sistema tiene que ser compatible determinado la tercera ecuacién tiene que ser
irrelevante, hacemos una combinacién lineal de las dos, por ejemplo multiplico la segunda
por 3 y le sumo la primera. Me queda el sistema:

20 +y =4
r—y=-—1
Sx —2y =1

1.23. Ano 2022

1.23.1. Modelo
Opcién A

Problema 1.23.1 (2,5 puntos) En una academia de idiomas se imparten clases de inglés, francés
y aleman. Cada alumno estd matriculado en un tnico idioma. El nimero de alumnos matriculados
en inglés representa el 60 % del total de alumnos de la academia. Si diez alumnos de francés se
hubiesen matriculado en alemédn, ambos idiomas tendrian el mismo nimero de alumnos. Ademés,
la cuarta parte de los alumnos de inglés excede en ocho al doble de la diferencia entre los alumnos
matriculados en francés y aleman. Calcule el nimero de alumnos matriculados en cada idioma.
Solucién:

Sean x numero de alumnos de inglés, y nimero de alumnos de francés y z nimero de alumnos de
aleman.

r=0,6(z+y+2) 2 —3y—32=0 z =192
y=10=2410  — ¢ y—2=20 = { y=T4
Z:8+2(yfz) x—8y+8z=232 z =54
Opcién A
0 1 a 3
Problema 1.23.2 (2,5 puntos) Sean las matrices A = 1 0 a y B= —1 |. Se pide:
a 1 0 -2

a) (0,5 puntos) Calcular los valores de a para los que la matriz A no tiene inversa.

b) (1 punto) Para a = 1, calcular la inversa de la matriz A.

x
¢) (1 punto) Para a = 2, resolver el sistema A| y | =B.
z
Solucién:
a) |[Al=a’+a=0= a=0ya=—1, para estos valores A"
01 1 —1/2 1/2 12
b) Sia=1= A= 1 0 1 |= A= /2 —-1/2  1/2
110 12 1/2 -1/2
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01 2 -1/3  1/3  1/3
¢c) Sia=2=—= A= 1 0 2 |= A= 2/3  -2/3 1/3
2 1 0 1/6 1/3 —1/6
-1/3  1/3  1/3 3 —2
AX=B= X=A"'B= 2/3 —2/3 1/3 -1 | = 2
1/6  1/3 —1/6 —2 1/2

1.23.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 1.23.3 (2,5 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del
parametro real m:
r—2my+z=1
mr+2y —z=—1
r—y+z=1

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcién de los valores de m.

1
b) (0,5 puntos) Resuelva el sistema para m = 3

Solucion:
a)
B 1 —2m 1|1 1
A= m 2 —1|-1 ;|A\:2m2+m71:0:>m:71m:5
1 -1 1|1

m Sim#—-1ym# % = |A| # 0 = Rango(A) = 3 = Rango(A) = n° de incégnitas y

el sistema es compatible determinado. (Solucién tinica)

s Sim=-1:
1 2 1 1 Fo ] 1 2 1|1
A= -1 2 -1|-1 |=| FKR+F |=| 0 4 0|0 |=
1 -1 1 1 F3— T | 0 3 00
Fy 1 2 11
4F3 — 3F, 0 0 00
Sistema Compatible Indeterminado
1
n S. = —.
im=g
1 -1 1] 1 B
A= /2 2 —-1]|-1 = F2—§F1 =
1 -1 1 1 Fy—F
1 -1 1 1

0 5/2 —3/2|-3/2 | =
0 0 0ol o0

Sistema Compatible Indeterminado
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1
2 2
rT=—-—=-A
r—y+z=1 5
=
1 =——+=-A
—r4+2y—z=-1 Y 5
2
z=2A
Opcién B

Problema 1.23.4 (2,5 puntos) Tres primos, Pablo, Alejandro y Alicia, se van a repartir un pre-
mio de 9450 euros de forma directamente proporcional a sus edades. La suma de las edades de
Pablo y Alejandro excede en tres anos al doble de la edad de Alicia. Ademas, la edad de los tres
primos juntos es de 45 anos. Sabiendo que en el reparto del premio la diferencia entre lo que recibe
Pablo y lo que recibe Alicia es de 420 euros, calcule las edades de los tres primos y el dinero que
recibe cada uno por el premio.

Solucién:
Sean x la edad de Pablo, y la edad de Alejandro y z la edad de Alicia.
El reparto proporcional a la edad seria:
x Y z x Y z
x+y+z+x+y—|—z+a}+y—|—z 45 45 45

Tenemos:
xiy"_;:fg T+y+z=45 =16
Ty = oz — ({ r+y—22=3 = { y=15
94503:_94502':420 v s —9 Y — 14
45 45
Pablo tiene 16 anos, Alejandro tiene 15 anos y Alicia 14 anos. El reparto sera:
16 - 94
Pablo recibe %550 = 3360€
15-94
Alejandro recibe %550 = 3150€
14 - 94
Alicia recibe % = 2940€

1.23.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 1.23.5 (2,5 puntos) Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del
parametro real m:

20 +y—2=0
mr+(m+Dy—z=m-—1
—x—=2y+(2m—-1)z=1—-m

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcién de los valores de m.
b) (0,5 puntos) Resuelva el sistema para el valor m = 1.

Solucion:
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2 1 -1/ 0
A= m m+1 ~1|m-1 |; |[A|=2m>+4m -6=0=
—1 -2 2m—-1|1—m
m=1, m=-3

» Sim#1ym# -3 = |A| # 0= Rango(4) = 3 = Rango(4) = n? de incégnitas y
el sistema es compatible determinado. (Solucién dnica)

= Sim=-3:
2 1 —-1] 0 F
A= -3 -2 —-1|-4 = | 2F, +3F) | =
1 —2 —7| 4 2F; + Fy
2 1 -1/ 0 I3
0 -1 -5|-8 |= Fy =
0 -3 —-15] 8 F3; —3F,
2 1 -1]0
0 -1 —-5|-8 — Sistema Incompatible
0 0 0] 32
Sim=1:
2 1 —-110 Fy
A= 1 2 —-1]0 |=|2mR-F |=
1 -2 1]0 2F; + Fy
2 1 -110 Fy
0 -3 110 B+ F
21 —-110
03 —-1]0 — Sistema Compatible Indeterminado
0 0 01]0
b) Sim = 1:
2x4+y—2=0 T =X
{ 3 g z —6 —qv=2
y a z =3\
Opcién B
Problema 1.23.6 (2,5 puntos) Sean las matrices A = <C 8 ) B = (1 2 3> y C =
’ 1 b+c/)’ 2 a+c 4
a+2 1
3 2
1 1
. 1
a) (1 punto) Calcular el valor de a para que el sistema de ecuaciones C (y) = | 1] sea
1
compatible.
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b) (1,5 puntos) Calcular los valores de a, b y ¢ para que la multiplicacién de dos de las matrices
sea igual a la restante.

Solucién:
- a+2 111 B
a) A= 3 2|1 |=|4]=a+1=0=a=-1
1 171

Sia# —1= |A|] # 0= Rango(A) = 3 #Rango(4) < 2 = Sistema incompatible.
1 1|1

Sia=-1= A= 3 2|1 :>|Z|:0ycomoé ;’:—1¢0:>Rango(A):
1 1)1

2 =Rango(A) = ntmero de incégnitas = Sistema compatible determinado.

b) Para que se cumpla que el producto de dos de las matrices sea igual a la tercera tiene que
ser B - C = 2A2’ el resto de combinaciones posibles son falsas o imposibles.
X

2x3 3x2
(1 2 3) “ ; _<c 8 )
2 a+c 4 1 1 “\1 b4e

( a+11 8 >7<c 8 ):>
5a+3c+8 2(a+c+3)) \1 b+c

2

a+11:C a:—5
5a+3c+8=1 == b=2
20a+c+3)=b+c c=

1.23.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 1.23.7 (2,5 puntos) En una estanterfa de una biblioteca hay ensayos, novelas y bio-
grafias. Tres de cada dieciséis libros de la estanteria son ensayos. Las biografias junto con la tercera
parte de los ensayos exceden en dos a las novelas. Si retirdramos la mitad de los ensayos y la quinta
parte de las novelas quedarian ciento cinco libros. Calcule el nimero de libros de cada clase que
hay en la estanteria.

Solucién:
Sean x ntmero de ensayos, y nimero de novelas y z nimero de biografias.

3
—(z4+y+z)==x

16
1 —13x+3y+32=0 x=24
z+-x=24+y = r—3y+32=6 == Yy =255
3 5z + 8y + 10z = 1050 2 =49

x 4y
-+ = = 105
2—|— 5 +z

La estanteria tiene 24 ensayos, 55 novelas y 49 biografias.
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Opcién B

Problema 1.23.8 (2,5 puntos) Se consideran las matrices reales

11
A:(i _} _’f),B: 1 -1
1 0

a) (1 punto) Calcule para qué valores del pardmetro k tiene inversa la matriz AB. Calcule la
matriz inversa de AB para k = 1.

b) (1 punto) Calcule BA y discuta su rango en funcién del valor del pardmetro real k.

¢) (0,5 puntos) En el caso k = 1, escriba un sistema incompatible de tres ecuaciones lineales
con tres incognitas cuya matriz de coeficientes sea BA.

Solucién:
1 1
1 -1 k k 2
a)AB:<k 1—1) b :<k 14—1):>
1 0
|AB| =k(k—-3)=0= k=0y k=3= 3(AB)"' Vk € R - {0,3}
. (12 _1_< 0 1 )
Slk_1:>AB_<1 0):>(AB) =12 —12
11 Lo k+1 0 k-1
b) BA=| 1 -1 (k 171)= 1-k -2 k+1
1 0 1 -1 k
E+1 0
|BA| = 0 = Rango(BA) < 3, cogemos el menor 1—k 9 =-2k+1)=0= k=-1
Si k # —1 = Rango(BA) = 2.
Sik=-1
0 0 -2 0 _9
BA=| 2 -2 0 | el menor = —4 # 0 = Rango(BA) = 2.
1 -1 -1 2 0
Luego Rango(BA) =2 Vk € R
c) Con k=1
2 0 0 T a
0 -2 2 y | =1 b
1 -1 1 z c
2 0 0
BA = 0 —2 2 Es 2F3 = Fy + F5, si ponemos a = 1, b = 0y ¢ = 7 la tercera fila
1 -1 1

ya no serfa combinacién lineal de las anteriores, por lo que el Rango(BC) #Rango(BC) =
sistema incompatible.
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1.23.5.
Opcién A

Problema 1.23.9 (2,5 puntos) Sean las matrices A =

Se pide:

Extraordinaria-Coincidente

a b 0 -1 0 0
b a 0 |yB= 0 -1 0
00 a 0 0 -2

a) (0,5 puntos) Para b = a?, determinar los valores de a para que la matriz A tenga inversa.

b) (1 punto) Para b=4y a = —2, calcular A~' - (B +2A4) — (A~' + BY) - B.

¢) (1 punto) Para b = 1, discutir el rango de la matriz A + B en funcién del pardmetro a.

Solucién:
a a® 0
a) Sib=a>= A= a® a 0 | = |4]=d*(1-0a*)=0= a=0,a==+1
0 0 a
JA ' Va e R - {0,-1,1}
b) AL (B+24) - (A +B")-B=A"'B+247'A-A'B-B'B=2I - B'B=
2 00 -1 0 0 -1 0 0
02 0 |- 0 -1 0 0 -1 0 |=
0 0 2 0 0 -2 0 0 -2
2 00 1 00 10 0
020 |- 010 ]=01 0
0 0 2 0 0 4 0 0 -2
a 1 0 -1 0 0
¢) Sib=1= A+B= 1 a 0 |+ 0 -1 0 |=
0 0 a 0 0 -2
a—1 1 0
1 a-1 0 = |[A+B|l=a(a—-2)?=0=a=0ya=2
0 0 a—2
@ SiaeR—-{0,2} = |A| # 0 = Rango(4) = 3.
-1 1 0 1 0
& Sia=0= A= 1 -1 0 y el menor ‘27&0:>Rango(A+
0 -2
0 0 -2
B) =2.
110
& Sig=2=—= A= 1 1 0 | = Rango(A+ B)=1.
0 00

Opcién B

Problema 1.23.10 (2,5 puntos) Los precios de las entradas para un musical son 8 euros para los
asistentes menores de 18 anos, 25 euros para los adultos de menos de 60 anos, y 10 euros para
aquellos de al menos 60 anos. Tras el concierto, se sabe que se han vendido tantas entradas de
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25 euros como de las otras dos categorias juntas; y también que ha habido 9 asistentes menores
de edad por cada uno de aquellos de al menos 60 anos. Si la recaudacién final fue de 8300 euros,
calcule el nimero de asistentes de cada rango de edad.

Solucién:
Sean x numero de asistentes menores, y numero de asistentes adultos menores de 60 anos y z
nimero de asistentes mayores de 60 anos.

y=x+z2 r—y+2=0 T =225
z =9z = z—92=0 - y = 250
8x + 25y 4+ 10z = 8300 8z + 25y 4+ 10z = 8300 z =25

Ha habido 225 asistentes menores, 250 asistentes adultos menores de 60 anos y 25 asistentes adultos
mayores de 60 anos.

1.24. Ano 2023

1.24.1. Modelo
Opcion A

Problema 1.24.1 (2,5 puntos) En la liga de fitbol profesional de Libertonia compiten veinte
equipos. Cada equipo debe tener exactamente veinticinco jugadores de los que tres, y no mas, han
de ser porteros. Se sabe que la tercera parte del nimero de defensas coincide con la diferencia entre
el nimero de centrocampistas y el nimero de delanteros. Por otro lado, la suma de la mitad del
numero de centrocampistas y el doble del nimero de delanteros excede en 25 unidades al nimero de
defensas. Calcule el nimero de defensas, el niimero de centrocampistas y el nimero de delanteros
que juegan en la liga.

Solucién:

Sean x el nimero de defensas, y el nimero de centrocampistas y z el nimero de delanteros.

Hay un total de 20 - 25 — 20 - 3 = 440 jugadores no porteros.

z+y+2z=440

Y T +y+ 2z =440 x = 210 defensas
9 +2:-25=2 ] 27 —y—4r=-50 = { y =150 centrocampistas
%:y—z r—3y+32=0 z = 80 delanteros
Opciéon B
Problema 1.24.2 (2,5 puntos) Dadas las matrices: A = (m -1 1), B = <2m _1) y
-2 0 m 1 0
0 -1
c=1|-2 1
3 -1
Se pide:

a) (0,75 puntos) Calcular, si existe, el valor de m para el cual se verifica que A'B = C' .

b) (1 punto) Calcular, si existen, los valores de m para los que existe la inversa de AC' y calcular
para m = 0 la inversa de AC.
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¢) (0,75 puntos) Calcular, si existe, el valor de m para el cual se cumple que B? = B—1, siendo
I la matriz identidad de orden 2.

Solucion:
mo=2\ 2m* —2 —m 0 -1
a)AtB: -1 0 <1 0): —2m 1 = -2 1 —
1 m 3m -1 3 -1
2m?2—2=0
—m=-1 = m=1
—2m = —2 B
3m =3
0 -1
m -1 1 5 —m—2
b) AC_<72 0 m) _32 —11 _(3m 27m>

|AC| = 3m® 4+ m + 10 = 0 No tiene solucién = I(AC)~* Vm € R

Sim=0=—> Acz(g —22): (AC)_lz(lés %;)

o (2m —1\° [(om -1\ [2m -1 4m? -1 —2m
C) B* = = =
1 0 1 1 0 om 1

w6 -
)

B2—B_— (4m2—1 —2m
1

2m —
4m? —1=2m—1 1
—2m = -1 — m= -
om = 1 2

1.24.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 1.24.3 (2,5 puntos) En una obra, para transportar la tierra extraida para la cons-
truccién de los cimientos de un edificio, se usan tres tipos de camiones diferentes: A, By C. Los
camiones de tipo A tienen una capacidad de 14 toneladas, los de tipo B, de 24 toneladas y los de
tipo C, de 28 toneladas. Habria que traer un camién més de tipo A para igualar al niimero de
camiones restantes. El1 10% de la capacidad de todos los camiones tipo B supone un séptimo de
la de los de mayor tonelaje. Hoy, realizando un tnico viaje cada camién a méaxima capacidad, se
han extraido de la obra 302 toneladas de tierra. ;Cuanta tierra ha sido transportada hoy por los
camiones de cada tipo?

Solucién:

Sean x el nimero camiones tipo A, y el nimero camiones tipo B y z el niimero camiones tipo C.

14x + 24y + 28z = 302 Tx + 12y + 14z = 151 x =T tipo A
1+z:y1+z — r—y—z=-—1 = ¢ y=>5tipo B
0,1-24y = - - 282 3y —52=0 =3 tipo €
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Tenemos:

7-14 =98 Tm
5.24 =120 Tm
328 =84 Tm

Opcion B

(a+1zx+4y=0
Problema 1.24.4 (2,5 puntos) Dado el sistema < (a — 1)y +2=3 , se pide Se pide:
dx +2ay+2=3

a) (1,25 puntos) Discutirlo en funcién del pardmetro a
b) (0,5 puntos) Resolverlo para a = 3

¢) (0,75 puntos) Resolverlo para a = 5.

Solucion:
B a+l 4 0]0
a) A= 0 a-1 1|3 |=|Al=-0a*-20+15=0=a=-5ya=3
4 2 1|3

® Siac R—{-53} = |A| # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) =ndmero de incégnitas
= sistema compatible determinado (solucién tinica)

& Sig=—
0]0 Fy -4 4 0]0 Iy
A= 0 -6 1|3 |=|F = 0 -6 1|3 |=| F =
4 —1 113 F; + F 0 -6 1|3 Fs — Fy
-4 4 010
0 —6 113 — sistema compatible indeterminado (infinitas soluciones)
0 0]0
e Sia=
4 4 00 By 4 4 0|0 Fy
A= 0 2 1|3 |=| R = 0 2 1|3 |=|F =
4 6 1|3 - 0 2 1|3 Fy — Fy

b) Sia=3
T =A
r+y=
— = —
{2y+2*3 P
¢c) Sia=5
6z +4y =0 =0
dy+2=3 = =
dr 4+ 10y + 2 =3 z2=3

177



1.24.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Opciéon B
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Capitulo 2

Geometria

2.1. Ano 2000

2.1.1. Modelo
Opcion A
Problema 2.1.1 (2 puntos) Dados los vectores @ = (a,1+ a,2a), ¥ = (a,1,a) y & = (1,a,1),
se pide:
a) (1 punto) Determinar los valores de a para que los vectores 7, K y W sean linealmente
dependientes.

b) (0,5 puntos) Estudiar si el vector @ = (3,3,0) depende linealmente de los vectores , U y
para el caso a = 2. Justificar la respuesta.

¢) (0,5 puntos) Justificar razonadamente si para a = 0 se cumple la igualdad

U (VAT)=0

Nota: el simbolo A significa producto vectorial.

Solucion:

a)

a l1+a 2a
a 1 a|=a@®-1)0= a=0, a==+l1
1 a 1

Sia#£0ya+#+l = U, U y W son Linealmente Independientes.

Sia=00a=4+1 = 7, o y W son Linealmente Dependientes.

b) sia = 2, los tres vectores son linealmente independientes y, por tanto, forman una base. Luego
el vector ¢ = (3,3,0) es combinacién lineal de 7, o y . Veamos de que combinacién lineal
se trata, tenemos:



(3,3,0) = a(2,3,4) + b(2,1,2) + ¢(1,2,1) =

a=_3
2
2a+ 20+ c= 3
3a+ b+ 2c= 3 = b:§
da+ 20+ c= 0 2
c=3
rA o
2 2
¢) Sia =0 tenemos:
u = (0,1,0)
7 = (0,1,0)
W = (1,0,1)
Sabemos que [, ¥, W] = U - (¥ A W). Pero
010
(W, 7,W]=|0 1 0|=0
1 01

Luego 7 - (VA W) =0
Problema 2.1.2 (2 puntos)

a) Hallar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos del plano tales que su distancia al punto
A(4,0) es el doble de su distancia a la recta x = 1.

b) Comprobar que el anterior lugar geométrico es una cénica. Indicar el tipo de cénica que es y
hallar sus focos.

Solucion:

F(-4,0) Fi4,0) "
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N
<
o

x
4 12

=12, como 2 = a? +b? = 16 = ¢ = 4. Los focos

b) Se trata de una hipérbola a? = 4 y b?
serfan los puntos F'(—4,0) y F(4,0).

Opcién B

Problema 2.1.3 (3 puntos)
a) (1 punto) Encontrar la distancia del punto P(1,—1,3) a la recta que pasa por los puntos

b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son los puntos P, Q y R.
¢) (1 punto) Encontrar todos los puntos S del plano determinado por P, Q y R de manera que

el cuadrildtero de vértices P, ), Ry S sea un paralelogramo.

Solucién:
a) Calculamos la ecuacién de la recta r que pasa por Q y R:
=1
QR = (0,-2,-2) .
91 — y=2—2A
@(1,2,1) 2=1-2)
- = =
i j k
QP x QR = 0 “2 —2 ||=(~10,0,0) =10
0 -3 2
QP x QR| 10 52
d(P,r) = = = u
QR 2 2
b) Tenemos
QP = (0,-3,2)
QL = (0,-2,-2)

S= 1P x QR =5 w2

¢) El plano 7 que contiene a los puntos P, @ y R es el siguiente

0 0 z-1
m:| =3 =2 y =10z—1)=0=m:2—-1=0
2 -2 z+1
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Sean P, Q y R vértices consecutivos, entonces S = P + Cﬁ =(1,-1,3)4+(0,—-2,-2) =

(17 _37 1)

= Sean P, Ry @ vértices consecutivos, entonces S = P + ]@ =(1,-1,3) +(0,2,2) =
(1,1,5)

= Sean ), P y R vértices consecutivos, entonces S = @ + ﬁ% =(1,2,1) + (0,1,—4) =
(17 37 _3)

= Sean ), Ry P vértices consecutivos, entonces S = @ + ]ﬁ’ =(1,2,1) + (0,—-1,4) =
(1,1,5)

= Sean R, Py @ vértices consecutivos, entonces S = R + ]@ =(1,0,—1) 4+ (0,3,-2) =
(17 37 _3)

= Sean R, @ y P vértices consecutivos, entonces S = R + Q? =(1,0,—1) + (0,-3,2) =
(17 _37 1)

Los puntos S son (1,-3,1), (1,1,5) y (1,3, —3). Todos ellos estdn contenidos en el plano 7

2.1.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 2.1.4 (2 puntos) Resolver la siguiente ecuacién vectorial:
7 A(2,1,-1) = (1,3,5)

sabiendo que |7| = /6, donde A significa ”producto vectorial”.

Solucion:

LLamamos 7 = (a, b, c) (a,b,c) A (2,1,-1) = (1,3,5):

—

- = 2
k
C

7 i —b—CZI
a b =(=b—c,a+2c,a—2b)=(1,3,5) =< a+2c=3
2 1 -1 a—2b=5

Como la primera ecuacién es el resultado de restar a la tercera la segunda, sélo tendriamos dos
ecuaciones, la tercera la obtenemos de \?\ =V6= > +0* 4+ =6

—b—c=1 a=1 a=5/3
a+2c=3 =< b=-2 o b=-5/3
a?+b*+c2=6 c=1 c=2/3

_ 5 52)
Es T=0-2)y 7 =2,-2%
s decir, (1,-2,1) y (37 33

Problema 2.1.5 (2 puntos)
a) Determinar el centro y el radio de la esfera:
4y 4+ 22— 24+ 4y+82—-4=0
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b) Determinar el centro y el radio de la circunferencia interseccién de la esfera del apartado
anterior con el plano z = 0.

Solucion:

2)

—2a = -2 a=1
—2b=4 b=-2
—2c=28 = c=—4
a4+ +2—rt=—4 r=

Esfera de centro (1,—2,—4) y radio r = 5.
b) Al cortar la esfera con el plano z = 0 nos queda la circunferencia:

24y -2 +4y—4=0

—2a = -2 a=1
—2b=14 =< b=-2
a®+b*—r?=—4 r=3

Circunferencia de centro (1, —2,0) y radio r = 3.

Opcién B

Problema 2.1.6 (3 puntos) Sean los puntos P(8,13,8) y Q(—4,—11, —8). Se considera el plano
m, perpendicular al segmento P@Q por su punto medio.

a) (1 punto) Obtener la ecuacién del plano 7.
b) (1 punto) Calcular la proyeccién ortogonal del punto O(0,0,0) sobre 7.

¢) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro determinado por los puntos en los que el plano 7
corta a los ejes coordenados y en el origen de coordenadas.

Solucion:

a) Se trata de un plano mediador. Calculamos punto medio del segmento PQ que serd M (2, 1,0)
v el vector PO = (—12,—24, —16) = —4(3, 6, 4).

3r+6y+4z2+2=0, 6+64+04+A=0= A= —-12
m:3x+6y+4z—12=0

b) Calculamos una recta r perpendicular a m que pase por O y después calculamos el corte de
esa recta r y el plano 7.

{E=Goh M
P.=0(0,0,0) Y — 4\
12
3(BA) +6(6XN) +4(4N) —12=0= A = 6L
36 7248
El o (222
punto proyectado es: O 61’ 6161
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¢) Los puntos de corte son:
Con el eje OX: hacemos y =0y z =0= A(4,0,0).
Con el eje OY: hacemos z =0y z =0 = B(0,2,0).
Con el eje OZ: hacemos x =0y y = 0= C(0,0,3).
Los vectores:
OA = (4,0,0).
OB = (0,2,0).
OC = (0,0,3).
El volumen del tetraedro es

V=

| =4 u?

104,08,00) =

S =
OO
=3 R
w o o

2.1.3. Extraordinaria

Opcién A

Problema 2.1.7 (3 puntos) Sea la superficie esférica de ecuacién 2+ + 22 — 6z —6y—8z+9 = 0.
a) (0,5 puntos) Determinar su centro y su radio.
b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta que contiene al didmetro paralelo al eje OY.

¢) (1 punto) Obtener el centro y el radio de la circunferencia que resulta al cortar dicha esfera
con el plano z = 0.

d) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano tangente a la esfera en su punto del eje OX.
Solucién:

a) 22 +y? 4+ 22 — 62 — 6y — 82 +9 =0 = centro C(3,3,4) y radio r = 5

b)

— z=3
. ut:(07170) . —
t'{Pt(3,3,4) = t: 3:;24-/\

¢) Imponemos z = 0 = 22 +y? — 62 — 6y + 9 = 0 circunferencia de centro (3,3,0) y radio
r=3

d) Si cortamos la esfera con el eje OX hacemos y =0y 2 =0 =
(x—3)2+(=3)*+ (42 =25 — =3 = P(3,0,0)
El vector caracteristico del plano tangente puede ser ﬁ =(0,3,4)
m:3y+4z+A2=0

Como tiene que contener al punto P = A = 0. Luego el plano buscado es 7 : 3y + 4z = 0.
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Opcién B
Problema 2.1.8 (2 puntos) Se consideran los puntos A(1,a,0), B(1,1,a —2) y C(1,—1,a).

a) (1 punto) Comprobar que no estén alineados, cualquiera que sea el valor que tome el pardme-
tro a.

b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo que determinan los tres puntos.

Solucion:

a)

1 a 0
1 1 a—2 |=-2#0Va€eR
1 -1 a
Luego no estan alineados.
b)
AB=(1,1,a—2)— (1,a,0) = (0,1 — a,a — 2) .
AC = (1,-1,0) - (1,0,0) = (0,~1 — a,a)
- = —
i j k
ABxAC|=|| 0 1-a a-2||=](-20,0)=2

0 -1-a a
1
sz§|ﬁx@\:1u2
Problema 2.1.9 (2 puntos) Sean la recta

z—1 'y z-1

T

m 4 2
y el plano
m:2r—y—+kz=0
a) (1 punto) Calcular m y k para que la recta sea perpendicular al plano.
b) (1 punto) Calcular m y k para que la recta esté contenida en el plano.
Solucién:

a) Deben ser QTz = u_; o proporcionales:

1 1
(m,4,2))\= (2,—1,/{5) — )\:—1, m=—8, k= —5

b) El producto escalar de ambos vectores debe ser igual a cero:

2m—44+2k=0= m+k=2

El punto (1,0,1) er Cm = 2—-0+k =0= k = —2y, por tanto, m = 4.
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2.2. Ano 2001

2.2.1. Modelo
Opcién A

Problema 2.2.1 (3 puntos) Sea la pardbola x? = 4y. Sean u y v las rectas tangentes a la pardbola
en los puntos P de abscisa a y @) de abscisa b, (a1,b), (a1,0), (b1,0).

a) (1,5 puntos) Hallar las coordenadas del punto R de interseccién de u y v.
b) (1 punto) Hallar la relacién entre a y b para que las rectas u y v sean perpendiculares.

¢) (0,5 puntos) Probar que en el caso del apartado anterior, el punto R estd en la directriz de
la parabola.

Solucion:

1
a) u tangente en el punto P(a,a?/4) y v tangente en el punto Q(b, b?/4). Tenemos f'(z) = %

m: f(a) = g, ma= f'(b) = b

a? 1 ( ) atb
u:y— —=—alr—a
Y 2 = (aer ab)
— R _
2 y:aj 2 4
u:y——==b(x—10) 4
4
b)
m1:;:> ab=—4
ma
c¢) Se trata de una pardbola vertical cuya directriz es la recta d : y = —1. Si ab = -4 =
a+b —4) (a—|—b >
LA R il
R< 5 1 R 5 €d
Opcién B

Problema 2.2.2 (2 puntos) Los vértices de un tridngulo son A(—2,—1), B(7,5) y C(x,y).
a) Calcular el drea del tridngulo en funcién de z e y.

b) Encontrar el lugar geométrico de los puntos (x,y) tales que la anterior drea es 36.

Solucién:
a)
AC = (z+ 2,y +1,0)
AB = (9,6,0)
7T 7 F
1 1
S=-|ACxAC| ==|| 242 y+1 0=
2 20 g 6 0

1 3
= 51(0,0,62 — 9y +3)| = J (22 — 3y +1)
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3
52 =3y +1)=36=> 2 -3y —23=0

Problema 2.2.3 (2 puntos) Sea A(1,1) y B(—1,1) dos puntos del plano.

a) Determinar las ecuaciones de todas las circunferencias que pasan por los puntos A y B
razonando dénde estan situados sus centros.

b) De entre las circunferencias del apartado anterior hallar el centro y el radio de la que es
tangente a la recta y = x.

Solucion:

a) Los centros de las circunferencias estdn en la mediatriz que une los dos puntos, es decir,
la recta x = 0. Luego el centro de ellas es de la forma C(0,a) y el radio r = d(C, A) =

v a? —2a + 2. La ecuacién de una circunferencia con este centro y este radio es:

P ry—a)?=d>-20+2= 2 +y* —2ay+2a-2=0

b) Sila recta y = x es tangente a la circunferencia y el punto de tangencia tiene que ser A(1,1),
necesariamente.

Una recta perpendicular a y = x tiene de pendiente m = —1.

Construimos una recta con esta pendiente que pase por A:
y—l=—(x-1)= z+y—2=0

Esta recta corta a @ = 0 en el punto (0,2), que serd el centro de la circunferencia. Y el radio
T = |Cﬁ | = V2. Luego la circunferencia buscada es

P (y—22=2= 22 4+9y* - 2y+2=0

2.2.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.2.4 (3 puntos) Dado el plano 7 : x +y + 2 = 1, la recta r : (x,y,2) = (1,0,0) +
A(0,1,1), y el punto P(1,1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta s que sea perpendicular a r y pase por P.
b) (1 punto) Hallar el punto P’, simétrico de P respecto de 7.
c¢) (1 punto) Hallar el punto P”, simétrico de P respecto de 7.

Solucién:

a) Hallamos un plano perpendicular a r que contenga a P

.{IKI:’ITZ:(O,LU
T -

P(1,1,0) = y+2z+A=0= 14+21=0
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ComoA=—-1= m:y+2—-1=0.

Ahora encontramos el punto de corte de este plano 71 con la recta r:

1

1
A = A+A—1=0=>\=—
\ 2

ﬁ
SIS ]
Il

[a—y

1
El punto de corte serd Q) (1, 3 5)

La recta que buscamos pasa por P y por Q:

L B =1
y{%<@®W,W)ﬁ,yﬂ+mt
PSZP(lvlaO) Z:—l/Qt

b) El simétrico de P respecto de r serd el simétrico de P respecto del punto @ hallado en el
apartado anterior:
_ P+ P

Q

¢) Primero hallamos la ecuacién de la recta t perpendicular a 7 que pasa por P:

=14+
t:¢ y=1+2A
z= A\

Ahora hallamos el punto de corte de esta recta t con el plano m:

1
AI+N+1A+N+A=1= )\:—§:>
22 1
El to d t A R(f,f,ff).
punto de corte serd 3373
Este punto R es el punto medio entre P y su simétrico P':

P+ P (11 ﬂ
R= — P =2R-P=(=,-,-2
2 3’3" 3

Opciéon B
Problema 2.2.5 (3 puntos) Sean las rectas

y—1 z+1 z=1+A
T:I72:7k = 5 s: y=2-2A
N 2 =2\

a) (1 punto) Hallar k para que r y s sean coplanarias.

b) (1 punto) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién del plano que contiene a ambas
rectas.
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c¢) (1 punto) Para el valor anterior de k, hallar la ecuacién de la recta perpendicular comun a

las rectas dadas.

Solucién:
a)
— —
. Uy = (17k7—2) . { Us = (17—1’2) _ (_
A Renty? o Bane Y BR=cLLy
1 kK —2
1 -1 2 |=0= k=-1
-1 1 1
Si k = —1 las dos rectas son coplanarias.
b)
— —
o up=(1,-1,-2) _{usz(l, 1,2) ==
ARy o Basy D BR=CLLD
1 1 z-1
m:] -1 -1 y—-2 |=0=2z+y—3=0
-2 2 z
¢) Calculamos el punto de corte
T=2+A z=1+p 1
r:¢ y=1-2Xx §:1 y=2—4 :>)\——Z,uzi
z=—1—2\ z=2u
571
£ pntos (3.7.1).
punto es 113
El vector director de la recta es
- = =
1 J k
u=upxu,=| 1 -1 -2 |=-4(1,1,0)
1 -1 2
N x=5/4+ A
ut:(lvlvo)
t: { = y=T/4+X
2.2.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.2.6 (2 puntos) Determinar la ecuacién cartesiana de los puntos del lugar geométrico
de los puntos del plano tales que la suma de los cuadrados de sus distancias a los puntos (0,0) y
(1,1) es igual a 9. Si se trata de una curva cerrada, calcular el drea que encierra.

Solucién:
Llamamos O(0,0), A(1,1) y P(x,y):

0P| = [AP| = 2> +4% ~2—y— 1 =0
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11
Se trata de una circunferencia de centro (5, 5) y radio r = 2. Luego el drea serd: S = nr? = 4m u?.

Problema 2.2.7 (2 puntos) Sean A, B y C tres puntos del espacio tridimensional que verifican

la relacion .
CB = —3CA

a) (1 punto) Calcular el valor que toma k en la expresién AC = kAB

b) (1 punto) Si A(1,2,—1) y B(3,6,9), hallar las coordenadas del punto C' que cumple la relacién
de partida.

Solucion:

a) Como@:ﬁ—i—B?yB?:?;CTzl:—S@tenemos
AC = AB — 340 = 4AC = AB = k=~

4

b) Volvemos a utilizar la propiedad triangular, para ello cogemos como punto auxiliar el O(0, 0, 0)
y el resultado del apartado anterior:

O?:O—fl—kﬁ:O—,ZH—%zﬁ:(l,Q?—l)—k%(;1&) - @3;)

3,3
ITERE)
uego B 5

Opcién B

Problema 2.2.8 (3 puntos) Se considera el tetraedro cuyos vértices son A(1,0,0), B(1,1,1),
C(~2,1,0) y D(0,1,3).

a) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo ABC'y el volumen del tatraedro ABCD.
b) (1 punto) Calcular la distancia de D al plano determinado por los puntos 4, By C.
¢) (1 punto) Hallar la distancia entre las rectas AC' y BD.

Solucién:

a) Tenemos:
AB = (0,1,1)
A0 = (-3,1,0)

AD = (~1,1,3)
i A
1 V19
S:§| 0 1 1 |:*\(—17—3a3)|:TU2
-3 1 0
01 1
1 1
V=gl 3 10 |:6|7|:7u3
-1 1 3



b) Construimos el plano 7 : ﬁ:( 3,1,0)
A(1,0,0)
0 -3 -1
T 1 1 Y =0=m:24+3y—32—1=0
1 0 z
-1 1
d(Dm)_\0+3 9-1 7 7ﬂu

V14949 V19 19
¢) Calculamos las rectas r y s:

T:{ﬁ:(—&l,o) . {Eﬁ

o 7(1 L0.2) FB - (0,1,1)

A(1,0,0) )
0 1 1
[AB,AC,BD]|=|| =3 1 0||=7
-1 0 2
e
i 5k
ACxBD| =1 -3 1 0||=1261)]=v41
-1 0 2

AB,AC,BD]| 7 VAL
AC'x BD| VA1 4

2.3. Ano 2002

2.3.1. Modelo
Opcion A

Problema 2.3.1 (2 puntos) Se considera una varilla AB de longitud 1. El extremo A de esta
varilla recorre completamente la circunferencia de ecuacién: x2 +y? — 4z — 2y + 1 = 0; la varilla se
mantiene en todo momento tangente a dicha circunferencia.

a) (1 punto) Determinar el lugar geométrico descrito por el extremo B de la varilla.
b) (1 punto) Obtener la ecuacién cartesiana de dicho lugar geométrico.
Solucién:

a) Veamos un dibujo aproximado:
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Como se puede ver en la figura el segmento CA = CA’ = rradio de la circunferencia descrita
por el punto A. El segmento AB = A’B’, ya que la varilla suponemos que siempre es del

mismo tamano. El &ngulo CAB=CA'B = 90°. Luego los tridngulos formados por los puntos
ABC y A’'B'C son iguales y, por tanto, CB = CB’. En conclusién, el punto B recorre una
circunferencia de centro C' y radio R = CB, que seria concéntrica con la dada en el problema.

b) La circunferencia 2 +y? — 4z — 2y +1=0= C(2,1), r=2.

R=VAB’ +r2 =5

La circunferencia que buscamos es de centro C'(2,1) y radio R = v/5:

(-2 4+@y—-1)2=5= 2 +y? 4o -2y =0

Problema 2.3.2 (2 puntos) Sean las rectas:

r.{x72y—6221 S'f y—1
: z+y=0 "2 a

a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de r y s segin los valores de a.

b) (1 punto) Calcular la distancia entre las rectas r y s cuando a = —2:
Solucion:
a)
u —
: ur = (2,-2,1) . { ug = (2,a,1) >
h { P(0,0,-1/6) * **\ pyo,1,0) o DrPs=(0.1,1/6)
0 1 1/6
2
A= 2 =2 1 , |A‘:a+ 0 g = -9
3
2 a 1

Sia# —2= |A| # 0= las dos rectas se cruzan.

Sia=—-2=— u, =u, = (2,—-2,1) y ademas el Rango(4) = 2, ya que

o
[N}
|
|
[N}
RIS
o

luego las rectas son paralelas.

b) Cuando a = —2 hemos visto que las rectas son paralelas, luego

_|P.P. x| V53

d(r,s) =d(Py,s) = 7] 5
_ 77 F
53
|P.Pixul=[ 0 1 1/6 |:\(4/3,1/3,—2)|:gu
2 -2 1
u| =3



Opcién B
Problema 2.3.3 (3 puntos) Sea la circunferencia de ecuacién 2® + y* — 2z — 4y +1 = 0.
a) (1 punto) Hallar su centro y su radio y dibujarla.

b) (1 punto) Hallar el punto de la curva, de abscisa cero, més alejado del origen; hallar también
la recta tangente a la curva en ese punto.

¢) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las tangentes trazadas desde el punto P(3,0) razonando
la respuesta.

Solucion:

a) El centro es C(1,2) y el radio r = 2

/\‘

7 X
/ \
JentrC(I,Z) ¥ radio }

\ /

X /

b) Para encontrar el punto hacemos z = 0 = ¢y —4y +1=0= (0,24 v3) y (0,2 — V/3).
El punto més alejado es: (0,2 + v/3)

2xdx 4 2ydy — 2dx — 4dy = 0 = (2y — 4)dy = —(2z — 2)dx
,_dy  2w-2 m_@
Y=~ "2y—a !
V3
Larectatangenteesyf2f\/§:?:E:> V3z —3y—6—-3vV3=0

v

¢) El dibujo es:

| —
7 \\\ x=3

(3,2)

e

y=0 ) L (3,0)
(1,0)
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Una de ellas es el eje de abscisa y = 0 y tendrd de punto de tangencia el (2,0), ya que el
punto (3,0) estéd en el eje de abscisas. La otra recta tangente que pase por este punto debe
de ser z = 3, ya que el punto de tangencia es el (3,2).

2.3.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.3.4 (3 puntos) Se consideran las cénicas C7 y Ca cuyas ecuaciones cartesianas son:
Cy: 922 +16y% =144 ; Oy :92% — 16y* = 144

a) (2 puntos) Identificar C; y Cs. Especificar, para cada una de ellas, sus elementos caracteristi-
cos: vértices, focos, excentricidad, y asintotas (si existen).

b) (1 punto) Hallar una ecuacién cartesiana de la pardbola de eje horizontal, abierta hacia la
derecha y que pasa por tres de los vértices de la cénica Cf.

Solucion:

72 y? xZ Y2
14479 4 114716 =1 -+ 32 = = 1. Es decir, se trata de una

elipse centrada en el origen con semieje mayor a = 4 y semieje menor b = 3.
Por la igualdad fundamental tenemos que b2 + ¢ = a? = ¢ = /a2 — b2 = V16 — 9 = V/7.
c N

Su excentricidad sera: e = — = T
a

a) Cp:92% + 16y = 144 =

Podemos concluir:

@ Focos: F'(—V/7,0) F(/7,0)
@& Vértices: (—4,0) (0,3) (0,—3) (4,0)

@ Excentricidad: e =

%

@ Asintotas: Una elipse no tiene asintotas.

(4,0)

194



22 Y2 2?2 .
144/97144/16:1 4—273—2:lEsde(nr,setratadeuna
hipérbola donde a = 4, y b = 3, y se encuentra centrada en el origen.

Para calcular los focos a® + b? = 2 = %: VvV16+9=5
c

Para calcular la excentricidad: e = — = 1
a

Las pendientes de las asintotas serfan: m =

Co : 927 — 16y° = 144 —

3 , b 3
= — y m = -—— = ——
4 a
Teniendo en cuenta que estas asintotas pasan por el punto (0,0) las rectas buscadas serfan:

Q|

33
Y= 1 y Y= 1
Podemos concluir:
@ Focos: (—5,0) (5,0)
@& Vértices: (—4,0) (4,0)
.. )
@ Excentricidad: e = 1
@ Asintotas:
_3 .. __3
Y= 453 Y= 455

b) La ecuacién general de una parébola con vértice en el eje de abscisas y simétrica respecto a
este eje es & = ay?® + by + ¢, habrd que calcular estos coeficientes con la ayuda de los tres
puntos que nos ofrece el problema.
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Como pasa por el vértice (—4,0), (0,3), (0, —3) por sustitucién tendremos un sistema de tres
ecuaciones con tres incognitas:

—4 = c 4

4
0= 9a+ 3b+ c :>c=—4,a:§yb:0:>x:§y2_4
0= 9a— 3b+ ¢

Opciéon B

Problema 2.3.5 (2 puntos) Hallar una ecuacién cartesiana del plano que contiene a la recta 7:
r=14+t , y=—-1+2t , z=t

y es perpendicular al plano 7:

20 +y—2=2.

Solucion:
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Los datos que tenemos son los siguientes:

%
. UTZ(I,Q,I) L= .
r { A(1,-1,0) Ty =(2,1,-1)

Es decir, para calcular el plano pedido tendremos los siguientes datos:

= (1,2,1)
T = (2,1,-1)
A(1,-1,0)
La ecuacién del plano vendra dada por:
1 2 -1
2 1 y+1 |=0=m:z—y+2—-2=0
1 -1 z

Problema 2.3.6 (2 puntos) Los puntos A(1,1,1), B(2,2,2), C(1,3,3) son tres vértices consecu-
tivos de un paralelogramo.
Se pide:

a) (1 punto) Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el drea de dicho paralelo-
gramo.

b) (1 punto) Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus dngulos.

Solucion:

A B

a) Los vectores que nos proporciona el problema son:AB = (1,1,1) y BC = (—1,1,1).
Las coordenadas del punto que nos piden serdn D(xg, 3o, 20). Como BC' = AD = (-1,1,1) =
(xo— 1,90 — 1,20 — 1) y por tanto xg = 0, yo = 2 2o = 2, el punto serd D(0,2,2). El drea del
paralelogramo viene dada por Area = |@ x BC|

T T
ABxBC=| 1 1 1|=(0,-22) = Arca=|AB x BC| =
-1 1 1

=22 4+22=2V2

b) Primero comprobamos la longitud de los lados del paralelogramo, que no sera otra cosa que
calcular el médulo de los vectores z@ y B?

AB = vI+1+1=V3 |BC=vVI+1+1=V3
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Es decir, los lados del paralelogramo son iguales, y por tanto, sélo puede ser o un cuadrado
o un rombo, para diferenciarlo calculamos el angulo que forman dos de los vectores, y en el

. T ; . . ,
caso de que ese angulo fuese — serfa un cuadrado, mientras que en caso contrario seria un

rombo. Cogemos xﬁ =(1,L,1)y E =(-1,1,1)

cosa — T1x2 + Y1Y2 + 2122 _—1+1—|—1_1:>a7éﬁ
VT R+ 2+ 3+ V33 3 2

Luego se trata de un rombo.

2.3.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.3.7 (3 puntos) Se consideran las rectas

a) (1 punto) Calcular la distancia entre r y s.

b) (1 punto) Hallar las ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular comin a r y s y que
corta a ambas.

¢) (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que corta a r y s y que pasa por el
punto P(1,0,0).

Solucion:

a)

u —
ur =(1,-2,2) .{us:(371; 1) r B
' {PT(’L?’) ‘U peo,-1y  PR=ESL)
2 1 4
T
1P Poan @)l =1 1 =2 2 |[=]-35 =35
3 1 -1
- = 7
7 7 k
@@ =1 1 2 2 |[=I0TT)]=TV2
3 1 -1
5P =
P Ps,ur, us 35 5vV2
d(r, s) = e, tr ] V2

b) La encontramos como interseccién de dos planos y para ello nos apoyamos en el vector
perpendicular a ambas rectas u; = u, X U, = (0,7,7):

w = (0,7,7) w = (0,7,7)
i w=(1,-2,2) m:{ ul=(3,1,-1) t:{“
P,(0,1,3) P,(2,0,—1) 2
0 1 T
m 7T -2 y—1 0= 4dx+y—2z=-2
7 2 z-3



0 3 x—2
o | 7 1 Y =0= 2z —-3y+32=1
7 -1 z+1

{ dr+y—2z=-2
"l 2x—-3y+3z=1

¢) La encontramos como interseccién de dos planos:

jt_)—P—: = (_17173) ﬁ‘P_S) = (1707_1) T
- 1TT‘> = (17_2’2) T2 ILT: = (3517_1) t { 7-‘—1
P(1,0,0) P(1,0,0) ’
-1 1 z—1
ot 1 -2 Y =0= 8z+5y+2=8
3 2 z
1 3 z—1
mo 0 1 Y =0=2x—-2y+2=1
-1 -1 z

. { 8z +5y+2=38
’ r—2y+z=1

Opcién B

Problema 2.3.8 (2 puntos) Hallar una ecuacién cartesiana del lugar geométrico de los puntos del
plano cuya diferencia de distancias a los puntos A(0,3) y B(0,—1) es igual a 1. Identificar dicho
lugar geométrico.

Solucion:

Sea X (z,y) un punto genérico, tendremos:

d(A, X) = /22 + (y — 3)2, d(B,X)=+/22+ (y+1)2

Va2 +(y 32— a2+ (y+1)2 =1
4a% — 60y 4+ 120y — 45 =0

Se trata por definicién de una hipérbola.

Problema 2.3.9 (2 puntos) Para cada valor del pardmetro real a, se consideran los tres planos
siguientes:

m:r+y+azr=-2; m:xtayt+z=-1; miar+y+z=3
Se pide:

a) (1,5 puntos) Calcular los valores de a para los cuales los tres planos anteriores contienen una
recta comun.

b) (0,5 puntos) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones cartesianas de dicha
recta comun.
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Solucion:

a)

4+ y+ az= -2 1 1 a|-2

z+ ay+ z= -1 A= 1 a 1]-1

ar+ y+ z= 3 a 1 1 3

— [A|=-a*+3a-2=0= a=-2, a=1
Sia# —2ya#1 el sistema es compatible determinado y los tres planos se cortan en un
punto.
Si @ = —2 el RangoA =Rango(A4) <n® de incdgnitas con lo que el sistema es compatible

indeterminado, los tres planos tienen infinitos puntos comunes. Como ademas no son planos
coincidentes, tienen por tanto, una recta comun.

Si a =1 tenemos que Rango(A) = 2 #Rango(A) = 1 y el sistema es incompatible.

b) Sia= -2
T+  y— 2z2= -2 xr=-5/3+A
x— 2y+ z= -1 = r:{ y=-1/34+X
—2z+  y+ z= 3 z=A

2.4. Ano 2003

2.4.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.4.1 (3 puntos) Se consideran el plano 7 y la recta r siguientes:

-1 1
m:x+y— 2z = 6; r:xQ :%:Zj_l

Se pide:
a) (1,5 punto) Hallar el punto simétrico de M(1,1, 1) respecto del plano .
b) (1,5 punto) Hallar el punto simétrico de M(1,1,1) respecto de la recta r.

Solucion:

a) Calculamos una recta perpendicular a m que pase por el punto M(1,1,1):

=14+
y=1+2A
z=1-2\

Calculamos el punto de corte de esta recta con el plano 7:
T+ +0+N)-21-20)=6=X1=1

M'(2,2,-1)
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Este punto es el punto medio entre M y el simétrico M":

M+ M
M = % s M = 2M' — M = (4,4,—2) — (1,1,1) = (3,3, 3)

b) Calculamos un plano perpendicular a © que contenga al punto M:
20 4+3y— 24+ A=0= 24+3-14+A=0= A= -4

20 +3y—2—4=0

Calculamos el punto de corte de este plano y la recta, para ello ponemos la ecuacién pa-
ramétrica de la recta

r=1+4+2X
y =3\
z=—-1-X
1
2(14+2X) +3(30) = (-1 =X —4=0— A=
8 3 15
o)
7147 14
Este punto es el punto medio entre M y el simétrico M":
M+ M 8 3 15
M ="—— M'"=2M' — M = 2( 7)_111:
5 710 1) - LLY

(222
(A G

Opciéon B
Problema 2.4.2 (3 puntos) Se consideran los puntos:
A(1,1,1), B(0,-2,2) C(-1,0,2) D(2,-1,-2).
Se pide:
a) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y D.
b) (1 punto) Calcular la distancia del punto D al plano determinado por los puntos A, By C.

¢) (1 punto) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por D y es perpendicular
al plano determinado por los puntos 4, By C.

Solucion:
AB=(-1,-3,1) AC =(-2,-1,1) AD=(1,-2,-3)
a)
1 3 1
vl o 1 :gu?’
1 -2 -3
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AB = (-1,-3,1) 1 -2 z-1
T @:(—2,—1,1) = 7:| -3 -1 y—1|=0=
A(1,1,1) 1 1 z—-1

2 +y+52—-8=0
4—-1-10-8 15 /30

dD p— =
D,m) VA+1+25 V30 2
c)
r:{zg(;?l’lig)) = r:{ y=—-1+2X
o z=—-24+5A

2.4.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 2.4.3 (3 puntos) Dadas las rectas en el espacio:

r—2 y-—1
T =Z— =

ad
3 -2 1

r+1 y+2 2z2-1
S . = =
2 -1 2

a) (1,5 punto) Hallar la distancia entre las dos rectas.
b) (1,5 puntos) Determinar las ecuaciones de la perpendicular comiin a r y s.

Solucion:

a)

{ ur = (3,-2,1) { u, = (2,-1,2)

"1 P.(2,1,0) Py(~1,-2,1)
i i k

U=u,xu,=|3 -2 1|=-3i—4j+k=(-3,-4,1)
2 -1 2

7| =vVI9+16+1=+26

——
P.Py=(-1,-2,1) - (2,1,0) = (-3,-3,1)
3 -2 1
[Eﬁ,a;,PTPS] - 2 -1 2|=2
-3 -3 1
Luego la distancia entre las dos rectas sera:
—
HTTZﬂTs),PrPs] 292
d(r,s) =

ar xwll V26
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u = (3,-2,1) = (2,-1,2)
Tl U= (=3,-4,1) mo: U = (=3,-4,1)
P,.(2,1,0) Py(—1,-2,1)
3 -3 x—-2
m -2 4 y-1|=0=2—-3y—9+1=0
1 1 z
2 -3 x+1
m:| =1 -4 y+2 |=0=Tr—-8y—1124+2=0
2 1 z—-1

{x73y792+1:0
Tr—8y—11z2+2=0

Opciéon B
Problema 2.4.4 (3 puntos) Dados el plano
mix+3y—z=1

y la recta

z+2 y-—1

S

z
6 2 1
a) (1,5 punto) Hallar la ecuacién general del plano 7’ que contiene a r y es perpendicular a .

b) (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta interseccién de los planos 7, 7'

Solucién:
a) Datos:
%
= B ) UT=(6,2,1)
miuy = (1,3,-1) T'{Pr(—2,1,0)
1 6 z+2
7] 3 2 y—1|=0=7:52—-Ty—162+17=0
-1 1 z
b)
s:{x—i—Sy—z—l:O {$+3y:1+z N
S5r — Ty — 16z +17=0 5r — Ty = —17 + 162
5
=—-24—-"-A
x +2
1
=1-—=-A
Y 2



2.4.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.4.5 (2 puntos) Dados los puntos A(1,0,1) y B(0,2,0), yel planom =z —2y—2z—-7 =
0, determinar el plano que es perpendicular al plano 7 y pasa por los puntos A y B.

Solucion:
= (1,-2,—1)

AB = (-1,2,-1)

1 -1 x
=|-2 2 y—-2|=0=22+y—2=0
-1 -1 z

Problema 2.4.6 (2 puntos) Dadas las rectas:

xr—1 y+1 z—-k
T = =
-1 1

1
3z+ z=1
a) (1 punto) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas en el mismo plano.

b) (1 puntos) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacién general
del plano que las contiene.

Solucién:
a)
- = >
i i k
ur=| 1 -1 1 |=-i+2j+3k=(-1,2,3)
3 0 1
Si en la recta s hacemos = = 0 obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas
con el resultado de y = —2 y z = 1, luego un punto de la recta serfa P,(0,—2,1).
r.{’lﬁ:(—l,l,l) S.{lTS}:(_LQ??’)
' Pr(]-a*]-ak) ' PS(Oa *Qal)
El plano m que buscamos contiene a las dos rectas:
u = (—1,1,1) -1 -1 z-1
m:d u=(-1,23) =nx=| 1 2 y+1|=0
P.(1,-1,k) 1 3 z—k

—x—2y+z—-1—-k=0=2+4+2y—2+1+k=0
Como este plano contiene al punto Ps(0, —2, 1) sustituimos en el plano

0—4-1+1+k=0=k=4

b) El plano buscado es:
r+2y—z+5=0
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Opcién B
Problema 2.4.7 (3 puntos) Dado el plano
m:x+y+z2=0

y la recta
r—1 y z4+1
T ===

1 2 2

se pide:
a) (1 punto) Calcular el punto @ en el que se cortan el plano 7 y la recta r.

b) (2 puntos) Encontrar un plano 7', paralelo a =, tal que el punto @’ en el que se cortan el
plano 7’ y la recta r esté a distancia 2 del punto @ hallado en el apartado anterior.

Solucion:
a)
w=(1,2,2) o))
T P.(1,0,-1) == 7r: Y= 2t
T z= —14+2t

1+t+2t—142t=0= t=0= Q(1,0,-1)

b) Calculamos una esfera de centro @ y radio 2: (x — 1) + y* + (2 + 1)® = 4; esta esfera corta
a la recta r en dos puntos Q' y Q"

P A + 42 = 4 — t:ig

54 1

33’ 75)’ y un plano que sea paralelo a 7 y contenga a este punto sera

2
" 5 4 1 8
2 L 0= A=
5T3 37" - 3

8
mirt+y+z—-=0

3
) 2 (1 4 7
Sit= —3 = Q 37373 , ¥ un plano que sea paralelo a m y contenga a este punto
serd '’ L4 7 10
fffff A=0= A= ——
3 3 3+ 3
10
w’:x+y+zf§:0

2.5. Ano 2004

2.5.1. Modelo
Opcion A
Problema 2.5.1 (3 puntos) Dado el plano:

m:rx+y+az+1=0
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y las rectas

=1 Tz=2 rz=3
r:d y=t vl y=2t " y=3t
z=1 z=1 z=1

Se pide:

a) Calcular el valor de a para que los puntos de corte del plano 7 con las rectas r, 7’ y r’” estén
alineados (1,5 puntos).

b) Calcula las ecuaciones de la recta que pasa por esos tres puntos (0,75 puntos).

¢) Calcula la distancia de dicha recta al origen (0,75 puntos).
Solucién:

a) Sea A el punto de corte de r con 7:

l+t+at+1=0=t=—

2 2 2
(2
a+1 a+1 a+1
Sea A’ el punto de corte de 7’ con T:

242 +at+1=0= t=—

2 6 3
(ot -3 )
a+2 a+2 a+2

Sea A" el punto de corte de r” con m:

4 . 12 4
3+3t+at+1=0=t=———-= A" (3, ———, —
a+3 a+3 a+3
- da + 2 a—1
AA’:(l,— - )
(a+1)(a+2) (a+1)(a+2)
m:(l,— 6a + 6 - a—1 )
(a+3)(a+2) (a+3)(a+2)

Para que estén alineados los tres puntos:

T/ da + 2 6a + 6
AL =AA" — = — q= -1
@+D@+2) @r3arzy 70

Sia=0:
— —
AA = (1,-1,1/2) £ A’A" = (1,—-1,-1/6)

Esta solucion no vale.

a=1:

— —
AA" = (1,-1,0) = A’ A"
Luego cuando a = 1 los tres puntos estan alineados.

b) La recta h que une estos puntos:

. Up = (1,—170) . 1
h'{A(l,—l,—l) = h: Z:_} t

0A <@ |(1,—1,-1) x (1,—1,0)] ,

d(O,h) = -
O.1) = T, —1,0)

—@—lu
_ﬂ_
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Opcién B
Problema 2.5.2 (2 puntos) Se consideran las rectas

TI{$_y:2 S

{2x—z—|—2:0
20 —z+1=0

2y —mz =6

a) Hallar el valor de m para que r y s sean paralelas.
b) Para el valor de m obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacién del plano que

contiene las rectas r y s.

Solucion:
a)

T =A r=—-14+A
r:d y=-2+2A s: 4 y=3+mA

z=1+4+2\ z=2A
. {172:0,1,2) S_{?S:(Lm,m
P.(0,-2,1) Ps(-1,3,0)

PrPs = (71757 71)

Cuando m = 1 los vectores directores de las rectas r y s coinciden, luego para este valor las

rectas son paralelas.

b)
x4 =(1,1,2) 1 -1 x
:{ U=(-1,5,-1) = 7:|1 5 y+2|=0= 1lz+y—62+8=0
2 -1 z-1

P(07 _25 )
Problema 2.5.3 (2 puntos) Calcular las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto

P(3,—1,0) y corta perpendicularmente a la recta

x=3+2\
r: y=4+A
z=54+3\

Solucion:

, { ur = (2,1,3)
"1 P(3,4,5)

Un plano perpendicular a esta recta y que contenga al punto P sera:
T:20+y+324+A=0=6—-14+A=0=A=-5

m:22+y+32—-5=0

Este plano corta a la recta r en el punto P':
10
2(3+2)\)+4+)\+3(5+3)\)—5:0:>)\:—7
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Pt (L0 (220)

T 71T

22

=3+ )

T —1-7

— (22 25 5

PR (2,59 .
s 77 7] =5 y=—-1-—"2)
P(3,-1,0) 7

5

= -2

T

2.5.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.5.4 (3 puntos) Se consideran la recta y los planos siguientes:

xr=2-3\
r:Q y=14+2\ ; m:2—-3x+2y—2=0; m:3+2x4+2y—22=0
z=4—-A

a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de la recta con respecto a cada uno de los planos.
b) (1 punto) Determinar la posicién relativa de los dos planos.

¢) (1 punto) Calcular la distancia de r a ms.

Solucion:
a)
r—2 y—1 z-4 {2x—4:—3y+3
T3 T T T 2= 32412
{2x—|—3y—7=0
r—32+10=0

Primero estudiamos la posicién de esta recta con respecto a m : 3z — 2y +2—2 =0, y

tenemos:

2 3 0 - 2 3 0|-7
A= 1 0 -3 ]; A= 1 0 -=3|10
3 -2 1 3 -2 1] -2
Tenemos que |A| = —4 =>Rango(A) = 3 =Rango(A) = La recta corta al plano .

Ahora estudiamos la posicién de esta recta con respecto a my : 2x + 2y — 22 +3 =0, y

tenemos:
2 3 0 2 3 0| -7
A= 1 0 -3 ; A= 1 0 =3]| 10
2 2 =2 2 2 =2|-=2
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Tenemos que |[A| =0 y como ? g ’ = —3 # 0 =Rango(4) = 2.

Por otra parte tenemos que

3 0 -7 B
0 —3 10 | =36 # 0 =-Rango(A) = 3.
2 -2 =2

Luego la recta es paralela al plano.

3 2
b) —3 # 3 = m y o se cortan.

¢) Un punto de 7 es P.(2,1,4) y tendremos:

d(Po. ) 2.241-2-2-443] V3
ryN2) — -
vi+4+4 6

Opcién B
Problema 2.5.5 (3 puntos)

a) (2 puntos) Determinar la posicién relativa de los siguientes planos, para los distintos valores
del pardmetro k:

m o 2+ 3y+ kz= 3
m:  x+ ky— z= -1
m: dx+  y— 3zx= —k

b) (1 punto) En los casos en que los tres planos anteriores se corten a lo largo de una recta
comun, hallar un vector director de dicha recta.

Solucion:

a) Sea la matriz

/23 k| 3 g1t
A= 1 k —1|-1 | =|A]=-3k>-5k+2=0—
3 1 —3| -k b= 9

Sik # é vy k # —2 = |A| # 0 =Rango(A4) = 3 =Rango(A) = Sistema Compatible

Determinado=— Los tres planos se cortan en un punto.

1
Sik= 3 tenemos

2 3 1/3 3
A= 1 1/3 -1| -1 |, H 1‘;’3 ‘;#0
3 1 =3|-1/3

Luego tenemos que Rango(A4) = 2. Por otra parte tenemos

3 1/3 3
224
1 -3 -1/3
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Luego Rango(A4) = 3 #Rango(A4) = 2 = Sistema Incompatible. En este caso tenemos que
comparar los planos dos a dos:

2 3

T con my : 1 #* 1—/3 — se cortan

1 con T3 : % # % = se cortan ==
1 1/3 -1, -1

Ty CON T3 : 3 = T = 3 #* T/?) = son paralelos

Dos planos son paralelos (my y 73) vy otro plano corta a los dos (7).

Si k = —2 tenemos
2 3 -2 3
A= 1 —2 —1|-1 |, ’ f _g ':_77,50
3 1 -=-3| 2
Tenemos que Rango(A) = 2, y si observamos la matriz A la tercera fila es la suma de

las anteriores y, por tanto, Rango(A4) = 2. Concluimos con que el sistema es Compatible
Indeterminado; comparando los planos se compruebo que no hay coincidentes y concluyo con
que se cortan los tres en una recta.

20+ 3Jy— 2z= 3

b) Puedo definir esta recta como interseccién de dos de estos planos r : { - - 2= 1

y su vector director sera:

e
i J k

u=| 2 3 —2|=(-7,0,-7)
1 -2 -1

2.5.3. Extraordinaria

Opcion A

Problema 2.5.6 (3 puntos) Sea el plano 7 : z + 2y + 3z = 6.
a) (1 punto) Hallar el punto simétrico del (0,0,0) respecto de .
b) (1 punto) Hallar el plano perpendicular a 7 que contiene a OZ.

¢) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen y los puntos de inter-
seccién de 7 con los ejes de coordenados.

Solucion:

a) Calculo 7, recta perpendicular a m que pasa por P(0,0,0):

— — r=t
u = uy = (1,2,3)

{ —=r:{ y=2
P(0,0,0) -

Esta recta cortara con el plano 7 en el punto P”:

3 369
+2(2t) + =6= __,:>p”(, = 7>
t+2(2t)+3(3t) =6 t - Ty
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El punto simétrico P’ de P tendra por punto medio a P”, es decir:

P+ P 6 12 18
P//: P/:QP/I_P: (7 -~ 7)
= 7T
g , (6 12 18
El punto simétrico de P(0,0,0) respecto al plano 7 es P T )
b)
uy = (1,2,3) 10 «
™ U=(0,01) =|2 0 y|=0=22—y=0
0(0,0,0) 3 1 =z

¢) Los puntos de corte de 7 con los ejes sera:

Corte con el eje OX: y=0,2=0= =z =6 = A(6,0,0)
Corte con el eje OY: 2 =0, 2=0=— y =3 = B(0,3,0)
Corte con el eje OZ: 2 =0,y =0= z =2 = C(0,0,2)

Tendremos: OA — (6,0,0), OB = (0,3,0), 0C = (0,0,2):

(6 00
V:6030:6u3
0 0 2

Opciéon B
Problema 2.5.7 (2 puntos)

a) (1,5 puntos) Hallar el conjunto formado por los puntos del plano z = 0 que distan 3 unidades
del plano de ecuacién 2z — y + 2z = 4.

b) (0,5 puntos) Describir dicho conjunto.
Solucién:

a) Un punto del plano z = 0 serd P(z,y,0)

22 —y — 4 {2x—y— 13=0
dP,m) = ———==3=2r—y—4|=9 =
P =TT 2z =y =4 2% —y+ 5=0
Los puntos que cumplen esta condicion seréan las rectas:
13 1)\
r_{zx—y—l?):o _ SR
"Llz=0 y=A
z=0

5 1
S_{Q:v—y+5=0 D e R
“lz=0 y=A

z=0

b) El conjunto serd:
{(z,y,2) € R*: (2,y,2) € ro(,y,2) € s}
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Problema 2.5.8 (2 puntos) El plano 7 : 2z — 2y + z = —2 determina un tetraedro con los tres

planos coordenados. Se pide:

a) (0,5 puntos) Calcular la longitud de la altura del tetraedro que parte del origen.
b) (0,5 puntos) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta que contiene a dicha altura.

¢) (1 punto) Calcular el drea de la cara del tetraedro que esta contenida en el plano .

Solucién:
Y 0+0+0-2 2
+0+0—
dom =PI =]
b)
172(2,—271) T =2\
r:{ 0(0,0,0) == Zi)—\?/\

c) Corteconeleje OX: y=0, 2=0=— 2 =-1= A(-1,0,0)
Corte con el eje OY: 2 =0, 2=0=—y=1= B(0,1,0)
Corte con el eje OZ: x =0, y=0 = z = -2 = C(0,0,—2)

m = (0707 _2) - (_17070) = (1?07 _2)
E = (07170) - (_170a0) = (17170)
7
ACxAB=| 1
1

—
J

0

1

5 = Ljie B - YEIET

N W
<

2.6. Ano 2005

2.6.1. Modelo

Opcién A

Problema 2.6.1 (3 puntos) Dados los puntos A(—1,1,1), B(1,-3,-1) y C(1,0,3), hallar las
coordenadas de un punto D perteneciente a la recta:

y—1
—=2z-1
1 z

r:x—1=
de manera que el tetraedro ABC'D tenga un volumen igual a 2.

Solucion:

La ecuacién paramétrica de la recta es

=14+ A
y=1-—2MX
z=1+ A
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D1+ A1—\1+2))

AB = (2,-4,-2), AC=(2,-1,2), AD= (24 A A\ \)

24N A A
1 1 2
V= -|[AB,AC,AD|| = =|| 2 -4 —2||=Z|]A-5/=2
6 6 9 1 9 3
A =5 =3

A—5=3=A=8= D(9,-7,9)

A—b=-3=A=2= D(3,-1,3)

Opcién B

-5
Problema 2.6.2 (3 puntos) Se considera la recta: r : g ="3 =57 la familia de rectas

dependientes del parametro m:
) { 3r—y=8—12m
5 y—3z2=T7—3m

a) (2 puntos) Determinar el valor de m para el que las dos rectas r y s se cortan.

b) (1 punto) Para el caso de m = 0, hallar la distancia entre las dos rectas.

Solucién:
a)
— —
. Up = (27372) . { Us = (173a 1) _ _ _ _
T'{PT(,4,5) s Pu(5— 5m, 7 — 3m, 0) P.P; = (5—>5m,3 —3m,—5)
5—5m 3-3m -5
|A| = 2 3 2 |=15(m—-2)=0= m =2
1 3 1
[ 2 3 2
Cuando m = 2 el Rango(A4) = 2, y ademds el Rango 13 1) 2 = las dos rectas se

cortan.
b) Sim =0 las dos rectas se cruzan, ya que |A| # 0 y tenemos que

—
s { u; = (1,3,1)

Py(5,7,0)
—_—
d(?" S): ‘ﬂv’lzvp’rps| — |_30‘ :5\/§
’ . x ul VI8
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2.6.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.6.3 (3 puntos) Dado el punto P(1,3,—1), se pide:

a) (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X (z,y, z) cuya distancia a P
sea igual a 3.

b) (2 puntos) Calcular los puntos de la recta

T = 3\
y= 14+ A
z= 1— 4\

cuya distancia a P es igual 3.

Solucion:

a) Se trata de la ecuacién de una esfera
(-1 +(y—-3>+(+1)P?=9=2+9°+22 - 20 -6y +22+2=0

b) Sustituimos un punto genérico de la recta en la esfera y obtenemos
B2+ (T+N2+ (1 =402 =238\ —6(1+N) +2(1 -4\ +2=0=
= 26AA—-1)=0=X=1, A=0
Sustituyendo en la recta estos valores tendremos los puntos buscados:

Para A=0= (0,1,1) y para A = 1 = (3,2, -3).

Opciéon B
Problema 2.6.4 (3 puntos) Dadas las rectas:

r—1 y—1 =z-1 z+1 y—2 z
T = = s = =
2 3 4 1 -1 2

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta t que corta a las dos y es perpendicular a ambas.
b) (1,5 puntos) Calcular la minima distancia entre r y s.

Solucion:

a)

{177—(2,3,4) {z:<1,—1,2>
"1 P(1,1,1) %51 Py(—1,2,0)
- = 7
i 7k
1 -1 2



Para la construccion de la recta podemos poner = (2,0,—1), ya que el médulo de este
vector no influye.

Construimos la recta como intersecciéon de dos planos:

u_>t = (250771) u_)t = (270771>
T = (2,3,4) T = (1,-1,2)
P?”( 7171) PS(_ 727)
2 2 -1
m | 3 0 y—1 |=0=3xz—-10y+62+1=0
4 -1 z-1
1 2 rz+1
mo | —1 0 y—2 |=0=2x+by+22—-9=0
2 -1 z

t.{?w— 10y+ 6z2+1=0
' z+  Sy+ 22—-9=0

b)
. —2 1 -1
HPrPsu'LTT)/lTZ] :‘ 2 3 4 |:|_15|
1 -1 2
—_—
H:P’I‘PS7/ITI‘>7’ITI‘>1| | — 15| 3\/5

2.6.3. Extraordinaria
Opcion A

Problema 2.6.5 (2 puntos) Discutir segiin los valores del pardmetro real A la posicién relativa
de los planos

T :x+z=A

myidr + A =2)y+ (A+2)z=A+2

w320+ 1)z — (A +6)z=—A

Solucion:
T+ z= A
dz+ (A=2)y+ (A+2)z= A+2
2\ + 1)a— A+6)z= =X
La matriz asociada a este sistema sera
1 0 1 A
A= 4 A—=2  A+2 [ A+2
2(A+1) 0 —(A+6) | =
1 0 1 ]
|A| = 4 A—2 A+2 =2-MNBA+8)=0= 1=2, )\:fg
2(A+1) 0 —(A+6)
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8
SIA#2y N # -3 = |A| # 0 = el sistema es compatible determinado, el sistema tiene, por

tanto, solucién tnica y los tres planos se cortan en un punto.

Si A = 2 tenemos

- 1 0 1 2 1 1 2
A= 4 0 4 4 |4 4 4 |=-56
6 0 —8|—-2 6 -8 =2

El sistema es incompatible, y si comparamos plano a plano tenemos

1 2
=1 + 1 = 71 y 7y paralelos

— 1 y 73 Se cortan

D O | =

1
# )

4
#* 3 = Ty y T3 se cortan

. 8 . . . —
Si A = —= el sistema es incompatible, ya que Rango(A) = 3, ahora vamos a comparar plano a

plano en el sistema de la matriz asociada

1 0 1 -8/3
A= 4 —-14/3 -2/3 | -2/3
—10/3 0 —-10/3 | 8/3
1
1 # T4/3 = 1 y 7 se cortan
1 = L #* —8/3 —> 7 y 73 son paralelos
-10/3  —10/3 8/3
4 —14/3 = T T3 se cortan
~10/37 0 g

Problema 2.6.6 (2 puntos) Se consideran las rectas

.{x— Y =3 { T— z=4
[ y —z=0" 5 22— Y =7

a) (1 punto) Hallar la recta ¢, perpendicular a  y a s, que pasa por el origen.

b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto de interseccién de la recta s con la recta ¢ obtenida
en el apartado anterior.

Solucién:
{ 1Tr> = (15172) . { 179} = (71772771)
Pr(ov 37 3) ’ . Ps(03_77_4)
T 7% T 7%
uw=1 -1 0|=01L2), @=| 1 0 -1 |=(-1,-2,-1)
1 -1 2 -1 0
a)
- = >
i j k
-1 -2 -1



t:(3>_1a_1> —
L Roon ) = 2
b) Sustituimos ¢ en s y tenemos:
A+ A=4 _
Laias ==

El punto de corte sera (3, —1,—1).
Opciéon B
Problema 2.6.7 (3 puntos) Se considera la familia de planos:
mz+(m-—2)y+3m+1)z+(m+1)=0
siendo m un parametro real.
Se pide:
a) (1 punto) Determinar la recta comin a todos los planos de la familia.

b) (1 punto) Determinar el plano de esta familia que pasa por el punto P(1,1,0).

¢) (1 punto) Determinar el plano de esta familia que es paralelo a la recta:

{x— 22+ 1=0
- y+ z+ 1=0

Solucion:

a) Basta dar dos valores a m que sean distintos:

{ m=0= - 2 +43z+1= 0
m=-1= —z— 3y = 0

La interseccién de estos dos planos seria la recta pedida, que en forma paramétrica

i\ 7k 2= —6+ 9\
=] 0 -2 3|=(9,-3,-2), P(=6,2,1)=>7r:{ y=2-3)
-1 -3 0 2=1-2\

b) Sustituyendo este punto en la familia tenemos
1
m+(m—2)—|—m+1=0=>m:§
El plano buscado sera
1 1 1 1
§x+ 5—2 y+3 §+1 z+ §—|—1 =0=2—-5y+1224+4=0
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- = =
i J k
ur=0 1 0 -2 |=(-2-1,-1)
T 0 -1 1
P.(1,2,1)

Los vectores (m,m — 2,3m + 3) y (—2,—1,—1) tienen que ser perpendiculares, luego su
producto escalar tiene que ser cero

1
—2m—m—|—2—3m—3:O:>m:_6
Sustituyendo

1 1 1 1
—gx—i-(—6—2>y+3(—6+1>z+<—6+1>=0:>x+13y—15z—5:0

2.7. Ano 2006
2.7.1. Modelo

Opcién A

Problema 2.7.1 (2 puntos) Un punto de luz situado en P(0,1, 1) proyecta la sombra de la recta:
r=y=—z

sobre el plano 7 : x — z = 0.

Calcular las coordenadas del punto de esta proyeccién que pertenece al plano z = 1.

Solucion:

P(0,1,1) foco de Iug

- - Sombra de 1a recta v




El plano que contiene a P y a r sera:

ur = (1,1,-1) 1 0 =
T P.P=(0,1,1) = m: 1 1 y|=0=m:22—y+2=0
P.(0,0,0) -1 1 =z
La proyeccion de r sera la interseccion de los planos 71 y 7
T=A
{2x—y—|—z-0 = 5:4¢ y=23\
r—2z=0

z=2A

El corte con el plano z =1serd z=A=1=2=1, y=3 = (1,3,1)

Problema 2.7.2 (2 puntos) Se consideran las rectas:

B B r=3+A
r2_Y 6:Z > s:¢ y=—4+3\
1 1 2
z=0

Hallar la ecuacién de la recta que contiene al punto P(2,—1,1) y cuyo vector director es perpen-
dicular a los vectores directores de las dos rectas anteriores.

Solucién:
B0l -0
P,(0,6,5) Py(3,—4,0)
- -
i 5 k
m:ﬁxm: 1 1 2 :(767232):2(737131)
1 3 0
= r=2-—3\
t:{}?&&f’ﬁ’” = t:¢ y=—1+2A
W z=14+A
Opciéon B
Problema 2.7.3 (3 puntos) Dadas las rectas:
7M:E—i—l_y—&—2_z—i—3 S.i_y—kl_z—Z
3 1 1 -1 1 =2

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a s.

b) (1,5 puntos) Calcular la distancia de s al plano anterior.

Solucion:
a)
.{177“):(37171) .{@:(_1717_2)
U P(-1,-2,-3) "1 Py0,-1,2)
3 -1 z+1
|1 1 y+2 |=0= 3x—-5y—42—-19=0
1 2 z4+3
b)

3-0—5-(—1)—4-2—19] 11y2
VI 25+ 16 5
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d(Ps,m) =




2.7.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.7.4 (3 puntos) Sean las rectas:
r.x+1_y—2 z x—2 y+1 2z+2

-2 2 —4 3 1 1

a) (1,5 punto) Hallar la ecuacién de la recta t que pasa por el origen y corta a las dos rectas
anteriores.

b) (1,5 puntos) Hallar la recta perpendicular comin a las rectas r y s.

Solucion:

_{TTZ:(_2727_4) .{@:(37171)
" P(~1,2,0) L Py(2,-1,-2)
—
a) OP. =(-1,2,0), OPs = (2,-1,-2)
T qTZ Ty EZ t:{ !
T2
P, Py
-1 -2 z+41 2 3 x—-2
m o 2 2 y—2|=0, m:| -1 1 y+1|=0
0 —4 z -2 1 z+4+2
_{4x+2y—z:0
r—8y+52=0
b)
- - >
i k
u=uxul=| -2 2 —4|=2(3,-5-4)
3 1 1
uy, uj, -
m ur P! e ti{ﬁl
P, P, 2
3 -2 x+1 3 3 x—2
m:l =5 2 y—2]=0, m:| -5 1 y+1|=0
-4 —4 z -4 1 z+2
.{7x+5yfzf3:0
x4+ 15y —182—-23 =0
Opcién B

Problema 2.7.5 (2 puntos) Sea r la recta que pasa por el origen de coordenadas O y tiene como
vector director U = (4,3,1). Hallar un punto P contenido en dicha recta, tal que si se llama @ a
su proyeccion sobre el plano 7 : z = 0, el tridngulo OP(Q) tenga area 1.

Solucion:
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R

Toyeccion de 7
v n

] our=(4,38,1) _
i P00 ) UZY

Un punto de esta recta serd: P(4X,3\,\), y su proyeccién sobre el plano z = 0 serd el punto
P(4),3X,0).

Los vectores ﬁ y @ forman el tridangulo OPQ), para calcular el area calculamos el producto
vectorial de estos dos vectores

P 7 ~E
OP x0G =| 4x 3\ A | =(=3)24)%,0)
AN 3N 0

2

1 1 2
S=§|(ﬁ§x(ﬁ|:5\/9A4+16A4=%=1=>A=i\@
oy ]2 \ﬁ \F\ﬁ
7 7 5 /2
SO S -
Si 5 < 5 V5 Vs

Problema 2.7.6 (2 puntos) Determinar la posicién relativa de las rectas:

x4 y-T7 2 .{x+2y—5z—5:0

Solucion:
T —
R P OB B del Che b B v (YR
" { Pr(_4,7,0) St PS( 72’0) PTPS—(5, 5,0)
5 =5 0
Al =| -3 4 1 |=0= Rango(A) =2
3 -4 -1

Luego las rectas son paralelas.
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2.7.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 2.7.7 (3 puntos) Se consideran los puntos A(0,1,0) y B(1,0,1). Se pide:

a) (1 punto) Escribir la ecuacién que deben verificar los puntos X (z,y, z) que equidistan de A
y B.

b) (0,5 puntos) Determinar la ecuacién que verifican los puntos X (z,y, z) cuya distancia a A es
igual a la distancia de A a B.

¢) (1,5 puntos) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta formada por los puntos C(z, y, 2)
del plano =z 4+ y + z = 3 tales que el tridngulo ABC' es rectangulo con el dngulo recto en el
vértice A.

Solucion:

a) d(A, X) = d(B, X)

Vot =12 422 = (e =12 42+ (2 - 1)
20 —2y+22—-1=0
Se trata de un plano que se llama mediador.

b) d(A, B) = d(A, X)

Vil +(y—12+22 =3
Pt —2y—2=0
Se trata de una esfera

c) /@ . xﬁ = 0 como C es un punto del plano « + y + z = 3 tendrd de coordenadas C'(3 — u —
A, i, A). Luego:

AC =B =M\ = (0,1,0) = (3= p— A —1,))
B-p=Ap—LA) (L,-1L1)=3-pu-A-p+1+A=0=pu=2

Luego los puntos de ese plano con la condicién de perpendicularidad con el vector zﬁ seran:

z=1-X
y=2
z=A

Se trata de una recta.

T
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Opcién B
Problema 2.7.8 (3 puntos) Un plano 7 corta a los ejes de coordenadas en los puntos A(1,0,0),
B(0,),0) y C(0,0,4). Se pide:
a) (1,5 puntos) Hallar el valor de A > 0 de manera que el volumen del tetraedro OABC' (donde
O es el origen), sea 2.

b) (1,5 puntos) Para el valor de A obtenido en el apartado 1.), calcular la longitud de la altura
del tetraedro OABC' correspondiente al vértice O.

Solucién:
a) N
OA =(1,0,0) L loo 4 ]
OB = (0, ,0) = V=Cl|0 X 0|=;]-a=2=
0C = (0,0,4) 100
ﬁ:2:>)\:3
6
b)
AC = (~1,0,4) -1 -1 z-1
AB=(-1,3,00 =7m:| 0 3 y |=0=
A(1,0,0) 4 0z
m: 12z +4y+32—-12=0
—12/ 12
40, = 004012 12

= u
V122 +42432 13

Otra forma de resolver el problema seria:

7 7R
1,0+ J |(—12,-4,-3)] 13
Sbase:§| -1 0 4 |_ 2 :?
-1 3 0
1 1 13 12
= —Shase - P 2=-.._.h h=—"2
V 3Sb = ) = 13 Y



2.8. Ano 2007

2.8.1. Modelo
Opcién A

T+2y+32=0 y el punto P(1,1,1). Dado

el punto Q(0,0,0) de r, hallar todos los puntos A contenidos en r tales que el tridngulo de vértices
A, Py @ tenga érea 1.

Problema 2.8.1 (2 puntos) Se considera la recta {

Solucion:

Un punto A(z,y, z) de la recta seria

- - >
1| ¢ gk 1
S==[| A A =X |l=2]@)\-200)=vV2x2 =1
2 2
11 1
2 2 V2 V2 2 V2 V2
s 247 = (P ) (0 F)

Problema 2.8.2 (2 puntos)

a) (1,5 puntos) Calcula la ecuacién general de un plano 7; que contiene a la recta

r=14+A
T y=—1+42\
z= A\

y es perpendicular al plano w9 : 22 +y — z = 2.

b) (0,5 puntos) Determinar la ecuaciones paramétricas de la recta interseccién de los planos m;
y ma.

Solucion:

2)

_>
Jur=(1,2,1) B
r.{Pr(l,—l,O) Urs = (2,1,-1)
w = (1,2,1) 1 2 z-1
il Um=(2,1,-1) = |2 1 y+1|=0=a2—y+2-2=0
P.(1,—1,0) 1 -1 2
b)
oo
3

{ r—y+z—-2=0 N 9
20+y—2—2=0 y:f§+A
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Opcién B
Problema 2.8.3 (3 puntos) Se consideran el punto P(1,0,1) y la recta:
x—1 y_ z+ 1

1 2 -1

T

y el plano 7 : x + y + z = 0. Se pide:
a) (1,5 puntos) Obtener un punto P’, simétrico de P respecto del plano 7.

b) (1,5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta s que contiene al punto P, corta a la recta r
y es paralela al plano 7.

Solucion:

a) Seria el siguiente dibujo

FiLa

Fiabe)

Calculamos primero el punto P” corte de la recta t y el plano m, donde t es una recta
perpendicular a m y que pasa por P.

@ = (1,1,1) o
t: P,(1,0,1) t: < y=2A
e z=1+A

Sustituyendo este punto en el plano obtenemos el corte

2 1 21
T+ A+A+1 A:o:A:_,:pu<,’_,7,)
FAFA+L+ = R

P" es el punto medio entre Py P’

1
a=—z
(1 2 1)7(1+a b 1+c>:> . i :$P,<71 4 71)
3733/ \ 2 "2 2 __§ 373 3
C:—g

b) Encontramos la recta como interseccién de dos planos:
El plano 7 es paralelo a 7w y contiene a P
El plano 75 contiene a Py a r

Seria el siguiente dibujo
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r+y+z2—-2=0

= (1,2,-1) 1 0 z-1
2 PP, =(0,0,—-2) = | 2 0 y |=0=22—-y—2=0

P(1,0,1) -1 -2 z-1

4 1

T==-—=-\

B AR AR LIS S B

yoe= 3 3

z=A

2.8.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 2.8.4 (3 puntos) Dados el punto A(1,—2, —3), la recta r :

{ xJ_ry+1:0 y el plano

=0
m:x—2y—3z+1=0, se pide:
a) (1,5 puntos) Ecuacién del plano que pasa por A, es paralelo a r y perpendicular a .

b) (1,5 puntos) Ecuacién de la recta que pasa por A, corta a r y es paralela a 7.

Solucion:

ur = (—1,1,0)

p{Brus1=0 r=1=A
’ PT(—l,O,O)

=0 = y=2A :>r:{
z=0

Tir—2y—324+1=0= u, = (1,—2,—3)
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-1 1 z-1
a1 -2 y+2 |=0= 7 :32+3y—2=0
0 -3 z+3

b)

Construyo un plano 7’ paralelo a 7 que contenga a A:
T=2y—324+2A=0= 14449+ 2A=0=A=-14
i —2y—32—-14=0
Corto con este plano a la recta r y obtengo el punto B:
—1-A-22-14=0= A=-5= B(4,-5,0)
La recta que buscamos pasa por Ay B:

AB = (3,-3,3) = 3(1, -1,1)

w=(1,-11) .
s Py(1,-2,-3) = s5:¢ y=-2-2X
D £ z=-=3+2A

Opciéon B
Problema 2.8.5 (3 puntos) Sean los puntos
AN 2,0), B(2,—X,0), C(A\0,A+2)
a) (1 punto) ;Existe algin valor de A para el que los puntos A, B y C estdn alineados?
b) (1 punto) Comprobar que si A, By C no estan alineados el tridngulo que forman es isGsceles.

¢) (1 punto) Calcular la ecuacién del plano que contiene al tridngulo ABC' para el valor A =0
y hallar la distancia de este plano al origen coordenadas.

Solucién:
a)
A2 A
2 =X 0 = —2(\? + 2\ +4) # 0 Siempre = No estan alineados
A 0 A+2
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AB=(2- X\ -A—2,-)) IAB| = /322 + 8

AC = (0,-2,2) —{ |ad|=2v2
BC=(—2,AA+2) IBC| = /332 1 8

El tridngulo que forman los puntos tiene dos lados iguales y otro desigual, se trata, por tanto,
de un tridngulo isésceles.

c)

AB = (2,-2,0) 7 =(1,-1,0)
7 AC=(0,-2,2) =4 U=(0,-11)
A(0,2,0) P(0,2,0)
1 0 T
m:| -1 -1 y—2 |=0=7m:24+y+2—2=0
0 1 z
-2 2v3
d(O,w)—i‘ 3:\3[u2
2.8.3. Extraordinaria
Opcion A
T — y—>5 z+1 .
Problema 2.8.6 (2 puntos) Hallar los puntos de la recta r : T =1 =1 cuya distan-
cia al plano 7 : 2z —y 4+ 22 + 1 = 0 es igual a 1.
Solucién:
r=3+A
y=>5+ A\ un punto de r es P34+ A\, 5+ X\, z=—-1+ 1)
z=—14X
234+ A =B+ AN)+2(-14+N)+1
a(p,m) = PEFNZOANFAATN T _ gy —

vVi+1+4

Py(4,6,0), P(2,4,-2)

Los puntos buscados son:

Problema 2.8.7 (2 puntos) Sea consideran las rectas:

r'{ r—y=3 S.{x—zzll

“lz+y—2=0 N2z —y=7

Hallar la ecuacién continua de la recta que contiene al punto P(2,—1,2) y cuyo vector director es
perpendicular a los vectores directores de las dos rectas anteriores.

Solucion:
- -
T 7 K 77 F
777’>: -1 0 :(13132)7 ITS>: 1 0 -1 :7(17231)
1 -1 2 -1 0
77 OF
-2 1 -2
ﬁxqjgz 1 1 2|=(=31,1)t 333 :y‘; :yl
1 2 1
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Opcién B
Problema 2.8.8 (3 puntos) Sean las rectas

y—1 2-2 sn{x—Sy—SzO
-1 27 T lax—32-8=0

a) (1,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene a r y es paralelo a s.

b) (1,5 puntos) Calcular la distancia entre el plano 7 y la recta s.

Solucion:
a)
7-Tr>:(1771,2) 7) 7 *
w=(310 @w=| 1 -3 —5|=3(11)
P(0,1,2) 1 -3 -8
1 3 T
m:| -1 1 y—1|=-3zx+5y+42—-13=0
2 1 z-2

m:3rx—by—424+13=0
b) Elegimos un punto de la recta s por ejemplo Ps(2, —1, —2)

_64+5+8+13 32 16V2
V9 +25+16 VB0 5

d(Ps,)

2.9. Ano 2008

2.9.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.9.1 (3 puntos) Sean los puntos A(1,0,2) y B(1,1,—4).

a) (1 punto) Determinar las coordenadas de los puntos P y @ que divide al segmento AB en
tres partes iguales.

b) (1 punto) Si P es el punto del apartado anterior mds préximo al punto A, determinar la
ecuacion del plano 7 que contiene a P y es perpendicular a la recta AB.

¢) (1 punto) Determinar la posicién relativa del plano 7 y la recta

-2 1 1

r—3 y z+1
T =2 =—

Solucion:

a) AB =(1,1,-4) — (1,0,2) = (0,1, 6).
P=(1,02)+ %(0,1,—6) . (1, éo)
Q=(1,0,2)+2(0,1,6) = (1, : _2)

229



1 1
Tiy—6z4+A=0= ng/\:():>)\:,g
El plano buscado serd: m: 3y — 182 —1 =10

c)

r= 3-2\ 17
T Y= A :>3)\—18(71+)\)71:0:>)\:B
z= —14+A

Luego el plano y la recta se cortan en el punto:
17 1 1 11 17 2
ol )= (42.2)
1515 15 157 15" 15

Opcién B

204+ 2=0

t—y+z=3 cuya distancia al

Problema 2.9.2 (2 puntos) Hallar los puntos de la recta r : {
1
plano 7 : 3z + 4y = 4 es igual a 3

Solucion:

e S 4

¢ J ok =\
2 0 1|=({1,-1,-2), P.(0,-3,0) = r: y=—-3-\
1 -1 1 z=—2A

P\ —=3—X—-2)\), m:3z+4y=4

SA+4(=3-\)—4] 1 5 5
_ B+ ) ‘:f:|—)\—16|:§:>|)\+16|:§

d(P
(P m) 5 3

Tenemos dos soluciones:

5 43 (43 52 86)
A+16=-—=A\=—— —= P|——, —— =
MR 3 3 37 373

) 53 53 62 106
i Rt G )

Problema 2.9.3 (2 puntos) Dados los puntos A(1,3,—2), B(2,2k+1,k) y C(k+1,4,3), se pide:

a) (1 punto) Determinar para qué valor de k el tridngulo BAC es rectdngulo, con el dngulo
recto en el vértice A.

b) (1 punto) Para el valor k = 0 hallar el drea del tridngulo ABC.

Solucion:

a)
AB = (2,2k + 1,k) — (1,3,-2) = (1,2k — 2,k +2)

AC = (k+1,4,3) — (1,3,-2) = (k,1,5)
AB-AC =0 —> k+2k—245k+10=0— k=—1
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b) Sik=0:

7 7k
1 V170
_laBxaci=1| 1 2 2 |1=1 =Ly
2 2 0 1 5 2

2.9.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.9.4 (3 puntos) Dadas las rectas:
{x—ay:2 {x_zzl
T st
ay+z=1 y+z=3
se pide:

a) (1,5 puntos) Discutir la posicién relativa de las dos rectas r, s segin los valores del pardmetro
a.

b) (1,5 puntos) Si a = 1, calcular la distancia minima entre las dos rectas r y s.

Solucion:
re { u_7>‘ = (—U,,—LCL) s { (17 al)
"l P(2,0,1) ’ P(1,3,0)
a) P.P, = (—1,3,—1)
—a —1
| Al 1 -1 1|=4a=0=a=0
—1 3 -1

Sia# 0= |A| # 0= Se cruzan.

Sia=0:
0 -1 0
(A) = 1 -1 1
-1 3 -1
-1
como | 1’—1;& 0 = se cortan
b) Sia=1
a —
ur = (=1,-1,1) {m:uﬁm> 55 _
T{R@&1 § a@&m , PrP=(-1,3-1)

d(r,s) = |1TT>><178>| 72\@7 u
-1 -1 1
BB, a =] 1 -1 1|=4
-1 3 -1
- = =
i 7k
wxul=] -1 -1 1[[=]0,2,2)]=v8=2V2
1 -1 1



Opcién B
Problema 2.9.5 (2 puntos) Dados los puntos A(0,0,1), B(1,0,—-1), C(0,1,-2) y D(1,2,0), se
pide:

a) (0,5 puntos) Demostrar que los cuatro puntos no son coplanarios.

b) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano 7 determinado por los puntos 4, By C.

¢) (0,5 puntos) Hallar la distancia del punto D al plano 7.

Solucion:

a) Construimos los vectores:

AB = (1,0,-2) 1 0 —2
AC=(0,1,-3) = |0 1 -3 |=7#0=
AD = (1,2,-1) L2 -1
Los cuatro puntos no son coplanarios.
b)
AB = (1,0,-2) 1 0 =
T /ﬁ:(o,l’—B) —— T 0 1 Yy :0:>
A(0,0,1) -2 -3 z-1
m:2x4+3y+z2—1=0
c)
2461 14
R g it R AT

Via 14 2
Problema 2.9.6 (2 puntos) Dados el plano 7 : 3z 4+ 2y — 2+ 10 = 0 y el punto P(1,2,3), se pide:

a) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta r perpendicular al plano 7 que pasa por el punto
p.

b) (0,5 puntos) Hallar el punto @ interseccién de 7 con r.
¢) (0,5 puntos) Hallar el punto R interseccién de 7 con el eje OY.

d) (0,5 puntos) Hallar el &rea del tridngulo PQR

Solucién:
a)
; {Z:g(;,;),—l) — z:;igi
) 45 z=3-A
b)

31430 +22420)—-B3-N)+10=0= A=-1
Luego el punto buscado es el Q(—2,0,4) (Sustituyendo el valor de X en la recta r.
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c¢) Cuando el plano 7 corta al eje OY tendremos que z =0y z =0, luego 2y + 10 =0 = y =
—5. El punto buscado es R(0,—5,0).

d) Construyo los vectores @ =(-2,5,4) y RP = (1,7,3)

T 7 70
1 1 3V70
S=-|RG=xRP|=|| —2 5 4 || ==|(~13,10,—19)| =
2 1 7 3 2 2

2.9.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 2.9.7 (2 puntos) Dados los puntos P(1,1,3) y Q(0,1,0), se pide:

a) (1 punto) Hallar todos los puntos R tales que la distancia entre P y R sea igual a la distancia
entre () y R. Describir dicho conjunto de puntos.

b) (1 punto) Hallar todos los puntos S contenidos en la recta que pasa por Py @ que verifican
dist(P, S) = 2dist(Q, S), donde "dist” significa distancia.

Solucion:

a) Sea R(z,y,z):

PR = QR = |(x—1,y—1,2-3)| = |(z,y — 1,2)| =

\/(1—1)2+(y71)2+(z—3)2:\/x2+(y71)2+22:> z+32-5=0

Se trata, por tanto, de un plano.

b) La recta
=\
T:{Q?—(LO,?)) — r:{ y=1 = S(\,1,3))

|PS] = 2/Q8] = |(A—1,0,3) - 3)| = 2|(A,0,3))|
VOA—124+BA-3)2=2/22+ 3A)2 = (A—1)2+ (31— 3)2 = 4(A2 + (3))?)

1
BN H20—1=0= \=—1, A=3
Los puntos buscados serédn:
1
Sl(_17 1? _3) y SQ (57 17 1)
Problema 2.9.8 (2 puntos) Dadas las rectas:
z+1 y—2 =z r y—1 =z
T =2 — ==, s§:—=Z— ==
1 2 3 2 3 4

hallar la ecuacién de la recta ¢ perpendicular comin a ambas.
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Solucion:

{m:u,w {775:@,3,4)
"1 P(-1,2,0) > °° 1 Py(0,1,0)
%
77 %
Uy = 1 2 3 :( 1a27 1)
2 3 4
Obtengo la recta ¢ como interseccién de dos planos:
u_>t = (_1727 _1) m) = (_1727 _1)
Tl = (1,2,3) vy omp:l ul=1(2,3,4)
P.(—1,2,0) P5(0,1,0)
-1 1 z+4+1
m 2 2 y=-2|=0=4dx+y—224+2=0
-1 3 z
-1 2 z
o 2 3 y—1|=0= 1llz+2y—-72—2=0
-1 4 z

. { dr+y—22+2=0
"l 11z 42y —72—-2=0
Opcién B
Problema 2.9.9 (3 puntos) Dados el plano:
mix+y+z=1

y la recta:

r—1 y+1 z
T = = —
2 3 —4

se pide:
a) (1 punto) Hallar el punto P determinado por la interseccién de r con 7.

b) (2 puntos) Hallar el plano 5 paralelo a 71 y tal que el segmento de la recta r comprendido
entre los planos 71, me tenga longitud v 29 unidades.

Solucion:

a) Ponemos la ecuacién paramétrica de la recta

r=1+2\
r:¢ y=-14+3\
z=—4A

Sustituimos en el plano: 1 + 2\ — 1+ 3X —4XA =1 = X = 1, luego el punto buscado es:
P(3,2,-4).
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b) Calculamos un punto Q(1+2X, —1+43X, —4X) de la recta r que dista v'29 unidades del punto
P calculado anteriormente:

PG| = |(=2+ 2%, =3+ 38X\, 4 — 4\)| = /A (A = 1)2 + 9(A — 1)2 + 16(1 — A)2 =

V29(A = 1) =v29 = A =2

Luego Q(5,5,—8) que, estard contenido en el plano que buscamos 7 cuya ecuacién serd:
T+ y+ z = p por ser paralelo a m;. Para calcular p sustituimos el punto @ en el plano 73 y
tenemos

p=58+5-8=2=m:x+y+z=2

La otra solucion seria:

V29(1 - N =v29 = A =0

Luego Q(1,—1,—4) que, estard contenido en el plano que buscamos w5 cuya ecuacién serd:
T+ y+ z = p por ser paralelo a m;. Para calcular p sustituimos el punto @ en el plano 73 y
tenemos

p=1-1-4=-Ad= m:z+y+z=-4

2.10. Ano 2009

2.10.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.10.1 (3 puntos) Dados el plano 7 : x 4+ 2y — z = 2, la recta:

r—3 y—2 z-95
T = =

2 1 4

y el punto P(—2,3,2), perteneciente al plano , se pide:
a) (0,5 puntos) Determinar la posicién relativa de w y r.

b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta ¢ contenida en 7, que pasa por el punto P y que
corta perpendicularmente a r.

¢) (1,5 puntos) Sea @ el punto interseccién de 7 y t. Si s es la recta perpendicular al plano 7 y
que contiene a P, y R es un punto cualquiera de s, probar que la recta determinada por R
y @ es perpendicular a 7.

Solucion:

a) De dos formas diferentes:

xr=3+2\
@ La ecuacién de la recta en paramétricas es r : y=24+ X ,y sisustituimos en el
z=>5+4+4\

plano 7 tenemos:
B+2N)+224+N) - (b+4N)=2= 2=2

expresién que se cumple para cualquier punto de la recta independientemente del valor
de A y, por tanto, la recta r esta contenida en el plano 7.
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@ Ponemos la recta r como interseccién de dos planos:

~3 -5
x2 :Z4 =1

r—3 y—2
5 1 = x—2y

Ahora estudiamos el sistema formado por estos dos planos y el plano 7

T+ 2y— z= 2 1 2 -1 2

z— 2y = -1 = A= 1 -2 0]-1

2z - z= 1 2 0 -1 1
1 2

|A|:0y'1 _2‘:—4:>Rango(A):2

F3 = F1 + F», = Rango(4) =2

Rango(A) =Rango(A) = 2 < n? de incégnitas = Sistema Compatible Indeterminado.

El plano 7 y la recta r tienen infinitos puntos comunes y, por tanto, la recta esta
contenida en el plano.

b) Para que el enunciado tenga sentido es necesario que el punto P esté en el plano 7, basta
sustituir el punto en el plano para comprobarlo.

El vector u; de la recta t que buscamos tiene que ser perpendicular al vector caracteristico
del plano u, = (1,2,—-1) y al vector director up = (2,1,4) de la recta r. Luego:

- = 2

i J k
=1ty xuy=| 1 2 —1|=3(3-2-1)
2 1 4
t.{ﬂi:(&f?,fl) L, vF2_y=3 2=
P(-2,3,2) 3 -2 —1

Evidentemente esta recta tiene que estar contenida en el plano 7.

¢) La situacién geométrica es la siguiente:
Tenemos que encontrar una recta s perpendicular al plano 7 y que pase por el punto P

— _ r=-24 A\
5:{752__2(;12,733 Ve sl y=st
> 2=2- A
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Un punto cualquiera R de la recta s es R(—2 4+ X\, 3+ 2X,2 — A).

Ahora buscamos el punto de corte @ entre las rectas ¢t y r

x =342\ T=—-243u 34+2\ =-243u
r:e o y=24+X , t:Q y=3-2u = 24+A=3-2u =
z=5+4A z2=2—-p S+4AN=2—p

{227 =y

Sélo nos queda por comprobar que los vectores C,ﬁ =(=3+XN24+2\1-XN)y = (2,1,4)
son siempre perpendiculares. Para ello calculamos su producto escalar y debe de ser cero
independientemente del valor del pardmetro A

OB - = (—3+A24201—A)-(2,1,4) = 6+ 2\ + 2422 +4— 41 =0

Luego la recta h que pasa por los puntos @ y R es siempre perpendicular a la recta r sea
cual sea el punto R que tomemos de la recta s.

Opcién B

Problema 2.10.2 (3 puntos) Dados el punto P(1,—1,2) y el plano 7 : 22 — y + z = 11, se pide:

a) (1,5 puntos) Determinar el punto @ de interseccién del plano 7 con la recta perpendicular a

7 que pasa por P. Hallar el punto simétrico del punto P respecto del plano .

b) (1,5 puntos) Obtener la ecuacién del plano paralelo al plano 7 que contiene al punto H que

se encuentra a 5v/6 unidades del punto P en el sentido del vector P(Q).

Solucion:

a) Tenemos

r {m:u_‘n’):<27_151) — ;iiff);\
Pr:P(la_laz) 2 =24\
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Sustituyendo en el plano tenemos
20420 = (-1=-M)+ 24+ N -11=0= r=1
Sustituyendo este valor en r tenemos Q(3, —2, 3).

El punto @ es el punto medio entre P y el punto R que buscamos

P+R
2

Q= — R=2Q - P=2(3,-2,3)— (1,-1,2) = (5,-3,4)
Luego R(5,—3,4) es el punto simétrico de P respecto del plano 7.
b) El vector 1@ =(2,-1,1) = w. v es perpendicular al plano 7. Tenemos
H=P+X-@ — PH=—\-u —

\PH| = Na2| = W6 =56 = A =5

Luego el punto H = (1,—1,2) +5(2,—1,1) = (11, —6,7). El plano 7’ que buscamos contiene
a este punto y tiene el mismo vector caracteristico que m

P

A% —y bz A 22464+ T=A—>A=35— 2 —y+2—35
Nota: Podemos comprobar si d(P, ) = 5v/6:

241+2-35 30
d(P,T,)_W__g)\/g

S

y también podemos comprobar que
POl =vA+1+1=+6y |QH| =641 16 + 16 = 416

La suma de ambos médulos nos vuelve a dar 5v/6.

2.10.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.10.3 (3 puntos) Dado el plano 7 : z + 3y + z = 4, se pide:
a) (1 punto) Calcular el punto simétrico P del punto O(0,0,0) respecto del plano 7.

b) (1 punto) Calcular el coseno del dngulo o que forman el plano 7 y el plano z = 0.
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¢) (1 punto) Calcular el volumen del tetraedro T' determinado por el plano 7, y los planos z = 0,
y=0,z=0.

Solucién:
a) Tres pasos:

@ Calculo r L 7 que pasa por O(0,0,0):

@ Calculo el punto de corte () de w con 7:

4 412 4
A43(BA) A =4 = A= — — <7,7,7>
3B+ TR ACTRRVABT

@ P es el punto simétrico de O respecto de Q:

P+0O / _(8 24 8)
b)
1 Vi
oS = ——= = ——
V11 11
c) Siy=0,2=0= A(4,0,0)
Siz=0,z=0= B(0,4/3,0)
Siz=0,y=0= C(0,0,4)
OA = (4,0,0), OB = (0,4/3,0), OC = (0,0,4)
4 0 0
1 32
V:6| 0 4/3 0 |=§u2
0 0 4
Opcién B
Problema 2.10.4 (3 puntos) Dadas las rectas:
r—1 y—2 =z x+2 y z-2
T ="—== s: == )
2 3 1 2 1 1

se pide:
a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene a r y es paralelo a s.
b) (1 punto) Determinar la distancia entre las rectas r y s.

¢) (1 punto) Estudiar si la recta t paralela a r y que pasa por O(0,0,0) corta a la recta s.

Solucion:
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ﬁ
— — ur =(2,3,1
r {UT:(273,1> s {US:(271,1) — ’IZZE211§
Pr(172a0) ’ Ps(_2a072) P’r'( 270)’
2 2 x—1
7:|3 1 y—2 |=0=2—-22—-1=0
1 1 z
—
b) PP, = (—3,-2,2)
2 3 1
@@ PE]|=1| 2 1 1[=|-14=1
-3 -2 2
- = =
i 7k
wxal=] 2 3 1][[=]20-4)=v20=2V5
2 1 1
—
p Hﬂ717s>7prpe] 14 75
r)=Tmswmr Tas
c) .
ut:(27371) {U’S:(27171) _(_
t {Pt(0,0,0) S0 p(—2.0.2) — PP, =(-2,0,2)
2 3 1
2 1 1 |=-12= Se cruzan
-2 0 2

2.10.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.10.5 (2 puntos) Dadas las rectas:

"1
determinar los valores de los parametros a, b para los cuales las rectas r, s se cortan perpendicu-

larmente.

Solucion:

Sir y s son perpendiculares:
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Ul = up Ut =0= —a+b=—2

Siry s se cortan:

1 2 a
b 1 -1 |=0= a+2b=-1
30 3

{ —a+b=-2 :>{ a=1

a+2b=-1 ab+2b= -1

Problema 2.10.6 (2 puntos) Dado el plano 7 : 2 — y + 2z + 1 = 0 hallar las ecuaciones de los
planos paralelos a ™ que se encuentran a 3 unidades de 7.

Solucion:

La ecuacién de un plano paralelo a m es 7 : 22 —y + 22 + A = 0 y un plano del plano 7 puede ser
P(0,1,0) y tendremos que d(P,7’) = 3:

0—1+0+A _ A—1]

d(P,n’) = 3 3

—3=A-1]=9

{ A+1=9= A=-8= 71" : 20 —y+22-8=0
A=1=9= A=10= 7":22—-y+22+10=0
Opcién B

Problema 2.10.7 (3 puntos) Dada la recta:

z—1 Y
T == =

z
1 -1 1

y el plano 7 : z + y — 2z + 1 = 0, hallar la ecuacién de la recta s simétrica de la recta r respecto
del plano .

Solucion:

Calculamos el punto de corte de la recta r y el plano w, para ello calculamos la ecuacién pa-
ramétrica de la recta y sustituimos en el plano:

r=14+X\
r;d y=-—>\ = 1+ - A-22+1=0=
z=A

A=1= P(2,-1,1)
Ahora calculamos el punto simétrico de P,(1,0,0) respecto al plano 7:

@ Calculamos una recta t perpendicular m que pase por P,.:

r=1+A
1,1, —
t { (1(() 0) 2) =t y=A
T z= =2\
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@ Encontramos el punto de corte de t y 7:

1 2 12
1 A A—2(=2)\ 1=0 A= —— P”(, _7,7)
(1+XN)+ (—2)\) + = 3= 3733

@ (Calculamos el punto simétrico P’ de P, respecto de P

P.+ P
2

2(2-12) o0 - (122
37 3’3 T3 373

La recta s simétrica de r respecto de 7 pasa por los puntos Py P’:

1 24 5 1 1) 1
P'P=(2-1,1 —(7,—7,7) = (7,—7,“) =306,-1,-1
( ) \3 753 373 3) 3! )

=P'— P'=2P" - P, =

s E—
P(2,-1,1)
r=2+5\
t y=—-1-2X
z=1—-A

2.10.4. Reserva
Opcion A
Problema 2.10.8 (3 puntos) Dadas las rectas:

r—1 y+2 =z-2 x+2 y—1 z—A
2 T3 T 1 1 T 2

r:

se pide:

a) (1 punto) Determinar para qué valor, o valores, del pardmetro A las rectas r, s se cortan en
un punto.

b) (1 punto) Para A = 23 calcular las coordenadas del punto P interseccién de las rectas r, s.

¢) (1 punto) Para A = 23 hallar la ecuacién general del plano 7 determinado por las rectas r y

S.
Solucién:
a)
1+ 2= —-24+ pu a=-9
-2+ 3a= 1+ 20 =< p=-15 = A=23
2+ a= M 2u A=23

b) Sustituyendo los valores de A\, « y 4 = P(—17,-29,—7)

c)

o =(2,3,1) 2 1 z-1
i uw=(1,2,2) = |3 2 y+2 |=0= m:4z—-3y+2—-12=0
P.(1,-2,2) 1 2 z2-2
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Opcién B
Problema 2.10.9 (3 puntos) Se pide:

a) (1 punto) Demostrar que si tres vectores vy, vy y v3 son perpendiculares entre si entonces se
verifica que:

|07+ 02" + B[ = [of [ + 0] + 03],
donde |w| denota médulo del vector W
b) (1 punto) Dados los vectores o7 (1,1,—1), 73 = (1,0, 1) hallar un vector v3 tal que:

|01 + 07 + 032 = o1 |2+ |3 % + 932

¢) (1 punto) Dado el vector 7(1, 2,3), hallar los vectores v_1> y v_2> que cumplan las tres condi-
ciones siguientes:

a) 77 tiene sus tres coordenadas iguales y no nulas;
b) 71 es perpendicular a v3;

¢) T =0 +703

Solucion:

3+ V507 + U303 + VU3 + 0301 + U305 + 0303 = |v1)? + [03)% + |v3)?
b) s =0 = v—fJ_@yllamamos @:(a,b,c):
——
v3vi =a+b—c=0 {b:—Qa
{@)@:aJrc:O = c=—a
75 = a(1,—2,—1) donde a es cualquier valor real.
¢) Sea v7 = (a,a,a) y 03 = (b, c,d):
{ﬁ?za(b+c+d):():> b+c+d=0 .
v = 1,2,3):U_>1+ﬁ:(a+b,a+c,a+d)
b+c+d=0 a=2
a+b=1 . b=-1
a+c=2 c=0
a+d=3 d=1
Luego:
o =(2,2,2) y v =(-10,1)



2.11. Ano 2010

2.11.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.11.1 (3 puntos) Se consideran las rectas:

y—-1 z-2

xr—5 y z+1

a) (1,5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta t que corta a r y s, y que contiene al origen
de coordenadas.

b) (1,5 puntos) Determinar la minima distancia entre las rectas r y s.

Solucién:
,{172:(—1,1,—2) '{@):(6,2,2):2(3,1,1)
"1 P(0,1,2 %1 Py(5,0,—1)
a)
iy = (-1,1,-2) 10
m:q OP.=(0,1,2) = 1 1 y|=0=4d2x4+2y—2=0
0(0,0,0) -2 2 =z
= (3,1,1) 3 5
Ty OP;=(50,-1) = |1 0 y|=0= —2+8y—52=0
0(0,0,0) 1 -1 =z
t.{4x+2y—z=0
"lax—8y+52=0
—
b) P.Ps = (5,—1,-3)
-1 1 -2
g, us, PP)|=1]| 6 2 2 ||=64= se cruzan
5 —1 -3
- > =
i k
6 2 2
drs) = [ ut, PP _ 64 16v2
T x| 10v2 5
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Opcién B

Problema 2.11.2 (2 puntos) Dados los puntos A(2,2,3) y B(0,—2,1), hallar el punto, o los
puntos, de la recta:

r= = —
3 -1 2
que equidistan de A y de B.
Solucién:
x=243\
T y=-—A
z=442\

AP =(3\,-2-A1+2\), BP=(2-3)\2—\3+2)

4P| = |BP| =

VBN2ZH (=2 02+ (1+20)2 = /(24302 + (2 - N2+ (3+2))2 —
A=—-1= (-1,1,2)

Problema 2.11.3 (2 puntos) Dados el plano 7 = 5z — 4y + z = 0 y la recta:

ﬁ
If
=18
I

contenida en 7, obtener la recta s contenida en m que es perpendicular a r, y que pasa por el origen
de coordenada O(0,0,0).

Solucion:

0(0,6,0)

0(0,0,0)
- =
i ik
U=y xur=| 5 —4 1 |=-14(1,1,-1)
1 2 3
T Y
i - == =—
1 1 -1
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2.11.2. Ordinaria-General
Opcion A

Problema 2.11.4 (3 puntos) Dadas las rectas:

se pide:
a) (2 puntos) Determinar la ecuacién de la recta perpendicular comin a r y s
b) (1 puntos) Calcular la minima distancia entre las rectas r y s.

Solucion:

! T:{zﬁ:(Q,Z’),—l) S

{ uy = (1,1,4)
Pr(O,l,—4)

Calculamos el vector perpendicular a estas dos rectas:

- - >
T k

u_>t:u_>T><u_>S: 2 3 -1 2(13,—9,—1)
1 1 4

Calculamos la recta ¢ como intersecciéon de dos planos:

= (2,3,-1) 2 13 T
T up=(13,-9,-1) =| 3 -9 y—1|=0= 120+ 11ly+572+217=0
P.(0,1,—4) -1 -1 z+4
s = (1,1,4) 1 13 =z
T up=(13,-9,-1) = |1 -9 y |=0= 352+53y—222=0
Ps(,0,0) 4 71 z

. { 122 + 11y +572+217=0
"L 3B 453y —222=0

—
b) PP, = (0,1, —4)
0 1 —4
—
ey, us, PPy =] 2 3 —1||=—5=> se cruzan
11 4
jay x ul| = (13, -9, -1)] = V251
—
dr.s) = @7, s, PR 5 5v/251
’ W X uy V251 251



Opcién B

Problema 2.11.5 (2 puntos) Dadas las rectas:

__y—1_=z+1 :{ z+z=3
PETT T T ST Ly =2

se pide:
a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano 7 determinado por r y s.

b) (1 punto) Hallar la distancia desde el punto A(0,1,—1) a la recta s.

Solucién:
a)
' Pr(oalafl) . Ps(37430)
%
A A
w=1 0 1|=(-1,-21)
2 -1 0
% .
P.P; = (3,3,1) = las dos rectas son paralelas, el plano que determinan es:
u = (1,2,-1) 13 oz
m P.P;=(3,3,1) = 2 3 y—1|=0=bx—4y—32+1=0
P.(0,1,-1) -1 1 z+1
b) .
P,A=(-3,-3,-1)
e
N i J k
lup x PA =|| =1 —2 1 ||=](5—-4,-3)] =50 =5V2
-3 -3 -1
|u_>8|: (_17_2»1)|:\/6
oA ) = i x PAl 5v3
9 - |u—)s 3

Problema 2.11.6 (2 puntos) Sea el plano m que contiene a los puntos P(1,0,0), Q(0,2,0) y
R(0,0,3). Se pide:

a) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro determinado por el origen de coordenadas y los
puntos P, Q y R.

b) (1 punto) Calcular las coordenadas del punto simétrico del origen de coordenadas respecto
del plano .

Solucién:

a)
OP = (1,0,0) RN
0G=(0.2,0) = V=502 0|=14°
OF = (0,0,3) 00 3
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b) Calculamos el plano 7:

PO = (~1,2,0) 1 -1 21
7 Ph=(-1,03) = | 2 0  y|=0= 6r+3y+2:-6=0
P(1,0,0) 0 3 =z

Para encontrar el punto simétrico del origen respecto a este plano seguimos el siguiente
procedimiento:

@ Calculamos una recta r que pasa por O(0,0,0) y es perpendicular a 7

T'{ﬁ:(6’3’2) = r: :;;:gi\
0(0,0,0) — 9

@ Calculamos el punto de corte O’ de r con 7:

6(67) + 3(3X) + 2(20) — 6 = 0 —> A = -

49
(2,18 12)
0 (49’ 49’ 49

@ El punto O’ es el punto medio entre los puntos O y el que buscamos O”:

040" _ T2 36 24)
2 49’49’ 49

Luego el punto de corte es:

O/:>O//:2O/_O:<

2.11.3. Ordinaria-Especifica

Opcién A

Problema 2.11.7 (3 puntos) Dadas la recta:

x+1 y—2 z+1

) 1 3

r

y el punto P(2,0,—1), se pide:
a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a la recta r.

b) (2 puntos) Hallar las coordenadas del punto P’ simétrico de P respecto de la recta r.

Solucion:

a)

= (- z=—1-2\
r:{qg@f;fi‘?) PP =(3,-20) r:{ y=2+2A
S z=—1+3\
- = 7
) 7 k
@xPPl=|| -2 1 3|I=16,91)=Vis
3 -2 0
d(Pr)—mxﬁl_\/ﬁ_\/@u
o |17r>\ _\/ﬁ_ 7
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b) Para calcular el punto simétrico seguimos los siguientes pasos:

@ Calculo un plano 7 perpendicular a r que contenga a P:

H
| ur =(-2,1,3) -
W.{P(ZO,_U = —2x+y+3z+A=0

= 4-342A=0=A\=T=2x—y—32—7=0

@ Calculo el punto de corte P’ de este plano 7 con 7:

2(—1—2/\)—(24—)\)—3(—1+3/\)—7=O:>/\:—g

1 10 19
PH (77 = _7)
7T 7

@ El punto P” es el punto medio entre P y P’

P+ P 2 20 38
:P/I PI:2P//_P: (7,7,_7> _ 2 _1
12 20 31
p(22.3)
T 7

Opciéon B
Problema 2.11.8 (3 puntos) Dados el plano m = 2z + ay + 4z + 25 = 0 y la recta:

y—1 2z+3

se pide:
a) (1 punto) Calcular los valores de a para los que la recta r estd contenida en el plano .

b) (1 punto) Para el valor de a = —2, hallar el punto (o los puntos) que pertenecen a la recta
perpendicular a m que pasa por P(—3/2,0,—11/2), y que dista (o distan) v/6 unidades de 7.

¢) (1 punto) Para a = —2, halla el seno del dngulo que forman r y .

Solucion:

%
. Uy = (13275) — _
T { Po(~1,1,-3) Uy = (2,a,4)

a) Sir estd contenida en el plano 7 = u Ll =, - ur = 0:

2+20+20=0= a=11

b) Sia=-2= m:2x—2y+4z+25 =01y sea s la recta perpendicular a m que pasa por
P(-3/2,0,—11/2):

= s:{ y=-—2A

.. { 0 =iy = 2(1,-1,2)
z=—11/242X

P.(—3/2,0,-11/2)
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Un punto genérico de esta recta serfa P(—3/2 4+ A\, =\, —11/2 + 2}\)
= 3420+ 2\ — 224 8) + 25|

d(P, V= M =1=— A=1, A=—1
(P.m) NZE e Vo= IN

. 1 7

Sl)\—1:> (75771,7§>

. ) 15

Sl)\—_].:> (—571,_?)

¢) El dngulo a que forma r y 7 es 90° — U, = sina = cos("szu_ﬁ))

= 1-2+4+1
sina = cos(zﬁu_g) = \/%360 = 3;65

2.11.4. Extraordinaria-General
Opcion A
Problema 2.11.9 (3 puntos) Dadas las rectas:

:{y:1 :{ z=0
"=12=3 2= y—2=0

se pide:
a) (2 puntos). Hallar la ecuacién de la recta ¢t que corta a r1 y 72 y es perpendicular a ambas.

b) (1 puntos). Hallar la minima distancia entre las rectas r1 y 7.

Solucién:
, zfi:{m%u&m
1= =
L —3 P, (0,1,3)
NG — (@=L
A= =
L=\ P.,(0,0,0)
a)
- - 2
i j k
u=|1 0 0|=(0-11)
0 1 1
Se obtiene la recta t perpendicular a ambas, y que las corta, como interseccién de dos planos:
w = (0,-1,1) 01 =z
m U =(1,0,0) = | -1 0 y—1|=0=y+2—-4=0
P, (0,1,3) 1 0 2-3
w = (0,—-1,1) 00 z
i U =(0,1,1) = | -1 1 y|=0=2=0
PT2( 70a0) 1 1 =z
L — { y+z—4=0
o z=0



—_ 19 Tr1y YTre
d(u’l“17u7"2): "LL—>XU—> :ﬁ_ 2u
T1 T1
—

Opcién B
Problema 2.11.10 (3 puntos) Dados el plano
m=2x—-3y+z=a

y el plano 7y determinado por el punto P(0,2,4) y los vectores v; = (0,2,6) y va = (1,0,b), se
pide:

a) (1 punto). Calcular los valores de a y b para que m1 y 72 sean paralelos.

b) (1 punto). Para a = 1 y b = 0 determinar las ecuaciones paramétricas de la recta interseccién

de m y ma.
¢) (1 punto). Para a =4 y b = —2 determinar los puntos que estdn a igual distancia de w1 y 7.
Solucién:
0 1 T
m:2r—3y+z=a; m:| 2 0 y—2 |=0=m:bx+3y—2—-2=0
6 b z—4
a) m y e son paralelos si:
2 =3 a
b)
_ r=3/2
t: { 2; _—33ij2:01 = t:{ y=2A
Y N z=—2+3\
¢) d(P,m) = d(P,m2) donde P(x,y, z):
20 -3y +2z—4 | -2x+3y—2z—2

V14 V14

{2x—3y+z—4=—2x+3y—z—2:ﬂ’:2:1:—3y+z—1:0
20 —3y+z—4=—(—2x+3y—z—2) = no tiene solucién
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2.11.5. Extraordinaria-Especifica
Opcién A

Problema 2.11.11 (3 puntos) Se consideran las rectas:

z=3—A rty=-2

Determinar la ecuacién de la recta ¢ que pasa por el punto P(0,1,—2) y corta a las rectas r y s.

Solucion: NN ?
i J
w=| 1 2 -1|=01-1-1), P(0,-2-3)
1 1 0

. { 1TT> = (1,0,-1)
"L P(1,2,3)

Vamos a encontrar la recta ¢ como interseccion de dos planos:

PP, = (1,1,5) 1 1 =z
m lﬁ:(l,()?fl) = m:| 1 0 y—1|=0=m:2-6y+2+8=0
P(0,1,-2) 5 -1 z+42
PP, = (0,-3,~1) 0 1 =
mo : 172:(1,—1,—1) = m:| -3 -1 y—-1|=0= m:2z—-y+32+7=0
P(0,1,-2) -1 -1 z+2
‘e { x—6y+2z+8=0
"l 22 —y+324+7=0
Opcién B

Problema 2.11.12 (2 puntos) Dadas las rectas:

T.{2x+yfz:72 S'x—i—l_y z—1
' x—2y=—1 1 =3 2

Se pide:

a) (1 punto). Dados los puntos A(1,0,—1) y B(a,3,—3), determinar el valor de a para que la
recta t que pasa por los puntos A y B, sea paralela a s.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a s.
Solucién:

.{w:@Lm ,{m:
T P’r(]-7]-75) S

t- { u_>f:(a71a3772)
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w = (2,1,5) 2 1 z-1
il w=(1,-32) = 7:|1 -3 y—1|=0=
P.(1,1,5 5 2 z-1
m:lTe4+y—T724+17=0

Problema 2.11.13 (2 puntos) Hallar la ecuacién del plano que pasa por el origen de coordenadas
y es perpendicular a los planos:

mibr—y—Tz=1 m:2x+3y+z2=5

Solucion:
Uy L Un, Uy L Uy = Uy = Uy X Uy
- = 2
i 7 k
2 3 1

El plano buscado tiene de ecuacién 7 : 20x — 19y + 172 + A = 0 y como pasa por el punto
(0,0,0) = A = 0. Luego el plano buscado es:

m:200 — 19y + 172 =0

2.12. Ano 2011

2.12.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.12.1 (2 puntos) Dadas las rectas:

z+1 y z+1 r—5 y—4
r= == s = =T =

z
2 1 17 2 1 1

se pide:
a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de la rectas r y s.

b) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano 7 que contiene a las rectas r y s.

Solucién: -
. Uy = (25171) . { = (25171) A‘_)_
’"'{PT(—1,0,—1) S R40 2 DP=(641)
. ot
a) |2 1 1 :OyRango< ”_>S>:2:>las rectas 7 y s son paralelas.
2 1 1 Us
b)
o =(2,1,1) 2 6 z+1
T:¢ PPs=(6,4,1) = |1 4 Y =0=3z—-4y—224+1=0
P.(-1,0,-1) 11 z+1
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Problema 2.12.2 (2 puntos) Dados los planos a« =2z +y+224+1=0y =z —2y+62=0,
se pide:

a) (1 punto). Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta r determinada por la interseccién
de « con §.

b) (1 punto). Determinar el plano v que es paralelo al plano « y pasa por el punto V2,1, 0)

Solucién:
a)
T = 0+ 2X
3
20 +y+22+1=0 — _Z_ 9)
: Y
T'{ r—2y+62=0 = 5
1
= ——— A
< 5
3 1
Un punto de r puede ser: | 0, 57 y
_)
77
w=| 2 1 2|=52-2-1)
1 -2 6

b) v :2z+1y+ 22+ X =0y contiene al punto (v2,1,0), luego:
W2+14+A=0= A =—(1+2V2) —
vi2z+y+2z— (142V2) =0

Opcién B

Problema 2.12.3 (3 puntos) Dados los puntos A(1,—3,0), B(3,1,-2),C(7,2,3), D(5,—-2,5) y
E(1,0,2), se pide:

a) (1 punto). Demostrar que los puntos A, B, C'y D son coplanarios.
b) (1 punto). Demostrar que el poligono ABCD es un paralelogramo y calcular su drea.

¢) (1 punto). Hallar la distancia del punto E al plano 7 determinado por los puntos A, B, C'y
D

Solucion:

a)
AB

= (2a4a _2)7 1@ = (6a573)7 E = (47 1a5)
2 4 =2
6 5 3 | = 0 = son coplanarios
4 1 )

Los tres vectores construidos son linealmente dependientes y, por tanto, estan en el mismo
plano.
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AB = (2,4,-2) =24
BC = (4,1,5) = VI2
CD = (-2, -4,2) = V24
AD = (4,1,5) = V22

Los lados son iguales dos a dos, luego se trata de un paralelogramo.

i

i

—|ABxAD|=|| 2 ‘4 —2 || =[2(11,-9, —7)| = 2v/251 u?

4 1 5

¢)

AB = (2,4,-2) 2 4 z-1

T E:(47175) = 4 1 y4+3 |=0= 1lz—9y—72—-38=0
A(1,-3,0) -2 5 z
A~ =138 41V

= U
V251 V251

2.12.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.12.4 (3 puntos)

a) (1,5 puntos). Hallar el volumen del tetraedro que tiene un vértice en el origen y los otros tres
vértices en las intersecciones de las rectas

_ _Jy=0 _Jx=0
m=TXT=Y==2z, To= Z:O,ng Z:O

con el plano m = 2z + 3y + 7z = 24.
b) (1,5 puntos). Hallar la recta s que corta perpendicularmente a las rectas

r+1 y—-5 z+1
ry = = = r
4 1 9 _2; 5

y+1 z-1

X
2 3 -1

Solucién:
a) Llamamos A al punto interseccién de 7 con ry:
2e+3x+Tr=2d= z=2= A(2,2,2)
Llamamos B al punto interseccién de 7 con ra:
2x =24 = x =12 = B(12,0,0)
Llamamos C al punto interseccién de 7 con r3:
3y =24 = y=8= B(0,8,0)
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Tendremos con el origen los siguientes vectores:

1
0

- = =
ik

2

b) Calculamos un vector perpendicular a las dos rectas:
i

Uy =gy XUy =| 1

2

Calculamos la recta perpendicular a estas rectas como interseccién de dos planos:

w = (4,-3,—1) 4 1 z+1

i =(1,2,-2) = m:| -3 2 y—-5|=0= m:8x+Ty+112—16=0
P.,(—1,5,-1) -1 -2 z+1
w = (4,-3,—1) 4 2 oz

o : 175):(2,3,71) = m:| —3 3 y+1 |=0= m:3x4+y+92—8=0
P, (0,—1,1) -1 -1 z-1

La recta buscada sera:
) { 8r+Ty+11z—16=0

30 4+y+92—8=0
Opcién B
Problema 2.12.5 (3 puntos) Dados los planos
m=2r+y—2z=1, m=r—y+2z=1
se pide:
a) (0,5 puntos). Estudiar su posicién relativa.

b) (1,5 puntos). En caso de que los planos sean paralelos hallar la distancia entre ellos, en caso
de que se corten, hallar un punto y un vector de direcciéon de la recta que determinan.

Solucién:
a)
2 1
1 #* - = se cortan
b)
x=2/3
S 2x4+y—22=1 _
t'{ r—y+2z=1 y—217/3>\+2)\

1

g,—§,0> y el vector director

La recta intersecciéon viene determinada por el punto P (

u = (0,2,1).

Otra manera de calcular estos datos seria Ut) = Uy, X Ury, ¥ €l punto P, dando un valor
cualquiera (mismamente z = 0) y resolviendo el sistema que queda.
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Problema 2.12.6 (2 puntos) Se pide:

a) (0,75 puntos). Hallar la ecuacién del plano 7, que pasa por los puntos A(1,0,0), B(0,2,0) y
C(0,0,1).

b) (0,75 puntos). Hallar la ecuacién del plano 7o que contiene al punto P(1,2,3) y es perpendi-
cular al vector v = (2,1, 1).

¢) (0,5 puntos). Hallar el volumen del tetraedro de vértices A, B, C'y P.

Solucion:
a)
AB = (~1,2,0) 1 -1 a1
mi{ AC=(-1,0,1) = m:| 2 0 y |=0=220+y+2:-2=0
A(1,0,0) 0 1 z

b) 2x+y+2+A=0= —242+34+A=0= \=-3

me:2x —y—2+3=0

Aﬁ (0,2,3):
-1 2 0
1 1 4
0 2 3

2.12.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 2.12.7 ( 3 puntos). Dados los planos

m:2x+3y+2—1=0; my:2x4+y—32—1=0,

y la recta
z—1 z+2
: = 1= ;
T TYT 2

se pide:
a) (1 punto). El punto o puntos de r que equidistan de m y 7.

b) (1 punto). El volumen del tetraedro que 7; forma con los planos coordenados XY, XZ e
YZ.

¢) (1 punto). La proyeccién ortogonal de r sobre el plano ms.

Solucion:
=142\
-1 2 v
TixQ :erlzz;r = ¢ y=—1+A
z2=—-2+4+2A
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a) d(P.,m) = d(Py,m2):

12(14+2X) +3(=1+ X))+ (=2+2X) — 1] [2(1+2X) + (-1 4+ ) —3(—2+2)) — 1]
VA+9+1 B VAFT1+9

—A49A=6-\=>\=1=> P/(3,0,0)
—449A=—6+\= A=—1/4= P/(1/2,-5/4,-5/2)

| =449\ =6 -\ = {

b) Corte de 71 con el eje OX: hacemos y =0y z = 0= A(1/2,0,0).

Corte de 71 con el eje OY: hacemos x =0y z = 0= B(0,1/3,0).
Corte de 71 con el eje OZ: hacemos x =0 ey = 0= C(0,0,1).

Los vectores que forman estos puntos con el origen son los siguientes:

OA = (1/2,0,0); OB = (0,1/3,0); OC = (0,0,1)

12 0 0|
V=-| 0 1/3 0|=— u?
6 0 o 1| 36

¢) Obtenemos esta recta como interseccién de dos planos, uno de ellos serd 7o y el otro serd un
plano 7 perpendicular a w5 y que contiene a 7r:

U = (2,1,-3) 2 2 z-1
T 173.:(2,1,2) —7a:| 1 1 y+41 |=0—= 7:2—-2y—3=0
Po(1,-1,-2) 3 2 242

r—2y—3=0

Proyeccién : { % ty—3:—1=0

Opcién B
Problema 2.12.8 (3 puntos). Dado el punto P(0,1,1) y las rectas:

r:

r—1 y+1 z {:v:O
=7 = , S8
2 1 -1 y=20

se pide:
a) (1,5 puntos). Determinar las coordenadas del punto simétrico de P respecto a 7.

b) (1,5 puntos). Determinar la recta que pasa por el punto P, tiene direccién perpendicular a
la recta r y corta a la recta s.

Solucién:
a) Lo calculamos siguiendo los tres pasos siguientes:

@ Calculamos un plano 7 perpendicular a r que contenga a P:

24+ y—24+2A=0= A=0=m:224+y—2=0
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@ Calculamos el punto de corte P’ de 7 con 7:

r—1 y+1 z z=1+2A
T =X —=— =< y=—14+\ =
2 1 -1 Y — )\

1 2 71
201420 + (140 = (<) =0 = A= -2 — p’<g,_676)

@ El punto que buscamos P” tiene que cumplir:

P+P//
2

4 10 2
=P — P'=2P'-P= (*, -, —7)
3" 3" 3
b) Calculo un plano 7 L 7, que contenga a P, calculado en el apartado anterior 7 : 2c+y—z = 0,
y el punto de corte P; de este plano con la recta s

rz=0
s: y=0 = 2.0+404+A=0= A=0= P, =0(0,0,0)
zZ=A

La recta t que buscamos pasa por los puntos O y P:

-
SIS
I
> > o

2.13. Ano 2012

2.13.1. Modelo
Opcion A
Problema 2.13.1 (3 puntos) Dados los puntos A(1,—1,2), B(2,0,—1), C(0,1,3), se pide:

a) (2 puntos). Hallar todos los puntos que equidistan de A, By C. ;Cuéles de ellos pertenecen
al plano 7 : 2x + 2y + 22+ 1 =07

b) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano que pasa por A, By C.

Solucion:

a) El lugar geométrico de los puntos que equidistan de A, B 'y C serd la recta en la que se cortan
los planos mediadores definidos entre A y B, entre Ay C y entre B y C. Calculando dos de
ellos serd suficiente.

Plano mediador entre A y B:

VE—12+ @G +12+(-22=/(t-22+ 12+ (z+1)2= 20 +2y —62+1=0

Plano mediador entre A y C:

\/(x—1)2+(y+1)2+(z—2)2:\/x2+(y—1)2+(z—3)2:> r—2y—2z+2=0

259



—
r{2x—|—2y—6z—|—l:0 . U'r‘_(772173) — _1 92\
U z—2—242=0 : Pr<—1,§,0> y=5+t
z =3\

Sustituimos en el plano 7:
1
2(—1+7>\)+2(§+2/\) +2BN)+1=0= A=0
s 1
El dnico punto es el (—1, ok O).

b) La ecuacién del plano que contiene a los puntos A, B y C' vendré determinada por:

AB = (1,1,-3) 1 -1 z-1
i AC=(-1,2,1) = 7| 1 2 y+1|=0= Tz+2y+32—11=0
A(1,-1,2) 3 1 z-2
Opcién B

Problema 2.13.2 (3 puntos) Dados los planos de ecuaciones:

T —2y+22+4=0, 7 =22+2y—2—-2=0
se pide:

a) (1 punto). Obtener la ecuacién en forma continua de la recta que determinan.
b) (1 punto). Hallar todos los puntos que equidistan de 7 y ’.

Solucion:

a)

r=—2\
:{;;_ngr_sz;l:g = r: Yy =5\
Y - Z=—2+46A
En su forma continua:
T Yy  z+2
pe— =2
-2 5 6
%
77
Up = Ug X Ugr = 1 -2 2 = (727 57 6)7 PT(Oa Oa 72)
2 2 1

b) Sea P(z,y,z) un punto tal que d(P,7) = d(P,n’):

— 2y +22 44 2042y — 2z — 2
w2y 2] Pedy—zo2 e a2y — 22
NG Vo

Luego tenemos las soluciones siguientes:

{x—2y+2z+4:2x+2y—2—2:> z+4y—32—6=0
x—2y+2z+4=—20+2y—2—-2) = 3x+2+2=0
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Problema 2.13.3 (2 puntos) Dadas las rectas

r.x+3_y—9 z—38 x—=3 y—9 x-38
-6 4 4 7773 -2 -2

se pide:
a) (1 punto). Hallar la posicién relativa de las rectas r y s.

b) (1 punto). Hallar la distancia minima entre r y s.

Solucion:
a)
— —
u; = (—6,4,4) { ug = (3,-2,-2) Sl
r { P.(~3,9,8) ] P.(3,9.8) ; P.Ps=1(6,0,0)
6 0 0 6 0
—6 4 4|=0; up=-2u,y ‘ Y ‘_247&0
3 -2 =2

Las dos rectas son paralelas.

b) Como las dos rectas son paralelas se coge un punto al azar de una de las rectas y se calcula
la distancia desde este punto a la otra recta:

—> _)
PP, x u, /2
d(r,s):d(Ps,r):‘ﬁX—u':IQ —u
lur| 17
- = 2
N i j k
P P.xal=|| 6 0 0]]=[240,-1,1)]=24v2; |u]|=2V17
-6 4 4

2.13.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 2.13.4 (3 puntos) Dados los puntos P;(1,3,—1), P2(a,2,0), P5(1,5,4) vy P4(2,0,2), se
pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de a para que los cuatro puntos estén en el mismo plano.

b) (1 punto). Hallar los valores de a para que el tetraedro con vértices en Py, Py, P3, Py tenga

volumen igual a 7.
¢) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano cuyos puntos equidistan de Py y de Ps.
Solucién:
- — ey
a) Tenemos PP, = (a—1,-1,1), PLP3 =(0,2,5), 1Py = (1,-3,3):
a—1 -1 1
4
0 2 5 :7(3a74):0:>a:§
1 -3 3
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~1 -1 1
1| _
T=2l| 0 2 5 |=>|3a—4|=6:>{“ 10/3

1 -3 3 a=-2/3
c)
V@ —12+@-32+GE+12=(c-1)2+(y 52+ (- —4)? =
4y +10z—-31=0
Opcién B

Problema 2.13.5 (3 puntos) Dadas las rectas

-2 y-—1 r=—1-A
r = = — =

z
= = =3+
3 -5 20 yZot

z =

se pide:
a) (1 punto). Estudiar su posicién relativa.

b) (2 puntos). Hallar la minima distancia de r1 a rs.

Solucion:

r .{m:(37_572) .{m:(_leo)
1- To

PT1(2’170) Pr2(_1,375) PT1PT2 *(*37235)
a)
-3 2 5
3 =5 2 |=-8#0= r;yry se cruzan
-1 1 0
b) . !
d(r1,re) = [Py, Pro ), ) _ =8 4v3
1,72 |Lﬁ1X@ 2\/3 3
i J k
Uy X | = || 3 =5 2||=(-2,-2,-2)|=2V3
-1 1 0

2.13.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 2.13.6 (2 puntos)

a) (1 punto). Dados los puntos P(2,1,—1), Q(1,0,2) y la recta

r =242\
r= y=1-—2X
z=3

determinar los puntos de r que equidistan de Py Q.
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b) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano m que pasa por el punto @ y es perpendicular a

T.
Solucién:
a)
2420224+ 1 - A-12+B-(-1D))?=2+22 -1+ 1 -21)?+(3-2°=
A= g = (157—12—173)
b)

2z —y+A2=0, 2:1-1-04+A=0= A=-2

T2z —y—2=0

Problema 2.13.7 (2 puntos) Una de las caras del paralelepipedo H tiene vértices en los puntos
A(4,2,8), B(6,4,12), C(6,0,10) y D(8,2,14).

a) (1 punto). Si el punto E(6,8,28) es otro de los vértices, hallar el volumen de H.

b) (1 punto). Hallar el punto E’ simétrico de E respecto del plano que contiene a la cara ABC'D.

Solucion:
AB=0CD = (2,2,4); AC =BD = (2,-2,2)
a)
2 2 4
AE = (2,6,20) — V=|2 -2 2 |=1124°
2 6 20

b) Seguimos los siguientes pasos:

@ Calculo del plano que contiene la cara ABCD:

-4
-2 |=0=71=3z+y—224+2=0
-8

3
1l
|
NN
NGO
ISTIN

@ Calculamos las ecuacién de la recta r L 7 que pasa por E:

r=6+3\
r=q y=8+2A
z =28 — 2\

@ Calculamos el punto de corte E” de r con 7

36430+ (8+A) —2(28—2)\) +2=0= A=2=— E"(12,10,24)

E+ E
2

= FE' = E =2E" — E = (24,20,48) — (6,8,28) = (18,12, 20)
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Opcién B
Problema 2.13.8 (3 puntos) Dadas la recta r y la familia de rectas s, mediante

r:{x+2y:—3 S:{2x+2y+z:a
Z:l - x+Z:0 ’

se pide:
a) (1,5 puntos). Hallar el valor de a para que ambas rectas se corten. Calcular el punto de corte.

b) (1,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano determinado por ambas rectas cuando estas se

cortan.
Solucién:
a)
z=-3-2\ T =H —3-2\=p
r=< y=2A §= y:a;u = )\_a;,u =
A=-1
u=—-1 = a= -3, y el punto de corte es P(—1,—1,1)
a=—
b)
r= { 1T7"> = (_27170) s = { 1TS>: (1,—1/2,—1) = 1/2(25_17_2) —
- PT(73,0,1) a Ps(07*3/27*1)
= (—2,1,0) -2 2 z+3
r={ w=2-1,-2) =7r=| 1 -1 y |=0=
P.(—3,0,1) 0 -2 z—1

T=x+2y+3=0

2.13.4. Extraordinaria
Opcion A
Problema 2.13.9 (2 puntos) Se dan la recta r y el plano 7, mediante

4 y-1 z-2
xQ :y_l :23 =2 +y—2:—T=0

r

Obtener los puntos de la recta cuya distancia al plano es igual a uno.

Solucion:
r=q y=1-\ = r= Po(4,1,2)
Z:2+3A T b) )
| = d(P,r) = 24 4+2X)+ (1 =) —2(243)\) =T
vi+1+4

B 3\ +2=3=— A=1/3— P(14/3,2/3,3)
[3A+2[ =3 = { 3\ —2=3=— \=-5/3 = P(2/3,8/3,-3)
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Problema 2.13.10 (2 puntos) Dadas las rectas

r—1_y-2 2z S:{x+y:4

2 2 -2’ 2r+z=4

r=
se pide:

a) (1,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano que pasa por A(2,3,4) y es paralelo a las rectas r
y s.

b) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién de la recta que pasa por B(4,—1,2) y es perpendicular
al plano hallado anteriormente.

Solucién:
a)
- -
T 5k
w=|1 1 0|=(1,-1,-2
2 0 1
= (2,2,-2) 2 1 z-2
! u=01,-1,-2) =7« 2 -1 y-3|=0=3r—-y+2:-11=0
A(2,3,4) -2 -2 z-4
b)
tE{u—;:(g,_Lz) _ -4 _y+l 2-2
Pi(4,-1,2) 3 -1 2
Opciéon B

Problema 2.13.11 (8 puntos) Dado el punto P(2,1,—1), se pide:
a) (0,5 puntos). Hallar el punto P’ simétrico de P respecto del punto Q(3,0, 2).
b) (1,25 puntos). Hallar el punto P” simétrico de P respecto de larectar=z—1=y—1= 2.
c) (1,25 puntos). Hallar el punto P"’ simétrico de P respecto del plano m# =z +y + 2 = 3.

Solucion:

a)
P+ P

5 =Q= P'=2Q-P=(4,-15)

b) Calculamos un plano 7 L r que contenga a P
z+yY+ 24+ 2=0—=24+1-14+A=0= A=-2=zx+y+2—-2=0

Calculamos el punto de corte P; de 7 con r:

r=14+A\
r:Q y=1+X
z=A

1+MN)4+14+N)+A-2=0= A=0= P1(1,1,0)

Por ultimo: P p
2+ — P = P'=2P, — P=(0,1,1)
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¢) Calculamos una recta r L 7 que contenga a P:

_ =2+
7"'{13(2_1(1 117)1) e
b =14

Calculamos el punto de corte P, de 7 con r:

2+N)+1+N)+ (1+A)—3_0:>>\_1:»P2(;;l ;)

Por ultimo: P p 8 sall
Jr

T _p P”’:QPfP:(————)

2 2= 2 333

2.14. Ano 2013

2.14.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.14.1 (2 puntos)

a) (1 punto). Hallar el punto de corte entre el plano m = 6z — y + 32 = —2 y la recta r que
pasa por el punto P(1;2;0) y es perpendicular al plano my = 2z + 3y — 2 = 8.

b) (1 punto). Hallar el punto comin a los tres planos 7s3; m4; 75 siguientes:
ms=5x+2y+72=4; m=x+2y—32=10

y 75 el plano definido por las rectas

lez;S y;:3 z+ 3; rgszrQ:y:Z;r?
Solucion:
a)
@ == (23,-1) N
S AR B
62 —y+32=—-2= 6(14+2)\) — (2+3\) +3(-\) = 2 =
A=—1= P/(-1,-1,1)
b)

x + 2
Y =0= 7m5:50—-3y—2z=-3
z+7

2 1
5 & 3 1
1 2
{ Sr +2y+ 72z =4

P:{ z4+2y—32=10 = P(1,3,-1)

S5r —3y —z=—3



Problema 2.14.2 (2 puntos) Dados el plano m =« — y + 2z = 1 y la recta

_y+1l =z

r

2
-6 1 2
se pide:

a) (1 punto). Determinar la posicién relativa entre el plano 7 y la recta r.

b) (1 punto). Determinar el plano que contenga a r y pase por P(1;1;1).

Solucién:
a)
W= (6,1, I
T P.(0,—1,0) = r:{ y=—-14+2A
»(0, =1, 2= 2)
r—y+2z2=1= (-6 —(-14+ ) +22\) =1=
A =0=> se cortan P’(0,—1,0)
b)
u = (—6,1,2) 6 1 =
mid PP=(1,21) — 7:| 1 2 y+1|=0= m :32—8y+132=3
P(111) 2 1 2
Opcién B

Problema 2.14.3 (3 puntos)

a) (1 punto). Hallar, si existe, el punto de corte de las rectas

p—y =2 r=—-142\
7ﬂl:{ﬂL“erJrZ=3; " ziz_j\LA

b) (1 punto). Determinar el valor de a para que los planos

m:r+2y+z=3 my:2x4+3y—2z2=>5
mg 1 2x4+2y+42 =3 T +3y=a

tengan un tnico punto en comun.
¢) (1 punto). Hallar la recta paralela a los planos
m5:20+dy—2=2; mg:6r—y+2z=28
que pasa por el punto P(1;5; —3).
Solucién:
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T=2+p

T { vy = Y=L
i _ =
T+y+z2=3 2 —1—2u
24+ p=-14+2X A=5H
w=2+X = u="7 = 1—2(7) # —5 = se cruzan
1—-2pu=-X\ 1—-2pu=-X
Otra forma:
— —
Upy = (17 L, 72) . { Ury = (2a 1771) . _
nf Bean T B | PPl =82
11 -2
2 1 —-1|=-8#0= ryy rysecruzan
-3 2 -1
b)
z+ 2y+ z= 3 1 2 113
2z+ 3y— z= 5 - 2 3 1|5
ot oyt 2= 3 AT\ 2 2 4|3
z+ 3y = a 1 3 0|a
12 1
3 —1|=-8#0= Rango(A)=3
2 2 4
12 1 3
2 3 -1 5 9
9 9 4 3 —36—8a—0=>a—§
1 3 0 a
Si a = 9/2 =>Rango(A) = 3 =Rango(A4) =n° de incégnitas y el sistema tiene solucién
unica. Se trata de un sistema compatible determinado. Por tanto, en a = 9/2 los cuatro
planos se cortan en un punto.
c)
7 7 % r=1+2A
w=| 2 5 —1|=4(1,-2,-8) = { y=5-2\
6 -1 1 z=—3—8A
2.14.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.14.4 (3 puntos) Dados el punto P(—1,0,2) y las rectas

=14+ A
r—z=1
r:{ -1 s y=A
Y z=3

se pide:
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a) (1 punto). Determinar la posicién relativa de r y s.

b) (1 punto). Determinar la ecuacién de la recta que pasa por Py cortaary s.
¢) (1 punto). Determinar la ecuacién de la recta perpendicular comin a r y s.
Solucién:

2)

_{u_ﬁz(l,l,l) _{775:(171,0) —
"l P@a,-1,0 0 7R

== O
— = =
O = W

=1#0= ry ssecruzan

b) La recta h la encontramos como interseccién de dos planos:

PP, = (2,-1,-2) 2 1 z+1

T e zﬁ:(17171) — m:| -1 1 y =0=m:x—4y+32=5
P(-1,0,2) —2 1 z-2
PP, = (2,0,1) 2 1 z+1

Ty : 17.:: 1,1,0) — T 0 1 Y =0=m:x—y—22=-5
P(~1,0,2) 10 z-2

h.{x—4y+3z:5
‘lrz—y—22z=-5

c)
%
77k
w=|1 1 1|=(-1,1,0)
1 1 0

La recta t la encontramos como interseccién de dos planos:

= (—1,1,0) -1 1 z-1
o u_Z:(l,l,l) == m: 1 1 y+1 |=0=m:z4+y—22=0
Py(1,-1,0) 01 =
u; = (—1,1,0) -1 1 z-1
Ty : 1722(1,1,0) = my: 1 1 y =0=m:2=3
Py(1,0,3) 0 0 z—3

{x—l—y—Qz:O
t:
z=3
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Opcién B
Problema 2.14.5 (2 puntos)

a) (1 punto). Hallar los puntos de corte de la recta de direccién (2,1, 1) y que pasa por el punto
P(4,6,2) con la superficie esférica de centro C(1,2,—1) y radio v26.

b) (1 punto). Hallar la distancia del punto Q(—2,1,0) a la recta

r:x—l_ +2_z—3
— 2 TYTET
Solucién:
a)
m=(211) L)
s P.(4,6,2)) = s:4¢ y=6+ A
z2=2+ A

(=1 +(y =2+ (2+1)?=26= A4+2 -1 +(6+A -2+ 2+ 1+ 1)? =26 =

1 10 17 5
)\:—g, )\:—4:> P/<* To 7)7 PN(_472’_2)

3'33
b) .
) uT=(2,1,2)
T'{Pr(,—li’»)) . BO=(-33-3)
T 7%
B0 =| -3 3 -3 |=191,0,—1)] =9v2
2 1 2
P, 92
d(Q, )%fs\@u

Problema 2.14.6 (2 puntos) Dados el punto P(1,0,—1), plano 7 =2z —y+ 2z —1 =0y la recta

:{ —2r+y—1=0
3r—2—-3=0

se pide:
a) (1,5 puntos). Determinar la ecuacién del plano que pasa por P es paralelo a r y perpendicular

al plano .

b) (0,5 puntos). Hallar el dngulo entre r y 7.

Solucién:
a)
2 —y—1=0 ur = (1,2,3) T=A
TE{ 3% — 23 =0 :>7”E{F)T( 1’_:’))) = r={ y=1+2\
n T z=—=3+3A
ur = (1,2,3) 1 2 z-1
ud i=2-11) =:]2 -1 y |=0=71:z+y—2=2
P(1,0,-1) 301 z+1



—

. Uy = Ug 3 oployl
sino = —=—— = —— = a = 19°6'24
lur||uz| /84

2.14.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

z=0

Problema 2.14.7 (3 puntos) Dada la familia de rectas r, : {
r—ay—3=0

, (variando a en R

se obtiene toda la familia), se pide:

a) (0,75 puntos). Probar que todas las rectas de la familia se cortan en un mismo punto y
calcular dicho punto.

b) (1,5 puntos). Dado el punto P(0,0,1), calcular la ecuacién del plano 7, que pasa por Py
contiene a la recta r,. Probar que la recta que pasa por P y por el punto Q(3,0,0) esta
contenida en el plano 7, para todos los valores de a.

¢) (0,75 puntos). Determinar para qué valores de a la distancia del punto O(0,0,0) al plano de
ecuacién ¢ —ay + 3z =3 es 1/2.

Solucién:
x=3+a
r :{Z:O =Ty yY=2A
z—ay—3=0 =0

U = (a,1,0)
T : { Ta Y todas las rectas de la familia se cortan en el punto P,,(3,0,0).

b) 7, tal que r, C 7w, y P(0,0,1) € 7,:

u—i? (a,1,0) = . 31/ 261 0=
. N a =
"\ PR, =(3,0,-1)P(0,0,1) A I

Tg:x—ay+3z2—3=0

El punto P y el punto @) pertenecen al plano y, por tanto, la recta que los une para cualquier
valor de a.

- 1
C) d(O,ﬂ'a)\/%Qjai\/%

Opcién B

dr+y+52=0 ysz{y—z—320

Problema 2.14.8 (3 puntos) Dadas las rectas: r = { By —32=0 Py zt1=0"

se pide:
a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa entre ellas.
b) (1 punto). Hallar la minima distancia entre r y s.

¢) (1 punto). Hallar el punto simétrico del origen respecto de la recta s.
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Solucion:

7%
J
b) [ x @l =|| -1 3 5 ||=|(-2,-17,-13)| = V462
2 1 1
dr.s) = PPy, @) 47T 47V/462
U Jurxwl o VA62 462

¢) Seguimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos un plano 7 L s tal que O € 7:

T:2x4+y+24+4A=0= A=0=m:224+y+2=0

@ Calculamos O’ punto de corte del plano 7 con la recta s:

=242\ 7
s:¢ y=34+N = 22420)+B+N)+A=0= )\:—62

z2=A
111 7
(40
367 6

O+0" 2 11 7

- =0 O”:20’—O:(—f ——7>

T T = 333
2.14.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 2.14.9 (2 puntos) Dados los puntos A(2; —2;1), B(0;1; —2), C(—2;0; —4), D(2; —6;2),
se pide:

se pide:

a) (1 punto) Probar que el cuadrildtero ABCD es un trapecio (tiene dos lados paralelos) y
hallar la distancia entre los dos lados paralelos.

b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo ABC.

Solucion:

a) E = (-2,3,-3), B? =(-2,-1,-2)y C"[—S = (4,—6,6) = —2(—2,3,—3). Los vectores E

y CD son paralelos, luego se trata de un trapecio.
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b) La distancia serd la de A sobre el vector CD. Construimos el vector CA = (4,-2,5):

T 7%
S=|CDxCA=|| 4 Z6 6|=](-18,4,16)| = 2V/119 u?
4 -2 5
ICD| = 2v22
2149 /149
S—=|CD|-h—s h= _
|CD| Wor 5o
¢) AB = (—2,3,-3) y AC = (4,2, -5):
T 7%
1 1 V149
Sr=-|ABxAC|=|| —2 3 —3||=-/(-9,2,8) = u?
2 42 5| 2 2

Problema 2.14.10 (2 puntos) Dados el punto P(1;2;—1) y el plano 7 = z + 2y — 224+ 2 = 0, sea
S la esfera que es tangente al plano 7 en un punto P’ de modo que el segmento PP’ es uno de sus
didmetros. Se pide:

a) (1 punto). Hallar el punto de tangencia P’.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién de S.

Solucion:

a) Calculamos una recta r L 7 tal que P € r:

u = (1,2,-2)
r:{ ) AP - — y =242\
PT_P(]‘)2’ 1) 2= —1—2\

El punto P’ es el punto de corte de r con 7:

1+ A4+22+420) —2(-1-20)+2=0= A= —1= P'(0,0,1)

b) La esfera S tiene de centro el punto medio entre Py P’, serda C(1/2,1,0) y su radio sera la
semidistancia de P a m:

L_dPm) 1 1+d+242 9 3

2 2 V1+4+4 6 2

1 2
o2 ot

24y 422 —2—1=0
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Opcién B

Problema 2.14.11 (3 puntos) Sean r4 la recta con vector direccién (1; A; 2) que pasa por el punto
A(1;2;1), rp larecta con vector direccion (1;1;1) que pasa por B(1; —2;3), y r¢ la recta con vector
direccién (1;1; —2) que pasa por C(4;1; —3). Se pide:

a) (1 punto). Hallar X para que las rectas r4 y 75 se corten.

b) (1,5 puntos). Hallar A para que las rectas r4 sea paralela al plano definido por rg y r¢.

¢) (0,5 puntos). Hallar el dngulo que forman rg y r¢.

Solucion:
TA.{U_TZ:(L)HQ r {@:(LLD r {@2(1’17—2)
"l P, =A(1,2,1) > "Bl P, =B(1,-2,3) ¢\ P.=0C(4,1,-3)

a) Utilizamos el vector auxiliar AB = (0,—4,2):

0 —4 2
[Al=]1 X 2|=-2-22=0= A=-1
1 1 1
Para que las rectas r4 y rp se corte es necesario que Rango(4) = 2 = A = —1. En este caso

puede ser también que las rectas sean paralelas, para eliminar esta posibilidad se estudia:

T 12
Ramgo(uﬁ):Q7 ya que | 1‘:—17&O:>TAyrB se cortan
B
b) Plano definido por rg y r¢:
_B> =(1,1,1) 1 1 2—1
T U =(1,1,-2) = 7:]| 1 1 y+2 |=0=7m:2—y—3=0
B(1,-2,3) 1 -2 »-3

T =(1,-1,0)Lt, = T U, =0
(1,-1,0)- (1,\,2) =1—-A=0= A=1

. 1+41-2
cosq e Ure 11 0= a=1"_
|trp |t | V36 2
2.14.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A
-1 y+2
Problema 2.14.12 (8 puntos) Dados el plano 7 = z—2y+2z = 6 y larectar = T = =2z,
m
se pide:
a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de r y 7 segun los valores de m.
b) (1 punto). Para m = —2, determinar el plano que contiene a r y es perpendicular a 7.
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¢) (1 punto). Para m = —2, determinar el punto de corte de r y .

Solucion:
=142\
Tm:R Yy=—24+mA\ w:x—2y+z=56
z= A

a) (1420 —2(—24mA\) +A=6=—= A=

3—2m:

. 3 .
Sim = 3 = r y 7 son paralelos, en caso contrario se cortan en un punto.

b) Para m = —2:

= (1,-2,1) -1 y+2 2
e ur=(2,-2,1) = 1| 1 -2 1 |=0= 7 :y+2:+2=0
P,.(1,-2,0) 2 -2 1
1 1
p = 2= A= =c:
c) Param T om = 7
(9 16 1>
7T7

Opcién B
Problema 2.14.13 (3 puntos) Dado el haz de planos de R? definido por: 7, = 2 +2y+az—1=0

1
(al variar a en R se obtienen todos los planos del haz) y la recta r = mT =y+3= %, se pide:

a) (1 punto). Determinar para qué valores de a la recta r es paralela al plano 7, .

b) (1 punto). Razonar si hay algin valor de a tal que la recta r es perpendicular al plano 7, y
en caso afirmativo calcular dichos valores de a.

¢) (1 punto). Si a = 1, obtener los puntos de la recta r cuya distancia al plano m es V6

Solucién:
r=142\
r:e y=—-3+A maizrx+2y+az—1=0
z =2\
a) Uy L Uyl = Uy - Uyt = 0:

(2,1,2) - (1,2,a) =24+2+20=0= a= -2

b) ;|| U, = Uy = N,
(2,1,2) = A\(1,2,a) = 2= X, 1 =2\ y 2 = Aq, lo que es imposible.

) Po(142) =3+ 2)):

L 20+ 2(=3+)\) + 23 — 1
N VIF4+1

{ A-—1l=1= A=2= Pi(5,-1,4)
A—l=-1= A=0=> P,y(1,-3,0)

d(P,,T) V6= |A-1|=1
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2.15. Ano 2014
2.15.1. Modelo

Opcién A
Problema 2.15.1 (3 puntos) Dados el punto P(1;1;1) y los planos
m=3x+ay+2=0;, m=ar+y+22=0 m=z+y—2z2=0;
se pide:
a) (1 punto). Calcular los valores de a para los que los planos se cortan en una recta.

b) (1 punto). Para a = 2, hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P y es perpendicular
a la recta interseccién de los planos w1 y mo.

c¢) (1 punto). Hallar el punto P’ proyeccién de P sobre el plano 7.

Solucion:

a)
3x+ay+2=0
ax+y+2:=0 = |Al=a*+3a—10=0= a=2, a= -5
r+y—z2=0
Sia#0ya# -5 = |A] # 0 = Rango(A) = 3 =Rango(4) = n? de incégnitas =

Sistema compatible determinado. Solucién trivial (z =y = z = 0).

Sia =20a= -5 el sistema es compatible indeterminado (el sistema que forman los
tres planos es homogéneo)

Cuando a = 2 0 a = —5 se cortan los tres planos en una recta, que calculo a continua-
ci6n: Cuando a = 2: F} = Fy + F3

3z +2y+z2=0 o T = —3A

20 +y+22=0 :>{i$++y_+z2fao y =4\

r+y—z2=0 y=== R
Cuando a = —5:

3z —5y+2=0 - x=1/2X

—br+y+22=0 :>{ix+ 5f’z+fao = { y=1/2A

r+y—2=0 y a z=A

_ o 4
.{3x+2y+270 :>T:{urf(3, 4-1)
20 4+2y+2=0 P. =0(0,0,0)

.{ﬂ=@>=(37—4—1)
T P(1,1,1)

3z—4dy—2z4+A=0=3—-4-14+2A=0= A =2

=

3r—4dy—2+2=0
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¢) Um = (1,1,—1) Calculamos ¢ L 73 que pasa por P:

. Ut = Urg :(le_l) . _
t'{Pt(l,l,l) = t: Z:li—i\

Obtenemos P’ como punto de corte de t con m3:

1 2214
1+ +0+N)-(1-X) = :>)\———f:>P’(777>

Opcién B
Problema 2.15.2 (3 puntos)

a) (1 punto) Determinar si se puede construir un tridngulo que tenga dos de sus lados sobre la

rectas
r=< y=—-6+2A S= 954 2—6=0
z=1+\ o

b) (2 puntos) Encontrar la ecuacién de la recta perpendicular comin a las dos rectas anteriores.

Solucion:
T —
up = (1,2,1) {us=<1,—1,—2) —
" { Pr(_27—6, 1) s Ps( 7170) P’r‘Ps = (5,7, 1)
a)
5 7T —1
1 2 1|=9#0= ry sse cruzan
1 -1 -2

No se puede construir el tridngulo.

b) Se va a calcular como interseccién de dos planos:

- 2> 2
1 J k
w=uxu,=| 1 2 1|=-3@1,-1,1)
1 -1 -2
w=(1,-1,1) 1 1 z+2
i ur=(1,21) =m:| -1 2 y+6 |=0=2—-24+3=0
P.(—2,-6,1) 11 2-1
= (1,-1,1) 1 1 z-3
T ue=(1,-1,-2) =m:| -1 -1 y—1|=0=a+y—4=0
P,(3,1,0) 1 -2 =z

t_{m—z+3:0
r+y—4=0
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2.15.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 2.15.3 (3 puntos) Dados el punto P(1,0,1), el plano 7 = x + 5y — 62 = 1 y la recta

z=0 .
r.{ =0 , se pide:

a) (1 punto). Calcular el punto P’ simétrico a P respecto de .
b) (1 punto). Hallar la distancia de P a r.

¢) (1 punto). Calcular el volumen del tetraedro formado por el origen de coordenadas O(0, 0, 0)
y las intersecciones de w con los ejes coordenados OX, OY y OZ.

Solucién:
a) Segimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos una recta t L /P € t:
N r=1+A

%
ut = uy = (1,5, —6)

t:{ _ N = t:q y=5A
P, = P(1,0,1) D

@ (Calculamos el punto de corte P” de t con =

(142) +5(5M0) —6(1—60) =1 = A= =

31
z=1+3/31=34/31
ey (315 13)
31' 31" 31

z=1-18/31=13/5

@ El punto P” es el punto medio entre P y el punto que buscamos P’

P +P
;_ :PN$P/:2P”—P:
2
(522) 00— (2.2-2)
317317 31 31°31° 31
b)
z=0 @=001) 53
Ty v=0 = {00 - BP=E0D
z=A
- - 2
i k
PPxal=1 1 0 1]|=10-10)]=1
0 0 1
PP x| 1
dbr)=—mr— =7 =1



¢) Calculamos los puntos de corte de m = z + 5y — 6z = 1 con los ejes coordenados:
Con OX hacemos y =0y z=0: A(1,0,0)
Con OY hacemos ¢ =0y z =0: B(0,1/5,0)
Con OZ hacemos x =0y y =0: C(0,0,—1/6)

Luego: .
OA = (1,0,0; OB = (0,1/5,0); OC = (0,0, —1/6)
1 0 0
1 |
V==[l0 1/5 0 |=@u3
0 0 -1/6
Opciéon B

Problema 2.15.4 (3 puntos) Dados el plano 7 = 22 — y = 2, y la recta r = { y— 22 i ;

a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de r y 7.
b) (1 punto). Determinar el plano que contiene a r y es perpendicular a .

¢) (1 punto). Determinar la recta que pasa por A(—2,1,0), corta a r, y es paralela a .

Solucion:
a)
N rx=1
. Uy = (07 27 1) _
T'{PT(I,Z,O) — Z:i+2/\

2:-1-(242\)=2= A=-1
7wy r se cortan en el punto (1,0, —1)

b) © L ren”

= (2,-1,0) 2 0 z—1
7 w=00,21 =m:| -1 2 y—2|=0=2+2y—42—-5=0
P,.(1,2,0) 01 =z

c¢) Segimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos el plano 7" || m/A € ©"':
"2 —y+A=0= 4-1+A=0= A=5=71":20—y+5=0
@ Calculamos P punto de corte de r con 7”:

5
2-(2+2)+5=0= A=

)
P (1,7,§>

@ La recta buscada s pasa por los puntos Ay P:

r=—2+ 3\
. = AP=(3.65/2) _ ,.) y=1+6)
' P( 2,1,0) BN

279



2.15.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 2.15.5 (2 puntos) Dado el plano m = 2z — y + z = 1, se pide:

a) (1 punto). Obtener las rectas que pasan por el origen de coordenadas, son paralelas al plano
m y cortan al plano z = 0 con un angulo de 45 grados.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la esfera de centro el origen O(0,0,0) que es tangente a 7.

Solucién:
w = (a,b,c) T =ak

a) Sean las rectas r : { v Y = ¢ y=>b) que se cortan en el punto O(0,0,0).
P,(0,0,0) A

Estas rectas tiene que formar un dngulo de 45° con el plano z = 0, es decir:

(a,b,c) - (0,0,1) _ c _1
Va2 + 022+ V0+0+12 Va2 +2+2 V2

sino =

V2e=vVa2+ 02+ = 2 =a>+1?
Por otro lado 7 || r = uy L Uy

u_,r>-1TT>Z(a7b,c)-(2,—1,1):2a—b+c:Oz c=b—2a

A =b? +4a® — dab = b* + 4a® — 4ab = a® + b* = a(3a — 4b) = 0 =
a=0= c=b= u, = (0,b,0) = b(0,1,1)

4 2 4 2
a:—b:> c=—§=> No vélida <—é) ;é(—b> + b2

3 3 3
z=0 =0
rpi Yy=bl = r:¢ y=2\
. 0—0+4+0-—1] 1
b) El radio de la esfera es r = d(O,7) = —————=— = —= y su centro en 0(0,0,0):
) Om =" = (0.0,0)

(m—0)2+(y—0)2+(z—0)2:(\}6>:> 62° +6y° +62° =1

Problema 2.15.6 (2 puntos) Sean los puntos A(2,1,0) y B(0,1,—4). Se pide:

a) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano 7 respecto del cual A y B son simétricos.

b) (1 punto). Calcular los puntos situados sobre la recta determinada por A y B que estén a
V6 unidades de distancia de P(2,—1,1).

Solucion:

a) d(A,m) = d(B,m) = /(2 =22+ (y—1)2+22 = /22 + (y — 1)2 + (2 +4)2 = 7:a+
224+3=0
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b)rz{?_ﬁéi (.00 8 y-1 " = Qe+l

z =2\

PG| = (A 2,20 — 1) = /A2 44+ (2 — 1) = V6 =

A=1= @Q:1(3,1,2)

A4\ —1=0= 1 <9 2)
A=—- = -, 1,—=
5 @\pbTs
Opcién B
-2
Problema 2.15.7 (3 puntos) Dados el plano 7 = 5z — 3y + 42 — 10 = 0 y la recta r = x 7 =
y+r6_=z-8 se pide:
1 -3 epee

a) (1 punto). Hallar la distancia de la recta al plano.
b) (1 punto). Hallar la proyeccién del punto P(5,—2,1) sobre el plano .
¢) (1 punto). Hallar la proyeccién del punto Q(—1,7,3) sobre la recta r.

Solucion:

{@m=(1,-3)
r'{P(2, —6,8) = (5,=3,4)

a) Cuando se habla de distancia de una recta a un plano entendemos que la recta es paralela al
plano, si lo cortase la distancia seria cero y si estd contenida en el plano también seria cero.
Comprobamos el paralelismo:

u L u = (3,1,-3) - (5,—3,4) = 0 = lo que nos indica que o es paralela o estd contenida

en el plano.
110 + 18 4 32 — 10|
d(r,m) =d(P.,7) = =5V2u
(r, ) ( ) V25 +9416
b) Proyeccién de P sobre 7:
@ Calculamos la recta t L n/P € t:
@ = (5,-3,4) v=515)
T Py(5,—2,1) =< y=-2-3X\
nees z=1+4\

@« P’ proyeccién de P seré el punto de corte de t y 7
1
554+5A) —3(—2-3\)4+4(14+4\)—-10=0= A= —3
1
Pt
27 2
¢) Proyeccién de @) sobre 7:
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@ Calculamos un plano ' L r/Q € 7":
Ue =up = (3,1,-3) = 7' :3z+y—324+A=0
3-1)+7-3B3)+A=0= A=5=7":3x4+y—32+5=0

@& ()’ proyeccién de @ sera el punto de corte de r y 7'

— _ r=24 3\
AFasts? - {3
T z=8—3\

3(2430) 4 (—6+A) —3(8=3)\)+5=0= A=1= Q'(5,—5,5)

2.15.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.15.8 (2 puntos) Dados los puntos A(2,0,—2), B(3,—4,—-1), C(5,4,-3) y D(0,1,4),
se pide:
a) (1 punto). Calcular el drea del tridngulo de vértices A, By C.

b) (1 punto). Calcular el volumen del tetraedro ABCD.

Solucion:
a) AB=(1,-4,1) y AC = (3,4, ~1):
- = o
1, ¢ 7 kK 1
S=Z1 1 -4 1]|=23(0,4,16) = 2V17 u?
20 3 4 1| 2

b) AB = (1,—4,1), AC = (3,4,~1) y AD = (~2,1,6)

1 -4 1
1 50
v=cll 3 4 1= 5
-2 1 6

Problema 2.15.9 (2 puntos) Dados los planos
m=2r+2—-1=0, m=x+2+2=0, m3=x+3y+2z—3=0,
se pide:
a) (1 punto). Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta determinada por 71 y 7.

b) (1 punto). Calcular el seno del dngulo que la recta del apartado anterior forma con el plano
3.

Solucion:

a)

.{2x+z—1:o . f:i
T+z+2=0 Ty Y=
z=-=5
b) tm = (1,3,2) y 4 = (0,1,0):
— =
Upy * U 3
cos(90° — ) = I = 2 —ina
umsllur] V14
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Opcién B

Problema 2.15.10 (& puntos) Dados el plano 7 y la recta r siguientes:

r=1-2t
T=2r—y+224+3=0, r= y =2 —2t,
z=1+t,

se pide:
a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de r y .
b) (1 punto). Calcular la distancia entre r y .
c¢) (1 punto). Obtener el punto P’ simétrico de P(3,2,1) respecto del plano .
Solucién:

a) 2(1-2t)— (2—2t)+2(l+t) +3 =0 = j5=0! Luego la recta r es paralela al plano 7. Estd
claro que ;. - g = =22+ (=2)(-1)+1-2=0= u, L U,

b) P.(1,2,1): . NY
-2+2+
d(P,,m) = it =gu
¢) Seguimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos una recta s 1 7 que pase por P:
s o’ z=142X\

@ Encontramos el punto P” de corte entre s y
23+20) — (2—A)+21+20) +3=0= A= 1= P"(1,3,-1)
@ P" es el punto medio entre P y el punto buscado P’:

P+ P
2

=P'— P =2P" —P=(2,6,-2)—(3,2,1) = (—1,4,—3)

2.16. Ano 2015

2.16.1. Modelo
Opcién A

+2X

1 z+y=1
A ; s:{ v= , se pide:
A

x
Problema 2.16.1 (2 puntos) Dadas las rectas: r : { y y=2
z

a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa entre ellas. Determinar, en su caso, la interseccién
entre ambas y el dngulo que forman sus vectores directores.
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b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta perpendicular a las direcciones de r y s, y que pasa
por el punto (0,0,0).

Solucién:

a) (1+2X)+A=1= X =0 luego las dos rectas se cortan en el punto (1,0,0).

r_{uiz(zl,l) s.{@:(—l,l,n
"1 P.(1,0,0) "1 P(1,0,0)
o u -, 24141 . ™
S = = = a=7
|| V63 2
b)
— T =
u; = (0,-1,1)
i — 4 y=-A
Pf/(0,0,0) 2=\
- =
i j k
w=urxus=| 2 1 1/|=3(0,-1,1)
1 1 1

Problema 2.16.2 (2 puntos) Dados los puntos P;(1,—1,2), P»(2,—3,0) y P5(3,1,2), se pide:
a) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién del plano 7w que contiene los tres puntos.
b) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién de la recta r que pasa por P; y es perpendicular a 7.

¢) (1 punto). Hallar la ecuacién de las dos superficies esféricas de radio V17 que son tangentes
al plano 7 en el punto P;.

Solucion:

a) P1P2 = (1, —27—2), Plpd = (2,270)1

1 2 -1
| =2 2 y4+1|=0=7n:2x—2y+32—10=0
-2 0 z-—2
b)
" Pa(1,-1,2) v

z=2+43\
¢) Calculo una recta r que pase por P; y perpendicular a m, la del apartado anterior. Ahora

hay que encontrar los dos puntos de esta recta que estan a una distancia V17 de P; y estos
seran los centros de las esferas:

Un punto C de 7 serd C(1 4+ 2\, —1 —2X,2+ 3))

ICP,| = |(2, —2),3))| = |AVIT = VIT = A = £1

{ A=1= Ci(3,-3,5) = (z—3)°+ (y+3)* + (¢ = 5)* =17
A=—1= Cy(-1,1,-1) = (z+1)°+(y—1)>+ (z+1)> =17
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Opcién B
Problema 2.16.3 (3 puntos) Dados el punto P(1,2,—1) y las rectas:

T_{x+y—z:4 ) s.{x:2
lz—y—-32z2=-2" """ Ly=-3

se pide:
a) (1 punto). Calcular la minima distancia entre r y s.
b) (1 punto). Determinar el punto P’ simétrico de P respecto de 7.

¢) (1 punto). Determinar los puntos de la recta r que equidistan de los planos XY e Y Z.

Solucién:
a)
ur —
ur = (=2,1,-1) {us=(0,o,1) —
r {PT( ,3,0) )y 8 P.(2,-3,0) P.P, = (1,-6,0)
%
17;: 1 1 -1 |=2(-2,1,-1)
1 -1 -3
. 1 —6 0
PP up,utl=| -2 1 —1|=-11#0= r y s se cruzan
0 0 1
s
d(r,s) [P Poup,wg)| [ =11 _ 11v5
rT,Ss) = — — u
7 [ur > ] NG 5
e
1 7 k
mxw={ -2 1 -1 |=(1,20
0 0 1

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos un plano 7 perpendicular a r que contenga a P: 7 : —2x4+y—2+A=0—
—24+2+4+14+A=0= A= —1 luego el plano buscadoes 7: 2z +y—2—1=0

@ (Calculamos el punto de corte P” de r y

r=1-2t
r:{ y=3+t = 2(1-20)+@B+t)—(-t)—1=0= t=0= P"(1,3,0)
z=—t
-
P+ P

P//

5 = P'=2P" - P=2(130)-(12-1) = (L41) = P(1,41)

c¢) El plano XY es el plano 7’ : 2 =0 y el plano Y Z es el plano 7" : & = 0. Sea P""" un punto
de la recta r que cumple d(P",7') = d(P"',7"") donde P"'(1 — 2t,3 + t, —t):

|—t|  [1—2t :>{ —t=1-2t = t=1=—> H(—1,4,—1)
11 —t=—1+42= t=1/3= Q(1/3,10/3,—1/3)
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2.16.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 2.16.4 (2 puntos)

a) (1 punto). Dados vectores U= (2,3,4), v = (-1,-1,-1) y W= (—1,\,—5), encontrar los
valores de A que hacen que el paralelepipedo P generado por 7, o y w tenga volumen 6.

b) (1 punto). Obtener la ecuacién de la recta incluida en el plano z = 0, con direccién perpen-
dicular a ¥ = (2,—1,4) y que pasa por el punto (1,1,0).

Solucion:

a)

2 3 4
V=|u, 7,7 =] -1 -1 —1||=|-2A-6|=6= A=0, A\=—6
-1 A =5

b)rem:z=0,r LW =(2-1,4)y P(1,1,0) € r:

A
reriz=0=r_lu;=(0,01)=tw=usxd=[0 0 1 |=(1,20)
2 -1 4
f ur=(1,2,0) B
r'{Pr(Ll,O) = ¢ y=1+2A

z=0

Problema 2.16.5 (2 puntos) Dados el plano 7 : x — 2y + 2z + 1 = 0 y la superficie esférica
(x—1)*+ (y — 1)* 4 (2 — 2)? = 9, hallar los planos tangentes a la esfera que son paralelos al plano
TT.

Solucién: La esfera tiene de centro el punto C(1,1,2) y radio 3. Construimos una recta r
perpendicular a m que pase por C:

W= =(1,-22) R,
T P, = C(1,1,2) = r:< y=1-2\
" T z2=2+2\

Encontramos los puntos de corte de esta recta r con la esfera:
I+A=1)2+(1-22-12+(2+22 -2 =9 = A =+1 = Pi(2,-1,4), P»(0,3,0)

Calculamos:
-2y +22+A=0 ) .
Wl.{P1(27_1;4) — m:r—2y+22—-12=0

Jr—-2y+224+X1=0 o _
7T2.{P2(0’370) —= My —2y+224+6=0
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Opcién B

Problema 2.16.6 (3 puntos) Dados el punto P(—4,6,6), el origen de coordenadas O, y la recta

T =—44+4\
ri¢ y=84+3\ se pide:
z==2X

a) (1 punto). Determinar un punto @ de la recta r, de modo que su proyeccién Q" sobre OP
sea el punto medio de este segmento.

b) (1 punto). Determinar la distancia de P a r.

¢) (1 punto). ;jExiste algin punto R de la recta r, de modo que los puntos O, P y R estén
alineados? En caso afirmativo, encontrar el punto (o los puntos) con esa propiedad o, en caso
negativo, justificar la no existencia.

Solucion:

O+P

a) Un punto de la recta r es Q(—4+4X\, 843X, —2)) y el punto medio de OP serd Q' = 5

-2 .
(2,39 _
Construimos el vector Q Q= (—2+4\,5+ 3\, —3 —2)\) y el vector (ﬁ)’ (—4,6,6). Impo-

nemosQQLﬁ’ﬁQQ O?—O
8—16A+30+18A—18—-122=0= A =2 = (4,14, —4)

b)
%
T = (4,3,-2)
r {PT(_&&O) , B.P=(0,-2,6)
- = =
i i k
@ xPP=| 4 3 —2|=|(14,—24,-8)| = 2V200, y |@}| = V29
0 -2 6
%
Ix PP 2
d(P,T)_% 2 2099_5,37u

c¢) Para que los puntos O, P y R estén alineados las rectas

8:{ — OP = (—4,6,6) = 2(~2,3,3)

P, =0(0,0 0)

y la recta r tienen que cortarse en el punto R.
Para ver la posicién relativa entre ambas construimos el vector auxiliar PP, = (—4,8,0) y

hacemos el producto mixto:

-4 8 0
(PP ul,ut]=| 4 3 —2|=-124#0
-2 3 3

Luego las rectas r y s se cruzan y, por tanto, los puntos en cuestiéon no estan alineados.
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2.16.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

r—y+az=0

Problema 2.16.7 (3 puntos) Dados la recta r = {
ay—z=4

,con a € R, y el plano
T=x+y+z—2=0, se pide:

a) (1 punto). Hallar todos los valores de a para los que la recta r es paralela al plano .

b) (1 punto). Para a = 2, determinar la distancia de la recta r al plano .

¢) (1 punto). Para a = 1, hallar el seno del dngulo que forman r y .

Solucion:
- = =
i j k

a)up=| 1 -1 al|l=0-a*1a),r||n<=1u ;=0
0 a —1

(1-a*1,a)-(1,1,1)=-a®*+a+2=0= a=—1, a=2

T =2-—3\
fax—y+22=0 .{17,):(—3,1,2) yi
b)r.{ 9y — 24 = r: Po(2,2,0) = Z:g;-)\

(2=3N)+(2+X)+2X\—2=0= 2 =01o que nos indica que la recta es paralela al plano
como se sabia por el apartado anterior.

_2+2+0-2 2 _2V3

d(rm) = d(Pom)y = 2210720 2
(r,m) = d(Pr,m) =T 53

=4
t—y+2=0 {m:(o,l,l)
C = r: — =4+ A
) { y—z= Pr(v470) Z:)\
sin o qjmﬂ i*@u
lurlluz| V6 3
Opciéon B
=34+ R
Problema 2.16.8 (2 puntos) Dadaslasrectasr =¢ y=2—-2\ ys= 5 =y—5=—(242),
z=3+3A
se pide:

a) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de r y s.

b) (1 punto). Determinar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1, 6, —3), esta contenida
en el plano que determinan r y s y es perpendicular a r.

Solucién:

T.{u?=<17—2,3) S,{z?s:
L P(3,2,3) '



4 -3 )

N —
a) [PsPr,iT,?,zTg] =1 -2 3 :OyRango< Zﬁ; ) =2 = ry s se cortan.
2 1 -1 s
b) Calculamos el plano «/r,s C m:
w = (1,-2,3) -3 y—-2 2-3
T 17;:(2,1,—1) =7 1 -2 3 =0= m:2x—Ty—52+26=0
P.(3,2,3) 2 1 -1

Calculamos el plano n’/r L« y P € n":
7 —2y+3z2+A=0=1-12-94+A=0= A=20—=7":2 -2y +32+20=0
La recta t que buscamos sera:

. { r—Ty—524+26=0
r—2y+32+20=0

Problema 2.16.9 (2 puntos) Dados el plano m =z +y — 2+ 1 =0y la recta r = (z,y,2) =
(0,0,1) + A(2,1,0), se pide:

a) (0,5 puntos). Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P(1,0,—1) y es paralelo a
.

b) (1 punto). Determinar la distancia del origen de coordenadas a la recta r.
¢) (0,5 puntos). Determinar la distancia del origen de coordenadas al plano .

Solucion:

a) 7 [r=1xty—24+A=0= 14+0+14+A=0= A= 2= 7' 1z +ty—2-2=0.

T T
b) |OP-xu7l=]| 0 0 1 |=](-1,2,0)]=+V5
2 1 0
|O—R“>X7-TT‘>| V5 2
d(Oﬂ”)*ﬁfizlu
Uy

CJ0+0-0+1] V3

/3 3

2.16.4. Extraordinaria

¢) d(O,)

Opcién A

Problema 2.16.10 (8 puntos) La recta r pasa por P(2,—1,0) y tiene vector director (1, A\, —2);
la recta s pasa por Q(1,0,—1) y tiene vector director (2,4,2).

9
a) (2 puntos). Calcular A > 0 para que la distancia entre r y s sea —— .

V59

b) (1 punto). Calcular A para que r sea perpendicular a la recta que pasa por Py Q.
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Solucion:

"l P =P2-1,0 TP =0Q(1,0,-1)
a) P.P.=(1,-1,1)
dr.s) = PEn ]l 18 _ 9
’ w, X gl 2V/2X2 £4X+29 /59

1 -1 1
IPBE, @ @)=|1 X —2]||=18
2 4 2
7T
urxugl =11 1 N =2 || =200 4+4,-3,2 = \)| = 2V/2)\2 + 4\ + 29
2 4 2
b)
B W =QP=(1,-1,1)
Ph:Q(1707_1)
QP L@, — QP -, =0
(1,A,=2) - (1,-1,1) =1-X—-2=0= A= —1
Opciéon B

Problema 2.16.11 (8 puntos) Dados los puntos P(—1,—1,1), Q(1,0,2) y los planos

m=x—2=0; my=my—6z2=0; m3=x+y—mz=0
se pide:
a) (1 punto). Calcular los valores de m para los que los tres planos se cortan en una recta.

b) (1 punto). Para m = 3, hallar la ecuacién del plano que contiene al punto P y es perpendicular
a la recta de interseccién de los planos mp y 7s.

¢) (1 punto). Hallar la distancia entre los puntos @ y P’, siendo P’ el punto simétrico de P
respecto al plano .

Solucién:
a)
1 0 -1
A= 0 m —6 A= -m?’+m+6=0= m=3, m=—2
1 1 —-m

Para estos valores de m los tres planos se cortan en una recta.
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b) Sim = 3:

x:)\ —
Jx—2=0 ) _ foup=(1,2,1)
h.{y_2z:0 — h: Z;i)\ ﬁh'{Ph(0,0,0)

Tix+2y+z2z+0=0— -1-2+14+0=0— 0=2—
mix+2y+2+2=0

¢) Calculamos larectat L my y P €t

t,{m:m:u,o,m . xfj“
L P(-1,-1,1) AR,

Calculamos P” punto de corte de ¢t con 1:
(C140) —(1-A)=0= A=1= P"(0,~1,0)
Tenemos:

P+ P
+T =P'— P =2P" - P=(1,-1,-1)

dQP") = 1P| = |(0,~1,~3)| = VIO u

2.16.5. Extraordinaria-Coincidente

Opcién A

Problema 2.16.12 (& puntos) Dados los puntos A(2,1,1), B(0,0,—3) y P(1,1,1), se pide:
a) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano que contiene a P y a la recta que pasa por Ay B.
b) (1 punto). Hallar el 4rea del tridngulo formado por A, By P.

¢) (1 punto). Hallar las coordenadas del punto C' que forma con A y B un tridngulo rectdngulo
en C, sabiendo que C esta en el eje OX y tiene primera coordenada negativa.

Solucion:
a)
_>
— o uy = (2,1,4)
fremene BN
r = » PT:P(’171)
z—1 y—-1 z-1
T 2 1 4 |=0=ridy—2-3
1 0 0
b) AB = (~2,—1,—4) y AP = (~1,0,0):
T 7% V17
: ) 17
S=5l1 -2 -1 — |:§‘(0’4’_1)|:TUQ
-1 0 0

—
¢) C(a,0,0) == (2 —a,1,1) y OB = (—a,0,~-3) Como CA L CB —>
(2—a,1,1) - (=a,0,-3)=0= a* -2 -3=0= a=3, a=—1
La solucién pedida es la negativa: C(—1,0,0).
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Opcién B

Problema 2.16.13 (2 puntos) Dados el plano 7 =z — y + 22 + 3 =0, el punto A(—1,4,1) y la
rectar=x—1=y+1= S

1
—5 se pide:
a) (1 punto). Hallar el seno del dngulo formado por 7 y r.

b) (1 punto). Hallar las ecuaciones de la recta s que pasa por A y es perpendicular a 7.
Solucién:

%
. Uy = (1, 152) — _ .
T { Po(1,—1,1) uy = (1,-1,2)

) o ASTIA!
a) Sin o« —
lur|uz] 3

— o $:—1+A
b)st/AEs:s:{us (1,-1,2) = s:Q y=4-—)\
R9(717431)

z=1+42\

Problema 2.16.14 (2 puntos) Dado el vector ¥ = (1,0, —2), se pide:

a) (1 punto). Obtener todos los vectores de médulo V5 que son perpendiculares al vector o y
tienen alguna coordenada nula.

b) (1 punto). Obtener los vectores W tales que ¥ x @ = (2,—3,1) y tienen médulo V6.
Solucién:

a) U= (abec) LV =1 -T=0=a—-2c=0= a=2c

L(a, b,c) = L(?c, b, c)
vaZ + b2+ 2 Vbc2 + b2

Sic=0= b#Oﬁﬁ:%(O,b,O)z(O,\/ﬁO). Sic#0=—

_ _ V5 _
b_0:>E?_C\/5(20,0,c)_(2,0,1)
b)ﬁ:(a,b7c):_> N
> = 7
7 X w =3 i {) -2 | = (*2ba —2a — G, b) = (27 737 1) =
a b c

b=1, 2a+c=3

W =vVa2+1+2=V6= a®>+* =5

a=2 c=—-1= u=(21,-1)
{2a+c=3
2, .2 2 11
@ e =5 a=2/5 c¢=11/5 = E?:(g,l,g>
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2.17. Ano 2016

2.17.1. Modelo
Opcién A

Problema 2.17.1 (2 puntos) Dados el plano # = 2+ 2y — z = 5 y la recta r : { rry-2:=1

22 4+y—2=2
se pide:
a) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano que contiene a la recta r y pasa por el punto
P(1,0,1).
b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta que es perpendicular al plano 7 y pasa por el punto
Q(2,1,1).
Solucién:
) x+y—2Z:1 {7):(_17371) —>i _
a)r.{2$+y_222 = r: P.(1,0,0) y PP.=(0,0,-1)
-1 0 z—-1
T 3 0 Yy |=0=m7m:3x4+y—3=0
1 -1 z
L) Us = Ug = (1,2,-1) . —
b“'{PS:Q(?,l,l) = AN =

Problema 2.17.2 (2 puntos) Dados los puntos P(1,1,3) y Q(0,1, 1), se pide:

a) (1 punto). Hallar todos los puntos R que equidistan de P y Q. Describir dicho conjunto de
puntos.

b) (1 punto). Hallar los puntos S contenidos en la recta que pasa por Py @ que verifiquen que

d(P,S) = 2d(Q, S).

Solucion:

a) El conjunto de puntos R(z,y, z) que equidistan de P y @ es un plano mediador:

VE—124+(y—12+(:-32= 22+ (y—-1)2+(z-1)2 =
20 +42—-9=0

b) La recta que pasa por Py @ es:

TR0 o

S(z,y,2) = (N 1,1+ 2X)
d(P,S) =2d(Q, ) = /(A = 1)2 + (24 2))2 = 2\/A% + (2))2 =

1 1 5)
-1, A== S (-1,1,-1 2,2
A ) A 3 Sl( 5y )a S2<3a a3
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Opcién B
Problema 2.17.3 (3 puntos) Dados los planos
m=3x+4y—52—7=0, mm=x—-2y+2—-3=0

se pide:

a) (1 punto). Hallar un vector unitario cuya direccién sea paralela a los planos m y ma.

b) (1 punto). Hallar la distancia del punto P(3,—1,2) al plano .

¢) (1 punto). Hallar el coseno del dngulo que forman los planos 71 y 7.

Solucién:

a) El vector pedido es perpendicular a los vectores normales de los planos

77 F
U =Un XtUmy=| 3 4 —5|=(-6,-8-10) |&|=10v2
1 -2 1

3 4 b
5v2'5v2" V2
9-4-10-7] 6v2

El vector U = ( ) es un vector paralelo a ambos planos.

b) d(P,m) =
) dPm) = e T s
Uy Uy (3,4,-5)-(1,=2,1) V3
C) cosqu = ———2 = =1Y2
‘uﬂd‘ X |u7r2| \/%X\/é 3

2.17.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.17.4 (2 puntos) Dados los planos m = az+y—z2+1=0ym=x+ay+2z—2=0,
determine, en caso de que existan, el valor o posibles valores del parametro a, para cada uno de
los siguientes supuestos:

a) (0,5 puntos). Que 71 y mo sean paralelos.
b) (0,5 puntos). Que 7 y 7 sean perpendiculares.

¢) (1 punto). Que la recta interseccién de m; y 72 sea perpendicular al plano z = y.

Solucién:

a)

a 1 -1 1
ﬂ_ﬁfzfzi _— :—1
S T a g Rl

Unr L lgh = Upt Uy =a+a—1=0=—= a=1/2
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- = =
L

U =Un XUme=| a 1 —1|=(a+1,—(a+1),a>—1)=
1 a 1

(a+1)(1,-1,a—1) =A(1,-1,0) =
a—1=0=a=1

Pero en este caso los planos son paralelos y, por tanto, este resultados no es vélido y no se
puede encontrar la recta r pedida para ningin valor de a.

Problema 2.17.5 (2 puntos) Dado el punto P(2,1,—1), determine el punto simétrico de P res-
pecto al plano que pasa por los puntos A(0,2,—1); B(1,-3,0) y C(2,1,1).

Solucion:
AB = (1,-5,1) 1 2 oz
e E:(Q,_LQ) =7:| -5 -1 y—-2 |=0=2—2—-1=0
A(0,2,—1) 1 2 z+41

Segimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos una recta t L 7/P € r:
T=24+A

= _ =
Ut:uﬂ':(lvoafl)

t:{ - < = t:¢ y=1
P, =P(2,1,-1) Y1\

@ Calculamos el punto de corte P’ de t con 7

2+N)—(-1-X)-1=0= A= -1

r=1
y=1 = P’(l,l,O)
z=0

@ El punto P’ es el punto medio entre P y el punto que buscamos P”:
P// _|_ P _

=

(27 27 O) - (27 ]-a 71) = (07 13 1)

P= P'=2P - P=

Opciéon B
Problema 2.17.6 (3 puntos) Se consideran los puntos A(0, 5, 3), B(0,6,4), C(2,4,2) y D(2,3,1)
y se pide:

a) (1 punto). Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios y que el poligono ABC'D es un

paralelogramo.

b) (1 punto). Calcular el drea de dicho paralelogramo.
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¢) (1 punto). Determinar el lugar geométrico de los puntos P cuya proyeccién sobre el plano
ABCD es el punto medio del paralelogramo.

Solucion:
a)

AB = (0,1,1) 0o 1 1

/ﬁ:(Q,fl,fl) — | 2 —1 -1 |=0= son coplanarios
AD = (2,2, -2) 2 =2 =2

|ﬁ| = |Zf’| =2 y ‘E| = \B?| = 2\/5, luego se trata de un paralelogramo.

b)
T 7%
—ABxAD|=|| 0 1 1|]=2(0,1,-1)=2v2u?
2 -2 =2

¢) Se trata de una recta r que pasa por el centro del paralelogramo y es perpendicular al plano

que lo contiene.
Calculamos el centro de este paralelogramo:

Centro = ATC = (1,9,§)
2 272

Calculamos el vector normal al plano 7 que contiene al paralelogramo:

— AB x AD = 2(0,1

{_> (0,1,-1) r=1
T 9 5 y=9/2+ A
P(1,5:3) S=5/2- A

2.17.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 2.17.7 (3 puntos) Dadas las rectas r; = { ;5 i 22—_312« y Ty = { r= 4452
pide:
a) (1,5 puntos). Estudiar su posicién relativa y hallar la distancia entre ellas.

b) (1,5 puntos). Hallar la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta a r1 y a ra.

Solucién:

= Ury = (1’_3’1) = {@:(&471) 5> 57 . > 757 — — _
Vs { P(-1.2,0) "= U p,@,-3,0) ¥ b = G50 [P B i) =

5 -5 0

1 =3 1 |=-55%# 0= las dos rectas se cruzan.

5 4 1

I
d(?“ r ) HPT1PT27U—T1>7u—T2>H _ 55 _ 55\/mu
n @ x| V426 426



|ty X Ups| = |

= |(~7,4,19)| = V426

?”1:( 13072) - Iz
m U—n>: 1,-3,1) = T : 0 -3 y|=0=m:2c24+y+2=0
0(0,0,0) 2 1 =z
OP,, = (4,-3,0) 45 =z
Ty : @:(5,4,1) —m:| -3 4 y|=0= m:3x+4y—31z=0
0(0,0,0) 0 1 =z

{ 2t +y+2=0
"l 3rz+4y—312=0

Opcién B

Problema 2.17.8 (2 puntos) Dados el plano 7 =z —y+2z+3 = 0, el punto A(1, 1,3) y la recta
rEx:y—Zzg,sepide:

a) (1 punto). Hallar la distancia del punto A a la recta r.

b) (1 punto). Hallar la proyeccién del punto A sobre el plano .

Solucién: N ( )
= (1,1,2 —
r { P.(0,2,0) , A(1,1,3), P.A=(1,-1,3)
a) N
d(Ar) = |P.Axw| /30 _
’ 7] V6
e
— i 7k
IPAxuil=|| 1 -1 3|=[(-512)=v30
1 1 2
b) Seguimos el siguiente procedimiento:
@ Calculamos la recta t L /A € t:
— _ r=14+A
t{?:g{li’g = t:q y=1+2A
P z=3+2\

@ Calculamos A’ proyeccién de A como punto de corte de t y 7

(1+/\)—(1—)\)+2(3+2/\)+3:0:>/\:_g



Problema 2.17.9 (2 puntos) Dada una recta r cuyo vector director es v = (a,b,c) con a,b,c >0,
se pide:

a) (1,5 puntos). Si r forma un dngulo de g con el eje OX y de % con el eje OY, determinar el

angulo que forma la recta con el eje OZ.

b) (0,5 puntos). Si v = (1,5,3), hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta y que
contiene al punto A(3,0,1).

Solucion:

a) Tenemos que cos? a + cos? B+ cos? v=1:

=

NG

1 1
coszg+cos2g+cos2’y:1:> Z+§+C0827:1:> cos®y =

1 m
COsSYy=—- = 7=~
1T 773
b) m:x+5+ 324+ A =0 sustituyendo el punto 3+04+3+A=0= A= —6:

T:x+5+32—-6=0

2.17.4. Extraordinaria
Opcion A

r—22—1=0

viytz—d=po ¥ Si{CFAL=

Problema 2.17.10 (3 puntos) Dadas las rectas r : {
3\, \); ) € R}
a) (1 punto). Obtener la recta que pasa por el punto P(1,0,5) y corta perpendicularmente a r.
b) (1 punto). Obtener el plano que contiene a la recta r y es paralelo a s.
¢) (1 punto). Hallar la distancia entre las rectas r y s.

n { 117;:(7,;,0)

Solucioén: 31) N { . 1, -3.1)
Py(2,1,0)
a) Seguimos el siguiente proceso:
@ Calculamos 71 L r/ P(1,0,5) € m;:
2 —3y+ 2+ A=0=2—-04+5+A=0= A= -7
m:2r—3y+2z—7=0

@ Calculamos el punto de corte P’ de m; con 7:

=142\
r:¢ y=3-—3\
z=A

21420 —33-30)+(A\)—-7T=0= A=1= P'(3,0,1).
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@ La recta t buscada pasa por Py P’

:{@:PP’:(370,1)—(1,0,5):(270,—4) ) -0
Pt:P(1a055) z2=5—4\
b)
= (2,-3,1) 2 1 z-1
m:{ u=01,-31) =m:| -3 -3 y—3|=0=y+32-3=0
P,(1,3,0) 11 z
¢) PP, =(1,-2,0)
1 -2 0
[P Psu =] 2 =3 1||=2
1 -3 1
- =
i ik
wxwl =1 2 -3 1|]=10,-1,-3)=v10
1 -3 1
i) PPy, ul)l 2 V10
U Jwxwl] V105

Opciéon B

Problema 2.17.11 (2 puntos) Sea 7 el plano que contiene a los puntos A(0,2,1), B(1,0,1) y
C(—1,—-2,—-1). Calcule el volumen del tetraedro que forma el origen de coordenadas con los pun-
tos de interseccién de 7 con cada uno de los ejes coordenados.

Solucién:
AB = (1,-2,0) 1 -1 x
e R:(fl’le,fg) = 7| -2 -4 y-2|=0= 2xz4+y—32+1=0
A(0,2,1) 0 -2 =z-1

Puntos de corte con los ejes:

ConOX:y=0yz2=0= z=-1/2= P1(-1/2,0,0)

ConOY:z=0y2=0= y=—-1= P5(0,—-1,0)

ConOZ:z2=0yy=0= z=1/3 = P5(0,0,1/3)

(4]93 el origen formauEE)E> los vectores: N

oP; =(-1/2,0,0), OP, = (0,—1,0) y OP; = (0,0,1/3). El volumen de este tetraedro serd:

-1/2 0 0

1 111 1

V=gl oL 0 |_6‘6'36 i
0 0 1/3

Problema 2.17.12 (2 puntos) Dado el plano 7 : 3z + 3y + 2 — 9 = 0, se pide:
a) (1 punto). Determinar la ecuacién del plano perpendicular a m que contiene al eje OX.

b) (1 punto). Determinar el punto del plano m més cercano al origen de coordenadas.
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Solucion:

a) © Lw/OX C '

7771'>: 3a351) 3 1 z
- tox =(1,0,0) = 7':[3 0 y|=0= 7' :y—32=0
P =0(0,0,0) 1 0 =z

b) Seguimos los siguientes pasos:

@ Calculamos una recta r L 7w/O € r:

.{177’}:17#:(3,371) — Iigi
"1\ P = 0(0,0,0) " Z;)\

@ (Calculamos el punto de corte de r con 7, que sera el punto del plano més cercano al
origen:

9 27 27 9
— = — . P _— ., —
3B +3BN+A-9=0= A T (19, 19’ 19>

2.18. Ano 2017
2.18.1. Modelo

Opcién A
=14+A
-2 y-3 1 v
Problema 2.18.1 (3 puntos) Dadas las rectas r = 4 = Y = z—;— ySs=<K y=3—-X\ ,
z=2
se pide:

a) (1,5 puntos) Comprobar que se cruzan y calcular la distancia entre ellas.
b) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y es paralelo a s.

¢) (0,5 puntos) Hallar el 4ngulo que forma la recta r con el plano y = 0.

Solucion:
— —
. ur:(57172) X { us:(lv_lao) 55 _ _
a) r: { Pu(2,3,-1) s P.(1,3,2) P.P; = (-1,0,3)
-1 0 3
—
(PP ulus]=| 5 1 2|=-20#40=> ry s secruzan
1 -1 0
s
i i k
wxull=|] 5 1 2|[=]22-6)=2V11
1 -1 0
-
i s) [P P, ay)| 20 _lovit
U g < wg 2yI1 11



w = (5,1,2) t—2 y—3 z+1
b) m:{ u,=(1,-1,00 = 7:| 5 1 2 |=0=
P.(2,3,—1) 1 -1 0

mix+y—32—8=0

o) iy=0= ury =(0,1,0)y u = (5,1,2):

Ul - Uy

1
|u7r’||ur‘ B V30

sina = = o = 10°31'11"

Opcién B

Problema 2.18.2 (3 puntos) Dados los puntos A(2,1,1), B(0,0,—3), y P(1,1,1), se pide:
a) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contiene a los tres puntos.
b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo formado por A, By P.

¢) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a la recta que pasa por A y B.

Solucién:
a)
B.1)4:(2,1,4) r y z+3
™ ﬁ:(171,4) = 7:]2 1 4 =0= 7m:4dy—2-3=0
B(0,0,-3) 11 4
b)
77 .
1, — 1 1 17
Sp=2BAxBPl=<|| 2 1 4||=32/0,-4,1) =" 2
2 2 2
1 1 4
c) Y,
o _
po) =BA=Q2L4) B _FE_ (114
P, = B(0,0,-3)
|1Tﬁ><]ﬁ\ 17
d(P,T):ﬁlf: iu
u;.

2.18.2. Ordinaria

Opcion A

Problema 2.18.3 (3 puntos) Dados los puntos P(1,-2,1), Q(—4,0,1), R(-3,1,2), S(0,-3,0),
se pide:

a) (1 punto). Hallar la ecuacién del plano que contiene a P, Q vy R.

b) (1 punto). Estudiar la posicién relativa de la recta r, que pasa por los puntos Py @, y la
recta s, que pasa por Ry S.

¢) (1 punto). Hallar el drea del tridngulo formado por los puntos P, Q y R.
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Solucién:

a)
PO = (—5,2,0) z-1 y+2 2-1
T ﬁ:(_47371) == 7 -5 2 0 |=0= 7m:224+5y—T2+15=0
P(1,-2,1) —4 3 1
b)
pime| W=PG=(520 | @=RS=(3,—4-2 FF_11
P.=P(1,-2,1) P, = 5(0,-3,0) =T T
1 1 1 T
-5 2 0|=0= yRango(iTT)):2:>rysse cortan
3 -4 -2 s
¢)
77 s
1 1 1 78
S=ZPOx PR ==|| =5 2 0|l=21257]=YX2u
2 2 2 2
-4 3 1
Opcién B

Problema 2.18.4 (2 puntos)
a) (1 punto). Determine la distancia entre las rectas
rMEr=y==2 r:{ax—l—y—lzo

b) (1 punto). Obtenga el punto de corte de la recta s = z = 2 —y = z — 1 con el plano
perpendicular a s, que pasa por el origen.

Solucién:
= =
. uT’lz(l?l’]‘) .{um:(la_l»l) _(_
a) T - { PTI(O,O,O) ol Prz(—1,2,0) PMPTQ—( 1,270)
-1 2 0
PPl =| 1 1 1|=|-2/=2
1 -1 1
- = 2
i 7k
i xael=1 1 1 1(]=120,2)]=2v2
1 -1 1
[
drir < PP ) 2 VE
v i xuml 22 2
AT o @ = (1,-1,1)
b) s : y=2—-A = s: ,un plano 7 L s tal que O € 71 = 7 :
. Py(0,2,1)

r—y+24+A2=0=0-04+0+A=0=7m:2—y+2=0
El punto de corte de 7 con s:
A— (2 A)+(1+A)—0:>A—1:>(1 g §>

B 3 3'3'3
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2.18.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 2.18.5 (3 puntos) Dada la rectar =a — 1 =y = z, se pide:

a) (1 punto) Calcular la ecuacién de una recta r’, con direccién perpendicular a r, que esté
contenida en el plano OXY y pase por el punto (1,2,0).

b) (1 punto) Hallar un plano perpendicular a OXY, que contenga a la recta r.

¢) (1 punto) Calcular la distancia del origen de coordenadas O(0,0,0) a la recta 7.

Solucion:

r—1 y
T ==
1

= - —>
— r:
1 1

a) El plano 7(OXY) : z = 0 = u, = (0,0,1
= —a = uy = (a,—a,0) = a(1,—1,0), luego

. Sir' e = uy = (a,b,0) y como u; L

~—

w = - u_ﬁ—0:>a+b—0z
— _ =1+ A
podemos coger u, = (1,—1,0) = 7/ {ur/ (1,-1,0) =7 y=2-A
P.(1,2,0)
z=0
b)
;= (0,0,1) r—1 y =z
ol u=(1,1,1) = « 0 0 1|=0=7a:2-y—1=0
P.(1,0,0) 111
- = =
s A B
o) 0P xurl=|| 1 0 o0|l=]0-11)=v2u
1 1 1
—
)= === —u
|y | 3 3
Opcién B

Problema 2.18.6 (3 puntos) Dado el punto P(5,7,10) y el plano de ecuacién 7 = x+2y+3z = T,
se pide:
a) (1 punto) Calcular el punto P’, simétrico de P respecto de 7.

b) (1 punto) Hallar la posicién relativa del plano 7 y la recta que pasa por el punto Q(1,1,1) y
tiene direccién ¥ = (—10,2,2).

¢) (1 punto) Calcular el drea del tridngulo que tiene por vértices a los puntos P, @) y al origen
de coordenadas O(0,0,0).

Solucion:

a) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calcularr L /P er = r{;r:?(ggll’g)’g) = r:q y=7+2X\
T T z =10+ 3\



@ Calcular P’ punto de corte de r con 7:

(54+N)+27T+20) +3(104+3)0) =7= A=-3= P'(2,1,1)

P P//
- J; =P = P'=2P —P=221,1)— (57,10) = (—1, -5 — 8)
= _ = _ _o(_ z=1-—5\
b) s : { =7 = (=10,2,2) = 2(=5,1,1) = s5: y=1+X . Calculamos el posible
Ps:Q(lala]-) Z_1+>\

punto de corte entre s y 7:

(1-5X)+21+X)+31+A)=7=16=T7= sy r son paralelos.

- = =

153 1]t gk 1 V38,

0) Sr=3I0Px0G|=3I| 5 7 10 |l=3(-35-2)=""u
1 1 1

2.18.4. Extraordinaria
Opcién A

6r—y—z=1 3z —5y—22=3
E{I y z y’I“QE{I y z

Problema 2.18.7 (3 puntos) Dadas las rectas rq o — gtz =1 Srty+ Az =3

se pide:
a) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de 71 y rs.
b) (1 punto) Calcular la distancia entre las dos rectas.

¢) (1 punto) Hallar la ecuacién del plano que contiene a 71 y al punto P(1,2,3).

Solucion:
— —
. Upy :(1,4>2) { Uy :(717*1a1) _
o { et e { B aoo Prifr = (1 10)
1 1 0
T
[P, P, U] = 1 4 2 |=3#0= r;yrese cruzan
-1 -1 1
b) .
d(’F T):HPTlPTzamau—f’zH |3| :@
v [ty X iy | 3v6 6
s
7 7k
) xugl =] 1 4 2||=32-1,1)]=3V6
-1 -1 1
¢)
PT?’:(I,B,?)) r y+1 =z
0 @?}: 1,4,2) = m7:|1 3 3|=0=m:6r—y—2—-1=
PTl(Ov_la ) 1 4 2



Opcién B

Problema 2.18.8 (2 puntos) Sea r la recta que pasa por los puntos P;(3,2,0) y P(7,0,2). Se
pide:

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto Q(3,5,—3) a la recta r.

b) (1 punto) Hallar el punto de corte de la recta r con el plano perpendicular a r que pasa por

el punto Q.
Solucion:
{%75:(27—1»1) — ngjiA
T P.(3,2,0) T g; - 2

—
:|@XUT|_6\/§ 2\/§U

d(Q,r = =
@N=""Z =%
- = 7
i j k
BOxal=1 0 3 —3||=1]0,-6,—6) =62
2 -1 1

b) Calculamos 7 L r = 7 :2x —y+ z+ A =0, imponemos que Q € 71 = 6 -5 -3+ X =
0= A\=2=7m:2z—y+2+2=0.

Calculamos el punto de corte de r con 7: 2(34+2X\) = (2—A)+A+2=0= A= -1 = el
punto de corte serd: Q'(1,3, —1)

Problema 2.18.9 (2 puntos) Se considera el tridngulo cuyos vértices son los puntos A(1,3, —1),
B(3,1,0) y C(2,5,1) y se pide

a) (1 punto) Determinar razonadamente si el tridngulo es equildtero, isésceles o escaleno.
b) (1 punto) Obtener las medidas de sus tres dngulos.

Solucion:

AB = (2,-2,1), AC =(1,2,2), BC =(-1,4,1)

a) |1@| =3, |1@| =3y \B?| = 3v/2. Como tiene dos lados iguales es un trigngulo isésceles.

AB-AC  2-4+42

b) cosa = = 0 = «a =90°, luego se trata de un tridngulo rectangulo
|AB| - |AC| 9

e isdsceles y los otros dos dngulos tienen que ser iguales § = v =— [ = vy = 45°.

2.18.5. Extraordinaria-Coincidente

Opcion A

Problema 2.18.10 (2 puntos) Dados los planos
m=2r+y—z=1y m=x+2y+2=3

, se pide:
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a) (1 punto) Calcular el plano o planos formados por los puntos que equidistan de w1 y ma.

b) (1 punto) Calcular la recta paralela a 71, paralela a w5 y que pasa por el punto A(1,1,1).
Solucién:

a) P(x,y, z) tales que d(P,m1) = d(P, m):

2z 4+y—2z—1]  |z4+2y+2z— 3|
V6 V6

{ 2e+y—z—l=zx+2y+2-3=7m:2—y—22+2=0
24+y—z—1l=-x—-2y—2+3=7h:32+3y—4=0

= 2x+y—z—-1=|z+2y+2—-3 =

b) La recta paralela a 71 y 72 tiene que ser paralela a la interseccién de ambos planos.

- = 7

T k
U = lium Xum| =] 2 1 —1|=(3,-3,3)=3(1,-1,1)
1 2 1
T.{ITT):(L*Ll) — - z‘i]l_f/)\\
P = A(1,-1,1) AR

Opciéon B

Problema 2.18.11 (& puntos) Dados los puntos P;(1,1,3), P»(0,0,3), Ps3(4,-3,1) y O(0,0,0).
Se pide:

a) (1 punto) Hallar el plano 7 que contiene los puntos Py, Py, Ps.
b) (1 punto) Hallar el punto simétrico de O respecto del plano 7’ =z +y — z + 3 = 0.

¢) (1 punto) Hallar el volumen del tetraedro con vértices O, Py, Py, Ps.

Solucién:
—
PPy = (4,-3,-2) x y z—3
a) m: PP = (1,1,0) = 7:| 4 -3 -2 | =0=
P2(0a073) 1 1 0

20 —2y+72—-21=0

b) Seguimos el siguiente proceso:

@ Calculamos r L 7//O e r = 7 = (1,1, -1):

\g
SIS
I
| > >
>

@ Calculamos el punto de corte de r con 7’:

A+ A+ A+3=0= A=-1= O'(-1,-1,1)
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O + Ol/
-
2

¢) OP, = (1,1,3), 0P = (0,0,3) y OP,; = (4,3, 1):

=0 = 0"=20"-0=(-2,-2,2)

2.19. Ano 2018
2.19.1. Modelo

Opcién A

Problema 2.19.1 (2,5 puntos) Dados los planos 71 = 3x+y+22—1=0,m =2x—y+32—1=0
r=1-2t

ylarectar =< y=—-141¢ , se pide:
z=1+1

a) (1,5 puntos) Hallar los puntos de la recta r equidistantes de 71 y mo.

b) (1 punto) Hallar el drea del tridngulo que forma el punto P(—2,3,2) con los puntos de
interseccién de r con 7wy y 7o.

Solucion:

a) Sea P.(1—2t,—1+¢,1+t) un punto cualquiera de la recta r:
d(PT,Wl) = d(PT,'/TQ) -

13(1—2t) + (—=14+t)+2(1+1) -1  [2(1—2t) — (=1 +1) +3(1 +1t) — 1
V14 - V14

—3t+4+3=-2+5=>t=—-2= Py(5,—3,—1)
—3t+3=2t—5= t=8/5=> Py(—11/5,3/5,13/5)

|—3t+3|:|—2t+5\:>{

b) Corte de r con my:
-3t+3=0=—= t=1= A(-1,0,2)
Corte de r con mo:
2% +5=0=> t=5/2 = A(—4,3/2,7/2)
_> ?
PA=(1,-3,0)y PB = (-2,-3/2,3/2):

T 7 %
1 1
5:§|P_f4xP_B’|:4 1 3 0|:3\Z/1£u2
—2 —3/2 3)2

Opcion B

Problema 2.19.2 (2,5 puntos) Dados los planos 11 = 24y = 0, 73 = 2 = 0 y el punto B(—1,1,1),
se pide:

a) (1 punto) Determinar el punto B’, simétrico de B respecto del plano .
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b) (1 punto) Obtener una ecuacién de la recta r, contenida en el plano 7y, paralela al plano
y que pasa por el punto B.

¢) (0,5 puntos) Hallar el dngulo que forman los planos 71 y 2.

Solucién:

a) Seguimos el siguiente procedimiento:

r=—-14+A
@ Calcular la recta t | my/B € t. Tenemos u, = tn, = (1,0,0):t:{ y=1
z=1
@ Calcular el punto de corte B” de t con mp: 1 —A=0= A =1= B”(0,1,1)
B+B/_ " r " o o
e ——=B"= B'=2B"-B=(0,22) - (-11L1)= (1,11
%
7 7 k r=-1
b)?ﬁ:mxu_ﬂ;: 1 1 01(=(0,0,-1)=r:< y=1
1 0 0 z=1-A
c) cosa Tm’@ ! — o = — radianes
:ﬁzi - — .
|ty ||| 2 4
2.19.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 2.19.3 (2,5 puntos) Dados los planos m = 42 + 6y — 122+ 1=0;, mo = —22 — 3y +
6z — 5 = 0 se pide:

a) (1 punto) Calcular el volumen de un cubo que tenga dos de sus caras en dichos planos.

b) (1,5 punto) Para el cuadrado de vértices consecutivos ABCD, con A(2;1;3) y B(1;2;3),
calcular los vértices C'y D, sabiendo que C pertenece a los planos mo y n3 =z —y + 2z = 2.

Solucién:

a) La tnica posibilidad de que el cubo tenga una cara en cada plano es que éstos sean paralelos.
En el caso de que no lo fueran, es decir, si se cortan cabria la posibilidad de que fuesen

perpendiculares, pero en este caso habria infinitas soluciones. Veamos que son paralelos: ==

6 —12 1
=36 #* = — paralelos. La longitud del lado del cubo buscado serd | = d(mwa,m1),
para calcular esta distancia tomamos un punto cualquiera A de mo : —2x — 3y + 6z — 5 =

0= A(0,0,5/6) y tendremos:

040-12-5/6+1 |—9 9
l:d s :dA, == = = T
(2, m) = d(A,m1) V16 1 36 + 144 /196 14

9\* 729
‘/ f— 3 f— — = —— 2
== (14) 2744 0,266 u

b) El cuadrado es:
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4(2,1,3) B(1,2,3)

1+3A
xr =

5
_ ) 22z -3y+62=5 )
Cer=mnNmr = r'{x—y—ﬁ—z:Q = 7r: 94 8)
5

z=A
143X —9+38AX
Luego C’( + 7;,)\). Por ser un cuadrado ELB?:/@-B?zO

5 5
143\ —9+8)
Elvectorf@:(—Lm)yel@:( *’53 ,%,)\)—(1,273):

<74;r3)\7—195+8)\7>\73)' Luego 4D - BG 4;3A+ 7195+8>\ 03—

C(2,3,3).
D=A+AD=A+BC =(2,1,3)+(1,1,0) = (3,2,3) (El vector BC = (1,1,0))

Opcién B

20 +y=2
5c4+2=06"

Problema 2.19.4 (2,5 puntos) Dados el punto P(1,1,1) y las rectas r = { s
r—2 y+1 =z-1
-1 1 1/3

a) (1 punto) Hallar la distancia del punto P a la recta r.

, se pide:

b) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de las rectas r y s.

¢) (0,5 puntos) Hallar el plano perpendicular a la recta s y que pasa por el punto P.

Solucién:
T,{£=(1,—2,—5) {m =)
“1 P.(0,2,6) Y3 P2, -1,1)
T 7 F
— —
a) PP, =(-1,1,5)y |[PP, xu;|=|| -1 1 5 ||=1(50,1)] =26
1 -2 -5
PP x@| V26 [13
d(P,r) = — = =1/—~0,931 u
|ur| V30 15
2 -3 -5
b) PTPS:(2,73,75)y[PTPS,?T,’LTS)}: 1 -2 -5 |=-1#0= ry s se cruzan.
-3 3 1
c)ﬁ:ﬁ:(—i’),&l):7r:—3x+3y+z+>\:0comoP€7T:>—3+3+1—|—)\=0:>

A=—1luegon: -3x+3y+2—-1=0=7m1:3x—-3y—2+1=0
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2.19.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 2.19.5 (2,5 puntos) Se consideran los puntos P(1,1,1), Q(1,0,1), R(0,0,1) y la recta
r que pasa por los puntos A(0,0,—1) y B(0,1,0). Se pide:

a) (1 punto) Encontrar el punto de interseccién de r con el plano que contiene a P, Q y R.

b) (0,75 puntos) Hallar un punto 7" de r, tal que los vectores ]@, ﬁ, ﬁ sean linealmente
dependientes.

¢) (0,75 puntos) Calcular el volumen del tetraedro cuyos vértices son O(0;0;0) y los puntos P,

QR

Solucion:
rz=0
AB = (0,1,1)
: ’ : =14+A
r {P B(o,l,o) =Ty YT
z=A
QP = (0,1,0) 01 =
a) m: R?f(l,l,O) = q7:|1 1 y =0=rm:2—-1=0
R(0,0,1) 00 z-1

El punto de cortede r con m: 0+ 0+ A —-1=0= A=1= (0,2,1)

b) T(0,14\, A), PQ = (0,~1,0), PR = (=1,-1,0) y PT = (0, 14X, A\)—(1,1,1) = (=1, A, A—1):

0 -1 0
-1 -1 0 = A+1=0=X2=1
-1 A A-1

Si A =1 los vectores ]@ P—é y ﬁ son linealmeente dependientes, luego 7°(0,2,1).

OP = (1,1,1), 0Q = (1,0,1) y OR = (0,0,1):

1 1 1
1 1 1 .
V:E\ 1 0 1 |:6|f1|:6u3
0 0 1
Opcién B
v =2 —rz+y+2z+4=0
Problema 2.19.6 (2,5 puntos) Dadas las rectas r = Zi:iJrZ)\ ,SE{ T2+ 3245 =0

y el punto P(—1,2,—1), se pide:
a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de las rectas r y s.
b) (0,75 puntos) Hallar la ecuacién implicita del plano que pasa por Py es paralelo a r y a s.

¢) (0,75 puntos) Calcular el drea del tridngulo que tiene por vértices el origen de coordenadas,
el punto P y el punto P’ proyeccién de P sobre el plano z = 0.

Solucion:
7,.{1%7‘1:(0’27_1) s.{@:(L_lvl)
"1 P(=2,-3,00 Y7 1 Py(3,-1,0)
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H 5
a) P,Ps=(5,2,00=— |0 2 —1|=3%#0=> lasrectas ry s se cruzan.
1 -1 1
ﬁ
77
b) ur=] 0 2 —1|=(1,-1,-2)comoPerm=— x—y—224A=0= —1—2+24\ =
1 -1 1

0= A=l=mnm:2—y—22+1=0
¢) Calculo de P’ proyeccién de P sobre 7’ : z = 0:

@ Calculamos una recta t L 7' /P € t:

— r=-—1
ut:(07071)

t:{ _ = t: y=2
Fi= P12 ) e

@ calculamos P’ punto de corte de t con 7': =1+ A=0= A =1= P'(-1,2,0)

—
OP = (-1,2,~1) y OP' = (~1,2,0)
T 7% VB
5
S=3l| -1 2 -1 |[=35l21,0)] =" v
1 2 0

2.19.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.19.7 (2,5 puntos) Se consideran los vectores @ = (—1,2,3), ¥ = (2,0,—1) y el
punto A(—4,4,7). Se pide:

a) (1 punto) Determinar un vector w; que sea ortogonal a U v o , unitario y con tercera
coordenada negativa.

b) (0,75 puntos) Hallar un vector no nulo wh que sea combinacién lineal de 0 y o y ortogonal
a

¢) (0,75 puntos) Determinar los vértices del paralelogramo cuyos lados tienen las direcciones de

los vectores U y o y una de sus diagonales es el segmento OA.

Solucién:
- = 3

a) |W|=|U x V| = 1 ké. |—|(—25—4)|—\/Z5:17>_(;2i;4)
2 0 -1 o EERSNCENGENG

b) wh =atd + b0 = a(—1,2,3) +b(2,0,—1) = (—a+2b,2a,3a —b) y ws L ¥ = wh- U =
(—a+2b,2a,3a—b)-(2,0,—1) = —2a+4b+0—-3a+b=0= —5a+5b=0= a=>bPor
ejemplosia=b=1= wj = (1,2,2)

c¢) Tenemos:
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OA = a@ +b7 = a(—1,2,3) + b(2,0, ~1) = (—a + 2b,2a,3a — b) = (—4,4,7) = a =2y
0’1§_2 (—1,2,3) = B(~2,4,6) y BA = —(2,0,—1) = (—2,0,1) = OC — C(~2,0,1)
Es decir, 0(0,0,0), B(—2,4,6), A(—4,4,7) y C(—2,0,1).

Opcién B

Problema 2.19.8 (2,5 puntos) Dados el punto P(0,—1,1) y la recta r, que pasa por el punto
Q(1,0,1) y tiene como vector director v = (0,1,2), se pide:

a) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién implicita del plano que contiene a r y pasa por P.

b) (0,5 puntos) Encontrar el punto S contenido en r tal que el vector ﬁ sea perpendicular a
la recta 7.

¢) (1,5 punto) Hallar el drea del tridngulo cuyos vértices son el punto P y dos puntos Ty, 75,
contenidos en la recta r, que estan a distancia V5 de P.

Solucion:
r=1
T P S
T Y z=1+2X
a)
ur = (0,1,2)
m:i{ BP=(0,~1,1)~(1,0,1) = (-1,-1,0) =
P-(1,0,1)
r—1 y =z-1
T 0 1 2 =2r—-2y+2—-3=0
1 -1 0
b) S €= 501,41+ luego SP = (0,—1,1) — (1A, 1 +2)) = (—1,—1 — A, —2)) y como

SP 1w — SP. u=0= (—1,—1—)\,—2>\)~(0,1,2):—1—)\—4/\:O:> —1-5A=
1 13
0= )\——g: 5(17_5’5)

¢) Sea T € 7 T(LAL+2)) = PT = (LAL1+2\) — (0,—1,1) = (1A + 1,2)) y |PT| =

VI+H O 124402 = V56— ), = —ly/\2:g:>
3 11
Ty(1,-1,-1) T (1,7,—)
1 ) (L5 5
PT, = (1,-1,-1) — (0,—1,1) = (1,0, -2) P_>T2:(1,7,%) (0,-1,1) = (1 5,2)



A
1l == = 1 16 —16 8
S=§|PT1><PT2|=\ 1 0 =2 |=2’(5,5,5>’—
1 8/5 6/5
1 2 —21 12
~.8 (7,—,7) == =244’
2 5 575 5

2.20. Ano 2019

2.20.1. Modelo
Opcién A
Problema 2.20.1 (2,5 puntos) Dados los puntos A(1,2,-3); B(1,5,0); C(5,6,—1) y D(4,—1,3),
se pide:
a) (1,5 puntos) Calcular el plano m que contiene a los puntos A, B, C' y la distancia del punto
D a dicho plano.

b) (0,5 puntos) Calcular el volumen del tetraedro definido por los cuatro puntos dados.

c¢) (0,5 punto) Calcular el drea del tridngulo definido por A, By C.

Solucién:
AB = (0,3,3) z—1 y—2 243
a) m: B:(4,472) = 7 0 3 3 =0=
A(1,2,-3) 4 4 2
mix—2y+22+9=0
[4+2+6+9
dD,7) = ————— =17
Dom) = = T B
b) AD = (3,-3,6)
0 3 3
1 1 —12
vo @B ac an) = Ll a1 oo )= 2 gy
6 6 6
3 -3 6
c)
77
1 1
S=-[ABxAC|==|| 0 3 3||=2](-6,12,-12)] = 9 u?
2 2
4 4 2
Opcién B
=2+ vy =2
Problema 2.20.2 (2,5 puntos) Dadas las rectas r : { y =3+ A ys:{ y—&—g:l se pide
z=1-X o

a) (1 punto) Determinar la posicién relativa de r y s.
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b) (1 punto) Obtener un plano que contenga a las dos rectas.

¢) (0,5 puntos) Dado el punto A(3,1,0), de la recta s, obtener un punto B, de la recta r, de
modo que el vector AB sea perpendicular a la recta r.

Solucién:
— —
. UT:(LL_I) . { us:(_la_lvl) 5 _ _
T'{PT(Q,?),I) s P.(3,1,0) P,P. = (-1,2,1)
-1 2 1
a) [PSPT,qu,U;} = 1 1 -1 |=0y Rango(PSPT,zTZ) =2y Rango(ﬁz,@) =1, luego las
-1 -1 1
dos rectas son paralelas.
= (1,1,-1) r—3 y—1 =z
b) 7 P,P. = (-1,2,1) = m: 1 1 -1 |=0=
Ps(3,1,0) -1 2 1

T:x+2—3=0

Q) Ber= B2+A3+A\1-A) = AB = (24X, 34X, 1-A)—(3,1,0) = (—1+A, 241, 1-\)
ABLlr—AB Ll =(1,1,- 1) = AB- @ =0= 1 +A+2+A—1+A=0= A=
0= B(2,3,1)

2.20.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 2.20.3 (2,5 puntos) Dadas la recta r = fol = L;g = z y y larecta s que pasa por
el punto (2, —5,1) y tiene direccién (—1,0,—1), se pide: -
a) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de las dos rectas.
b) (1 punto) Calcular un plano que sea paralelo a r y contenga a s.

¢) (0,5 puntos) Calcular un plano perpendicular a la recta r y que pase por el origen de coor-

denadas.
Solucién:
T Ll w=(2,-2,1) ,{@:(—1,0,—1)
enemos: r : P.(1,3,0) v s Pu(2,—5.1)
s
a) P.Ps=(2,-5,1)—(1,3,0) = (1,-8,1).
1 -8 1
—
rdsy Ur, Urls| = - = — — T y S se cruzan.
[P, P, u,, wus) 2 2 1 840 y
-1 0 -1
b) m||ryscCm:
= (2,-2,1) r—2 y+5 z-1
T 172:(7170’*1) —— T 2 —2 1 =0
Py(2,-5,1) -1 0 -1

m:2x+y—22+3=0

o) LryOen”
720 -2+ 24+ A=0= 04+0—-0+A=0= A=0, luego: 7’ : 22 — 2y +2 =10
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Opcién B

Problema 2.20.4 (2,5 puntos) Dados el punto A(2,1,0) y el plano m = 2z + 3y + 4z = 36, se
pide:

a) (0,75 puntos) Determinar la distancia del punto A al plano 7.
b) (1 punto) Hallar las coordenadas del punto del plano 7 mds préximo al punto A.

¢) (0,75 puntos) Hallar el punto simétrico de A respecto al plano 7.

Solucion:
|44+ 3+ 0 — 36| 29
a d A, = = =
VAN ==/~ v

b) Calculamos la recta t | 7 tal que A € ¢:

29 u

N r=2+2\
ut:(2a374)

t:{ - — { y=1+3\
Pt_A(QvlaO) 2 =4\

Calculamos el punto de corte A" de ¢ con m: 2(2 + 2X) + 3(1 + 3\) + 4(4)\) = 36 = 29\ =
920 = \=1=> A'(4,4,4)

A+AII
2

) = A = A" =24"— A=(8,8,8)—(2,1,0) = (6,7,8)

2.20.3. Ordinaria-Coincidente
Opcion A
Problema 2.20.5 (2,5 puntos) Dados los vectores v = (1,0,-1) y W= (1,1,0), se pide:

a) (1 punto) Calcular un vector que sea ortogonal (perpendicular) a o ya W, que tenga médulo
, ¥ cuya tercera coordenada sea negativa.
V3/2 t denad ti

b) (0,5 puntos) Calcular un vector 0 ortogonal a o y tal que 7, o y W sean linealmente
independientes.

¢) (1 punto) Hallar la proyeccién del punto P(5,1, —1) sobre el plano que pasa por el origen de
coordenadas y contiene a los vectores Uy W .

Solucion:
- = 2
i

a) Uxuw=| 1 0 —1]|=(1,-1,1)=-1(-1,1,-1)
1 1 0

7 - V3. i(—Ll,—l) - (_1717_1)
2 /3 22" 2

b) Sea U = (a,b,c) L Y= U U =0, es decir: (a,b,c) - (1,0,—1)=a—c=0= a=c,
por ejemplo a = ¢ = 1 y b puede ser cualquier nimero real, elijo b = 0 = U = (1,0,1).

1 0 1
Comprobamos la independencia: | 1 0 —1 | =2%#0= o = (1,0,1) es ortogonal a o
11 0

v a w, y los tres vectores son linealmente independientes.
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m:x—y+2z2=0

w=(1,-1,1) T i)
@ Calculamos ¢ L 7w por P(5,1,—1):t:{ P A T — ¢ =1-)
Pi(5,1,—1) A\

@ Calculo P’ punto de corte de t con 7
G+ -—1=-XN+(-1+N)=0=)r=—-1= P'(4,2,-2)

Opciéon B

r+2z=3

_[r-y=5 {
Problema 2.20.6 (2,5 puntos) Dadas la rectas r = { ytz=4"

ytz=1 N se pide:

a) (1,25 puntos) Escribir unas ecuaciones paramétricas de cada una de las dos rectas y deter-
minar la posicién relativa de ambas.

b) (1,25 puntos) Dado el punto P(5,0,1), de la recta r, obtener un punto @, de la recta s, de
modo que el tridngulo OPQ sea rectdngulo, con dngulo recto en O(0,0,0), y calcular las
longitudes de los tres lados de dicho tridngulo.

Solucidn:
a) r: g;i+>\ :>r:{u_;:(l’l’_1)
11— P.(5,0,1)
{2;2:/)\\ zs:{m:(_l’_l’l)
L\ Ps(3,4,0)
N

P,P, = (5,0,1) — (3,4,0) = (2,-4,1)

2 —4 1
[P,P.ul,ul]l=| 1 1 —1[=0
-1 -1 1

®

P,P, ur
Rang0< 5T ) =2y Rango( X > = 1 = las rectas r y s son paralelas.
U

u
b) OP L 00 — OP-00 =0
P(5,0,1) = OP = (5,0,1)
Qcs— QB-M\4—\A) — 00 =(3-A4—\N\)
OP-00 =15—5A40+A=0— A= =

@ (3774 15 15) (7§’},175)

474 474" 4

0P| = 6u|oﬁ|— 235uyu@|— NGIRD
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2.20.4. Ordinaria-Valencia

Incluyo el examen de Valencia por la expectacién generada con éste.

Opcién A

. . x—y+3—0
Problema 2.20.7 Consideramos en el espacio las rectas r : CL43-=0 ¥ stx=y+1=
z—2

5
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:
a) (3 puntos) La ecuacién del plano que contiene las rectas r y s.
b) (4 puntos) La recta que pasa por P(0,—1,2) y corta perpendicularmente a la recta 7.

¢) (3 puntos) El valor que deben tener los pardmetros reales a y b para que la recta s esté
contenida en el plano 7 : x — 2y + az = b.

Solucion:
r=A
T { gmf_yz++33—_00 = r:{ y=3+2A
- z2=3+2\
— i
e =(1,1,2) { =(1,1,2)
Tenemos: r : { P,(0,3,3) yS: P,(0,-1,2)
e
a‘) R‘?PT = (073a3) - (Oa _172) = (Ov4a 1)
0 4 1
[PSPT,tT,z,ﬂ@Tg] =|1 1 2 |=0= ry sno se cruzan. Tenemos Rango( PS_1>DT ) =2y
11 2 Ur

3

Rango( 12; > =1 por lo que r y s son paralelas.

El plano 7 que contiene a ambas rectas vendra determinado por:

P,P. =(0,4,1) r y—3 z-3
T up=(1,1,2) =m:|0 4 1 |=0=
P.(0,3,3) 11 2

m:Tlr+y—42+9=0

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ (Calculamos un plano ©’ L r tal que P(0,—1,2) € =’

mirx+y+224+A=0=0—-14+44+A=0= A= -3 =
#ix+y+22—-3=0
@ (Calculamos el punto de corte P’ de 7’ y r:
M)+ B+A)+2B420) —3=0=— 6A+6=0=— A= —1—

P'(-1,2,1)
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@ La recta t buscada vendra definida por:
— _ opi
t: { Ut = PP = (_1727 1) - (07 _1a2) = (_1a3a _1)

—
P, =P(0,-1,2)
rT=—-A
t: y=—143\
z=2-A

1
¢) sCrm= up Luy — 17§~u—;:(1,1,2)-(1,—2,a):1—2+2a:0:>a:i.
1
P,emn—= O+2+2-§:b:> b=3

Opciéon B

Problema 2.20.8 Sea 7 el plano de ecuacién 9z + 12y + 20z = 180.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) (4 puntos) Las ecuaciones de los dos planos paralelos a 7 que distan 4 unidades de .

b) (4 puntos) Los puntos A, B y C interseccién del plano 7 con los ejes OX, OY y OZ y el
angulo que forman los vectores E y ﬁ .

¢) (2 puntos) El volumen del tetraedro cuyos vértices son el origen O de coordenadas y los
puntos A, By C.

Solucion:

a) Sea un plano m : 9z + 12y + 20z +a = 0 paralelo a 7, elegimos un punto cualquiera del plano

0+ 0+ 180 180
m, por ejemplo P(0,0,9), y calculamos d(P,m) = 0+0+ +al = | +al =4 =

V81 4 144 + 400 V625

[180 + a| = 100, tendremos dos soluciones:
@ 180+a=100= a=-80= 7 :92+ 12y + 202 —80 =0
@ 180+a=-100= a=—280 = 7] : 9z + 12y + 202 — 280 =0
b) Puntos de corte con los ejes del plano 7 : 9z + 12y + 20z = 180:
@ Con OX: hacemos y =0y z=0= 92z = 180 = = = 20 = A(20,0,0)

@ Con OY: hacemos z =0y 2 =0= 12y = 180 = y = 15 = B(0,15,0)
@ Con OZ: hacemos x =0ey=0= 20z =180 —= 2 =9 = ((0,0,9)

AB = (0,15,0) — (20,0,0) = (—20,15,0) y AC = (0,0,9) — (20,0,0) = (~20,0,9)

cwa ABAC o0 16
IAB||AC| V625481 V481

a = 43°9'8”
¢) OA = (20,0,0), OB = (0,15,0) y OC = (0,0,9):

01 f
0 || = =|2700| = 450 u?
9 6
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2.20.5. Extraordinaria
Opcion A
Problema 2.20.9 (2,5 puntos) Dados los puntos A(1,1,1), B(1,3,-3) y C(—3,—1,1), se pide:

a) (1 punto) Determinar la ecuacién del plano que contiene a los tres puntos.

b) (0,5 puntos) Obtener un punto D (distinto de A, B y C) tal que los vectores E, 1@ y E
sean linealmente dependientes.

¢) (1 punto) Encontrar un punto P del eje OX, de modo que el volumen del tetraedro de vértices
A, B, C'y P seaigual a 1.

Solucion:
AB = (0,2, —4) 2—1 y—1 2—-1

a) m: ﬁ:(_4’_270) =T 0 2 -4 |=0=
A(1,1,1) 4 2 79

mix—2y—2+2=0

b) Cualquier punto del plano 7 nos valdria, por ejemplo: D(—2,0,0).

¢) Un punto cualquiera del eje OX puede ser P(a,0,0):
AB = (0,2, -4), AC = (—4,-2,0) y AP = (a—1,-1,—1)

1 1 0 2 -4 1
VZE”‘@)"@"@”:E' 42 0 |=f-8a+2)=1=
a—1 -1 -1

11 11
8a-16=6=a=—1 = P (‘Z’O’())
| — 8a—16] = 6 =

5 5
Ba+16=6= a=—- = P, <_Z’O’O)

Opciéon B

r+y—2=0

Problema 2.20.10 (2,5 puntos) Dados el plano, 7 : 224+3y—z = 4, y las rectas r : { Tyt 2

ys:(x,y,2)=(1,2,3) + A\(1,0,1), con X € R, se pide
a) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P(1,2,3) respecto de 7.

b) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta perpendicular al plano 7, que pasa por el punto
interseccién de las rectas r y s.

¢) (0,5 puntos) Calcular el dngulo que forman entre si las rectas r y s.
Solucién:

a) Seguimos el siguiente procedimiento:
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@ Calculamos la recta t L 7 que contiene a P(1,2,3):

— r =142\
S ui=ur=1(2,3,-1) ) _
t'{PtzP(LZ,?)) = t:Q y=24+3X\
z=3-A
@ Calculo P’ punto de corte de t con 7
B 1 ,(6 25 43)
20420 +324+30) - B3-AN)=4= I\ = 14:>P VIRV
@ Calculo P":
P+ P , ” , (6 25 43)
5 11 22
(2
7T
r=1+2A
b) s:¢ y=2 sustituimos en r y nos queda:
z=34+A

_{1+A+2—(3+A):0:> 0=0

Pl 1AL 2434 N2 A= 2 = Q(—1,2,1) punto de corte

=y =(2,3,-1)
l {ul_uﬂ 2,3, = 1l:¢ y=2+3)\
h=0(=121) z=1-X
%
7T
)ur=| 1 1 —1|=2(1,-1,0)yus=(1,0,1)
1 1 1
—
r " Us 1 o
e — a =60

CcCosx = = = —
arllas] — v2ve 2

2.21. Ano 2020

2.21.1. Modelo
Opcién A

r=z—1 {x:4+52
yTre:

Problema 2.21.1 (2,5 puntos) Dadas las rectas 71 : { y = y—dz—3 se pide:

a) (1,5 puntos) Estudiar su posicién relativa y hallar la distancia entre ellas.

b) (1 punto) Hallar el punto de corte entre la recta 7o y el plano que contiene a r; y pasa por
el origen de coordenadas.
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Solucion:
r=-14+A

_>
U, = (1,-3,1)
rid y=2-3) :s{ 1=
Y P,,(~1,2,0)
Ty ! gyci4;_—i)é\1/\ == { ) = (5.4, 1)
2! =- s
"2 P,,(4,-3,0)
o
a‘) P7‘1P7“2 = (4’ _370) - (_172a0) = (57_530)
5 =5 0
—
[Py Pyl tig] = | 1 =3 1 | =—55%#0=>r, yry se cruzan
5 4 1
- = =
1 7k
Wy X =1 1 =3 1 || =(=T,4,19)| = V426
5) 4 1
e
d(r r)_l[PanmmH_ 55 _ 55V4%6
DT fan g V426 426
Uy, = (1,-3,1) r oy z
b) m OP,, = (-1,2,0) = m7: 1 -3 1|=0=
0(0,0,0) 1 20

m:22+y+2=0

El punto de corte de ro con 7 sera:

1 13 1
24450+ (-3+ 4N +A=0= A=~ = p<7 13 _,)

37 37 3
Opcién B
Problema 2.21.2 (2,5 puntos) Dados los puntos A(1,1,—-2), B(3,—1,4) y la recta
z=1+3\
r:{ y=-—24+5\ , se pide:
z=3

a) (1,5 puntos) Calcular el drea del tridngulo OPQ), siendo O(0,0,0), P el punto medio del
segmento AB y @ la interseccion de la recta que pasa por Ay By el plano 7w: 2z =7.

b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano que pasa por A y es perpendicular a la recta r.

¢) (0,5 puntos) Calcular el coseno del dngulo que forman la recta r y la recta que pasa por Ay
B.

Solucion:
. { 17T> = (3, 570)
"1 P(1,-2,3)
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= (2,0,1), la recta que pasa por AB es

— B r=1+A\
:{us_ﬁ_2(17—1,3) P 1oa

— S
P, = A(1,1,-2) Y — 913\

Calculamos el punto de corte de esta recta conel planow: 2 =7: —24+3\=7= A =3, el
punto @ es Q(4,—2,7).

OP = (2,0,1), 00 = (4,-2,7)
T 7 F
1 1
Sr=-l0Px0Q|=|| 2 0 1|l==[(2-10,—4) =30 u?
2 4 —2 7 2

b) U =up = (3,5,0) = 7' : 3z + 5y + A = 0 sustituyendo A tenemos 3+5+A=0= X =
8= 7":32+5y—8=0

c)

— =
T 9 3T
cosa = ||ﬁ; wl __1=2 — 0,1034175379

w|-|uy| — V3411 187

2.21.2. Ordinaria

Opcién A
Problema 2.21.3 (2,5 puntos) Dadas las rectas
vy =2 r=—-142\
T:{Sx—z:—l ys:iq y=—-4—X |
z=A
se pide:

a) (1 punto) Calcular la posicién relativa de las rectas r y s.

b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta r y que pasa por el punto
P(2,-1,5).

¢) (1 punto) Encontrar la ecuacién del plano paralelo a la recta r que contiene a la recta s.

Solucién:
z=A ar = (1,1,3) z=-1+2A ar = (2,-1,1)
a) r y=-24+XN = r: P.(0,-2,1) , S y=—4-\ = s: Pa(—1,-4,0)
z=1+3\ T z=A s
—
y P.P; = (713 727 71)
-1 -2 -1
—
(PP ufwl]=| 1 1 3|=-11#£0=ry s se cruzan
2 -1 1

b) m Lr= uy =u, =(1,1,3) = z4y+324+A = 0 como P(2,-1,5) € 7 = 2—1+15+\ =
0= A=-16=m:x+y+32—16=0.

= (1,1,3) r+1 y+4 2z
o |rysca =7 w=(2-11) = 7 :| 1 1 3|=0= 7
Py(—1,-4,0) 2 -1 1

4r +5y—32+24=0
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Opcién B

Problema 2.21.4 (2,5 puntos) Dados los puntos P(—3,1,2) y Q(—1,0, 1) y el plano 7 de ecuacién
T+ 2y — 3z = 4, se pide:

a) (1 punto) Hallar la proyeccién de @ sobre .

b) (0,5 puntos) Escribir la ecuacién del plano paralelo a m que pasa por el punto P.

c¢) (1 punto) Escribir la ecuacién del plano perpendicular a m que contiene a los puntos P y Q.
Solucién:

a) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos una recta ¢t 1 7 tal que Q € t:

— .’E:—1+>\
t: {;‘3:22( ) — t:{ y=2A
- z=1-3\

@ Calculamos el punto Q' proyeccién de @ sobre 7 en el punto de corte de ¢ con 7

4 (38 5
(71+>\)+2(2)\)73(173)\):4:>/\:?:>Q<—?,?, ?)

b) Sin' || 7 = Uy = Uy = 7 : 24+2y—324+A = 0como P(—3,1,2) € 7’ = —3+2—6+\ =
0= A \=T7T= 7" :2+2y—324+7=0

u—71'>:(1a27_3)
c) ' L= n": ]@: (2,-1,-1) =
P(-3,1,2)
z+3 y—1 2-2
Y 1 2 -3 |=0= 1 :2+y+2=0
2 -1 -1

2.21.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 2.21.5 (2,5 puntos) Se consideran los puntos A(0,—4,2), B(3,-2,3) y C(-1,-3,3).
Se pide:

a) (0,75 puntos) Comprobar que el tridngulo de vértices A, B y C es rectangulo, identificando
los catetos y la hipotenusa.

b) (0,75 puntos) Determinar una ecuacién del plano 7 que contiene a los tres puntos.

c¢) (1 punto) Calcular el punto simétrico de A respecto de la recta que pasa por los puntos B y

C.

Solucion:
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Sean/@ 3,2,1) y@ -1,1,1). Tenemosquezﬁm —24241=0= EL%@

luego los tres puntos determlnan un trlangulo rectangulo cuyo dngulo recto se encuentra en
el vértice A. Los catetos seran los segmentos AB y AC y la hipotenusa el segmento BC.

AB = (3,2,1) T oy+4 z-2
b) 7: @:( 1,1,1) = m: 3 2 1 =0=
A0, —4,2) -1 1 1
mix—4y+52—-26=0
— BO = (—4,-1,0) = —(4,1,0)
S QU b > : =2+ A
c) Sear {PT:B(S,—Q,Z’)) = r 32;23 +

Seguimos los siguientes pasos:
@ Calculamos un plano 7' L r/A € #' = Uy = up:
midr+y+A=0=0—4+A=0= A=4=7" 142 +y+4=0

@ Calculamos el punto A’ de corte de r y 7'

14 4
4B34+4N)+ (2+ M) +4=0= A=—— = A’(—i,—é,?))

17 17 17
A+ A ( 5 48 ) ( 10 28 )
- =A A" =24 -A=2 —,3)—(0,—4,2 Al —=,—-=.,4
2 — TSI Uk g TANTA
Opcién B
r—2z=0
Problema 2.21.6 (2,5 puntos) Dadas la recta r : { vy z=4 y la recta s que pasa por

111
A (i’ T 5) y tiene direccién (—1,1,0), se pide:
a) (0,5 puntos) Estudiar la posicién relativa de ambas rectas.

b) (1 punto) Calcular la ecuacién de un plano que contiene a la recta r y a un vector perpendi-
cular a r y a s.

¢) (1 punto) Encontrar una perpendicular comin a r y a s.

Solucién:

r {1TT>=(1,071) —r z:;\
P.(0,2,0) =
1

u; = (—1,1,0)

s: = S y—l-i-)\

’ 111 4
PS—A( y T ) 4

474’2
1
y =
2
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4 42
1 -7 2
—_— 1
[PTPS,qT;,u_;]:Z 1 0 1|=-=2#0= 1y s se cruzan
-1 1 0

b) Sea w; L y wl = u; = uy x u

- = o
(O B
w=| 1 0 1]|=(-1,-1,1)
-1 1 0
w=(-1,-1,1) T y—2 =z
T 17 (1,0,1) = r=|-1 -1 1|=0=
P-(0,2,0) 1 0 1

T:—2r+2y+z2—-4=0=m:2-2y—2+4=0
c¢) La recta perpendicular a r y s la calculamos como interseccién de dos planos:

(-1,-1,1)
(1,0,1) = m=7n:x—2y—z+4=0
,2,0)

z?tz( 1,-1,1)
s 1

=(-1,1,0) x—1/4 y—1/4 z-1/2
T - — Ty : -1 -1 1 =0
111 -1 1 0
PS:A(fafaf)
’ 4’472
= m:204+2y+42—-3=0
1
=—==A
T3
Jr—-2y—2+4=0 ) 11
{2x+2y+4z—3:0 =t y=—5
z=2A

2.21.4. Extraordinaria
Opcién A

-2 1
Problema 2.21.7 (2,5 puntos) Dados el punto P(3,3,0) y la recta r = ToE_V_ 2t se

-1 1 0’

pide:
a) (0,75 puntos) Escribir la ecuacién del plano que contiene al punto P y a la recta r.
b) (1 punto) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

¢) (0,75 puntos) Hallar dos puntos A y B de r tales que el tridngulo ABP sea rectdngulo, tenga

area — y el angulo recto en A.

V2
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Solucion:

_)
f ur=(-1,1,0)
Tenemos 7 : { Pr( )07_1)
ur = (-1,1,0) r—3 y—3 =z
a) m:i{ PP=(1,31) = 7:| -1 1 0|=0=
P(3,3,0) 1 3 1

mirx+y—4z—6=0

b) Seguimos el siguiente procedimiento:

@ Calculamos un plano " L r/P € ":
U =1y = (—1,1,0) = 7' : —2+y+A=0
Per'= -3+3+A=0= \=0=7":—2+y=0

@ Calculamos el punto P’ de corte de 7’ con 7. Para ello pasamos la ecuacién de la recta
r a paramétricas y sustituimos en el plano.

r=2-—A
T Y=2A = —(2—-XN)+X=0= X =1.Y sustituyendo en r tenemos
z=—1
P,(lv 17 71)
, . ooy PP
@ Ahora tenemos que P’ es el punto medio entre P y su simétrico P": —5 = P =

P"=2P — P=(2,2,-2) — (3,3,0) = P"(-1,—1,-2)

P

¢) Como A y B estdn en la recta r podemos poner de forma general A(2 — A\, \,—1) y B(2 —
i, b, —1) y el vector AB = (A= p)(1,-1,0).

Tenemos que el vector ﬁ =(3,3,00— 2=\ -1)=(1+X3-)1)

Como el dngulo recto se encuentra en el vértice A tenemos que AB 1 ﬁ = (1,—-1,0)-(1
A3-AD)=0= 1+A-3+A=0=— A=1= A(1,1,-1), el vector AP = (2,2,1)
el vector AB = (1 —p)(1,-1,0).

El érea seria:

+
y
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- -}

3v2
Tl —M| =

-1

r—\ON‘\L

= = w11, -4)
3

1
25\1—M|V1 =
S = l-pl=1
7 11—

&« l—pu=1=— p=0= B(2,0,—-1)y A(1,1,-1).
&« 1 —p=-1= p=2= B(0,2,—1) y A(1,1,—1).
Opcién B

Problema 2.21.8 (2,5 puntos) Del paralelogramo ABCD, se conocen los vértices consecutivos
A(1,0,-1), B(2,1,0) y C(4,3,—2). Se pide

a) (1 punto) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC
y es perpendicular a los segmentos AC y BC'

b) (1 punto) Hallar las coordenadas del vértice D y el drea del paralelogramo resultante

C 7

) (0,5 puntos) Calcular el coseno del dngulo que forman los vectores AB v /@
Solucién:

a)M(22 )‘@

7 7%
Tenemos: ur—@xB? 3 3 -1 4(1,-1,0)
2 2 -2
uy = (1,-1,0) 3
r 5 3 3) —{ y="-2
PT‘: a' a0’ o 2
2'2 2
3
Z=—=
2
) D=A+AD = A+ﬁ (1,0,—1) + (2,2, —2) = (3,2, =3)
Tenemos AD = -2)y AB = (1,1,1)
e
i j k
S=|ABxAD|=|| 1 1 1 ||=]-4(1,-1,0]=4v2u
2 2 -2
c)
_[AB-AC| _3+3-1_5VET N
— o = 48°31'38
" |AB||AD|  VI9V3 5T
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2.22. Ano 2021

2.22.1. Modelo
Opcién A

Problema 2.22.1 (2,5 puntos) Se consideran los puntos A(3,1,2), B(0,3,4) y P(—1,1,0). Se
pide:

a) (0,75 puntos) Determinar las coordenadas de un punto @ sabiendo que los vectores 1@ y
P() son linealmente dependientes, tienen sentidos opuestos y tienen el mismo mddulo.

b) (1 punto) Determinar las coordenadas del punto de interseccién de la recta r que contiene a
Ay P,y delarecta s que contiene a B y al punto C'(2, -1, —2).

¢) (0,75 puntos) Calcular el coseno del dngulo formado por PA y PB.

Solucioén:

) AB = (=3,2,2) y PO = —AB = (3, -2,—2). Tenemos PQ = Q — P —s Q = P + P() —
(=1,1,0) + (3, -2, —2) = Q(2,-1,-2).

b) Tenemos:

— 342\
@ = AP = (~4,0,-2) = —2(2,0,1) frEsT
T P = A(3,1,2) = r:< y=1
T B z=24A

= _ — (9 A @) — 9 _ T=H
S:{us_ﬁ_(z 4,-60)=20,-2-3) _, ) 5 o

Ps:B(0a374) Z:4—3,u

r=3+2A=pu P
:>{ T = H(1,1,1)

y=1=3-2u B
z=2+A=4-3u p=1

¢) PA = (4,0,2) ‘ﬁ‘_mfﬁ (1,2, 4) ‘ﬁ‘—\ﬁyPAﬁ_4+0+8—12

_PA-PBE 12 6 6/105
cosa—‘P_AHﬁ‘—Q\/g\/ﬁ—m— 08

a = 54°9'32"
Opcién B
r+2z=1 z=-3+2A
Problema 2.22.2 (2,5 puntos) Dadas las rectas r : { Uz 7_2 , y=2-A , se pide:
- z=14+2X

a) (0,5 puntos) Hallar la distancia del origen a la recta s.

b) (0,5 puntos) Determinar la posicién relativa de r y s.
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)

(0,75 puntos) Escribir la ecuacién del plano que contiene a la recta r y al vector perpendicular
aryas.

d) (0,75 puntos) Escribir la ecuacién de una recta perpendicular comin a r y a s.
Solucién:
{era=t S {Z=(2-10
\y+z2=2 "y YT " P(1,2,0)
z=A
s ;:_34)12)\ — s {@_(2’ L1)
AR P,(—3,2,1)
——
a) OP;=(-3,2,1)y
T 7%
—
u,x OPy| =] 2 —1 1|]=](-3,-51)]=+35
-3 2 1
=
40, 5) us X OP; V35 V210
’ ] V6 6
—
b) P.Ps=(—4,0,1)
-4 01
[PTPS,qu,u_)S] =] -2 -1 1 |=4#0= ryssecruzanr}f s.
2 -1 1
- = o
i ik
C) m:lﬁxm: -2 -1 1 :(07434):4(07171)
2 -1 1
u = (0,1,1) r—1 y—2 z
T u_>T:(—2,—1,1) = M : 0 1 1 |=0=
PT( 7270) _2 —1 1
m:z—y+2+1=0
d) Como interseccién de dos planos. Uno de ellos serfa el calculado en el apartado anterior y el

otro seria:

w = (0,1,1) z+3 y—-2 z2-1
T up=(2,-1,1) = m:| 0 1 1 |=0=
P,(-3,2,1) 2 -1 1
meix+y—2+2=0

t_{x—y+z+1:0
"lz+y—24+2=0

2.22.2. Ordinaria

Opcion A

Problema 2.22.3 (2,5 puntos) Sean la recta r = {

—r—y+z=0

2% +3y—2+1=0 y el plano 7 = 2z 4y —

z + 3 = 0. Se pide:
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a) (0,75 puntos) Calcular el dngulo que forman r y 7.

b) (1 punto) Hallar el simétrico del punto de interseccién de la recta r y el plano 7 con respecto
al plano z —y = 0.

¢) (0,75 puntos) Determinar la proyeccién ortogonal de la recta r sobre el plano .

Solucioén:
%
77
a) o= -1 -1 1| =(-2,1,—-1) y un punto de la recta puede ser P.(—1,0,—1). El

2 3 -1
vector ortogonal al plano 7 es u; = (2,1, —1)

P | —4t+141 .
cos(90°—a)=sina=|ﬁ>| I et B T

[zl V6V6

b) Calculamos el punto de interseccién de r con 7, tenemos:

T.{m:(—z,l,—n . ;f;1_2/\
P,(-1,0,-1) 1o

Sustituyendo en 1 = 2(—=1—-2X\) 4+ A — (-1 —=A)+3 =0 = A = 1 y sustituyendo en
r= A(-3,1,-2)

Para calcular el simétro de A respecto del plano 7’ : —y + z = 0 seguimos el siguiente
procedimiento:

@ Calculamos una recta t L 7'/A € t:
N Tz =-3

_ _
t:{utiu”,(o’ 11 = r:¢ y=1-2X
Pt:A(_3711_2) 2=—24 )\

@ Calculamos el punto de corte A’ de ¢ con 7'

1=+ (24N =0= /\:%

27 2

@ Calculamos el punto de corte A” sabiendo que A’ es el punto medio entre A” y A:

1 1
Sustituyendo en t => A’ (—37 _Z _7>

A+AII

[
Y & 2

— A" =24 — A= (—6,—1,—1) — (=3,1,-2) = (=3,-2,1)

¢) Calculamos la recta proyeccién como interseccién de dos planos, uno de ellos es 7 : 22 + y —
z+4+3 =01y el otro " serd un plano perpendicular a 7 que contenga a 7:

=(2,1,-1) z+1 y z+1
'’ =(-2,1,-1) = «": 2 1 -1 |=0=7":y+2+1=0
P( 1,0,-1) 2 1 -1
r=—-1+A
J 2z2+y—2+3=0 ) 4
h'{y—l—z—i—l:O = h: j;/:_l A
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Opcién B
Problema 2.22.4 (2,5 puntos) Sean los planos my =c+y=1ym=z+2z=1.

a) (1,5 puntos) Halle los planos paralelos al plano 7 tales que su distancia al origen de coorde-
nadas sea 2.

b) (0,5 puntos) Halle la recta que pasa por el punto (0,2,0) y es perpendicular al plano .

¢) (0,5 puntos) Halle la distancia entre los puntos de interseccién del plano 71 con los ejes x e
Y.

Solucién:
a) Los planos paralelos a 71 tienen de ecuaciéon ' : 2z +y+ A =0

[0+ 0+ A

V2

Los planos serfan: 7} : z +y+2vV2 =0y nh:z24+y—2v/2=0

d(O, ") 2= [N =2V2= A =+2V2

— r=2A
. Uy = Umy = (1’071) . —
b)r'{Pr(O,Q,O) = 7 z;i

c) m:z+y=1coneje OX hacemos y=0y z2=0= z=1= A(1,0,0)
m :x+y=1coneje OY hacemos x =0y 2=0=— y=1= B(0,1,0)

d(A, B) = ’ﬁ‘ —(-1,1,0)| = V2 u

2.22.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 2.22.5 (2,5 puntos) Desde el punto P; = (1,1,—1) se ha trazado una recta, r, per-
pendicular a un plano, 7. El punto de interseccién del plano con la recta es P, = (0,0,0). Se
pide:

a) (1 punto) Hallar una ecuacién de la recta r.
b) (1 punto) Hallar una ecuacién del plano .

¢) (0,5 puntos) Hallar la distancia de P; al plano 7.

Solucién:
[ r=A\
UT-:P2 1:(1171) _
L] S _)\
a)r {PT_PQ_(,O,O " Z:_)\

_ il e

c) d(Py,m) 7 3u
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Opcién B

Problema 2.22.6 (2,5 puntos) En un laboratorio se lanza un rayo ldser desde el punto P(2,3, —5)
en la direccién del vector ¥ = (—1,-2,2), para que impacte en una placa metdlica plana de
ecuacion m = 3z — 2y — 2z = 1, con el fin de perforar un orificio.

a) (0,75 puntos) Calcule las coordenadas del punto de impacto.

b) (0,75 puntos) Si el dngulo entre el ldser y el plano es menor a 45°, el rayo serd reflejado y no
se realizard el orificio. Determine si ese es el caso.

¢) (1 punto) Para optimizar la velocidad de perforacién, se decide lanzar el rayo desde P en
direccion perpendicular a 7, y lanzar simultdneamente otro rayo, también perpendicular a
7, desde un punto situado al otro lado del plano y a la misma distancia de m que P. ;Dénde
habria que situar el origen del segundo rayo para que ambos impacten en el mismo punto del
plano?

Solucion:

a)

@ =7 = (-1,-2,2) g32-2
re — 7 y=3—2\
P, = P(2,3,-5) PR

Sustituyendo en el plano:

3(2-A) —2(3-2\) —2(=5+2\) =1=> A=3=> Py(—1,-3,1)

. a7 - m| _ [(=1,-2,2) - (3,2, ~2)|
b) cos(90° — o) = sina = = -
[ar] - Juz]

V9 - VIT
|—3+4—4] V17

3V17 17 = a = 14°2'11” = no se realiza la perforacién.

¢) Hay que calcular el punto simétrico de P respecto de

@ (Calculamos una recta t 1« tal que P € ¢t

W= = (3,-2,-2) T =243
t: — P(2,3,-5) = t:{ y=3-2\
" > z=—-5-—2\

@ Calculamos el punto P’ de corte de ¢ con 7

3(2430) — 2(3—20) — 25— 2\) =1 = A= — > —

17
7 69 67
P/ (7 17 _7)
17717 17

@ El punto P’ calculado en apartado anterior sera el punto medio entre el buscado P” y

I dadlg P:P” 14 138 134 20 87 49
+

Pl: PIIZZP/_P: (7 _ ) _ 2 3 _5 — (_7 s _7)
2 177177 17 (2,3,-5) 17717 17
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2.22.4. Extrordinaria

Opcién A

z—2
2

Problema 2.22.7 (2,5 puntos) Dado el punto A(1,0,—1),larectar=a2—-1=y+1=

el plano 7 = x +y — z = 6, se pide:

y

a) (0,75 puntos) Hallar el dngulo que forman el plano 7 y el plano perpendicular a la recta r
que pasa por el punto A.

b) (0,75 puntos) Determinar la distancia entre la recta r y el plano .

¢) (1 punto) Calcular una ecuacién de la recta que pasa por A, forma un dngulo recto con la
recta r y no corta al plano .

Solucion:

%
. ur:(17172) — _ _
T { Po(1,-1,2) ur = (1,1,-1)

a) El plano n’ L r = uy =up = (1,1,2) = 7' : 2+ y+ 22+ A = 0 imponiendo A4 € 7/ =
1+40-2+A=0= A=1l= 7 :2+y+22+1=0
Wl ]-»]-7_1 ) 171a2 o
cosazlu Y |:‘( ) )|: 0 =0=a=90
|ur| - |uml V3.6 3v2
b) Para que este apartado tenga sentido r y 7 tienen que ser paralelos. En efecto, U =
(1,1,2)-(1,1,-1)=1+1-2=0.
Por el apartado anterior ya sabfamos que r || 7.

Elegimos un punto B(1,—1,2) € r y calculamos la distancia de B a =
1-1-2-6] 8

al(B,71’)=|\/g \/528\3/511

c) La recta s que buscamos es perperl_(>hcular a r y paralela a 7 por lo que u L up y u L
-

]
U= w=u xty=1 1 2 |=
1 1 -1
(737370) = 3(717 170)
s {17;:(_1’170) = S x—}\_A
Ps:A<1a07_1> 2= —1
Opcién B
Problema 2.22.8 (2,5 puntos) Dadas las rectas
_z—=2 _ y+1 _ =z+4 :{x+z:2
"ETTT T T T3 T —mry—22=1

a) (1,5 puntos) Escriba una ecuacién de la recta perpendicular comin a r y a s.

b) (1 punto) Calcule la distancia entre 7 y s.
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Solucion:

_ (1,1,-3) B - . { = (—1,0,1)
r.{P(2 C1, ) AN+22=5 = s: P.(2,5,0)
e
i j k
a) w = X up=| 1 1 =3 | =(1,2,1) Calculamos la recta ¢ como interseccién de dos
-1 0 1
planos
w = (1,2,1) -2 y+1 2+4
] = (1L -3) = m=| 1 2 1 |=0=
P.(2,-1,-4) 1 1 -3
mTr—4y+2—14=0
w = (1,2,1) x—2 y—5 =z
T uh=(—1,0,1) = my: 1 2 1 |=0=
P,(2,5,0) 10 1

myir—y+2+3=0

t.{7x74y+2714:0
N a—y+243=0

b) PP, = (2,5,0) - (2,~1,~4) = (0,6,4)
R 0 6 4
PP @][ =1 1 1 =3 [|=]16] =16
-1 0 1

2.23. Ano 2022

2.23.1. Modelo
Opcion A

Problema 2.23.1 (2,5 puntos) Una sonda planetaria se lanza desde el punto P(1,0,2) y sigue
una trayectoria rectilinea que pasa por el punto Q(3,1,0) antes de impactar en una zona plana de
la superficie del planeta, que tiene por ecuacion m = 2z — y + 2z + 5 = 0. Se pide:

a) (1,5 puntos) Calcular las coordenadas del punto de impacto y el coseno del dngulo entre la
trayectoria de la sonda y el vector normal al plano 7.

b) (1 punto) Sabiendo que la alarma de proximidad se dispara antes de llegar a la superficie
cuando la distancia al planeta es 1, determinar en qué punto estara la sonda al sonar la
alarma.

Solucion:
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a) Tenemos:

=142\
.{mzzﬁ:(z,l,—m T
r: = r:{ y=2A
Pr:P(laO’Q) z2=92—2\

El punto de impacto es el punto de corte de r con =:

21420 = A +2(2-20)+5=0= A=11

Sustituyendo en r tenemos el punto H (23,11, —20)

Si a es el dngulo que forma u, = (2,—1,2) con u; = (2,1, —2)
@ w) d-1-4] 1

Cosx = = = -
[ iz7] VOVe 9

b) Un punto genérico de la trayectoria serfa A(1+ 2A, A, 2 — 2X) y serfa d(4,7) = 1:
dA ) = 20420 —A+22-20 45 _ - _ 11— A =3
NG 3
{ 11-A=3=> \=8=— A(17,8,—14)

11— A=—3=> \=14 = A5(29,14, —26)
separados por el plano 7 y pertenecen a la recta. Observamos la segunda coordenada en la que
y = Ay tenemos P(1,0,2), continda con (Q(3,1,0), continta con A;(17,8,—14) e impacta
en H(23,11,—-20). Luego el punto A2(29,14, —26) vendria después del impacto y no seria
valido.

Lo légico es que los puntos calculados estén

Opcién B
Problema 2.23.2 (2,5 puntos) Dados los planos 11 =2 —2y+ 32 =6y m=3x—2=2yel
punto A(1,7,1), se pide:

a) (0,5 puntos) Comprobar que 71 y 72 son perpendiculares.

b) (1 punto) Calcular el volumen de un cubo que tenga una cara en el plano 7, otra cara en el
plano 7y, y un vértice en el punto A.

¢) (1 punto) Calcular el punto simétrico de A respecto de ;.

Solucion:

a) Los vectores normales a los planos tienen que ser perpendiculares ty; L Ur, <= Ug, - Ugy =

(1,-2,3)(3,0,-1) =34+0—-3=0

b) Analizamos:
Observamos que el punto A € my luego el lado del cubo es la
distancia de A a mq:

d(Aﬂ)_|1—14+3—6|_ 16
YT T T4 9 0 V14
16)3_1024\/ﬁ

Via/ 49

¢) Seguimos el siguiente procedimiento:

~ 78,193 u?

El volumen del cubo es (
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@ Calculamos una recta t L m tal que A € t:

— _ z=1+2A
R e e R
t — s by Z:1+3)\

@ Calculamos el punto de corte A’ de ¢ con 7:

(14A) = 2(7T—2)\) +3(1 +3)\) = 6 — Azg A,

T T

15 33 31 ‘,,
Sustituyendo en ¢: A’ ( ) :

@& A’ es el punto medio entre A y el punto que buscamos A”:

At A" (30 66 62) (23 17 55>
SN e A oA A= (200 gy (2222
2 = T )=\

2.23.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 2.23.3 (2,5 puntos) Con un dispositivo laser situado en el punto P(1,1,1) se ha
podido seguir la trayectoria de una particula que se desplaza sobre la recta de ecuaciones r =

rz—2z=-90

{ 2¢ —y =10

a) (0,5 puntos) Calcule un vector director de r y la posicién de la particula cuando su trayectoria

incide con el plano z = 0.

b) (1,25 puntos) Calcule la posicién mas préxima de la particula al dispositivo laser.

¢) (0,75 puntos) Determine el dngulo entre el plano de ecuacién x + y = 2 y la recta r.

A

Solucién:
T=A —
2 —y =10 u = (1,2,1)
T = ( y=-10+2X :>{ N
x—z=-90 L= 904+ A P.(0,—10,90)
ur=(1,2,1)

a)

b)

Siz=0= 90+A=0= A= —-90 = H(-90,—-190,0)

Calculamos un plano m que contenga a P y sea perpendicular r, el punto buscado sera la

interseccion de 7 con r.
u.;:u_ﬁ:(1,2,1)=>7r:x+2y+z+a:0,comoP€7T:> 142+14+a=0= a=
A= rm:x4+2y+2—4=0

Sustituyendo la recta en el plano tenemos:

A+2(=104+2\)+(90+ ) —4=0= A= —11

z=-—11
Sustituyendo en la recta: ¢ y=-32 — R(-—11,-32,79)
z="19
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¢) Sustituimos r en el plano 7’ : x +y = 2:
A+ (10420 +0(90+ ) =2= A =4

Luego el plano 7’ y la recta r se cortan.
Tenemos u; = (1,2,1) y u/. = (1,1,0)

_>
lur - ul] 3 3 V3
2

cos(90° — a) = sina = T = = = — = a=60°
@) VBV2 2V
Opcién B
r=1+A
Problema 2.23.4 (2,5 puntos) Seanel planow = x+y+z =1,larectar; =¢ y=1-X JAeR
z=—1

y el punto P(0,1,0).

a) (0,5 puntos) Verifique que la recta 1 esté contenida en el plano 7 y que el punto P pertenece
al mismo plano.

b) (0,75 puntos) Halle una ecuacién de la recta contenida en el plano m que pase por P y sea
perpendicular a ;.

¢) (1,25 puntos) Calcule una ecuacién de la recta, ro, que pase por P y sea paralela a 1. Halle
el area de un cuadrado que tenga dos de sus lados sobre las rectas r1 y 3.

Solucion:
=14+ A —
ur = (1,—1,0
s y=1—2X :>7’1:{ ﬁ (1(1_1)) yu—gz(l,l,l)
Z:_l T1 b}

a) Sustituyendo r; en el plano 7:
(I1+XM)+(1-AN)—-1=1== 1=1= r; y el plano = tienen infinitos puntos comunes, por
lo que ry C 7.
Ahora sustituimos P en T
0+1+0=0= Pem.

b) Calculamos un plano 7’ L ry tal que P € 7'
7 :rx—y+A=0sustituyyendo P= 0-14+A=0= A=1= 7' :2-y+1=0.
La recta que buscamos es la interseccién de m y 7':

.{x—l—y—i—z:l

r—y+1=0
) {U’—T”z):m:(L*l,O) — . xif?)\
= X P,, = P(0,1,0) 2 Z;o
Calculamos la distancia entre r1 y ro:
*._) H
PP, ” 3
d(r1,79) = d(Pry, 1) = d(P,1y) = L X Uril V3,

U, | 2
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PP, =(1,1,-1) - (0,1,0) = (1,0, —1)

e
i J k

PP, x@ll=1| 1 0 —-1|I=]-(1L11)=V3
1 -1 0

Luego el area del cuadrado sera:

2.23.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

x
Problema 2.23.5 (2,5 puntos) Sealarectar =< y=X , A€ Ry el punto P(1,1,0).
z

©>/>/

a) (1 punto) Halle los puntos pertenecientes a la recta r que distan de P una unidad.

b) (1,5 puntos) Halle unas ecuaciones de las rectas que pasan por P, son perpendiculares a 7y

. ™ .
forman un angulo 3 radianes con la normal al plano z = 0.

Solucion:
Y (@=L
" Z;O " Pr:O(anaO)

a) Un punto de r es Q(A, A,0) y tenemos:

:’1@‘=|(A—1,/\—1,0)|=|A—1|\/§=1=>

2
|/\—1|:g:>
2 2 2
A-1= g — A= %ﬁ ~1,7071 = Q.(1,7071;1,7071;0)
2 2—-+2
A-1= ,g — A= 2*[ ~0,2029 = Q(0,2929; 0,2929; 0)
b) Sea uj = (a,b,¢) Lr= uj -up=0= a+b=0=—= b= —a
Sim:z=0= u, =(1,0,0) y tenemos:
cos 60° L _ |y - c =
S = - = =
1 2 |ullul  VaZ+bi+el
- = o — V22 4+ =20 = 20+ =4d® = 2 =2 = ¢ =
2 a? 4 (—a)? + ¢
+av/2
Luego uj = (a, —a, +aVv2) = a(1, -1, £V2) =
r=1+2A
. :(17_1 \/>> —1—
b P110 = y=izA
t( a) Z:\/i)\
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O bien
PN HRCI ab

Pt(l,l,O) 2:7\@)\

Opcién B
Problema 2.23.6 (2,5 puntos)
a) (0,5 puntos) Calcule el dngulo formado por los vectores @ = (0,0,1) y ¥ = (0,1, V/3).

b) (1 punto) Sea O el origen de coordenadas, y los puntos A(2,0,0), B(0,3,0) y C(Oﬂj@
Calcule el volumen del paralelepipedo determinado por las tres aristas concurrentes OA, OB
y OC.

¢) (1 punto) Calcule una ecuacién de la recta perpendicular comtn a las rectas r y s, siendo r
la recta que pasa por O y por C'y s la recta de ecuaciones y —3 =0, z = 0.

Solucién:
a) cosa = 77 0+0+\f \[ a=—-=230°
@ v 1.2 2
b) O4 = (2,0,0), OB = (0,3,0) y OC = (0,2,2/3)
2 0 0
HOAO?O?)_\O 30 ||=12v3 48
0 2 2v3
=0
, mzo?z( 1,V3) y
c) r: P. = 0(0,0.0 = 7r:{ y=2A
r (a Z—\f}\
[y-3=0 _ {17;:(1,0,0)
5'{2:0 ‘Z_S = 5 Py(0,3,0)
Obtenemos la recta ¢ L r, s como intersecciéon de dos planos. Primero obtenemos
S
i J k
1 0 0
u_>t:(07\/§7_1) € Y z
mid w=20,1,v3) = m:|0 V3 —l|=4dr=0=
P,(0,0,0) 0 1 V3
m:x=0
u_>t:(07\/§a_1) x y_3 Z
T2 < u = (1,0,0) — m:0 V3 -1=-y-V3+3=0=
P9(7370) 1 0 0
771:y+\/§z—320
z=0 z=0
t:{ N = t: =3—-V3\
y+\/§z—3: z:)\ V3



2.23.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 2.23.7 (2,5 puntos) Sean el plano 7 = z = z y los puntos A(0,—1,0) y B(0,1,0)
pertenecientes al plano 7.

a) (1,25 puntos) Silos puntos Ay B son vértices contiguos del cuadrado con vértices {4, B,C, D}
que se encuentra en el plano 7, encuentre los posibles puntos C'y D.

b) (1,25 puntos) Silos puntos A y B son vértices opuestos de un cuadrado con vértices {4, B,C, D}
que se encuentra en el plano 7, encuentre los puntos C' y D.

Solucion:

Apartado a) Apartado b)

D c D B(0,1,0)

A(0,-1,0) B(0,1,0) A(0,-1,0) c

a) Tenemos E =(0,2,0) y |ﬁ| =2
SiCenr= Cla,b,a)
BC = (a,b,a) — (0,1,0) = (a,b— 1,a)
ELB?:> E-B?:Oz
(0,2,0) - (a,b—1,a)=2(b—1)=0=b=1
Luego C(a,1,a) y BC = (a,0,a)
|AB| = [BC| = V2a2 =2 = a=+V2

e Sia=+2= O(/2,1,v2)y BC = (v2,0,v2)
D=A+AD=A+BC =
(0,—1,0) + (v/2,0,v2) = (v/2,-1,V/2)

w Sia= V2= C(-vV2,1,—V2) y BC = (—V2,0,—/2)
D:A+E:A+B =
(07_1a0) + (_\/5,0, _\/i) = (_\@a_lv _\/i)

) |ﬁ|:2:> 4=222 = =12 2:\3_(,>“'|:|1@|

SiCer= C(a,b,a) = — BC = (a,b— 1a)y@:(a,b+1,a)
|B?|—\/2a2 (b—1)2=v2= 222+ (b—1)2 =2
IAC| = /202 + (b + 1)2 = V2 = 242 + (b+1)2 =2

Luego (b—1)? — b+1)2—O:> —4b=0= b=0= C(a,0,a)

TenemosB?— Lm (a,1,0) =
BC - AC = (a,—1,a) - (a,1,a) = 2a* —1:0za:ig
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V2 V2 V2

- Sla:7$0

277 2
s V2 V2 V2 V2
CA=(0,—-1,0) — <270,2> = (—27—1,—2
DB+@B+CT>4(0,1,0)+(\@,1,‘/§)(ﬁ,o,ﬂ)
2 2 2 2
. V2 V2 V2
- S A _ve
@« Sia 5 = C 50—
—— V2 V2 V2 V2
A=(0,-1,00—(—,0,— ) =| —, -1, =
C (07 ,0) ( 2707 ) (2’ ) 2)
D:B+§B:B+52=mmm+<¢ 1£> (é%&fﬁ
Opcién B
Problema 2.23.8 (2,5 puntos) Sean las rectas
rT=2-2t
_ ) z+y+2=0 _ N
r:{y—2z+1:0 , S= g;;{)qLQt teR

a) (1,5 puntos) Estudie la posicién relativa de las rectas dadas y calcule la distancia entre ellas.
b) (0,5 puntos) Determine una ecuacién del plano 7 que contiene a las rectas r y s.

¢) (0,5 puntos) Sean P y @ los puntos de las rectas r y s, respectivamente, que estdn contenidos
en el plano de ecuacién z = 0. Calcular una ecuacién de la recta que pasa por los puntos P

y Q.

Solucién:
r=-—1-—2\ —

g:—|—y—|—2—0 . _ ,{Ur:(—27271)

r= y 9 +1—=0 = r:K y=—142\ = r: Po(—1,-1,0)
z=A
us = (—2,2,1)

y—5+2t = r: { P.(2,5.0)

z—t
yP,n s = (3,6,0)

3 6 0 — N
— PP, = (3,6,0) up = (-2,2,1)
a) |P.Ps,ur,us| = -2 2 1 :0,Rango< ns N )—2yRango(_> =
[ ] _9 9 1 up = (—2,2,1) us =(-2,2,1)
1 = r y s son paralelas.
77 F
s
PExuwl=|| 3 6 0]=[32-16)=3vil
-2 2 1
PPy x 3| 3yai
d(r,s) =d(Py,s) = B { =41



P, 52(37670) z+1 y+1 z
b) m:9 ur=(-2,21) == 3 6 0|=0=
P,(-1,-1,0) -2 2 1

m:6r—3y+182+3=0=—=7:20 —y+62+1=0

¢) Sea P corte de r con z = 0= P(—1,—1,0)
Sea @ corte de s con z =0 = (2,5,0)
i = PQ = 3(1,2,0) -
: P = h: =—-14+2\X XeR
{ Py = P(~1,-1,0) P ©

2.23.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 2.23.9 (2,5 puntos) Un tetraedro tiene por vértices los puntos O(0,0,0), A(1,0,0),
B(0,2,0) y C(0,0,3).

a) (0,75 puntos) Calcule el drea de la cara dada por el tridngulo de vértices A, By C.
b) (0,75 puntos) Calcule el volumen del tetraedro.

¢) (1 punto) Calcule una ecuacién del plano 7 que pasa por los puntos A, B y C. Determine el
punto simétrico respecto de 7 del punto O.

Solucion:

a) AB = (~1,2,0) y AC = (~1,0,3)

El érea del tridngulo es:

77 0%
1
‘ﬁx@’ff 1 2 0 ||=21(6,3,2)] = - =3,5u?
2
1 0 3
b) OA = (1,0,0), OB = (0,2,0) y OC = (0,0,3)
El volumen del tetraedro es:
100
1 1
VT:fHO—,>4,(ﬁ7O?H:f 02 0/|=-6=1d
6 6
00 3
AB = (~1,2,0) t—1 y 2z
c) m: R:(—I,O,Z’)) = 7r:| -1 2 0|=0=
A(1,0,0) -1 03

m:6rx+3y+22-6=0
Buscamos el punto simétrico:
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@ Calculamos una recta r L 7 tal que O € r

T = 6t

{ = (6,3,2)
- = r:¢ y=3t
P_O(”O) 2 =2t

@ (Calculamos el punto O’ corte de 7 con T:
6
m:6(6t) +3(3t)+2(2t) —6=0—= t=—

36 18 12 49
/ — JE— —
Luego O (49’ 19’ 49)
@ Calculamos O” sabiendo que O’ es el punto medio entre O y O”:
O+ 0" (72 36 24)
O = — 0"'=20'—0= (2 2 =
2 49749’ 49

Opcién B
Problema 2.23.10 (2,5 puntos) Se consideran la recta r y los planos 71, ma, de ecuaciones

rT=2-X
r= y=2A ,AeR m=y+z=-1, m=2r—y+z=-3
z2=2+A

Sea s la recta determinada por la interseccién de los planos my y ma.
a) (0,5 puntos) Halle el d4ngulo que forman los planos 71 y ma.
b) (1,5 puntos) Determine la posicién relativa de las rectas r y s.

¢) (0,5 puntos) Encuentre una ecuacién del plano perpendicular a s que corta a la recta r en el
punto con segunda coordenada nula.

Solucién:
r=2-—A\ m:(_l,ll)
r: oy=2\ = r: P.(2,0,2)
z2=2+A b A
r=-2—1 —

. y+z=-1 . 1 .{Us:(*laflvl)
8'{2x—y+z:—3 = s5: ZZ/:tl t = s: | —1,0)
y PP = (4,1,2)

También tenemos i, = (0,1,1) y urp = (2,—1,1)
a) cosa—'um tz,| ‘0_1+1|—O:> a="C
| ltmy| V2V 2
4 1 2
b) [PSPT,qTT),EZ]: -1 2 1 |=18# 0= ry s se cruzan.
-1 -1 1

¢) La ecuacién de un plano 7 perpedicular a s tiene por vector normal Uy =y = (-1,-1,1) =
m:—r—y+z+a=0
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El corte de este plano con la recta r tiene segunda coordenada nula 2\ =0 = A =0 =
P = P,(2,0,2) sustituyendo en el plano 7

—2-04+24a=0=a=0=m:—2—-y+2=0

m:x+y—z=0

2.24. Ano 2023

2.24.1. Modelo
Opcién A

Problema 2.24.1 (2,5 puntos) Un depdsito en forma de paralelepipedo, de base cuadrada ABCD,
apoya completamente su base sobre una rampa en un local, quedando una arista superior pegada
al techo. Se considera un sistema de ejes, con los semiejes positivos en un rincén del local. La arista
inferior paralela a la que se apoya en el techo y no en su misma cara, tiene vértices de coordenadas
A(1,1,1) y B(1,3,1). La ecuacién del plano que contiene a la rampa es 4o — 3z = 1 y el vértice
sobre el punto A es A’(1,1,6). Se pide:

a) (0,5 puntos) Calcular una ecuacién del plano que contiene a las aristas AB y AA’.
b) (1 punto) Calcular los otros dos vértices, C'y D, de la base.
¢) (1 punto) Calcular el volumen del depdsito.

Solucién:

a) Calculamos el plano 7’

AB = (0,2,0) g=1 y—-1 z—1
' ﬂ:(07075) = 7':| 0 2 0 |=
A(1,1,1) 0 0 5

10(z—1)=0= 7 :2-1=0

b) Como la base es un cuadrado |zﬁ| = |1ﬁ| =v0+4+0=2

ELEy@iﬁ?zﬁﬂu—;xﬁconmédulol

i 7 k
Uy X z@ =4 0 -—3|=(6,0,8), como tiene que tener médulo 2 quedaria
0 2 0

2 6 8
AD=——2(6,0,8) = (7,0,7)
\/62+0+82( ) 5 5

LuegoD:A—l-E:(l,l,l)-F<g,0,§>:(%aL?)
11
C=B+BC=B+AD=(1,3,1)+ 9,0,§):<—,3,—3)
55 5%

0 0 5

—

@V:HAA’,@,@”:| 0 2 0|l=|-12=124

6/5 0 8/5
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Opcién B
Problema 2.24.2 (2,5 puntos) Se consideran las siguientes rectas:

» 7, la recta que pasa por el punto P(1,1,2) y tiene como vector director U= (0,1,2);

r+y—4=0

= s, la recta de ecuaciones s = { 224920 ;

= ¢, la recta paralela a s que contiene al punto P.
a) (0,75 puntos) Estudie la posicién relativa de r y s.
b) (0,75 puntos) Calcule el dngulo que forman las rectas r y t.
¢) (1 punto) Calcule la proyeccién ortogonal del punto P sobre la recta s.
Solucién:

a) Tenemos:

— z=1
r:{ur—ﬁ—(0,1,2) = r:¢ y=1+2A
P, =P(1,1,2) L — 249\

=\
1 T =2\
— _ _ — _
=1 :W{us(l, Ly =522 ) T,
Ps(07471) Z:1+)\

P.P;=(0,4,1) — (1,1,2) = (—-1,3,-1)
-1 3 -1
[P,«PS,QTZ,LT;] =10 1 2| =9#0= ry s se cruzan.
2 =2 1

b) Tenemos u, = (0,1,2) y u = us = (2,—2,1)

cosa = |77r>173>| _ ‘(07172)'(2’_271” _ 0
jar] - [ V5 -9 3v5

rlt

—0— a=g=9o°

¢) Primero calculamos un plano 7 L s que contenga P(1,1,2):
Uy =y =(2,-2,1) = 7:20—2y+ 2+ A =0 sustituyendo Pen m => 2—2+24+ X =
0= A=—"2=—=7m1:220—2y+2—-2=0

La proyeccién de P sobre s serd el punto P’ de corte de 7 con s:
220) =24 -2+ (1+X) —2=0= A=1= P'(2,2,2)
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2.24.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 2.24.3 (2,5 puntos) Sean los puntos A(1,—2,3), B(0,2,—1) y C(2,1,0). Se pide:

a)

(1,25 puntos) Comprobar que forman un tridngulo 7"y hallar una ecuacién del plano que los
contiene.

b) (0,75 puntos) Calcular el corte de la recta que pasa por los puntos A y B con el plano z = 1.
¢) (0,5 puntos) Calcular el perimetro de tridngulo 7'
Solucién:
a) Tenemos AB = (—1,4,-4), AC = (1,3,-3) y BC = (2,-1,1)
Para que formen un tridngulo los vectores zﬁ y AC' tienen que ser proporcionales /@ =
kp@ = (—1,4,—4) = k(1,3,-3) y Pk € R que verifique esa igualdad, luego los tres puntos
no estan alineados y, por tanto, forman un triangulo.
AB = (~1,4,-4) z—1 y+2 2-3
El plano serfa: = : /ﬁ =(1,3,-3) = m:| —1 4 —4 | =0=
A(1,-2,3) 1 3 -3
Tiy+2z2—1=0
b)r:{lg_z?iggl’ll’ll) = r:{ y=-2+4\
r=A(l,-2,3) z2=3—4)\
Sustituyendo en z = 1 tenemos:
1
(I=X)-0+(-24+4N)-0+B—-4N)=1= A= 3 sustituyendo en r el punto de corte es:
1
P(501)
5 0
c) ‘E‘ =33, ‘@’ =v19y ’B?" =6
El perimetro serd: v/33 +v19 4+ v6 = 12,55 u
Opcién B

Problema 2.24.4 (2,5 puntos) Dada la recta r = ——

-1 1
z :%:%,elplanowzx—z:?y

2

el punto A(1,1,1), se pide:

a)
b)

(0,75 puntos) Estudiar la posicién relativa de r y 7 y calcular su interseccidn, si existe.

(0,75 puntos) Calcular la proyeccién ortogonal del punto A sobre el plano 7.

¢) (1 punto) Calcular el punto simétrico del punto A respecto a la recta r.

Solucion:
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Sl i M
P (1,0,-1) z=—1-2\

Sustituyendo en 7 tenemos:
(I1+20)40-A—(-1-2)=2= A=0

Sustituyendo en r:
P(1,0,-1)

b) Seguimos los siguientes pasos:

@ Calculamos t 1 7 tal que A € t:

t_{u—g:@:@,o,—l) Z. .. ;fiJr)\
P =A(1,1,1) 1

@ Calculamos A’ interseccién de t con 7. Serd la proyeccién de A sobre 7. Sustituyendo ¢
en 7 tenemos:

14+ +0-(1-XN=2= Ar=1
Sustituyendo en ¢ tenemos: A’(2,1,0)
¢) Seguimos los siguientes pasos:

@ Calculamos ' L 7 tal que A € ', up = u, = (2,1, -2):
7' 12z +y—2z+ X =0, sustituyendo A tenemos 1 + A =0 = X\ = -1 = 7’ :
204+y—22—1=0

@ Calculamos el punto de corte P’ de r con 7’:

1
20+20)+ A —-2(-1-2))-1=0= )\:_g
Sustituyendo en r tenemos P’ (1 —1 —1)
Y 373 3

A+ P" 2 2 2 1 5 5
- :P’:>P”:2P/7A:<f -Z ”)f111 :(,,,”7”)
‘ 2 37 33 3 (7 ?) 3 3 3

2.24.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Opcién B
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Capitulo 3
Analisis

3.1. Ano 2000

3.1.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.1.1 (3 puntos) Sea

a) (1 punto) ;Hay algtn valor de k para el cual f(x) sea continua en x = 07
b) (1 punto) ;Hay algin valor de k para el cual f(x) sea derivable en x = 07
¢) (1 punto) Determinar sus asintotas.

Solucién:

a)

I (sinx +2) ~ lim sinx + 2x _ {9} ~ lim cosx + 2 _3

2——0 T z—0 T 0

Para que f sea continua en zr =0=— k=3

b) Para que f sea derivable en 2z = 0 primero debe de ser continua, luego k = 3. Ahora se
estudia si es derivable con este valor:

) =t TOER O EEA2-3  sinh—h
J0) = Jim h = h = m —5—=
0 , cosh—1 0 ., —sinh
— = 1llm —— = |=| = lim =0
0 h—s0 2h 0 h—0 2

En conclusion, para que una funcién sea derivable antes tiene que ser continua y por tanto
k =3.Y en este caso también se cumple f'(07) = f(07) y es derivable.
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(0,3)

y=2

(0,0)

c¢) Asintotas:

@ Verticales no hay, la uinica posible seria en = 0 y en ese punto hay una discontinuidad
evitable si k # 3 y continua si k = 3.
@ Horizontales

x
@ (Oblicuas no hay por haber horizontales

Opciéon B

Problema 3.1.2 (2 puntos) De una funcién derivable f(z) se conoce que pasa por el punto
A(—1,—4) y que su derivada es

2—x si <1
f(z) = 1
T

si x>1

a) Hallar la expresion de f(x).

b) Obtener la ecuacién de la recta tangente a f(z) en x = 2.

Solucién:
a)
2
2r — % +a si <1
(z) =
Injz|+b si z>1
Como f(-1)=—-4= a= —5 Si f es derivable en x =1 = f es continua en x = 1 =
b = 0. Luego:
2
3
2r — % -3 si z<1
flz) =
Inz si z>1
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b) Siz=2= f(2)=In2 = (2,In2).

1
Tenemos m = f’(2) = 3 y, por tanto, la recta tangente es:

1
y71n2:§(x72)

Problema 3.1.3 (2 puntos) Se consideran las curvas y = 22 e y = a donde a es un nimero real
comprendido entre 0 y 1 (0 < a < 1). Ambas curvas se cortan en un punto (zg,yo) con abcisa
positiva. Hallar a sabiendo que el area encerrada entre ambas curvas desde x = 0 hasta z = zg es
igual a la encerrada entre ellas desde x = x(y hasta z = 1.

Solucioén:

(0.577;0,333)

o, 0)

Calculamos la abscisa del punto de corte de ambas graficas en funcién del pardmetro a:
P?=a= r=+Va

Elegimos la solucién positiva porque asi nos lo indica el enunciado del problema. Tenemos, por
tanto, que cuando x = y/a ambas curvas se cortan (zo,y0) = (va,a) y la posicién de las curvas
cambia, de manera que, la que estaba por encima pasara a estar debajo. Es decir,

/O\/a(a — 2% dx = /\;@2 —a)dr =

3.1.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.1.4 (3 puntos) Sea f(x) = ax® + bx? + cx + d un polinomio que cumple f(1) = 0,
f/(0) = 2, y tiene dos extremos relativos para xz =1y z = 2.
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a) (2 puntos) Determinar a, b, ¢y d.
b) (1 punto) {Son méximos o minimos los extremos relativos?

Solucion:

a)
f(z) =az® + b2 + cx +d, f'(z) = 3az’ + 2bz +c

f)=0= a+b+c+d=0 a=1/3

ff1)=0= 3a+2b+c=0 _. ) b=-3/2

F(2)=0= 12a+4b+c=0 c=2

f0)=2= c=2 d=-5/6
La funcién sera: 1 3 5

b) Calculamos la segunda derivada

1 s .

e o 1"(1) = -3 < 0 = Méximo
Jlla)=2w-3= { £7(2) =1 > 0 = Minimo
Opciéon B
Problema 3.1.5 (2 puntos) Sean las funciones:

fl@)=a%y g(a)=2®

Determinar el area encerrada por las graficas de ambas funciones y la recta x = 2.

Solucion:

(0,0)

Buscamos los puntos de corte de ambas funciones

== 2’2 =0= 2*z-1)=0= =0, v=1

Los intervalos de integracién serdn [0,1] y [1,2]. Calculamos la primitiva de f(z) — g(z):

F(w)Z/(f(:v)—g(w))dw=/(x2_$3)dx:f_24



Problema 3.1.6 (2 puntos)

a) (1 punto) Si es posible, dibujar de forma clara la grafica de una funcién continua en el
intervalo [0, 4] que tenga al menos un maximo relativo en el punto (2,3) y un minimo relativo
en el punto (3,4).

b) (1 punto) Si la funcién fuera polindmica, jcuél ha de ser como minimo su grado?
Solucién:

a) El dibujo seria el siguiente:

b) La funcién tiene al menos cuatro extremos, luego el grado del polinomio tiene que ser cinco
como minimo. Si fuese cuatro, la primera derivada tendria como mucho tres soluciones al
igualar a cero.

3.1.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.1.7 (2 puntos) Sea la funcién f(z) = 2z + sin 2z
a) (1 punto) Determinar si tiene asintotas de algun tipo.
b) (1 punto) Estudiar su monotonia y la existencia de extremos relativos.
Solucién:
a) Asintotas:

= Verticales y Horizontales no hay claramente.

= Oblicuas: y = mz +n

2 sin 2
m= lim 1&gy 22Asin2e
r—00 I T—>00 T
n= lim (2z+sin2zx —2z) = lim (sin2z) No existe
Tr—>00 Tr—>00

Luego tampoco hay asintotas oblicuas.
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b) f'(z) =2+2cos22=0= 1z = T 4 kr Para cualquier & que escojamos f’(z) > 0, excepto

en los puntos que la anulan, luego la funcién es siempre creciente y no hay ni méaximos ni
minimos. Veamos los puntos de inflexion:

f-//(gj) = 4sin2r=0— x = g Ty

" (x) = —8cos2x = f"'(r/2)=8+#0

T
Luego los puntos x = 5 + km son puntos de inflexion.

Problema 3.1.8 (2 puntos) Dados tres nimeros reales cualesquiera r1, ro y 73, hallar el ndmero
real z que minimiza la funcién

D(z) = (ry —x)? + (rg — 2)* + (r3 — x)?
Solucion:

T1+T2+T3

D'(z)=-2(r1 —x)—2(ra —z) —2(rs —x) = —2(r1 +ro+ 13— 32) =0 = x = 3

x es la media aritmética de los tres ndmeros.
L+ re+ 13

" o "
D'(z)=6= D ( :

):6>0

Luego se trata de un minimo.

Opcién B
Problema 3.1.9 (2 puntos) Sea la funcién f(z) = z* — 42® 4 2 4 6.

a) (1,5 puntos) Determinar los puntos de corte de su gréfica con los ejes y los intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

b) (0,5 puntos) Esbozar la grafica de la funcién.

¢) (1 punto) Calcular el drea determinada por la gréfica de f, el eje horizontal y las rectas
r=—-1lyx=2.

Solucion:

a) Los puntos de corte son:
Con el egje OX: hacemos f(xz) =0= (—1,0), (0,0), (2,0) y (3,0).
Con el eje OY: hacemos z = 0 = (0,0)

Estudiamos su monotonia:

V10 V10

ﬂ@:&ﬁ-mﬁ+zmw=o=:x=1——;ax=1+77,w=1
V1 V1 VAt
01— Y10 o V10, 114 Y10
2 2 2
f'(z) - + -
f(z) decreciente creciente decreciente

En el punto (—0,58; —2,25) la funcién tiene un minimo, en el punto (1,4) la funcién tiene
un méximo y en el punto (2,58; —2,25) la funcién tiene un minimo.

354



b) Representacion gréfica:

¥
Miximo(1,4)
B oaca Decrece
(-1,0) (2,0)
(0,0) (3,0)
Dbecrece L EEEE

Crlece Yrece

Mizimo(~0,58:-2,25 Minimo(2,58;-2,25)

¢) Hay un punto de corte con el eje de abscisas en el intervalo (—1,2) ese punto es el (0,0).
Luego tendremos que hacer dos integrales, una entre —1 y 0, y otra entre 0 y 2.

(2,0) #

(0,0)

0 5 3 0
22
S1=/_1(x4—4x3+x2+6a:)dx: {2—x4+2+3x2}1=—15
2 x® x3 > 76
52:/($4—4I3+$2+61‘)d$:|:7—$4+7+3x2:| =
o 5 3 o 15

22 76 98
S=|Sl|+‘52|:T5+ = 2
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3.2. Ano 2001

3.2.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.2.1 (3 puntos) Se considera la funcién

1
i@ =12

a) (1 punto) Indicar el dominio de definicién de la funcién f y hallar sus asintotas.

b) (1 punto) Hallar los extremos relativos de la funcién f y sus intervalos de concavidad y
convexidad.

¢) (1 punto) Dibujar la grafica de f y hallar su mdximo y su minimo absolutos en el intervalo
[—1,1].

Solucién:
a) Dom(f) =R — {—2,2}. Sus asintotas:

@ Verticales:

En x =2:
lim = {i} = +oo
r—2- 4 — 12 0t
b4 1 —
r—s2+ 4 — 12 v {07_} -
Enz=-2:
lim 1 = {i} = -
z—s —2— 4 — x? 0~
1 1
oot 4 — a2 {OT} =t

@ Horizontales:

Eny=0:
, 1
xh—r>noo4—x2 =0

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

2z _ 2(3z% +4)

fl(z) = d—22 f(z) = U—2p

La segunda derivada no se anula nunca y, por tanto, no hay puntos de inflexién, y ademas
2(31’2 +4) > 0 siempre. Por otro lado, por el denominador:

(_007_2) (_2’2) (2700)
f(=) - + -

f(z) | Convexa | Céncava | Convexa
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)
fooN 2z
f (ZIZ) - (4 _ 1‘2)2

=0=—= 2x=0

(—00,0) | (0,00)
f'(x) - +

f(z) | Decrece | Crece

Luego en el punto (0,1/4) la funcién presenta un minimo.

Crece

Decrece

snlcava sintota x=2

= Azintota y=0

ino(0,1/2
‘\ (0,0
\ Crece
Decrece \
Asintota x=-2 /

Convexa {

Convexa

Crece

Opcién B
Problema 3.2.2 (3 puntos)
a) (1,5 puntos) Hallar el valor de la integral definida

b oerdr
—10 V 1—e®
b) (1,5 puntos) Calcular la integral indefinida de la funcién
1
flo) =
mediante un cambio de variable.
Solucién:
a)
~1

-1
e’ dx / _1/9
— = —(1— )27 dp =
/_10 v1—e* —10
-1
= —2V/T—e7] | = 0,4098344043

dt
b)t=1—-¢€"= dt = —€e"dx = (t — 1)dz = dx:t—l

x

1 1 e
= | ——dt=-1 Injt—1|=1
/1_ezdx /t(t—ldt nlt|+1Injt — 1| nl—eI+C

)

1 A+ B A(t—-1)+ Bt

tt—1) t t—1  tt—1)
{t=12321
t=0—=A=-1
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3.2.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.2.3 (3 puntos) Sea la funcién f(z) =sinz

a) (0,5 puntos) Calcular a > 0 tal que el drea encerrada por la gréfica de f, el eje y =0, y la

t = sea —.

recta & = a, sea g
b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x = %
de

¢) (1,5 puntos) Calcular el drea de la superficie encerrada por la tangente anterior, la gréfica
37
la funcién f y las rectas x = IS T

Solucién:
a)
‘. a 1 0
sinzdr = —cosx]y = —cosa+1=-= a=
0 2 3
b)
T 2
1(3)=7%
2
f(z) =cosz = m=f (f) = V2
4 2
La recta tangente es
V2 V2 ( 7r>
L T T
¥
%mte
.
A .
y=sen x

(4.0) (3n4,0)

¢) Calculamos la primitiva de f(z) — g(x):



\/§7T \/§ 2
_T+\/§:TG( +47T—16)

s=|r (%) -+ (5)

|y
B 16
Opcién B

Problema 3.2.4 (2 puntos) Sea la funcién real de variable real definida por

22 s ox>1

—2)® s oz
fay={ =% =1

a) (0,5 puntos) Razonar si la funcién es continua en toda la recta real.
b) (0,5 puntos) Razonar si f es derivable en toda la recta real.

¢) (1 punto) Determinar el drea encerrada por la grifica de f y por las tres rectas y = 8, z = 0,
T =2

Solucién:
a) Las dos ramas son continuas, el Unico punto en el que puede haber discontinuidad es en

z=1:
lim f(r)= lm (2—-z)3=1

r—1— r— 1~

If = I 2=1
Lo ) = iy o

Como ademads f(1) = 1, podemos concluir que f es continua en R.
b)
v f =32-2)? si z<1 { ff(17)=-3
f(ac)—{ 2% si x>1 f
Como f(17) # f'(11) = f no es derivable en z = 1.

c)

1 2
51:/ (8—(2—12)*)dr = Z—2x3+6x2
0

0

2 392
T 17
Sy = 872d:87—} —
2 /1( ) dx x 51,73
- 1T o1 119,
S=5+1%l=+5=15u

Problema 3.2.5 (2 puntos)

a) (1 punto) Determinar los extremos relativos de la funcién f(z) = z? — 4z 4 2. Dibujar su
grafica

b) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la gréfica de f que pasan por el
punto P(3,—5).

Solucion:
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flx)=2®—d2+2= f(x)=20—4=0=—= =2
ffx)y=2= f"(2)=2>0= Minimo

Luego tiene un minimo en el punto (2, —2)

Se trata de una pardbola vertical con vértice en el punto (2,—2). Para dibujarla tan sélo
sera necesario encontrar los puntos de corte con los ejes:

Corte con el eje OX: hacemos f(z) =0 = 2> — 4z + 2= 2=2+2
Corte con el eje OY: hacemos z = 0 = f(0) = 2

Los puntos seran: (0,2), (2—+v/2,0) y (2 + v2,0).

/15
(5,1

VA
% y-1=6(x-5)
Npte Corte(0,2) 7

o /
/ "
F:&ta(a,ses,a) Po Cortefd.414,0)
7

(1,-1) o

yri=-2(x-1]

b) La ecuacién de una recta que pase por (3,—5) es
y+5=m(z—-3), y fl(z)=22—-4
Si el punto de tangencia con la grafica es (a,b) tenemos
b+5=m(a—3), m=f(a)=2a—4 y b=a*—4a+2

b+5=02a—4)(a—3) y b=d>-4a+2=a=1, a=5

Los puntos de tangencia son: (1, —1) y (5,7). Ahora calculamos las rectas tangentes en estos
puntos

@ En (1,-1) la pendiente vale m = —2: y + 1 = —2(x — 1)
@ En (5,7) la pendiente vale m = 6: y — 7= 6(x — 5)

3.2.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.2.6 (3 puntos) Se consideran las funciones f(z) = 2* — 2z + 3, g(z) = az® + b
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a) (1 punto) Calcular a y b para que las gréficas de f y g sean tangentes en el punto de abscisa
T =2.

b) (1 punto) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior, dibujar las graficas de
ambas funciones y hallar la ecuacion de la recta tangente comun.

¢) (1 punto) Para los mismos valores de a y b, hallar el drea limitada por las gréficas de las
funciones y el eje vertical.

Solucién:
a) Se tiene que cumplir que f(2) = g(2) y que f'(2) = ¢'(2):
f2)=3=4a+b

20 —2= f'(2)=2, ¢ (z)=2ar= ¢'(2) =4a

f'(z)

luego 4da =2 = a == y b=1. Con lo que

DN | =

2

X
= — 1
g(x) 5 T

b) En ambas funciones la pendiente en z = 2 vale m = f'(2) = 2 y el punto de tangencia comiin
a ambas funciones es (2, 3). La recta tangente es

y—3=2(zx—2)

y-3=2(x-2)

¢) El drea buscada serfa:

2 22 2 .2
S:/ <x2—2x+3———1)d$:/ (——2x+2)d$:
0 2 0 2

3 2
4
:{x——zerQm} = — 42
6 0o 9
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Opcién B
1
Problema 3.2.7 (2 puntos) Sean la funcién f(t) = et
e

a) (1 punto) Calcular / f(®)dt

_ [ R IC)
b) (1 punto) Se definen g(z) = /0 f(t)dt. Calcular wh_n}l() .

Solucion:
dzx

a) Hacemos el cambio de variable 1 + e’ =x = e' =2 -1y dt = 1
T —

1 1 T
=t = - =1
/1+etdt /x(m—l)dx n

La descomposiciéon polinémica seria:

-1

‘+C’=t—ln|1—|—et|—|—0

1 -1
A B Ale >+Bx:>1:A(m—1)+B:U

I(I—l):; r—1  z(x-1)
{x:0:> A=-1
r=1= B=1
1 -1 1

r(x—1) =z  x-1

lim M = {9}
z—0 X 0

Podemos aplicar la Regla de L’Hopital para la resolucién del limite. Para derivar g(x) apli-
camos el Teorema Fundamental del Célculo y nos queda:

= lim = -

0} 1 1
z—0 1+ e® 2

; _

_ T
Y g(x) _ {9} — L © In(1 4 %) _
z—0 X 0 z—0 x

Problema 3.2.8 (2 puntos) Sea P(z) un polinomio de grado 4 tal que:
@ P(z) es una funcién par.
@ Dos de sus rafces son z =1y 2 = /5.
e P(0) =5.

Se pide:

a) (1 punto) Hallar sus puntos de inflexién.
b) (1 punto) Dibujar su grifica.

Solucién:
P(z) = ax* + b2 + ca® +dx + e
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@ P(x) es una funcién par P(—z) = P(x):

a(—z)* +b(—2)3 + e(—z)? + d(—z)+ e =az + b2 +ca® +dr+e = bz +drx =0
Luego P(z) = az* + cx? + e
@ Dos de susraicessonz =1y z = V/5:
{m:1:>P(1):O:>a+0+5:0 {a:l
r=vV5= P(V5)=0= ba+c+1=0
& P0)=5=e=5
El polinomio es P(z) = z* — 622 + 5

a) Tenemos: P'(z) = 42® — 12z, P"(z) = 122> — 12 y P"”'(2) = 242. Para obtener los puntos de
inflexion igualamos la segunda derivada a cero:

Pl(z)=120* -12=0= z = +1

Sustituimos en la tercera derivada:

{ P"(1)

=24 40
P/N(—l) _

2440
Luego esta funcién tiene dos puntos de inflexién en los puntos (1,0) y (—1,0).

b) La grafica sera la siguiente:

\Maximo(0, 5)

(-2.236,0) P, Inflex(-1,0) P Inflex(1,0) (2,236,0) ®

Minimo(—1.732,-4) Minimo(1,732,-4)

Calculamos sus méximos y minimos:
P(z)=42° —120=0= o =+V3, 2=0

Por la segunda derivada
P’(0)=-12<0
P'(—V3)=24>0
P"(\/3)=24>0

La funcién tiene un Maximo en el punto (0,5) y dos Minimos en los puntos (—v/3,—4) y

(V3,—4).
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Ahora calculamos puntos de corte:
Con el eje OY : Hacemos = = 0 y tenemos (0, 5).

Con el eje OX : Hacemos P(z) = 0 y tenemos (v/5,0) y (—V/5,0).

3.3. Ano 2002

3.3.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.3.1 (3 puntos) Dada la pardbola y = 4—x2, se considera el tridngulo rectangulo T'(r)
formado por los ejes de coordenadas y la tangente a la parabola en el punto de abscisa x = r > 0.

a) (2 puntos) Hallar r para que T'(r) tenga drea minima.

b) (1 punto) Calcular el drea de la regién delimitada por la pardbola, su tangente en el punto
de abscisa x = 1, y el eje vertical.

Solucion:

a) La pendiente de la recta tangente en x = r es m = —2r, y la ecuacién de esta recta serd:
y—(4—r)=2r(x—7)= 2re+y—(4+r*) =0

La base del tridngulo que buscamos serd el corte de esta recta con el eje de abscisas, haciendo
4+ r?
2r

La altura del tridangulo que buscamos serd el corte de esta recta con el eje de ordenadas,
haciendo z = 0 = y = 4 + r°.

La funcién a minimizar serd:

44172
(4+72) 212
S(r) = 2r _ (4+1r°)
2 4r
4+72)(3r2 —4) B
47‘2 =0=r= i%
(=00, =2/V3) | (=2/v3,2/V3) | (2/V3,0)
S'(r) + — +
S(r) Creciente Decreciente Creciente

2 2V3

Luego la funcién es minima cuando r = —

NERE

b) El recinto es el siguiente:
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~
SN~

\\\ _tangente y=-2x+5

(0,0) \

La ecuacién de la recta tangente en x =1l es 20 +y —5=0=— y = —2z + 5. El 4rea es el
comprendido entre esta recta y la pardbola en el intervalo de integracién [0, 1]:

1 1
s=| [ (-2o+5-(-atts| = | [ @2~ 20+ 1| =
0 0
3 1
—Hx—xz-i-x} _’—1+1‘:u2
3 0

Opcion B
Problema 3.3.2 (3 puntos) Se considera la funcién f(z) = ze3”
a) (1,5 puntos) Estudiar y representar graficamente la funcién f.

b) (1,5 puntos) Sabiendo que el drea de la regién determinada por la grafica de f y el eje OX
entre x =0y x =p (p > 0) vale 1/9, calcular el valor de p.

Solucién:
a) Estudio:
@ Dominio: Dom(f) = R
@& Signo:
(—OO, 0) (07 OO)
f(z) - +

@ Simetria: No hay f(—z) # f(x) y f(—z) # —f(z)
@ Puntos de corte:

e Siz=0= f(0)=0= (0,0)

e Si f(2)=0= 2)=0= (0,0)
@ Asintotas:

e Verticales no hay

e Horizontales:

lim ze*” = oo
Tr—>r00
y=—r = si x — —00 entonces y — o0
: . - , - —00 , —1
lim 2¢* = lim ye Y = lim v {—} = lim — =0
T—>—00 Yy—>r00 Yy—>r00 e3y o0 Yy—>0 363y

Luego hay una asintota horizontal en y = 0 cuando * — —oc.
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e Oblicuas: No hay por haber horizontales.

] 1
@ Monotonfa: f'(z) =3Bz +1)=0= o= —-

(=00, =1/3) | (=1/3,0)
f(z) - +
flx) Decrece Crece

1 1
La funcién presenta un minimo en el punto ( )

3" 3e

- 2
& Curvatura: f/(z) =3e3*(324+2) =0 = 2= —=

(=00, =2/3) | (=2/3,00)
[() - +
fx) Convexa Coéncava
< . . 2 2
La funcién presenta un punto de inflexién en <_§’ —3—2>
e

@ Representacion grafica:

=0

P Inflexién(-0.67,-0.09)

b) Veamos la figura:

¥=0

(0,0)
Minimo(-0.333,-0.122)
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1
La integral se calcula por partes u =z = du = dx y dv = >*dx = v = gehz

3.3.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.3.3 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

1

M) =23

a) (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto de inflexién de abscisa
positiva de la grafica de f.

b) (2 puntos) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la gréfica de f, la recta
anterior y el eje x = 0.

Solucion:

a) Para encontrar los puntos de inflexién tendremos que ver los puntos en los que se anula la
segunda derivada:

foN . 2@
f (.’E) - (%2 + 3)2
" _ 6(332 — 1)
f (.’17) - (xQ + 3)3

Es decir, tenemos que calcular los puntos que hacen f”(z) = 0. Como el denominador (z?4-3)?
no se anula nunca, los puntos buscados son aquellos que anulen el numerador, z2 —1 = 0 =
r = =1, de estas dos soluciones sélo nos interesa la positiva, que es la que nos pide el
problema. Si sustituimos este punto en la funciéon obtendremos la ordenada correspondiente:

1 1
f@) = T luego la recta pedida pasard por el punto (1, 1) Para encontrar la pendiente

1
utilizamos la primera derivada m = f'(1) = -3 En conclusién, la recta tangente sera:

1 1

b) El recinto pedido se calcularia mediante la integral siguiente:

1
3—=x 1
R )
/0{ s 2213
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Calculamos la integral
/1dx:/d$:1/dx:¢?7/ dt _
2 +3 3K )2+q 3 (§§2+1 3 ) t2+1

3 T
arctant = — arctan —

3 V3

Hemos utilizado el cambio de variable 2 t dz = /3dt

V3

Luego:
/1 {3 - 1 } J 3z 22 V3 y T !
—— ———|de=|— — — — —arctan—| =
0 8 x2+3 8 16 3 V3 0

_ 5
16 18

8.25303

8.18977

8.12652

8.063258

0.69246 1.3849 2.9274
Opcién B

Problema 3.3.4 (3 puntos) Se considera la funcién:

2
3 1

4irt+l z>—1
x

f(z) =
2x .
st x<—1

x—1

a) (0,5 punto) Estudiar el dominio y la continuidad de f.
b) (1,5 puntos) Hallar las asintotas de la grafica de f.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto plano acotado y limitado por la grafica de f y las rectas
y=0x=12=2.
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Solucion:

a) Calculamos el dominio:

2
. ¢ +3x+1 . . 4
@ Siz > 1 tenemos que f(z) = ———— es un cociente de polinomios, y en este caso el

dominio sera todo el intervalo excepto en los puntos en los que se anula el denominador,
es decir, [—1,0) U (0, +00).

. 2x .

@ Si x < —1 tenemos que f(z) = 7 como en el caso anterior tenemos que buscar
T —

puntos que anulen el denominador, y resulta que no hay ninguno. El dnico posible seria

el x = 1, pero no pertenece al intervalo de definicién, y por tanto el dominio sera:

(=00, —1).

@ En conclusién diremos que el dominio es: R — {0}.

Calculamos la continuidad:

La funcién f(x) es un cociente de polinomios por ambas ramas, y por tanto continua salvo
en los puntos en los que se anula el denominador, es decir, los puntos en los que es posible
que no sea continua serian en x = —1 donde puede existir un salto y por supuesto en z = 0,
donde como hemos visto anteriormente no pertenece al dominio.

@ Enx=-—1:
24+ 3c+41
r——11 r——11 T
2
lim  f(z)= lim —— =1
r—>—1" z——1-2x —1
lim f(x)= 1lim f(z)=f(-1)=1
r——1+ r—>—1-
Luego f es continua en x = —1.

@ Enz=0:

243 1
lim f(z) = lim M:oo

z—0 r—0 xT
Luego no es continua en x = 0.

@ En conclusién: La funcién f es continua en R — {0}.
b) Asintotas verticales:

@ Cuando z > —1:

243z +1
ltm f(z) = lim 22000

x—0 z—0 x
Luego x = 0 es una asintota vertical en este intervalo.

@ Cuando x < —1:
No hay ningin valor de x que sea menor de —1 que anule el denominador, y por tanto,
no hay asintotas verticales por esta rama de la funcion.

Asintotas horizontales:
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@ Cuando x > —1:
; 2?2 +3x+1
Ilm —— =

T—>00 T

o

Luego no hay asintotas horizontales en este intervalo.

@ Cuando z < —1:
, 2x
lim =2
r—r—oo xr — 1

Luego y = 2 es una asintota horizontal en este intervalo.

Asintotas oblicuas:
Recordamos que y = ax + b es una asintota oblicua si

lim @

z—00 I

b= lim (f(z)— ax)

Tr—>r00

a =

@ Cuando z > —1:

z2+3z+1
a= lim M: Iim —%— =1
r—oo I T—>00 X
, \ 22 +3x+1
b= tim (f(x)~ax) = tim (T )=
1
lim 22l g
T —>00 €T

Luego en este intervalo habra una asintota oblicua en la recta y = x + 3.

@ Cuando x < —1: No hay asintotas oblicuas en este intervalo por haber horizontales.

¢) El recinto comprendido entre las rectas x = 1 y = 2 estd en el intervalo (—1, +00) donde

243z 41
la funcién es f(x) = T rorT y como estd limitado por la recta horizontal y = 0(el eje de

abscisas) y la funcién, podemos concluir con que su area vale:

2

2 1 22
dxz/(x—!—?)—i—f)dx: — +3z+Injz|| =
1 x 2

/2x2—|—3:c—|—1
1 1

xT

4 1

3.3.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.3.5 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

fz) =

x
x24+1
a) (1 punto) Determinar sus méximos y minimos relativos.

b) (1 punto) Calcular el valor de a > 0 para el cual se verifica la igualdad

/Oa F@)de =1

370



Solucion:

a)
1— 22
! =—F5=0= z==%£1
F@ =y ’
(—OO,—l) (_171) (1700)
F - ¥ -
f(z) | decreciente | creciente | decreciente
Luego en el punto (—1,—1/2) tenemos un Minimo y en el punto (1,1/2) tenemos un Méximo.
b)
1 9 N 1 9
dx = gln(:c +1) :1:>§1n(a +l)=1l=a=+ve?-1
0

I
0 m2 =+ 1
Problema 3.3.6 (2 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:

Vr—2 si x>2

f(x):{x(a:fQ) si ox<2

a) (1 punto) Estudiar su continuidad y derivabilidad.
b) (1 punto) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente a la gréfica de f en el punto
(3,1).

Solucién:
a) Estudiamos en el punto z = 2:

Continuidad:
lim f(z)= lim vz —2=0
z—32+ r—>2
xlirg_ f(z) = ml&nzx(x -2)=0
f(2)=0
Como
lim f(z)= lim f(z) = f(2) = f es continua en x = 2
T—32— T—2
Derivabilidad: .
, = S 2>
flx) =14 3/(x—2)2
20 —2 siox <2

Fe) =2 fef) =

Como
f'(27) # f(27) = f no es derivable en x = 2
b) Es en la rama x > 2:
fB3)=1
1 1
= m=f'(3)= 3



Opcién B

Problema 3.3.7 (3 puntos) Sea f(x) una funcién real de variable real, derivable y con derivada
continua en todos los puntos y tal que:

fO) =1 f(1)=2 f(0)=3 [f(1)=4
Se pide:

a) (1 punto) Calcular ¢'(0), siendo g(z) = f(z + f£(0)).

b) (2 punto) Calcular 1{m 2(f(2))? — flz+1)

z—0 er — 1

Solucion:

a)

gO0)=f(0+1)4=4-4=16
byt WEE S D) 0] g, @) )

3.4. Ano 2003

3.4.1. Modelo
Opcion A

Problema 3.4.1 (2 puntos) Determinar los valores de las constantes A, B, C'y D para los cuales
la grafica de la funcién real de variable real

f(x) = Asinz + B2> + Cx + D

tiene tangente horizontal en el punto (0,4) y ademds su derivada segunda es f”(x) = 3sinz — 10

Solucion:
f0O)=4= D=4

f'(x) = Acosx +2Bx+ C como f(0)=0= A+C =0
f(x)=—Asinzx+2B=— A=-3, B=-5
Luego A=-3, B=-5,C=3y D=4
f(z) = —3sinx — 522 + 3z +4

Problema 3.4.2 (2 puntos) Calcular la siguiente integral indefinida:
2
/ I
22 —5x+6

2?4+ 4 1 br —2
22 —-5x+6 22 -5 +6

Solucion:
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Sr — 2 A B A(x—2)+ Bz - 3)

x2—5x+6:x—3+x—2_ 22 —bx+6
52 —2=A(x —2)+ B(x — 3)

Sie2=2=— 8=-B=— B=-8

Siz=3= 13=A = B =13. Luego:

z?+4 13 8

x2—5x+6: +x—3 z—2

22 +4 1 1
—dx= | d 13 dr — 8 dr =
/:1:2—556—1—6 . /er /a:—3 v /x—2 o

|z — 3|13
|z —2[®

x+13Injz — 3| —8lnjz —2| =z +1In

Opciéon B
Problema 3.4.3 (3 puntos) Se considera la funcién real de variable real definida por:
flx)=vVo+1-Jx

a) (1 punto) Hallar sus méximos y minimos relativos y sus asintotas.

0,5 puntos) Representar graficamente la funcidn.

) (
b) (0,5 puntos) Hallar los puntos donde la grifica de f tiene tangente vertical.
c) (

) (

d) (1 punto) Calcular el drea del recinto plano acotado limitado por la grifica de la funcién, el

eje OX y las rectas z = —1, x = 1.

Nota: Para obtener las asintotas puede ser de utilidad la igualdad:

A3 - B3

A-B=—"— —
A2 + AB + B2

Solucion:

a) Monotonia:

Yz (x +1)2 2
(=00, =1/2) | (=1/2,00)

f(x) + -

f(z) creciente | decreciente

La funcién es creciente en (—oo,—1/2) y decreciente en (—1/2,00). Luego en el punto

1
<—§, \2/41) tenemos un Maximo.
Asintotas:

@ Verticales: No hay
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@ Horizontales:
r+1—=x
1/ 3/ _|_ _ 3 — _ — 1’ =
LN Vo) =loomodd =l Y+1)2+ Y22(x + 1)2 + Va?
If !
im - =
T—>00 \3/(I+1)2+ \3/562(.1‘+1)2+ J/zQ

Luego y = 0 es una asintota horizontal.

0

@ (Oblicuas: No hay

b)
f(a)=00= {/a?2(a+1)2=0=0a=0, a=—1

¢) Representacién gréfica

Maximo(-0.5,1.587401051)

1 3 1 3/ 1 3
[ ym e WETD A3
-1

3.4.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 3.4.4 (2 puntos) Calcular los siguientes limites (donde ”In”significa logaritmo nepe-
riano).

. In(cos(37))
a) (1 punto) S In(cos(2z))

Vit+r—+4—=x
4x

b) (1 punto) Ihi{lo

Solucion:
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a) (1 punto)

—3sin(3x)
., In(cos(3z)) {O} cos(3x) . —3sin(3z) cos(2x)
llm ————— = =|-| = ————— = lim :
z—0 In(cos(2z)) 0]  =—0 —2sin(2z) 2—0 —2sin(2z) cos(3z)
cos(2x)
{0} 3 ., 3cos(3z)cos(2x) — 2sin(3z)sin(2x) 3 3 9
=|=| == lim - - =—-—-==
0 2 s—0 2 cos(2z) cos(3x) — 3sin(2z) sin(3x) 2 2 4

b) (1 punto)

lim Vitaz—vVi-z _ lim Witz —Vi—z)Vid+z+V/4—12)

=0 4z —0 de(vVd+z + /4 — )
44z —(4—12) 2x 1

= I If -
0 de(VAit o+ vVi-g5) oo0de(VAito+vi_z) 8
Problema 3.4.5 (2 puntos) Dada la funcién

flz) =

1— 26

a) (1 punto) Encontrar los puntos de discontinuidad de f. Determinar razonadamente si alguna
de las discontinuidades es evitable.

b) (1 punto) Estudiar si f tiene alguna asintota vertical.
Solucién:

a) Los puntos en los que f es discontinua es en aquellos en los que se anula el denominador, es
decir, 1 —2% =0 == 2 =1, & = —1. Para ver el tipo de discontinuidad calculamos el limite
en estos puntos

5 8 4 7 4 3
- 0 5% — 8 5-8
tim () = tim T = (O] = g PN gy SO 8T
r—>1 z—1 1 — a6 0 z—1 —6x° r—1 — 6o
., 5 —823 1
lim ==
z—1 —06x 2

Luego la discontinuidad que hay en x =1 es evitable.

5 .8 _
lim f(z)= lim u:{ 2}:—00

T —1+ z——1+ 1 —2ab 0+
5 8
z° -z -2
lim )= lim 72{—}2 00
T—s—1- /(@) z——-1- 1 —26 0- +
Luego la discontinuidad que hay en x = —1 no es evitable.
b) Por lo visto en el apartado anterior z = —1 es una asintota vertical.
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Opcién B
Problema 3.4.6 (3 puntos)
a) (1 punto) Dibujar la gréfica de la funcién g(z) = e” — x

1
b) (1 punto) Calcular el dominio de definicién de f(z) = — y su comportamiento para
et —x
T—00y T — —00.

¢) (1 punto) Determinar (si existen) los maximos y minimos absolutos de f(z) en su dominio
de definicién.

Solucién:
a) El dominio de g(x) = € — x es todo R, calculamos los maximos y minimos de esta funcién
J@)=e"-1=0=¢e"=1=2=0
Jd"(z)=e"=4¢"(0)=1>0

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0, 1) es un minimo.

Observando la segunda derivada, nos damos cuenta que ¢”(z) = €* > 0, Vo € R = la
funcién es siempre céncava hacia arriba U

Su gréfica seria:

' /
,/
//
Creee/
\\\\ e/
—_Decrece 7
- éncava //
b)
1
flz) =
er —x
Como el denominador de esta funcién no se anula nunca tenemos que el dominio de f(x) es
todo R.
Por otra parte, si calculamos los limites
) ) 1
lim f(z)= lim —— =0
T——00 rz—o0 e~ T +
1

lim f(x)= lim

T—00 r—ro0 e¥ — g

Se pueden valorar estos limites ddndonos cuenta de que se puede despreciar e” frente x cuan-
do x — —o0. Y por el contrario, se puede despreciar x frente a e cuando z — co.

En conclusién, la recta y = 0 (el eje de abscisas) es una asintota horizontal.
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f’(x):ﬁzozsl—ezzoéz:o
" 62$+€$(IL‘—4)+2 "
f(z) = S = f"(0)=-1<0

Por el criterio de la segunda derivada tenemos que el punto (0,1) es un méximo.

3.4.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.4.7 (3 puntos) Sea la funcién

f(x) _ sin x

2 —cosx

definida en el intervalo cerrado y acotado [—2m, 27]. Se pide:

a) (1 punto) Calcular los puntos del intervalo dado donde f alcanza sus valores méaximo y
minimo absolutos.

b) (1 punto) Dibujar la gréfica de la funcién f en el intervalo dado.

/07f/3 f(z)dx

¢) (1 punto) Calcular

Solucion:

a)

2cosz —1 1
f’(m):m:OﬁZCosx—leﬁcosx:§:>
T o s om ., . .
Luego z = -, x = 5 T=—3yT=——son los tnicos posibles extremos en el intervalo

de definicion.
Vamos a recurrir a la segunda derivada.

w, ~  —2sinz(1l+ cosx)
fiw) = (2 —cosz)3




3
Luego la funcién presenta dos maximo en los puntos (7;7 \SF) y (—3, 3)

3 9
(55
(5%
1(5)--%

.y ;. RVE] 57 /3
Luego la funcién presenta dos minimos en los puntos 33 y 33

b) Para dibujar la grafica voy a calcular los puntos de corte: Si = 0 tenemos que f(0) =0 =

(0,0). Si f(x) = 0 tenemos que 28& =0= sinz =0= z =m, ¢ = —n. Luego
—coszT

tenemos los puntos (m,0) y (—m,0). Si tenemos en cuenta que la funcién es impar:

(n/3,0.577) Haximo
e
— (10 - —~—_x0 x

. AR 2 3 T—— 4

== \1\ 2 ©9

Minimo (-7/3,-0.577)

¢) Para resolver la integral hacemos un cambio de variable

t=2—cosr = sinzdx = dt

<1 1
/f(x)dx:/ﬂdaz:/Edt:ln|t|+C:1n\2—cos:n|+0

2 —cosx

Luego la integral pedida valdra:

/3 /3 : 3
/0 f(f)dQC:/O %dﬂczln\2—cos:n|]g/3:1][15

Opciéon B

Problema 3.4.8 (3 puntos) Sea la funcién f(z) = 2[4 — x|.
a) Estudiar su continuidad y su derivabilidad.
b) Dibujar su gréfica.

¢) Calcular el drea del recinto acotado por la gréfica y = f(x), las rectas x = 0, x = 5, y el eje
0X.
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Solucion:

B 21(4717) si 4—x>0
f(x)—{,gx@fx) si 4—x<0
B 204 —x) si xz<4
f(w)_{fzx(zl—x) si >4

dim f(@) = lin (~20(4 - 2)) =0
i f(2) = lm (e(d-2) =0 =
f@)=0

tim f(@) = lm f(z) = f(4)

Luego la funcién es continua en = = 4, y por tanto, en todo R.

{ 8—4x si x<4 :>{f’(4_):_8
—8+4xr si z>4 f'(4t) =38

f'(=)

=

Fam) # 1(47)
Luego la funcién no es derivable en x = 4, pero si es derivable en R — {4}.

b) Para dibujar el recinto estudiamos la grafica de cada rama por separado:
f(x) =8z — 2% si x € (—o0,4]
f(z)=8—dx=0= 2 =2
f"(2) = —4 = (2,8) es un méximo.
Si hacemos f(x) = 0= (0,0) y (4,0), como puntos de corte.
f(x) = =8z +22% si x € (4, +00)
f(x) = =8+ 42 = 0 = z = 2, que no esta en el intervalo (4, +0c0).

En este intervalo la funcién es siempre creciente, es decir, f'(z) > 0 cuando z € (4, +00).
Con estos datos estamos en condiciones de dibujar la grafica:
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¢) A la vista de la grafica podemos entender ficilmente de que recinto se trata.

[

4 5
Area = / 2x(4 — x)dx + / (—2z(4 — x))dx =
0 4
4 5
= / (8x — 22%)dx + / (—8x + 22%)dx = 26 u?
0 4

3.5. Ano 2004

3.5.1. Modelo
Opcion A
Problema 3.5.1 (2 puntos)

—1 2n
a) (1 punto) Calcular el limite de la sucesién cuyo término general es ( n3 > .
n

b) (1 punto) Sean las funciones F(x) = / V5 4 et* dt, g(x) = 2%, Calcular (F(g(z)))'.
1

Solucion:
a)
-1 2n
lfm (3” ) =[1°] = &
r—>00 n
1 —2 2
A= lim Qn(3” _1>: fm ot “
T —>00 n T—>00 n 3
2n
I <3n71) Ry
T—>00 3n
b)

Por la regla de la cadena:
(F(9(x))) = F'(g(x)) - () = 220/5 + e

Problema 3.5.2 (2 puntos) Dada la funcién

et —1

si x#0

a) (1 punto) Determinar su dominio, y calcular los limites laterales cuando = — 1.
b) (1 punto) Estudiar su continuidad, y hallar el valor de a para el que f es continua en x = 0.

Solucion:
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2’ —r=0= 1=0, =1= Dom(f)=R—{1} enx=0 f(0)=a
Los limites laterales pedidos son:

; e’ —1
lim 5 =400
r—1t ¢ — X

, e’ —1
lim R = —
z—1- % — 2
b) En z =1 hay una discontinuidad inevitable por el apartado anterior
Enz=0:

et —1 0 , e’
lim 3 = |—| = lim =-1
z—0 22 — 1 0 z—02x —1
Para que f sea continua en ese punto a = —1
Opcion B

Problema 3.5.3 (3 puntos) Se considera la funcién:

fa)=
Se pide:

a) (1 punto) Calcular sus puntos criticos en el intervalo abierto (—m, ).
cerrado [—, 7).

(/4, f(m/4).

Solucion:

b) (1 punto) Calcular los extremos relativos y/o absolutos de la funcién f(z) en el intervalo
¢) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f(z) en el punto

a) 1+ sin? z # 0 siempre = no hay puntos criticos.

La funcién es par.

b)
—2sinx cosx
! .
T) = =0= —2sinzcosz =0
/@) (1 + (sin® z))2
) smr=0=— 2=0, x=—-—7, x=7
—2sinzcosx =0 = cosx:0:>xzﬁ o= _T
2 2
T 7 T T
EEIEDINCINNCD
i ( ) 2) ( 2 ) Y 2 2 )
fi(z) - + - +
f(z) | decreciente | creciente | decreciente | creciente
En los puntos de abscisa x =0, x = —7 y = 7 la funcién presenta un Maximo.
En el puntos de abscisa * = —— y en el punto de abscisa z = T la funcién presenta un
Minimo.
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La ecuacién de la recta tangente

d) Representacién grifica

3.5.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.5.4 (2 puntos) Calcular la base y la altura del tridngulo isésceles de perimetro 8 y
area maxima.
Solucién:

2 x2

z+2y=8; h=1/y%?— —
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S(z) = 5 L —ava—z
, _ 8—=3z _ 8
S@ =5 a="07"3
—88 4 21z 8 3v/3
S// — : SI/ (7> =_'" < 0
@) = A= 3 4

8
Luego se trata de un maximo. Si z = 3 =y = 3 y, por tanto se trata de un tridngulo equilatero.
43
3

Problema 3.5.5 (2 puntos) Se considera la funcién

Su altura seré: h =

(22 —1)2
42 +1

fz) =
a) (1 punto) Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de la funcién f(z).

1
b) (1 punto) Calcular/ f(z)dx
0
Solucién:
a)

a) Asintotas:

@ Verticales: No hay (el denominador no se anula nunca)
@ Horizontales:

(2 —1)2
———=1l=y=1
@ Oblicuas: No hay al existir horizontales.
b) Extremos:
42z — 1)(2z + 1) 1 1
2 = = = — —
P = =@y 20 T2
(=00, —1/2) | (=1/2,1/2) | (1/2,400)
T+ 1/2 — - +
x—1/2 +
f'(z) + - +
crece decrece crece

Luego en el punto (—5, 2) la funcién tiene un méaximo y, por el contrario, en el punto

1
(5, O) la funcién tiene un minimo.

b)
(22 — 1)2 /4m2—4a:—|—1
/ 12 +1 12 +1

4z 1 9

/1 (2z —1)?

1 ! 1
dx:xffln(4x2+1)} =1——-Inb
2 o 2
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Opcién B
Problema 3.5.6 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = 1 — 22, se pide:

a) (1 punto) Halla la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en el punto P(a, f(a)),
donde 0 < a < 1.

b) (1 punto) Hallar los puntos A y B en los que la recta hallada en el apartado anterior corta
a los ejes vertical y horizontal respectivamente.

¢) (1 punto) Determinar el valor de a € (0,1) para el cual la distancia entre el punto A y el
punto P(a, f(a)) es el doble de la distancia entre el punto B y el punto P(a, f(a)).

Solucion:

a) Tenemos que calcular la recta tangente a la gréfica de f en el punto (a, f(a)) = (a,1 — a?).
Calculamos la pendiente de esta recta

f(x)=—-2x = m= f'(a) = —2a
La ecuacion de la recta buscada sera

y—(1-a*) =—-2a(x —a) = 2ar+y— (1+a*)=0

b) Corte con el eje OY: Hacemos x = 0 =y = 1 +a*> = A(0,1 + a?)

1—a? B a?+1

Corte con el eje OX: Hacemos y = 0 = = = a +

241
buscado es B (a + 70).
2a

. Luego el punto

2a 2a

c)

d(B, P) = \/(a (a+ 1;aa2))2+(1a20)2

1—a?)? 1+4a2 1-a?
\/( o - wp = -ay T L e

4a?

1— 2
v 1+4a? =
2a

1—a? 2
@ :>a2:1—a2:>2a2:1:>a:i§
a

d(A,P)=2d(B,P) = a\/1+4a®> =2

a =

Como a € (0, 1) la solucién pedida es la positiva a = -

384



3.5.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.5.7 (3 puntos) Sabiendo que una funcién f(z) tiene como derivada
f(z) = (x —4)*(2®> — 8z +7)
a) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f.
b) (1 punto) Hallar los maximos y minimos relativos de f.

¢) (1 punto) (Es el punto £ = 4 un punto de inflexién de f?. Justificar razonadamente la
respuesta.

Solucion:

a)
fl@)=(r—4)?*@*-8z+T)=0=a2=4, v=1, =7

Como (x — 4)% > 0 solo tendremos que estudiar el signo de z* — 8z +7 = (z — 1)(z — 7)

(_0071) (177) (7a OO)
z—1 = + +
x—17 — - +
OIS - +

Luego f crece en los intervalos (—oo,1) U (7, 00), mientras que decrece en el intervalo (1,7).

b) Por el apartado anterior observamos que en z = 1 la funcién pasa de crecer a decrecer, por
lo que podemos asegurar que estamos ante un Maximo en (1, %), en el punto z = 7, por
el contrario, la funcién pasa de decrecer a crecer, por lo que estamos ante un Minimo en
(7, —@> En 2 = 4 la funcién pasa de decrecer a decrecer y, por tanto, en el punto (4,0)

5
no hay ni Maximo ni Minimo.

c) Para que en z = 4 exista un punto de inflexién la funcién debe de cambiar de céncava a
convexa o viceversa. Para comprobarlo calculamos la segunda derivada

f"(x) =2(x —4)(22° =162 +23) =0 = =4, = =1,8787, = =6,1213
Serfan los posibles puntos de inflexién. En el intervalo (1,8787;4) f”(x) > 0= f es conve-
xa, mientras que en el intervalo (4;6,1213) f”(z) < 0 = f es céncava. Por tanto, podemos
asegurar que la funcién f tiene un punto de inflexién en (4,0). Otra manera de comprobarlo
es através de la tercera derivada:
(%) = 6(20% — 162 +29) = f"'(4) = —18 £ 0

Luego se trata de un punto de inflexion.
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_\E\I | o
|
=10 ]
\ |
=20 I"|I ‘
o \/
Minimo 7,134}
Opcién B
Problema 3.5.8 (3 puntos) Sea la funcién f(x) 20+ 1
roolema o.90. untos ca la Iuncion Xr)=—F""T5
P (22 +z+1)2

a) (1 punto) Hallar sus maximos y minimos relativos y sus asintotas.

b) (1 punto) Dibujar la grafica de la funcién, utilizando la informacién obtenida en el apartado
anterior, teniendo en cuenta, ademds, que f tiene exactamente tres puntos de inflexién cuyas

_ -1-+3 1 -1++3 ,
abscisas son z1 = —5 To = 5 T3 = —5 respectivamente.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f, el eje OX, la
recta z = 0, y la recta x = 2.

Solucién:
6 1
a) Maximos y Minimos relativos: f'(z) = __Gelatl) 0= z=-1, z = 0. El
(22 4z +1)3
denominador no se anula nunca, y es siempre positivo.
(—OO,—I) (_LO) (0700)
z+1 — + +
—x + + -
7@ - [ -
En x = —1 la gréfica de la funcién pasa de decrecer a crecer, luego estamos ante un Minimo

1
en el punto (—17 §) En z = 0 la gréifica de la funcién pasa de crecer a decrecer, luego

estamos ante un Méximo en el punto (0, 1).
Asintotas:

@ Verticales: No hay, ya que el denominador no se anula nunca.
@ Horizontales:

i 2¢+1 T 2¢+ 1 0 0
1m —— 5 = 1m —_— = — =
z—+too (22 +x+1)2 z—-00 (22 + 1z +1)2 Y
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@ Oblicuas: No hay al existir horizontales.

b) Representaciéon Gréfica:

ey 8,51

-1 stmivie =9 1

Misimoy- 8325}

2 2241 3 1 > 6
/o (22 +z+1)2 T TR+l o 7
3.6. Ano 2005
3.6.1. Modelo

Opcién A
Problema 3.6.1 (2 puntos)
a) Justificar razonadamente que la grafica de la funcién
flz)y=2B 4241
corta al eje OX al menos una vez en el intervalo [—1,1].

b) Determinar el nimero exacto de puntos de corte con el eje OX cuando x recorre toda la

recta real.
Solucion:
a) La funcién f(z) = 2'°+2+1 en los extremos del intervalo [~1, 1] toma los valores f(—1) = —1
y f(1) = 3, como ademés la funcién es continua por el teorema de Bolzano: 3¢ € (—1,1) tal
que f(c) =0.

b) La derivada de la funcién f’(x) = 152'* + 1 > 0 para cualquier valor de z, luego la funcién
es siempre creciente, luego solo puede cortar una vez al eje OX, y por el apartado anterior
este punto de corte tiene que estar en el intervalo (—1,1).

Problema 3.6.2 (2 puntos)
a) (1 punto) Determinar el punto P, contenido en el primer cuadrante, en el que se corta la

grafica de la funcién f(z) = % y la circunferencia 2% + y? = 8.

b) (1 punto) Calcular el drea de la regién limitada por la recta que une el origen y el punto P

hallado en el apartado anterior, y el arco de la curva y = % comprendido entre el origen y
el punto P.
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Solucion:

a)

2— =
{‘” =0 49

2?4y =8
Como piden el punto del primer cuadrante la solucién negativa no vale y el punto serd (2, 2).

b) La recta que une el origen de coordenadas y el punto (2,2) es y = x. Los puntos de corte son

2
x:%:>x272z:0:>x:0, r=2
2 /.2 3 272
4 2
5:/ (L o) ar=2-2] =% 22
0 2 6 21, 3 3
. 2 2
Area = |—2| = 242
rea ’ 3' 3u
\\ y // A
i /// ///
\ /
\ /
\ //,,V/F"

Opcién B

Problema 3.6.3 (3 puntos) Sea la funcién f(x) = In(1 + %), donde In significa Logaritmo Nepe-
riano.

a) (1 punto) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los intervalos de con-
cavidad y convexidad.

b) (1 punto) Dibujar la grifica de f.

¢) (1 punto). Calcular las ecuaciones de las rectas tangentes a la grafica de f en sus puntos de
inflexién.

Solucion:

a)

o 2@ _
f(:zc)—iler2 =0= 2=0
(—00,0) (0, 00)
f'(=) - +
f(z) | decreciente | creciente
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Luego en el punto (0,0) tenemos un Minimo.

2(1 — 2?)

f(x) = (1+22)

(—oo0,—1) | (-1,1) | (1,00)
[ (x) - + -

f(x) | convexa | céncava | convexa
2)

Luego en los puntos (—1,1n2) y (1,In2) hay dos puntos de Inflexién.

b) Representacién gréfica

Convexa

Creciente
Decreciente " Convexa .

[Pto de Inflexion(-1,1n2) . concaya Pto de Inflexion(1,1n2)

(0,0)

x-y+lIn2-1=0 X+y-In2+1=0

¢) La tangente en el punto (—1,1n2) es
m=f(-)=-1=y-—-In2=—-a+1= 2+y—1In2+1=0
La tangente en el punto (1,In2) es
m=f(1)=l=—=y-n2=z-1= z—y+n2-1=0
3.6.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.6.4 (2 puntos) Sea f(z) una funcién derivable en (0,1) y continua en [0, 1] tal que
fH)y=0y /0 2z f'(x)dx = 1. Utilizar la férmula de integracién por partes para hallar / flx

Solucion:

Hacemos u = 2z y dv = f/'(x)dz = du = 2dr y v = f(x). Aplicando la férmula de integra-

cién por partes
/udv:uv—/vdu

/ af'(x)de = 22 f(x))) — 2/ flx)dz =1=
0 0
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! o l-2zf(x)]t . 1-2f(1) 1
/Of(x)dx__ 2 l,” 2 T2

Problema 3.6.5 (2 puntos) Calcular un polinomio de tercer grado p(z) = ar® + bz +cx +d
sabiendo que verifica:

@ tiene un maximo relativo en x = 1

@ tiene un punto de inflexién en el punto de coordenadas (0,1).

/Olp(a?)dw = Z

@& ge verifica que

Solucién:
-
p'(z) =3ax® +2bx +c=p'(1) =3a+2b+c=0
-
p’(z) =6ar+2b=p"(0)=2b=0=0b=0
p(0)=d=1
-
1 1 4 pp3 2 L5
/p(w)dx:/(am3+bx2+cx+d)dx:g—ki—kg—kdx =-
0 0 4 3 2 o 4
:>E+Q+E+d—§
43 2 7 4
En conclusion, tenemos
a c 5
-4+ -+l=-=a+2c=1, y 3a+c=0=
4 2 4
1 3 1 3
az—g,c:gﬁp(x)z—gx?’—kgx—kl

Opcién B
Problema 3.6.6 (3 puntos) Calcular los siguientes limites

a) (1,5 puntos)

lim <\/x2—|—x— \/xz—x)
Tr—>00

b) (1,5 puntos)
lim =« [arctan (e®) — E}

r—>00 2

Solucion:
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lim (\/x2+x—\/x2—x):[oo—oo]:

Tr—>00
i (\/x2+x—\/x2—x> (\/x2+x+\/x2—x)
im =
T—>00 Val+r4+Vr2 -z
2 2
) (v :
z—o0 /22 fp 22 —x s—00 /22 + o+ V22 —x
2x
= 2
Hm = z 5 = —=1
T—>00 wxgw + wxgw 2
b)
arctan (e*) — T 0
i fnctan () = ] = 0-00) =t "R E = [7] -

e
; Ttee ; —z2e® 00 3 —2ze® — g2e”
lim 1 = lim T 22 =|—| = lim I =
r—>00 -z z—o0 | + 2% o0 T—>00 2e2x
, —2z — 22 00 . -2 -2z 00 , —2
hm —_— = | — | = hm —_— Y = |— | = hm —_— = 0
T—>00 2e® o0 T—>00 2er o0 r—s00 2%

3.6.3. Extraordinaria
Opcién A

1
Problema 3.6.7 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = — se pide:
x

a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a su gréfica en el punto (a, f(a)) paraa >0

b) (1 punto) Hallar los puntos de corte de las recta tangente hallada en el apartado anterior con
los ejes coordenados.

¢) (1 punto) Hallar el valor de a > 0 que hace que las distancias entre los dos puntos hallados
en el apartado anterior sea minima.

Solucion:

2)

— — () — —
f@) ==, m=f(a) = -
La recta tangente es
=)
——=—-——(*—a
L a?

2
b) Haciendo y = 0 = A(2a,0) y haciendo x =0 = B <O7 E).
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2\* 2
d(a) =1/ (2a)% + <7> =—Va*+1
a a
2a* — 2
a?vat+1
Como a > 0 = a = 1 En el intervalo (—1,1) la d’ es negativa y en el (1,400) es positiva,
luego pasa de decrecer a crecer en a = 1 y, por tanto, es un minimo.

d'(a) = =0= a=1, a=-1

Opcién B
2

Problema 3.6.8 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = In < 1 donde In significa logaritmo nepe-

riano, definida para & > 1, hallar un punto (a, f(a)) tal que la recta tangente a la grifica de f(x)
en ese punto sea paralela al eje OX.

Solucion:

f/(x)zgim—lzx(x—l):0:>x:2

4
f(2) = lnI =ln4=2In2= (4,2In2)

Problema 3.6.9 (2 puntos) Se considera la funcién
e

f(x):m

a) (1 punto) Calcular los extremos locales y/o globales de la funcién f(x).

xT

b) (1 punto) Determinar el valor del pardmetro a tal que:

/Oaf(x)dar = i

Solucion:

a)
oy el —e”)

En el intervalo (—o00,0) = f’(z) > 0 = la funcién es creciente en este intervalo.

=0=2=0

En el intervalo (0, 4+00) = f’(x) < 0 = la funcién es decreciente en este intervalo.

Luego en el punto (0, f(0)) = (0,1/4) la funcién presenta un maximo.

/aid _1
o (1+e7)? T
e’ 1 t1 1
—C dr= [ dt=" =
/(1+ez)2 “ /t2 T 17 ¢
/“ e 1 r_ (S S D
o T+em 2™ T1xenl, Tte "2 1

1 1
=-—=14+e*"=4=¢*"=3=0a=1n3
1+e® 4

b)
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3.7. Ano 2006

3.7.1. Modelo
Opcion A
Problema 3.7.1 (3 puntos) Dada la funcién:

—4x

f(x):m

a) (2 puntos) Hallar sus méximos y minimos locales y/o globales.

b) (1 punto) Determinar el valor del pardmetro a > 0 para el cual es:

/Oa fl@)de = -1

Solucién:
// A\
Minimo(0,577,-1,299)
a)
4(3z% - 1) 1 V3
F@) =y ’ 3 3
(mo0, -2 | (<2 5) | (X2 o)
/ 73 33 3>
fiz + — +
fx) creciente decreciente | creciente
V3 3V3 o V3 3V3
Luego en el punto RS tenemos un Maximo y en el punto 5T tenemos
un Minimo.
b)
a 4 a 1 2\—17¢
/ 7m22dx =— / 22(1 + 2?) 2 de = 72%} =
o (I+22) 0 —1 0
2 1 2
= —2=—-1=a==1, comoa>0=— a=1
14221, 1+4a?
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Opcién B
Problema 3.7.2 (2 puntos)

a) (1 punto) Hallar el punto P en el que se cortan las graficas de las funciones:
fl@) == g(x)=+Va2?-3
b) (1 punto) Hallar las ecuaciones de las rectas tangentes en el punto P a cada una de las curvas

anteriores y demostrar que son perpendiculares.
Solucién:
a)
f(@) =g(z) = % =12 -3 = z =42
La solucion negativa no vale, luego = = 2 es el tinico punto comtn.

b) Tangente a f(z):

Tangente a g(x):

T
g’(x)zT_g: m=¢2)=-2 yg@2)=1= y—1=2(z—-2)

1 .
Como m = —— == las dos rectas son perpendiculares.
m

Problema 3.7.3 (2 puntos) Se considera la funcién:

1
f(2) = 2 +sinz — cosx
Se pide:
a) (1 punto) Calcular los extremos locales y/o globales en el intervalo [—, 7]

b) (1 punto) Comprobar la existencia de, al menos, un punto ¢ € [—m, 7| tal que f”(c) = 0.
(Sugerencia: utilizar el teorema de Rolle). Demostrar que en ¢ hay un punto de inflexién.

Solucion:

a)

cosz + sinx . .
f(z)=— - 5 = 0= cosz +sinz =0=sinz = —cosz
(2 +sinx — cosx)

:>tanx:—1:>x:?%+2k7r7 x:%—l—Qkﬂ
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El denominador de f’(z) es siempre positivo y no se anula nunca.

3T 3T m e
/ (Oaz) (Z’Z) (Zao)
[ (x) - + -
f(z) | decreciente | creciente | decreciente

3m m
Luego en el punto x = — + 2k7 tenemos un Minimo y en el punto x = T + 2k7 tenemos

un Maximo.

Maxime

E . U

b) Como f”(z) es una funcién continua y derivable en el intervalo [—m, 7] y ademés f'(7) =
f/(=m) = 1/9 por el teorema de Rolle existe un punto ¢ € [—m, 7| en el que f”(c) = 0.

Como el punto ¢ anula la segunda derivada y en él la funcién es continua tiene que tra-
tarse de un punto de inflexién.

3.7.2. Ordinaria
Opcion A
Problema 3.7.4 (3 puntos) Se pide:

2
a) (1 punto) Dibujar la gréfica de la funcién f(x) = fl indicando su dominio, intervalos de
x

crecimiento y decrecimiento y asintotas.

2n .
es monotona creciente.

b) (1 punto) Demostrar que la funcién a,, =

¢) (1 punto) Calcular lim n%(a,q1 — an)
n—ro0

Solucion:

a) @ Domf=R-{-1}.

@ Asintotas:

a) Verticales: z = —1
2z -2
z——1- T+ 1 - {OT} = oo
2x {—2}
z—>—1+$+1_ 0+ -



b) Horizontales: y = 2
2
lim —— =2

¢) Oblicuas: No hay por haber horizontales.
@ Monotonia:

f'(z) =

—— > () = siempre creciente
(@+1)? P

Luego no hay ni maximos ni minimos.

@ Representacion grafica:

b) Si tenemos en cuenta que una sucesién es una funcién cuyo dominio es el conjunto de los
2n

n+1
hemos demostrado en el apartado anterior que es creciente en R — {—1}, con mayor razén lo

es en el conjunto N — {0}.

niimeros naturales excluido el cero, y si tenemos en cuenta que la funcién a,, = f(n) =

Otra manera de demostrarlo:

2n + 2 2n 2
Opt1 — Qp = — =
i n+2 n+l1 (n+1)(n+2)

>0

luego la sucesion es creciente.
, , 2n?
i s =) = M e
Opcién B
Problema 3.7.5 (3 puntos) Se pide:

a) (1,5 punto) Estudiar y representar graficamente la funcién:

1
f(x)zm

b) (1,5 puntos) Hallar el drea de la regién acotada comprendida entre la grafica de la funcién
anterior y las rectas y = 1, x = 5/2.

Solucion:
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a) a) @ Domf = R— {2}, Punto de corte en (0,1/2).
@& Asintotas:
1) Verticales: © = 2

e
im =|—| =400
a—2- (x — 2)2 0+
1 B { 1 } _
emar (x—2)2  Lo+] T
2) Horizontales: y = 2
, 1
A w2
3) Oblicuas: No hay por haber horizontales.
@ Monotonia: )
, _
= 490
f'@) = g #

Luego no hay ni méaximos ni minimos.

(_0072) (2,00)
fla) | + -

f(x) | crece | decrece

o
(x —2)

Los limites de integracion serdn desde © = 5/2 a x = 3.

=1=—= x =1novalida, x =3

3 3
1 1
5/2 (xz —2)? r—2 5/2
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3.7.3. Extraordinaria

Opcién A
2 dax
Problema 3.7.6 (2 puntos) Calcular/1 R
Solucidn:
1 7é+ B A(x+2)+ Bx
2422 r T+2 x? + 2z

1=A(z+2)+ Bz
siz=0 1=24=> A=1/2
siz=-2 1=-2B= B=—1/2

/7d;v —l/ldx—l/ 1 =In x
22 +2x 2 x 2 T+2 z+2

Problema 3.7.7 (2 puntos)
a) (1 punto) Calcular los valores de a y b para que la funcién

3z 42 si <0
f(z)=4{ 2> +2acosx si 0<z<m
az® +b si T>T

sea continua en todo valor de x.

b) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de f(z) para todos los valores a y b obtenidos en el
apartado anterior.

Solucidn:
a) Continua en z =0

lim f(z) = lim 3z +2) =2
r—0— x—0
— a=1
lim f(z) = lim (2 + 2acosz) = 2a
z—0+ x—0

Continua en x = 7

lim  f(z) = lim (2* +2acosz) = 7% — 2a = 7 — 2
T—T— T——T

lim f(z)= lim (a2® +b) =ar®+b=7>+b

r—t T—>T

3z + 2 si <0
fx)=< 2> +2cosz si 0<z<T
) si T >
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3 si <0
fl(z)=<¢ 2z —2sinz si 0<z<m

2x si x>
f(07)=3

— No es derivable en x = 0

f(07)=0
Sy =2

— Es derivable en x = 7
St =2

Opcién B
Problema 3.7.8 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = xe**, se pide:

a) (1,5 puntos) Dibujar su gréafica indicando su dominio, asintotas, intervalos de crecimiento y
decrecimiento, maximos y minimos relativos, intervalos de concavidad y convexidad y puntos
de inflexion.

b) (1,5 puntos) Calcular el drea comprendida entre el eje OX y la grafica de f(z) entre —1 <
r <1.

Solucion:

a) Dom(f)=R

Asintotas:

@ Verticales: No hay

@ Horizontales:

lim ze?* = oo
xr—>00
, , _ —00 , -1
lim  2ze*® = lim (—te ) = [—} = lim =0
T——00 t—s o0 00 t— o0 —e2t

Luego cuando la  — —oo hay una asintota y = 0

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Monotonia: L
fl(z) = e 4+ 20e* =e** (1 +22) =0 = x = ~3

(_005_1/2) (_1/2700)
f'(=) - +
fx) decrece crece

La funcién es creciente en el intervalo: (—1/2,00)
La funcién es decreciente en el intervalo: (—oo, —1/2)
Como en el punto (—1/2,—1/(2¢)) la funcién pasa de decrecer a crecer estamos ante un
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minimo.

Curvatura:
f'(x) =4e* (2 4+1)=0= z = —1

(700,*1) (71,00)
f(x) - +

f(z) | convexa | céncava

Como en el punto (—1, —1/(e?)) la funcién pasa de convexa a céncava estamos ante un punto
de inflexién.

=/

0
Area = ‘/ xe®® dx| +

-1

1
/ xe®® dx
0

La integral / ze?® dx se resuelve por partes, llamamos:

1
U=z = duzdxydvzedemﬁvzieh.

2z
27 xre 1 20 22 <2,’L‘ 1)
= — — = =F
/ ze“? dx B B / e“* dx (& 4 (ac)

Area = [F(0) ~ F(~1)| + |F(1) — F(0)] =

1
’ = 2,245762562

3.8. Ano 2007

3.8.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.8.1 (3 puntos)

a) (1 puntos) Si f es una funcién continua, obtener F’(z) siendo
F(x):/' (f(t) + 2 + %) dt
0
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1
b) (2 punto) Si f(1) =1 y ademaés / f(t)dt = 1, hallar la ecuacién de la recta tangente a la

0
grafica de F(x) en el punto (1, F(1)).
Solucién:

a) Por el teorema fundamental del cdlculo sabemos que si f es una funcién continua si
Fo)= [ ft)it = Fo)= f(@)

Luego F'(x) = f(z) + 2 + 2°

b)
m=F(1)=f1)+2=3
1 ) 1 1 1 3 44t
F(1):/(f(t)+t2+t3)dt:/ ft)dt + t2dt+/t"dt:1+—+— =
0 0 0 0 3 4O
S R
3 4 4
19
y—X=3(l’—1)
Opcién B

Problema 3.8.2 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = 62% — 2?, se pide:

a) (1 punto) Hallar un valor @ > 0 tal que la recta tangente a la grafica de f en el punto (a, f(a))
sea paralela a la recta y = —15z.

b) (1 punto) Hallar el drea de la regién acotada limitada por la grafica de f y la parte positiva
del eje OX.

Solucidn:
a) La pendiente de la recta tangente es m = f'(a) = —15
fl(x) =122 — 32> = m = f'(a) =120 — 3a* = 15 = a =5, a=—1

Como a > 0 = la solucién buscada es a = 5 y, por tanto, como f(5) = 25 = (5,25) es el
punto buscado.

b) Los puntos de corte con el eje OX son
622 — 2 =0 = =0, x=6
4

6 6
S = / (622 — 23) dx = 223 — x—} = 108 u?
0 41

Problema 3.8.3 (2 puntos) Obtener el valor de k sabiendo que

kxz+5
Jfm (”“" * 3) = 2

T—>00 T
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Solucion:

kx+5
lim (m+3> =[1°] = ¢

Tr—>00 e
3
r—>r00 xT

2
Luego 3k =2 = k::§.

3.8.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.8.4 (3 puntos) Se considera la funcién f(x) = 2*4+m, donde m > 0 es una constante.

a) (1,5 puntos) Para cada valor de m hallar el valor de a > 0 tal que la recta tangente a la
grafica de f en el punto (a, f(a)) pase por el origen de coordenadas.

b) (1,5 puntos) Hallar el valor de m para que la recta y = = sea tangente a la grifica de f(x).

Solucion:

a) (a, f(a)) = (a,a®*+m), f'(z) = 20 = f'(a) = 2a. Luego la recta tangente serfa: y—a*—m =
2a(x — a). Si imponemos que pase por el punto (0,0) = —a® —m = 20> = a = /m (la

solucién negativa no vale).

1
b) La recta y = z tiene de pendiente 1 = f'(a) = 2a =1 = a = 3 luego el punto de

11 1
tangencia es el (2 2), es decir, f (§> =3

Opcién B

2
calcular el area de la region acotada

Problema 3.8.5 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = T——i—él

encerrada por su grafica y el eje OX.
Solucién:

x? —12

L T 0= 2’ -12=0= z=+2V3
z2 4+ 4

’/2\/ 332"'4 x’
z? —12 ( 1 ) 1
F = ——— dz = 1-16——— ) de=x2—16 ———dxr =
(z) /x2—|—4 v / 2+ 4 e /x2+4 v

1 1 2
9:—16/7 — das::c—él/27dt:z78arctant:xf8aurctanE
4 (%) +1 t*+1 2

= |F(2v/3) — F(—2V3)| = 43v3 —4n)

3 = | —9,8269| = 9,8269 u>
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Problema 3.8.6 (2 puntos) Dibujar la grafica de la funcién

]

f(x):m

indicando su dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y asintotas.

Solucion:
x 2 /
— i - <0
] oy si <0 / 2_2)? Stz
fla)=5——= f(@) =
— T €T . >0 2
7 si x> 7(2_@2 si x>0
Dominio: Dom(f) = R — {2}
9CIOCe (0‘0) x

Monotonia: La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) y es creciente en el intervalo
(0,2) U (2,00). Asintotas:

& Verticales:
Si < 0 no hay
Siz>0=— 2=2:

T 2
1/ = 1/ = _— =
S flz)= lm o= = |g7] =+
, 2
S f(z) = lm o = H =

@ Horizontales:
Siz<0=y=1

lim f(z)= lim T 1

T— —00 r——00 2 — I
Siz>0= y=-1:
; Y £
LS = i e =

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales
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3.8.3. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.8.7 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Hallar los méximos y los minimos relativos y los puntos de inflexién de la funcién:

322+ +3
M) =—m57—

b) (1,5 puntos) Determinar una funcién F'(x) tal que su derivada sea f(z) y ademds F(0) = 4.

Solucién:
a)
, 1—a?
(—OO,—l) (_151) (1300)
f(x) - + N
(z) | Decrece \, | Crece /' | Decrece N\

Luego la funcién tiene un minimo en el punto (—1,5/2) y un méximo en el (1,7/2).

" _ 21’(1’2 - 3) A 1 _
f (:16)77(352_1_1)3 =0= 2=0, 2=+V3
(_007 _\/g) (—\/57 0) (Ov \/g) (\/3700)
1 (x) — + — +

f(z) | Convexa N | Céncava U | Convexa N | Céncava U

Como la funcién en estos tres puntos cambia de curvatura y hay continuidad, los tres son

puntos de inflexién:
11
0.3) <\/§5f) <_\/§“§>

4
b)
322+ +3 1 9
1
FO)=4= C=4= F(x):3x+§ln(3c2+1)+4
Opcién B

Problema 3.8.8 (3 puntos) Sea g(z) una funcién continua y derivable para todo valor real de z,
de la que se conoce la siguiente informacién:

@ ¢'(z) > 0 para todo = € (—00,0) U (2, +00), mientras que ¢’'(x) < 0 para todo z € (0, 2).
& g"(x) > 0 para todo z € (1,3) y ¢"(x) < 0 para todo z € (—o0,1) U (3, +00).
* 9(=1)=0, g(0) =2, g(2) = 1.
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lim g(z) =3

® lim g(z)=-oc0y L m

Tr—>r —00
Teniendo en cuenta los datos anteriores, se pide:

a) (1 punto) Analizar razonadamente la posible existencia o no existencia de asintotas verticales,
horizontales u oblicuas.

b) (1 punto) Dibujar de manera esquemadtica la gréfica de la funcién g(z).

¢) (1 punto) Si G(x) = / g(t) dt encontrar un valor zg tal que su derivada G'(zo) =0
0

Solucidn:
(z00,0) | (0,2) (2,00)
gla) | + - +
g(z) | Crece /| Decrece N, | Crece /

Como la funcién es continua y derivable en todo R, podemos asegurar que la funcién tiene un

maximo en x = 0 y un minimo en x = 2.

(—OO,I) (LS) (BvOO)
9" (x) - + -
g(z) | Convexa N | Céncava U | Convexa N

Como la funcién es continua y derivable en todo R, podemos asegurar que la funcién tiene dos
puntos de inflexibn en z =1 y en & = 3.

a) Asintotas:

@ Verticales: No hay, ya que la funcién es continua y derivable en todo R.

@ Horizontales: en y = 3, ya que lim g(z) =3
T —> +00
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales
b) Su representacion seria:
¥A Astutota vertical y=3

: { H
Puntos de Inflexion e x=1y
erx—?

xr
c) G(z) = / g(t) dt, como g(z) es continua y derivable podemos aplicar el teorema fundamen-
0

tal del calculo y tenemos que G’ (x) = g(z) = G'(x¢) = g(x9) = 0= 29 = —1
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3.9. Ano 2008
3.9.1. Modelo

Opcién A
Problema 3.9.1 (2 puntos) Se considera la funcién
x
flx) = p

a) (1 punto) Hallar sus asintotas y sus extremos locales.

b) (1 punto) Calcular los puntos de inflexién de f(x) y dibujar la grafica de f(x).
Solucién:

a) Asintotas:

@ Verticales: No hay ya que el denominador no se anula nunca.

@ Horizontales:

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales

b) Representacion gréfica

Maximo(l,1'e)

Conveva o Inflexion (2,0.27)

Céncava

(0,0} + Asintotay=0
reciente
1—=z

! —_— — pr—

fi(z) = = =0= z=1
(_007 1) (15 OO)

f'(=) + -
f(z) | Creciente | Decreciente

Luego hay un méximo en el punto (1,e™ ")

r— 2
e.’C

=0= x=2

f(@) =
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(—00,2) | (2,00)
f'(x) - +

f(z) | Convexa | Céncava

Problema 3.9.2 (2 puntos) Calcular:

2+n 1-5n
1—|—n)

a) (1 punto) lim (

n—- oo

4 3 —3 — 4 _

Solucion:

a)

92 1-5n
lfm < +TL) :[100]:6)‘:675

2
A= lim (1—5n)-< +”—1)=—5
n—> oo 1+n
b)
, Vi3 —3—+vnt—n
lim =
n— 00 n+5
i (Vn*+2n3 —3 —vnt —n)(vVnt +2n3 -3+ Vn* —n)
im =
n— oo (n+5)(vVn* +2n3 -3+ vn* —n)
B 2n3+n—3
lim =
n—o (n+5)(vnt+2n3 —3+vnt —n)
. 2+ 1/n? - 3/n?
lim =
n—o (1+5/n)(\/1+2/n—3/n*+ /1 —1/n3)
Opciéon B

Problema 3.9.3 (3 puntos) Se considera la funcién

ar® +b si x| <2

fla) = { /22 si |z >2
Se pide:
a) (1,5 punto) Calcular a y b para que f sea continua y derivable en todo R.

b) (1,5 punto) Para los valores de a y b obtenidos en el apartado anterior, calcular el drea de la
regién acotada limitada por la grafica de f el eje horizontal y las rectas z =1, x = 3.

Solucion:
1/:102 si < =2

— f(z) =< ax’+b si —2<x<?2
1/2*  si x> 2



Para que f(x) sea continua en x = —2:

1 1
lim  f(z)= lim — = -

T—s—2— T—2 1’2 4

lim  f(z) = xh’_n>12(ax2 +b)=4da+b

r——27F

1
4a +b= 1= 16a +4b =1
Para que f(x) sea continua en & = 2: (Quedan los mismos resultados de z = —2)

La derivada sera:
—2/303 si z < =2
flz) = 2az  si —2<z<2
—2/x% si x>2

Para que f(x) sea derivable en x = —2:
! — 1 ! +
f-2) =1 f(2%) = ~ta
1 1
—dg = = - —
a=,=a 16
Para que f(x) sea derivable en = 2: (Quedan los mismos resultados de z = —2)
1 1
4 = —— —_
a = a 15
Si : = b
1 = —— = —
“T 716 2
1/2* si < -2
flx)=14 —1/162 +1/2 si -2<z <2
1/2? si x>2

b) El signo de la funcién f en el intervalo [1,2] es siempre positiva, y lo mismo ocurre en el
intervalo [2, 3]

~1/1622+1/2=0= z = +/38

Los intervalos de integracién serén (1,2) y (2, 3)

2 3 2
1 1 - x 17
Sy = (_72 —)d:— f}:—
! /1 67 te) Tty TR



3.9.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.9.4 (2 puntos) Estudiar los siguientes limites:

a) (1 punto) lim (e* — 2?)

r—>+00

4‘/1: x
b) (1 punto) zgnioo 30 i (5370

Solucion:

a)

T—>+00 T—>+00 er T—>+00
ya que:
2 2
lim z :[E}: lim x:[oo]: Im — =0
r—>+oo ¥ o0 r—>+o00 ¥ o0 r—>+oo0 e®
b)
47 +57 57 ((

O (U
~—
8

(b1

Problema 3.9.5 (2 puntos) Obtener los méximos y minimos relativos, y los puntos de inflexién
de la funcién:

=0

(), (5

f(2) = 2(In(x))*

siendo In(z) el logaritmo neperiano de x.
Solucién:

f(2)=n(z)* +2In(z) =0 = =1, x=¢2

(0,e7%) (%) (1,00)
f'(z) + - +
f(x) | Creciente /| Decreciente \, | Creciente

La funcién presenta un méximo en el punto (=%, 4e~2) y un minimo en (1,0).

21 2
= n(x)+*=0=>x:e_1
x T

f(x)

e | (e7h,00)
= +
f(x) | Convexa N | Céncava U

La funcién presenta un punto de Inflexién en el (e, e™ ")
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Maximo

Punto de Inflexion

Minimo

Opcién B
Problema 3.9.6 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Para cada valor de ¢ > 0, calcular el drea de la regién acotada comprendida
entre la grafica de la funcion:

1
flx)=ca* + ~2® +1
c
el eje OX y las rectas z =0, x = 1.

b) (1,5 puntos) Hallar el valor de ¢ para el cual el drea obtenida en el apartado anterior es

minima.
Solucién:
a)
1
cxt+ -2’ +1=0= '+ 22 +¢c=0
c
Esta ecuacién no tiene soluciones para 0 < ¢ < 10, ya que el discriminante 1 — 4¢* < 0, esto
quiere decir que, la funcién no corta el eje OX en el intervalo [0, 1] y, por tanto, los limites
de integracion del drea buscada seran desde x = 0 hasta z = 1.
1 5 3 1
1 1
S = / (cz4—|—fx2—|—1> dz| = ﬁ—kx—ﬁ-x} |
0 c ) 3c 0 5 3c
3c2 +15c+5
S(c) = ———
(c) 15¢
b)
3¢ -5 V5
Sl = — = O —t = :ti
()= 52 ‘T3
(0,—V5/3) | (=v/5/3,V5/3) | (V5/3,00)
f(z) + - +
f(z) | Creciente /| Decreciente ~, | Creciente
La funcién presenta un maximo en ¢ = —\/5/3 y un minimo en ¢ = \/5/3, que es el valor

buscado.
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3.9.3. Extraordinaria
Opcién A

Problema 3.9.7 (3 puntos) Dada la funcién;

se pide:

a) (2 puntos) Dibujar la gréfica de f, estudiando el crecimiento, decrecimiento, puntos de infle-
xién y asintotas.

b) (1 punto) Calcular:

Solucién:
2 +1
floy =23
a) @ Asintotas:
a) Verticales: No Hay
b) Horizontales:
%, fle) =0

La recta y = 0 es una asintota horizontal cuando x — oo, pero no lo es cuando
T — —0Q.

¢) Oblicuas: No hay por haber horizontales

@ Monotonia:

2 2
—r*4+2r—1 x—1
f'(z) = S e S
er er
Ademds, f'(z) < 0 siempre y, por tanto, la funcién es siempre decreciente. Esto quiere
decir que, la funcién no tiene ni méximos ni minimos.

@ Curvatura:

2 _
f”(x):w:()é r=1, =3
ew
(—o0,1) (1,3) (3,00)
[ (x) + - +
f(z) | Céncava U | Convexa N | Céncava U

@ Representacion:
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Decrece

(0,1)

PI(1,0.7357588823)

Decrece

PI(3,0.4978706836)

y=0

b) Se trata de una integral por partes donde u = 2* + 1 = du = 2xdr y dv = ¢ “dox = v =

2
/f(x)d:r:/ x _—21dl':767$($2+1)+2/$67md$:
e

—e
(Volviendo a resolver por partes u =z = du=dex y dv=¢ “de = v=—e ")

= e "z +1)+2 {f:ce*$ +/ e*z} = e (2 4+1)—2ze " -2 " =

2
2
:_6*93(%2+2x+3):_w
ex
1 1,2 2 1
2 3 6
/f(x)dxz/ T alar::—M =3--
0 o € e’ 0 e

Opciéon B
Problema 3.9.8 (3 puntos)

a) (1,5 puntos) Calcular:
/ 23 In(z) do
donde In(x) es el logaritmo neperiano de x.
b) (1,5 puntos) Utilizar el cambio de variable
z=¢e—e7t
para calcular:
et
——dz
44 x2

Indicacion : Para deshacer el cambio de variable utilizar:

P (:E+\/:172+4>
= In _—
2

Solucion:
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dx
a) Se trata de una integral por partes, donde hacemos: u =Inz = du= — y dv = dr =
x
4
v=—

4

/xgln(x)d$=x4lnm—1/x3da::x4lnx_i.a;4:4‘75411””_:544—0

b) z=e' —e ' = dx = (' +e7")dt

et + e*t et _’_eft

/#dx— dt = | ————=dt =
4/4_*_332 /4+(€t—€_t)2 2+€2t+e—2t

t —t t —t 2 4
/Ldt:/idt:/dt:t:m rEVEEHAN
et + et 2

(et + e—t>2

3.10. Ano 2009

3.10.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.10.1 (3 puntos) Sea:

1 stz <y

fz) = . ;
—(r — 92)? < > 2

13 (1-(x—-2)?%) si x> 5

a) (1 punto) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f(x).
b) (1 punto) Hallar los maximos y minimos locales de f(x)
¢) (1 punto) Dibujar la gréfica de f(z).

Solucién:

a) (1 punto) Continuidad:

lim f(x) lim (1 ﬁ) —7
1 - 1 — =
z—s (3/2)~ o z—s (3/2) 4 16
7 7
If = Ii — (1—-(z—2)?%) =
r*)1(3rn/2)+ /(@) IHI(SIH/Q)Jr 12 ( (z-2) ) 16

Luego:

z—> (3/2)— z—> (3/2)1



. 3
f es continua en z = 3

Derivabilidad:
.z § p<S (37 3
, 2 2 s )=71
f (.%‘) = = 3+ 7
—Tz—2) si x>§ f/(i >:7
6 <5 2 12
Luego:

La funcién no es derivable en z = 3/2

b) Estudiamos su representacién grafica

Primero los extremos

3
,gz() si x<§ r=0 si z<
f(z) = 3
o= (& —2 3
:J%;):051x25 r=2 si x>

Recurrimos a la segunda derivada para discernir su clase

1 3
—5 = Miximo si z < 3
f(x) =
-7 3
0 Méxi . 53
5 dximo si x> 5

N W N w

x=3/2
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Opcién B
Problema 3.10.2 (2 puntos) Sea:

|z|
2 +1

fz) =

a) (1 punto) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de f en z = 0.

b) (1 punto) Estudiar cuédndo se verifica que f'(x) = 0. Puesto que f(1) = f(—1), jexiste
contradiccién con el teorema de Rolle en el intervalo [—1,1]7?

Solucion:
T
— si <0
S =1 =1
x4+ 1 1 si x>0
T

a) Continuidad:

x
i, 0=, (57
a:—1>nj(l)+ f( ) z— 0+ \z2 + 1
f(0)=0
Luego:
lim f(z)= lim f(z)=/f(0)=0=
z— 0~ rz— 0t
f es continua en z =0
Derivabilidad:
22 —1
0
(x2—|—1)2 s1 o< f/ o) — 1
fl(m) = - { ! {n+
1 22 (0 1
@2 E1) si >0
Luego:

F1(07) # 1 (07)

La funciéon no es derivable en £ = 0
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(0,0)

b) Para que se cumplan las hipétesis del teorema de Rolle la funcién debe ser continua en el
intervalo (—1,1) y derivable en el intervalo [—1,1], lo cual no es cierto segun el apartado
anterior.

Problema 3.10.3 (3 puntos) Sea

(x—1)* si 2<1
Inx si x>1

7o) ={

donde In z significa logaritmo neperiano de x. Hallar el area de la regién acotada limitada por la
gréfica de f(z), y por la recta y = 1.

Solucion:

@ Comprobamos si hay continuidad en el punto z = 1

lim  f(z) = lim ((z— 1)%) =0

z—> 1)~

lim f(z)= lm (lnz)=0

r—> 1t r— 1t
f1)=0
Luego:
lim f(z)= lim f(z)=f(1)=0=

rz—>1— rz—> 1t

f es continua en x = 1

@ Calculamos los puntos de corte de f(z) con y =1

{(xf1)2:1 siox<1 {:v:O siox<1
Inz =1 si z>1 r=e¢ si z>1

@ Calculamos el drea:
S = |S1] + Sz
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Resolvemos las integrales por separado

1 3 1
2 2
=/ Q-(@-1)de= -2 2}:—:>S:—
Si= [ 0-@-1pte = -G +a?| =518

La siguiente integral se resuelve por partes u =Inx = v =dr/rydv=dr = v=1

/(1 —Inz)dx =x — (mlnx—/dw) =2x—zxlnx

52:/ (1-Ina)de = 20— zlnalj = e — 2 =[S = e — 2
1

2 4
S:§+e—2:e—§u2

(2,0)

3.10.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.10.4 (2 puntos) Calcular el siguiente limite:

1 (z+1)
i (14 s
25 Foo + ar? + 4z + 8
segun los valores del pardmetro «
Solucién:
1 (z+1) N
i (14 ) =0 =
x—l>n—}-oo + ar? 4+ 4x+ 8 1] =e
1 z+1
A= 1i 1(1 —_1): i <—>
x—l>H-1|roo(x+ 1+ ax? 4+ 4z + 8 s too \az? + 4z + 8

1

1 (z+1) 14
(10 1)
m—l>n—}-oo * 4r + 8 c
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Sia#0= A=0=

1 (z+1) 0
i (16—t ) e
x—1>H—l&-oo +ax2+4x+8 €

Problema 3.10.5 (2 puntos) Calcular la integral:

F(z) = / t2etdt
0
Solucién:

Se trata de una integral que se resuelve por partes:

(u =t’ = du=2dt; dv=e'dt = v= fe*t)

/ e tdt = —t2et + 2/ te tdt =

(u:t:> du=dt; dv=etdt = v:—e_t)

=2t +2 {—te‘t +/ et dt} =2t 42 [—te_t — e_t] =—et (t2 + 2t + 2)

x
F(m) = /0 t2e tdt = —et (t2 + 2t + 2)]5 = —e_x(m2 + 2 + 2) )

Opcién B
Problema 3.10.6 (3 puntos) Si la derivada de la funcién f(x) es:
f'(@) = (& —1)*(z - 5)
Obtener:
a) (1 punto) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f.

b) (1 punto) Los valores de x en los cuales f tiene méximos relativos, minimos relativos, o
puntos de inflexion.

¢) (1 punto) La funcién f sabiendo que f(0) =0
Solucidn:

a)

(—00,1) (1a5) (5a OO)
f'(x) + - +
f(x) | Creciente /| Decreciente “, | Creciente

b) En 2 = 1 hay un méximo y en 2 = 5 hay un minimo. Para calcular los puntos de inflexién
calculamos la segunda derivada:

f'(@) =4 = 4)(z - 1)

f"(x) =0 = x =4y x = 1. El tinico posible punto de inflexién es z = 4 ya que en z = 1
hay un maéaximo:

(—OO,l) (174) (4a OO)
f(=) - - +

f(z) | Convexan | Convexan | Céncaval
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0,0 Mdximo(1,0) 5

Convexa

Decreciente

P.Inflexion(4,-161/5)
Creciente

Concava

Creciente

Minimo(5,-51)

5
f(x):/ [x4—8x3+18m2—16x+5] de =2 — 224 1 625 — 822 + 5z + C

)
f0)=0+C=0= C=0
.
f(x):E—2x4+6x3—8x2+5x

3.10.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.10.7 (3 puntos) Dada la funcién:

In(1 + az) — bz
2
flz) = 1 )

—— 1 =0
9 S1 €T

si 1+ax>0y xz#0

Se pide:

a) (1,5 puntos) Hallar los valores de los pardmetros a, b para los cuales la funcién f es continua
en x = 0.

b) (1,5 puntos) Para a = b = 1, estudiar si la funcién f es derivable en = 0 aplicando la
definicién de derivada.

Solucion:
a)

In(1 —
Y n(l+ azx) b:c:

z— 0 2

0} 3 a—b—abx
2= ffm 2%
0 z—0 2z + 2ax2

Si a # b este limite no tiene solucién, por tanto continuamos con la condiciéon de que a = b:

a—0b—abr 3 —a’z a? 1 b— 41
m —— =1lm ————=——=—— = qg=b=
=0 2z + 2ax2 t—0 22 + 2ax? 2 2
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b) Sia=b=1

In(1 —
DOFD) =T G ias0y a0
x
flz) = 1
—3 si z=0
La definicién de derivada en el punto 0 es
! _ 1 f(0+h) — f( )
110)= i h
In(1+h)—h 1
h e — — — —
FO+h) I 0) = -3
In(1+h)—h | 1 2
——— +3 In(l1+h)—h+h
7o) =t~ gy BUED IR (O]
h—s0 h h—s0 2h3 0
o — 1+2h 1+ 2h 1
{ 14_}17 = i B — — =
W G2 w2 Gy 652 M Hoe

Luego no es derivable en el punto z = 0.

Opciéon B
Problema 3.10.8 (3 puntos)

a) (1 punto) Dada la funcién:

f(x):m,

hallar el punto o los puntos de la gréfica de f(x) en los que la pendiente de la recta tangente
sea 1.

b) (0,5 puntos) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) en el punto = = 0.

¢) (1,5 puntos) Sea g una funcién derivable con derivada continua en toda la recta real, y tal
que g(0) = 0, g(2) = 2. Demostrar que existe al menos un punto c en el intervalo (0,2) tal

que ¢'(c) = 1.
Solucién:

a) La pendiente de la recta tangente es m = 1:

1+ 22 {
roon _ 4 _ 92 _
]”(96)—7(1_x2)2 l=2"-32"=0= N

Los puntos seran: (0,0), (V3,—v3/8) y (—=v/3,v3/8)
b) En z = 0 la recta tangente es y =
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c¢) Se cumplen las condiciones del Teorema del Valor Medio en el intervalo [0,2] y por tanto

Je € [0, 2] que cumple

iy 92)—g(0) 1
g@O="""0 17!

3.10.4. Reserva
Opcion A
Problema 3.10.9 (3 puntos) Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

a) (1 punto) f(z) = (2z)3".
b) (1 punto) g(z) = cos g

6m
¢) (1 punto) h(z) = / e“St dt.
5

s

Solucion:
a) f'(z) = 3(22)*" (1 + In(2z))
b) ¢'(x) =0

c) N
s(z) = / et dt = §'(x) = ™57
5

us

h(z) = s(6x) = h'(z) = 6e°°°*

Opcién B

Problema 3.10.10 (2 puntos) Sabiendo que el volumen de un cubo de lado a es V(a) = a®

centimetros ctibicos, calcular el valor minimo de V(z) + V(y) si « +y = 5.

Solucion:
fl@)=V(@) +V(y)=2"+¢*, y=5-2= f(a)=2"+(5-2)’ =
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fl(x) =322 -305-2)> =30z -75=0—= x:g

5

@) =30 = (2

2) =30 > 0 = Minimo

Sustituyendo en f(z):

) 125

— = —_— = 3
f(2> 1 31,25 em

Problema 3.10.11 (2 puntos) Calcular las siguientes integrales:

a) (1 punto) /(2x—|— 1)? dz, / e do

1 4
b) (1 punto)/Q“’dx,/L;wdz
x

Solucion:

a) /(2x+1)3dx—;/2(2x+1)3dx—(235;;1)4+C

4
1 x
/x36$4d:ﬂ:1/4msez4dm:%+0
5/

x

ln2~2'"£dx:2—+C

In2
142+ 2t 1 1 22
—dr=————+—+0C
/ x3 * 222 CE+ 2 +

3.11. Ano 2010
3.11.1. Modelo

Opcién A
Problema 3.11.1 (3 puntos) Dada la funcién:
flz) =€" +ae™,
siendo a un nimero real, estudiar los siguientes apartados en funcién de a:

a) (1,5 puntos) Hallar los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

I

b) (1 punto) Estudiar para que valor , o valores, de a la funcién f tiene alguna asintota hori-
zontal.

¢) (0,5 puntos) Para a > 0, hallar el drea de la regién acotada comprendida entre la gréfica de
f,eleje OX ylas rectas ¢ =0, z = 2.

Solucion:
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@& Siag>0:

(—o0,Ina/2) | (Ina,o00)
f'(=) - +

f(z) | Decreciente | Creciente

La funcién es decreciente en el inetervalo (—oo,lna/2) y creciente en el (Ina/2, c0).

Ina
La funcién tiene un minimo en el punto (7, 2\/6>

@ Sia <0 = Ina no existe, luego no hay extremos. Por otro lado f'(z) >0, Vo € R =
la funcion es siempre creciente.

, et —a 00 , 2e2® , z
lim =|—| = lim = lim 2" =
T—> 00 et o0 r— o0 eT T—> 00

En este caso no hay asintotas horizontales sea cual sea el valor de a.
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Cuando £ — —o0:

2x 2z
e —a o0 1+ae
lim = [—} = lim (e7*+4ae”)= lim Sraet cosia#0
r——00 er T—00 T —>00 e’

Es decir, no hay asintotas horizontales en este caso siempre que a # 0. Si a = 0 =

, 1+ ae®®

lim —— =
T—00 et

b) Con a > 0:
2 2
S :/ (e" +ae ™)de=e" —ae "] =a(l - el —2)) +e? — 142
0
Opcién B

Problema 3.11.2 (3 puntos) Dada la funcién:
fla)=s—a
Se pide:
a) (1 punto) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto (—1, f(—1)).

b) (1 punto) Determinar los puntos de interseccién de la recta hallada en el apartado anterior
con la grafica de f.

¢) (1 punto) Calcular el drea de la regién acotada que estd comprendida entre la gréfica de f y
la recta obtenida en el apartado anterior.

Solucion:

a) f(—1) = 0. El punto de tangencia es el (—1,0). f'(z) = 32> — 1 = m = f'(~1) = 2. Luego
la recta tangente es:
y=2r+1)= 20 —y+2=0
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b) Para encontrar los puntos de interseccién lo hacemos por igualacién:

P —r=20+2= r=—-1, =2
Los puntos de interseccién son: (—1,0) y (2,6).

c)

2 2 4 2 2
S—/ (2x+27x3+x)dx:/ (fx3+3z+2)dz:f%+3%+2z =
-1 -1 —1
2
T

(-1,0).

3.11.2. Ordinaria-General
Opcion A
Problema 3.11.3 (3 puntos) Dada la funcién:

2
f) =5
se pide:
a) (0,75 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).
b) (0,75 puntos) Hallar los puntos de inflexién de la grafica de f(x).
)

)
¢) (0,75 puntos) Hallar las asintotas y dibujar la grafica de f(x).
)

d) (0,75 puntos) Hallar el drea del recinto acotado que limitan la gréfica de f(x), el eje de
abscisas y las rectas y = x + 2, x = 1.
Solucién:
2z
!
a) f(z):*m:0:> T =

(=00,0) (0,0)
f(=) + -

f(z) | Creciente | Decreciente
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La funcién es creciente en el intervalo (—o0o,0) y decreciente en el (0, 00).

La funcién tiene un maximo en el punto (0, 2)

b) f”(x)zwz()ﬁ xziﬁ

(2 +1)3 3
V3 V3 V3. | V3
(—007—?) (—?»?) (?,00)
/(@) + - +
f(x) Céncava Convexa | Céncava

V3. V3
?,OO

La funcién es céncava en el intervalo (—oo, ——) U (

V3 V3 ’
T

37 37
La funcién presenta puntos de inflexién en (—\g, 4) y <\3f, 4)

) y es convexa el intervalo

¢) Como el denominador no se anula nunca no hay asintotas verticales y, pasamos a estudiar
las horizontales:

z2+2
3 — ]_ ——= y =
y, por tanto, no hay asintotas oblicuas.
} g
Midximo(0,2)
Punto Inflexion(-0,5773502691; 1,75) Punto Inflexion(0,5773502691; 1,75)

y=1

(0.0)
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1,2

2 4
/ Tt da::arctanx+x](1):1+z: 7
0

z?+1 4 4
{ 12
Area = |S1| + |52| :3+%:#u2

Opcién B
Problema 3.11.4 (3 puntos) Dada la funcién:

Vv ln
f@y=¢ %

z+k si <0

si >0

donde In x significa logaritmo neperiano de z, se pide:

a) (1 punto) Determinar el valor de k para que la funcién sea continua en R

b) (1 punto) Hallar los puntos de corte con los ejes de coordenadas.

¢) (1 punto) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién en el punto de

abscisa z = 1.

Solucion:

a) Para que la funcién sea continua en 2 = 0 se tiene que cumplir:

lim f@) = ln f(z) = f(2)

lim f(z)= lm (x+k)=k

r— 0~

z— 0~
NN ., Inz —0o0 ) 1
= lim e = |— | = im —_—
w0t 2 a0 0 o0t 2 Im2VE2 5

8

) vV 0
1 _ _
B i r N R e B

Luego k=0
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Valnzx

x

b) Siz=0= f(0)=0=>(0,0). Si f(z) =0 =

y (1,0), por la otra rama obtenemos el punto (0,0).

=0= 2=0, 2=1= (0,0)

¢) Se pide la tangente en la rama z > 1:

f1)=0
#lnm—i—% 2% — /xlnz - 2% In2
fl(l'): (2\/5 )22r
m= )=

1
La recta tangente es y = 5(37 —-1)

3.11.3. Ordinaria-Especifica
Opcién A
Problema 3.11.5 (2 puntos) Hallar:

{3/3 - ij %

1 t I
a) (1 punto) lim T+ 92

Tr—>00

b) (1 punto) lim (1+ 4:163)2/””3
z—0

Solucién:
a)
[z —83]" | [vV=83]” .
lim | ——— | = lim =(-1)*=-1
b)

: : 21n(1 + 42
lim (1+42%)%* =X = InA= lim In(l +42%)%*" = lim M =
r—0 x—0 x—0 x

24

0
— | = 1/ _— = — — 8
M d S ) T8 ATe

Problema 3.11.6 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = In(2? 442 —5), donde In significa logaritmo
neperiano, se pide:
a) (1 punto) Determinar el dominio de definicién de f(z) y las asintotas verticales de su grafica.
b) (1 punto) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).
Solucién:
a) Hay que estudiar la inecuacién: 22442 —5> 0.
44 —5=0= z=-5, z=1

(=00, —=5) | (=5,1) | (1,00)
fx) + — +

Luego Dom(f) = (—o0, —5) U (1, 00). Las asintotas verticales son:
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- = -5

lim  In(2? + 42 —5) = —o0;  lim In(2? + 4z — 5) no existe
r— —5— r— =57+

- r=1:

lim In(z? + 42 — 5) no existe, lim In(z* +4z —5) = —oc0
r— 1 z—> 1t
, 2z +4 . ) )
b) f(x) = o 0 = x = —2 Estudio la derivada sin tener en cuenta que procede
T _
de un logaritmo y luego restringiré la conclusiones al dominio de esta funcién:
(z00,=5) | (=5,-2) | (=2,1) (1,00)

f'(x) - + - +

f(x) | Decreciente | Creciente | Decreciente | Creciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo, —5) y creciente en el (1, 00).

Opciéon B
Problema 3.11.7 (3 puntos) Dadas las funciones:

y=9—a2 y=2zx+1

se pide:
a) (1 punto) Dibujar las graficas de las dos funciones identificando el recinto acotado por ellas.
b) (1 punto) Calcular el drea de dicho recinto acotado.

¢) (1 punto) Hallar el volumen de un cuerpo de revolucién obtenido al hacer girar alrededor del
eje OX el recinto acotado por la grifica de y = 9 — 2?2 y el eje OX.

Solucion:

a) La funcién f(z) = 9— 22 tiene los puntos de corte con los ejes: (0,9), (3,0) y (=3, 0), presenta
un méximo en (0,9) y es una funcién par (simétrica respecto a OY). La funcién g(x) = 2x+1
es una recta que pasa por los puntos: (0,1) y (—1/2,0)
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20 15 15 2c

b) Calculamos los puntos de corte de estas dos gréficas:

9—2? =20 4+1=—= 2=—-4, =2

2 2 3 2
S:/ (9—x2—2x—1)dx=/ (—J;2—2x+8)d5c=—%—x2+8x = 36 u?
—4 —4 -4

c¢) Dibujamos y =9 — z? y por simetria podemos hacer:

y

3,0 (3,0 ><

3 3 5 3

1296
V:27T/ (9—x2)2da::27r/ (81 + 2* — 182%) dx = 819@—}—%—6303 :Tﬂ u?
0 0

-3
3.11.4. Extraordinaria-General
Opcién A
Problema 3.11.8 (2 puntos) Calcular los limites:

. a/x
a) (1 punto). z11_1)110(1 + arctan x)

430



, 3x + 2e*
b) (1 punto). $h_1'>noo m

Solucion:
In(1 t
a) lim (14 arctanz)®® = A\ = lim aln(l + arctan z) =1InA\
z—0 z— 0 x
In(1 2
lim aln( —&—arctanx):{g}: fm —2 g =In\= \=¢"
z—0 T z—0 1 + arctan
b)

3x + 2¢e* 00 , 3+ 2e” 00 , 2e” 2
1m7:[—}:hm :[ }:hm — ==
z—so0 Tx + He® 00 z—o0 7 + He” 00 z—r 00 He? 5

Problema 3.11.9 (2 puntos) Calcular:

1
x
a) (1 punto). —dx
b) (1 punto)./ x cosx dx
0
Solucién:

a)
1 1
T 1 1
——dr = —— —2z 4—:E2 _1/2d;17:— 4—{L’2 :2—\/§
/0 \/4*3'52 2/0 ( )( ) \/—]0

T
b)/ x cos x dx se resuelve por partes u =z y dv =coszdr = du=dz y v =sinz:
0
/xcosxdx:xsinx—/sinxdx:xsinx+cosx+0
s
/xcoszdx:xsinx+cosx]g:f2
0

Opcion B

Problema 3.11.10 (& puntos) Los puntos P(1,2,1), Q(2,1,1) y A(a,0,0) con a > 3, determinan
un plano 7 que corta a los semiejes positivos de OY y OZ en los puntos B y C' respectivamente.
Calcular el valor de a para que el tetraedro determinado por los puntos A, B, C y el origen de
coordenadas tenga volumen minimo.

Solucién:
ﬁ: (1-a,2,1) y@: (2 —a,1,1) y como punto elijo el A(a,0,0):
l-a 2—-a z—-a
e 2 1 Y =0=m:24+y+(a—3)z—a=0
1 1 z
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Punto de corte de 7 con OY: hacemos z =0 e z =0 = B(0,aq,0).
Punto de corte de m con OZ: hacemos x =0e y =0= C(0,0,a/(a — 3)).

Tendremos los vectores:

OA = (4,0,0), OB = (0,a,0), OC = (0,0,a/(a — 3))

El volumen del tetraedro sera:

1]a 0 0 a3
V(a):6| 0 a 0 |:6a—18
0 0 af(a—3)

Para calcular el minimo hacemos su derivada e igualamos a cero:

*(2a—9 9
a@a=9) __ 4=0, a=

Vi@ =5 —ae =3

El tinico punto a estudiar serd el a = 9/2:

(—00,9/2) | (9/2,00) 9 81
! & o
V'(a) - + = Minimo <§, @)
V(a) | decrece crece

Luego los puntos pedidos son:

A(g,o,o), B(o,g,o), C(0,0,3)

3.11.5. Extraordinaria-Especifica

Opcién A

Problema 3.11.11 (2 puntos) Obtener el valor de a para que
:EQ _ 3 G,I2
(557 -
1m $2 n 3

Solucion:

2
2 _ ax
lim (x 3) =[1°] = ¢

z—r oo \ 22 + 3
2
L oy (T2 =3 _ —6az?
A= whmoc(ax ) (m - 1) = zhmoo m = —6a

e =4=—= lne % =n4=— 6a*1n4:>a*7h1?4

Problema 3.11.12 (2 puntos) Hallar:
16

a) (0,5 puntos). / (x —15)% dx
14
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b) (1,5 puntos). /911 (z —10)*(x — 9) dx

Solucién:
16 19716
a) / (& —15)% do — M} _ 2
14 9 PR
11
b) /9 (x—10)'"(2—9) dx se resuelve por partes: u = —9 = du = dr y dv = (z—10)?dz =
 (z—19)®
YT 0
_ -1 20
/(:c—lO)lg(x—Q)d:v: (@ 9)(;0 0 —/(x— 10)* dx =
(x —9)(z —10)*0  (z —10)%!
20 21 +G
1 — 9)(z — 10)2° —1027" 2
0 20 21 |, 21
Opciéon B

Problema 3.11.13 (3 puntos) Dada la funcién:

3z2 + 5z — 20
f@) = ——F—

z+5
se pide:

a) (1,5 puntos). Estudiar y obtener las asintotas.

b) (1 punto). Estudiar los intervalos de concavidad y convexidad.

¢) (0,5 puntos). Representar gréficamente la funcién.

Solucion:

a) Asintotas:

@ Verticales: x = —5
I 3x2+5x—20_{30 ~ oo
z—s—5+ T+5 “lot]
) 322 + 5z — 20 {30}
Ilm —m————— = = —00
r——5— T+ 5 0~
@ Horizontales: No hay
. 3x? 452 —20
Im —mMm—— =40
T—>00 x+5
@ Oblicuas: y =mzx+n=— y=3x— 10
, 3z2 + 5z — 20
m= llm ———— =

z—so0 12+ bx

2 _
n— lim (w _3m) _ 10
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b) Estudio completo:

@ Monotonia:

3(x? + 10z + 15)

fl(z) = CEE =0= 2=-54+V10, z=-5-10
(=00, =5 —V10) | (=5 — V10, -5+ v/10) | (=5 + V10, 00)

f(@) + - +

f(x) creciente decreciente creciente

Luego la funcién tiene un Méximo en el punto (—8,16; —43,97) y un Minimo en el punto
(—1,84;—6,03).
60

& Curvatura: f”(z) = A # 0 Luego la funcién no tiene puntos de Inflexién.
x

(=00, —5) (=5, 00)

(@) = +
f(x) | convexa m céncava U

¢) Representacion gréfica:
¥

x=-5 | \Decreciente Creciente

y=3x-10
Cdopcava

Minimo(-1,84;-6,03)

Convexa

Creciente

Decreciente

3.12. Ano 2011

3.12.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.12.1 (3 puntos) Dada la funcién:

rz—1

f(x):m

se pide:

a) (1,5 puntos). Obtener, si existen, los maximos y minimos relativos, y las asintotas.
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b) (1,5 puntos). Calcular el drea del recinto acotado comprendido entre la grifica de f, el eje
OX y las rectas x =0, z = 3.

Solucion:

a) @ Mdiximos y Minimos:

/ _ 3—x _ _
(—o0,—1) (—1,3) (3,00)
e ¥ -
f(z) | decreciente N, | creciente /' | decreciente \

1
La funcién presenta un Maximo en el punto (3, g) En el punto z = —1 la funcién no

es continua, en ese punto habra una posible asintota vertical.

@ Asintotas:

e Verticales: x = —1 ) )
3 xr — N
L e {F} 7=
lim =1 = {_—2} = 400
z— -1+ (x + 1)2 0+
lim > _Tq = 2] - +00
z— —1- (SE+1)2 0+
e Horizontales: y =0
lim L
e S PEEE

e Oblicuas: No hay por haber horizontales
@ Comprobamos si hay algin punto de corte de esta funcién con el eje de abscisas que
esté dentro del intervalo [0, 3]:
x—1
(x+1)2
Los limites de integracion seran de 0 a 1 y de 1 a 3. Calculamos la integral indefinida

de la funcién por descomposicién polinémica:

z—1 A B Alz+1)+B

Cr1? 2+l @rl2 . (@12

=0= =1

r=—-1=— B=-2
r=0— —-1=A+B— A=1

z—1 1 1 2
Fo)= | ———dz= | —dzx -2 | ———de=1 I+ —
(z) /(m+1)2 x /x—i—l x /(ac—i—l)Q r =In|r + |+x—|—1

|
51:/0 mda@:F(l)—F(O)zln?—l

:c—l:A(x+1)+B:>{

3

- T dr=F@) -F(1)=In2- =

% /1(x+1)2d$ (3)-F(1)=In
11,

S=8i|+]S[=1-m2+I2- 5 =cu
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Miximo (3,1/8)

%
r‘ﬂk

Opcién B
Problema 3.12.2 (2 puntos) Calcular los siguientes limites:

a) (1 punto). zﬁr& zel/®

V1+tanz — /1 —tanz
m

b) (1 punto). I

z—0 €T
Solucién:
a)
1z _1/22)el/®
lim e/ =[0-00] = lim L:[f}: Sz
z—0+ e—0t 1/x 00 z—0t  (—1/22)
lim e'/* = +00
r—0t
b)

. V/1+tanz — /1 —tanzx {O}

lim =|=

x—0 x 0
2 _ 2

. ( 1/cos®z  —1/cos®x ) _q

z—0 \2y/1+tanz 21 —tanz

1
Problema 3.12.3 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = 3~ sinz, calcular el area del recinto aco-

tado comprendido entre la grafica de f, el eje OX y las rectas z =0, x = g

Solucion:

Comprobamos si hay algin punto de corte de esta funcién con el eje de abscisas que esté den-
tro del intervalo [O, g}

1 . 0 T
——sine=0— = —
2 6

Los limites de integracién serén de 0 a 7/6 y de 7/6 a 7/2. Calculamos la integral indefinida:

1
F(z):/ <§fsinx> dx:ngcosx

S1=/0ﬂ/6 (%—sinx) dx:F(ﬂ'/6)—F(O):17T—2-|—
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w/2
32:/ <lfsinx) Qi = F(n/2) — F(n/6) = & - Y3
s \/§ NEE s
S =151| + |52 12+ 5 + 2 6 3 2 0,47

3.12.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.12.4 (2 puntos) Se pide:

3
a) (1 punto). Calcular la integral / zv 4+ 522 du.
1

b) (1 punto). Hallar los valores minimo y maximo absolutos de la funcién f(z) = v/12 — 3z2.

Solucion:

a)

15 L 15

3 3
JET15293]° 316
/WWMZM _
1

b) El dominio de la funcién viene dado por la inecuacién 12 — 32% > 0 = Dom(f) = [-2,2] ¥
su signo es siempre positivo, la funcién siempre estd por encima del eje de abscisas; como en
x = £2 la funcién vale cero en estos dos puntos que seran minimos relativos. Por otra parte:

V3zx

f’(m):—im:O: =0
(—2,0) (0,2)

f'(=) + -

f(z) | creciente /| decreciente N\

Luego hay un méaximo en el punto (0, 2\/§) que, por ser el tinico, serd un maximo absoluto.
Alcanzard un minimo absoluto en los puntos en los que f(z) =0 = (-2,0) y (2,0).

Problema 3.12.5 (2 puntos) Se pide:
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a) (1 punto). Calcular el siguiente limite:

I VT
1m ——
z—>00 | [ + \/5

b) (1 punto). Demostrar que la ecuacién 4x° 4 3z 4+ m = 0 sélo tiene una raiz real, cualquiera
que sea el nimero m. Justificar la respuesta indicando qué teoremas se usan.

Solucion:

a)
TS VA P

im —

b) Sea cual sea el valor de m, la funcién f(x) = 42° + 3z + m es una funcién polinémica y, por
tanto, continua y derivable en R.

=1

lim (z°+3z+m)=o00c y lim (2°+3z+m)=—oc

Luego la funcién cambia de signo en el intervalo (—oo,00) y, por el teorema de Bolzano,
necesariamente tiene cortar al eje de abscisas.

fl(r)=202* +3>0 Vo € R

Luego la funcién es siempre creciente, en consecuencia sélo puede haber un punto de corte
(Teorema de Rolle).

Opcién B
Problema 3.12.6 (3 puntos) Dada la funcién:

Se pide:

a) (1 punto). Determinar el valor de a para el que la funcién posee un minimo relativo en z = 1.
Para este valor de a obtener los otros puntos en que f tiene un extremo relativo.

b) (1 punto). Obtener las asintotas de la grafica de y = f(z) para a = 1.
¢) (1 punto). Esbozar la grifica de la funcién para a = 1.

Solucién:

a)



Luego en z = 1 la funcién tiene un minimo relativo.

3z% -3
f’(az)szz(): 30t =3 = g =41
En x=-1:
1 12 "
f (z):;:> ff(-1)=-12<0
Luego en z = —1 la funcién tiene un maximo relativo.
b) Sia=1:
rt4+1
fa) ="
Asintotas:
@ Verticales: z =0
zt+1 1}
Ii =|=|==
1210 (L’S LO >
) zt 41 1
IEI}JJF 1‘3 1 OT:| =t
! rt 41 1 }
im =|—|=-0
z—0- a3 0+
@ Horizontales: No hay
, zt+1
lim T =
Tr—>o0 X
@ Oblicuas: y = mz +n
4
1
m = lim ﬁz lim < —: =1

T—>00 T —>00 1‘3
y=x
c¢) La gréfica para a = 1:
¥
=
Min(132,1.73)
Miix(-1.32/-1.75)
=0
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Se trata de una funcién IMPAR, bastaria con calcular sus extremos

zt—3
=

f'(z) = 0= z=-1,32, 2=1,32

xT

(—o0;—1,32) | (—1,32;1,32) | (1,32;00)
f'(@) + - +
f(x) | creciente / | decreciente \, | creciente

La funcién tiene un méximo relativo en el punto (—1,32; —1,75) y un minimo relativo en el

punto (1,32;1,75)

3.12.3. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.12.7 ( 3 puntos).

a) (1 punto) Calcular los limites:

i 2 , 2
a:;nloo 4 + e—(z+1) xi}l}roo 4 + e—(z+1)

T

1
b) (1 punto) Calcular la integral: /0 15322 dz

¢) (1 punto) Hallar el dominio de definicién de la funcién f(xz) = /22 + 92 + 14. Hallar el
conjunto de puntos en los que la funcién f tiene derivada.

Solucién:

a)

T 2 2 1

1m = = —

z—+ +00 4 4+ e—(z+1) 440 2

, 2 2
mgnloo 4 + e_(-T+1) o ; =0

b)

1
T 1 11
— % _dr=-In|1+32]' =>In2
/01+3x2m 6n\+x|}0 ;I

¢) 22+ 9z +14 > 0 = Dom(f) = (—o0, 7] U [~2,00).

2x—9
2vVx? 4+ 9x + 14

La funcién tiene derivada en (—oo, —=7) U (=2, 00).

) =
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Opcién B
Problema 3.12.8 (2 puntos). Dada la funcién

el/® si <0
_ k si =0
) = cosx—1 .
— si x>0
sinz

hallar el valor de k para que f sea continua en x = 0. Justificar la respuesta.
Solucién: f es continua en x = 0 si

lim f(z)= lim f(z)= f(0)

z—> 0t z— 0~

lim f(z)= lim e /" =0

r—> 0~ r—> 0~
, , cosr —1 0 3 —sinz
Im f(zr)= llm —— =|=|= lim =0
z— 0+ z— 0+ sinz 0 z— 0+ COST
Como f(0)=k= k=0
Problema 3.12.9 (2 puntos).
a) (1 punto). Hallar el drea del recinto limitado por la grifica de f(x) = —sinz y el eje OX

entre las abscisas x =0y x = 27.

b) (1 punto). Hallar el volumen del sélido de revolucién que se obtiene al hacer girar la grafica

de f(x) = —sinz alrededor del eje OX entre las abscisas ¢ =0y © = 27.
Solucién:
a) f(z) = —sine =0= 2z =0y 2 = 7. En el intervalo [0, 27] hay dos recitos de integracién

Sy =1[0,7] y Sg = [, 27]

S1 :/ (—sinz)dz = cosz|y = —2
0

2m
Sy = / (—sinz)de = cosa]™ =2

S =S|+ [Sa] =4 u?

¥

T ™ 1 ™
V:27r/ (7Sin‘f€)2d£€:ﬂ'/ (1—-cos2z)de=m <:177§Sin2$)} =2 ud
0 0 0
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3.13. Ano 2012

3.13.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.13.1 (2 puntos) Halla el valor de A para que la funcién

At .
3z si x>0
flz) =
sin2x |
si <0
x
sea continua. Razonar la respuesta.
Solucién: , .
Az Az
-1 0 2\ 0
lim f(z)= lim S = — H — fm 2% _ H _
z— 0+ r— 0+  3x2 z—0+ 6T 0
i 27 (e @ 4 2Az2e “’2) A
im -z
r— 0t 6 3
in 2 0 2cos?2
lim f(z)= lim ot = H — lfm 2985 _ 4
z—s 0~ T—0- T 0 T—s 0~ 1

Para que f sea continua en z = 0 se tiene que cumplir:

a;in%ﬁ f(z) = wl_l')mo_ f(z) = f(0)

A
Luego 3= 2 = )\ = 6 verificarfa la primera igualdad, pero no la segunda, dado que f(0) # 2.

Es decir, con A = 6 la funcién serd continua en R — {0}, en 2 = 0 presenta una discontinuidad
evitable y serfa continua si incluimos la rama f(0) = 2.

Problema 3.13.2 (2 puntos) Dado el polinomio P(x) = 2® + az?® + bz + ¢, obtener los valores de
a, by ¢ de modo que se verifiquen las condiciones siguientes:

= El polinomio P(x) tenga extremos relativos en los puntos de abscisas © = —1/3, x = —1.
= La recta tangente a la gréfica de P(z) en el punto (0, P(0)) sea y = x + 3.

Solucién:
P(z) = 2® + ax?® + bx + ¢ = P'(z) = 32° + 2a2 + b

1 1 2a
p/(_f): Lo2a
3 0:>3 3+ 0
:{a 2
P(-1)=0=3-2a+b=0 b=1

P'(0) =1 pendientede y =2 +3 = b=1

El punto (0, P(0)) también pertenece a la recta y = x + 3 luego para x =0 = y =3 = P(0) =
3 = ¢ =3 El polinomio buscado es

Px)=2*+22> +2+3
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Opcién B

Problema 3.13.3 (3 puntos) Sabiendo que la funcién F(z) tiene derivada f(x) continua en el
intervalo cerrado [2, 5], y, ademds, que:

F2)=1, F(3)=2, F(4)=6, F(5)=3, f(3)=3 y f(4)=—1;

Hallar:
5
a) (0,5 pun‘cos)./2 f(x)dx
3
b) (1 punto)./2 (5f(z) = 7)dx

4
¢) (1,5 puntos). /2 F(2)f(z) da.

Solucion:

5
a) /2 flx)de=F(5)—-F((2)=3—-1=2

3 3 3
b)/2(5f(x)—7)dx=5/2 f(x)dx—7/2 di =
—5(F(3) — F(2)) —T(3—-2)=5(2 1)~ 7= —2

4
0 / F(x)f(x) dz =

3.13.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.13.4 (2 puntos) Hallar a, b, ¢ de modo que la funcién f(z) = 2® + az® + bz + ¢
alcance en x = 1 un méaximo relativo de valor 2, y tenga en z = 3 un punto de inflexion.

Solucidn:
f'(x) = 32% + 2ax + b, f"(x) =62+ 2a

fA)=2= a+b+c=1 a=-9
F(1)=0= 2a+b=-3 = { b=15
f'B3)=0= a=-9 c=-5

f(z) =2® —92° 4 152 — 5

Problema 3.13.5 (2 puntos) Calcular razonadamente las siguientes integrales definidas:

= (1 punto). / e*® cos xz dx
0

(1 t0) /”/2 sin 2z
. unto). ———dx
P o 14 cos?2z

443



Solucién:
4 2
= (1 punto). / e*® cosx dr = —5(627T +1)
0

u=cosx — du = —sinx 2z
e“’cosx 1
/e cosz dx l o — &2 di oo Lo ] 5 +2/€ sinz dz

2

u =sinx — du = cosx 2 cosr 1 /e sine 1
1,5, | = —|—§< —7/62Icosxdx>

dv:e%dz:>v:§e 2 2 2
e cosx 1e*sinz 1 1 (2cosx + sinz)e®
I= - iy R S
2 + 2 2 4 + 4 4
2 .3 2z
/ 2% o8 di — (2cosx +sinz)e
)

/2 sin2x 1 "2 n
. /0 1T o222 dx = ~3 arctan(cos 2z) . =1

Opcién B
Problema 3.13.6 (3 puntos) Dadas las funciones

_3x+4+In(z+1)
x? -3

f(z) » 9(x) = (Inx)*, h(z) = sen(m — x)

se pide:
a) (1 punto). Hallar el dominio de f(z) y el h’rr+1 f(x).
r—r+00

b) (1 punto). Calcular ¢'(e).

¢) (1 punto). Calcular, en el intervalo (0, 27), las coordenadas de los puntos de corte con el eje
de abscisas y las coordenadas de los extremos relativos de h(z).

Solucion:

a) Dom(f) = (v/3,00)

1 1 3 + 1
gy Bt [Z]= tim —r s
r—>+00 T4 — 3 o0 r—>+00 Qm

g (z) = (Inz)* (ln(ln(x) + ﬁ) = ¢'(e)=1

¢) h(z)sen(m —x) =0 = 7 —x = kr = x = (1 — k)m,, el dnico punto de corte en este
intervalo es en = .

h(z) = —cos(m —x) =0 = w—x:g+k7r:> g;:W(%_k)
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3.13.3. Ordinaria-Coincidente

Opcién A

Problema 3.13.7 (8 puntos) Dada la funcién f(x) = cos? z, se pide:
a) (1 punto). Calcular los extremos relativos de f en el intervalo (—m, )
b) (1 punto). Calcular los puntos de inflexién de f en el intervalo (—m, )

¢) (1 punto). Hallar la primitiva g(z) de f(z) tal que g(w/4) = 0.

Solucidn: 4
() = —2sinzcosx = —sin2z2 =0= z = g, keZ
a) En el intervalo (—, m) sélo hay tres soluciones: z = £7/2 y x = 0. Analizamos estos extremos
por el criterio de la segunda derivada. f”(z) = —2 cos 2z:
f"(0) = =2 < 0= en z = 0 hay un Méximo
! (g) =2>0= en 2 =0 hay un Minimo
f (—g) =2>0= en 2 =0 hay un Minimo
b)
k
f'(x) = —2cos2x =0 = xz%ﬁ—%, keZ

En el intervalo (—, ) las soluciones serdn: © = +7/4 y = £37w /4. Analizamos estos puntos
por el criterio de la tercera derivada. f"'(z) = 4sin 2x:

" (£m/4) = £4 # 0 = en x = +7/4 hay un punto de Inflexién

" (£37/4) = £4 # 0 = en x = +37/4 hay un punto de Inflexién

1 52 2 in 2
g(x):/COSQde:/ + cos T e 2 + sin T c

2 4
2 4 sinn/2 2 2
grjay = T2EST2 L0 TE2 Gy oo T
4 8 8
()72:c+sin?m77r+2
9\ = 1 8

Opcién B
Problema 3.13.8 (2 puntos) Dada la funcién

se pide:

a) (1 punto) Hallar Hm+ f(z), lm f(z)

z— 3 r—> —3~
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b) (1 punto) Hallar Lgn}roo f(z), lm f(x)

T—>F —00
Solucion:
a)
, r—3 ; r—3 3 Vo —3
Ilm ——= lim ——= lim ——=0
r— 3t IL'279 r—> 31 \/Qj+3\/1’73 z— 3+t Jxr + 3
; x—3
lm @ ———=—-
z— —3— /22 —9
b)
T

Problema 3.13.9 (2 puntos)

8
a) (1 punto) Sea f(z) una funcién continua tal que / f(u) du = 3. Hallar
1

2
/ f(z®)2? dx
1
b) (1 punto) Hallar el dominio de definicién y las abscisas de los puntos donde la funcién
F(z) = \/(z—3)(9 —x)?

alcanza sus méximos y minimos relativos.

Solucion:

F'(z) 3 —5)(x —9) 0= =5, z=
2¢/(x — 3)(9 — x)?
(3,5) (5,9) (9,00)
F'(x) + - +
F(x) | creciente | decreciente | creciente

En el punto (5,4v/2) hay un maximo relativo y en el punto (9,0) hay un minimo relativo.

En el punto (3,0) hay un minimo global.
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(5, 5.656854249)

(3.0 (9.0)

3.13.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.13.10 (8 puntos) Dada la funcién

f(x)—{ 3+ A si <3
Tl —4410z—2%2 si z>3

se pide:

a) (1 punto). Hallar el valor de A para que f(z) sea continua. ;Es derivable para ese valor de
A?

b) (1 punto). Hallar los puntos en los que f'(x) = 0.
¢) (1 punto). Hallar el maximo absoluto y el minimo absoluto de f(x) en el intervalo [4, 8].

Solucion:

a)
lim f(x)=64+4; lm f(z)=17
z— 3~ z— 3t

9+ A=17T= A=38

B 3z +8 si <3 , _{ 3 si x<3
f(x)_{—4+10x—x2 sioz>3 = ['(z) = 10—2z si z>3

f'(37)=34# f(37) = 4 = no es derivable en v = 3
b) f'(z) =0 sélo en el intervalo (3,00) y serd: 10 —2z =0= z =5

c) f(4) =20, f(8) =12, f(5) = 21, luego tendriamos un mdximo absoluto en el punto (5,21) y
un minimo absoluto en el punto (8,12).

Opciéon B
Problema 3.13.11 (8 puntos) Dada la funcién f(x) = 2*sinx, se pide:

a) (1 punto). Determinar, justificando la respuesta, si la ecuacién f(z) = 0 tiene alguna solucién
en el intervalo abierto (7/2, ).

b) (1 punto). Calcular la integral de f en el intervalo [0, 7].
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¢) (1 punto). Obtener la ecuacién de la recta normal a la gréfica de y = f(x) en el punto
(m, f(m)). Recuérdese que la recta normal es la recta perpendicular a la recta tangente en
dicho punto.

Solucion:

a) 2> #0en (7/2,7) y sinz # 0 en (7/2,7), luego podemos concluir que f(z) = z?sinz # 0
en (7/2,m).

b) La integral se calcula por partes:

_ .2 _
2 sinzdr = { == du = 2wdr } = —2%cosx+2 [ zcoszdr =
dv=sinxdr — v = —cosx

{ u=z= du=dzr
dv =coszxdr = v =sinx

} = —z2cosz+2 {xsinm—/sinxdw} =

= —2%cosz + 2xsinz + 2cosx = (2 — x?) cosx + 2z sinx

K

_ 2
g =T 4

/ ?sinzdr = (2 — 2%) cosz + 2w sin z]
0
¢) f'(z) =2xsinz + 2% cosz, f'(n) = —n* = m = 1/72, f(x) = 0:

! ( ) rect 1
= — (z — ) recta norma
) 2

y = —7m2(x — ) recta tangente

3.14. Ano 2013

3.14.1. Modelo

Opcién A

Problema 3.14.1 (3 puntos) Dada la funcién

222 + 3z .
— si <0
x—1

flz) = a si =0
e 1/ si >0

se pide:
a) (1 punto). Determinar el valor de a para que f sea continua en x = 0.
b) (1 punto). Para ese valor de a, estudiar la derivabilidad de f en z = 0.
¢) (1 punto). Hallar, si las tiene, las asintotas de la grafica y = f(z).

Solucion:
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, 3 222 + 3x , , “1/z
i fl)= i == =0 Min f@)= lim e =0 f(0) =a
Luego a = 0.
b)

222 — 4z — 3 § 2<0

(z —1)?
fl(x) = 0 si x=0
1
7671/1 si x>0
x
_ 0+h)— £(0) e l/h
’ _ a. "ot = 1 f( - 1 _
f (0 ) 3 f (0 ) h— 0t h hi%-*— h
1/h_{@}_ ) -1/n* 1 0
nesor el/h - Lool T o —1/h2et/h = o et/
Como f'(07) # f'(07) = f no es derivable en x = 0.
y=1
y=2x+5, /\
¢) Siz<O0:
@ Verticales: La unica posible seria en x = 1, pero no estd en la rama y, por tanto no es
valida.
@ Horizontales: No tiene
3 2x2 + 3z
lIm —=-x

z—s—c0 x —1
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@ Oblicuas: y = mz + n:

, flx , 2x2 + 3z
m= lim —%*= Ilim — =2
rT— —00 I r— —00 4 — I
2x% +3
n= lim (f(z)—mz)= Ilim (u—%c):
T— —00 T— —00 x—1

lim ( 5x1>:5: y=2c+5

T— —0c0 \ I —
Siz>0:

@ Verticales: No puede haberlas.

@ Horizontales: y =1

lim e /" =¢2=1
r— +00

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

Opciéon B
Problema 3.14.2 (3 puntos)

a) (0,5 puntos). Representar graficamente el recinto limitado por la gréfica de la funcién f(x) =
Inz y el eje OX entre las abscisas © = 1/e, x = e.

b) (1,25 puntos). Calcular el drea de dicho recinto.

¢) (1,25 puntos). Calcular el volumen del sélido de revolucién obtenido al girar dicho recinto
alrededor del eje OX.

Solucion:
a) f(1/e)=—-1, f(e) =1y f(1) =0

¥
15

0.5

(1/e,0) (e,0)
0.5 3 i 2 2.5 3 s

=1
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=1 d *1d
F(x):/lnxd:r: u=hr= u=ar :xlnx—/dz:z(lnx—l)
dv=dr= v=c

2—e€
e

Sle(l)—F(l/e): 3 SQZF(G)—F(l):l

2 —

2
r1="41= u

e
€

Area = [S1| + |Se| = ’

Y

2 _ 2lnx

dv=dr— v=u=x

z(lnz)? — 2/ Inzdr = 2z(lnz)? - 2z(lnz — 1)

¢ m(e2 —
V= 7r/ (Ina)?ds = w(F(e) — F(1/e)) = =& =5) 3
1/e e

3.14.2. Ordinaria

Opcién A
3

Problema 3.14.3 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = 5 se pide se pide:

x
(z —3)
a) (1 punto). Hallar las asintotas de su gréfica.

b) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) en el punto de abscisa
T =2.
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Solucion:

a) @ Verticales: z =3

i 23 {27} n i 3 {27} »
m —— =|—| = +4oc; im =|—| =4
a—3- (x — 3)2 0t T oasat (z—3)2 0t
@ Horizontales: No hay
3 a3
lim ———= = —o0; lim ——— =400

o ~oo (1 — 3)2

@ Oblicuas: y = mz + n:

. (z) . T
m = llm —_— = hm ﬁ =
z— —co0 I z— —o0 % — 6x° + 9x

) ) a’ )
n= lim (f(z)—mz)= Ilim (m—x =

T— —00 r— —00
) 622 — 9x )
L <x2—6x—|—9 =b=y=2+6

3 2
-9
b) f'(z) = 2_732 en el punto de abscisa x = 2 el valor de la pendiente de la recta tangente es

m = f'(2) = 28 y el punto de tangencia es (2, f(2)) = (2,8), la recta buscada en su ecuacién
punto pendiente sera:
y—8=28(zx—2)

Problema 3.14.4 (2 puntos) Calcular las siguientes integrales:

= 2 2 4
2) /ﬂ;i?)dx b) /de
x2+9 1 a3

Solucion:

x—3 x 1 1 ) z
[ rste= [ wipte=s [ e gl +ol—aretan(3) 40

a)

Opcién B
Problema 3.14.5 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 2cos® z, se pide:
a) (1 punto). Calcular los extremos absolutos de f(z) en {—g, g]

b) (1 punto). Calcular los puntos de inflexién de f(z) en [—g, g}
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/2
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx
0
Solucién:
a)

k
f(z) = —2sin2z = 0 = ng, keZ

T
En el intervalo [—5, 5} s6lo hay tres soluciones: x = £7/2 y = 0. Analizamos estos

extremos por el criterio de la segunda derivada. f”(z) = —4 cos 2z:

f"(0) = -4 < 0= en z = 0 hay un Médximo absoluto

(g) 4>0= enzx = Z hay un Minimo absoluto
( g) 4>0= enzx=—— hay un Minimo absoluto

[ (x) = —4cos2x =0= z = (2k + 1)%, keZz

En el intervalo [—g g] las soluciones serdan: * = £7/4 . Analizamos estos puntos por el

criterio de la tercera derivada. f"'(z) = 8sin 2x:

" (r/4) =8 # 0 = en z = /4 hay un punto de Inflexién

f"(-=n/4) =8 # 0= en x = —m/4 hay un punto de Inflexién

/2 w/2 in2 /2
/ 20052xdm:/ (1+cos2x)dx:x+sm2x =T
0 0

3.14.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 3.14.6 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = e~ " — z, se pide:

a) (1 punto). Determinar el polinomio de segundo grado, P(z) = ax® + bx + ¢, que verifica
simultdneamente las tres condiciones siguientes: P(0) = f(0), P'(0) = f'(0), P"(0) = f"(0).

b) (1 punto). Usar los teoremas de Bolzano y Rolle para demostrar que la ecuacién f(z) = 0
tiene una unica solucién real.
Solucién:
a)
flx)=e " —2= flla)=—"-1= f'(x)=€¢"
P(z) = azx® + bx +c = P'(z) = 2ax + b= P"(2) = 2a

P(0)=f(0)=c=1
P'(0) = f(0) =b=—2

1
| = P(x):§x2—2x+1
P"0)=f"(0)=2a=1= a=g
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b) La funcién f es continua en R, ademads.

lim (e —z)=400, lim (e7*—2)=-0
r—> —00 T—> 0

la funcién cambia de signo en el intervalo (—oo, +00) y por el teorema de Bolzano aseguramos

que 3c € R/f(c) = 0.
La funcién f es siempre decreciente ya que f'(x) = —e~" — 1 < 0 y, por tanto, ese punto ¢

es unico.

Problema 3.14.7 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = { 1 —|—L;:e*x : z i 8 , se pide:

a) (1 punto). Determinar el valor de a para que f sea continua en x = 0 y estudiar, en ese caso,
la derivabilidad de f en z = 0.

1
b) (1 punto). Calcular, en funcién de a, la integral / f(x)dx.
-1

Solucion:

a) Continuidad en z = 0:

{ lim f(z)= lim a=a

z— 0~ z— 0~ = gqg=1
1t = lim (1 =1

0y Sl = i (L ee™)

Derivabilidad en 2 = 0: f(x) = { e—w(ff z) G o i 8 — { ﬁ’(()*; =1

derivable en x = 0.

b) /(1+a:ef‘/r)dz = { do f;wxdx:;fuv:_dfe—m } = I—:L’e*ﬁ—/ e Pdr =ax—ze P—e ¥ =

z—e "(z+1)
1 0 1
/_1 f(gc)da::/_1 adw+/0 (1+ze %)de = [am](il—l— [m—e"”(m—&-l)]é:
a+(1-2e"")—(-1)=a+2(1—¢")

Opcién B
Problema 3.14.8 (3 puntos) Dada la funcién

sinx

si x<0

T

fx) = | ,
G

r+1

donde In significa logaritmo neperiano, se pide:
a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f(z) en 2 = 0.

b) (1 punto). Calcular wirrloc f(x)7w£nmf(x)
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c¢) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’, donde sea posible.

Solucién:
lim f(z)= lim —— =1
a) Continuidad en z = 0: { *9° o 07 ln%x—&— 1) . = f no es continua en

I = 1 T o

x = 0 presenta una discontinuidad no evitable, hay un salto.

sinx

b) lim =0
r—r — 00 €T
VIR G )

z— 400 x4+ 1

rcosx —sinx

= siox<0
c) fl(x) = , [ es derivable en R — {0}.
1—In(z+1) G 23>0
(x+1)2 -

3.14.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.14.9 (3 puntos) Dada la funcién:
4 27

se pide:
a) (0,75 puntos). Hallar las asintotas de su grafica.

b) (1,75 puntos). Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y calcular sus puntos
de inflexion.

¢) (0,5 puntos). Esbozar la grafica de la funcién.

Solucion:
4 27 5(7x — 20)

o —4 2x+2:2(w+1)(x—4)

a) Asintotas:

@& Verticales: z = —-1yx =14
I 5(7x — 20) _ {—135} ~ oo
a——1- 2(z + 1)(x — 4) 0-
I 5(7x — 20) _ {—135} -
z——1- 2(z + 1)(z — 4) 0+
) 5(7x — 20) {40
Im —m———=|—| =—-
e—a- 2(x + 1)(z — 4) 0~
I 5(7x — 20) _ 40 ~ i
e—a- 2(x + 1)(z — 4) 0+
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@ Horizontales: y = 0
5(7x — 20)
m — =
z— 00 2(x + 1)(z — 4)

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
_ 5(7x* — 40z + 88)
2(x + 1)2(xz — 4)2

wooy o B(7x — 6022 + 264z — 344)
@) = = P —ap

b) f(x) = < 0Vz € R. Luego f decrece en todo el dominio R — {—1,4}.

=0= x=2

(700771) (7172) (274) (4,00)
O T - T
f(z) | Convexa | Céncava | Convexa | Céncava

Hay un punto de inflexién en (2,5/2).

¢) La gréfica es:

17
3] \\ =
| \
\ \
\\ \\
\\PI(Z‘S/J) \\
o=
=0 LY K
\—\\ \\
Y \
N
S
\
\
|
\
Opciéon B
Problema 3.14.10 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = m , se pide:

a2+ 1

a) (1 punto). Hallar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f en x = 0.
1
b) (1 punto). Calcular / zf(z) dx.
0

Solucién:

a)



1 12 1 1
/ :L'f(:z:)dx:/ 7dx:/ (1—7) dx = z:farctanx]é:
0 0 $2+1 0 $2+1

Problema 3.14.11 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = '/, se pide:

a) (1 punto). Calcular IAH}FOO f(x), Igrrim f(x) y estudiar la existencia de whglof(x).

b) (1 punto). Esbozar la grafica y = f(x) determinando los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de f(x) y sus asintotas.

Solucion:

a) lim eY/* =1;

. lim YT =1,
xr— +00

r—r — 00

lim €/ =0; lim e'® = oo; luego en 0 no extiste el limite.
z—> 0~ z—> 0t

b) La grafica seria:

b
x=0
-1
Por el apartado anterior la funcién tiene una asintota vertical en £ = 0 y una asintota
horizontal en y = 1.
el/x
f(z)=— e <0, Yz € R— {0}

Luego la funcién es siempre decreciente.
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3.14.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 3.14.12 (2 puntos) Dada la funcién f(x) = 2® 4 ax? + bx + ¢, se pide:

a) (1,5 puntos). Hallar los valores de a, b y ¢ para que la grafica de la funcién tenga un extremo
relativo en el punto de abscisa = 1, un punto de inflexién en el de abscisa x = 2/3 y corte
el eje OY en el punto de ordenada y = 1.

b) (0,5 puntos). ;Es el extremo relativo un maximo o un minimo?

Solucién:
a)
fx) =2+ a2x® +bx+c, f(r)=32>+2ax+b, f’(z)=6x+2a
) =1= c=1 a=—2
ff()=0=3+4+2a+b=0 ={ b=1 = f(z)=2"-22"+2+1
172/3)=0= 44+2a=0 c=1
b)

flx)y=2® 22+ +1, fl(r)=32"> 4o +1, f'(z)=6x—4

f"(1)=2> 0= en z =1 hay un minimo.

Problema 3.14.13 (2 puntos)Dada la funcién:

2 — 1+ 25 si r<1
fla) = 52422+ (5-x)? si 1<z<2
5In(1 + z?) .
B si x>2
Inb

Se pide:
a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f(z) enz =1y en x = 2.

b) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f(z) en z =1y en o = 2.

N

Solucién:




a) Continuidad en z =1

lim f(z)= lim (2* —2+425)=25

r—1— r— 1—

dim f(@) = lm (524 2)? + (5 -2)?) = 25
f(1) =25

Luego f(z) es continua en z = 1.
Continuidad en x = 2

lim f(z) = mimr(5\/(2 +2)2 4 (5—1)2) =25

T— 27

lm @)= 1 (2RO

z— 2+ r—3 2+ Inb

)=5
Luego f(x) es discontinua no evitable en x = 2, hay un salto.

b) Derivabilidad:

2c—1 si r<1
5(2z — 3)
— & 1<x<2
f@)=19 22 5 +29
7‘% l’>2
(2 4+1)Inb

Derivabilidad en = 1: f/(17) =1 # f/(17) = —1 luego no es derivable en = = 1.
Derivabilidad en z = 2: No puede ser derivable ya que no es continua.
En resumen, la funcién es continua en R — {2} y derivable en R — {1, 2}.

Opcién B

x2—|—a

Problema 3.14.14 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = 21
x

, se pide:

a) (1 punto). Calcular la recta tangente a la grafica de f(x) en z = 1.
b) (0,5 puntos). Hallar el valor de a para el que esta recta tangente es horizontal.

¢) (1,5 puntos). Representar graficamente la funcién y = f(x) para o = 2, estudiando sus
asintotas y su crecimiento y decrecimiento.

Solucion:
roy 2x(l —a)
a) f(l‘)— ($2+1)2
1 1—
b=r(1)=—2 m=y) ="
B 1+« 11—«

by m=0=1l-a=0= a=1

2

2

¢) Si a =2 tenemos f(z) = ac2 i 1
x
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@ Dom(f) = R, es una funcién par, con corte con OY en (0,2) y siempre positiva.

2
, . . . . , e+ 2

@ Asintotas: No tiene verticales, tiene una horizontal en y =1 ya que lim ———— =
z—o0 22 + 1

por tanto no hay oblicuas.

-2
@ Monotonfa: f'(z) = A 00— ¢ =
T

(—00,0) (0, 4+00)

f(z) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (—oo, 0).
La funcién es decreciente en el intervalo (0, 00).
La funcién tiene un maximo en el punto (0, 2).

2(3z% — 1) V3

< SO =Ty 0 esEy
V3 V3V3. | V3
(o0, ?) (—??) (?74'00)
[(x) + - +
f(z) céncava convexa céncava
. V3 V3 V3 V3
Céncava: *OO,*? U ?,oo y Convexa: —3 3
{ix(0,2)
PL P
1

3.15. Ano 2014

3.15.1. Modelo
Opcion A
Problema 3.15.1 (2 puntos) Calcular los siguientes limites:

t —
a) (1 punto). xh’_n>10 arca;l#

b) (1 punto). lim [1 —sinz]*/®

z—0

Solucion:
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. arctanz —x {O} 1_:w2 —x? 1
lim ——— = |=-| = = =
z—0 3 z—0 32 a— 0 322(1 + 22) 3

. o 1/ _ [qo0] —
b) :ph—n>10[1 sin x| 1] = A
1 1 o 0 — COS T
R B T
x— 0 x 0 x— 0 1

Problema 3.15.2 (2 puntos)

6
a) (1 punto). Sea g(x) una funcién derivable que cumple g(6) = / g(x) dx. Hallar
5
6
/ (x —5)g'(x) dx
5
< 1
b) (1 punto). Sea f(x) una funcién continua que verifica / fluw)du = 7 Hallar
1

2
/ f(e™?)e®/? du.
0

Solucion:

2)

/: @) yae = | Gt o nr T ]

6
(z - 5)a@)]’ - / g(z) di = g(6) — 0 — g(6) = 0

b)
2 u=e"? = 2du = " ?dx e
/ f(e)e*?de = | z=0= u=1 :2/ flu)du=1
0 r=2= u=ce 1
Opciéon B

Problema 3.15.3 (3 puntos) Dada la funcién

222 + 6 .
si x<0
r—1
@ =9
¢ —1
o si >0

se pide:
a) (0,75 puntos). Estudiar su continuidad.

b) (1 punto). Estudiar la existencia de asintotas de su gréfica y, en su caso, calcularlas.
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0

(1,25 puntos). Hallar los extremos relativos y esbozar de su gréfica.

Solucién:

a)

22
i 220 g
z—0- x—1
2
~1
m L=

— 0+ 22 +1 a

Como lim # lim la funcién tiene en = 0 un discontinuidad no evitable, hay un salto.
z—> 0~ z—> 0t

Cuando = < 0 : No hay asintotas verticales ni horizontales, pero hay oblicuas: y = mz+n —-
y=2x+2
222 + 6 A

m= lm —— =2
z— —co T2 — 1

Cuando x > 0 : No hay asintotas verticales pero si horizontales y, por tanto, no hay oblicuas.
y=1

22 -1
im ——=1
m—>oox2—|—1
2(z? — 2z —
M si <0
(x—1)
!
f(x) =
4x . >0
— si
(22 +1)2 =
Cuandoz < 0: 22 -2z —3=0= 2z = —1, 2 =3 No vale. En z = —1 la funcién pasa de

crecer a decrecer, luego hay un méximo en el punto (—1, —4)

x>0: 4 =0 = 2 = 0. En z = 0 la funcién empieza a crecer, luego hay un mini-
mo en el punto (0, —1)

y=2x+2

Min(0,-1)

Mix({1,-4)
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3.15.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.15.4 (2 puntos)

a) (1 punto). Sea f: R — R una funcién dos veces derivable. Sabiendo que el punto de abscisa
& = —2 es un punto de inflexién de la gréfica de f(z) y que la recta de ecuacién y = 162+ 16
es tangente a la grifica de f(x) en dicho punto, determinar:

f(=2), f(=2)y f'(-2)

b) (1 punto). Determinar el drea de la regién acotada limitada por la gréfica de la funcién
g(x) = x* + 423 y el eje OX.

Solucién:
a) Por ser x = —2 la abscisa del punto de tangencia con la recta y = 16z + 16 = f(-2) =
—32+4 16 = —16.

La pendiente de esta recta es m = f'(—2) = 16 y, por tltimo, al ser punto de inflexién

F(~2) = 0.

b) gz) =2 +42° =0= =0, z=—4

Problema 3.15.5 (2 puntos) Calcular justificadamente:

1—2z — e” 4 sin(3x)

a) rch—n>10 1‘2
2
9 _
b) lim (52% + 2)(z — 6)

z— oo (22 —1)(22 — 1)
Solucion:

a)

0

lim =
z—> 0 .’t2

0

1—2x —e” 4 sin(3z) {0} _ —2—e"+3cos(3z) _ {9} _
ILHO 2x
—e” — 9sin(3x) 1

e

lim ———F—= =

(5% +2)(x —6) [0 . 523 5
z—r oo (22 —1)(22 — 1) [ }
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Opcién B
Problema 3.15.6 (3 puntos) Dada la funcién

@) = { a+In(l—z) si =<0

z2e " si >0
(donde In denota logaritmo neperiano) se pide:

a) (1 punto). Calcular lim f(z)y lim f(x).
Tr—>00

xr—>—00
b) (1 punto). Calcular el valor de a, para que f(z) sea continua en todo R.

c¢) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’, donde sea posible.

Solucién:
a)
2 2 2
lim f(z)= lim — = [f} — lim == [f} — lim — =0
T—>00 z—o0 €T o0 z—o0 e o0 z—so00 e¥
wirrloo(a +In(l—2)) =00
b)
22
lim (e+In(l—2))=a, lim —=0= a=0
T—0— x— 0+ e¥

1
/ _ - si z<0 f07)=-1
o= { xe*ml(Q_—xa:) si >0 - { f(07)=0

Luego la funcién no es derivable en x = 0. Concluimos con que f es continua y derivable en
R — {0} y serfa continua en z = 0 pero no derivable para a = 0.

3.15.3. Ordinaria-Coincidente

Opcién A

mx3 —

1
Problema 3.15.7 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 5— se pide:
x

a) (1 punto). Hallar el valor de m para el que f tiene un extremo relativo en z = 1.
b) (1 punto). Obtener las asintotas de f para el caso m = —2.

¢) (1 punto). En el caso m = —2, estudiar los intervalos de crecimiento de f y calcular los
puntos de corte con los ejes. Esbozar la gréfica de f y sus asintotas.

Solucion:

a)
flla)=—"—7—; f()=0= m+2=0= m=—2
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—22% — 1

b) Para m = —2: f(z) = 5

T
@ Verticales en x = 0:
I 223 —1 {—1} N
1m = | —| = o0
r—> 0~ 1'2 O+
I 223 —1 {—1} N
1m = |—| = o0
z—> 0t 2 0+
223 — 1
@ Horizontales no hay: lim xiz = —00
xr—>r 00 xr
@ Oblicuas y = mx + n:
—22% — 1
lim M = lim xg = -2
r—oo I T—> 00 X

lim (f(z) —ma)= lim (—2x3 —12% 4+ 22) =0

Tr—> OO Tr—>r 00
y=—2
¢) Puntos de corte con eje de ordenadas: no hay
Puntos de corte con eje de abscisas: —22° —1=0= 2= —1/V2 = (~1/V2,0).

_ 9,3 —
fla) = =555 ) = 5 ) = —6<0

3 T

Luego hay un méximo en el punto (1, —2)

p=-2x x=0

PC

Mix(1,-2)
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Opcién B
Problema 3.15.8 (2 puntos) Sea f(x) una funcién con derivada continua tal que f(0) = 1y

f/(0) = 2. Se considera la funcién g(z) = 2(f(x))? y se pide:
a) (1 punto). Hallar la recta tangente a la curva y = g(z) en z = 0.

b) (1 punto). Calcular lim M
—0 e -1

x

c¢) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’, donde sea posible.

Solucién:
a) y—b=m(z—a),a=0,b=g(a) = g(0) = 2(f(0))* = 2y m = ¢'(a) = ¢'(0) = 4f(0)f'(0) = 8
( ! )f'(x)) Luego la recta tangente tiene de ecuacién: y — 2 = 8(z — 0) =

y=8x+2
~1 /
b) lim LWL m — gim L
z—0 e~ — 1] 0 r—0 —e~ T

Problema 3.15.9 (2 puntos) Calcular:

32 g
1 to). —_—
a) (1 punto) /1 T
, 1 1 . .
b) (1 punto). lim ( — —), donde In denota logaritmo neperiano.
z—1\x —1 1
Solucién:
32 dx 1 82 3
o C(n|2z+1]-In|2x -1 } = -1 <7>=—0,1
W [ e gkt -mpe— 1) =~ (G
1 1 Inz—z+1 1_
b) h’m( ——):[oo—oo]:limwz{f}:h'm L =
z—1\z—1 Inz z—1 (z—1)Inz 0 e—llng + =
) il-g ) 1—z 0 ) -1 1
hm%: lmizfzhmfsz
m—)l% c—lzxlhhr+ax—1 0 s—1llnz+ 7 +1 2
3.15.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.15.10 (3 puntos) Dada la funcién
1 T
/(@) z+1 + 44
se pide:

a) (1 punto). Determinar el dominio de f y sus asintotas.

b) (1 punto). Calcular f'(x) y determinar los extremos relativos de f(z).

466



1
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx.
0

Solucion: )
1 T z+4+zx(x+1 T+ 2xr +4
fl@) = o+ 1)

r+1 * z+4 (z+1D)(x+4)  (z+1)(z+4)
a) Dom(f) =R —{-1,—4} y asintotas:

@ Verticales:

3

12
r=-4: lim f(:v):{ }
T— —4~

@ Horizontales: y =1
3 2 +2x+4
lim — =
e o+ 1)@ +4)

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales

/ _ 3(1‘2 A 4) _ _
f(x)——(x+1)2($+4)2 =0= =42
(—OO, _2) (_272) (2700)
f(z) + - +
f(x) | creciente ' | decreciente N, | creciente

Luego la funcién tiene un maximo en el punto (—2, —2) y un minimo en el punto (2,2/3).

1 1
1 x ) ( 1 4 )
/0 (m+1+m+4 “ /0 a:—s—lJr r+4 *

c)

2
:x+ln|x+1|—41n|x—|—4|](1):1+9ln2—41n5:1—1n(§TZ> ~ 0,8

Opciéon B
Problema 3.15.11 (3 puntos) Dada la funcién:

5sinx 1

f@)=1 *, 2

a si =0
ze® +3 si x>0

si x<0

Se pide:
a) (1 punto). Hallar, si existe, el valor de a para que f(x) sea continua.

b) (1 punto). Decidir si la funcién es derivable en 2 = 0 para algiin valor de a.
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¢) (1 punto). Calcular la integral:

/11n5 fo)do

donde In denota logaritmo neperiano.

Solucion:

a) La funcién es continua si:
z— 0~
10sinz + 2%

(5Sinx . 1) i
-] = lim =
2x 2 z—> 0~ 4z

®« lim f(z)=
z—> 0~ r—> 0~

10 2
cosx + _3

o« i = I “+3)=3
Ly S = i e+ 3
- f(O) =0 = a4 = 3

b) De ser derivable en & = 0 sélo serfa para a = 3, para cualquier otro valor de a la funcién
no seria continua y, por tanto, tampoco seria derivable. Para que sea derivable tiene que

cumplirse que f'(07) = f/(0™):
5sin(0+h) 1
501k T3 3 _

_ . f0+h)— f(0) .
- = LA A5
RACH hin})— h himo— h
I 5sinh—5h_{9}_ Im 5cosh—5_{9}_ Jm BSinh_O
h—o- 20?2  l0J a—o- 4 lOJ wD0- 4
h) — h)e0th _
-« F(0Y) = lim fO+h) - f(0) _ . O+h)e™+3-3
h—s 0+ h h—s 0+ h
heh
A
h—lr>no+ h
@ Como f(07) # f/(07) = la funcién no es derivable en = 0.
¢)
u=w = du=dr }::176””7/e“"dm+3:17:3:z:+61(x71)+0

/(xe +3)dz = { dv =e"dr = v=2¢€"

In5
/ f(z)dx = 395—1—6’”(33—1)]11“5:8(1115—1):4,88
1
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3.16. Ano 2015

3.16.1. Modelo
Opcién A

x? —4x+3

Problema 3.16.1 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = —a 1 % pide:
22 —

a) (0,5 puntos). Hallar el dominio de f(z).
b) (1 punto). Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).

¢) (1,5 puntos). El drea del recinto limitado por la grafica de la funcién, el eje de abscisas y las
rectas © = £1/2.

Solucion:

a) 2 —1=0= r=+1 = Dom(f) = R — {£1}

b) f'(z) = Gz > 0 = La funcién es creciente en todo el dominio de la funcién R — {+1}
S
S) = /_11//22 i:ri) de =z —4In(z + 1)]1_/12/2 =1-4In3
S =18 =4In3 -1 u?
Opciéon B

Problema 3.16.2 (3 puntos) Hallar

1 i — /1 —si
a) (1 punto). lim Vifsing - sina
z— 0 -

b) (1 punto). /(3;10 +5) cosz dx.

¢) (1 punto). Los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos de la funcién

ex — e*

fz) =

T
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Solucion:

a)

cos _ _—cosz
— lim 2y/14sinx 2y//1—sinx -1
r—0 1

lim =
z— 0 x

b) /(3:E+5)Cosscdq:: { u=3x+5= du=3dr } _

0

V1+sinz — /1 —sinz {0}

dv =cosz = v =sinzx
(3x—|—5)sinx—3/ sinzdr = (3x + 5)sinz + 3cosx + C

T
1—
c) fl(z) = % =0= z=1S2>1= f(z) <0 = [ es decreciente en el

intervalo (1,00). Siz < 1= f’(z) > 0 = f es creciente en el intervalo (—oo,0) U (0, 1)
En z = 1 hay un maximo local.

3.16.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.16.3 (3 puntos) Dada la funcién

x In(z + 1)
f($)7x2—4+ z+1
donde In denota logaritmo neperiano, se pide:

a) (1,5 puntos) Determinar el dominio de f y sus asintotas.

b) (0,75 puntos) Calcular la recta tangente a la curva y = f(x) en 2 = 0.

¢) (0,75 puntos) Calcular / f(z)dx.

Solucion:

a) z>—1, y ¢ # +£2 = Dom(f) = (—1,2) U (2, 00)
Asintotas:

@ Verticales:

En x = —2: no hay asintota en el intervalo (—2, —1) la funcién no existe.
Enz=2 lim f(z)=-oc0y lim f(z)=+o0
T—> 27 z—> 2+
Enz=-1: lim f(z)=Noexistey lim f(z)=—-00
r— —1- z— —11

@ Horizontales: y =0; lim f(z)=0
Tr—>r OO0
@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.
22 +4 1—In(z+1)
@—12 @i

3 3
f0)=0y f(0) = 1o Y=z la recta tangente buscada.

x In(z + 1)) x In(z+1)
dz = d I e =
/(9172—4+ z+1 * /x2—4 er/ z+1 *

~ Inlz? — 4] N (In(z +1))?
- 2 2

b) f(w) = -

c)

+C
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Opcién B
Problema 3.16.4 (3 puntos) Dada la funcién

f(x):{ sinz si x<0

Ix :
xe*+1 si x>0

Se pide:
a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f.

b) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’ donde sea posible.

3
¢) (1 punto). Calcular/ f(z) de.
1

Solucién:
a)
lim f(z)= lim oo = m S |
z—s 0~ z— 0~ T 0 z—0- 1
Ii = I T+ =1 0)=1
lm f(z)= lim (ze*+1)=1, y f(0)
La funcién es continua en z = 0 y, por tanto, en R.
b)
rcosx —Ssinx .
flay=42 — w2 si <0
et +xe® si x>0
gy fOER—fO) SR
"07)= 1 f(— = 1 A =
FO =, lim =, W
, sinh — h 0 ) cosh —1 0 , —sinh
lIlm ——=|-|= lim —— = lim =0
h—s 0~ h? 0 h—s 0~ 2h 0 h—s 0~ 2
foh)=1
f'(07) # f(07) = la funcién no es derivable en * = 0 = la funcién es derivable en
R—{0}

3
c) / f(z)dx = e*(z —1) +x]§ =23 +2=4217
1

3.16.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A
Problema 3.16.5 (3 puntos)

a) (2 punto). Determinar los valores a, b, ¢ para que la funcién

-1 si =0
ar —b si O0<ax<1
224br+e si l<ax<?2

f(z)
sea continua en el intervalo [0, 2] y derivable en (0, 2).
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b) (1 punto). Aplicar, si es posible, el Teorema del Valor Medio a la funcién g(z) = 2 + 2 en
el intervalo [1,2] y calcular, en tal caso, un punto de dicho intervalo en el que ¢'(z) tome el
valor predicho por el Teorema del Valor Medio.

Solucion:

a) Continuaenz=0: f(0)=—-1y lim (axz—b)=—-b=b=1
z— 0t

Continna en z = 1: lim (ax—b)=a—by lim (2*+br+c)=1+b+c= a—b=
rz— 1 z—> 1t

1+b+c=a—-2b—c=1

Luegoa—2—c=1= a—c=3
0 si z=0

Derivable en z = 1: f'(x) = { a si 0<x<1l ff17)=a, fON) =2+b=
204+b si 1< <2

a—b=2=—=a=3= ¢c=0

b) La funcién g es continua en el intervalo [1,2] y también derivable en (1,2). (g(z) = 2 + =
-2

y
2)—g(1 6
g'(x) =2z + 1) Por el Teorema del Valor Medio 3¢ € (1,2)/4'(c) = 9 ; — i( ) = 4

3
gd)=2c+1=4= c=3

Opcién B
Problema 3.16.6 (3 puntos) Dada la funcién f(x) = z%e™", se pide:
a) (1 punto). Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.

b) (1 punto). Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relati-
VOS.

¢) (1 punto). Determinar los puntos de inflexién y dibujar la curva y = f(z).
Solucién:

a) Dom(f) = R, puntos de corte :(0,0)
Asintotas:

@ Verticales: No hay
2

. P T
@ Horizontales: lim —=0=— y =0
r—> oo e¥
lim z%e~® = co No hay.
r—r — 00

@ (Oblicuas: No hay por haber horizontales.

b) fl(z) =2 "2—-2)=0= z=0yz =2

(_OO’O) (012) (2700)
f'(@) - + -

f(x) | decreciente | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (0,0) y decreciente en (—o00,0) U (2,00). Tiene un
minimo en el punto (0,0) y un méximo en (2,4e?).
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¢) flx)=e "(2® —4x+2)=0= =2+ v/2 son los puntos de inflexién:

(—00,2 —v2) | (2—v2,24+V2) | (2+ V2,0)
/(@) + - +
f(z) céncava — cénvexa — céncava —
Mix(2, 0.5
Pl
PI
Min(0,0) =0

3.16.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.16.7 (2 puntos)
a) (0,5 puntos). Estudiar el crecimiento de la funcién f(z) = 1+ 2z + 322 + 42®.

b) (1,5 puntos). Demostrar que la ecuacién 1 + 2z + 32 4 42> = 0 tiene una tunica solucién
real y localizar un intervalo de longitud 1 que la contenga.

Solucién:
a) f'(xr) =2+ 6z +122? > 0 = la funcién es siempre creciente.
b) Es una funcién polinémica y, por tanto, continua:

lim f(z) =—00, lim f(z)=+4oc0

r—r—00 r—>r00

Por el Teorema de Bolzano la funcién polindmica tiene puntos de corte con el eje OX vy,
como esta funcién es creciente en R, concluimos que sélo hay un punto de corte.(Sélo hay

una solucién)
f(0)=1y f(-1) = =2 = por el Teorema de Bolzano la funcién polindmica tiene el punto
de corte en el intervalo (—1,0) de longitud 1.

Problema 3.16.8 (2 puntos)
4
a) (1 punto). Calcular la integral definida / (1—-2z)e "dx
1
b) (1 punto) Calcular Ziriloo(l —z)e ¥y zgrrloo(l —x)e
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Solucion:

4
a) / (1—-x)e ¥de = az:e_;’c]él1 =det—e !t =-0,29
1

b) lim (1—=x)e = lim =
r—>+00 r—>+oo eT

1—2 [—oo} -1

$grrloo(1 —z)e " =00

Opcién B
Problema 3.16.9 (3 puntos) Dada la funcién

{ a+zln(x)si >0
z2e” si <0

fz) =

(donde In denota logaritmo neperiano y a es un niumero real) se pide:
a) (1 punto). Calcular el valor de a para que f(x) sea continua en todo R.

b) (1 punto). Calcular f’(z) donde sea posible.

0
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx.
-1

Solucion:

2)

lim  f(z) = lim 2% =0
x— 0~ x—> 0~
fin_ f@)—a+ L si) =0 (-oo) =t BT~ [Z2] = 1w 2 —o
im r)=a m zln(x)=[0-(-0)]= llm — =|—|= lim =
z— 0t r—s 0t z— 0t % o0 z— 0t —=
La funcién es continua en x = 0 si a = 0.
b)
, _ Inz+1 si >0
filz) = { 2we® + x2e® si x <0
(7)) =
, 0+ h)— f(0) , hinh
"oy = 1 fO0+h) - f(0) = 1 =—
£107) hig}ﬁ h hgr%w h

' (07) # f(07) = la funcién no es derivable en x = 0 = la funcién es derivable en
R —{0}

0
c)/ flw)de = (2 — 20 +2) —a]° :272:0,161

-1
-1
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3.16.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 3.16.10 (2 puntos) Dada f(z), funcién derivable, con derivada continua, tal que
f(0) =07y f'(0) =1, se define la funcién g(z) = (f(z))? — /@ y se pide:

a) (1 punto). Hallar g(0), ¢'(0) ¥ (£9)'(0).

b) (0,5 puntos). Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en z = 0.

f(z)

¢) (0,5 puntos). Obtener el valor de lim

r—0 X

Solucion:

9(x) = (f(2))* — /™ = g'(z) = 2(f(2)) f'(z) — f'(x)e/ )
y=(f9)(x) = flg(z)) = v = (f9)'(z) = f'(9(x))d (x)

a) 9(0) = (f(0))* = /@ =0 —e” = —1; ¢/(0) = 2(£(0)f'(0) = f'(0)e’® = —1y (f9)'(0) =
f'(9(0))g'(0) = —f'(=1).

b) y—b=m(z—a)donde a=0,b= f(a)=f(0)=0ym=f'(a)=f(0)=1= y=2x
1) _[0] 1)

0 —0 1

¢) lim =1

x—0 X

Problema 3.16.11 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = /a2 — 4z + 3, se pide:

My lim 1(@)

1 to). Calcul Ii
a) (1 punto) alcular  lim = phm =

1
b) (1 punto). Justificar que f estd definida en todo x del intervalo [0,1] y calcular / (x —
0
2)f(z) dx.

Solucion:
Va2 —4x +3 Va2 —4r +3
a)  lim uzly iy Y& —4rts
r— 400 x Tr—> —00 x

b) 22 —42+3 >0 = Dom(f) = (—o0,1]U[3,00), luego la funcién estd definida en el intervalo

0, 1].
1 1 1
J T R e L
0 0 o
Opcion B

Problema 3.16.12 (3 puntos) Sea f(x) una funcién con derivada de orden dos continua para
todo nimero real y cuya grafica contiene al origen.
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f(z)

/3-2-«'01234
-1
2

La funcién derivada f’(z) (representada en el gréfico adjunto) es positiva para todo z > 2 y
negativa para todo x < —3. Se pide:

5
4
3
2
1
0

a) (1 punto). Determinar la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(z) en el punto de
abscisa x = 0.

b) (1 punto). Determinar las abscisas de los extremos relativos de f(x) y clasificar dichos extre-
mos.

¢) (1 punto). Demostrar que f(x) tiene un punto de inflexién en el intervalo (—3,2).

Solucion:

a) Se sabe que f(0) = 0 (f pasa por el origen de coordenadas) y por la grifica m = f'(0) =
3= y=3z

b) fllx)=0= z=-3yx=2

(—OO, _3) (_3a2) (2,00)
f(z) - + +
f(x) | decreciente | creciente | creciente

La funcién presenta un minimo en = —3. En z = 2 no hay extremo.

c) Enz =2 f’(2) =0 = x = 2 es un punto de inflexién, pero no pertenece al intervalo.
Enz = -3/2 f'(-3/2) = 0 = x = —3/2 es un punto de inflexién, que si pertenece al
intervalo.

3.17. Ano 2016

3.17.1. Modelo

Opcién A
3
Problema 3.17.1 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = 222 — %, se pide:

a) (0,75 puntos). Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).
b) (0,5 puntos). Determinar las coordenadas de sus extremos relativos.

¢) (0,75 puntos). El valor méximo que puede tener la pendiente de una recta tangente a la
gréfica de f(z).

d) (1 punto). El volumen del cuerpo de revolucién que se obtiene al girar la grafica de la funcién
en torno al eje OX, entre los puntos de corte de la misma con dicho eje.
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Solucion:

a) fl()=dr—2?=0= =0 x=4

(—00,0) (0,4) (4, 400)
f(z) - + -

f(z) | decreciente | creciente | decreciente

La funcién es decreciente en: (—o0,0) U (4, +00)
La funcién es decreciente en: (0,4)

b) La funcién tiene un minimo en (0,0) y un maximo en (4,32/3).

¢) Llamamos g(a) = f'(a) = 4a — a® y tenemos que optimizar esta funcién: ¢'(a) = 4 — 2a =
0= a=2yg"'(a) =2, es decir ¢"(2) = =2 < 0 = en a = 2 hay un méaximo. La
méxima pendiente de las rectas tangentes a f(x) serd: g(2) = 4.
3
d) f(x):2x273:0:> =0y z=6:

6

6 3\ 2 7 5 6
T T 4x 2x 103687
V= (2 2_7) dx = {7 = ) _ 3
77/0 o) e st s T, T T

Opciéon B
Problema 3.17.2 (3 puntos) Dada la funcién:

_ lz] s <1
flz) = { zel™ & oz >1

se pide:

a) (1,5 puntos). Estudiar su continuidad y derivabilidad y calcular la funcién derivada f’ donde
sea posible.

1
b) (0,5 puntos). Calcular/ f(z) da.
—1

2
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx.
1

Solucion:
|| si z<1 —r 8l z <0
f(z) = -z = f(z) = T si 0<z<l =
Te sioz>1 1—z .
ze si x>1
-1 si z <0
f(x) = 1 si 0<z<1
(1 —xz)e!™ si x>1

a) La funcién es continua y derivable en cualquier punto distinto de 1 é 0, donde hacemos su
estudio:
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@ Continuidad en 2 = 0: h’n%) (x) = h’H}ﬁ_ f(z) = f(0) = 0 = la funcién es continua.
z— 0~ T—
Derivabilidad en = = 0: f/(07) = —1 # f/(07) = 1 = la funcién no es derivable en

z = 0.
@ Continuidadenz =1: lim f(z)= lim f(z)= f(1) =1 = lafuncién es continua.
r— 1~ r— 1t

Derivabilidad en z = 1: f/(17) =1 # f/(17) = 0 = la funcién no es derivable en
z=1.

1 0 1 :L'Q 0 .
b [ swar= [ wars [var= T 28
-1 —1 0 2 1 2 0

2 2
C)/1 f(ac)d:v:/l éﬂelﬂudzv:—(:L’Jrl)el’g”]?:2—§

gy

3.17.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.17.3 (3 puntos) Dada la funcién:

In(1 — z)
i <0
f(z) = 11— =7
ze * si >0

se pide:

a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f y calcular gni f(x).

b) (0,5 puntos). Calcular la recta tangente a la curva y = f(z), en z = 2.

1
¢) (1,5 punto). Calcular/ f(z)dx.
~1

Solucion:

a) La funcién es continua en cualquier punto distinto de 0, donde hacemos su estudio: Con-
tinuidad en = 0: lim f(z) = lim f(z) = f(0) = 0 = la funcién es continua en
r—s 0~ r—s 0t

Iim —= =
z—>—0c0 1 —x

In(1 — z) [oo] _ = _

1 0 1 0
c) /71 f(x)dm:/llnil__xx)—l-/o ze Tdr = —M 71— efm(m—i-l)](l):ln??—f—l—
)

2¢ 1 =0
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Opcién B
Problema 3.17.4 (2 puntos)

a) (1 punto). Determine el polinomio f(x), sabiendo que f”’(x) = 12, para todo z € R y ademéds
verifica: f(1)=3; f'(1)=1; f'(1) =4.

b) (1 punto). Determine el polinomio g(x), sabiendo que ¢g”(x) = 6, para todo z € R y que

ademds verifica: ) )
/ g(x)dz = 5; / g(x)dr =14
0 0

Solucion:

a) f(x) =ax® +ba?* +cx+d, f'(x)=3a2®+2bx+c, f’(x)=6azx+2b, f"(z)=6a

") =12= 6a=12= a =2 a=2
fl)=3=a+b+c+d=3 b=—4
F)=1= 3a+2b+c=1 —\ c=3
F'(1)=4= 6a+2b=4 d=2

La funcién polinémica buscada es f(z) = 22% — 4% + 3z + 2.
b) g(z) = az? + bz +¢, ¢ (z)=2ax+0b, ¢"(x) =2a

d"(z) =2a= 2a=6= a=3

ba b 2e+2
~ 4 }:i:5:»b+20:8
0

1
2
/ (32° 4 bx + ¢)dx = 23 + =
o 2 2

2 2 2
2 2b
/ (3x2+bx+c)dm:z3+Tx+cx} =2b+2c+8=14= b+c=3
0 0

{b+2028 :>{b:—2
b+c=3 c=5

La funcién polinémica buscada es g(x) = 322 — 22 + 5.

Problema 3.17.5 (2 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad en x =0y en z = 1 de

i <
flx) = { |x1?1x| 21 i > 8 , donde In denota el logaritmo neperiano.
Solucion:
. 0 si r <0
< =
f(x):{|xl(r)1x| : i;g —zrzlnzx si O<z<1l =
rzlnx si x>1
0 si z <0
fllx)=¢ —lnz—-1 si 0<x<1
Inz+1 si z>1
Continuidad en x = 0:
Iim 0=0
z— 0~ | 1/
T
lim (—zlnz)= lim (_ﬂ> - [f} — lfm (_ > —0
rz— 0t rz—> 0t 1/$ o0 rz—> 0t —1/132
f(0)=0
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Luego f es continua en x = 0 Continuidad en x = 1:

lim (—zlnz)=0

z— 1~

lim (zlnz)=0
z— 1t
F1) =0

Luego f es continua en x =1

Derivabilidad en z = 0: f/(07) =0 # f'(07) = 400 y, por tanto no es derivable.
Derivabilidad en z = 1: f/(17) = —1 # f/(17) = +1 y, por tanto no es derivable.
Conclusién: La funcién f es continua en R y derivable en R — {0, 1}.

3.17.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 3.17.6 (2 puntos) Los estudiantes de un centro docente han organizado una rifa benéfi-
ca, con la que pretenden recaudar fondos para una ONG. Han decidido sortear un ordenador
portatil, que les cuesta 600 euros. Quieren fijar el precio de la papeleta, de modo que la recauda-
cién sea méaxima. Saben que si el precio de cada una es 2 euros, venderian 5000 papeletas, pero
que, por cada euro de incremento en dicho precio, venderan 500 papeletas menos. ;A qué precio
deben vender la papeleta?

Si el tinico gasto que tienen es la compra del ordenador, ;jcuanto dinero podran donar a la ONG?
Solucién:

x :precio de la papeleta.

f(z) = 2(5000 — (z — 2)500) = —50022 + 6000z

f/(x) = —1000z + 6000 = 0 = = =6

" (x) = —1000 = f(6) = —1000 < 0 = x = 6 euros es un maximo que produciria un importe
de f(6) = 18000 euros, si restamos el precio del ordenador tendriamos que se dona a la ONG la
cantidad de 18000 — 600 = 17400 euros.

2

Problema 3.17.7 (8 puntos) Se consideran las funciones f(x) = 2+ 2 — 2% y g(z) = 1

definida para x # —1. Se pide:

a) (1,5 punto). Hallar el drea del recinto del primer cuadrante limitado por las curvas y = f(x)

ey =g(x).
b) (0,5 punto). Calcular IE}mﬁ1 f@)g(x).
Solucién:
a) 241 —a® = _2\ — 2 =0y xz=+V3= el recinto de integracién es entre 0 y v/3 por

z+1
ser en el primer cuadrante.

3 V3

V3 2
2
S1=/ <2+x—x2—7>dx=2x+£—£—21n\$+1| =
0 z+1 2 3 0

3
5+\/§—21nw§+1|:1,22u2

4420 — 22 1)(—22 +4
lm  f(r)g(r) = lim X222 g, @HD(E2E)

r— —1 r— —1 x+1 z— —1 x+1 =6
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Opcién B

9
— + 2z -1
2x—4+ v

0

si

r#

xTr =

Problema 3.17.8 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = { , se pide:

si

a) (1 punto). Hallar las asintotas de la curva y = f(z).

b) (1 punto). Determinar los posibles extremos relativos y puntos de inflexién de y = f(z)

1
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)d.
-1

Solucién:
a) @ Verticales: x = 2
lim f(x)=—00; lim f(x)=+o0
T—> 27 z—> 2t
@ Horizontales: No hay
@ Oblicuas: y=mr+n=— y=2z—1
m= lim —f(x) =2=00
xr—>r 00 i
n= zgnoo (f(x) —mz) =-1
b) f’(;v)——L+QSix7é2 fl(x)=0= x—z x—l
2(x — 2)2 ’ N 2772
(=00,1/2) | (1/2,7/2) | (7/2,00)
f(x) + = +
f(x) | creciente | decreciente | creciente

La funcién tiene un Maximo en el punto (1/2, —3) y un Minimo en el punto (7/2,9).

9
' (x) = TR # 0 = no ha puntos de inflexién.
(—OO, 2) (2a OO)
(@) +
f(z) | convexan | céncavaU

Luego f es concava en el intervalo (2, 00) y convexa en (—oo,2).

[

c)
! 9

20— 4

1

9In3

9
+2x—1)dw=§1n|x—2|+x2—x =

—2=-6,94
1

-1
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3.17.4. Extraordinaria

Opcién A

Problema 3.17.9 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = (6 — x)e™?, se pide:
a) (1 punto). Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.

b) (1 punto). Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos relati-
VOS.

¢) (1 punto). Determinar el drea del tridngulo que forman los ejes coordenados con la tangente
a la curva y = f(x) en el punto z = 0.

Solucion:

a) Dom(f) = R, y los puntos de corte seran (6,0) y (0,6). Asintotas verticales no hay, estudia-
mos las horizontales:

lim (6 — 2)e®/3 = —c
r—+o0
lim (6 —2)e*/3 = lim (6+z)e %= lim 64_7&: = {E] =
T——00 r—r+00 r—+00 63’/3 o0

1 1

e 1365 ~ o0
Luego, cuando * — —oo tenemos la asintota horizontal y = 0.
Como hay horizontales no hay oblicuas.

Mix(3,3¢)

(0,6)

(6,0) x

y=0

(=00,3) | (3,400
f'(=) + -

f(z) | creciente | decreciente
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La funcién f es creciente en (—o0,3) y decreciente en (3,00). Presenta un méaximo relativo
en el punto (3, 3e).

c)a=0= b= f(a) = f(0) =6y m= f'(a) = f/(0) = 1. La recta tangente a la funcién
esy—6=1x= y=ux+ 6. Esta recta corta a los ejes coordenados en los puntos (—6,0) y

(0,6) que con el eje OY forma un tridngulo de base 6 u y altura 6 u — S = \ T~ 18 .

Otra forma: .

0 x2
S:/(r+6)dx:—+6x =18 u?
6 2 i

Opcion B
Problema 3.17.10 (3 puntos) Dada la funcién

—_

si <0
flay=4 577

si >0

se pide:
a) (1 punto). Estudiar la continuidad de f y determinar sus asintotas.

b) (1 punto). Estudiar la derivabilidad de f y calcular f’(x) donde sea posible.

1
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx.
—1

Solucion:

a) Continuidad: Las ramas son continuas para cualquier valor, estudiamos en z = 0

) 1 1
lim = -
z—0- D —x ?
m =-
z—s 0t 51+ x b
0)=—-
Luego la funcién es continua en R.
Asintotas verticales no tiene y las horizontales:
I 1 0 I 0=
im —— =0; im = =
r— —00 H — 1 7yz—)oof)—i—x Yy
Oblicuas no hay al tener horizontales.
b)
L i <0
— si oz
5 — x)2 = _ 1 1
HOERS — 0= 5 # 07 =5
— si >0 25 25
(54 )2

luego la funcién es derivable en R — {0}.
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1 0 1 1 1
dx = d dx =
/Jc(x) v /,15_:5 “/o 51z ™

6
—In|5—2z|]°, + n|5+ 2]} = 2In <5) = 0,365

3.18. Ano 2017

3.18.1. Modelo
Opcion A

Problema 3.18.1 (2 puntos) Los estudiantes de un centro docente han organizado una rifa benéfi-
ca, con la que pretenden recaudar fondos para una ONG. Han decidido sortear un ordenador
portatil, que les cuesta 600 euros. Quieren fijar el precio de la papeleta, de modo que la recauda-
cién sea méaxima. Saben que si el precio de cada una es 2 euros, venderian 5000 papeletas, pero
que, por cada euro de incremento en dicho precio, venderan 500 papeletas menos. ;A qué precio
deben vender la papeleta?

Si el unico gasto que tienen es la compra del ordenador, jcudnto dinero podran donar a la ONG?

Solucién:
Sea x el aumento en euros de las papeletas:

F(z) = (24 )(5000 — 500z) — 600 = —50022 4 4000z + 9400

f'(x) = —1000z + 4000 = 0 = = =4
F(z) = —1000 = f"(4) = —1000 < 0 = z = 4 maximo

Hay que aumentar el precio en 4 euros (hay que vender a 6 euros) y el beneficio serfa f(4) = 17400
euros.

Problema 3.18.2 (2 puntos) Calcular el drea comprendida entre las curva y = (x — 1)e” y la
recta y =x — 1.

Solucion:

0,0) 0/
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flz)=gz) = (z—1e*=2—-1= 2=0yz=1.

T o u=z—1=— du=dx _
F(x)—/((m—l)e _$+1)dx_|:d1]:6$d.r:>’uzem =2

z? z?
—?+x+(x—1)ex—/ezdx:—?+x+(x—2)ef”

Sl:/o (2 —1)e — 2 + 1) dx:F(l)—F(O):5_22€

% — 5
S =19 = 62 ~ 0,218 u?

Opciéon B
Problema 3.18.3 (3 puntos) Se considera la funcién f(x) = xe™" y se pide:

a) (0,5 puntos) Determinar el dominio y las asintotas de f.

b) (1,5 puntos) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento y hallar sus extremos
relativos.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la curva y = f(z), el eje de
abscisas y las rectas x = 1y = 3.

Solucién:
a) Dom(f) =R, Asintotas:

@ Verticales: No hay.

. , _ , _ ; x 00 3 1
@ Horizontales: lim ze ™ = —ocoy lim ze ™ = lim — = {—} = lim — =
r—3 —00 T—7> 00 r—> 00 ¥
0= y=0

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

=e’l-2)=0= =1y f”(m) =e¢ % (r—-2) = f”(l) — el «c0g=— en
la funcién presenta un maximo.

b) f'(x)
=1

T

¢) La funcién no corta al eje de abscisas en el intervalo [1, 3] y, por tanto, los limites de integra-
cién son 1y 3.
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3
Sy = / e dz = F(3) — F(1) =
1
262 — 4
5:5ﬂ=‘13 u? ~ 0054 u?

3.18.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 3.18.4 (2 puntos) Se administra una medicina a un enfermo y ¢ horas después la con-
centracién en sangre del principio activo viene dada por c¢(t) = te=t/? miligramos por mililitro.
Determine el valor maximo de ¢(¢) e indique en qué momento se alcanza dicho valor méximo.
Sabiendo que la méxima concentracién sin peligro es de 1 mg/ml, sefiale si en algin momento hay

riesgo para el paciente.

e g U=z = du=dzr
F(m)—/xe du = { dv=e""dr = v=—e""

—ze 7 —|—/ e Pdr=—ze " —e "

—e “(x+1)

Solucién: ,
C/(t) :67t/2 <1— 5) =0= t =
(0,2) (2,400)
]+ -
¢(t) | creciente | decreciente

La funcién es creciente en el intervalo (0,2).
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La funcién es decreciente en el intervalo (2, 00).

La funcién tiene un mdximo en el punto (2,2/e) = (2,0,736). El paciente no llega a estar en
riesgo, ya que en el médximo la concentracién estd por debajo de 1 mg/ml.

2
Problema 3.18.5 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = LM, se pide:

T —2

a) (0,5 puntos). Determinar su dominio y asintotas verticales.

b) (0,5 puntos). Calcular 1lim M

T—300 I

5
¢) (1 punto). Calcular/ f(z)dx.
3

Solucion:

a) Dom(f) =R — {2}, la tnica asintota vertical es z = 2:

m M_[E oo M_{E}_m
e—2- x—2  L0=] 77 s+ x-2  lOt]
2
b) limM: Hmwzl
r—00 I r—s00 T2 — 91
5 .2 5 2 5
12
c)/ LERER / (m+3+—) dx:x—+3x+121n|x72|} — 141 12In3 ~
3 r—2 3 xr—2 2 3
27,18

Opcién B
2
Problema 3.18.6 (3 puntos) Dadas las funciones f(z) = Z g(x) = sinz, se pide:
a) (1 to). Calcular i (f( ) 2 )
unto). ular l{m z)— — ).
P T30 9(@)
b) (0,75 puntos). Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto
1
(3:4)
2
c¢) (1,25 puntos). Calcular el drea delimitada por la curva y = f(z) y la recta y = —x + 3.

Solucion:

, 2 2 ., 2sinx —2x 0 ; 2cosx — 2 0
a) hm<f— ):[oo—oo]:hmiz{f}:hmiz{}—

z—0\x sinz t—0 xsinx 0 z—0sinx + z cosx 0
) —2sinx
lim - =0
z—>0 COST + COSx — TrsInT
2 ) 2 (1 g
b) f(z)=—-= fl(z)=—F = m=f 5)= —8 luego la ecuacién de la recta en su forma
x x

1
punto pendiente es: y — 4 = —8 (z — 5)
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=243 =2>-324+2=0= =1, x=2:

2
C);

2 /9 22 2 3
51:/ (—+x—3) dr=2Inx+ — —3z| =—=+2In2~-0,114
1 \x 2 1 2

S =|54| :272111220,114 u?

3.18.3. Ordinaria-Coincidente
Opcion A

Problema 3.18.7 (3 puntos) Dadas las funciones f(x) =
x € (—2,4), se pide:

1
2127 g(z) = Pt definidas para

a) (0,5 puntos) Hallar el valor o valores de = para los que f'(z) = ¢'(z).

b) (1 punto) Hallar el punto = del intervalo (—2,4) en el que la diferencia f(z) — g(x) es minima
y determinar el valor de esta diferencia minima.

¢) (0,5 puntos) Hallar lim (f(z) —g(x))y lm (f(z)—g(x)).
z——21 r—4-
d) (1 punto) Hallar F'(x), primitiva de la funcién f(z) — g(z), que cumple la condicién F(2) =
2+1In2.

Solucion:
R ) — 1 o1 _ 1
W) @) =YYW =T T T T @y

(z—4)?=@+2)??= 122-12=0= 2 =1

=

1 1
b) h(z) = (@) - 9(a) = — — — =
h(z) =— ! + ! =122 -12=0= x=1
T T2 T @2 S =
(_27 1) (154)
W (z) - +
h(z) | decreciente | creciente

Como la funcién decrece en el intervalo (—2,1) y crece en el (1,4), en z = 1 habrd un minimo.

2
La diferencia minima es h(1) = f(1) — g(1) = —.

15
¢) lim (f(z)—g(z))= Ilim _—6—{;6}—4-00
w—s —2+ S = o (x+2)(x—4) Lo-]
) , —6 {—6}
1 — = 1 _— = | — | =
A U@ = I e o) T
1 1
d) F(x)_/<w+2_x—4) dr=llz+2—Injz -4+ C
F2)=In4—-In24+C=2In2-Im24+C=m2+C=2+h2= C=2
2
LuegoF(x)zlnx+4‘+2
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Opcién B
Problema 3.18.8 (2 puntos)

a) (1 punto) Calcule los siguientes limites:

4si 2., .
lm sin” x 5Slnxcosw_ lim (\f m)

e—03sin? zcosz + 2sinz’  z— oo

b) (1 punto) Calcule las siguientes integrales:

5
7
/(3u + 1) cos(2u) du; /2 yr dz

Solucidn:
a)
4sin® x — 5sinz cosx 0} ,  sinz(4dsinx — 5cosx)
1m = |—| = lilm - - —
@—0 3sin® x cosz + 2sina 0] =—osinz(3sinxcosz + 2)
lm 4sinx —Scosw 5
fm —— 1 7 e ) O
z— 0 3sinzcosx + 2 2

(Vr =2z +7)(Vr+ V22 +7) _

lim (Vr—+v2x+7)=[c0—0c]= lim

lim S [E} - lm — = lim _\F —

w=3u+1= dw=3du
/(3u + 1) cos(2u) du = 4

1 .
v =cos2udu — v = §s1nu

1)sin2
Mfg/SIHQUdU:

2
(3u+ 1)sin2u n 3cos2u LOo— 2(3u+1)sin2u+36082u+0
2 4 4
5 5
/de.:zln|4x+l|} :zlnZ
, dz+1 4 , 43

3.18.4. Extraordinaria

Opcién A
re*® si x<0
Problema 3.18.9 (3 puntos) Dada la funcién f(z) = In(z + 1) donde In significa
——= si >0
z+1

logaritmo neperiano, se pide:

a) (1 punto) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(z) en 2 = 0.
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b) (1 punto) Calcular Li}n_l f(@)y lm f(x).

Tr—>00

0
¢) (1 punto) Calcular/ f(z) dx.
~1

Solucion:

a) Continuidad en z = 0:

1 1
dim f@) = dm oz =0, lm f@) = lm SOt oy j0)=0= fes
continua en z = 0.
Derivabilidad en z = 0:
(1+2x)e* si 2<0
flz) = I —In(z+1) : f'(07) =1y f(0") =1 = f es derivable en
—— = s <0
(z+1)2
xr =
1 1 1
b) lim BT _ [@} = lim =g
z— o0 x4+ 1 00 z—r oo 1
—t - -1
2x __ _ 2t 4 . _
$£>Hioo re o t1—1>mc>o te t1—1>oo et |: o0 :| t—s oo 2e2t
c)
U=z = du=dx 2 1
/xez‘”d:c: o 1 5, _— ff/ezmdo:*
dv=e"dr = v= ¢ 2 2
e e 2z — 1)e®®
5~ t C= 1 +C
0 2
3—e
dr = = —0,148
[ o= =0
Opcién B
—x
Problema 3.18.10 (& puntos) Se considera la funcién f(x) = a:;;ﬂ y se pide:

a) (1 punto) Obtener la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(z) en el punto de abscisa
z=0.

b) (1 punto) Estudiar la existencia de asintotas horizontales y verticales de la funcién f y, en
su caso, determinarlas.

¢) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcién y sus extremos
relativos en el caso de que existan.

Solucion:




a) b=f0)=1lym=f(0)=-1= y=—2+1

b) @ Verticales: No hay, el denominador f(z) no se anula.
@ Horizontales:
e—I
L T 0= y=
—x t
lIm ———= lim —— =0
z— oo 22 + 1 t—s +oo 12 41
Luego no hay asintota horizontal cuando x — —o0o pero si la hay cuando x — 400
yesy=0.
e (2?2 + 22 +1
c) fl(z) = — (( 2:_ 1)2+ ) = (0 = z = —1, en este punto la funcién pasa de decrecer a
x

decrecer y en el resto de puntos la funcién es siempre decreciente (f'(z) < 0 en R — {—1}),
luego no tiene extremos relativos.

T
y=0
x=-1
3.18.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A
in(2
sin(2z) si <0
Problema 3.18.11 (& puntos) Dada la funcién f(z) = x se pide:
ze® +2 si x>0
a) (1 punto) Estudiar la continuidad de f en todo R.
b) (1 punto) Obtener la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa z = —7

2
¢) (1 punto) Calcular la integral / f(z)dx.
1

491



Solucion:

a) Continuidad en x = 0:
sin(2x)

lim f(z) = lim =2, lim f(zx)= lm (ze"4+2)=2y f(0)=2= fes
z— 0~ z—> 0~ x z— 0t z—> 0~
continua en ¢ = 0 = f continua en R.

b) Siz = —7 tenemos: f(—m) = 0, en esarama f'(x) = 20 COS(2$)2_ sin(2z) = m=f'(-n)=
T

2
——. Luego la ecuacién de la recta tangente es:
T

2
y=——(z+m)
™

¢) En el intervalo [1,2] es f(x) = ze” 4+ 2:

u==x — du=dx
dv=¢e"dx =— wv=2¢€"

F(a:):/(xe“"+2)dx:{ :mez+2x—/emdm:

xe® +2x —e® =e"(x—1) + 2z

2
/ f(z)de =e* +2=9,389
1

Opcién B
Problema 3.18.12 (2 puntos) Se dispone de una plancha de cartén cuadrada cuyo lado mide
1,2 metros. Determinense las dimensiones de la caja (sin tapa) de volumen mdximo que se puede

construir, recortando un cuadrado igual a cada esquina de la plancha y doblando adecuadamente
para unir las aristas resultantes de los cortes.

0

I

Solucién:
V(z) = (1,2 —22)%r = (1,44 + 42® — 4,8z)x = 42> — 4,82 + 1, 44x

V'(z) =120 — 9,62+ 1,44 =0= £ =10,2, £=0,6

V"(0,2) = —4,8 < 0 = z = 0,2 méximo

"(2) = 24z — { '
Vv (a’;) r—9,6—= V//(0,6) =4,8> 0= x=0,6 minimo

El volumen méximo serfa V' (0,2) = 0,128




1— 2
Problema 3.18.13 (2 puntos) Dada la funcién f(z) = ﬁml’ calctlese el drea comprendida
x

entre la curva y = f(z) y larecta y =1 — .

Solucién:
1—2? 9
——=l-rs=z(z-1)*=0=z=0z=1
2 +1
L1 — g2 22 ! T™—3
51:/ (27—1+m)dx:——2x+2arctanx = —
o \z*+1 2 0 2
T™—3 T—3 o
S—|Sl|— 2 ‘— B u

3.19. Ano 2018

3.19.1. Modelo

Opcion A

Problema 3.19.1 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) = 2cos(z) + |z — 1|, se pide:
a) (0,5 puntos) Determinar el valor de f'(0).

b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto de abscisa

Tr=T.

¢) (1 punto) Hallar el drea del recinto plano limitado por la curva y = f(z), el eje OX y las
rectas xt =7y x = 2m.

Solucion:
_J 2cosz—z+1 si z<1 / _{—2Sinx—1 sioz<1 Fren
a) f(m)_{Qcosx—i—x—l si z>1 = [(2) = —2sinz+1 si z>1 luego f(0) =
—1.

b) La ecuacién punto pendiente de la recta es y—b = m(z—a) donde b = f(a) = f(n) = 2cosm+
7—1l=n—-3ym=f'(r) = —2sinnt+1=1,larectaserd: y— (r—3) =2 —7 = y=x-—3.

c¢) La funcién f(z) =2cosx 4+ 2 — 1 > 0 no corta al eje de abscisas en [, 27]:

2 .’E2 2m
/ (2008x+x—1)dx:2sinw+?—x =— —7Tu

i

=1
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Opcién B

Problema 3.19.2 (2,5 puntos) El dibujo adjunto muestra la gréfica de la funcién

f@)=(6—x)e7T —1

se pide:
a) (1 punto) Calcular el drea de la regién sombreada.

b) (1 punto) Determinar la abscisa del punto de la grafica donde la recta tangente tiene pendiente
maéxima.

¢) (0,5 puntos) Efectuando los célculos necesarios, obtener la ecuacién de la asintota que se
muestra en el dibujo (flecha discontinua inferior).

Solucion:

a)
u=(6—-12) = du=—dx
dvzem%idx:> sze%

Flz) = /((6 — ) —1)dz =

x—4

3(6—36)em3;4—&—3/egES;ALdac—au‘zS(G—nc)ea%4 —&-96%4—3::(27—335)6 5 o—x

4 s 21
52/2 ((6—m)e™s —1)dn=F(4) - F(2) =13 - 25 =2,218 u?
b) g(e) = Fa) = (220) e = gy = -2 =0 =z =0

(7 o0, 0) (Ov OO)
g@ | + -
g(x) | creciente | decreciente

Luego en z = 0 habrd un maximo punto en el que la pendiente a f(x) es mixima..

. o—d B ) _tta 6+t ooy
c) N hrrloo((fi—ic)e 5 —1) = —1+thmoo(6+t)€ P= 1+t*>hmoo e [oo} =
1
i = 0= =
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3.19.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.19.3 (2,5 puntos)

a) (1,5 puntos) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas del mismo
objeto, que han dado los resultados siguientes: m; = 0,92; mo = 0,94; ms = 0,89; m4 = 0, 90;
ms = 0,91. Se tomard como resultado el valor de x tal que la suma de los cuadrados de los
errores sea minima. Es decir, el valor para el que la funcién E(x) = (x —m1)? + (z —ms)? +
-+« 4 (x — ms5)? alcanza el minimo. Calcule dicho valor .

2
b) (1 punto) Aplique el método de integracién por partes para calcular la integral / 22 In(x)dz,
1

donde In significa logaritmo neperiano.

Solucion:

my + mo +mg+myg+m
a) E'(z) = 2[bz — (my +my +ms +my +ms)] =0 = z = — 2 3 2 > =

5
4,56 . . .
—— = 0,912, es decir, se trata de la media de resultados. S6lo queda por comprobar que se

trata de un minimo:
E"(x) =10 = E"(0,912) =10 > 0 = 2 = 0,912 es un minimo.
Este valor corresponderia a un error de £(0,912) = 0,00148.

b)
1
u=Inr = du=—dz
F(m):/x%n(m)dmz xx3 =
dv = 2?dr = v=o
3 3 3 3 _
x lnmil/xde:x lnxixizfr(?)lnx 1)
3 3 3 9 9
2
24In2 -7
/ 22In(z)de = F(2) — F(1) = HT ~ 1,07 u?
1
Opcién B

Problema 3.19.4 (2,5 puntos) Dada la funcién

||
)= ——
@) =
se pide:
a) (0,5 puntos) Determinar, si existen, las asintotas horizontales de f(x).

b) (0,75 puntos) Calcular f'(4).

¢) (1,25 puntos) Hallar el drea del recinto limitado por la curva y = f(x), el eje OX y las rectas
r=—-1lyxz=1.

Solucion:
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_22_9 i <0 Ll’}m 2+9—1
T r X NT
a) f(x) = = = y=1
_r si x>0 lim —— =
z2+9 w00 /32 + 9
-9
W si <0 0
b) f'(x) = = [(4) = 2 = 0,072,
9 .
W S1 fL'ZO

¢) La funcién corta al eje OX en z = 0 por lo que tendremos dos recintos de integracién uno

para cada una de las ramas: Sy : [-1,0] y Sz : [0, 1].

2
T +9:t}:/t*1/2dt:t1/2: 2219

x
F(I):/ ./x2_|_9dx: { 2zdx = dt

0
—x
S :/ — " dz=—22+9)° =+v10—-3~0,162
' -1 V2249 =
1
x
s :/ Y e =249 = V10— 30,162
o= [ o R

S =S|+ |S2| = 2v10 — 6 ~ 0,325

3.19.3. Ordinaria-Coincidente
Opcion A
Problema 3.19.5 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = 3z%e ™2, se pide:
a) (1 punto) Hallar los extremos relativos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento de
f(@).
' f()
b) (0,75 puntos) Calcular/ —= dz.
0 X

¢) (0,75 puntos) Calcular los limites: lim f(z)y lm f(2).
Tr—r — 00

r—> +00

Solucién:

a) fl(zr)=3ze™"2—-2)=0= =0y z=2.

(—O0,0) (0a2) (27 OO)
f(x) - + -
f(x) | decreciente N | creciente /' | decreciente

La funcién es decreciente en el intervalo (—oo,0) U
12

(2,00) y creciente en (0,2). Tiene un
minimo en el punto (0,0) y un méximo en el (2,12/e?).
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\ Mix(2,12/e*2)

i S
L
\ L

Min(0,0)

o fl=) e { u = 3r = du = 3dx _ . e g
b) F(z) = / — de = | 3ze "dx = do — o dr R —3ze™*+3 | e dx =
—3xe™® —3e " = -3 (x+1)
1
—6+4+3
/ F@) 40 = Py — F0) = 2573 L 6,703
0 X e
’ 2 _—x\ __ 7 2.ty
c) Igrrioo(Sx e ") = Ign}roo(fit e') =00
3 2
lim (3z%e™") = lim A
T —>00 r—+oo et
Opcién B

Problema 3.19.6 (2,5 puntos) Una firma de alta perfumeria pretende sacar al mercado un frasco
de un perfume exclusivo que contenga 12 ml de esencia pura més una cantidad variable, x, de
alcohol. El precio de la esencia pura es de 48 euros el mililitro. Al afiadir alcohol a la esencia, el
precio de la mezcla resultante disminuye. Sabiendo que por cada mililitro de alcohol anadido el
precio del mililitro de mezcla se reduce 3 euros, se pide:

a) (0,25 puntos) Determinar el precio del frasco de perfume en el caso x = 0 (el frasco sélo
contiene los 12 ml de esencia).

b) (0,5 puntos) Expresar en funcién de z el precio del frasco que contiene (12+ z) ml de mezcla.
¢) (0,5 puntos) Deducir con qué valor de z el precio de la mezcla se hace cero.

d) (1,25 puntos) Sin tener en cuenta otros costes, determinar el valor de x para el que se obtiene
el frasco de perfume (mezcla) de precio méximo. Indicar en este caso la capacidad del frasco
y el precio resultante.

Solucién:
a) para x = 0 el precio serfa: 12 - 48 = 576 euros.
b) f(x) = (12 + z)(48 — 3z) = —32% + 12z + 576.
c) fl&)=(12+x)(48 —3z) =0 = = = —12 (no vélida) y 2 = 16 mililitros.
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d) f'(r) = =62+ 12 = 0 = z = 2 por la segunda derivada f’(z) = -6 = f"(2) = -6 <
0 = 2 = 2 es un méximo y el valor de la funcién en este punto es f(2) = 14 - 42 = 588
euros.

3.19.4. Extraordinaria
Opcion A
Problema 3.19.7 (2,5 puntos) Dada la funcién

82 & <2
fl@)=< 23 —4z
xr — 2

si x>2

se pide:
a) (0,75 puntos) Estudiar la continuidad de f en z = 2.

b) (1 punto) Calcular las asintotas horizontales de f(x). jHay alguna asintota vertical?

2
¢) (0,75 puntos) Calcular/ f(z)de.
0

Solucién:
a) lim f(z)= lim (8** %) =8
T—> 27 T— 27 5
r® — 4z 0 3z —4
1/ == 1/ = —_ frd 1/ —
Jim g =t T 7] <t P
f(2) =8 = f es continua en x = 2

b) Siz < 2lafuncidén no tiene asintotas verticales, tendria una horizontaleny = 0: lim  f(x) =
Tr—> —0O0

lim  (8¢**~%) = 0y, por tanto, en esa rama no habrfa oblicuas.
T—> —00

Si x > 2 la funcién no tiene asintotas verticales, la tinica posible serfa en x = 2 pero no
3
) . o . oxt — 4w
estd en la rama. Horizontales tampoco habria lim f(z) = lim = 00 y tampoco
r—> 00 r—> 00 I —
3
, ) Y flz , z° —dx
habria oblicuas en esa rama m = 1lim Q = lim =0
z—ro0 T z— —oo 12 — 21

2
4
c) 8e2* 4 dy = 4€2I74]2 =4 - — ~3,927
0 0 ol

Opciéon B
Problema 3.19.8 (2,5 puntos) El dibujo adjunto muestra la grifica de una funcién y = f(z).
Usando la informacion de la figura, se pide:
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a) (0,5 puntos) Indicar los valores de f(—1)y f'(1).
b) (1 punto) Justificar, usando limites laterales, si f es continua en los puntos z = —1 y & = 0.

¢) (0,5 puntos) Indicar razonadamente si f es derivable en los puntos x = -1y = 0.
0

d) (0,5 puntos) Determinar el valor de / f(z)dx
—2

Solucion:

a) f(-1)=1y f'(1)=0.

b) En z = —1:
lim f(x)=1, lim f(z)=1y f(—1)=1= f es continua en z = —1.
r—>—1— r—>—17F
En x=0:
lim f(z) =0, lim f(z)=1= f discontinua no evitable en & = 0, presenta un salto.
z—> 0~ z—> 0t
¢) En z = 0 la funcién no es continua y, por tanto, no es derivable. En z = —1 la funcién es
continua pero hace un pico en el que se podrian trazar infinitas rectas tangentes, luego no es
derivable en x = —1.

d) /_02 f(m)dxz%zlu?

3.20. Ano 2019

3.20.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.20.1 (2,5 puntos) La contaminacién por diéxido de nitrégeno, NOs, en cierta esta-

cién de medicién de una ciudad, durante el pasado mes de abril, se puede modelar por la funcién
23t 3

c(t) = 80 — 6t + 20 " 30 mg/m?® donde t € [0,30] representa el tiempo, expresado en dias,

transcurrido desde las 0 horas del dia 1 de abril.

a) (0,5 puntos) ;Qué nivel de NOs, habia a las 12 horas del dia 10 de abril?

b) (1,25 puntos) (En qué momento se alcanzé el maximo nivel de NOs?, ;jcuél fue ese nivel
maximo?

1 /30
¢) (0,75 puntos) Calcule, mediante 30 / c(t)dt, el nivel promedio del mes.
0

Solucion:
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Max(20; 153,33)
///// \\\\
P s \
7 P
\\ // 3
R 7
B s
. A
YY) "
~(0:8 \' \M,/// \\

Min local(3; 71,45) \
Mi 303:\ N

Min(30,35)
\

a) ¢(9,5) = 98,21 mg/m3

b) ¢(0) =80, ¢(30) =35y (t) = ——

2 23t
— —06= t= t=2
TR 6=0= 3, 0
(0,3) (3,20) (20, 30)
d () — + —
c(x) | decreciente | creciente | decreciente

Luego el maximo se da el dfa 20 con ¢(20) = 153,33 mg/m?.

30
c) X = i/ c(t)dt 1
30 J,

233 4 \1*" 3300
= — | 80t — 3¢ —f—)} == =110
30 ( t 60 T 120 0 30
Opciéon B

Problema 3.20.2 (2,5 puntos)

a) (1 punto) A partir de la siguiente grafica de la funcién f, determine los valores de: f’(—1),
lim  f(z); lm f(z); lim f(x).
r— —27F r— —2— z— 0

T 2
b) (1,5 puntos) Calcule/ g(z) dz, donde g(z) = { x°+2x+1
-3

si
1+sinx

—3<z<0
Solucion:

si 0<zx<4
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a) En z = —1 hay un extremo luego f’(—1) = 0, Por otra parte:
lim f(z)=1
— —2+

b) La funcién es continua en & = 0, los limites laterales coinciden y con el valor de la funcién
en ese punto. Ahora resolvemos la integral:

™ 0 ™
/ g(x)dx:/ (332+2x—|—1)da:—|—/ (1+sinz)de =
-3 -3 0

3 0
%—ﬁ—x?—kx} + & —cosz]y =5+ .
3

3.20.2. Ordinaria
Opcién A

In(x) . .
Problema 3.20.3 (2,5 puntos) Dada f(z) = — donde In denota el logaritmo neperiano,
definida para z > 0, se pide:

a) (0.5 puntos) Calcular, en caso de que exista, una asintota horizontal de la curva y = f(x).

b) (1 punto) Encontrar un punto de la curva y = f(z) en el que la recta tangente a dicha curva
sea horizontal y analizar si dicho punto es un extremo relativo.

¢) (1 punto) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la curva y = f(z) y las rectas
y=0yxz=e

Solucion:

2) Dom(f) = (0, +oc)

1 1
lim — = [E} = lim £ =0= y =0 por la derecha.
rx—r+o0 I o0 xr—> 400 1
, 1-Inz
b) f(x) = = =0=1-lnz=0= z=c¢
(0,¢) (¢,0)
f(=) + -
f(x) | creciente ' | decreciente N\

La funcién crece en el intervalo (0,e) y decrece en el intervalo (e, +00). Luego presenta un
méximo relativo en el punto (e, 1/e).

¢) f(z) =0= z =1 luego el intervalo de integracién seria el [1,e].
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0] ©0 =

Aunque se trata de una integral inmediata dejo la solucién por partes por las caracteristicas
de su resolucion.

1
Inz u=Inr = du= —dx 1
F(z) = —dx = 1 T :(lnx)Q—/fdm:>
x dv=—dr = v=Inz z
T
1 Inz)?
Q/de:(lnx)zﬁF(x):(nx)
T 2
De otra forma:
t=Inzx )
1
F(x):/ﬂd = | at=taz :/Eacdt:/tdt:>t—dx=
x T T 2
xr = xdt
Inx)? Inx)? €1 1
(n;) +C0= F(x):(n;) — §= | ==dv=F(e)-F(1) =5’
1

Opcién B
Problema 3.20.4 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = /4?2 — x*, se pide:
a) (0,5 puntos) Determinar su dominio.

b) (1,5 puntos) Determinar sus intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

¢) (0,5 puntos) Calcular los limites laterales. lim f@) y lim f@)
z— 0~ T z— 0t T

Solucion:

a) 402 —2* = 2’2 -2)2+2)=0=2=0,2=2yx=—2.

(_007_2) (_270) (072) (2,00)
_ + + —

Dom(f) = [-2,2]
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22(2 — a2
b) f’(x):%:()ﬁ t2-2)=0= z=4+V2yz=0

(-2, —V2) (—v/2,0) (0,V/2) (v/2,2)

f'(z) + +

f(x) | creciente ' | decreciente “\, | creciente ' | decreciente \

Luego f decrece en el intevalo (—v/2,0) U (v/2,2) y crece en el intervalo (—2, —v/2) U (
Tendrfa un minimo en el punto (0,0) y dos maximos en los puntos (—v/2,2) y (v/2,2

Mq,ygliz) }‘(\1\2\2)
y \\\\ /// \\
/ N H \
[ e
/ N |
Min(0,0)
4 2 _ 4 0
¢) lim @) M:{,}:[t:_x]:
z— 0~ X r— 0~ x 0
o tVA- . VA2
lim —— = lim =_9
t—s 0+ —t t— o0t —1
. flz) ) 422 — 2% [0 /A= g2
Im —= lim —=|-|= llm — =
r— 0t X r— 0t x O r— 0+ T
lim 4—22=2
r— 0t

3.20.3. Ordinaria-Coincidente

Opcién A

Problema 3.20.5 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) =

a) (0,75 puntos) Estudiar la continuidad de f(z) en x = 1.

b) (0,75 puntos) Determinar, si existe, f/(1).
1
¢) (1 punto) Calcular el valor de / xzf(x)dx.
0

Solucion:
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2

2
a) lim 2sin (mv )

z— 1~ 2

m L_l:2:[9}: lfm - =9

z— 1+ /o — 1 0

Y como f(1) =2 concluimos que f es continua en & = 1.

o

AARRAAA A A /N /
(\(\J\N\H/\/\/\/\\ AN VA

x<1 x=1 x>1

b) Lo hacemos aplicando la definicién de derivada:

1+ h)?
@& Sixz — 17 tenemos que h — 07 luego f(1) =2y f(1+h) = 2sin (% :
. 77(1+h)2>
2sin | ——— ) —2
- ‘ 1+h-fO) _ o ( 2 m
/1 — l f( . 1 — || =
FUD =t = W h 0
1+ h)?
27(1 + h) cos (w)
. 2
lim =0
h— 0~ 1
@ Six — 17 tenemos que h — 0T luego f(1) =2y f(1+h) = L :
Vv1i4+h—-1
h
. L+h) - f(1) ) T
‘)= 1im L =1 - -
FUD =t W T
N h—zx/h+1+2_m_ . ==
h—0t h(vh+1-1) 0l  r—or \/h+1_1+2\/+?
lim 2vh+1-2 —M— lim #—1
h—0t 2(h+ 1) —=2Vh+1+h  L0] h—or2——do 41 2

@ Como f'(17) # f/(17) = Af'(1)

1 2 21!
2 2
c) / 2z sin (ﬂ) dx = —— cos (ﬂ)} =—
0 2 m 2 0



Opcién B

Problema 3.20.6 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = , se pide:

1
2(x —1)

a) (1,25 puntos) Determinar las asintotas de la curva y = f(x) y estudiar los intervalos de
crecimiento y de decrecimiento de f(x).

b) (1,25 puntos) Calcular el drea del recinto acotado limitado por la curva y = f(z) y la recta
20+ 4y ="7.

Solucién:
a) Asintotas:

@ Verticales: z =1

i 5 = o) i, 33y = LoF) =+
m —=|—| =- m —=|—| =
e—1-2x—1) L0~ 2@ -1 Lof >

1
@ Horizontales: y =0 yaque lim —— =0
z— o0 2(x — 1)

@ Oblicuas: no hay por haber horizontales.

1
fl(z) = —m < 0 = la funcién f es siempre decreciente en todo el dominio de la

funcién R — {1}.

=0

x=1

7 —2x

b) 2z 4+4y=7= y= los puntos de corte de las dos curvas vendra dado por:

7T—2zx 1 3

3 ) 1 |
Sz/ <7 - )da:=7x i ——Injz — 1] =
3/2 4 2(x — 1) 4 2 3/2

1
15 —1n2~0,244 o>
16
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T T x=3/2 x=3

3.20.4. Ordinaria-Valencia

Incluyo el examen de Valencia por la expectacion generada con éste.

Opcién A
Problema 3.20.7 Se considera la funcién f(z) = ze @
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) Las asintotas, los intervalos de crecimiento y de decrecimiento, asi como los méximos y
minimos relativos de la funcién f(zx).

b) La representacién grafica de la curva y = f(x).

¢) El valor del pardmetro a para que se pueda aplicar el teorema de Rolle en el intervalo [0,1]
a la funcién g(x) = f(x) + az.

d) El valor de las integrales indefinidas / f(z)dz e / ze Tdx

Solucién:
a) J(x) = 5. J(0) =0y Dom(f) =R

@ Asintotas verticales no hay, el denominador nunca se anula, horizontales en y = 0 ya

T 00 1
que lim — = [—} = lim ——= =0y oblicuas no hay al haber horizontales.
z—00 e¥ o0 z—00 2xe®

V2

e (@)= (1-22)=0= g=4""

2
V2 V2
Ty 272 Ty

f(x) - + -
f(x) | decreciente \, | creciente / | decreciente \

ey
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2 2

La funcion es decreciente en el intervalo <—oo, —{) U <—\2[, oo) y creciente en el in-
V2 V2

27 2

y un méximo relativo en (0, 71,0, 43).

tervalo [ — . La funcién presenta un minimo relativo en el punto (-0, 71, —0, 43)

b) La funcién g(z) = f(x) + ax es suma de funciones continuas y derivables y, por tanto, es
continua y derivable. Por otra parte g(0) = f(0) =0y g(1) = f(1) + a = e~ * + a. Para que
se cumplan las condiciones del teorema de Rolle sélo falta que g(0) = g(1) = e ' +a =

1
0= a=—-
e

c¢) Representacion:

Mix(0,71,0,43)

(0,0)

Min(-0,71,-0,43)

d)
2 1 2
/f(m)dxz/xe_m dx=—§e_m +C
v, | u=r= du=dzx _ . I
/xe dx_{dv:e*zdxﬁv:—e*m}__xe +/e dx =
—ze T —e "+ C=—-eT(z+1)+C
Opciéon B

Problema 3.20.8 (2,5 puntos) Las coordenadas iniciales de los méviles Ay B son (0, 0) y (250, 0),
respectivamente, siendo 1 km la distancia del origen de coordenadas a cada uno de los puntos (1,

0) y (0, 1). El mévil A se desplaza sobre el eje OY desde su posicién inicial hasta el punto (O7 ?)

con velocidad de 30 km/h y, simultdneamente, el mévil B se desplaza sobre el eje OX desde su
posicién inicial hasta el origen de coordenadas con velocidad de 40 km/h.
Obtener razonadamente, escribiendo todos los pasos del razonamiento utilizado:

a) (2 puntos) La distancia f(t) entre los méviles A y B durante el desplazamiento, en funcién
del tiempo t en horas desde que comenzaron a desplazarse.
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b) (4 puntos) El tiempo T que tardan los méviles en desplazarse desde su posicién inicial a su
posicién final, y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la funcién f a lo largo

del trayecto.

¢) (4 puntos) Los valores de ¢ para los que la distancia de los méviles es maxima y minima
durante su desplazamiento y dichas distancias maxima y minima.

Solucion:
(6:187,5)
)
ﬁ 201
256-40t 46t
A(6.9) <—— B(250,0)

a) f(t) = /(250 — 40t)2 + (30¢)2 = 50+/#2 — 8t + 25

e 250 e 187,5
b T = —=—-— = . 1 —_ - = ) — .
) =10 6,25 horas. O bien T » 30 6,25 horas
c) La funcién f estarfa definida en el intervalo [0,25/4], tendriamos f(0) = 250 y f(25/4) =
187, 5.
, 2% — 8
P =502 0= 2-8=0=— (=4
2¢/t? — 8t + 25
(0,4) (4,25/4)
f(x) - +

f(x) | decreciente N\

creciente

. . . . : 25 -
La funcién es decreciente en el intervalo (0,4) y creciente en el intervalo (4, Z) La funcién

presenta un minimo relativo en el punto (4, 150) y tendria el méximo en (0,250) que serian

las posiciones iniciales de los méviles.

Yy

(0,250)

Min(4,150)

6,25;187,5)
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3.20.5. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.20.9 (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) Sean f y g dos funciones derivables de las que se conocen los siguientes datos:

f(]-) =1, f/(l) =2, 9(1) =3, g/(l) =4

~

(z

x)’

~—

Dada h(z) = f((z 4+ 1)?), use la regla de la cadena para calcular A’(0). Dada k(z) =
calcule £'(1).

Q
—~

b) (1,25 puntos) Calcule la integral / (sinx)*(cos 2)% dz. (Se puede usar el cambio de variables
t =sinz.)

Solucion:
a) h(z) = f((z+1)*) = W'(z) =2(z + ) f'((z +1)*) =

h'(0) =2f'(1) =4

(9(1))? IS 9
b)

t =sinx

_ dt

/(sin z)*(cos x)® dx = dt =coszdz | _ / t*cos® z =
dt cos T
dr =
cos
/ ttcos’ xdt = / t4(1 —sin® x) dt = / tt(1 —t?) dt =
5 7 sin®z  sin"z
th—tdt = — — = =
/( ) 5 7 5 7 +¢
Opcién B

Problema 3.20.10 (2,5 puntos) Un brote de una enfermedad se propaga a lo largo de unos dias.
El nidmero de enfermos t dias después de iniciarse el brote viene dado por una funcién F'(t) tal que
F'(t) = t*(10 — t)

a) (1 punto) Sabiendo que inicialmente habia 6 personas afectadas, calcule la funcién F(t).

b) (1 punto) Calcule cudntos dias después de iniciarse el brote se alcanza el niimero méximo de
enfermos y cudl es ese niimero.

¢) (0,5 puntos) Calcule, usando el teorema de Bolzano, cudntos dias dura el brote.
Solucién:
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3 4
a) F(t):/(mttt?’)dt:%,%+c
10t2 ¢t
F(0)=6:>C:6:>F():—3 -7 6

b) F/(t) =t*(10—t) =0 =t =0y t =10

(0, 10) (10, 00)
F'(t) + -
F(t) | creciente | decreciente N\

Luego f crece en el intervalo (0,10) y crece en el intervalo (10, +00). Tendria un maximo en
el punto (10; 839, 33). El méximo de enfermos se encuentra en el dia 10 y serdn sobre 839 el
numero de enfermos previstos.

y11183.9
986.61

Miximo(10,839)
999999

591.96 P \

394.64 S

-197.32 \

22 1354
¢) la funcién F' es continua y ademds cumple: F'(13) = 1—29 y F(14) = 73375 por el teorema

de Bolzano 3¢ € (13,14)/F(c) = 0, Es decir, entre 13 y 14 dfas.

3.21. Ano 2020

3.21.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.21.1 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) = ¢3*72, se pide:

a) (1 punto) Determinar el punto en el que la tangente a la curva y = f(z) tiene pendiente igual

a — y escribir la ecuacién de esta recta tangente.
e

o 1—f(2)
lcul | —_
b) (0,5 puntos) Calcular ) 111%/3 P

¢) (1 punto) Calcular el drea de la superficie acotada por la curva y = f(z) y las rectas = 0,
y = 1.

Solucion:
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1
a) fl(2)=3""2= m=fa)=3*?=3¢"' = 3a-2=-1= a= S luego el punto

: 1 1 11 ) )
de tangencia es 3 fl= =\|= y la recta tangente tendra por ecuacién:

3 3e
1 3< 1> 3
y——=—-|\x—=-| = y=-xx
e e 3 e
1— 3x—2 _9,3x—2 1
b) lim L:m: m e T _ 1
z—2/3 6 —4 0 z—2/3 6 2

3x—

2
¢) flr)=1= "% =1=32-2=0—= x:§Luegoeléreaseré:

3x—2 2/3

51:/02/3(f(x)—1)dx:/02/3 @1y o= _4 _

0

1 1 1 1
—— 1+ = = =14+ =) 2
3(+6>:>S il 3(+62>u

=0 x=2/3

Opcién B

3
Problema 3.21.2 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = 2 1 pide:
x

a) (1 punto) Calcular el drea del tridngulo formado por los ejes de coordenadas y la recta
tangente a la curva y = f(z) en = 2.

b) (0,75 puntos) Determinar las posibles asintotas de la curva y = f(z) y estudiar los intervalos
de crecimiento y decrecimiento de f(z).

2
¢) (0,75 puntos) Calcular/ xf(x)dx.
0

Solucion:

a) Calculamos la recta tangente a la funcién en x = 2:

1
y—b:m(x—a):>y—lz—g(m—2)=>x+3y:5
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Calculamos los puntos de corte de esta recta con los ejes:
Con OY hacemos x = 0 = (0,5/3) y con OX hacemos y = 0 = (5,0), luego el drea de
este triangulo es:

Otra forma:

W
; \
\~~<‘:+§J":‘5‘\ \\
N
(0,53) S
i
\\\ o
\\\\\ -
\\
A\
\
b) Asintotas:
@ Verticales: en x = —1
lim =400
z——-12x+1
i, =[]
im =|—|=-x
z——1- T+ 1 0~
tim o= |2 =y
im =|—| =4
z——1+t T+ 1 0+
@ Horizontales: en y = 0
, 3
lim =0

@ (Oblicuas: No hay por haber horizontales.

f(z) = fﬁ < 0Vz eDom(f) =R—{—-1} = f es decreciente en todo el dominio de

la funcién.

T xtgys \

053 \

.y
o S )

T ——




2 2 3 2( 3 >
/Oxf(x)dx—/o erldx—/O 3_x+1 dx =

3z — 3|z +1)]; =6 —3In3

3.21.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.21.3 (2,5 puntos) Dadas las funciones f(z) = x4 32% — 1y g(x) = 6z, se pide:

a) (0,5 puntos) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algin punto en el intervalo
[1,10] en el que ambas funciones toman el mismo valor.

b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curva y = f(x) con pendiente minima.

2 flx
¢) (1 punto) Calculaur/1 g((x;dx.

Solucion:

a) Sea h(z) = f(x) — g(z) = 2® + 32? — 6z — 1 funcién continua en el intervalo [1,10], con
h(l) = =3 < 0 y h(10) = 1239 > 0. Por el teorema de Bolzano existe un ndmero real
c€[1,10] en el que h(c) =0 = f(c) —g(c) =0= f(c) = g(c).

b) m(z) = f'(z) = 32> + 60 = m/(z) =62 +6=0= z = —1 como m”"(—1) =6 > 0 =
x = —1 es un minimo. Tenemos m(—1) = =3y f(—1) = 1. La ecuacién de la recta tangente
es:

y—1=-3@r+1)= y= -3z -2
2

2 .3 2 3 2
x° 4+ 3x° — 1 1(:1: 3z )} 1(41 >
T "= (2 422 =~ (2 —m2) ~1,02336.
C)/1 6z r=g\g o k)] =5l

Opciéon B
Problema 3.21.4 (2,5 puntos) Sea la funcién

{E—l)2 si z<1

_J
f(x)i{ (x—1)% si z>1
a) (0,5 puntos) Estudie su continuidad en [—4, 4].

b) (1 punto) Analice su derivabilidad y crecimiento en [—4,4].

c¢) (1 punto) Determine si la funcién g(z) = f/(x) estd definida, es continua y es derivable en
=1

Solucion:

a) La funcién en las ramas es continua estudiamos en el punto z = 1:
lm f(z) = lim (x—1)>=0, lim f(z)= lim (-1 =0y f(1) =0 = f es
z—> 1— rz— 1— rz—> 1+ z—> 1—

continua en [—4,4].
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=

, 20x—1) si z<1 -
f(x)z{ 3(x—1)* i :>{ fat)y =

0
z>1 0

)
)
f es derivable en [—4,4]

En la rama [—4, 1] tenemos f'(x) = 2(z—1) es f' () < 0 = en esta rama decrece la funcién.
En la rama (1,4] tenemos f'(z) = 3(x — 1)? es f'(z) > 0 => en esta rama crece la funcién.

()_{ 2x—-1) st <1 . ,()_{ 2 si <1
=V 3(x—1)% si a>1 I =V 6(r—1) si 2>1

Continuidad de g en x = 1:

lim g(z) = lim 2(zx—1)=0,
c— 1~ Tz— 1~
continua en [—4,4].
Derivabilidad de g en z = 1: Tenemos ¢'(17) = 2 # ¢'(17) = 0 = g no es derivable en
=1

11'm+g(9c): lim 3(zx—1)?=0yg(l) =0= ges

r—1 r—1—

3.21.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

1
Problema 3.21.5 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = 37 sinx + x cos x, se pide:
a) (1,25 puntos) Estudiar su crecimiento en el intervalo {O, Z] Justificar, usando el teorema

adecuado, que la funcién se anula en algiin punto de ese intervalo. Justificar razonadamente
que ese punto es unico.

b) (1,25 puntos) Calcular /2 f(z)dx.
0

Solucion:

™
a) f'(r) = —cosx + cosx — wsinz = —zsinz. En el intervalo [O, 5} es fi(z) <0 = fes
decreciente en todo este intervalo.

1 1
Por otra parte f es continua y cumple que f(0) = 3 >0y f (g) =3 Por el teorema

™
de Bolzano Jc € (O, 5) tal que f(c¢) = 0. Como ademds la funcién es decreciente en todo el
intervalo este punto es tnico.

(1 x BERE
b) b —sinz +xcosx ) de = §+cosx+cosx+xs1nx} =
0 0
7 3r—8
§+2cosx+xsinx}2 =2 ~ (0, 3562
2 0 4

u=x— du=dz
dv=cosrdr — v =sinx

Nota:/xcosxdx:{

rsinx — / sinz dxr = xsinx + cosx.
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Opcién B

Problema 3.21.6 (2,5 puntos) Disponemos de 10 metros de una barra metdlica.

Con ella queremos construir una estructura formada por un rectangulo que esta rematado por
arriba por un triangulo equilatero. La base del triangulo coincide con el lado superior del rectangu-
lo, como se observa en la figura. Para construir la estructura, se cortan 6 trozos de la barra original
de longitudes adecuadas y se sueldan para obtener la forma pedida.

Se pide:

a) (0,5 puntos) Si denotamos por z la base del tridngulo, calcular
su altura en funcién de z.

b) (2 puntos) Determinar cémo debemos cortar la barra original
para que la estructura resultante encierre un drea total maxima.

Solucion:

2

a) h(z) = xt(g)Q zV3

b) 10=4z+2y = y=5—-2z

S(x) = Sy(x) + Sy(x) = = f +2(5 — 22)

S(z) = <\/§_8> % + bz &

4

S'(x) = <\/§2—8)$+5:0:> z=1,595m

\/5_8 Y Y

S (x) = 5 = -3,13 < 0 = z = 1,595 es un maximo

relativo.
r=1,099mey=5—22=1,809 m

3.21.4. Extraordinaria

Opcion A
z—1 .
o si z<l, z# -1
Problema 3.21.7 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) = , se pide:
?+1
si rz>1
4z

a) (0,5 puntos) Calcular f(0) y (f o f)(0).

b) (1,25 puntos) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(z) en = 1 y determinar si en
dicho punto existe un extremo relativo.

¢) (0,75 puntos) Estudiar sus asintotas.
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Solucion:

rz—1

A Siz<lyat—1= f(@) = S = [(0) =Ly (/o f)la) = [(f0)) = (1) =

b) Continuidad en z = 1:

-1 11
lim f(z)= lim L:M: lim — = -
T—s1— s—s1-x2 —1 0 —s1-2x 2
2+1 1
] — 2
i f@) =t =3
1
1) ==

Luego la funcién es continua en x = 1.
Derivabilidad en z = 1:

7(x—i1)2 si z<1, z# -1
fx) =
22 —1 .
122 si z>1
ffAm)=— M) =0= f17) #f017) =

f no es derivable en x = 1.

La funcién es continua en z = 1 y en ese punto la funcién pasa de decrecer a crecer, luego
hay un minimo local en ese punto.

c¢) Asintotas:
En la rama x < 1:

@ Verticales: la inica posible es en x = —1
1 { 1 } i 1 1 N
im =|—|=-0 im = =400
e——-1- 2+ 1 0~ z— -1t +1 0t

@ Horizontales: en y =0

lim =0
z——ocox + 1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

En la rama x > 1:

@ Verticales: No hay.

@ Horizontales: No hay




@ Oblicuas: y = mz +n

2
n= lim (f(z)—mz)= lim (m +1—£): lim 1:0

Tr—> 400 r— +00 45U 4 r— 400 E

1
yzzx:> z—4y =0

¥y
x=1
/”»4,-:0

y=0 Min(1,1/2)

x>1

Opciéon B

Problema 3.21.8 (2,5 puntos) La potencia generada por una pila viene dada por la expresién
P(t) = 25te*"/4, donde t > 0 es el tiempo de funcionamiento.

a) (0,5 puntos) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en
funcionamiento indefinidamente.

b) (0,75 puntos) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se
alcanza.

c¢) (1,25 puntos) La energda total generada por la pila hasta el instante ¢, E(t), se relaciona con
la potencia mediante E’(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la energia producida por la pila
entre el instante t = 0 y el instante ¢ = 2.

Solucion:
, 25t o0 , 25
W) Jim o =[] = dim i =0

La bateria se agota con el tiempo.

2
b) P'(t) = ?5(2 - t2)e*t2/4 =0= (2-1*) =0 = t = V2. La solucién negativa no es

relevante.
(0,v2) (V2,0)
P'(t) + — — 2 = V/2 es un maximo local.
P(t) | creciente ' | decreciente \,

2
El méximo se produce a las v/2 unidades de tiempo con P(\/i) = 25\/j unidades de potencia.
e

517



Mix[1.41, 21.44]

(0,0)

C) E/(t) = P(t) — E(t) = / (25t€_t2/4) dt = _5Oe—t2/4 +C

2
La funcién P(t) no corta el eje de abscisas en el intervalo (0,2) luego / (25te_t2/4) dt =
0

_50(e—1)

E(2) — E(0) ~ 31,61 u?

3.22. Ano 2021

3.22.1. Modelo
Opcién A

Problema 3.22.1 (2,5 puntos) Se considera la funcién real de variable real

2
T sioz<1, x# -1
flz) =
Inx .
si r>1
rz—1

a) (0,5 puntos) Estudie la continuidad de f en 2 = 1.
b) (1 punto) Halle las asintotas de f, si existen.

¢) (1 punto) Determine el valor de zg < 1 que verifica que la recta tangente a la gréfica de f

en el punto (zo, f(xo)) tiene pendiente —3 Escriba la ecuacién de dicha recta tangente.

Solucion:

Inz {0 1y ) =

a) Continuidad en z = 1: lim =1, lim = } = lim
z—1- T +1 z— 1t x —1 0 z—> 1+

1= f es continua en x = 1 = f continua en R — {—1}.

Y
1

b) Asintotas:

2
Enlaramaz <1 = f(z) =

z+1
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@ Verticales:
Enx=-1:

tm, 2 =[]
im =|—| =-
et z+1 lo- o0

T [2} +
1m = | — =
etz +1 L0t o

@ Horizontales: y = 0.

lim =0
x—>—cox + 1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

1
Enlaramaz > 1= f(x) = nml
T —
. , Inz
@& Verticales: No hay, ya que lim =1
z— 1t —1
@ Horizontales: y = 0.
| 1
25 = (2] = i Ve _
z— oo x — 1 00 z—r 400 1

@ Oblicuas: No hay por haber horizontales.

—ﬁ si x <1, z#-1
c) fl(z) =
rlnz—z+1
—W S1 z>1
Como 79 < 1 = f’(x)z—mﬁ f/($0):—ﬁ:_%:>
x% +2x9g—3=0= 29 = -3y ¢ = 1, esta dltima no es valida ya que xo < 1.

= —1 = (—3,—1) es el punto de tangencia. Luego la

En zg = -3 = f(-3) = 311

ecuacion de la recta tangente es

|8
DO | Ot

1
y+1:—§(x+3):>y:f

x=1

y=x/2-5/2
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Opcién B
Problema 3.22.2 (2,5 puntos) Dada la funcién f(x) = 2° — 42*, se pide:
a) (0,5 puntos) Estudiar sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) (1 punto) Encontrar sus mdximos y minimos relativos, y determinar si son o no absolutos

¢) (1 punto) Hallar el drea de la regién acotada limitada por el eje y = 0 y la grafica de f.
Solucién:

26

a) f'(z) =62° — 162> =22°(32°> - 8) =0= 2=0y2 =+

3
2v/6 2v/6 2v/6 2v/6
CSIIGDINGINEED
f(=) + N +
f(z) creciente

decreciente

decreciente \

decreciente

3

2v/6 2v6
La funcién es creciente en el intervalo —T\[, O) U T\[, +oo>, y decreciente en el inter-
26 2v/6
valo <—oo, —{) U (O, \[)

b) Tiene un minimos relativos en los puntos de abscisa x = +—— y un méximo en el punto de
abscisa x = 0.

r—r—00

Tenemos que f es continua en todo R por ser un polinomio y tenemos que
lim

lim =o0y
xr—>00
= 00, luego el maximo es relativo. Por el contrario, los minimos si son relativos.

Mix(0,0) /

/
Min(-26/3,-256/27)

>4
Min(2V6/3,-256/27)

¢) flz) =28 — 42t = 2(2?

4) =0 = = =0y z = £2. Tenemos dos recintos S;
S5 :[0,2] y como la funcién es par estas dos dreas son iguales.

0 7 570 8
4 2
51:/ (x6—4x4)dx:x—— ac
-2

7 5.1, 35

29 512
S=281 =5 =

35
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Mix(0.0) Y]

Min(-2\6/3,-256/27) Min(2V6/3,-256/27)

3.22.2. Ordinaria

Opcién A
Problema 3.22.3 (2,5 puntos) Calcule el drea de la regién delimitada por las graficas de las

funciones
flx)=2+x—2% g(x)=22"—4z

Solucion:

fx)=g(zr) = 2+ —2*=22> —do — 32>+ 50 +2=0= T=-3, x =2

2 2
Slz/ [2+1:—x2—(2x2—4:r)} dx:/ (=322 + 5z 4 2) dx =
~1/3 ~1/3
52 y 343 343
— 3 _ E— = = — 2
T+ + 2z s 54=>S |51 T

Opcién B
Problema 3.22.4 (2,5 puntos) Se considera la funcién

{sinx si <0
ze® s x>0

fz) =

a) (0,75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.
b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f restringida a (—m,2)
Demuestre que existe un punto xg € [0, 1] de manera que f(z¢) = 2.

1
c) (0,75 puntos) Calcule f(z)dz.

—_
2
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Solucion:

a) @ Continuidad en z = 0:

lim f(z)= lim sinz=0
r— 0~ r— 0~

lim f(zr)= lim 2e®*=0 = f continua en =0
z—> 0t z—>0
f(0)=0

@ Derivabilidad en x = 0:

B cos T si x<0 flo)y=1 . _
f(x)_{ew(x—i—l) si >0 :>{f — f derivable en x =0

b) @ cosz=0=— z= ~ T en el intervalo (=7, 0).
e’(r+1)=0= z=—1¢]0,2] Luego:

T T
<_7Ta _5) (_570) (032)
f'(x) - + +
f(z) | decreciente N | creciente /' | creciente

.z . . Q . 7T
La funcién es decreciente en el intervalo (—w, —5) y creciente en (—5,2), con un
. . Y
minimo relativo en —5 —1).

@ En el intervalo [0,1] es f(z) = ze”. Sea la funcién g(z) = ze® — 2 en este intervalo y
tenemos:
9(0)=-2<0yg(l) =e—2> 0, como g es continua en el intervalo podemos aplicar el
teorema de Bolzano que nos afirma que Jzg € (0,1) tal que g(xg) =0 = zpe™ — 2 =
0= 29" =2 = f(l’o) = 2.

g U=z = du=dz W . P TP
c) /xe dx_{dv:emdxzv:ew}_xe —/e dr = xze® — e =e%(x — 1)

1 0 1
(m)dx:/ sinxdm+/ xe’dr = —cosx](l%—i—ez(x—l)]é:—1—|—1:0
0

Y /
/

7
v

P

us
2

0(0,0)

3.22.3. Ordinaria-Coincidente

Opcién A

Problema 3.22.5 (2,5 puntos) Se quiere construir un acuario con forma de paralelepipedo recto,

con tapa y base cuadradas. La tapa es de metacrilato, la base es de un material metalico y las
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caras verticales, de cristal. El metacrilato tiene un precio de 15 euros/ m?, el material metélico, de
90 euros/m?, y el cristal, de 25 euros/m?.

a) (0,75 puntos) Exprese la altura del acuario en funcién del lado de la base, x, y del coste total
del material utilizado, C.

b) (1,75 puntos) Con un presupuesto de 1260 euros, jcudl es el volumen méximo del acuario
que se puede construir con estas caracteristicas?

Solucion:

cristal

metalico T metacrilato €T

[BISLID
[BISLID

T T
Y
cristal
Y
C — 10522
a) C = 1522 + 9022 + 4 - 25zy = 10522 + 1002y = y = Txm
1260 — 10522 1260z — 10523
b V - 2 — V = 2 =]
V'(z) = (8T =4) 0= x =2 (el valor z = —2 no es relevante)
63.%‘20 126
V'z)=—— = V"(2) = 10 < 0 = x = 2 es un maximo.

Luego las dimensiones de los cuadrados son de 2 m de lado y las caras verticales serian de 2
1260 — 105-4 21

mpory=-—————=— m.
100 - 2 ) 5
1260 -2 — 105 - 2 84
El volumen méximo es V(2) = = — ~ 16,8 m°.
100 5
Opcién B

Problema 3.22.6 (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) = ¢/ (z — 2)2.
a) (0,5 puntos) Estudie su continuidad y derivabilidad en [—2, 4].

b) (1,25 puntos) Analice crecimiento, decrecimiento, méximos y minimos absolutos de f en
[—2,4].

c¢) (0,75 puntos) Determine si la funcién g(z) = f’(z) es continua en z = 2 y si tiene recta
tangente en dicho punto.

Solucion:

a) La funcién es siempre positiva y su dominio es toda la recta real. Se trata de un polinomio
y, la raiz que lo contiene es impar, luego es continua en todo el dominio. El tnico punto a
estudiar seria en r = 2:
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lir2n_ f(z) = h’rgl+ f(z) = f(2) =0 = f es continua en [—2,4]

La funcién es derivable en todos los puntos salvo en z = 2 donde lo estudiaremos:

— f(2F) =00 f(27) = —o0

[0 ——
53/(x —2)3
La funcién es derivable en R — {2} en nuestro caso la funcién es derivable en [—2,2) U (2, 4].

b) f'(x) < 0 en el intervalo [—2,2) y, por tanto, decreciente. f'(x) > 0 en el intervalo (2,4] y,
por tanto, creciente. No tiene méaximos relativos.
Comprobamos los valores de la funcién en 2 = —2 = f(-2) = V16 yenx =4 = f(4) =

V/4, luego hay un méximo absoluto en (—2, N 16) y un minimo relativo y absoluto en (2,0).

¢) La funcién no es derivable en x = 2 = no existe recta tangente a f en x = 2.

3.22.4. Extrordinaria
Opcién A
Problema 3.22.7 (2,5 puntos)

a) (1,25 puntos) Calcule, en caso de existir, el valor de los siguientes limites:

, 22(1 — 2z 1 )
a.1 (0,5 puntos) lim ( ) a.2 (0,75 puntos) lim — (3 — 1)

-0 x — 222 —sinx rz—oo x \ T  sin =
x

1
(Indicacién: use el cambio de variable ¢ = — donde sea necesario).
x

b) (1,25 puntos) Calcule las siguientes integrales:

2 1
b.1 (0,5 puntos) / 21 dx b.2 (0,75 puntos) / z?e % dx
0
Solucion:
) 2% — 223 0] 'm ., 2 — 622 07
a)al lm ————— = || = lim ———— = |- | =
20 — 222 —sinz 0 z—01 —4x — cosx 0
, 2 —12x 1
Im —— = ——
z—0 —4 +sinx 2

1 .
1(3 2 == 2 Jtsint — 2
a2 lim — — — — T ] = t T :h’mt(3t—_—):h’mt(L
z—oox \ T  sin T 00— t—0 t—0 sint t—0 sint

3t2g¢int — 2t A {0} L'H

m -

t—0 sint 0

. 6tsint + 3t2cost — 2

lim = -2

t—0 cost

t=x2-1
x dt = 2xdz x dt 1/ 1
b) b.1 dr = — Tz Zdt =

) /x2—1x Cdt /t2x 2/ %

d
xQ:v

1 1
iln|t|—|—C:§1n|x2—1\+C
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u=12>= du=2xdz

/udv:uv—/vdu

U=z = du=dx
_ -z _ =z
—xQe_w+2/xe_mdx: dv=c"dr = v=—e =

/udv:uv—/vdu

—2%e”" 42 {—xe‘x +/ e "’ dx} =-—z’e " +2(—ze " —e ") = —e F(2* + 22 +2)
! 1 )
/ e " dr = —e_x(x2+2x—|—2)]0:2—f:0, 161
0 e

Opcién B
Problema 3.22.8 (2,5 puntos) Sea la funcién
f() =25 — || +2
a) (0,75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en x = 0.
b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(z) en la recta real.

¢) (0,75 puntos) Calcule el drea de la regién delimitada por la gréfica de f, el eje de abcisas
y=0,ylasrectasc =—-1yxz=1.

Solucion:
B+r+2 si <0

flz) = { 2 —x+2 si x>0
a) @ Continuidad en z =0:

lim f(x) :win%)_(x:‘—&—x—l—Q) =2

rz— 0~
lim f(z)= lim (2® -2 +2)=2 = f continua en z =0
z—> 0t z—> 0t

f(0) =2
Luego f es continua en R
@ Derivabilidad en z = 0:
, 32241 si <0 f0)=1
f(x):{?)mz—l sio x>0 {f’((ﬁ):fl
f no es derivable en x =0
Luego f es derivable en R — {0}

—

b) En la rama z < 0 = f’(x) > 0 = no hay extremos en la rama y la funcién es siempre
creciente. En el intervalo (—o0,0).

3
Enlaramaz >0 = f/(z) =322 -1 =0 = z = :I:£ la solucién negativa no es

valida por estar fuera de la rama. Para saber qué tipo de extremo es recurrimos a la segunda

derivada: f"(z) = 6z = f" (?

En z = 0 la funcién pasa de crecer a decrecer y ademads es continua, por lo que en = = 0 hay
un maximo relativo.

) =2/3>0= = ? es un minimo relativo.
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¢) Hay dos recintos de integracién [—1,0] y [0, 1]

0 4 2 0

5

51:/ (x3+x+2)dx:$—+£+2w} =1
-1

1 4 2
1 4 2 1
3 x x } 7
= — 2)de = — — — +2z| =~
Sa /0 (x° =z +2)dx 1 5 +2x T
5 7 9
ix(0,2) /’
-L0) (1,0
3.23. Ano 2022
3.23.1. Modelo
Opcién A
Problema 3.23.1 (2,5 puntos) Sea la funcién
1- 22 . <0
x
fz) =

et s oz >0
a) (0,75 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f en z = 0.

b) (1 punto) Determine los extremos relativos de f(x) en (0, 00).

2
¢) (0,75 punto) Calcule/ f(z)dx
0

Solucion:

a) @ Continuidad en z = 0:
I (1_ smx) 1y SBE {9} LH{ o COST

i

z—s 0~ T z— 0~ X 0 z—s 0~
_ 2

hm+me4 =0

x—0

f(0)=0

lim f(z)= lim f(z)= f(0) = f es continua en z = 0.
z— 0~ z— 0t
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@ Derivabilidad en z = 0:
sInx — X Ccosx

si x<0
2
/ x
f(@) =
2 .
(1-22%)e*™™ si x>0
. ., sinx —xcosx O] g ,, cosx —cosx+ xsinx
f(()):hm72:f = lim =
z—0~ X 0 z—0— 2x
,  xsinx sin x
i = I =
z—0— 2z x—0—

flof)y=e* = f/(07) # f'(07) = f no es derivable en z =0

S

b) En la rama (0,00) = f(x) = zet = f@)y=0- 2962)64_“”2 =0= z=+=—

2
0. V2 V2
b 2 2 ) oo
f'(=) + -
f(x) | creciente /| decreciente N\

V2
2

2
), y decreciente en el intervalo <\2[, oo).
V2

La funcién es creciente en el intervalo (0,

Tiene un méaximo relativo en los puntos de abscisa x = 5
t=4—2a°
.y A dt 1
c) F(z) = | f(z)dx = gl gy = | dt="2wdz | _ [ B 2 ety =
dt —2x 2
dr = ——
, —2x
t 4—x
—S+C=—"F—+C
2 4 4
1 -1
fl@)de=F@2) - F0)=—>+%=5""-~2.28
0 2 2 2

Opcion B
Problema 3.23.2 (2,5 puntos) Sea f(z) = x + 22, se pide:

a) (1 punto) Hallar el drea de la regién acotada que estd limitada por la grafica de f y la recta
y = 2z.

b) (1,5 puntos) Una particula en movimiento parte del origen y sigue la trayectoria determinada
por la gréifica de f. En el punto (1, f(1)) la particula sale despedida en la direccién de la
recta tangente. Determinar en qué punto choca con la recta vertical z = 2.

Solucion:

a) Buscamos los puntos de corte entre las dos grificas: f(z) = g(zr) = = + 2 = 2z —

P —r=0=r=0yxr=1

/ (f(z) — g(x)) da
0

Tenemos S =

Sl—/ol<f<z>g(z))d:c—/01<x+x22x>dx—/01<x2x>dx—



b) a=1= b= f(a)=f(1)=2
fl@)=14+22= m=f'(a)=f(1)=3
La recta tangente y —b=m(z —a) = y—2=3(r—1) = y=3z—1
El punto de corte con z =2 = y =5= (2,5)

3.23.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 3.23.3 (2,5 puntos) Sea la funcién

e /T & g #0
flz) =
0 si =0

a) (1 punto) Estudie la continuidad y derivabilidad de f(x) en 2 = 0.

b) (0,5 puntos) Estudie si f(z) presenta algin tipo de simetria par o impar.

2
¢) (1 punto) Calcule la siguiente integral: / L? dx.
1 x

Solucién:

a) Continuidad en x = 0:
lim (2% /%) = lim (2% /") = £(0) =0
z— 0~ z— 0t

f es continua en x =0
Derivabilidad en = 0:



f/(07) = f'(07) =0 = f es derivable en x = 0.

b) f(_x) = (_1')3671/(793)2 = _1'3671/:E2 —

—f(z) = f es IMPAR, simétrica respecto al
origen.

1
t == —;
f(z) p3e—1/a" e—1/a” 9 et 23
3
dov = —dt
2

2 —1/4 —1
t/‘ 1@ 4w = F2) = POy = € 5 475577950,2054606709
1

Opcién B

Problema 3.23.4 (2,5 puntos) Sea
<L .
2 +1

fz) =

a) (0,5 puntos) Compruebe si f(z) verifica las hip6tesis del Teorema de Bolzano en el intervalo
[_17 1}

b) (1 punto) Calcule y clasifique los extremos relativos de f(z) en R.

¢) (1 punto) Determine el drea comprendida entre la gréfica de la funcién f(z) y el eje OX en
el intervalo [—1,1].

Solucion:

a) La funcién es continua en el intervalo [—1, 1], de hecho lo es en todo R, el denominador no
se anula nunca.

1 1
f(=1) —5 <0y f(1) 5 > 0, luego cumple las condiciones del teorema de Bolzano que
afirma que 3¢ € (—1,1) tal que f(c) =0.
/ a? —1 2
b)f@QZ—GEIBEZOziar—1:0:$x:il

(—OO,—l) (_Ll) (LOO)
f'(x) - + -
f(x) | decrece \ | crece | decrece \

La funcién decrece en el (—oo, —1) U (1,00) y crece en el intervalo (—1,1).

P . . 1 (o . 1
La funcién tiene un minimo relativo en | —1, —5 y un méaximo relativo en | 1, -
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Mix(1,1/2)
2

/ﬁ T

x

000,0)

S /
i Y

Min(-1,1/2)

¢) f(z) = %—i—l =0= z =0 € [-1,1], luego hay dos 4reas, una negativa y otra positiva,

como ademas la funcion es impar el valor absoluto de ambas son iguales. Luego:

1 1
T 1 2x
S =2 ——dr = =2 ——dx =
/0 22 +1 T /0 2 +1 v

ln\x2—|—1|](1) =In2—-1In1=1n2 v?
M{b‘(l,]\/\zl\

(-1,0)

000,0) (1,0

Min(-1,1/2)

3.23.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

1
Problema 3.23.5 (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) =1+ =

a) (1 punto) Determine el dominio y los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de la
funcién f(x).

5 _
b) (1,5 puntos) Dada la funcién g(x) = Tx, halle el 4rea de la regién acotada por las graficas

de las funciones f(z) y g(x).

Solucion:

a) Dom(f) =& — {0}
fl(x) = —— # 0 = la funcién no tiene extremos relativos, ademds f'(z) < 0 Va €
R — {0} = f es decreciente en R — {0}.

b) f(z) =g(r) = 1+é:5;xz x2_2?f+2:0z r=1lyaz=2.
2_3x42
Fo) = [ () = gty o = [ (552 ) do =
r 3 1 x 3z



2 x2_3$+2) <1 3)
Sl_/l <T de=F@2)-F1)=1-3+m2-(;-7)=

3 3
In2— = —0,0569 = § = |Si| = 7 ~In2=0,0569 v’

\\,

~

(0,0)

Opciéon B
Problema 3.23.6 (2,5 puntos) Sea f(x) una funcién continua y derivable en todo R tal que

f(1)y =2, f(2) =1, f/(1) =1y f(2) = 2. Se consideran, ademés, las funciones g(x) = (f(z))? y

h(x) = (f o f)(). Se pide:
0,5 puntos) Calcular ¢g(2) y ¢'(2).

a) (
b) (1 punto) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la grafica de h(z) en el punto x =1
¢) (1 punto) Probar, utilizando el Teorema del Valor Medio, que existe un punto en el intervalo
(1,2) en el que el valor de la derivada de f(x) es —1.
Solucién:

a) 9(2) = (f(2))° =
g'(@)=2(f(2)f'(x) = ¢'(2) =2f(2)f'(2)=2-1-2=4

b) h(z) = (fo f)(x) = [(f(x)) = N (x) = f'(x)f'(f(2))
a=1,b=h1)=f(f1)=f2)=1ym=1{1)=O)f(f1)=1-f(2)=

y—b=m(r—a)= y—1=2(x—1)

12
(

— y=2r—-1

¢) f(z) funcién continua y derivable en todo R = f(z) funcién continua y derivable en [1,2].
Con estas condiciones el teorema del valor medio nos asegura que existe un ¢ € (1,2) tal que

3.23.4. Extraordinaria
Opcién A
Problema 3.23.7 (2,5 puntos) Sea la funcién

2¢ + 1
T

si <0

fz) =

2 —4zx+3 si x>0
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a) (0,75 puntos) Estudie la continuidad de f(z) en R.

) ( )

b) (0,25 puntos) jEs f(z) derivable en = 0?7 Justifique la respuesta.

¢) (0,75 puntos) Calcule, si existen, las ecuaciones de sus asintotas horizontales y verticales.
)

d) (0,75 puntos) Determine para x € (0,00) el punto de la grifica de f(z) en el que la pendiente

de la recta tangente es nula y obtenga la ecuacion de la recta tangente en dicho punto. En el
punto obtenido, jalcanza f(x) algin extremo relativo? En caso afirmativo, clasifiquelo.

Solucion:

a) Continuidad en x = 0:

i f(r) = lim ol {i} — e

z—s 0~ z—0- I 0—

Iim f(z)= lim (2% —42+3)=3

z— 0t z— 0t

f no es continua en = 0 donde la funcién presenta un salto. La funcién es continua en R—{0}

b) La funcién no es continua en z = 0 y, por tanto, no es derivable en ese punto.

¢) Como se ha visto en « = 0 hay una asintota vertical.
En y = 2 hay una asintota horizontal cuando x — —oc:

, 20+ 1
lim =

T—> —00 x

2

No hay oblicuas por haber horizontales.
En la otra rama no hay asintotas por tratarse de un polinomio.

d) z € (0,00) = f(v) =2’—-42+3 = fl(z)=22-4=0= r=2Sia=2= b= f(2) =
—1ylapendientem = f'(2) =0 = y+1=0(zx—2) = y = —1 recta tangente a f en z = 2.

(0,2) (2,00)
f(x) - +
f(z) | decrece \ | crece

La funcién decrece en el (0,2) y crece en el intervalo (2,00) = f tiene un extremo relativo
en x = 2.
La funcién tiene un minimo relativo en (2, —1)
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Opcién B
Problema 3.23.8 (2,5 puntos) Sea la funcién

T si <0
f(m)_{mlnx si x>0

a) (0,5 puntos) Estudie la continuidad y la derivabilidad de f(z) en z = 0.

b) (1 punto) Estudie los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(z), asi como los
maximos y minimos relativos.

2
¢) (1 punto) Calcule/ f(x)dx
1

Solucion:

a) Continuidad en z =0

lim f(z)= lim =0

z—0~ z—0~

lim f(zr)= lim zlnx =0 =
z—07+ x—07+
f(0)=0

f es continua en x = 0.

1
Inz —0T L'H -
lim f(z)= lim zlhz= lim — = [—} = lim %=
z—0t x—0t z—0t  — =0t ——5
lim (—z) =0
=0+t

Derivabilidad en £ =0
1 si <0
f(x)_{lnx+1 si >0

f(07)=1%# f(07) = —co = f no es derivable en x = 0.

b) En la rama x < 0 la funcién es una recta siempre creciente. (f'(z) =1 > 0)

1
Enlaramaz >0= f(z)=zlhr= f(z)=hz+1=0=lhz=-1= z= -
e

SN

[l |+ -
f(x) | crece 7| decrece \, | crece

En la rama xz <0

1 1
La funcién decrece en el | 0, 7> y crece en el intervalo (—oo,0) U <7, oo) = f tiene un
e e

extremo relativo en x = — y en x = 0.
e

La funcién tiene un minimo relativo en (7, —= ) y un méximo relativo en (0,0)
e e
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ix(0.0) (1,9,

1
u=Inr —= du= —dz
c) F(a:):/xlnxdwz te | =
dv:xdx:>v:?
z2Inzx 1/ d _x21n1: aﬁ+ _2x21n1:—x2+C:>
2 2 ) T T 4 - 2
22lnz — 1
F(I),%w

2 1 3
dr=F2)—-F(1)=2In2—-1—-|—- ) =2In2— - ~
/1 f(z)dz (2) (1)=2In2 -1 ( 4) 21n2 4 0,6363

3.23.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 3.23.9 (2,5 puntos) Sea la funcién f(z) = 2® + cos(mz). Se pide:

a) (1,25 puntos) Calcular la recta tangente a la gréafica de f(z) en = 1 y probar, utilizando
el Teorema de Bolzano, que dicha recta tangente corta a la grafica de f(z) en algin punto
entrex = -3y =—2.

b) (1,25 puntos) Calcular/wf(x) dx.

Solucién:

a) f(1)=1-1=0, f'(z) =32> —7sin(rz) = m=f/(1)=3-0=3 = y=3(z— 1) =
y=3r—3
Hay que demostrar que hay un punto de corte entre las funciones f(z) y g(z) = 3z — 3.
Llamamos h(z) = f(x) — g(z) = x® — 3z + 3 + cos(wx) continua por ser composicién de
funciones continuas.
En 2 = —3 tenemos h(—3) = —-274+9+3—-1=-16<0
En z = —2 tenemos h(—2)=—-8+6+3+1=2>0
Se cumplen las condiciones del teorema de Bolzano y 3¢ € (—3,—2) tal que h(c) = 0 =
fle) —g(c) =0 = f(c) = g(c) = ¢ es un punto de corte entre f y g, siendo g la recta
tangente en z =1 a f.
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y
s
=3 x=¢| |x=2 ///
- /
/ o
/ ,r’;-':};ms
/P
/
/
b) / x(x® + cos(mz)) dox = /(m + x cos(mx —l—/ x cos(mx) dx =
u=x = du= dx
dv = cos(mx)de = v = — sm
x75 n rsin(rz) 1 / sm(m;) dr — j xsin(rx)  cos(mx) LC
5 T 5 v 2
Opcién B

Problema 3.23.10 (2,5 puntos) Sea f(x) = xe® — €.
a) (0,5 puntos) Estudie su continuidad y derivabilidad en R.

b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x) y clasifique sus
extremos relativos.

¢) (1 punto) Sea g(z) = —e®. Calcule el drea del recinto acotado que esta limitado por las
graficas de las funciones f(z) y g(x) en el intervalo [0, 1].

Solucion:

a) La funcién no tiene denominadores con Dom(f) = R y es composicién de funciones continuas
y derivables. Luego f es continua y derivable en R.

b) f(z) =€ +aze®” —e® =ze”" =0= z=0.

(=00,0) | (0,00)
f'(x) - +
f(x) | decrece \, | crece

La funcién decrece en el (—00,0) y crece en el intervalo (0,00) = f tiene un extremo
relativo en z = 0.
La funcién tiene un minimo relativo en (0, —1)

/

/
/

/

0(0,0)

—

Min(0,-1,

T (1,0

it
)
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c) f(z) =g(x) = ze® =0 = = = 0 luego sdlo hay un recinto S; en [0, 1].

Fw) = [ —genar = [aear = [ M2 =0 ] e [ =

dv=e"dr = v=2¢"
ze® —e"+C=e"(x—-1)+C
1
51:/ ze*dr=F(1)-F0)=0—-(-1)=1
0
S:|Sl|=1u2

3.24. Ano 2023
3.24.1. Modelo

Opcién A
i si z<1
et —e
Problema 3.24.1 (2,5 puntos) Para la funcién f(z) = , se pide:
1
1r_3 si z>1

a) (1 punto) Estudiar su continuidad y determinar, en el caso de que existan, las ecuaciones de
sus asintotas.

b) (0,5 puntos) Para la funcién g(x) = (e — e) f(x), calcular el valor de ¢'(0).

¢) (1 punto) Calcular /15 v fx)dx

Solucion:

a) @ La funcién es continua para cualquier valor z # 1, son composicién de funciones conti-
nuas y los denominadores no se anulan nunca.

Continuidad en x = 1(:)
, xre — e L'H , e
lim === lim —=1
z—1- €T — e 0 z—1— €%

1m
z—s 1+ 4o — 3
f=1

lim f(z)= lim f(zx)=f(1) = fescontinuaenz=1=
z—> 1~ rz— 1+
f es continua en R.
@& Asintotas:

o Verticales: No hay, los denominadores no se anulan en en ninguna de las dos ramas.
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e Horizontales:
o Six<1:
, Te —e —00
lim = {—} =0
z— —oc0 T — e —e
No hay asintota horizontal por la izquierda.

o Sixz>1:

lim o= || =0
im =|—|=
Hay una asintota horizontal por la derecha y = 0.

e Oblicuas:
o Six<1:

m= tim T8 g, Fe=e :[_OO}L:H lm — & =1

T—r —00 I r— —oco xet — xe 0 z— —co zet +e¥ —e
, 3 e —e 3 re —e+zxet —ex

n= lim (f(z)—mz)= lm ( + x) = lim ( )

T—> —00 z—> —oco \eT — e T—> —00 et —e
—e + xe”
lfm (L) —1
T— —00 et —e
Hay una asintota oblicua por la izquierda en y = —z + 1.

o Si x > 1: no puede haber oblicua por haber horizontal.

b) g(z) = (¥ —e)f(x) enx:Oestéenlaramax<1ylafunciénf(x):zj_e:>g(x):
(ezfe)j::::xefeﬁg/(:c):eﬁg’(O):e
t=4x -3
/\/T /\/F xZ/(4x—3)_1/2dm: C;tgi‘lgf :/t—l/zﬁz
T4
1/t1/2dt i tll//; C = t12/2+0 @JFC
/ V4x— de = F(5) - <1):\/TT7_%:@

Opcion B

Problema 3.24.2 (2,5 puntos) Un ayuntamiento ha dividido en parcelas parte del terreno muni-
cipal no urbanizable y lo ha cedido a los vecinos para su cultivo. Uno de los vecinos ha decidido
que en su parcela asignada utilizard como huerto una zona rectangular de 72 metros cuadrados,
dejando el resto para plantar frutales e instalar una caseta donde guardar las herramientas nece-
sarias. La zona de huerto estard dividida en dos partes: la parte dedicada al cultivo de hortalizas
serd un rectangulo interior separado de los lados que delimitan el huerto. La separacién serd de
medio metro entre cada uno de los lados de mayor longitud y un metro entre cada uno de los lados
de menor longitud. La franja que delimita la zona de hortalizas la dedicard al cultivo de flores y
plantas aromaticas.

a) (2 puntos) Calcule las dimensiones del huerto para que el drea de la zona para el cultivo de
hortalizas sea méaxima.

b) (0,5 puntos) Calcule el drea de la zona de cultivo de hortalizas.
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Solucion:

72
a) Relacién de las dos variables: -y =72 = y = —
Funcién a optimizar S(z,y) = (z — 2)(y — 1)

72 —2% 4 Tdr — 144
Sustituyendo: S(z) = (z — 2) (— - 1> _ T
x x
—z? 4 144
S(@) = = =0 =z =412
x .
La solucion negativa no es relevante. losm
! -
(0,12) (12, 00) ]
S'(x) + —

S(x) | creciente | decreciente N\

La funcién crece en el intervalo (0,12) y decrece en el (12,00)

con un maximo relativo en = 12 m=— y = o= 6 m

b) S(12) = 50 m?.

3.24.2. Ordinaria

Opcién A

Problema 3.24.3 (2,5 puntos) Dada la funcién f(z) = {/ (22 — 1)2, se pide:
a) (0,25 puntos) Estudiar si es par o impar.
b) (0,75 puntos) Estudiar su derivabilidad en el punto x = 1.
¢) (1,5 punto) Estudiar sus extremos relativos y absolutos.

Solucion:

a) f(—xz) = f’/((—a:)2 —-1)2 = \3/(ac2 —1)2 = f(zx) = [ es par, simétrica respecto al eje de
ordenadas OY

b) (o) = s
« f(17)= 3\;? = —00
- 1) = = o

_330+:

& f'(17) # f/(17) = f no es derivable en x = 1. (Tampoco lo es en x = —1)

Otra forma de justificarlo:
El Dom(f") =R —{-1,1} = —1 ¢Dom(f’) = f no es derivable en z = —1.

¢) f'(x) =0= x =0y el denominador se anula en z = +1

(—OO,—l) (_170) (Oa]-) (LOO)
i - - -
f(x) | decreciente N, | creciente /' | decreciente N | creciente
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Hay un méximo relativo en el punto (0,1). Los puntos (-1,0) y (1,0) son minimos absolutos
ya que f(z) > 0Vze e R.

(0,1)

(-1,0) 0(0,0) (1,09)

Opcién B

Problema 3.24.4 (2,5 puntos) Dada la funcién real de variable real definida sobre su dominio
2
x

— 51 x<-1
2+ x2
como f(x) = , se pide:
2% G s
si x> —
3—3z

a) (0,75 puntos) Estudiar la continuidad de la funcién en R

b) (0,75 puntos) Calcular el siguiente limite ll;r_n f(av)Q””Z_1

0
¢) (1 punto) Calcular la siguiente integral / f(z)dx
~1

Solucién:
a) @ Continuidad en x = —1:
2
1
w*l}El_ 2 +2$2 n §
2
fm 1 -
z—s —1+ 31— 3z 3
D=3
lim  f(z)= lim f(z)= f(-1) = f es continua en z = —1
z— —1— z— —11

2

@ En laramaz < -1 = f(x) = 5 el denominador no se anula para ningtin valor

x
24z
de esta rama y, por tanto, es continua en toda la rama.

22
3 -3z
que estd en la rama), donde hay una asintota vertical y habrd una discontinuidad. En
ese punto la funcién tiene un salto infinito. Por tanto, la funcién es continua en toda la
rama menos en ese punto.

@ En la rama ¢ > -1 = f(x) = el denominador se anula para x = 1 (valor

@ En conclusién, f es continua en R — {1}.
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b) I e
2 2
L 5 T B L —4x —|—2__
A_xgrflw(2x 1)(2 2 1>_zgfoo x2 =
72 227 -1
lim (7) =e !
Tr——00 2+I2
22 2 x?
= = —= = 1
¢) Flz) /3—3xdx 3/1—xd‘r (@)i(—z+l)=—z-14—
9 r+1
-4z
T
—r+1
- 1 -
2 1 2 2
g/(—x—l—i—l_m) dm=§<—%—x—ln|1—x\)+C’

0
22 1
f(z)da = F(0) — F(—1) = ; — 5 ~0,1288
-1

3.24.3. Ordinaria-Coincidente

Opcién A
Opciéon B
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Capitulo 4

Probabilidad

4.1. Ano 2017

4.1.1. Modelo
Opcién A

Problema 4.1.1 (2 puntos) En una poblacién de cierta especie de cérvidos, el 43 % de los adultos
son machos y el 57 % hembras. Se sabe que el 11 % de los machos adultos y el 4% de las hembras
adultas sufre alguna afecciéon ocular. Se supone que se captura al azar un ejemplar adulto y se
pide:

a) (1 punto) Determinar la probabilidad de que tenga alguna afeccién ocular.

b) (1 punto) Si el ejemplar capturado padeciere una afeccién ocular jcudl seria la probabilidad
de que fuera un macho?

Solucion:

8,17 o
M
843 6% NO
857
8,04 o
H
696 NG

a) P(0) = P(M)P(O|M) + P(H)P(O|H) = 0,11 0,43 + 0,04 - 0,57 = 0,0701

O|M)P(M) 0,11-0,43
P(0O) ~0,0701

b) P(M|0) = £ — 0,6748
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4.1.2. Ordinaria
Opciéon B

Problema 4.1.2 (2 puntos) El 40 % de los sdbados Marta va al cine, el 30% va de compras y
el 30 % restante juega a videojuegos. Cuando va al cine, el 60 % de las veces lo hace con sus
compaifieros de baloncesto. Lo mismo le ocurre el 20 % de las veces que va de compras, y el 80 %
de las veces que juega a videojuegos. Se pide:

a) (1 punto). Hallar la probabilidad de que el préximo sdbado Marta no quede con sus com-
paneros de baloncesto.

b) (1 punto). Si se sabe que Marta ha quedado con los companeros de baloncesto, jcuél es la
probabilidad de que vayan al cine?

Solucion:

0.6 €
ci
a4 o4 NE
02 =
Ca
0.8 NC

0.8 c
v <
0.2 NC
a) P(NC) = P(Ci)P(NC|Cti) + P(Co)P(NC|Co) + P(V)P(NC|V) =0,4-0,4+0,3-0,8+
0,3-0,2=0,46

P(C|Ci)P(Ci)  0,6-0,4

b) P(CilC) = P(C) T 1-0,46

=0,44

4.1.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién B
Problema 4.1.3 (2 puntos) En una empresa el 20 % de los empleados son matematicos, el 50 %
ingenieros y el resto no tienen carrera universitaria. Entre los mateméaticos el 40 % ocupa un cargo
directivo, entre los ingenieros ese porcentaje se reduce a la mitad y entre el resto de empleados el
porcentaje es del 5%. Elegido un empleado al azar, se pide:

a) (1 punto) Determinar la probabilidad de que ocupe un cargo directivo.

b) (1 punto) Si no ocupa un cargo directivo, jcudl es la probabilidad de que sea matemé&tico?

Solucion:
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04 D
M <
06 i
02 2
1 <
08 D
9,05 D
R <
0,95 ND

a) P(D)= P(M)P(D|M)+P(I)P(D|I)+P(R)P(D|R) = 0,4-0,2+0,2-0,5+0,05-0,3 = 0, 195

7, _ POIM)P(M) _ 0,6-0,2
B P(D) T 1-0,195

=0,149

4.1.4. Extraordinaria
Opcion A
Problema 4.1.4 (2 puntos) Dados dos sucesos, A y B, de un experimento aleatorio, con proba-

4 1 2
bilidades tales que p(A4) = g’ p(B) = R p(AUB) = 3 e pide:

a) (1 punto) Comprobar si los sucesos A y B son independientes o no.

b) (1 punto) Calcular p(A|B), donde A denota el suceso complementario de A.

Solucién:
P(A)=g P(B)=> P(AUB)=":
a) P(A)-P(B)zgézg
P(AﬂB)ZP(A)+P(B)—P(AuB):34_%_%:%

Luego P(AN B) # P(A) - P(B) = los sucesos A y B no son independientes.

A . 1_ 5
) P(AB) = PPt = M SRR - 2o

4.1.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 4.1.5 (2 puntos) Una empresa fabrica méviles de tres marcas distintas: A, N y M. El
20 % de los moéviles fabricados son de la marca A y el 40 % de la marca N. Se decide instalar un
software oculto que permita espiar a los usuarios de estos méviles. El software espia se instala en
el 15 % de los mdéviles de la marca A, en un 10 % de la marca N y en un 12% de los mdéviles de la
marca M. Se pide:

a) (1 punto) Determinar la probabilidad de que una persona que compra uno de estos méviles
tenga instalado el software espia.

b) (1 punto) Si el mévil de una persona tiene instalado el software espia, calcular la probabilidad
de que sea de la marca A.
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Solucion:

E
0,1
A NE
0.2 0.85 N
2
04y
o4 6.9 —NE
E
0.1
M
6.8 NE

a) P(E) = P(A)P(E|A)+P(N)P(E|N)+P(M)P(E|M) = 0,0,2-0,0,1540,4-0,1+0,4-0,12 =
0,118
P(E|A)P(A) _ 0,15-0,2

= = 0,254
P(E) 0,118 ’

b) P(A|E) =

4.2. Ano 2018

4.2.1. Modelo
Opciéon B

Problema 4.2.1 (2,5 puntos) En una bolsa hay 10 caramelos de fresa, 15 de menta y 5 de limén.
Se extraen sucesivamente de la bolsa dos caramelos. Se pide:

a) (1 punto) Determinar la probabilidad de que el segundo de ellos sea de fresa.
b) (0,5 puntos) Determinar la probabilidad de que los dos sean de fresa.

¢) (1 punto) Sabiendo que el segundo ha sido de fresa, calcular la probabilidad de que lo haya
sido también el primero.
Solucién:
Sale fresa: F', sale menta: M y sale limén: L
10 9 15 10 5 10 1

P(2° de f = P(FF P(MF P(LF)= —~ -+~ oot o=+

a) P( e fresa) (FF)+ P( )+ P(LF) 30 29+30 29+30 29 3
10 9 3
P(FF)= - ==
b) P(FF) = 35" 25 = 39

P(primero fresaNsegundo fresa) ~ 10/30-9/29 9
P(segundo fresa) N 1/3 29

¢) P(primero fresa|segundo fresa) =

4.2.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 4.2.2 (2,5 puntos) El 60% de las ventas en unos grandes almacenes corresponden

a articulos con precios rebajados. Los clientes devuelven el 15% de los articulos que compran
rebajados, porcentaje que disminuye al 8 % si los articulos han sido adquiridos sin rebajas.
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a) (1.25 puntos) Determine el porcentaje global de articulos devueltos.
b) (1.25 puntos) ;Qué porcentaje de articulos devueltos fueron adquiridos con precios rebajados?

Solucion:

D
0,15
R

0,6
b 6,85 A
D

0,08

04

6,92 oo

a) P(D)= P(D|R)P(R) + P(D|INR)P(NR) =0,15-0,6 +0,08- 0,4 = 0,122 = 12,20%

P(D|R)P(R)  0,15-0,6
P(D) 0,122

b) P(R|D) = = 0,7377 = 73,77%

4.2.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 4.2.3 (2,5 puntos) La directiva de un club de cine ha hecho un estudio sobre los gustos
cinematograficos de sus socios. De los 300 socios del club, hay 150 a los que les gustan las peliculas
de accion, 135 a los que les gustan las peliculas de suspense y 75 a los que no les gustan ninguno de
esos géneros cinematograficos. Si se elige un socio cualquiera, calcular las probabilidades de que:

a) (0,25 puntos) No le gusten las peliculas de accién.

b) (0,75 puntos) Le guste al menos uno de los dos géneros mencionados.
¢) (0,75 puntos) Le guste el cine de accién y el de suspense.

)

d) (0,75 puntos) Le gusten las peliculas de accién, pero no las de suspense.

Solucién: 150 1 185
[t To : . = — = - = = — =
/; e gusta las de accién 37155 li gusta las de suspense. P(A) 300 — 3 0,5, P(S) 300
K 1 1
b) P(AUS)=1-P(AUS)=1-P(ANS) = —7:2_0,75
c) P(AﬂS)—P(A)+P(S)—P(AUS)—1+g—§—1—02
B 2 20 4 5
d) P(Aﬂg)—P(A)—P(AﬂS)—l—E—3—03
B 2 5 10



Opcién B

Problema 4.2.4 (2,5 puntos) Sean Ay B dos sucesos independientes de un experimento aleatorio,

cuyas probabilidades son P(A) = 0,6 y P(B) = 0,2. Calcule las siguientes probabilidades:
P(AUB), P(AuB), P(AnB), P(ANB), P(A|B)

Nota: S denota el suceso complementario de S.
Solucién:
Tenemos P(A) = 0,6, P(B) =0,2 y por ser A y B independientes P(AN B) =0,6-0,2=0,12.

@ P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0,6+0,2—0,12 = 0,68
& P(AUB)=PANB)=1-P(ANB)=1-0,12=0,88

e P(ANB)=P(AUB)=1—-P(AUB)=1-0,68 = 0,32

e P(ANB)=P(B)—P(ANB)=0,2-0,12=0,08

- P(A|B) = P(ANB) 0,08 0.4

P(B) 0,2

4.2.4. Extraordinaria
Opcion A

Problema 4.2.5 (2,5 puntos) Segin los datos de la Fundacién para la Diabetes, el 13,8 % de los
espanoles mayores de 18 anos tiene diabetes, aunque el 43 % de ellos no sabe que la tiene. Se elige
al azar un espanol mayor de 18 anos.

a) (1 punto) ;Cudl es la probabilidad de que sea diabético y lo sepa?, jcudl la de que no sea
diabético o no sepa que lo es?

b) (1,5 puntos) Cierto test diagnostica correctamente el 96 % de los casos positivos de diabetes,
pero da un 2% de falsos positivos. Si un espanol mayor de 18 afos da positivo en el test,
jcudl es la probabilidad de que realmente sea diabético?

Solucion: B
P(D)=0,138y P(S)=0,43

a) P(DNS)=0,138- (1 - 0,43) = 0,07866
P(DUS)=P(DNS)=1-—P(DNS)=1-0,07866 = 0,92134

b) Tenemos:

0,96 P
D
- 0,04 -
0,862
0,02 j2
AD
0,98 NP
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 P(PID)P(D) 0,960,138 B
PDIP) = ——ppy — = P(PIDIP(D) + P(PIND)P(ND) —
0,13248 0, 8848

0,13248 + 0,02 - 0, 862

4.3. Ano 2019

4.3.1. Modelo
Opcion B

Problema 4.3.1 (2,5 puntos) El grupo de WhatsApp, formado por los alumnos de una escuela
de idiomas, estd compuesto por un 60 % de mujeres y el resto varones. Se sabe que el 30 % del
grupo estudia aleman y que la cuarta parte de las mujeres estudia aleméan. Se recibe un mensaje
en el grupo. Se pide:

a) (1,25 puntos) Calcular la probabilidad de que lo haya enviado una mujer, si se sabe que el o
la remitente estudia alemén.

b) (1,25 puntos) Si en el mensaje no hay ninguna informacién sobre el sexo y estudios del
remitente, calcular la probabilidad de que sea varén y estudie aleman.

Solucioén:

AIM)P(M) 0,25-0,6
P(A) 0,3

b) P(A)=0,6-0,25+0,4-2=0,3= x = P(A[V) = 0,375

0,5

a) P(M|A) = I

P(ANV) = P(A|V)P(V) =0,375-0,4 = 0,15

4.3.2. Ordinaria
Opciéon B

Problema 4.3.2 (2,5 puntos) Una compaiiia farmacéutica vende un medicamento que alivia la
dermatitis atépica en un 80 % de los casos. Si un enfermo es tratado con un placebo, la probabilidad
de mejorfa espontdnea es del 10 %. En un estudio experimental, la mitad de los pacientes han sido
tratados con el medicamento y la otra mitad con un placebo.

a) (1 punto) Determinar cuél es la probabilidad de que un paciente elegido al azar haya mejo-
rado.
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b) (1,5 puntos) Si un paciente elegido al azar ha mejorado, hallar la probabilidad de que haya
sido tratado con el medicamento.

Solucion:
0.50-
M

0,50/ .
<
N 0.10_—4
0,50 “\

\.,_\% _

0,90 ~7

a) P(A) = P(AIM)P(M)+ P(A|/Pl)P(Pl)=0,5-0,8+0,5-0,1=0,45

P(A|M)P(M)  0,8-0,5

b) P(M]4) = P(A) 0,45

= 0,889

4.3.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 4.3.3 (2,5 puntos) Dados dos  sucesos aleatorios A y B, con probabilidades respectivas
P(A)=0,4y P(B)=0,5, se denota por Ay B a los sucesos complementarios de A y B. Se pide:

a) (1 punto) Suponiendo que A y B son independientes, calcular P((AN B) U (AN B)).
b) (1 punto) Suponiendo que A y B son incompatibles, calcular P((AN B) U (AN B)).
¢) (0,5 puntos) Si P(AUB) =0,9, json A y B independientes?

Solucién:
P(ANB)U(ANB))=P(ANnB)U(AUB))

a) Si Ay B son independientes P(AN B) = P(A)P(B) =0,4-0,5=0,2:

P((ANB)U(ANB)) = P((ANB)U(AU B)) = P(ANB)+P(AUB)—-P((ANB)N(AU B))
P(ANB)+P(AUB)=P(ANB)+1-P(AUB) = P(ANB)+1—-P(A)—P(B)+P(ANB)
1+2P(ANB)—P(A)— P(B) = 1+2P(A)P(B)— P(A)— P(B) =140,4—0,4—0,5 = 0,

o |l
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b) Si Ay B son incompatibles P(AN B) = 0:

P((ANB)U(ANB)) = P((ANB)U(AU B)) = P(ANB)+P(AUB)—P((ANB)N(ANB)) =
0+P(AUB) = 1—-P(AUB) = 1-P(A)—P(B)+P(ANB) = 1-P(A)—P(B) = 1-0,4—0,5 =
0,1

¢) P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) = 0,9 = 0,4+0,5— P(ANB) = P(ANB) =0 => A
y B son incompatibles. Por otra parte P(ANB) =0# P(A)-P(B)=0,4-0,5=0,2— A
y B no son independientes.
4.3.4. Extraordinaria
Opcion B

Problema 4.3.4 (2,5 puntos) Un concesionario dispone de vehiculos de baja y alta gama, siendo
los de alta gama 1/3 de las existencias. Entre los de baja gama, la probabilidad de tener un defecto
de fabricacién que obligue a revisarlos durante el rodaje es del 1,6 %, mientras que para los de alta
gama es del 0,9 %. En un control de calidad preventa, se elige al azar un vehiculo para examinarlo.

a) (1 punto) Calcule la probabilidad de que el vehiculo elegido resulte defectuoso.

b) (1,5 puntos) Si se comprueba que el vehiculo elegido es defectuoso, calcule la probabilidad
de que sea de gama baja.

Solucion:

0,016

2/3 0,984 ND

1/3 0,009 D
” <
O] -
2 1
a) P(D) = P(D|B)P(B) + P(D|A)P(A) = 0,016 - £ +0,000 - & =0,0137 = 1,37%

P(D|B)P(B) _ 0,016 -2

b) P(BID) = P(D)  0,0137

=0,78= 8%

4.4. Ano 2020

4.4.1. Modelo
Opcién A

Problema 4.4.1 (2,5 puntos) Dados dos sucesos A y B, se conocen las siguientes probabilidades:
P(AUB)=0,55 P(AUB)=0,90 y P(B|A) = 0,25. Se pide:

a) (2 puntos) Calcular P(AN B), P(A), P(B) y P(B|A).
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b) (0,5 puntos) Deducir de manera razonada si los sucesos A y B son independientes.

Solucién:
a) PLAUB)=P(ANB)=1-P(ANB)=0,90= P(ANB)=1-0,90=0,10

_, pay=FANB) _ 0,10 _

P(ANB) 0.4

P(A) P(B|A) 0,25
P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = P(B) = P(AUB) + P(AN B) — P(A) =
0,55+ 0,10 — 0,40 = 0,25

P(B|A) =

_ P(BNA) P(B)-PANB) 0,25-0,10
B = =5 - P(A) 104 0%

b) Ay B son independientes si se cumple P(AN B) = P(A) - P(B):

P(A)- P(B) =0,40-0,25=0,10 y P(ANB) = 0,10 =

Los sucesos A y B son independientes.

4.4.2. Ordinaria
Opciéon B

Problema 4.4.2 (2,5 puntos) Se consideran dos sucesos Ay B tales que P(A) = 0,5, P(B) = 0,25
y P(AN B) = 0,125. Responder de manera razonada o calcular lo que se pide en los siguientes
casos:

a) (0,5 puntos) Sea C otro suceso, incompatible con A y con B. jSon compatibles los sucesos
Cy AUB?

b) (0,5 puntos) ;Son A y B independientes?

¢) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad P(A N B) (donde A denota el suceso complementario
al suceso A).

d) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad P(B|A)

Solucion:

a) P(AUB)NC)=P(ANnC)uU(BNC))=P(¢p) =0= AU B y C son incompatibles.
b) P(A)-P(B)=0,5-0,25=0,125 = P(ANB) = Ay B son independientes.

¢) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB) =1—(P(A)+ P(B)— P(ANB)) =1—(0,5+0,25 —
0,125) = 0,375
P(BNA) P(A)—P(ANB) 0,5-0,125

4) P(B|4) = P(4) P(A) T 0,5

=0,75
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4.4.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 4.4.3 (2,5 puntos) De una bolsa con 20 fichas numeradas del 1 al 20 se extraen suce-
sivamente 2 fichas sin reemplazamiento. Se pide:

a) (0,5 puntos) Calcular la probabilidad de que ambos nimeros sean multiplos de 3.

b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que el primer niimero sea miltiplo de 6 y el segundo
sea multiplo de 3.

¢) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que ninguno de los dos ntimeros sea multiplo de 2.

d) (0,5 puntos) Calcular la probabilidad de que la segunda ficha sea un nimero impar, sabiendo
que la primera también lo ha sido.

Solucién:
A : multiplo de 3 (3,6,9,12,15,18), B : multiplo de 6 (6,12,18),
C' : mltiplo de 2 (2,4,6,8,10,12,14,16,18,20) y D : impar (1,3,5,7,9,11,13,15,17,19)

6 5 3

P(AA) = — . 2 — 2

a) P(A4) = o5 15 = 35

3 5 3

b) P(BA) = — .2 = 2

) P(BA) =55 15 = 75
10 9 9

¢) P(CC) = P(DD) = 5= - <5 = =

d) P(D2|D1) = 19—9

4.4.4. Extraordinaria
Opcién A

Problema 4.4.4 (2,5 puntos) Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas rojas y
2 negras, la urna B contiene 3 bolas de cada color y la urna C' contiene 6 bolas negras. Se elige
una urna al azar y se extraen de ella dos bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento. Se

pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.

b) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda sea
negra. que la carta eliminada tampoco lo haya sido.

¢) (0,5 puntos) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcular la probabilidad de que
la segunda sea negra.

Solucion:

4R 3R OR
TenemosA.{QN ’B'{3N yC.{6N .
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a) P(R primera) = P(R|A)P(A) + P(R|B)P(B) = % .

b) P(RN) = P(RN|A)-P(A)+P(RN|B)-P(B)+P(RN|C)-P(C) = =-~-= +oeos +-.0-1=

17
—~ = 0,189.
90
P(N2|R1) 17/90 17
¢) P(N2|R1) = (V2|R1) _ 17/90 _ = 0,486

P(R1) — 7/18 35

4.5. Ano 2021

4.5.1. Modelo
Opcién B

Problema 4.5.1 (2,5 puntos) Una prueba diagnéstica para una enfermedad da resultado negativo
el 5% de las veces que se aplica a un individuo que la padece y da resultado positivo el 10 % de
las veces que se aplica a un individuo que no la padece. Las estadisticas muestran que dicha
enfermedad afecta a 50 de cada diez mil personas. Si una persona elegida al azar se somete a la
prueba diagnédstica, calcule la probabilidad de:

a) (0,5 puntos) Que la prueba dé resultado positivo.

b) (0,75 puntos) Que la persona padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba ha sido
positivo.

¢) (0,75 puntos) Que la persona no padezca la enfermedad, si el resultado de la prueba ha sido
negativo.

d) (0,5 puntos) Que el resultado de la prueba diagnéstica sea erréneo.

Solucién:
E: enfermo, E: no enfermo, +: positivo y —: negativo.

P(~|E) = 0,05, P(+]E) = 0,10y P(E) = 155 = 0,005
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a) P(+)= P(+|E)P(E)+P(+|E)P(E) = 0,95-0,005+
0,10-0,995 = 0, 10425

0,95
P(+|E)P(E) .
b) P(E|+) = 228 ‘
e () 0,005 "
0,95-0,005 L00: 0,05
o tons = 00456
= P(—|E)P(E)
¢) P(E|-) = — P -
(-) 0.993 0,1
0,900,995 _ "o » B
1-0,10425 E

d) P(erronea) = P(EN—)+P(EN+) = P(—|E)P(E)+
P(+|E)P(F) =0,05-0,005+0,10-0,995 = 0,09975

4.5.2. Ordinaria
Opcién B

Problema 4.5.2 (2,5 puntos) Una estacién de medicién de calidad del aire mide niveles de NOq
y de particulas en suspensién. La probabilidad de que en un dia se mida un nivel de NOs superior
al permitido es 0,16. En los dias en los que se supera el nivel permitido de NOs, la probabilidad de
que se supere el nivel permitido de particulas es 0,33. En los dias en los que no se supera el nivel

de NOgy, la probabilidad de que se supere el nivel de particulas es 0,08.

a) (0,5 puntos) ;Cuédl es la probabilidad de que en un dia se superen los dos niveles permitidos?

b) (0,75 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que se supere al menos uno de los dos?

¢) (0,5 puntos) Son independientes los sucesos "en un dfa se supera el nivel permitido de NOy”

y “en un dia se supera el nivel permitido de particulas”?

d) (0,75 puntos) {Cuél es la probabilidad de que en un dfa se supere el nivel permitido de NOq,

sabiendo que no se ha superado el nivel permitido de particulas?

Solucién:
N: supera los niveles de NOs y P: supera los niveles particulas.

0,33_—P
J‘\?
018 0,67~
0,84 0,08_—-P
N
0,97~

a) P(NNP)=P(N)P(P|N)=0,16-0,33 = 0,0528

b) P(P)= P(P|N)P(N)+ P(P|N)P(N)=0,33-0,16+0,08 - 0,84 = 0,12
P(NUP)=P(N)+ P(P)— P(NNP)=0,16 +0,12 — 0,0528 = 0, 2272
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¢) P(N)-P(P)=0,16-0,12=0,0192 # P(NNP) = N y P no son independientes.

o PPy I 0070

=0,122

4.5.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 4.5.3 (2,5 puntos) En el primer cajén de una mesita de noche hay 6 calcetines rojos
y 4 verdes. En el segundo cajon de dicha mesita hay 4 calcetines rojos y 10 verdes. Se extrae
aleatoriamente uno de los calcetines del primer cajén para introducirlo en el segundo cajén. Se
extraen posteriormente dos calcetines del segundo cajén. Calcule la probabilidad de que estos dos
calcetines sean del mismo color.

Solucion:
R sale rojo en el cajon 1, V sale verde en el cajéon 1, R1 sale primero rojo en el cajon 2, V1 sale
primero verde en el cajén 2, R2 sale segundo rojo en el cajon 2 y V2 sale segundo verde en el cajén
2

4/14 R2
s 10/14
5/14
6/10 10713 <
917

3/14
210 w15 l< )
o < 1IT—V2
171 v ‘{Rz
10/14 V2
P(mismo color) = P(dos rojas) + P(dos verdes) =

P(RNRINR2)+ P(VNRINR2)+ P(RNVINV2)+ P(VNVINV2) =

6 5 4+4 4 3+6 10 9+4 11 10—41N05467
10 15 14 10 15 14 10 15 14 10 15 14 75
4.5.4. Extrordinaria
Opcién A

Problema 4.5.4 (2,5 puntos) En una urna hay dos bolas blancas y cuatro bolas negras. Se extrae
una bola al azar. Si la bola extraida es blanca, se devuelve a la urna y se anade otra bola blanca;
si es negra, no se devuelve a la urna. A continuacion, se vuelve a extraer una bola al azar de la
urna.

a) (1 punto) ;Cuél es la probabilidad de que las dos bolas extraidas sean de distinto color?

b) (1,5 puntos) ;Cudl es la probabilidad de que la primera bola extraida fuera negra, sabiendo
que la segunda ha sido blanca?
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Solucién:
Bj: sale blanca en la primera extraccion, N7: sale negra en la primera extraccion, Bs: sale blanca
en la segunda extraccion y Ns: sale negra en la segunda extraccién.

37 _—B2
BI<
2/6 4/7 Ny
6 2/5 By
N
3/3 v,

a) P(diStiIltO COlOI‘) = P(Bl n Ng) + P(N1 N BQ) B P(N2|B1)P(Bl) + P(BQlNl)P(Nl) =
4 2 2 4 16
R — —_— = — = 4
7 6+5 6 35 0,457
3 2 2 4 43
b) P(By) = P(B2|B1)P(B P(Bo|N1)P(N1) =<z -+ == =—
) P(Bz) = P(B2|B1)P(B1) + P(Bo| N))P(N1) = = - 2+ 2 2 = 157

P(By|N))P(N;) 2-%2 28
P(Ny|Bg) = P(By) =5 = 3 = 0,651
105

4.6. Ano 2022

4.6.1. Modelo
Opcién A
Problema 4.6.1 (2,5 puntos) Una urna contiene 7 bolas blancas y 12 bolas negras. Se extrae

al azar una bola de la urna y se sustituye por dos del otro color. A continuacién, se extrae una
segunda bola de la urna. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la segunda bola extraida sea blanca.

b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que la segunda bola extraida sea de distinto color
que la primera.

¢) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida haya sido negra,
sabiendo que la segunda bola fue blanca.

Solucién:
Sean B1 sale blanca en la primera extraccion, B2 sale blanca en la segunda extraccién, N1 sale
negra en la primera extraccién y N2 sale negra en la segunda extraccion.
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a) P(B2) = P(B2|B1)P(B1) + P(B2|N1)P(N1) = B2
9

6 7 12 15 o2

— . — 4+ — .= ="1~0,394 B

20 19 T20 19 38~ 3T <
719 14/20 N9

b) P(distinto color primera y segunda) =
P(N2|B1)P(B1) + P(B2|N1)P(N1) =
14 7 12

9
4 L 2 =2 ~0.5421 12/19 920 B2
2019720 19 190" V<
P(B2IN1)P(N1) 4-12 18 1172 .
P(N1|B2) = = =" ~0,72 N2
¢) P(N1|B2) P(B2) =50
Opcién B

Problema 4.6.2 (2,5 puntos) Dos caracteristicas genéticas A y B aparecen en una especie ani-
mal con probabilidades respectivas de 0,2 y 0,3. Sabiendo que la aparicién de una de ellas es
independiente de la aparicién de la otra, se pide calcular:

a) (0,5 puntos) La probabilidad de que un individuo elegido al azar presente ambas caracteristi-
cas.

b) (0,5 puntos) La probabilidad de que no presente ninguna de ellas.
¢) (0,75 puntos) La probabilidad de que presente solamente una de ellas.

d) (0,75 puntos) La probabilidad de que, si elegimos al azar 10 individuos, exactamente 3 de
ellos presenten la caracteristica A.

Solucioén:
Tenemos P(A) = 0,2, P(B) = 0,3 y los sucesos A y B son independientes, es decir, P(AN B) =
P(A)P(B) =0,2-0,3 = 0,06

a) P(ANB) = P(A)P(B)=0,2-0,3 = 0,06

b) P(ANB)=P(AUB)=1-P(AUB)=1—-(P(A)+ P(B) - P(ANB)) =
=1-(0,2+0,3—0,06) = 0,56

¢) P(ANB)U(ANB))=PANB)+ P(ANB)=P(A)— P(ANB)+ P(B)— P(ANB) =
P(A)+ P(B) —2P(ANB) =0,2+0,3—0,12 = 0,38

d) n=10,p=0,2yqg=1—p=0,8 = B(10;0,2)

10

P(X =3)= ( 3 )0, 23.0,87 = 0,201326592
4.6.2. Ordinaria
Opcién B

Problema 4.6.3 (2,5 puntos) De una cesta con 6 sombreros blancos y 3 negros se elige uno al
azar. Si el sombrero es blanco, se toma, al azar, un panuelo de un cajén que contiene 2 blancos, 2
negros y 5 con cuadros blancos y negros. Si el sombrero es negro, se elige, al azar, un pafiuelo de
otro cajon que contiene 2 panuelos blancos, 4 negros y 4 con cuadros blancos y negros. Se pide:
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a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que en el pafiuelo aparezca algin color que no sea el
del sombrero.

b) (0,5 puntos) Calcular la probabilidad de que en al menos uno de los complementos (sombrero
o panuelo) aparezca el color negro.

¢) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el sombrero haya sido negro, sabiendo que el
panuelo ha sido de cuadros.
Solucién:
B: sombrero blanco, N: sombrero negro, b: panuelo blanco, n: panuelo negro y c: panuelo con
cuadrados blancos y negros.
a) P(algin color que no sea el del sombrero) =

1 — P(el color es el del sombrero) = 1 — 2/9 b
P(BNb)+P(NOn)) =1— {,., ,.f} 1
[P( )+ P(N Nn) 5’579 10 B = n
38 97 -
20— 70+ 0,71851851 c
35~ 135 0, 7185185185

b) P(aparece el color negro) = 1 — P(no aparece el color "

2 2
negro) = 1—P(BNb) = 1822 0,8518518518 3/9 210
99 27
v #10__
P(NNc) 3.4 9 ;
¢) P(N|e) = = L = — ~ 410
) P(Nlc) P(c) gng%lio 34 ¢

0,2647058823

4.6.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién B
Problema 4.6.4 (2,5 puntos) Una influencer famosa publica en su Instagram un 20 % de foto-
grafias dedicadas a viajes, un 50 % referentes a temas de moda y el resto sobre maternidad. E1 5%
de las publicaciones de viajes reciben menos de 20 000 Me gusta y lo mismo ocurre con el 20 % de
las de moda y con el 35% de las que tratan asuntos de maternidad. Elegida una fotografia al azar,
se pide:

a) (1,25 puntos) Determinar la probabilidad de que tenga mas de 20 000 Me gusta.

b) (1,25 puntos) Si tiene menos de 20 000 Me gusta, calcular la probabilidad de que el tema
tratado en ella haya sido sobre viajes.

Solucién:
Sean V' fotografias de viajes, Mo fotografias de moda, Ma fotografias de maternidad, Me menos
de 20000 Me gusta y Me menos de 20000 Me gusta.

a) P(Me) = P(Me|V)P(V) + P(Me|Mo)P(Mo)+
P(Me|Ma)P(Ma) =0,95-0,2+0,8-0,5+
0,65-0,2 = 0,785

P(Me|V)P(V)  0,05-0,2
P(V|Me) = -
(V|Me) P(Me) 1-0,785

=0, 0465
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4.6.4. Extraordinaria
Opciéon B

Problema 4.6.5 (2,5 puntos) Una empresa comercializa tres tipos de productos A, By C. Cuatro
de cada siete productos son de tipo A, dos de cada siete productos son de tipo B y el resto lo son
de tipo C. A la exportacién se destina un 40 % de los productos tipo A, un 60 % de los productos
tipo B y un 20 % de los productos tipo C. Elegido un producto al azar, se pide:

a) (1,25 puntos) Calcular la probabilidad de que el producto sea destinado a la exportacion.

b) (1,25 puntos) Calcular la probabilidad de que sea del tipo C' sabiendo que el producto es
destinado a la exportacién.

Solucién: -
A producto A, B producto B, C' producto C, E exportacién y E no exportacion.
P
04
a) P(E)= P(FE|A)P(A)+ P(E|B)P(B)+ P(E|C)P(C) = 40,6<F
=04--4+0,6-=-+0,2--=0,4286 i 06 —E
7 7 7 27
0.2 1 7 B0,4<F
P(E|C)P 2.2 ’

- — 0,0667 g
P(E) 0,4286 {f

4.6.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcion A

Problema 4.6.6 (2,5 puntos) El 60 % de los habitantes de una ciudad utiliza para trabajar un
mévil, el 30 % utiliza un ordenador portatil y el 25 % no usa ninguno de los dos dispositivos.

a) (0,5 puntos) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice ambos dispo-
sitivos para trabajar.

b) (0,5 puntos) En esa ciudad, jes independiente el uso del mévil y del ordenador portatil para
trabajar? Justifique la respuesta.

¢) (0,5 puntos) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice exclusivamente
el ordenador portatil para trabajar.

d) (1 punto) Si elegimos al azar 10 individuos, calcule la probabilidad de que exactamente 8 de
ellos utilicen para trabajar un movil.

Solucién:
Sean M utiliza el mévil para trabajar y O utiliza el ordenador.
Tenemos P(M) = 0,6, P(O)=0,3y P(MNO)=0,25

a) P(MNO)=P(MUO)=1-P(MUO)=0,25= P(MUO)=0,75
P(MUO)=P(M)+ P(O)— P(MNO) =
0,75=0,6+0,3— P(MNO)=> P(MNO)=0,9-0,75=0,15

b) P(M)P(0O) =0,6-0,3=0,18y P(MNO) =0,15 = P(MNO) # P(M)P(O) = los
sucesos M y O no son independientes.
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¢) P(ONM)=PO)-P(MNO)=0,3-0,15=0,15
d) B(10;0,6)
1
P(X=8)= ( 80> 0,6%-0,4% = 0,12093

Opciéon B
Problema 4.6.7 (2,5 puntos) Sabiendo que P(A|B) =
pide:

1
a) (1,5 puntos) Probar razonadamente que P(AN B) = 30

b) (1 punto) Calcular P(A) y P(B).

Solucion:

a) P(ZOE):P(AUB)zl—P(AUB):%:> P(AUB) = 1%
P(BJA) = P(];‘l&)B) — P(A) = m
(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB) =

P

P(AnB) P(ANB) <

PBA) TP TANB)=PAND) (p
1 1

8

B) 1/3+1/14—1): 1—5—16P(AHB)=>
8 1

P(ANB)=——— = —

(40 B) 15-16 30

b) P(A):ﬁ:lz
01

(B) = 1/3 10

1 1
(A]B) ~ P(B[A)

4.7. Ano 2023
4.7.1. Modelo

Opcién A
Sin problema de probabilidad.
Opciéon B
Problema 4.7.1 (2,5 puntos) Sabiendo que P(AU B) =

a) (0,75 puntos) Calcular razonadamente P(A

c D
o

b) (0,75 puntos) Calcular razonadamente P(A
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¢) (0,5 puntos) Calcular razonadamente P(A — B)

d) (0,5 puntos) Determinar si A y B son sucesos independientes.

Solucion:
a) P(Zm?):P(AuB):pP(AuB):k%:%
b) PAUB) = P(A)+ P(B)—- PANE) = >+ - 1.2
- 2020 5 5
11 13 4 2
P(A-B)=P(ANT) = P(4) - PIANB) = 3 — = = =

1113

=50 20 — Ay B no son independientes.

d) P(ANB) = % £ P(A) - P(B)

4.7.2. Ordinaria
Opcién A
Problema 4.7.2 (2,5 puntos) Se tiene un suceso A de probabilidad P(A4) = 0, 3.

a) (0,75 puntos) Un suceso B de probabilidad P(B) = 0,5 es independiente de A. Calcule
P(AU B).

b) (0,75 puntos) Otro suceso C' cumple P(C|A) = 0, 5. Determine P(ANC).
¢) (1 punto) Si se tiene un suceso D tal que P(A|D) = 0,2y P(D|A) = 0,5, calcule P(D).
Solucién:
a) Como A y B son independientes tenemos P(AN B) = P(A)P(B)=0,3-0,5=0,15
P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)=0,340,5—-0,15=0,65

P(C'N A)

b) P(C|A) =0,5 = = P(CNA)=0,5-0,3=0,15

P(A)
P(ANT)=P(A) — P(CNA) =0,3-0,15=0,15
¢) P(D|A) = P(If’(z)fl) —0,5— P(DNA)=0,5-0,3=0,15
_ P(AND) P(D)-PAND) P(D)-0,15
PADY==pmy == Py~ Py P
P(D) — 0,15 = 0,2P(D) = P(D) = 0(; 185 = 10,1875
Opcién B

Sin problema de probabilidad.

4.7.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Opcién B
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Capitulo 5

Estadistica

5.1. Ano 2018

5.1.1. Modelo
Opcion A

Problema 5.1.1 (2,5 puntos) Sabiendo que el peso de los estudiantes varones de segundo de ba-
chillerato se puede aproximar por una variable aleatoria con distribucién normal, de media 74 kg
y desviacién tipica 6 kg, se pide:

a) (1 punto) Determinar el porcentaje de estudiantes varones cuyo peso estd comprendido entre
los 68 y 80 kg.

b) (0,5 puntos) Estimar cudntos de los 1500 estudiantes varones, que se han presentado a las
pruebas de la EvAU en una cierta universidad, pesan mas de 80 kg.

¢) (1 punto) Si se sabe que uno de estos estudiantes pesa més de 76 kg, ;cudl es la probabilidad
de que pese mas de 86 kg?

Solucion:
N(74,6)

68 — 74 80 — 74

a)P(68§X§80):P< <7< ):P(—lgzgl):P(Zgl)—P(Zg

“)=P(Z<1)—(1-P(Z<1)=2P(Z<1)—1=2-0,8413 -1 = 0,6826 = 68,26%

80 — 74

b) P(XZSO):l—P(XgSO):l—P(ZS ):1—P(Z§1):1—0,8413:

0,1587 = 15,87 % — 238 estudiantes pesardn mds de 80 kg.

 PUX>86)N{X>76)) P(X>86) 1-P(X<8)
¢) P(X 2 86X =2 76) = P(X > 76) T P(X>76)  1-P(X<76)

| -P(Z<%5H)  1-P(Z<2) _1-09772 _ .
1-P(Zz< ™) 1-P(Z<0,33) 1-0,6293
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5.1.2. Ordinaria
Opcién B

Problema 5.1.2 (2,5 puntos) En una fébrica se elaboran dos tipos de productos: Ay B. El 75 %
de los productos fabricados son de tipo A y el 25% de tipo B. Los productos de tipo B salen
defectuosos un 5 % de las veces, mientras que los de tipo A salen defectuosos un 2,5 % de las veces.

a) (1 punto) Si se fabrican 5000 productos en un mes, jcudntos de ellos se espera que sean
defectuosos?

b) (1,5 puntos) Un mes, por motivos logisticos, se cambié la produccién, de modo que se fa-
bricaron exclusivamente productos de tipo A. Sabiendo que se fabricaron 6000 unidades,
determinar, aproximando la distribucién por una normal, la probabilidad de que haya mas
de 160 unidades defectuosas.

Solucion:

n

0,625
A\
0,7,
. 6,973 ND

D
6,05

a) P(D)= P(D|A)P(A)+P(D|B)P(B)=10,025-0,754+0,05-0,25 = 0,03125. Luego se esperan
5000 - 0,03125 = 156, 25 tornillos defectuosos, redondeando por exceso 157.

b) p =0,025, ¢ =1—p = 0,975 y n = 6000. Se trata de una binomial B(6000;0,025) como
np = 6000 - 0,025 = 150 > 5 y ng = 6000 - 0,975 = 5850 > 5 la binomial se comporta como
una normal N (np, /npq) = N(150;12,09)

Aplicando la correccién por continuidad de Yates

160,5 — 150
P(X > 160) = P(X > 160,5) = P(Z> bt et

5.1.3. Extraordinaria
Opcién B

Problema 5.1.3 (2,5 puntos) La variable aleatoria X sigue una distribucién normal de media
1= 8,5 y desviacién tipica o = 2,5. Se pide:

a) (1,25 puntos) Calcular el valor a tal que P(X < a) = 0,05.

b) (1,25 puntos) Calcular la probabilidad de que la variable tome un valor comprendido entre 8
v 9,3.

Solucion:
N(8,5;2,5)
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a) La tabla de la normal empieza con 0,5: P(X < a) = 0,056 = 1 - P (Z < - 8’5) =

2.5
a—875 a_8’5:1,645:> a:4’3875

1—0,05:>P<Z§— ):0,95:>—

b) P8 < X <9,3) = P(%<Z<b5&5> = P(-0,2 < Z <0,32) = P(Z <
0,32) — P(Z < —0,2) = P(Z <0,32) — (1 - P(Z <0,2)) = 0,6255 — (1 —0,5793) = 0,2048

5.2. Ano 2019

5.2.1. Modelo
Opcién A

Problema 5.2.1 (2,5 puntos) El examen de oposicién a la Administracién Local de cierta ciudad
consta de 300 preguntas, con respuesta verdadero o falso. Un opositor responde al azar todas las
preguntas. Se considera la variable aleatoria X ("ntumero de respuestas acertadas”) y se pide:

a) (1,5 puntos) Justificar que la variable X se puede aproximar por una normal y obtener los
parametros correspondientes.

b) (1 punto) Utilizando la aproximacién por la normal, hallar la probabilidad de que el opositor
acierte a lo sumo 130 preguntas y la probabilidad de que acierte exactamente 160 preguntas.

Solucion:

a) Se trata de una distribucién binomial B(300;0,5) con n =300, p=0,5y ¢=1—p =0,5.
Como n > 10, np =300-0,5=150 > 5y ng =300-0,5 = 150 > 5 podemos aproximar esta
binomial por una normal N (np, /npq) = N(150;8,66).

b) La probabilidad de que acierte a lo sumo 130 aplicando la correccién por continuidad de

Yates seria:
130,5 — 150

8, 66
1—P(Z<2,25)=1-0,9878 = 0,0122

P(X§130,5):P(Z§ ):P(Z§—2,25):

La probabilidad de que acierte exactamente 160 aplicando la correcién por continuidad de
Yates seria:

159,5 — 150 160,5 — 150
P(159,5 < X < 160,5 :P(’7<Z<’7) —
( =0 = ) 8,66 ~—~~ 8,66

P(1,10< Z<1,21)=P(Z <1,21) — P(Z <1,10) =
0,8869 — 0,8643 = 0, 0226

5.2.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 5.2.2 (2,5 puntos) La probabilidad de que un pez de una determinada especie sobre-
viva méas de 5 afios es del 10 %. Se pide:
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a) (1 punto) Si en un acuario tenemos 10 peces de esta especie nacidos este afio, hallar la
probabilidad de que al menos dos de ellos sigan vivos dentro de 5 anos.

b) (1,5 puntos) Si en un tanque de una piscifactoria hay 200 peces de esta especie nacidos
este mismo ano, usando una aproximaciéon mediante la distribucién normal correspondiente,
hallar la probabilidad de que al cabo de 5 anos hayan sobrevivido al menos 10 de ellos.

Solucién:
a) Se trata de una binomial B(0,1;10):
PX>2)=1-(P(X=0)+P(X=1)) =

17(< 10 )0,10.0,910+( 10 )0,11.0,99) =
0 1
1 — (0,348678 + 0, 387420) = 1 — 0, 736098 = 0, 263902

b) Se trata de una distribucién binomial B(200;0,1) con n =200, p=0,1yg=1—p=10,9.
Como n > 10, np =200-0,1 =20 > 5 y ng = 200-0,9 = 180 > 5 podemos aproximar esta
binomial por una normal N(np, /npq) = N(20;4,24).

9,5 — 20

4,24

1-P(Z<—-2,48)=1— (1 — P(Z < 2,48)) = P(z < 2,48) = 0,9934

P(leO):P(X>9,5):P(Z> >=P(Z>—2,48):

5.2.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién B

Problema 5.2.3 (2,5 puntos) Una compania de mensajeria tiene una probabilidad del 2% de
dafiar cada uno de sus envios. Asumimos que las probabilidades de que varios envios distintos
resulten danados son independientes entre si. Se pide:

a) (0,5 puntos) Hallar la probabilidad de que en un lote de 10 paquetes hayan llegado con
desperfectos exactamente 2 envios.

b) (0,5 puntos) Hallar la probabilidad de que en un lote de 10 paquetes hayan llegado con
desperfectos 2 o0 mas envios.

¢) (1,5 puntos) Usando la aproximacién por la normal adecuada, hallar la probabilidad de que
en un lote de 2000 paquetes hayan llegado exactamente 30 paquetes defectuosos.

Solucién:
a) Se trata de una binomial B(0,02;10):

10

5 ) 0,022 .0,98% = 0,015314

mx:m:(

b) Se trata de una binomial B(0,02;10):
P(X>2)=1—(P(X=0)+P(X =1)) =

1— (( 100 )0,020-0,981°+( 110 >0,021-0,989) =

1—(0,817073 + 0,16675) = 0,016177
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¢) Se trata de una distribucién binomial B(2000;0,02) con n = 2000, p =0,02y¢g=1—p =
0,98. Como np = 2000 - 0,02 = 40 > 5 y ng = 2000 - 0,98 = 1960 > 5 podemos aproximar
esta binomial por una normal

N (np,+/npq) = N(40;6,261).

205-40 _ _ 30,5—40)
6,261 6,261

P(X =30) = P(29,5 < X < 30,5) :P(
= P(—1,68 < Z < —1,52) = P(Z < —1,52) — P(z < —1,68) =
1—P(Z<1,52)—(1—P(Z <1,68) = P(z < 1,68) — P(Z < 1,52)

= 10,9535 — 0,9357 = 0,0178

5.2.4. Extraordinaria
Opcion A

Problema 5.2.4 (2,5 puntos) Una empresa ha llevado a cabo un proceso de seleccién de personal.

a) (1,25 puntos) Se sabe que el 40 % del total de aspirantes han sido seleccionados en el proceso.
Si entre los aspirantes habia un grupo de 8 amigos, calcule la probabilidad de que al menos
2 de ellos hayan sido seleccionados.

b) (1,25 puntos) Las puntuaciones obtenidas por los aspirantes en el proceso de seleccién siguen

una distribucién normal, X, de media 5, 6 y desviacion tipica . Sabiendo que la probabilidad
de obtener una puntuaciéon X < 8,2 es 0,67, calcule o.

Solucién:
a) Se trata de una binomial B(8;0,4):

P(X>2)=1-(P(X=0)+P(X =1)) =

1— (( 8 )0,40-0,68+< 8 )0,41-0,67) =
0 1
1-(0,6548-0,4-0,67) =0,8936

b) Se trata de una distribucién normal N(5,6; )

2_
P(X§8,2):P<Z§ 82756 5’6> =0,67 =
g

w:o,m: o =591
g
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5.3. Ano 2020

5.3.1. Modelo
Opciéon B

Problema 5.3.1 (2,5 puntos) En cierta ciudad se estima que la temperatura mixima de cada
dia, en el mes de junio, sigue una distribucién normal de media 30°C y varianza 25. Se pide:

a) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que un dfa cualquiera del mes la temperatura
méaxima esté entre 28°C y 32°C.

b) (1 punto) Calcular el nimero esperado de dias del mes con méxima superior a 36°C.

¢) (0,75 puntos) Determinar la temperatura maxima alcanzada el dia 10 de junio, sabiendo que
dicha temperatura fue superada exactamente el 50 % de los dias del mes.

Solucion:
0 =Var(X)=25= 0 =5= N(30,5)

28 — 2 -
a) P(28§X§32):P( 8 30<Z<3 30):P(—0,4<Z<0,4):P(Z<0,4)7

P(Z < —0,4) = P(Z < 0,4)—(1—P(Z < 0,4)) =2P(Z < 0,4)—1=2-0,6554—1 = 0, 3108
36 — 30

b) P(X > 36) = P(Z> ) =P(Z>12)=1-P(Z<1,2) =1-0,8849 = 0, 1151.

Como el mes de junio tiene 30 dias tendremos 30P(X > 36) = 30-0, 1151 = 3,453 = entre
3 0 4 dias se superaran los 362°C de temperatura.

— 30 — 30 — 30
) P(Xza):P(Z>a5 ):1—P<Z<“5 )=0,5:>“5 = 0= a=30°C.

5.3.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 5.3.2 (2,5 puntos) Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo
colocado en el centro de una diana. La probabilidad de alcanzar el blanco en el primer tiro es del
30 %. En los lanzamientos sucesivos la punteria se va afinando, de manera que en el segundo es del
40 %, en el tercero del 50% y en el cuarto del 60 %. Se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer el
cuarto disparo.

b) (0,5 puntos) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo.

¢) (1 punto) En una exhibicién participan diez arqueros profesionales, que aciertan un 85 % de
sus lanzamientos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exactamente
6 globos al primer disparo.

Solucién:

a) La probabilidad P; de que no se lance la cuarta flecha serd:
P; = probabilidad de acertar en el primer lanzamiento + probabilidad de fallar el primer
lanzamiento y acertar el segundo + probabilidad de fallar el primer lanzamiento y fallar el
segundo lanzamiento y acertar el tercer lanzamiento = 0,3+0,7-0,440,7-0,6-0,5= 0,79
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b) P, = probabilidad de no acierta en la primera y no acierta en la segunda y no acierta en la
tercera y no acierta en la cuarta =0,7-0,6-0,5-0,4 = 0,084

c¢) B(10;0,85):
10

6 ) -0,85%.0,15* = 0,04

HX:@:(

5.3.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién B
Problema 5.3.3 (2,5 puntos) El peso de las crias recién nacidas de una especie de primates sigue

una distribucién normal X de media p = 3353 gramos. Sabiendo que P(X > 3693) = 0, 2, se pide:

a) (1,5 puntos) Calcular la desviacién tipica, o, de la distribucién de pesos.

b) (1 punto) Calcular el valor zq tal que P(X < zg) =0, 2.

Solucion:
N(3353;0)

— 4 4
a) P(X > 3693) = P(Z>73693 3353) = 1—P(Z<—3 0) =02 = P<Z<—3 O)
o o o

4
0,8 = —3 0 = 0,845 = o = 402, 37 gramos.
o

MZ%X<z@:P(Z<EI:§§):1—P<Z<fﬂ£i§§):Q2:¢

402,37 402,37
2o — 3353 zo — 3353

P(z<- )=08= - — 0,845 — @ = 3013 gramos.
< 402,37 102,37 o Sramos

5.3.4. Extraordinaria

Opciéon B

Problema 5.3.4 (2,5 puntos) En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y.
Sabemos que P(X) =0,4y que P(X NY) = 0,08 (donde Y es el suceso complementario de Y ).
Se pide:

a) (1 punto) Calcular P(Y).
b) (0,5 puntos) Calcular P(X UY).

c¢) (1 punto) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideramos que el experimento
es un éxito cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones, hallar la
probabilidad de haber tenido éxito al menos 2 veces.

Solucion: -
Tenemos P(X NY)=P(X)P(Y), P(X)=0,4y P(XNY)=0,08
a) P(Xﬂ?) =PX)-PXNY)= P(XNY)=P(X)—P(XnN =0,4—-0,08=0,32
32

P(XNY)=PX)P(Y) = 0,32=0,4P(Y) = P(Y) =

b) P(XUY)=P(X)+P(Y)-P(XNY)=0,4+0,8—0,32 =0,88.
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c) p=P(X)=1—P(X)=0,6ysea A el n° de aciertos con probabilidad p. Se trata de una
distribucién binomial B(8;0, 6).

P(A>2)=1-(P(A=0)+P(A=1)) =

1 K g >0760.0748_~_( ? >0,61-0,47} =0,99148032

5.4. Ano 2021

5.4.1. Modelo
Opcién A

Problema 5.4.1 (2,5 puntos) En un instituto, uno de cada cuatro alumnos practica baloncesto.
Se eligen 6 alumnos al azar y se considera la variable aleatoria X que representa el nimero de
estudiantes entre estos 6 que practican baloncesto. Se pide:

a) (1 punto) Identificar la distribucién de la variable aleatoria X y calcular P(X = 0).

b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que al menos 5 de los 6 elegidos practiquen balon-
cesto.

¢) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que al menos 1 de los 6 practique baloncesto.

Solucion:

a) Es una distribucién binomial X ~ B(6;0, 25).

6
P(X =0) = (0) 0,25 -0,75% = 0,177979

6 6
b) P(X >5)=P(X =5)+P(X =6) = (5) 0,25°-0,75" + <6> 0,25%-0,75° = 0,004639

) PX>1)=1-P(X <1)=1-P(X =0)=1-0,177979 = 0,822021

5.4.2. Ordinaria
Opcion A

Problema 5.4.2 (2,5 puntos) El tiempo de vida de los individuos de cierta especie animal tiene
una distribucién normal con una media de 8,8 meses y una desviacién tipica de 3 meses.

a) (1 punto) ;Qué porcentaje de individuos de esta especie supera los 10 meses? ;Qué porcentaje
de individuos ha vivido entre 7 y 10 meses?

b) (1 punto) Si se toman al azar 4 especimenes, jcudl es la probabilidad de que al menos uno
no supere los 10 meses de vida?

¢) (0,5 puntos) ;Qué valor de ¢ es tal que el intervalo (8,8 — ¢; 8,8 + ¢) incluye el tiempo de
vida (medido en meses) del 98 % de los individuos de esta especie?

568



Solucion:

10 —
a) P(X > 10) = P(Zzw) = P(Z >04) =1-P(Z < 0,4) =
0,3446 —> 34,46 %
— 10 —
P(7 < X < 10) :P(7 38’8 ng%) = P(-0,6<2<0,4) = P(Z <0,4) —

P(Z <-0,6)=P(Z<0,4)—(1-P(Z <0,6)) =0,6554—1+0,7257 = 0,3811 = 38,11 %

10 - 8,8
b) Se trata de una binomial p = P(X <10) =P (Z < T7> = P(Z <0,4) =0,6554

B(4;0,6554), n =4, p=0,6554 y ¢ = 1 — 0, 6554 = 0, 3446

4
PX>1)=1-P(X=0)=1- (0)0,65540 -0, 3446* = 0, 9859

c)
P(8,8—a;8,8+e)=P(&8_3ﬂgzgw>:
(2o -rlr=)-rle=5)-r(r=9)-(-r(s=)-
2P<Z§§>71:0,98:> P(Zgg):(),99:>§:2,325:>c:6,975

De otra forma:

NC:0,98:1—a:>a:0702:>%=0,01
P(Z<Zs)=1-5=1-0,01=0,99— Zs — 2,325
2 2

¢c=E=Zs 0=2325-3=6,975

5.4.3. Ordinaria-Coincidente

Opcién B
Problema 5.4.3 (2,5 puntos) El delantero de un equipo de fitbol, que suele marcar en tres
quintas partes de sus disparos a puerta, ha de lanzar una tanda de penaltis en un entrenamiento.

a) (0,5 puntos) Calcule la probabilidad de no marcar si la tanda es de cuatro disparos.

b) (1 punto) Calcule la probabilidad de que marque mds de dos penaltis en la tanda de cuatro
disparos.

¢) (1 punto) Calcule cudntos penaltis deberfa lanzar para que la probabilidad de marcar al

menos un tanto sea mayor que 0,999.

Solucion:
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4
P(X =0) = <0>0,6°-0,44 =0,0256
P(X>2)=P(X=3)+P(X =4) =

4 4
(3)0,63~0,41 + <4>0,64~0,40 =0,4752

¢) la probabilidad de marcar si se lanzan n disparos es 1 —0,4" y esta probabilidad debe de ser
mayor de 0,999:

1-0,4" > 0,999 = 0,4" < 0,001 => nln0,4 > In0,001 =

In 0,001
In0,4

=7,5388 = n =28

5.4.4. Extrordinaria
Opcién B

Problema 5.4.4 (2,5 puntos) Segtin las estadisticas meteorolégicas, en una ciudad nérdica llueve
un promedio del 45 % de los dfas. Un climatélogo analiza los registros pluviométricos de 100 dias
elegidos al azar entre los de los dltimos 50 anos.

a) (1 punto) Exprese cémo calcular con exactitud la probabilidad de que en 40 de ellos haya
llovido.

b) (1,5 puntos) Calcule dicha probabilidad aproximandola mediante una normal.

Solucion:
B(100;0,45), n =100, p=0,45, ¢=1—p=0,55
100 40 60
a) P(X =40)= (", 7)0.45"-0,55% = 0,0488
b) n =100 > 10, np=45>5, ng=>55—=
B(100;0,45) " "D N (45, 4, 975)
39,5 — 45 40,5 — 45
P(X =40 :<’7<Z<’7) =P(-1,11<Z < -0,9) = P(Z < -0,9) —
( ) 4,975 — T 4,975 ( -~ ) (z =< )

P(Z<-1,11)=1-P(Z<0,9)—(1-P(Z <1,11)) = P(Z < 1,11) — P(Z < 0,9) =
0,8665 — 0,8159 = 0, 0506

5.5. Ano 2022

5.5.1. Modelo

No hay propuestos. En el problema de probabilidad de este modelo, en la opcién B, hay un
apartado con distribuciéon binomial.
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5.5.2. Ordinaria
Opcién A

Problema 5.5.1 (2,5 puntos) Segin el Instituto Nacional de Estaditica, durante el dltimo trimes-
tre de 2020, el porcentaje de mujeres que pertenecia al conjunto de Consejos de Administracién de
las empresas que componen el Ibex-35 fue del 27,7 %.

Se reunieron 10 de estos consejeros.

a) (0,75 puntos) Halle la probabilidad de que la mitad fueran mujeres.
b) (0,75 puntos) Calcule la probabilidad de que hubiese al menos un hombre.

¢) (1 punto) Determine, aproximando mediante una distribucién normal, la probabilidad de que
en un congreso de doscientos consejeros de estas empresas hubiera como minimo un 35 % de
representacién femenina.

Solucion:
a) B(10;0,277)
10
P(X =5)= ( . )0, 277° - (1 —0,277)'°7° = 0, 08118781857

b) Sea A el suceso al menos hay un hombre tendremos:

1
P(A)=1—(P(X=10))=1— (18>o, 27710 . (1 —0,277)1°710 = 0,9999973405

¢) Tenemos p = 0,277, ¢ =1— 0,277 = 0,723.
Como n = 200 > 10, np = 200 - 0,277 = 55,4 > 5 y ng = 200 - 0,723 = 144,6 > 5 podemos
utilizar la aproximacién a una normal:

X ~ B(n;p) = X = N(np;/npq)
X ~ B(200;0,277) = X ~ N(55,4;6,329)
0,35-200="70
69,5 — 55,4
6,329
=1-0,9871 =0,0129

P(X270):P(Z> ):P(Z>2,23):1—P(Z<2,23)

5.5.3. Ordinaria-Coincidente
Opcién A

Problema 5.5.2 (2,5 puntos) En una tienda se hace un estudio sobre la venta de dos productos
Ay B alo largo de un mes. La probabilidad de que un cliente compre el producto A es de un 62 %
y la de que compre el producto B es de un 40 %. Se observa, ademds, que el 12% de los clientes
compran al mismo tiempo el producto A y el producto B. Se pide:

a) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que un cliente haya comprado el producto A sa-
biendo que no ha adquirido el producto B.

b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que un cliente no compre ni el producto A ni el
producto B.
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¢) (1 punto) Sabiendo que a lo largo de un mes visitan la tienda 3000 personas, calcular, utili-
zando la aproximacion de la distribuciéon binomial mediante la distribucién normal, cudl es
la probabilidad de que compren el producto B més de 1250 personas.

Solucion:
Tenemos P(A) =0,62, P(B) =0,4y P(ANB)=0,12

. P(ANB) _P(A)—P(ANB) _0,62-0,12

o PAB) = T T T e 104 S
b) P(ANB) = P(AUB) = 1~ P(AUB) = 1 — (P(A) + P(B) — P(ANB)) = 1 — (0,62 +0,4 -
0,12) = 0,1

¢) p=0,4= ¢=0,6 = B(3000;0,4)
Como n > 10, np = 1200 > 5y ng = 1800 > 5 =
pw=mnp=3000-0,4=1200y o = /npq = 26,83 —

N (1200; 26, 83)

1250, 5 — 1200
P(X >1250) = P (Z > W) =P(Z>1,88) =

1-P(Z<1,88) =1-0,9699 = 0,0301

5.5.4. Extraordinaria
Opcion A

Problema 5.5.3 (2,5 puntos) En una comunidad auténoma tres de cada cinco alumnos de segun-
do de bachillerato estdn matriculados en la asignatura de Mateméticas II. Se eligen 6 alumnos al
azar de entre todos los alumnos de segundo de bachillerato. Se pide:

a) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente cuatro de ellos estén matriculados
en Matemaéticas II.

b) (0,75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos esté matriculado en Matemadticas
1L

¢) (1 punto) Si en un instituto hay matriculados en segundo de bachillerato 120 alumnos, calcu-
lar, aproximando la distribucién binomial mediante una distribucién normal, la probabilidad
de que méas de 60 de estos alumnos estén matriculados en Matematicas II.

Solucion:

a) B(6;0,6)

6
P(X =4) = (4) 0,6 (1—0,6)°"*=0,31104

b) Sea A el suceso alguno estd matriculado:

P(A)=1-(P(X=0))=1- (g) 0,6°-(1—0,6)°"" =0,995904
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c¢) Tenemos p = 0,277, ¢ =1—-0,277 = 0,723.
Comon =120> 10, np=120-0,6 =72 > 5y ng =120-0,4 = 48 > 5 podemos utilizar la
aproximacién a una normal:

X =~ B(n;p) = X = N(np;/npq)
X ~ B(120;0,6) = X ~ N(72;5,37)
60,5 — 72

5,37
P(Z <2,14) = 0,9838

P(X>60):P<Z2 ):P(22_2,14):

5.5.5. Extraordinaria-Coincidente
Opcion A

Mirar el problema de probabilidad de esta opcién.

5.6. Ano 2023

5.6.1. Modelo
Opcion A

Problema 5.6.1 (2,5 puntos) Una empresa complementa el sueldo de sus empleados segun la
consecucion de ciertos objetivos valorados en funcién de una puntuacién que sigue una distribucién
normal N (100;35). Se pide:

a) (0,75 puntos) Calcular el porcentaje de empleados con una puntuacién comprendida entre
100 y 140.

b) (0,75 puntos) Hallar la probabilidad de que un trabajador obtenga una puntuacién inferior
a 95 puntos.

¢) (1 punto) Determinar la puntuacién minima necesaria para cobrar los objetivos si el 75,17 %
de la plantilla ha recibido dicho incentivo.

Solucion:

100 — 1 140 — 1
a) P(100§X§140):p(¥§2§%):P(ogzg1714):

P(Z <1,14) — P(Z < 0) = 0,8729 — 0,5 = 0,3729 = 37,29 %

-1
b) P(X§95)=P<Zgw):P(Zg—0,14):1—P(Z§0,14):1—0,5557:
0,4443
a— 100 a4+ 100 a4+ 100
P(X > :P(Z> ):P<Z<7):, 1 —ar Ry,
¢) P(X > a) >4 <=L 0,7517 = — 8 = 0,68 =
a="176,2
Opcién B

Mirar el problema de probabilidad de esta opcidn.
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5.6.2. Ordinaria
Opcién A

Sin problema de estadistica

Opcién B

Problema 5.6.2 (2,5 puntos) La longitud de la sardina del Pacifico (Sardinops sagaz) se puede
considerar que es una variable aleatoria con distribucién normal de media 175 mm y desviacion
tipica 25,75 mm.

a) (1 punto) Una empresa envasadora de esta variedad de sardinas solo admite como sardinas
de calidad aquellas con una longitud superior a 16 cm. ;Qué porcentaje de las sardinas
capturadas por un buque pesquero seran de la calidad que espera la empresa envasadora?

b) (0,5 puntos) Hallar una longitud ¢ < 175 mm tal que entre ¢ y 175 mm estdn el 18 % de las
sardinas capturadas.

¢) (1 punto) En altamar se procesan las sardinas en lotes de 10. Posteriormente se devuelven al
mar las sardinas de cada lote que son menores de 15 cm por considerarlas pequenas. ;Cual
es la probabilidad de que en un lote haya al menos una sardina devuelta por pequena?

Solucion:
N(175;25,75)
160 — 175
a) P(X >160)=|Z > o5 E =P(Z > —0,58) = P(Z <0,58) =0,7190 = 71,90 %
t—175 175—175) (t—175 )
< < = — < < | = < < =
b) P(t =X <175) P(25,75 sZs 25,75 P 25,75_2_0
t— 175 t—175
P(Z < —P(Z< ): , —P(Z< ): ,1
(2 <0) — 25,75 0,5 — 25,75 0,18
t— 175 t— 175
< < 25’75) 0,32 = ( < 25,75) 0,3 0,68 =
t— 175

- — 0,465 — ¢ — 163,03
25,75 .
150 — 175

=P(Z< - =
25,75 ) (2 < -0,97)

¢) B(10;p) donde p = P(X < 150) = <Z <

1-P(Z<0,97)=1-0,8340 = 0, 166
Luego B(10;0,166), p=0,166 y ¢ = 0,834
10

PX>1)=1-P(X<1)=1-P(X =0) :1—(O

)07 166°-0,834'° = 1-0,1628 = 0, 8372
5.6.3. Ordinaria-Coincidente

Opcién A
Opciéon B
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