SOLUCIONARIO

3 Trigonometria

EJERCICIOS PROPUESTOS

1y2. Ejercicios resueltos.

3. Expresa en radianes las siguientes medidas angulares.

a) 30° c) 200°
b) 60° d) 330°
o o
a) 3002 S0% T rag ¢) 2000-200°% _10m g
180° 6 180° 9
o o
b) 60°= S0 _ T 1ag d) 3300-330n _m g
180° 3 180° 6
4. Halla la medida en grados de los siguientes angulos.
a) In rad c) 4rad
3
3n
b) 7rad d) 4r rad
) o . o
a) % rad= 7= 180% _ 4500 ¢) 4rad= 2180% _55g0 14
Y Y
b) 3% rad= 37180 _ 5700 d) 4r rad= 27189° _ 7500
2 2n T

5. Determina las razones trigonométricas de los angulos de un triAngulo cuyos lados miden 6, 8 y 10 cm,
respectivamente.

2 2

Se trata de un triangulo rectangulo, pues verifica el teorema de Pitagoras: 10°=6%+8
senA=2 _3 cosA-8_4 tg,Z\zgzg
10 5 10 5 8 4
sené:izi cosé:izg tgézézi
10 5 10 5 6 3
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SOLUCIONARIO

6. Calcula las razones trigonométricas de los angulos agudos de estos triangulos.

a) A=90°hb=10cm, c=12cm b) B=90°,b=15cm,c=12cm  ¢) C =90° b=12cm, c=20cm

a) a=v102+12% =244 =261 cm

~ b 10 561 - ¢ 12 661 . b 10 5
senB=—=——=——— cosB=—=——+=—-— tgB=—=—=—
a 261 61 a 261 61 c 12 6
R 12 6V61 ~ b 10 561 .~ c 12 &
senC=—=—F—+=—— cosC=—=——+=—— tgC=—=—=—
a 261 61 a 2J61 61 b 10 5
b) a=+v152-122 =\/81=9 cm

senlz\:izi:i cosi\=£=£=i tglz\:i=i=i
b 15 5 b 15 5 c 12 4
sené=£=£=i cos(§=3=i=g thA=£=E=i
b 15 5 b 15 5 a 9 3

c) a=+207-12%2 =256 =16 cm
senzz\:i:1—6:i cosA:£:1—2:§ tg/Z\:i:1—6:i
c 20 5 c 20 5 b 12 3
senl§=£=£=E cosé=i=ﬁzi tgé=£=£=i
c 20 5 20 5 a 16 4

7. Calcula las razones inversas del angulo menor en el triangulo rectangulo cuyos catetos midan 5y 10 cm.

Hipotenusa: a = V5% +10% = 5v5 cm. El angulo de menor amplitud es el opuesto al cateto menor, por tanto:

COSSC&I?:% secg:ﬂ;ﬁ

cotga =E=2
10 2 5

8. Ejercicio resuelto.

9. Halla los angulos reducidos y las razones trigonométricas de estos angulos.

a) 3990° b) 9n c) 25200° d) 1241“
a) Se calcula el angulo reducido: 3990° : 360° = 11,083 y 0,083-360°= 30°

sen3990°=sen30° = % c0s3990°= cos 30° = ? tg3990°=tg30° = g
b) Se calcula el angulo reducido: 9n:21=4,5 rady 0,5-2n == rad

sen9n=senn=0 cos9n =cosn = -1 tg9n =tgn =0
c) Se calcula el angulo reducido: 25 200° : 360° = 70y 0 - 360° = Q°

sen25200°=sen0°=0 €0s25200°=cos0° =1 tg25200°=tg0° =0

. . 1211 b
d) Se calcula el angulo reducido: :21=15,125 rady 0,125-2n = 2 rad
1210 n 2 121n 2 121, n
sen =sen—=— =C0S—=—— tg =tg—=1

COos
4 4 2 4 4 2 4 4
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SOLUCIONARIO

10. Halla el signo de todas las razones trigonométricas de:
a) 120° c) 256° e) 315°
b) -70° d) 800° f) -460°
a 120° -70° 256° 800° 315° —-460°
Cuadrante Il 1\ 1] | 1\ 1]
sena y coseco + - - + — _
cosa Yy seco - + - + + _
tga y cotga - - + + - +
11. Para los siguientes angulos, indica el signo de todas sus razones trigonométricas.
a) ﬂ c) ﬂ e) _9_11:
4 3 4
11 n 51
b) — d) —— -
) 3 ) 5 f) 3
a L I O L I .
4 3 3 6 4 3
Cuadrante Il 1\ 1] Il 1\ |
sena y coseco + - _ + A +
cosa Yy seco - + - L + +
tga y cotga - - + - — +
12y 13. Ejercicios resueltos.

14. Calcula el valor de las siguientes razones trigonométricas reduciéndolas al primer cuadrante.

15.

a) sen 150°
b) cos 225°
c) sen 840°

a) sen 150° =sen 30° = %

c) sen 840° =sen 60° =

V3
2

V2

b) cos 225° = —cos 45° = — 5

d) tg 330°
e) cosec 135°
f) tg 1800°
d) tg 330°=-tg 30°= _g
1
e) cosec 135° = =2
) sen45°

f) tg 1800°=tg 0° =0

Calcula, en funcion de h, sen 303° sabiendo que cos 33° = h.

sen 303° = —sen 57° = —sen (90° — 33°) = —cos 33°=-h
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9)
h)

i)

9)

sen 240°

cotg 300°

sec 2295°

sen 240° = — sen 60° = _g

cotg 300° = —— = R
tg 60° 3

sec 2295° = v 2

cos 45°



SOLUCIONARIO

16. Calcula el valor exacto de:

a) sen 3n b) sen Hr c) sen 4n d) sen S
4 6 3 6
3n n 2 47 b J3

a) sen — =sen — = — c) sen — =-sen — = ———

4 4 2 3 3 2

b) senﬁ=—sen£=—l d) sen@=sen£=l

6 6 2 6 6 2

17. Ejercicio interactivo.

18 y19. Ejercicios resueltos.

20. Calcula las restantes razones de o sabiendo que:

V3

a) La cotangente de un angulo a <90° vale —.

b) seca =-5y90°<a < 180°

c) coseca =-2y aclll

a) Al ser un angulo del primer cuadrante, todas las razones son positivas. Tenemos:

V3 3
cotga = —3tga=—=\/§
3 V3
1+tg%a = sec® o = sec o = 41+ tg?a = V1+3 =2:cosa=%
sena V3 2 243
tga = = sena =cosatga =—=coseco =—=——
cosa 2 J3 3

b) Al ser un angulo del segundo cuadrante, el seno y la cosecante son positivos y el resto de razones son
negativas. Tenemos:

1
SGCOL=—5:>COS(1=—€

sen?a +cos?a =1=> sena =v1-cos?a = 1—izgzﬁ:cose0a:i:ﬂ
25 5 5 o6 12

tga = B =—2\/g:cotga=—L= 6
cosa

26 12

c) Al ser un angulo del tercer cuadrante, el seno, coseno, cosecante y secante son negativas, y el resto de
razones, positivas. Tenemos:

1
coseco =—-2 = sena = )

sena +cos? o = 1=> cosa = —1-sen’a =—,}1—% =—§:> seca =—%=—§

sena 1 \/5
tga = =—=—= cot =«/§
9% = osa J3 3 g
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SOLUCIONARIO

21. Calcula la razén pedida en cada caso.

a) sena,sitga=-3y aecll b) tga,sicosa:%yaelv c) cosa,sicotga=5y acelll

a) Al ser un angulo del segundo cuadrante, el seno es positivo. Tenemos:

[ [ _[s_ a0

=sena = = - |= =
sen’a \[1+ cotg?a \I1+% 10 10

1+ cotg®o. = cosec?a =

b) Al ser un angulo del cuarto cuadrante, la tangente es negativa. Tenemos:

1 1 9 3
1+tga sec?o = >—=>tga=- 1= __1__ = o2
cos‘ a cos?a 16 4

c) Al serun angulo del tercer cuadrante, el coseno es negativo. Tenemos:

\/ 1 [ 1 25  5J26
= Ccosa = -

T 1+tgzoc__\/1+i_ 26 26
25

1+tg%a = sec?a =

Cos™ a

22 a24. Ejercicios resueltos.

5n . . . . .
25. Transforma 15°y 12 rad en una suma o diferencia de angulos y calcula sus razones trigonométricas.

\/_J_1J_\/_«/_

15°=60°-45°: sen15°=sen(60°-45°) = sen60°cos45° —cos 60°sen45°= — . ————.

2 2 2 4
cos15°=cos(60°—45°) = cos60°cos45° + sen60° sen 45° = %% £\/2_ \/_Z\/_
o_ o _ —
1g15° = tg(60°-45°) = tg60°-tg45° _3-1_ 2V3 4 5,
1+1g60°tg45° 1+4/3 2
50 m© m. 5n (nn} T_om n n N2 V3 V21 Je+2
— =+ sen— =sen| —+— |=SeN—COS—+COS—SeN—=—— ——+— - —=
12 4 6 12 4 6 4 6 4 6 2 2 2 2 4

51 T T T n n
COS—— =coSs| —+— | = cos—cos——sen—sen— =
4" 476 48

n V3

tg£+tg— 1+—
tg@:tg(E Ej: 411: 61'52 }224'\/5
1-tg-—tg— 1_i
476

26. Calcula tg 75° a partir del seno y del coseno.

75°=45°+30°: sen75°=sen (45° +30°) =sen45°c0s30°+cos45°sen30°= g . g + g % = JE Z 2
c0s 75°= cos (45°+30°) = cos45°c0s30°- sen 45° sen30°= ﬁ . ﬁ — ﬁ J = V6 -2
2 2 2 2 4
2
sen75°
tg75°= =24+
g cos75° J_ J2 3
4
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SOLUCIONARIO

3r
Demuestra que sen a+T =-—cosa.

3n 3n 3n
sen oc+7 =senacos7+cos<xsen7=sena~0+003a-(—1) =—cosa

28y 29. Ejercicios resueltos.

30.

31.

32.

A 4
Determina el valor del seno, el coseno y la tangente de los angulos 120° y Tﬂ rad.

sen120°:sen(2-60°):23en60°cos60°:2-£-1—£
2 2 2
12 (V3 1
cos120°:cos(2-60°):c03260°—sen260°:(—j = ===
2 2 2
o
tg120°= tg(2-60°) = 2950 _ 285
1-1g°60 1_(\/5)
4r 2n T T J3 1 3
sen—=sen| 2'— |=2sen—COS—=2"—| —— | = ———
3 3 2 2 2
2
4 ( 21:) ) ,2n [ 1]2 J3 1
COS— =C0s| 2'— |=cos"—-sen"—=|——| -| — | =——
3 3 3 2 2 2

Desarrolla las expresiones de cos 3a y de tg 3a en funcion de las razones trigonométricas del angulo o.

cos 3a = cos(a +20.) = COS 0.COS 20, — SeN o sen 200 = cosa(0032 o —sen’ a)—sena-Zsenoccosa =
= cos® o —cosasen? o — 2sen? a.cosa = cos® o — 3cosasen? o, = cos® o — 3cos a(1-cos? o) = 4cos® o —3cosa

tgo+ 2tga tgo—tg® o+ 2tga "
930 = tg (0t -+ 201) = tga+tg20 _ 1-tg? o _ 1-tg? a =3tga—tgsa=tga(3_tg 0‘)
T-tgortg2a 4. 2tg;x 1-tg? a - 2tg? o 1-3tg’a 1-3tg a
1-tg°a 1-tg? a

. . 3 a
Si a. es un angulo del segundo cuadrante y sen a. = 5’ calcula las razones de 2"

. o . . o .
El angulo — es del primer cuadrante, por tanto sus razones trigonomeétricas son positivas. Tenemos:

4
1+—
3 — 9 4 o [1-cosa 5 [9 310
sena =—=coso =-vy1-sen“o = - [1-— =—— —= = =Nt =
*=g TR *“N"257 s VT2 V2 Wi T 10
1-4 4
cos® = f1+c03a= 5 _ fi=@ tgg: /1—cosa: _J9-3
2 2 2 10 10 2 1+cosa
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33. Calcula sen 32° suponiendo que sen 8°=0,14.

sen8°= 0,14 = cos8°=v1—sen28° = \[1-0,142 = 0,99

sen16°=sen(2-8°) = 2sen8°cos8°=2-0,14-0,99 = 0,2772 = cos16° = v/1—-sen?16° = 0,9608
sen32°=sen(2:16°)=2sen16°cos16°=2-0,2772-0,9608 = 0,5327

34y 35. Ejercicios resueltos.

36. Transforma en productos.

a) sen 55° + sen 15° b) sen 75° — sen 35° c) cos 125° + cos 85° d) cos 220° — cos 20°

55°+15°  55°-15°
cos

a) sen55°+sen15°=2sen =2sen35°cos 20°
o o 0_AQro
b) sen75°-sen35°=2cos s ;35 sen s 235 =2cos55%°sen20°
o o 0_QEro
c) cos125°+cos85°=2cos 125 2+85 cos 125 2 85 =2c0s105°cos 20°
o o o_900
d) co0s220°-cos20°=-2sen 220°+20 sen 220 5 20° _ —2sen120°sen100°
37. Expresa en forma de sumas o diferencias.
a) sen 80° sen40° b) cos 25° cos 10°
a) 80°0=AtB. 400 A=B A _1200; B 40°
2 2
() o o (]
sen80°sen40° = -2sen 122 2+40 sen 122 2_40 = —%(cos120° —c0s40°)
b) 250=A+B.400_A=B A 350, 5150
2 2
o o 0_A4E0
00325°cos10°=%-2003 3 ;15 cos 32 215 = %(cos35°+cos15°)

38. Comprueba que cos 75° + cos 45° = cos 15°.

o o 0_/ARO
cos75°+cos45°=2cos 75°+45 cos 75°-45

=200360°cos15°=2-%-00315°= cos15°

2 2
39. Simplifica la siguiente expresion: cosex+cosx 2x +cosx
sen2x +senx
2 2X+ X 2X—X 3x
cos2x+cosx <008, €S  COS—- —cotg3—x
sen2x+senx 5o 2X+XCOS 2X2—X sen37x 2

40. Calcula el valor de: cos£+ cosi— 2cosicos£
6 12 24

Y Y Y T
7+7 _
cos£+cosl—2coslcos£: 2cos 6 12 cos 6 12 —ZCOSLCOS£= ZCOSECOSL—2COSLCOS£=O
6 12 24 8 2 2 24 8 8 24 24 8
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41. Ejercicio interactivo.
42 a 46. Ejercicios resueltos.

47. Resuelve las siguientes ecuaciones y da los resultados en grados y en radianes.

a) senx=1 b) 2cosx+1=0 c) \/gtgx—1=0

a) El seno de un angulo vale 1 en 90°, 450°, 810°, etc.

Por tanto x=90° + 360°% con k € Z o, en radianes, x = %+ 2nk con keZ.

X =120°+360°k = 2™ 4 21k
b) 2cosx+1=0=cosx=—-—= 4 VkelZ.
X = 240°+360°k = ?n+2nk

c) \/Etgx—1=o:>tgx=i=T3:x=30°+1so°k=g+nk VkeZ.

V3

48. Resuelve las ecuaciones trigonométricas indicando las soluciones comprendidas en el intervalo [0, 2x].
a) senx+cosx=0 b) sen2x-senx=0
x=135°= £ rad
4

x=315°=7—7E rad

a) senx+cosx=0=senx=-cosx=>tgx=-1=

x=0°=0 rad
senx =0=<x=180°=n rad

x =360°=2rn rad
b) sen2x-senx=0= 2senxcosx—senx =0=senx(2cosx-1)=0=

x=60°=" rad
1 3
CoS X = 2 = 5
x =300°=C rad
3
49. Resuelve, dando las soluciones en el intervalo [0, 2x].
a) sen6x-2sen4x+sen2x =0 b) 2sen’x +cos2x = 4cos? x

a) senbx—2sendx+sen2x=0= 25en87xcos4—zx—23en4x =0 = 2sendxcos2x-2sendx =0 =

sendx =0 = 4x = 0°+180°k = x = 0°+45°k
2sendx (cos2x —1) =0 k=0123,..
= 2sendx(cos2x 1) :{0032x:1:2x:0°+360°k:>x=0°+180°k eon

Y si nos ceilimos al intervalo, x =0°; x =45°; x =90°; x =135°; x =180°; x = 225°; x = 270°; x = 315°; x = 360°
b) 2sen®x+cos2x = 4cos? x = 2sen’x + cos’ x —sen’x = 4cos? x = sen’x + cos? x = 4cos? x = 1=4cos? x =

:coszx=%:cosx=i%:x=60°;x=120°;x=240°;x=300°
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98

50. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones en el intervalo [0, 27].

-1
tg(x+y)=x/§ senx—seny=\/§—
a) 2 T b) \/_2
X ==
s 2 senx+seny=%
T Y
tg(x+y)=+/3 x+y=otnk kel |x=+2nk
a) oy _ T = = kel
Xrey=5 X+2y == =k
2 TR Y= "
La unica solucién en el intervalo [0, 2n] es x=%,y=%.
b) Haciendo el cambio U =senx, v =seny tenemos:
V3 -1
—V:T u:ﬁ senxzﬁ
J3 - 17 12
3+1
= v=— seny =—
u+v 2 > y >
b T 2n T I 5n 2n 5n
Hay cuatro soluciones en el intervalo [0, 2n]: X=—, y=—; X=—, Yy =—; X=—,Yy=— Yy X=—, Y =—
y [0, 2n] 7Y% 3 Y75 3 V=% 375

51 a 54. Ejercicios resueltos.

55. Calcula la longitud del lado ¢ de un triangulo ABC sabiendo que a=10 cm, A=145° y B=100°.

Aplicando el teorema del seno:

a c asenC 10sen35°
=cC= =

=~ = = = — = =8,11 cm
senA senC senA sen45°

56. Dado un triangulo ABCcona=12cm,b=15cmy C=35°.
a) ¢Cual es la longitud del lado ¢?

b) ;Cual es su area?

a) Aplicando el teorema del coseno:

c2=a2+b?—2abcosC =122 +152 —2.12.15c0835°= 74,105 = ¢ = 8,61 cm

b) Area: A:%absené:%-12~153en35°:51,62 cm?
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57. Resuelve los siguientes triangulos y calcula sus areas.
a) A=80° B=40° a=8dm c) a=10cm, b=15cm, c=20 cm

b) A=80° a=10m,b=5m d) A=75° b=8mm,c=12mm

a) C=180°-A-B=60°

Aplicando el teorema del seno dos veces:

=) o

aA: bA:b:asenAB:8sen40 ~522 dm
senA senB senA sen80°
~ o

an= cA2>0=asenAC=83en60 ~7.04dm
senA senC senA sen80°

Area: A =%absené =%.8.5,22.sen60°= 18,1dm?

b) Aplicando el teorema del seno:

a b . bsenA 5sen80°
= ~ = senB= =

ey ey . g =0492= B =29° 29' 55,34
(La posibilidad B =150°31 40" no es valida)
C =180°—A—B =70°30' 4,66"

Aplicando el teorema del coseno:

¢ =a’+b®—2abcosC =10%+52—2.10-5c0s70° 30’ 4,66" =91,621=> ¢ = 9,57 m
Area: A= %absené = %-10-5-sen70° 30" 4,66" = 23,57 m?

c) Aplicando el teorema del coseno dos veces:

- b?ic?-a®> 152+20%-102
COsSA= =
2bc 2:15-20

-0,875 = A =28°57'18"

a’+c?-b*> 10%+20° -15°

=0,6875= B =46°34'3"
2ac 2-10-20

cosB =

C=180°-A-B=104° 28 39"
Area: A= %absené = %-10-15-sen104°28'39" =72,62 cm?
d) Aplicando el teorema del coseno dos veces:
a® =b*+c?-2bccos A =8%+122 -2.8-12c0s75°= 158,307 = a = 12,58 mm

a’+c?-b> 12,582 +12°-82

=0,789 = B = 37° 53 42"
2ac 2-12,58-12

cosB =

C=180°-A-B=67°6'18"

Area: A= %bcsenAA\ = %-8-12-sen75°: 46,36 mm?

58. Ejercicio interactivo.

59 a 71. Ejercicios resueltos.
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EJERCICIOS
Medida de angulos

72. Copiay completa las siguientes tablas.

Grados 30° 60°
T T
Radi — —
adianes n 5
Grados 135° 180°
21 57
Radi — —
adianes 3 6

Grados 30° 45° 60° 90°
. T T Y T
Radianes 6 2 3 >

Grados 120° | 135° | 150° | 180°

Radianes — — — T

73. Pasa de grados a radianes.
a) 585° b) 450°
585°nt  13n

—— rad
180° 4

450°n _ 51
180° 2

a) 585°=

b) 450°= rad

Grados 210° 240°
57n 3rn
Radi — —
adianes " )
Grados 315° 360°
57n 11
Radi — —
adianes 3 5

Grados 210° | 225° | 240° | 270°

Radianes — — —— —_—

Grados 300° | 315° | 330° | 360°

74. Los siguientes angulos estan en radianes, pasalos a grados.

a) % rad b) 13n rad
a) A g = A1m180° o se00

3 3n
b) 137 rad = 18 180° _ 53400

T

100 Unidad 3| Trigonometria

i >t o IE o,
Radianes 3 2 6 T
c) 76°52' 30" d) 382° 30’
c) 76052'30"  10:875°n _ 41n o

180° 96
d) 382030'= 38257 _17m g
180° 8

c) i3 rad d) 5rad

12
c) Mrag = 11m180° _ 4650

12 12n
d) 5rad= 2180 _ 5860 287 44"

T



SOLUCIONARIO

Razones trigopnométricas

75. Calcula las razones trigonométricas de los angulos agudos de los siguientes triangulos rectangulos.

a) A =90° a=29cm, b=20cm

a) ¢=+292-20% =+/441=21 cm

sené:gzé
a 29
senC":—:ﬂ
29

b) b=+652+72% =/9409 =97 cm

senA:i:@
b 97
sené:gzz
b 97

cosé=£=ﬂ
a 29
cosC=2=E
a 29
(:os,2\=£:E
b 97
cosé=i=§
b 97

b) B =90° a=65cm,c=72cm

76. Indica los siguientes angulos como suma de un numero entero de vueltas completas mas el angulo

restante.

a) 2345°

b) -1500°

a) 2345°=06 - 360° + 185° = 6 vueltas + 185°

b) -1500°=-5 - 360° + 300° = -5 vueltas + 300°

c)

d)

—467[ rad d) ——52n rad
3 7

ﬂ rad = 7-2n+4—n =7 vueltas + 4—“ rad
3 3 3
52n

——— rad = —4-2n+ﬂ = -4 vueltas + An rad
7 7 7

77. Utiliza la calculadora para hallar el valor de las siguientes razones trigonométricas. Aproxima los resultados

a las milésimas.
a) sen 36°

b) tg331°

a) sen 36°=0,588
b) tg 331°=-0,554

c) cotg 111°
d) sen 25° 40’

c) cotg 111°=-0,384
d) sen 25°40'=0,433

e) sec 126° 33’
f) cotg 121°22' 45"

e) sec 126° 33’ =-1,679
f) cotg 121°22' 45" =-0,610

78. Utiliza la calculadora para hallar el valor de las siguientes razones trigonométricas. Aproxima los resultados
a las milésimas. Ten en cuenta que todos los angulos estan dados en radianes.

T
a) sen —
12

b) cosec 2

a) sen — = 0,259
12

b) cosec2=1,100

3n
c) cos —
7

d) sec3

c) cos 37—” -0,223

d) sec3=-1,010

e) tg —
) tg 5
f) cotg 2,75

e) tg % =0,727

f) cotg 2,75 = 2,422
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79. Calcula, de forma exacta, el valor de las siguientes razones trigonométricas.

T

a) sen 240° d) sen 1215° g) tg 3 j) cotg 225°
5n n
b) cos 135° e) cosec 330° h) sec 3 k) sen e
c) cos(-600°) f) tg 300° i) sec 120° 1) tg(-157)
a) sen240°= —sen60°:—£ 9) tg7—n= tg£=x/§
2 3 3
b) cos135°=—cos45°=—£ h) secs—n:seCE:Z
2 3 3
c) cos(—600°) = cos600°= —cos60°= —% i) sec120°=-sec60°=-2
d) sen1215°=sen135°=sen45°= - j) cotg 225°=cotg45°=1
e) cosec330°=—cosec 30°=-2 k) sen7—7t = —sent= —ﬁ
4 4 2
f) tg300°=—tg 60°=—/3 ) tg(-15n)=—tg15m=—tgn=0

80. Calcula todas las razones trigonométricas del angulo a sabiendo que:

a) Es un angulo del primer cuadrante y coso = 2

3
b) Pertenece al segundo cuadrante y sena =0,25
c) 180°<a <270° y tga =~2
3n
d) 7<a<2n y seca =2
e) 90°<a<180° y cotga =-3

f) rc<oc<3—n y cosec;oc:—é
2 2

a) Al serun angulo del primer cuadrante, todas las razones son positivas. Tenemos:

2 3
coso=—=seco=—
3 2

sena +cos?a =1=> sena =v1-cos?a = 1-4 :ﬁzcoseca:izﬁ

9 3 J5 5
2 25

= cotga = —= =

J5 5

tgo =

sena =£
cosa 2
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SOLUCIONARIO

b) Al ser un angulo del segundo cuadrante, el seno y la cosecante son positivos y el resto de razones son
negativas. Tenemos:

sena:0,25:l:cose0a:4

2 2 2 1 \J15 4 415
sen‘a+cos“a=1=cosa=—1-sen“a =—,/[1-— =———=>seCo=———=———
o o = o o 16 4 = o \/E 15

seno 1 x/ﬁ
tga = =- =- cotga = —/15
9o cosa 15 T ga=—/15

c) Al ser un angulo del tercer cuadrante, la tangente y la cotangente son positivos, y el resto de razones,
negativas. Tenemos:

1 2
tgon=x/§:cotga=—=—
V22
2 2 2 1 \/5
1+tg%a = sec? o = sec o = —1+tg%0 = —1+2 =—\/§:>COSOL=—§=—T
sena 6 3 J6
t{go =— = sena =cosatga =—-—=coseco = ———=———
cosa J6 2
d) Al ser un angulo del cuarto cuadrante, el coseno y la secante son positivos, y el resto de razones, negativas.
Tenemos:
secazﬁzcosa:izﬁ
22
sen®o.+cos® o = 1= sena = —V1-cos? a :—,h—l _ Nl —ﬁz coseca = —/2
2 2 2
tgo = sena _ 4 = cotga =1
cosa

e) Al ser un angulo del segundo cuadrante, el seno y la cosecante son positivos y el resto de razones son
negativas. Tenemos:

cotga:—S:tga:—%
1+tg%a = sec? a = sec a = —/1+ tg%a =—1f1+% =—@:cos<x=—i=—ﬂ

tga:m:sena=c03atga=@:coseca=£=\/ﬁ
cosa 10

V10

f) Al ser un angulo del tercer cuadrante, la tangente y la cotangente son positivos, y el resto de razones,
negativas. Tenemos:

5 2
coseco =—— = sena = ——
2 5

[ 4 21 5 5v21
Sen2 +0032 =1=coso = — 1_Sen2 = 1-—=—-——_=secql=———=————
a o o a a \/—1 1

_sena 2 2321 V21

= = cotgo =——
go 5

tga = -
9% = osa 21 21
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81. Calcula, en funcion de h, el valor de cada una de las siguientes razones trigonométricas.

a) sen 123°, siendo sen 57° = h. d) cos 250°, siendo sen 110° = h. g) tg 290°, siendo sen 110° = h.
b) cos 220°, siendo tg 40° = h. e) cos 247°, siendo sen 113°=h. h) sen 83°, siendo cos 7° = h.
c) tg 260°, siendo sen 80° = h. f)cosec 701°, siendo cotg 199° = h. i) sec 203°, siendo cotg 67° = h.

a) sen123°=sen57°=h

b) 1+tg%a =sec?a = 12 :>003220°:—/ 21 =— 12 _\/ 12
cos? ol V1+tg2220°  \1+tg?40° V1+h

12 = 12 :>th60°=\/ 12 —1:’ L 2—1=\/ 12—1=
cos’a  1-sen‘a 1-sen” 260° \/1—(—sen80°) 1-h

B / W h
1-h* 1_p?
d) c0s250°=cos110°=—1—sen?110° = —1- h?
e) Cc0s247°= —J1—sen?247° = —[1—(-sen113°)° = —/1-h?

f) cosec701°=cosec341°=—cosec19°=cosec199°= —\/1 +cotg?199° = 1+

1 1 h? h
tg290°=tg110°= -1= 1= =
9 19 ? \/1—sen2110° \/1—/72 1-h*  J1_p2

c) 1+tg’a =sec?a =

h) sen83°=cos7°=h

i) sec203°=-sec23°= 1l cosec67o- —\/1 +cotg? 67° = 1+ h?
cos23° sen67°

82. Determina la razon trigonométrica que se indica en cada caso, expresandola en funcién de h.

a) cosecz—gn, sabiendo que coth?7T =—h?. c) tg 348°, sabiendo que cos 192° = —h?%.

b) sec305°, sabiendo que cotg 55°:%.

a) cosecz—gnzcosec%: 1+cotgz% =V1+h*

1 1 1 2 2
b) sec305°= - - — J1+tg?55° =1+ h
) cos305° cosb55° 1 \/ g
1+ tg? 55°
_p4
c) t9348°:—\/ ! —1=—\/ ] R 2—1=—Ji4_ - Mi-h
cos? 348° cos?12° \/(—cos192°) h h

83. Sabiendo que sen a.= h'y que a es un angulo del primer cuadrante, calcula en funcién de h:
a) sen (90° - a) b) tg (1080° — a)

a) 90° — o es también un angulo del primer cuadrante = sen (90° — o) = cos o =v1- h?

b) 1080°=3 - 360° = tg (1080° - o) = tg (~at) = — tg o0 = -
1-h
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84.

85.

86.

87.

88.

SOLUCIONARIO

Para un angulo a del primer cuadrante, que cumple que tg o = h, calcula en funcion de h:
a) sen (90° - a) b) cotg (1080° — a)

a) sen (90° — o) = cos a. = 12 :\/ 12
1+i9°a 1+h

b) cotg (1080° — a) = cotg (—a) = —cotg o = —%

Sabiendo que cosec x = —% , calcula:

a) sen (810° - x) b) sec [%—x)

Observemos que x esta en el tercer o cuarto cuadrante, por tanto, 810° — x y %— X estan en el segundo o tercer

cuadrante, por lo que no se puede saber el signo de cos x.

a) sen(810°-x)=sen(90°-x)=cosx = +V1-sen’ x =+ [1- 12 =+ 9
cosec” x 7
17n b 1 1 7
b) sec T—x =sec E—x = = =cosecx=—z
cos(ﬁ—xj senx

Demuestra que tg (270° — x) = cotg x.

tg (270° - x) = tg (180° + 90° — x) = tg (90° — X)= cotg X.

Desarrolla, en funcién de sen o y cos a, las expresiones de sen 4a, cos 4a y tg 4a.

sen4a=sen(2-2a)=23en2acosZoc=2-23enacosa-(coszoc—sen2a)=4senacos‘°’cx—4sen3acosa
- 90 — a2 25 _ 2 2 _\? 2 _ 4 4 2 2
cos4a = cos(2-2a) = cos” 2a.—sen” 2a. = (cos” a.—sen o) —(2senacosa)” =cos’ a+sen” o.—6sen” o.cos” a

_senda _ 4senocos’ a-4sen’ o.cosa
cos4a  cos’ o +sen*a—6sen’ acos’a

Si %<a<n y 1:<[3<3T7E y, siendo sena =0,4 y cosp=-0,5, calcula:

a) sen(a-p) b) cos(a+p) c) tg(a+pB)

cosa =—V1-sen’a =-0,917 y senp = —/1-cos?p = 0,866
a) sen(a—B)=senocosp-cosasenp=-0,4-0,5-0,917-0,866 = 0,994
b) cos(a +p)=cosacosp—-senasenp=0,917-0,5+0,4-0,866 = 0,805

0,4 0,866

- +
tgoa+tgp _ 0,917 05
1-tgatgp ,, 04 0866
0,917 05

c) tg(a+P)= =0,738
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SOLUCIONARIO

89. Sabiendo que tg o = 3, calcula las razones trigonométricas del angulo 2a si a es un angulo:

a) Del primer cuadrante b) Del tercer cuadrante

a) Alsertga>1,45°<a<90°y por tanto, 2a. pertenece al segundo cuadrante. Tenemos:

1 1 1 V10 3V10
coso = > = = = seno =tgacosa =
1+tg° a 1+9 10 10 10
sen2a =2seno.cosa =2- V10, —:E:E:O,ES
10 10 10 5
cosZa:cosza—senzoc:l—i:—i:—i:—O,S

10 10 10 5

sen2o =_§=_0,75

cos2a 4

tg2o =

b) Al sertg a >1, 225° < o < 270° y, por tanto, 2a pertenece al segundo cuadrante y se obtienen los mismos
valores del apartado anterior para las razones de 2.

. . 1
90. Calcula el valor de la tangente de o, sabiendo que es un angulo del primer cuadrante y que sen% =3

o o
2sen—cos— 2-

(04
cosg:\/1—sen22 :\/1—l :ﬂz tga=tg(2-&)= CIN 4 2 2 _ 83
2 2 9 3 %) cos?L_genr: S
2 2 9 9

28

"7

N
-

N
| &

2

91. Calcula, de forma exacta, las razones trigonométricas de los siguientes angulos.
a) 15° b) 7°30’

NE)
a) Sen15°=sen(3o°)= {1_003300 = 2 = 2-V3 - V2-\3
2 2 4 2

2
I 3
cos15°:cos(30°j:\/m: "y :\/2+\/§ :\/2+\/§
2 2 2 4 2

(2—J§)2 i
(2+\/§)(2—\/§)

\/2+\/_
o o
b) sen7°30'—sen(1: j 1/1 C°2815

2+
cos7°30'—cos(15j /1+cos15° \/2+ 2+

tg7030" = SENT° 15" 2-\2:43 _ (z_m)z _2-424\3
cos7°15' 2+\/2+\/§ (2+\/2+\/§)(2_\/2+\/§) \/2_\/5

1—

sen15° 2-43 _

tg15°= = = -3
9 cos15° 2+«/§ \/—
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92.

93.

94.

SOLUCIONARIO

Sicosa= —% y 90° < a < 180°, calcula las razones trigonométricas de % .

2 2

o [1-cosa 1+§ 5 30 o [1+cosa 1_§ 1 6
2 2 2 6 6 2 2 2 J6 6

Transforma en producto las siguientes sumas de razones trigonométricas.

a) sen 48° + sen 32° c) sen % +sen % e) cos 23° —cos 57°
b) cos 200° + cos 40° d) sen 105° — sen 25° f) cos % —cos g

48°432°  48°-32°
cos
2 2
200°+40° __200°-40°
cos

=2sen40°cos 8°

a) sen48°+sen32°=2sen

b) cos200°+cos40°=2cos =2c0s120°cos80°

m T

Y Y
7+7 R
c) sentisenl =2sen3 S cos3 5 - 23enﬂcosi

3 5 2 2 15 15

105°+25° 105°-25°
sen
2
23°+57° 23°-57°

e) cos23°-cos57°=-2sen 5 sen > =-2sen40°sen(-17°) =2sen40°sen17°

d) sen105°-sen25°=2cos =2c0s65°sen40°

2n b1
=2 —_2sen—sen—
9 9

Transforma en suma los siguientes productos de razones trigonométricas.

a) 2sen 33°cos 11° b) cos 95° cos 38° c) sen 50° cos 75° d) sen 119° sen 25°
a) 33°= A;é;11°—'2\;é:>2\=44°; é=22°,luego 2 sen 33° cos 11° = sen 44° + sen 22°

b) 95°= A;é; 38°= A;é :A=133°; B=57° , luego cos 95° cos 38° = %(cos133°+cosS7°)

c) 50°—’z‘;é;75°—’Z‘;é:/‘\=125°;é=—25°,|uego:

sen 50° cos 75° = %(sen125°+sen(—25° ) = %(sen125°—sen 25°)

d 119°=M; 25°=ﬂ:2\=144°; .‘§=94°, luego sen 119° sen 25° = —l c0s144° —cos 94°
2 2 2
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95. Expresa las siguientes sumas como productos.
a) sen 4o +sen 20 c) cos 6a + cos 4o

b) sen 3o -sena d) cos 8a — cos 20

4o+ 20 4o - 20
cos

a) sendo+sen2a =2sen 5 =2sen3acosa
b) sen3oc—senoc=20033a+asen3a_a =2cos2asena

c) cosGoc+cos4a=2c036a;4ac036a;4a=20035(xc03a

d) cos8a —cos2a =-2sen 8“;2(1 sen 8(1;2(1 =-2senb5asen3a

96. Demuestra que:

cotga cotgf —1 cotgacotgf +1

a) cotg(o+p)= b) cotg(a.-B)=

cotgp +cotga cotg —cotga
1- 11 cotga cotgf —1
a) cotg(a+p)= 1 _ 1 _ 1-tgatgp __ cotga cotgB __ cotga cotgB _ cotga cotgp —1
tg(a+p) tgoa+tgp  tga-+tgp 1 . 1 cotgB+cotga ~ cotgp +cotga
1-tgotgp cotga. cotgp cotga cotgf
1+ 1.1 cotga cotgP +1
1 1 1+tgatgp cotga. cotgf cotga cotgP cotga cotgf +1
b) cotg(a-B)= = = 3 = -
tg(a-p) tga-tgp  tga-—tgp 11 cotgp —cotga cotgp —cotga
1+tgatgp cotga. cotgp cotga cotgf
97. Desarrolla las siguientes expresiones.
a) sen (a+p+7y) c) sen (2a.+ B)
b) cos (a+p-v) d) cos (o —2p)

a) sen(a+B+y)=sen(a+(B+y))=senacos(B+y)+cosasen(B+y)=
=sena.cosPfcosy—senosenfseny+cososenfcosy+cosacospfseny =
=seno.cosPcosy +cosa senfcosy+cosocosfseny—senosenfseny

b) cos(a+p—y)=cos(a+(B-7))=cosacos(B—y)-senasen(p-y)=
=C0S0.COSPCOSY+cosasenfseny—senasenfcosy+senacospfseny =
=C0S 0. coSPCcosy +cosasenfseny+senocosfseny—senosenfcosy

c) sen(2a+B)=sen20.cosB+cos2osenp = 2sen o cos a.cosp +cos? asen P —sen? o.senp

d) cos(o—2B) = cosacos 2B +senasen2B = cosa(cos? f—sen? B)+2sena senBcosp =

= cosa.cos’ B —cosa sen® B +2senasenpcosp
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SOLUCIONARIO

Identidades trigonométricas

98.

99.

Demuestra las siguientes identidades trigonométricas.

- 1 t
a) S€NA=C0SA_ s b) tg? o —sen®a = tg? asen a c) —%M9%  _ coseca d) sec?o-1-tg?a
tga -1 sena +cosa
a) Seno —Coso _ Seno —Coso _ Senc—coso _ (Seno —coso)cosa —cosal
tgo —1 sena sena —cosa seno —cosa
cosa cosa
) ,  sena ,  sen’a—sen®ocos?a 59”20‘(1—00520() sen’a ) )
b) tg°a-sen‘a= >—-—sen“a = > = 5 = >—sen” o =1g”asen”a
cos®a cos®a cos®a cos®a
, cosa seno +cosa
c) 1+cotga sena  ___ sena  _ — coseca
seno+Ccoso  Ssena+Ccoso  Seno+Ccosc  sena
1 1-cos® 2
d) sec’o-1=——73—-1= cozsoc:sen2oc:tg2a
cos® o cos“a  cos®a
Demuestra las siguientes igualdades trigonométricas.
tgo _ 2 24 = _
a) ———=1g20-tga e) sen‘a-sen” B =sen(a+p)sen(a—p)
cos 20
b) tgo+cotga = secacoseca f) (003(17003[3)2+(senoc+s.en[3)2 :4sen2a+B
tg(ﬁﬂx)—tg(ﬁ—a)
sen2a 4 4
c) ———=tga =tg2a
) 1+ cos2a g 9) 2 g
1- 2 2
d) tg(£+aj—tg(£—aJ:2tg2cx h) cosca _sencu =sena—-tga
4 4 2seno 1+cos2a
14 sen o cos® a +sen’a
2tga 2 1+1g% o cos? a cos®a tgo
a) tg2a-tgo = —tga=tga| ———-1|=tga =tga =tga =
) 9 9 1-tg? o ge=19 [1—tgz(x j 9 1-tg? o 9 17senzoz 9 os?a—senfa  cos2a
cos?a cos?a
sena  coso  sen®a+cos? o 1
b) tga+cotga = + = = =sec o coseca
cosa  sena seno.coso seno.cosa
sen2a 2seno.cosa 2senocoso  sena
c) = > > = > = :tga
1+cos2a  1+cos”a—sen‘a 2cos” a cosa
tgn+tga tgn tga
n 4 1+t 1-t 41
4 4 1—tg£tga 1+tg£tgoc 1-tgo 1+tga 1-tg°a
4 4
e) sen(o+B)sen(a—B)=(senccosp+cosasenp)(senacosp-cosasenp)=sen’ o.cos® - cos® asen’p =
sen? o.cos? B—(1—sen? a)sen? B = sen? a(cos? B + sen? B)—sen? B = sen? o. — sen’ B
f) (cosa—cosB) +(sena+senB)’ = cos? o +cos? B —2cosacosp+sen? o +sen?B+2senasenp =
:2—2(0032()L—Hs—senzm—JrB =2-2 1—239n2a—+3]:4sen2a—+ﬁ
2 2 2 2
g) La expresion es equivalente a la demostrada en el aparatado d.
1-cos2a  sen2o. 1-cos?a+sen’a 2seno.cosa 2sen®o.  2senacosa
h) _ _ _ . — = - > =sena—tga
2sena 1+cos2a 2sena 1+cos“a—sen“a  2sena 2cos“ a
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SOLUCIONARIO

100. Simplifica las expresiones trigonométricas dadas.

2 2 2
a) (senoc+cosot)2+(senot—cosoc)2 d) cos a sema , coS«
1-cosa 1-sena 1-sena
_tn2 _tn2
b) tgotgp(cotga +cotgp) e) senacosa  1-tg°a 1-tg°a

cosa-seno  tga  1+tg?a

c) sen2a(tgo+cotgoa)

2 2
a) (sena+cosa) +(sena—cosa)” =sen’o +cos’ o +2senacosa +sen’ o +Ccos” o —2en o cosa = 2

b) tgatgB(cotga +cotgB) =tgatgp L+L =tgathM=tga+th
tgo  tgp tgotgp

seno  Ccosa
+

c) sen2a(tga+cotga)=23enacosa(
cosa  sena

=2senocosa| —— [=2
cosasena

d) cosa  sen’a . cos’a _ cos’o [ sen’o 1 _1-sena 1—coszoc+1 B
1-cosa 1-sena 1-sena 1-sena | 1-cosa 1-seno | 1-cosa
1-sena)(1+sena)( (1-cosa)(1+cosa
_{ I )(! ) )+1 =(1+sena)(2+cosa)
1-sena 1-cosa
sen®a sen? o
2 2 - 1-——
e) senocosa  1-tg°a 1-tg°a  senacosa cos? o coso _
cos’a-seno.  tga  1+tg’a cosPa-sen’a  Sena sen? o
cosa COSZG

2 2
_ senacosa (COS a-—sen a) cos? o —sen? a

=— — B —— =1-cos® a+sen’ a =2sen’ a
cos’a—-seno  Seno.cosa cos? o +sen’a

101. Simplifica las siguientes expresiones utilizando las férmulas de transformacion de sumas en productos.

a) sen8a +sen2a ¢) 2sena
2cos3a sen5a —sen3a
cosa +Ccosf d) COS 20+ COS o
sen(o+pB) sen2o +sena
sen8a +sen2a  2sen5ocos3a 2sena 2sena 1
a) 2 =senb5a c) = =
2cos3a 2cos3a. sen5a—sen3a  2cos4asena  cosda
9 oa+p oa—p o—p 5 3a o 3a
) CoS L +C0Sp cos 2 cos > cos 2 " 00820 +COS 0L cos7cos§ B 0037 B coth—a
sen(a +B) ZSen(HBcosOHB sen(HB sen2a+sena 23en3—qcosg sen3—a 2
2 2 2 2 2

102. Demuestra que cos x = cos* (%) —sen* (%) .

=COsS X

4(xj 4(x] (1+cosx}2 (1—cosx]2 1+cos? x+2cosx 1+ cos? x —2cos x
cos*| = |-sen*| = | = - - _
2 2 2 4 4
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SOLUCIONARIO

Ecuaciones trigonométricas

103.

104.

105.

Con ayuda de la calculadora, halla la medida en grados del angulo o del primer cuadrante tal que:
a) sena=0,345 c) cos a=0,553 e) sec a=0,442
b) coseca=0,3 d) tga=0,25 f) cotg a=0,01

a) sena=0,345 = o =20°10'54" d) tga=0,25 = a=14°2"10"
b) cosec a=0,3 = No existe ningun angulo e) sec a=0,442 = No existe ningun angulo
c) cos a=0,553 = o =256°25 37" f) cotga=0,01 = o=289°25 37"

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas indicando todas sus soluciones en grados.

1 V2 V3
a) senx=— d) senx=-—— tgx=—
) 5 ) 2 g) tg 3
b) cosx:ﬁ e) cosx:—l h) senx=0
2 2
c) tgx=1 f) 1+cosx=0 i) tgx=0
— 20° ok
a) senx:ls X =307+360 VkeZ f) 1+cosx=0=cosx=-1= x=180°+360°k VkeZ
2 x =150°+360°k
— o o — o o
b) cosx - V3 _, [x=30°4360°%k g)tgx:—ﬁz x=150°+360%k . 15004180k VK cZ
2 x =330°+360°k 3 x =330°+360°k

x = 45°+360°k
tgx =1 Wk € 7= X = 45°+180°k Vk €7
O OX=12 1, L ogseugppok T EET X ©

VkeZ h) senx=0= x=180%° VkeZ

d __N2
) senx = 1 x = 315°+360°k

J2 {x =225°+360°k
2

— o o
! {’“120 +380%k ez ) tgx=0=x=180°k VkeZ

®) 09X =5 = 1 x = 240°+360°k

Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas indicando todas sus soluciones en radianes.

a) sen4x:—£ b) cos2x:£ c) tg3x=-1 d) senX =0 e) cosiz—1 f) th_x:_ﬁ
2 2 2 3 2 4 3
ax =2 ok [x=Ti Ty
a) sen4x=—£:> 3 3 2 d) senX =0= X =k = x =21k
2 5n S5t =« 2 2
4x = —+ 21k X=—+—k
12 2
i X 2n
2x =—+2nk X =—+7k —=—+27k
8 3 3 X =21+ 671k
b) cos2x=—= - = 7 e) cos—:—E: 4  Ar+ 6k
2x="Ci2nk  |x="Zink X_ 2R opk  \XTATTOR
8 3 3
3X=3—n+27'[k X7£+2Lk 3x \/g 3_X:ﬁ+2nk X:&-I—
© tgdx=-1= . T ok N tey="3 N ¥ =1
3x =X 1 2nk x=_1 T SX 1T onk x=2T
12 3 4 6 9

8rk

3
8nk

3
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SOLUCIONARIO

106. Halla todas las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas.
a) sen x=cos x c) senx— /3 cos x=0

b) sen2x-senx=0 d) sen x +cos x = /2

a) senx=cosx=>tgx=1= x=45°+180°

senx =0= x =180k
b) sen2x-senx=0= 2senxcosx—senx =0=senx(2cosx-1)=0= cosx—13 x =60°+360°k
2 |x=300°+360°k
c) senx- 3003x=0:tgx=\/§:x=60°+180°k

d) senx+cosx =+2 :(senx+cosx)2 =2=1+2senxcosx =2=2senxcosx =1=sen2x =1=
= 2x =90°+360°k = x = 45°+180°k

Al elevar al cuadrado aparecen soluciones falsas con k impar. La soluciéon es x =45°+360°k con k=0,1,2...

107. Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0°, 360°].

a) tgx+cotgx=>5 c) 8cos 2x=8cos x -9
b) tg 2x = cotg x d) 2sen’ x + cos 2x = 4cos? x
x =75° 57" 50"
tgx=4= )
4 5 ) x =255° 57" 50
a) tgx+4cotgx=5:>tgx+t—=5:>tg x+4=5tgx=>1tg°x-5tgx+4=0= 450
gx X =
tgx =1
9x :{x:225°
N
- =210°
b) tg2x =cotgx = 2t92X =L:2tgzx=1—tgzx:tgzx=—: 3 X
1-tg®x  tgx 3 | igyo V3 _ [x=150°
9%=773 7 \x=330°

c) 8cos2x =8cosx—9 = 8cos? x—8sen?x—-8cosx+9=0=8cos?x—8+8cos’x—8cosx+9=0=

_ 7E0 Q4 94"
160032x—8003x+1=0::>cosx=1 {X_75 3121

47 | x=284° 28 39"

d) 2sen®x+cos2x =4cos? x = 2sen? x +cos? x —sen? x = 4cos? x = sen? x + cos? x = 4cos? x =

COSX—12>{X=600
- =300°
=1=4cos’x = cos’ x = — = 2 X
COSX——13 x =120°
T 277 | x=240°
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SOLUCIONARIO

108. Halla, para el intervalo [0, 2x], las soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas.

a) sen’x+tg?x=0 b) cos2x-senx =sen2x—cos X c) 2senx++3tgx=0

1

1+ >
cos” x

senx=0=senx=0=x=0, x=n, x=2n
a) sen2x+tgzx=0:>sen2x[1+ j:o:

cos? x =0 = Sin solucion real

3x X 3x X
b) cos2x—senx =sen2x—CcosXx = COS2X +COS X =Sen2x +senx = 200370033 = 28en7cosE =

cosi=0:1=£,i=ﬂ:x=n,x=3n(Novalepues3ne[0,2n])
X 3x 3x 2 2 22 2
= cos—|cos—-sen— =0

2 2 2 X 3x 3x 3x m 3x bn T 5n
cos—-sen—=0=tg—=10—=—, —=—>X=—, X=—
2 2 2 4 2 4 6 6
senx J§ senx=0=>x=0,x=m Xx=2n

c) 2senx++/3tgx=0= 2senx++3 =0=senx|2+ =0
) g cOoS X ( cosx} cosx=_§:x=%,x=7_6”

109. Calcula, para las ecuaciones propuestas, las soluciones pertenecientes al intervalo [-r, «].

a) cos3x=1+cos2x c) cos5x+cos3x =cosx

b) sen3x+senbx=0 d) J3cosx+senx =2

a) cos3x =1+C082x = €08 (2x + X) = 1+ c0s® X —sen” X = COS 2X COS X — Sen 2X Senx = 2¢0s> X =

= cos® x —sen? x cosx—2sen’ x cosx = 2¢0s® X = COS x(cos2 x—3sen? x—2cos x) =0

T Y
5 9 cosx=0=>x=-—, x=—
:>cosx(cos x—-3+3cos x—2003x)=0:> 2 2

4cos’ x-2cosx—-3=0=cosx=-0,6514 = x =2,28, x = -2,28

b) sen3x+sen6x=0:2sen9—xc033—X=O: 9
2 2 3x n
- 3

€) cos5x+C0s3X =Cos X = 200S4XCOS X =COS X = Cos X(2cos4x-1)=0=

T T

cosx=0=x=—,x=——

N 2 2
5n T o 51
COS4Xx=—=>X=— ,X=—72 X=—"FT ,X=——1
12 12 12 12

o|a

d) \/gcosx+senx:2:gcosx+%senx:1:sen(x+§J:1:> X =
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SOLUCIONARIO

110. Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones trigonométricas en el intervalo [0, 360°].

2 2, _5 1
sen” x+cos‘y =— SeNnXcosy =—
a) g c) :‘
2 2
sen x—cos” y =— cosxseny =—
Y 4 y 4
cosx+cosy =1 d) tgx+tgy =2
x+y =90° X-y=mn
x =90°,y =45°
x=90°,y =135°
x =90°,y =225°
sen® x+cos?y =2 [sen?x=1=> senx = +1 Y o
a) 43 5= x=90°,y =315
1 2 - -
Sen2X—COSZy=£ 0052Y=Z=>COSY=17 X =270,y =45°
4 x =270°,y =135°
x =270°,y =225°
x=270°,y =315°

=1 - - .
b) COS X +COS y = 2005 XY cos X y:1:>2£cosx Y 41— cosX y:£3
X+y =90° 2 2 2 2 2 2
X_y_ o _ vV = o
5 =45°= x y—90 x+y=90° o 5
=1 B _90°:>x:90,y=0
X2y=315°:>x—y=630° xy=
senxcosy = l(sen(x+ )+sen(x — ))—l sen(x +y)+sen(x - )—l !
5 =3 _ |2 y g y V=7 _ Jsen(x+y)=
2=
171 1 1
cosxseny = E(sen(x+y)—sen(X—}/))=Z sen(x+y)—sen(x—y):5 sen(x-y)=0
x=15°,y =15°
x=75°,y =75°

:{x+y:30°o{x+y:150°o{x+y:390° 0{x+y:510 N x =285°,y =105°
x—y=0° x—y =180° x—y=-180° x—y=-180 x =105°,y = 285°
X =165° |y = 345°
X =345° y =165°

d) tgXHgy=2:tgx+tg(x—n):2:tgx+tgx:2:tgx:1:>x:ﬁ, y:E
X-y=mn 4 4

111. Halla todas las soluciones de la siguiente ecuacién: senx +sen3x +4cos® x =0

4x 2x
senx+sen3x+4cos’ x=0= 23en7cos?+4cos3x =0= 2sen2xcosx+4cos’ x =0 =

= 2cosx(sen2x+Zcos2 x) =0=>=> Zcosx(ZSenxcosx+ZCos2 x) =0=> 4coszx(senx+cosx):0 =

x =90°+360°k

cosx=0= {x — 270°+360°k

=
X =135°+360°k

318003600 = X = 135°+180°K

senx+cosx=0:tgx=—1:{
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112. Resuelve este sistema en el intervalo [0, 27]: {

SOLUCIONARIO

senx+seny =1
cosx+cosy =1

Elevando al cuadrado las ecuaciones y sumando miembro a miembro los resultados:

sen” x +cos” x +sen’ y +cos’ y +2(senxseny +cosxcosy ) =2 = 1+1+2cos(x - y) =2 = cos(x - y) =0 =

x—y—£:>x—y+1

- 2 2
Y-X=L =S y=x+l

2 2

Sustituyendo la primera condicién en la primera ecuacion:

sen(y+%)+seny:1:>cosy+seny:13\/1—sen2y =1-seny = 1-sen’y =1+sen’y —-2seny =

seny=0=y=0x==
= 2sen’y —2seny =0= 2seny(seny -1)=0 = 2
seny=1:y=%,x=n(Falsa)

. . . s . .y .y T
De la misma forma, sustituyendo la segunda condicion, se obtiene también la solucién x =0, y = 5

Resolucién de triangulos

113. Resuelve los siguientes triangulos rectangulos.

114.

a) A =90°a=25mm,c=14mm c) C=90°, A =20°a=12dm

b) B =90° a=28cm, ¢c=45cm d) B=90° A=15°b=15m

a) b=+25%-14%2 =20,71 mm sené:§=%36:34°3'21" B =90°-C =55° 56" 39"

c) B=90°-A=70° senA=%:>c=35,09 dm tgA:%3b=32,97 dm

d) C=90°-A=75° senA:%:a=3,88m cosA:%:c=14,49m

Calcula el area de cada uno de estos triangulos rectangulos.

a) A =90° a=73mm, c=55mm

b) / c c) c
4 o
1om /P E
[{~]
90° 40° 90°
B A B A

a) b=+732-55% =48 = Area: S = 55;'8 =1320 mm?

b) b=c;c=10sen45°=5\2 m= Area: S=@=25 m?
c) c= 16 =19,07 dm = Area: S:M:152,56 dm?
tg40° 2
Sm
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SOLUCIONARIO

115. Resuelve los siguientes triangulos.

a) b=20cm, c=28cm, C=40° d) a=12cm, b=15cm, C=35°

b) a=41cm, b=9cm, c=40cm e) a=30cm, B=230° C=50°

c) a=3cm,é=30°,c=50m f) b=25cm,é=55°,é=65°
~ A . o ~

a) —2 ___C _ seng_PsenC_200send0® 50 527019 21

senB senC c 28

A=180°-B-C =112°40'39"

a c csenA 28-sen112°40"39"
== ~=>a= — = =40,2 cm
senA senC senC sen40°
. 2 2 2 2 2 442 .
b) cosA:b +c“-a :9 +40° - 41 _ 0= A=90°
2bc 2:9-40
. 2 2 42 2 2 g2 .
cosBo & +C b AT +407 -9 0756 B 120 40" 58"

2ac  2:40-41
C=180°-A-B=77°19 2"
c) b>=a’+c?-2accosB=3%+5-2-3-5-c0830°=8,0192 = b = 2,83 cm

s bP+c?-a® 2,832+5°-32

cosA= =0,8484 = A =31° 57" 43"
2bc 2:2,83'5

C=180°-A-B=118°2 17"
d) c?=a%+b%-2abcosC =12%+152 —2:12:15-c0s 35°= 74,1053 = ¢ = 8,61 cm

- p?ic?-a®> 15%+8,617-122
COsSA = =
2bc 2-15-8,61

-0,6006 = A = 53° 5' 14"

—180°-A—C = 91° 54’ 46"

>

e) A=180°-B-C =100°

a c asenC 30sen50°
= ~=>C= —= =23,34 cm
senA senC senA sen100°
N o
aA: bnzb:asenAB:3OSen30 ~15,23 cm
senA senB senA sen100°
f) A=180°-B-C =60°
~ o
b __ c e bsen? _ 25sen65 ~27.66 cm
senB senC senB sen55°
A o
b __ a A:a=bsen:4=253en60 —26.43 cm
senB senA senB sen55°
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SOLUCIONARIO

116. Calcula el area de cada uno de estos triangulos.

a) A=80%b=25cm,c=16cm

b) A =70°, B =40° c=20cm

c) a=16cm,b=25cm,c=15cm
d) A =66° a=15cm, c=20cm

e) a=10cm, b=15cm, C =35°

a) A =%bcsenA =196,96 cm?

b) C=70°, por tanto, el triangulo es is6sceles y a =20 cm

A :%acsené =128,56 cm?

. 2 2 _ .2 .
c) cosA =b+2#=0,792: senA =0,6105
C

A =%bcsenA =114,47 cm?

d) a __¢_ jsené:csenA
senA senC

=1218>1

No existe tal triangulo

e) A= %absené = 43,02 cm?

117. Halla el area de los dos triangulos que verifican que A= 45°, a=6cmyc=7,5cm.

a c ~ csenA
= ~=senC =

senA senC

1 o) 2
A_ o Q! ” A_ o roan A=—aCSGnB=21,5cm
~0.,8839 = (:)—62 659,BA—72 531 N 2
C=117°53' 1, B=17° 6' 59" A=lacsené=6 62 cm?
2 b

Sintesis

118. Si la suma de dos angulos a y f es igual, en radianes, a 3’ calcula el valor de la siguiente expresion:

coso +cosf
sena +senf

2c0s “ B cos 2P o 2 tB
cosa +cosp _ 2 2 _ 2 =cotga+B=Cotg£=\/§
seno+senp 5 0B a-B  a+P 2 6
2 2
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SOLUCIONARIO

119. a) Demuestra que el area del segmento circular de la figura se puede calcular
mediante la expresion:

r2
A= ?(X—sen X)

b) Calcula el area de la zona sombreada.

~

Y

nr?x
360°

2

a) Area del sector circular: A, = Area del triangulo: A, :%r sen x

2 2
Area del segmento circular: A=A, - A, = (T;erO)Z —%rz senx = %(1%0 —sen xj

2 2
. . . o re( nx r
Considerando los angulos dados en radianes, la expresion queda: A = 7(—— sen x] = ?(x— senx)
T

b) Aplicando la expresion anterior para calcular el area de los dos segmentos circulares que se forman en ambas
circunferencias.

Area del segmento circular de la circunferencia de radio r, =5 cm:

52+52_32 2

cos A, = s :0,82:/2\1:34,92°:>a1:22\1:69,84°=1,22rad:>A1:%(a1—sena1):3,51cm2

Area del segmento circular de la circunferencia de radio r, =3 cm:

32452_52 - - r? )
S =032 A, =7254°= 0, = 2, =145,08°= 2,53 rad = A, = “Z-(a, ~sena,) = 8,8 om

COS/Z\ = -2
2 2

Por tanto, el area de la zona sombreada es A=A, + A, =12,31cm?.

120. a) Halla una fébrmula que permita calcular el area de un rombo conociendo las medidas de su lado y de uno de sus
angulos.

b) ;Cual es el area de un rombo de 15 cm de lado si uno de sus angulos mide 40°?

c) Calcula los angulos de un rombo sabiendo que su lado mide 4 cmy su area 8 cm?.

a) Un rombo de lado x y uno de sus angulos o se puede dividir en dos triangulos is6sceles iguales de area

A= %xz sena , por tanto, el area del rombo es A; =2A = x’sena. .
b) A =15?sen40°=144,63 cm?.

c) 8=42seno = sena = % = Los angulos del rombo son 30°y 150°.
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SOLUCIONARIO

121. a) Demuestra que 1+cosa = 20032%.

b) Con ayuda de la férmula anterior y el teorema del coseno, demuestra que en un triangulo de lados a, by c se

verifica:
oA _ [pp-a)
2 bec

a+b+c

con p el valor del semiperimetro del triangulo p = 2

o o o
a) 1+cosa=1+coszz—sen23=2cosz—

b) 20032§=1+cosi\ =1+
~ cos A [PlP=23)
2 bc

122. Sabiendo que tg% =t:

b®+c®-a® 2bc+b’+c’-a® (b+cf-a® (b+c+a)b+c-a) 2p(p-a) -
2bc 2bc 2bc 2bc bc

a) Calcula COSZ% y senz% en funcion de t.

b) Con la ayuda de las férmulas del angulo doble, calcula sena, cosa y tgo en funcion de t.

c) Calcula en funcion de t las siguientes expresiones:

1 jiy Sena-cosa i) tga
sena +cosa seno +cosa seno —cosa
2
a) 1+tg? = =sec? == Seo?to 1 =y sen’ % =1-cos? = =1 12 -t ~
2 2 cos? 2 1+t92% 1+t 2 2 1+t 1+t

> t 1 _ 2t
i+ 2 a2 148

b) sena = sen(Z-%) = 23en%cos& =

o 20 2 0l 1 t? 1-t2
coso =COoS| 2-— |=cos”—-sen” — = >= == >
2 2 2 1+t° 1+t 1+t

tgoL_senoz_ 2t
coso.  1-t2
. 1 1 t2 +1
c) i) = 2 2
seno +cosa 2t 1-t —t“+2t+1
2+1 t2+1
2t 1-t* £ +2t-1
) Sena-cosa i1 241 Pl _ t2+2t -1
sena+cosa 2t 1-t2 2 4+2t+1 1242t +1
241 1241 2 +1
2t
- tga 1 2t(t2+1)
seno—cosa  t2+2t—1 (1—t2)(t2+2t—1)
2 +1
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SOLUCIONARIO

CUESTIONES

123.¢ Cuales son los valores maximo y minimo de sen a, cos a, tg o, cosec a, sec o y cotg a?

El valor minimo de sen a. y cos a es —1 y el valor maximo es 1.

El valor minimo y maximo del resto de valores no esta definido, tg a. y cotg o pueden tomar cualquier valor, sec a 'y
cosec o pueden tomar cualquier valor salvo los pertenecientes al intervalo (-1, 1).

124.Indica el nimero de soluciones de las siguientes ecuaciones trigonométricas.
a) senx+cosx=3 b) cos” x =10 siendo n cualquier nimero natural.

a) No tiene solucién, pues el valor maximo del sen x y del cos x es 1, con lo cual su suma nunca puede ser 3.

b) No tiene solucion, pues el valor maximo del cos x es 1, con lo cual su potencia nunca puede ser 10.

125.Indica todos los angulos positivos y menores que 360° tales que su tangente coincida con su cotangente.

La tangente coincide con la cotangente para aquellos angulos en que su valor es 1 y —1. Luego, los angulos
positivos menores de 360° que satisfacen dicha condicion son 45°, 135°, 225° y 315°.

126.; Cuanto vale la siguiente diferencia?

sen(5n—a)—-cos(a+8n)

sen(5n—a)-cos(a +8n)=sen5rcos o —cos5nseno —coso.cos8n+senasen8r =

=SenmCcoso —COSmSen o —COS 0. COS 2T + Sena. sen2m = seno. — CoS o

PROBLEMAS

127.Un globo esta sujeto a una cuerda de 10 m de longitud. Debido a la accién del viento, el globo se ha
desplazado de la vertical del punto de amarre y se encuentra a una altura de 8 m. Calcula la inclinacion de la
cuerda respecto de la linea de tierra.

Sea o la inclinacién buscada, tenemos: sena = i = a=53°7"'48".

128.En cierta ciudad, en el mediodia del solsticio de verano, los rayos solares tienen una inclinaciéon de 73° 3.
Calcula la longitud de la sombra de un edificio de 52 m de altura.

Sea x la longitud de la sombra, tenemos: tg73° 3'= 52 = x=15,85 m.
X

129.Una seiial de trafico indica que la pendiente de un tramo de carretera es del 8 %, lo que quiere decir que en
un desplazamiento horizontal de 100 m se realiza un ascenso de 8 m de altura.

a) ¢Qué angulo forma la carretera con la horizontal?

b) ¢Cuantos metros hay que recorrer para ascender 125 m?

a) Sea a el angulo buscado, tenemos: tga = % = a=4°34" 26"

b) Sea x el recorrido pedido, tenemos: sena = E = x=1567,5 m
X
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SOLUCIONARIO

130.Desde un cierto punto que dista 20 m del pie de una torre de 10 m de altura, vemos el punto mas alto de ella
bajo un cierto angulo.

¢ Qué distancia debemos recorrer hacia la torre para verlo con un angulo que sea el doble del anterior?

|

10m
o 200 \
- —
20m
tga =19 tg2 = Ztgz“ A 10 450> x=125m
20 1-tg?a 4.1 3 20-x
4

131.Desde un punto del suelo se ve la copa de un pino bajo un angulo de 42°. Si nos alejamos 2,5 m hacia otro
punto del suelo, alineado con el anterior y con el pie del pino, vemos la copa bajo un angulo de 24°.

Calcula la altura del pino.

Sea h la altura del pino y x la distancia del pie del pino al primer punto. Tenemos:

tg42°= h

= h=x1g42°=0,9x = 0,445 = 0,9x =11125+0,445x=0,9x => x=245m=h=22m
1g24°= h 2,5+x

2,5+x

132.Dos coches, con velocidades constantes respectivas de 90 y 80 km/h, viajan por una carretera que se

bifurca en dos que forman un angulo de 82° y son rectas. Si llegan a la vez a la bifurcaciéon y cada coche
toma una de las ramas, ¢ qué distancia habra entre ellos cuando lleven 15 minutos de viaje?

Sean e1y e; los espacios recorridos por los dos coches en 15 min = 0,25 h y sea x la distancia buscada, tenemos:

e, =90-0,25 =225 km
! — X =+/22,52 +202 —2.22,5.20c0s82° = 27,95 km
e, =80-0,25 = 20 km

133.Dos coches parten a la vez de un cruce del que salen dos carreteras: una en direccion norte y otra en

direccion nornordeste. Uno de los coches toma la primera de ellas con una velocidad de 70 km/h, y el otro
la segunda con una velocidad de 90 km/h, ambas constantes.

(A qué distancia se encontraran al cabo de 30 minutos?

El angulo que forman las dos carreteras es o =22° 30’ .

Sean e1y e; los espacios recorridos por los dos coches en 30 min = 0,5 h y sea x la distancia buscada, tenemos:

e, =70-0,5=35km
1 — x =/35% + 452 _2.35.45c0s o = 18,43 km
e, =90-0,5=45 km

134.Calcula la altura de los dos edificios de la figura.

Sea x la altura del primer edificio e y la del segundo. Tenemos:

tg33°42' :%: X = 241933°42' =16 m

tg26°36‘:%:y—x:24t926°36':12 m=y=12+16=28 m
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SOLUCIONARIO

135.Dos ciudades, A y B, estan situadas sobre el mismo meridiano de la esfera terrestre,
mientras que la ciudad C se encuentra en el mismo paralelo que A. La latitud de A es
de o = 40° Norte.

a) Sila ciudad B esta 150 km al norte de A, calcula su latitud sabiendo que el radio de la
Tierra es de unos 6370 km.

b) Si la ciudad C esta situada sobre el mismo paralelo, a 30° al oeste de A, ¢qué
distancia separa estas dos ciudades?

a) Recordemos que la longitud de un arco de amplitud o grados y de una circunferencia

deradiores L = o .
180°
. 0.
00| ™ 40°-6370 +150
180°L 180° ’
+B= = =41° 21
nr 63707
b) Se calcula en primer lugar el radio del paralelo correspondiente: sen50°= ﬁ = r =4879,7 km
L=""% _ 2555 km
180°

136.Un avidn vuela entre dos ciudades, A y B, que distan 75 km entre si. Las visuales desde A y B hasta el avion
forman con la horizontal angulos de 36° y 12° de amplitud, respectivamente.

Calcula la altura a la que vuela el avion y las distancias a las que se encuentra de A y de B, suponiendo que
el avion y las ciudades estan sobre el mismo plano vertical.

Sean x,, xg las distancias del avién a A y B, respectivamente, y h la altura del avién, tenemos:

Xg 75 X, 15

= = Xg =59 km =
sen36° sen132° sen12° sen132°

= X, =21km h=xg-sen12°=12,3 km

137.Calcula el area de un pentagono regular si su perimetro coincide con el de un cuadrado que tiene 144 cm?
de area.

El lado del cuadrado mide +144 =12 cm, por tanto, el perimetro del pentadgono es 48 cm, es decir, cada lado del

pentagono mide 9,6 cm. Si a, es la apotema, tenemos tg36°=a—:>ap =6,61 cm y por tanto, el area del
P

48-6,61

pentagono es =158,54 cm’.

138.Calcula los radios y las areas de las circunferencias inscrita y circunscrita a un octégono regular de 5 cm
de lado.

360° _ 2,5

Calculamos el radio de la circunferencia circunscrita: sen 6 2 = R =6,53 cm.

360° 2,5

Calculamos el radio de la circunferencia inscrita: tg 6 = r=6,04 cm.
r

Por tanto, el area de la circunferencia circunscrita es A, = R? =134 cm? y el de la circunferencia inscrita es

A, =mr? =114 cm?®.
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139.Calcula el area del paralelogramo cuyos lados miden 10 y 15 cm, respectivamente, si uno de sus angulos
mide 35°.

El paralelogramo se puede dividir en dos triangulos iguales de area %-10-15-sen35°, por tanto, el area del

paralelogramo es 10-15-sen35°= 86,04 cm?.

140.Calcula el angulo de tiro del jugador que esta situado en el punto B del campo.
100 m

E
tgCBA=223% 05068 CBA=270 46 4
s g%e — DBC = DBA—-CBA =6° 10’ 5
tgDBA = == = 0,6732 = DBA = 33° 56' 54'

141.Las bases de un trapecio isésceles miden 10 y 5 cm, respectivamente. El angulo que forma la base mayor
con cada uno de los lados no paralelos es de 35°. Calcula la altura, el perimetro y el area del trapecio.

tg35°:L: h=175cm
2,5
5cm
2,5 Xh
c0s35°=—"—= x=3,05cm=P=211cm 35°
X 10 cm

(10+5)1,75

A= =13,13 cm?

142.Desde un satélite GPS se establece la posicion de un coche respecto de un punto de referencia fijo en la
Tierra. Las distancias desde el punto fijo y el coche al satélite son 21 364 y 29 079 km, respectivamente. Si
la linea que une el punto fijo con el satélite forma un angulo con el suelo de 71°, y la que une el coche con el
satélite, 44°, ; qué distancia separa al coche del punto fijo? ¢ A qué altura esta el satélite?

Observemos el dibujo, tenemos:

21364 km
29079 k
m h=21364-sen71°=20200 km

X+y =21364-cos71°+29079-cos44°=27873,12 km

AD = 7,2 = AD=577m
sen50° sen73°
BD _ 525 _ pp_443m

sen48° sen71°

AB? =5,77% +4,13° - 2,577 -4,13c0s (180°-73°~71°) = 11,79 = AB=3,43 m
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144. Calcula el angulo o que forman la diagonal del cubo y la diagonal de una cara del mismo.

Sea a la arista del cubo, D =+a? +a®+a® =v3a® =aV3 y d =Va?+a% = a2, por tanto, tenemos:
o

coso =—

D 3 3

= o =35°15" 52"

145. Calcula la amplitud del angulo o de la figura.

a
La figura se puede dividir en dos tridangulos iguales, ya que tienen los tres lados
iguales, por tanto:
a
T rad gt -2 1% 55033 54— o =530 7 48"
o 2 2 2a 2 2

2a
2a

146. Calcula la altura, el perimetro y el area del trapecio de la figura.

4 cm

Altura: h = 6tg 40°= 5,03 cm
Lado restante: x = 6¢cos 40° = 4,6 cm
40° Perimetro: 23,63 cm

10 cm Area: 102+4-5,03=35,21cm2

147.Un hombre que esta situado al oeste de una emisora de radio observa que su angulo de elevacion es de
45°, Camina 50 m hacia el sur y observa que el angulo de elevacion es ahora de 30°. Halla la altura de la
antena.

La distancia inicial a la antena es igual a su altura h, ya que el angulo en el
primer punto es de 45°.

Desde el segundo punto, la distancia a la antena es % =3h
9

Al ser el triangulo del suelo rectangulo tenemos:

2
h? + 502 =(J§h) =3h? = h?> =1250 = h = 35,36 m

148. Calcula las componentes px y py de la fuerza P dela figura.

p, =Psena=12sen39°=7,55 N

p, =Pcosa=12c0s39°=9,32 N
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149. Calcula, en funcion de o, las componentes px y p, de la fuerza P enel siguiente péndulo. Halla el valor de
la fuerza para el caso en que a = 30°.

p,=Psena =12sen30°=6 N

p, =Pcosa=12cos30°=10,39 N

150.Dos personas que estan separadas por 2 km de distancia, ven, sobre su plano vertical y en el mismo
momento, una nube bajo angulos de 73° 18’ y 84° 17’, respectivamente.

Calcula la altura de la nube y la distancia de la misma a cada uno de los observadores.

Hay dos posibles interpretaciones del problema.
Si la nube esta situada entre los dos observadores, tenemos:
b 2

= = b=5,02 km
sen73°18' sen22° 25'

a B 2

= =a=5,22 km
sen84°17' sen22° 25'

h=bsen84°17'=5 km

b 2 L 1005km
sen73°18' sen10° 59'

a 2 . 4-1045km
sen95° 43' sen10° 59’

h=bsen84°17'=10 km

151.Determina, en funcion del nimero de lados, las areas de los poligonos regulares de n lados inscritos y
circunscritos, respectivamente, a una circunferencia de 10 cm de radio.

o o
Area del poligono inscrito. A = n%1 02 sen@ =50nsen 360
n
. . . , 360° 180° . , . .
El lado del poligono circunscrito mide 2-10-tg on - 20tg Pt por tanto, el area del poligono circunscrito es:
()

n-20tg@-10 180°

A=—— N _100ntg——
n
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152.La maquina que representa la figura transforma un movimiento con trayectoria circular en un movimiento
con trayectoria recta. p

3m 8m

o e

N

a) Calcula la distancia que separa a O de A cuando:

i) =0 rad ii) a=m rad i) a:% rad

b) Halla una expresion que relacione la distancia OA con el angulo a.
c) Comprueba que la relacion hallada se corresponde con los valores calculados en el apartado a).

d) Calcula la distancia OA cuando:

) o= rad i) @ =2% rad i) o= "7 rad v) o= % rag
a) )a=0=>0A=8+3=11m i) a=1=0A=8-3=5m iii)a:%:OA:\/mzx/%zlﬂm

b) Aplicando el teorema del coseno tenemos:

AP? =0A%2 +OP? -2.0A-OPcosa = 64 = OA%? +9-6-0OAcoso = OA? —6cosaOA-55=0=

GCOSai\/360082a—4-1-(—55) >
=0A= 5 =3cosa+v9cos” a+55

OA =38 = -5 Imposibl
€) 0.=0= OA=3c0s0+9c0s20+55=3+/9+55=3+8= mposible
OA=3+8=11m

De igual manera, eliminando las soluciones imposibles tenemos:

a=n=O0A=3cosn+v9cos’n+55=-3+/9+55=-3+8=5m

a:g:OA:3cosg+ /Qcoszg+55 =0++0+55=+55=7,42m

d) Como antes, eliminando las soluciones imposibles, tenemos:

i) a=£:>OA=SCos£+1lgcos2£+55 :ﬂ+412+55 =10,46 m
6 6 6 2 4
ii) a:E:OA:3cosﬁ+1/900325—n+55 :—ﬂ+1}£+55 =5,26 m
6 6 6 2 4
iii) a:E:OA:3cosE+chos2E+55 :—ﬂ+1{£+55 =526 m
6 6 6 2 4
iv) a:%:OA:3cos%+ /90032%+55 :¥+ /%+55 =10,46 m

153. a) Demuestra que en cualquier triangulo ABC, rectangulo en A, se verifica que: sen 2B =sen2C

b) Demuestra que cualquier triangulo ABC que verifique la igualdad anterior es is6sceles o rectangulo.

a) B+C =90°= 2B =180°-2C = sen2B = sen(180°—2C) = sen2C

2B=2C=>B=C> Triangulo is6sceles

b) sen2B=sen2C = {“. SO R
2B =180°-2C = B+C =90°= A =90°= Triangulo rectangulo
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154. Prueba que si los angulos de un triangulo verifican que cos A+cosB=senC , entonces el triangulo es
rectangulo. ¢ Cual es el angulo recto?

~ ~ ~ A > A_ 2 A A 0_ A A —
cosA+cosB=senC:2003A+BcosA B:2sen£cos£:>2cos180 CcosA B=2sen£cos£:>
2 2 2 2 2 2
c A-B c_¢ C_ A-B c_ ¢ A-B C
= 2cos| 90°—— |cos =2sen—cos— = 2sen—cos =2sen—cos— = CoS =C0S— =
2 2 2 2 2 2 2 2 2
A-B = c = A=B+C=90=> Triangulo rectangulo en A
2 2
=7 .7. N
% = —%: B=A+C=90"= Triangulo rectangulo en B

155. Enunciado Si A, By C son los tres angulos de un triangulo cualquiera, calcula el valor de la expresion:

cotg A cotg B+ cotg A cotg C+ cotg B cotg c

1 _1—tg/2\tgé_cotg/2\cotgé—1

—cotgé=cotg(180°—é):cotg(2\+é)= — = =
tg(A+B) tgA+tgB  cotgA+cotgB

Por tanto, cotg,z\ cotgéf1 = 7cotg/ﬂ\ cotgé fcotgé cotgé y la expresion vale 1.

156.El radio de la circunferencia inscrita a un triangulo is6sceles mide 18 cm. Resuelve el triAngulo sabiendo
que su base mide 60 cm.

OB =+182+30° =35 cm
Aplicando el teorema del coseno al triangulo OBC tenemos:

352 + 352 —60?

coso =2 "2 __0,4694 = =118°= B=C=2-31°=62°= A =180°—-2.62°= 56°
2-35-35
0o
AB = 60 3AB:AC=M=63,90m B
sen62° sen56° sen56°
PARA PROFUNDIZAR
157. Para el triangulo de la figura y la circunferencia circunscrita a él demuestra la afirmacién dada en cada
caso.
. a b c y A
a) Se cumple la relacion: r = == == — (Ten en cuenta la relacion
2senA 2senB 2senC \
entre los angulos B y B') CB’
. s ) abc B
b) El area del triangulo se puede calcular como: A = ar
P

a) B=B', yaque ambos son angulos inscritos a la misma circunferencia y determinan el mismo arco.

. bsenA ~ b bsenA b a a b c
senB = ysenB=—=-—"—"——=—=r= =T = _ = _ = _
2r a 2r 2senA 2senA 2senB 2senC
b) A:labsené:labizﬂ
2 2 2r 4r
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158. Observa la siguiente figura.

<

a) Si las diagonales de un cuadrilatero miden d y D unidades lineales, respectivamente, y forman un angulo a,

. . o ) 1
demuestra que el area de dicho cuadrilatero puede calcularse con la férmula: A = EdD sena

b) Calcula el area de un cuadrilatero cuyas diagonales forman un angulo de 80° si miden 4 y 5 cm,
respectivamente.

a) El cuadriladtero se puede dividir en cuatro triangulos, como
sena(180°—a) =seno se puede escribir:

A =%sena[xy+x(D—y)+y(d—x)+(D—y)(d—x)] =%stenoc )

b) A =%Ddsenoc :%4~5$en80°:9,85 cm?

159. Considera las dos circunferencias coplanarias de la figura.

Calcula la inclinacién sobre la recta que une los centros de:

a) la tangente comun exterior. b) la tangente comun interior.
a) sena=%:>a=9° 35' 39" b) senB=61+4:>[3=56° 26' 34"
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