Sugerencias didacticas. Recursos TIC

Suma de niumeros complejos (pdgina 127)

En el archivo de GeoGebra se puede comprobar que la suma de
numeros complejos puede representarse y obtenerse geométri-
camente, como la de los vectores, mediante la regla del paralelo-
gramo.

Moviendo los deslizadores se pueden mostrar en la pizarra digi-
tal distintas sumas segun las partes real e imaginaria de los nii-
meros complejos sean positivas o negativas. También puede ser
utilizado por los alumnos para comprobar sus resultados al hacer
los ejercicios de suma de nimeros complejos.

Potencias de i (pagina 128)

En el archivo de GeoGebra se pueden ver las representaciones
gréficas de las sucesivas potencias de i para comprobar que los
resultados van ocupando puntos sucesivos en cada eje segun el
giro de 90° producido por la cada patencia.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital esta propiedad
de las potencias de / o para que los alumnos puedan comprobar
esta relacion por si mismos.

Opuesto y conjugado de un nimero complejo (pagina 131)

En el archive de GeoGebra se pueden comprobar las relaciones
de simetria que se verifican entre las representaciones graficas
de un niimero complejo, su opuesto y su conjugado.

Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital las simetrias en-
tre los nimeros complejos o para que los alumnos puedan des-
cubrir estas simetrias por si mismas.

Resolucion de ecuaciones (pagina 139)

En el video se muestra paso a paso como resolver la ecuacién del
ejercicio resuelto, calculando las raices cuartas de —1.
Puede utilizarse para mostrar en la pizarra digital cémo debe re-

solverse este tipo de ejercicio o para que los alumnos puedan re-
pasar el procedimiento mas tarde,

Actividades (paginas 124/134)

Calcula las soluciones de las ecuaciones en el conjunto C.
a) X +16=0
b) X +8x+25=0
c)x'-37¢-4=0

a) ¥ +16=0=x=+\V—16= +4;
X, =4I, x;=—4i
b}x]+8x+25=0=:x=w= —4 %3
X =—4+3} x,=—4-3i
¢) x*' — 3x" — 4 = 0 Si realizamos el cambio x* = t:
Obtenemos la ecuacion de segundo grado
F-3t—4=0=t=4yt=—1
Deshaciendo el cambio, se tiene:

X1=2, X1=—2, X3=ir X.= "f.

SOLUCIONES DE LAS ACTIVIDADES DEL LIBRO DEL ALUMNO

Calcula los valores de las potencias siguientes.
a) i’
b)
c)

a) Dividimos 19 entre 4 y obtenemos de resto 3; por tanto,

==

b) Dividimos 29 entre 4 y obtenemos de resto 1; por tanto,

:‘29

=j'=i

¢} Dividimos 56 entre 4 y obtenemos de resto 0; por tanto,
56 Fil
r=i=1

Dados los niimeros complejosz=3 = 2iy w =4 + i, calcula.

a)z+w fl -z
bz w g) —w
c) z/w hlz
d)/z i) @
e) 1w i z'w

alz+o=3-2M+@A+N=7—i
blz-o=3-21-4+0=12+3I—8i+2=14—5i

gZ_3-2_3-2 a-i_10 M.
W 4+ 44+ 4-i 17 17
oX M 3 v 5.3,
3. 8-2 3+2 13 13 13
11 4—i _4-i_4 1,
n . R e T
f) —z=-3+2j
g) ~w=—-4-—|
hET=3+2
D o=4-j

JZ wo=03+20-8+0)=12+3/+8—-2=10+11}
B calcula.

a) (2-20)°

b) (3 —4iy

a)2-2=2—-2-(2—-2)-(2 = 2)* = —8i-(—8i) -
- (—8i) = 512i

b) (34 =3 -4 -(3-4i)=(-7-24) - (3 — 4i) =
==21—-72i+28i—96 = =117 — 44i
Expresa los siguientes nimeros complejos en forma polar.
a)—-3+2i
b) —ai
¢) 5 (cos 20° — i sen 207)
d) La unidad imaginaria positiva.

a) =3 +2i=m=V(-3P+2*=Vi3tga ﬂ~_33-
= a = 1463099 =

b) —4i = 4,

¢} 5(cos 20° — isen 20°) = 5(cos (—=20° + isen (—20°) =

=530 = 530
d)i= g

@ Expresa el nimero complejo 3 (cos 150° + i sen 150°) en
forma binémica.

131463

Sustituyendo sen 150° y cos 150° por su valor se obtiene:

' V3 3
3(cos 150° + isen 150%) = ——2—+3;

5. NOmeros complejos m



Calcula el opuesto y el conjugado de los siguientes nidme-

ros complejos, expresandolos en forma polar.

1
a)z=1-V3i b) z= 7 (€05 200°+i5en 200°) €) z=4_5
Expresamos en primer lugar los nimeros complejos en forma

polar:
a)z=1-\3i=2p =7 =24 ~2= 2

b)z= 1 (cos 200° + i sen 200°) = (l
2 2 Jaoo

(o3

€) 2=4_ (5= 835 27 =4y, —Z= 4ys

Dados los nimeros complejos z = 3,.. y w = 4,,, calcula:
alz+w ¢) z/w e) lw g) —w
b)z:w d) 1/z f) —z h)z

a) Para sumar los dos nameros complejos en forma polar es
preciso, en primer lugar, expresarlos en forma bindmica:

z=3;.=3(cos75° +isen75%) = 0,78 + 2,90

w = 4yq. = 4 (cos 20° + j sen 20°) = 3,76 + 1,37i

z+ w = (0,78 + 2,900) + (3,76 + 1,37)) = 4,54 + 4,27i
b)z-w=3;. 4= 124

€) = =3/ = (3)
6] 5"
5
3 Jamse

4 /s
(]
4 [

1 _1e _(1
) 2-3}5. (3)—-?5'

1 1o 1
wieiieg),
fl =2=3 0 = 355
g) —w =40, 15 = dagor
h)Z =3 ;4= 35

Calcula la potencia cuarta del nimero complejo 3 — 3j,
expresandolo previamente en forma polar.

3-3ism=V3+ (-3 =V181qe 5%3=>a=315°
B3-3)' = (\ﬁ-éms')‘ = 324450

Calcula (=4 + 2i)?, expresindolo en forma polar.
2
—4+2imm=V(-4+2=V0itga=—,
= a=15343"
5
4+ 2‘15 o (\@153.43') <t (300\/5)&7.1}-

Calcula las raices clibicas del nimero complejo 8 — 8i.

Expresamos, en primer lugar, el nimero 8 — 8i en forma polar:

-8
8—8i=m=V8+(-8=V128tgua = T-m—;a = 315%
8 — Bi = V1285

El médulo de las raices ciibicas de 8 — 8i sera:

Y28 = V128 =2V2

Y sus argumentos:
315°
= = 105°
oty 3
315° + 360°
= =225
oty 3
315° + 720°
iy s T 345°

Las tres raices ctibicas de 8 — 8ison:

5 6 6
2V 2050 2V 2357 2\/5;45'

m Trigonometria y nUmeros complejos

[B cCalcula las raices quintas de 32.
El ndmero 32 en forma polar es 32,..
El madulo de las rafces quintas de 32 es \5@3 =2,
¥ sus argumentos:

"o 0" +1080° __
SRS o, = —=

=g 4 5

° + 360° 0° + 1440°
et O i D VO i

5 5

0° + 720°

o= = 144

Las raices quintas de 32 son: 25, 275, 2y 221600 2oss

Ejercicios y problemas (paginas 140/142)

Ndmeros imaginarios. Forma bindmica. Representacion
grafica

ll Representa graficamente estos nimeros complejos e indi-
ca cuéles son imaginarios puros y cudles reales.

3 -4}, =7, -V3,V=3, -1 - -1 +:,%—~;—:,3

Imaginarios puros: —7i y \/ —3; Reales: -3 v3
| SRR R S DR e A

Escribe los conjugados y los opuestos de:

Tie
3—i, 2+4i, =5 ———i
I, 1, I, 2 3!
. ; P W :
Conjugados: 3 +i, 2 — 4i, 5i, 5 i —?;-r, respectivamente.

; s BN :
Opuestos; —3 + i, —2 — 4i, 5i, 3 + ?’ respectivamente.

Representa graficamente el conjugado y el opuesto de los
siguientes nimeros complejos.
a)z=—4+3i c)z=4 elz=3—4i
b)z=-7i djz=-1-2i flz=0




{Qué tienen en comtn los nimeros complejos de afijos
{41 0:': {_41 o}: (Oi 4] y {OJ _4]’ iPOI QUé?

Estdn situados sobre los ejes de coordenadas a igual distan-
cia del origen. Su médulo vale 4.

Resuelve las siguientes ecuaciones,

a) ¥ +36=0 €l xX=27=0

b) ¥ -36=0 d) X' —4x+5=0

¢A qué campo numérico pertenecen las soluciones?

a) ¥ +36=0= x=*\ —36 = x= +6i, las dos soluciones
son imaginarias.

b) ¥-36=0=x=1%
reales.

36 = x = %6, las dos soluciones son

3
¢) ¥ —27=0= x=Y\27=3, que es una solucién real, pero
en el campo de los complejos esta ecuacién tiene tres
soluciones, que son:

X =27y

30——
\/‘_
\I'{Z?Q- 311&‘— __g_+ 3_f
3 3\/_

_-_‘—i

3
wr =T

4+V-4
2

d) ¥ —4x+5=0=x= =2+

Por tanto, sus dos soluciones son complejas.

Resuelve la ecuacién x* — 2x + 10 = 0 y comprueba que las
raices obtenidas la verifican,

De forma anéloga al Gltimo apartado del ejercicio anterior:

2+ V=36

—y
2

Sus dos soluciones son complejas.

X —2+10=0 =x= x=1+3i

Para comprobar que, efectivamente, son soluciones de la
ecuacion sustituimos:

(14307 =2-1+3)+10=1+6i
(1=3iP—

—9-2—-6i+10=0
2:-(1-3N+10=1-6i—-9-2+6i+10=0
Determina las soluciones, en el campo de los nimeros
complejos, de las siguientes ecuaciones.

a)X+1=0 )X —4ax+29=0
b)x'-81=0 d)xX —5¢+4x—-20=0

a ¥ +1=0=x=+V-1==

b}x‘ B1=0=x"—81=0p"+9)0—9=x, =3

=3i,x;=3x,=-3
-+ b - .
dxz"-4x+29={)=,x=4—”16 116 _ 410
2 2
=x=2+5x=2~5

d) @ —5¢+4x—20=0
Primero aplicando Ruffini tenemos:

1 =h 4 20
5 5 0 20
1 0 4 1]

El polinomio dado lo podemos factorizar:
X =5 +4x — 20 = (x — 5)0¢ + 4)
La soluciones de la ecuacién polinémica dada son:

X =5x,=—2ix3=2

Operaciones con niimeros complejos en forma bindmica

Efectuia las siguientes sumas en forma bindmica.
a) (=2 +3i)+(7—4i)

1 d 3 .
b)(3-31)+(2 -1
o (V2+V5i)+(V2-5V5i)
a) 5—i
b) 2—4i
o 2V2-4V/5i
Calcula los siguientes productos.

a) 2+3i)-3-5) o (V3+i)-(V3-i)

1
w(;-;)-(%n:) d) (V2 +V2i)
a) 21 —i
19 1
__+.._..'
b) s t7
c) 4
d) 4i
Efectda las siguientes operaciones.
a) (3=2i)-(3+i)—(1-=2i)-(4+2i)
4—=2j
b +(2-2i
ryeThaintl
a) 3+ 3i
8 4,
13 13
Realiza las siguientes operaciones.
al [(3—2)-3+i)—(1—=2i}-(1+2] (5 +4i)
2
b
) 3=
Va4i
c) >
d}1+ﬁ,
]
a) 42 + 9i
3 1.
b}g ?f
o —-1+V2i
d)V5—i
D t S N dea + bi
emuestraquees 55 — —5_zielinversodea + bi.
1 1 a=bi_a-bi _a b .
a+bi a+bi a-bi a+b d+b ad+b
3 2i 2+ 3i
CaEcuIa.zui+2+f 142
3 2:' 243 2+4i B-—i 10-12i
] = —3]+ e =
i 2+.- 1+2i 5 5 5

Dados los niimeros complejos 3 — biy a + 2j, calculaay b
para que su producto sea 7 + 4i.

(B3—-bifa+2i)=7+4i=3a+6i—abi+2b=7+4i
3a+2b=7

= 6—ab=4—>a=%

Sustituyendo tenemos:

E+2b=7==-2b1—7b+6=o=:.[ S ———

b b=3R=a=4/3

5. NUmeros complejos m



[H calcula.
1+ (2+0-(1 —2if
gy e =2
ﬁ)n_az ) 2—i
7 24
& b =i
a) —1 5 5!
[ calcula.
ai®  B)i* Qi A e Hi?
a) i®=i
b}fmﬁ:i
g i =i?=—1
d)i®=i"=1
1 1 =i
L T
1
f B o sk
j‘ ,:1 =9 L
6+ mi
Determina el valor de m para que el cociente ———= sea
iguala 1+ 5i.
6+mi_6+mi 1+i 6+6i+mi—m _
T=i =~ T%i 2
i 6-m=2=m=4
=BT L mf=‘!+5i=='{
3 6+m=10=>m=4

[B Determina el valor de a para que (a — 5i)" sea un nimero
imaginario puro.
(a— 50 =a"—10ai— 25
Para que sea imaginario puro la parte real @ — 25 = 0
=a=5a=-5

B Halla b para que el producto (3 + bi)(3 — 5i) sea:
a) Un nimero real.
b) Un namero imaginario puro.
(3-+bi)(3—50)=9— 15+ 3bi + 5b
a) Paraqueseareal: =15+ 3b=0=b=5
b) Para que sea imaginario puro: 9 + 56 =0=b = —-9/5

4= ki
FI] Halla el valor de k para que el nimero ( .~ ;) +i*® sea ima-
ginario puro.

4—ki o
Si "3T:, - *% es imaginario puro, su parte real debe ser nula.
i = = —, por lo tanto, si operamas:
4=k o 3=i_ —3k=4+ k1)
3+ 3—i 10

—3k"4:ﬂ=&k=T4

3 i
Calcula el valor de x para que el complejo - ——-:

a) Sea imaginario puro.
b) Sea un nimero real.
c) Tenga su afijo en la bisectriz del primer cuadrante.
3—-2xi 4—37 12—6x+(—8x—9)i
4+3i 4-3 25
a) Si ha de ser imaginario puro, su parte real debe ser nula:
12—-6x=0=x=2
b) Si ha de ser real, su parte imaginaria debe ser nula:
—-8x—9=0= x=-9/8
¢) Si su afijo debe estar en la bisectriz del primer cuadrante,
deben ser iguales la parte real y la imaginaria:
12—6x=—8x—9 =x=—-21/2

€9 Trigonometria y nomeros complejos

x+i
Calcula el cociente =

= y determina el valor de x para que

el médulo del complejo resultante sea Va.
Operando se obtiene:
x+i 2—i Ix+1 2=x,
T = il I
2l 2=l 5 5
Si el médulo debe valer V2, tenemos:

e (BT

5 5

5745
2=
25

2—-(1+x)i i i
—J:—f.ﬂi es real. Calcula x y obtén el niimero.
Operando se obtiene:

2-(1+xi 1+xi 2+ +txx+@x—1-x)i
i 1 +x?

=5 —45=0, x=+*3

El niimero

1=xi  1+x
Siesreal:2x—1—x=0=x=1

2-2fi 201 -
i_21-h_,

1—] 1—i

Sustituyendo: n =

Calcula el nimero real @ para que el nimero complejo
3 - 2ai

= esté situado en |a bisectriz del primer cuadrante.

Para que un namero complejo tenga su afijo en la bisectriz
del primer cuadrante, sus partes reales e imaginarias deberdn
coincidir:

3—2ai 4+3i (12+6a)+(9+8a)i

4-3 4+3 25
=124+60=9—-8a=14a=-3=a=-3/14

Forma polar de un nimero complejo

;El producto de dos nimeros complejos es real?
a) Si son conjugados, si.
b) 5i son opuestos, si.

¢) El producto de dos niimeros complejos nunca puede ser
un nimero real.

Indica y razona la respuesta correcta,
a) Si son conjugados, si, ya que m, -m_, = m’,, que es un
ndmero real.

Si dos numeros complejos tienen el mismo afijo:
a) Tienen el mismo argumento.
b) Tienen modulos proporcionales.
¢) Su cociente tiene como maédulo 1.
Indica y razona la afirmacién correcta.
Todas las respuestas son correctas.

{Qué tipo de gréfica forman los afijos de los niimeros com-
plejos que tienen el mismo argumento?
Forman una semirrecta con origen en el (0, 0) y pendiente la
tangente del argumento de los complejos,

(Se puede decir que un nimero complejo es real si su argu-
mento es 7?7
Si su argumento es 7 el ndmero complejo esta situado sobre
el eje real, en el semieje negativo.

FEl Siz = m,, ;qué relacién tienen con z los niimeros comple-
josm, e ym._?

—Z=Myspery Z=M,



{Qué relacién existe entre el argumento de un complejo y
el de su conjugado? ;Y con el de su opuesto?

El argumento del conjugado es el mismo cambiado de signo
y el del opuesto difiere en 180°,

Calcula el médulo y el argumento de los siguientes nime-
ros complejos, representandolos previamente:

a)2-2i c) 2i e) —2i g) =2 + 2i
b)2+2i d) —2-2i f) 2 h) -2
T ok
I— — |l i =1 = e e e o
) |2 |,
e e R g 22
] ! i
——te __.I,;.._ .i__.i. - _i_ I S S—
P | N
-2 -i1 o 1 {2 | R |
1l -' '
I B e S L O N 212 =
) .
S [ N L 0 . )
ENEEEENERRER
a}z=2—2i=>m=\/§=2\6,tg{x=(_Tz)={—1}

= = 315° puesto que su afijo estd en el cuarto cuadrante,
2= (2@315' = (2@?@:

2
b)z=2+2 = m=2v'i,tgu=(—i)=a
=a=45°= = rad, puesto que su afijo esta en el primer

cuadrante.
z= (2\'6)45' = (2@11-;4

c) z= 25=:Hr:'1=2,icu=9\t'J°=—;£rad::-z=29.,-=2,,,rz

d}zm—2—2I=:m=2\5,a=225"=§41rad

= 2= (2V2) s = (2V2)s,.4
e)z=—-2i= m=2,9‘.=2?0°=37ﬂ rad=z= 2,;. =25
fl z=2om=2,a=0"=0rad=z=2,.=2,
glz=-2+2i=m= 2\/3.tga=722-= el

= a = 135° puesto que su afijo estd en el segundo cua-

drante.

Z= (2\5)135' = (2\/6)3«;4

hlz=—2=m=2,0=180"=7mrad = z=2,5=2_

Expresa en forma polar y trigonométrica los siguientes
complejos.

a) —2V/2-2\/2i
b) 4i

¢ 4—a4\/3i

d) 3 +3i

: 5 5
a)z=-2\2-2 2.=4m=4(cos~;— +FsenTW)

b}z=4i=4m=4(cos%+1'sen%)

c) z=4—4\/§:’=35,ﬂ =B(cnssTﬂ+isensT1T)

d)z=3+3i =(3\/§)m,. =3\2 (cosg +isen§)

Expresa en forma bindmica estos complejos.

a) 3ir d) 8=
B 3

b)1= e) 3=
5 3

c)2._

m . 37\ 3V2 3V2.
aj31=rﬂ—3(COST+ISEHT)~—T+Tf
T . s '\/5 1

= —_ o EPT pn
b) 1./ = cos et = ¥

c) 2_=2cosw+isenw)=—2

4 L
d) 8, = a(cos = +isen —;—r—) =—4-4\3

e) 3, =—— +—=j
) 3e 2 2

Expresa en forma binémica los siguientes nimeros com-

plejos.

5 S5
2 .—_+' s
a) (cos 3 isen 3 )

3 3
b) 3\/5 (cos —43 +isen Tﬂ)

c) 3(cos3+isen3)

5 5
a) 2(::05-?}rr +Isenv?w)=1 -\3i

b) 3\/5(.:05%“ +isen -341) =—3+3

c) 3(cos3 +isen3)=—2,97 +0,42i

Representa grificamente estos niimeros complejos.

a)3-2i

b)4+2i

c) -1-3i

d) —4—i

e) 4,

fj 32'"1‘

g) 2 (cos 150° + i sen 1507)
h) 2 (cos 45° — i sen 45°)

—ree ——ey

T T T T T T T T 1 7]
| | | | | | | ‘|
I s W O D N -9
BEER RN
i_ — ;. - . | a . P ._—-——-I-..-.-._i—-.—_il,-_-_-? 4—+|—2|—i
} | ! | |
etk | " B S S T S |
} | | i
B | ]
T | T :
Lo o 1 b 'R
F—g— gt - ———‘-—— ———| ~——
| [ |
e T EE
. L] | |
| R = . . =5
| | | [ |
I Ty ML (- ) (o L]
‘. 4‘5‘
2 (cos 150° + i sen 150° = 2,550 .+
., ;\
@ 1 2 3 @4 5

"® 2 (cos 45° — i sen 45%) = 2,

5. Nomeros complejos @



Efl Calcula el conjugado, el opuesto y el inverso de los nime-

ros complejos del ejercicio anterior.
alz=3-2i
zZ=3+2

=—1+3i
—z=1+3i

1 1 3
z 10 10
dlz=-4—i
Z=—4+]
—z=4+]
1 4 i
z 7 17

EWHENEN

g) z =2(cos 150° + i sen 150°)
Z = 2(cos 150° — [ sen 150°) = 2(cos 210° + i sen 210°%)
—z = 2(cos 330° + i sen 330°)

1

- =l(cos (—150°) +isen(—150%) =
z 2

=*—‘IE(cc.'nz'.El{)" + isen 210°

h) z = 2(cos 45° — i sen 45°) = 2(cos 315° + i sen 315°)
Z = 2 (cos 45° + i sen 45°)
—z =2 (cos 135° + i sen 135°)

1 1
— =—(cos (—315°) +isen (—315%) =
z 2
1
- 7 (cos 45° + i sen 45°)

Calcula el valor de m para que el niimero complejo m + 4i

5 5V2
tenga el mismo mddulo que — — ——i.

Va2 2

Hallamos primero el médulo de m + 4iy lo igualamos al mé-
5V2

5 ) ; _—
dulo de — — i. Mediante este procedimiento obtene-

V2

mos el valor de m:

7 25 50 :
Vmt+16= T+T=,m =9=m==3

Por tanto, los nimeros complejos serfan 3 + 4iy —3 + 4i.

m Trigonometrio y nUmeros complejos

Operaciones con nimeros complejos en forma polar

Resuelve los siguientes productos.

1
d) [4]{5* lzl%' (;)‘_

e) 2+ 2:‘}'(\/1._")_1
3

f) 62,

a) (3]%' (2}%

€) =35,

al 354 2. = 614z

b) (V2).* (%é)s,,} =15 =14

€) =3 545 = 3yep Sus = 15355

1 8
d) 4y 250 (E),, = (g)mm

e) (2+2i): (\/i)m = [:2\'/5)-.41 . (Vs)m =47z
£) 62,0 =6p 2y = 12,
Calcula los siguientes cocientes.

10=
3

w ﬁi 124
a) B b 2 « o d) i
3
10,,
a) 2, 5,
2.
b) ‘:; =1
6
<) = =320 =3
2
d) 12;“' i IR o S
Calcula.
1 1.\
— H ‘ —— — M
a) (3 — 2i) c) (2 2:)
5
b) (V3-i) d)(2+iy

a) 3-2i)= (3—-21(3-2 = (9-12/—4)(0—12i—4) =
=(5—12/)*=25—120i — 144 =—119 — 120i

b (V3-i) =(V3-i)(V3-i)(V3-i)=
=(3-2V3i-1)(3-2V3i -1)(V3-i) =
= (2-2V3)Y(V3-i) = (-8 -8V3i)(V3-i) =
= —16V/3 - 16i

, (1_1-)1__1.

[ o 2 2: = 2!

A2+ =2+iR2+h=0@B+4-12+i) =
=B+4NR2+)=6+3+8—4=2+11j

Calcula.
a) (1 — 2i)* c) ‘\«‘4 —81i

1+ i\/fs_‘ 1 s :
) d) V3V3 +V3i

52
a) (1-2)"= (\/gzgs,sr- = 52629&,51'-52 = 5263111,64'

b) (1 ~ :’\{5)‘1 = ("'?'EE.'“)U &S zﬁ[w—ﬂsu-!z = zsm' = —64
L \/5315'
<) Y —8li= \'4 Bl = 37 3155 Jaarss Jamse
d) V33 +V3i = V30,0 =
= %m-i %?5.59'-' \1?3_0143,594 %2 I%?';%ﬂhﬂ’




Calcula el médulo y el argumento de:

(=1+V3) - (Va+i) - (VB=D) 4+
Calculamos cada factor paso a paso, trabajando en forma
polar:

z=—=14+V3i = m=V(~112+V3=Va=2

tga = —V3=a =120°, puesto que el afijo esta en el se-
gundo cuadrante.

Por tanto:
(=1 +V3i) = 20 =840 = 8,
Z = VE +i=2m=2

1

tga = T:o a = 307 puesto que el afijo estd en el primer
3 cuadrante.

Por tanto:

(V3 +i)' = @up)* = 16130
z3=\/§f-i = m=2

1
tga = ——V:== o = 330° puesto que el afijo esta en el cuar-
3 to cuadrante.

Por tanto:
V3-i=2,,
L="==—j

Sustituyendo v realizando las operaciones que se indican, se
obtiene:

2°2 23 + 2, =8y 16130 2350 — | = 25650 — 1 = 2560 — i =
=256i — j = 255f
Por tanto: m = 255, &« = 90°

Resuelve las siguientes potencias.
4 | 50
a) [(\E)g] b) (cos I +isen 1) c) (1 _:11)
3 6 6 2
o4
a) (\E m‘:) = O4uns

b) cos— + i sen — !—cus"—THsen-E
6 6 2 2
c '“3-#2}5“ =T = 1q

Representa graficamente las seis primeras potencias del
nimeroz=2—2i.

z=2-12j 2 =64, 50 =64,y

2 =2V2, 2 =128V/2, 35 = 1282,y
£=85;w=31?u' 2" =512, 450 = 5124

2 =16V 20 = 16V 25
14

51240

128235
o.,..

5‘4”" ’ 2\5:15-
16¥Zse | ™ By

Y

[H Calcula las siguientes raices.

46

a)'\/m
b) V=i

c) v’sz?
d) V=625
eJ'\Jfﬁ

f) V243,

a) Hay dos raices con médulo V3, y argumentos:

a

3
Oy = — =—
V2 6

i

il

3 » 7
R TR

Por tanto, las raices son:

\/gm ¥ \’ghms

b) Existen dos rafces cuadradas de —i:

V=i=V1gp=

1 135*

1315'

({/{_)15?.5'
c V2-2i= V(\/§}31s-= <(;)
8

31375
San
@ ﬂﬁ:x@_ég
e
21.1'6
el \J/E = '\3/8,,_,2 = < Zein

29::6
312"
; Boo

f) V243 .= 3is50
.
3300'

Calcula.

a) V1+/3i

b) (1 — i)™

k]
) \)’—'i i B

+/3i

d)VV3+3V3
al { 1+ -\/if = 'v's p ] \E?Elr; \}Ear: {5155'? {5223'? ﬁlun'
b) (1 - = (\’5.115')“' = ": ﬁsﬁs‘
B B B
= @33,75-3 @1;3_75-} \f3_2m;5-; ﬁ}ua,rs-

V=1+i _ V (V2)sssr) _ 82 _ 51
“Vivs | Vawr ‘/; (“)w
( y 1’2)15'7-( y ”2)?5-?(\3/@135-3 (m)m»’ (m)zss-i

(V172)s.s

d) 3+ 3\X§f = G 6gpr = %15-} %10;? %195-5 %1,;5-

=

4

5. NOomeros compleios @



Resuelve las siguientes ecuaciones.

a)z*+81=0 d) (z+1)7+25=0
b)'+22+1=0 e) 2+ (3=i)+(2—2i)=0
c) #+32z=0 fl Z2+2+152—=17=0

a) z* + 81 = 0 debe tener cuatro soluciones en el campo de
los complejos.

4
z="Y—81. Escribimos —81 en forma polar, esto es, 81,4,
con lo que las soluciones son las raices cuartas de este nu-
mero complejo:

i 355
z= \/3_1130' 335
33

b) z* + 22 + 1 =0, trabajamos como con las bicuadradas, pe-
ro en el campo de los complejos.

-2:xV4-4

Hacemos x = 2, con lo que x= =—1, que es

una solucién doble.

Pero z* = —1, con lo que las soluciones de la ecuacion son:
iy —i, ambas dobles.

¢) Z*+ 32z=0, debe tener seis soluciones en el campo de
los complejos.

&
2z +32)=0= z=0y z=V —32. Calculamos las raices
quintas de —32, expresando previamente este nimero en
forma polar: 32,4

2.

5 éé 2108
z=V(32) 2,500
2352

Las seis soluciones son 0, 2yg, 208 210w 22620 ¥ 2azen

d) (z+ 1) + 25 = 0. Esta ecuacidn tiene dos soluciones en el
campo de los complejos.

z+1)P=-25=z+1=
Es decir, las dos soluciones son:
—145iy=1=5j
e) z* + 5 —3i= 0 debe tener dos soluciones complejas.
Z2=—5+3i,porloque:z="V(—5 + 3i)

Expresamos el radicando en forma polar y averiguamos
las dos rafces que seran las soluciones de la ecuacién.

—25=z=—14£5j

3 ;
m=V34tga= —E:-u = 149,04°, pues su afijo estd en

el segundo cuadrante. Por tanto:

7= \/(_—_5_:-3_:} =V {\/ﬁm.m'] =

V34,5 = 0,64+ 2,330

= a4
< V34,505 = — 0,64 — 2,33i
Asi pues, las dos soluciones de la ecuacion son:
0,64+ 233iy —0,64 — 2,33/

f)] 22+ 2%+ 152 — 17 = 0, esta ecuacién debe tener tres solu-
ciones complejas.

Por Ruffini obtenemos la primera solucidén: z=1= 1,
El cociente, 22 +22 +17 = 0, debe tener dos soluciones,
—2+V—-ea -228i
TIIE
Asi pues, las tres soluciones de la ecuacion son:
1,—1+4iy—1-4

zZ= —1*4

m Trigonometria y nUmeros complejos

Problemas de aplicacion

Calcula el inverso de estos nimeros complejos.
a}' Sm«.. b} 6" CJ 2 = 2:'

;Qué relacién hay entre los médulos de un nimero com-
plejo y los de su inverso? ;Y entre los argumentos?

1 1 1
sl
2“'2!' '\/ERIE‘ \/E —315"

Los mddulos de un nimero complejo y de su inverso son in-
versos y los argumentos opuestos.

Halla los complejos que cumplan que el cuadrado del in-
verso del opuesto dividido entre (1/8),,. dé 2i.

Si z=m, , el enunciado pide averiguar los complejos z que
cumplen gue =1 =2.
S [_(m..]] 8w

iy nll R

2
= (—) , sustituyendo tenemos:
IE0° — 2o

m

Q) Q). -2

= (L](2)-2y360- 2020 0
m 8

de lo que se obtiene: m=2 y a= 120°

Asf pues, los complejos son: 2,500 4 4. 150 KE Z

Determina dos nlimeros complejos z, y z; sabiendo que su
cociente es 3, que la suma de sus argumentos es /3 y que
la suma de sus médulos es 4.

m m
—=3=—=3ya—B=0°
m' m

-B=0°
w=h = a=30° p=30°
a+ p=60°
m=3m’
{ = m'=1, m=3
m+m'=4

Los ndmeros son 355y 156~

Calcula dos complejos cuyo cociente es 4, sus argumentos
suman 40° y la suma de sus modulos es 14.

Sean los complejos m,, y n,,.

Su cociente es 4, es decir 4,., por lo que tenemos:

m
—=4ya—pB=0°
" ya—P

La suma de sus argumentos es 40°, por lo que tenemos:
a+ p=40°
La suma de sus moduloses 14:m +n=14

Agrupando las ecuaciones deducidas del enunciado en fun-
cion de sus incagnitas, se abtiene:

min=4 56 14

= m=—n=—
m+n=14 5 5
u—B:O“ o o i a
{a+B=4U“ = a=20°%p=20

Por lo que los complejos buscados son:

e
- 5 :o'y K 5 Jar



Calcula dos nimeros complejos tales que su producto sea
8iy uno de ellos sea el cuadrado del otro.

Sean los complejos m, y ng. Su producto es 8i, es decir, 8,;:
M Ng=8p=>m-n=8yun +|';!-=%r

Uno de ellos es el cuadrado del otro;
m, =gl =n)y=>m=n'ya =28

Agrupando las ecuaciones deducidas del enunciado en fun-
cion de sus incagnitas, se obtiene:

m-n=8

[m=n: = m=4n=2
a+p=m2 _m,_m
{ﬂ=2ﬁ SRR

Con lo que los dos complejos buscados son:
M, =4 5y ny=2
El producto de dos nimeros complejos es 3i, y el cubo de
uno de ellos dividido por el otro es 1/3. Calcdlalos.
Sean los complejos: m, y n1,. Del enunciado se deduce que:

m
m,,-nﬂ=3m=>m-n=3ya+ﬁ=3

3 3
L L T
n_u_(3)ﬂ'= n y3a B—U

Agrupando las ecuaciones deducidas del enunciado en fun-
cion de sus incognitas, se obtiene:

m-n=3

m 1 =m=1,n=3

n 3

-:na+|3=E ks 3w
2 sa=—B="—1

3a—B=0 8 8

Con lo que los complejos son:
My = Tom Ny = 330
Dos nimeros complejos tienen el mismo maédulo, sus argu-

mentos suman 50° y uno de ellos es el conjugado del cua-
drado del otro. Calcilalos.

Sean los complejos m, y n,. Del enunciado se deduce:
m=n,a+p=50°
m, = [(ng)*] = [(n%)26] = (N300 — 29 => M = 1%, @ = 360° — 28

Agrupando las ecuaciones deducidas del enunciado en fun-
cién de sus incognitas, se obtiene:

m=n

[m=nz =m=1,n=1

a+ B =50° - _
[a=360°-23 = oa=-260"=100°% B =310°

Con lo que los complejos son:

My = T M = Taer

Determina los nimeros complejos que cumplan que el cu-
bo de su conjugado coincida con su opuesto.

Hay que hallar la expresion de los complejos tales que el
cubo de su conjugado coincida con el opuesto, es decir:
(Z)V =~z

Siz=m,, el enunciado se traduce en:

(Magy— o)’ = Mgy .o =M’ =my 3(360°—a) = 180° + «

m =1, puesto que no consideramos la solucion trivial m =0,
ym=0.

3(360° —a) = 180° + ot = o = 225°
Por tanto, los complejos buscados son:
Z2= e s w0 KEZ

Hi Calcula todos los nimeros complejos que cumplan que el

cuadrado de su inverso sea el opuesto de su conjugado,
Hay que encontrar la expresion de z € C, tal que:

1 2
z
5i z=m,, esta igualdad se traduce en:

1] 2
(m“) = =M _ ) = Mg .

wasmaf o e e

tenemos:

(;:E)J-{!ﬂ"—n} R ™
y 720" —-2a=180"—«
de lo que se deduce que:
m=1ya=180"+k-360°, ke #
Por tanto, los complejos buscados son:
Z=Vper s kEZ
Una de las raices cibicas de un nimero complejo es 8i.
Calcula dicho nimero y las otras raices.

Dado que Bi = 8., es una de las raices clbicas, z= [390.]3 =
= 5125 = —512i, y haciendo uso de la interpretacién grafi-
ca de la radicacién en los complejos, se puede deducir que
las otras dos raices son: 8,;;. ¥ 83

3
Encuentra el nimero complejo que sumado a (—\/i+ :'V’E)
da como resultado 4 (cos 315° + i sen 315°). Expresa la solu-
cion en forma polar, bindmica y trigonométrica,

Dado que hay que sumar, es conveniente trabajar en nota-
cién bindmica o trigonométrica.

(@ +bi) + (=VZ + V2i) = 4(cos 315° + i sen 315%

Primero se calcula la potencia del binomio (-—\/5 + VE!}
para lo cual es conveniente usar notacién polar:

3
]

m=2,tg = —1=>a = 135° puesto que el afijo estd en el
segundo cuadrante.

Por tanto: (—V/2 + \51')3 T e e T

= B(cos 45° + i sen 45%)

Aislando el complejo buscado:

a + bi = 4{cos 315° + i sen 315°) — 8(cos 45° + i sen 45°)

2 8V2
2

a=4cos315°—8cos45“=——72.—__2\/5

Vay V2
b= 4 sen 315° — 8 sen 45° = 4(—7)— 372 =—6\2
Es decir: a + bi= —2V2 — 6\/2i
Buscamos el médulo m = 41/5
tga=3= a=25157"
Con esto el numero complejo buscado es:

a+ bi=—2V2 - 6V2i = @V5)y, 0=

= 4\/5[(05 251,57° + i sen 251,57°)

Dados tres nimeros complejos, 2,, z, y z,, sabemos que z,
es el conjugado de z, y que z; es el conjugado del opuesto
de z,. ;Como son entre ellos z, y z,?

La transcripcién del enunciado es:
=7
z=(—5)
Se deduce que la relacidn entre z; y z, debe ser:

a=[EN=-7

5. NUmeros complejos m
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Calcula sen 4« y cos 4a utilizando la formula de De Moivre.
La férmula de De Moivre es:
(cos o + i sen o)” = cos no + i sen na
Aplicamos la formula a una potencia de exponente cuatro:
(cos e + i sen a)* = cos 4e + i sen 4o
Desarrollamos el primer miembro y se obtiene:
(cos o + i sen a)* = (cosa + i sen)® (cos a + j sen)® =
= (cos’a+2icos - sena— sen‘a ) -
< (cos’o +2icos e sen o —sen’ «c) =
=costa+2icos’a- sena — cosPa - sena+
+ 2jicos’ o sena—4costa - sen’ o —
— 2icosw:sen’ o — senfa-cos’ o —
— 2icosa-sen’ o +sen* o
Igualando:
cos dce + i sen 4o = cos* o — 6 cos’ @ - sen’ o + sen’ o +
+ (4 cos’ a - sena—4cosa-sen’ o)
Por lo que:
cos da=cos' « — 6 cos’ o - sen’ o + sen* &
sendae=4cos’ o sena—4cosa - sen’ o
Comprueba las formulas del seno y el coseno del éangulo
doble demostradas en la Unipap 4 empleando la formula de
De Moivre.

(cos a + i sen a)’ = cos 2a + i sen 2a
De forma anéloga al ejercicio anterior:

(cos u(+ isena)=cos’a+2 cos o (i sen a) + (i sen @)’ =
=cos?a + (2 cos o - sen ali — sen® a

lgualando:
cos 2o + i sen 2o = cos® o + (2 cos o - sen a)i — sen’ «
Con lo que:
cos 2a = cos’e — sen’u
sen 2o =2 CO5 ot - 5eN o
Tenemos un triangulo de vértices A(1, 1), B(2, —1) y C(—3, 2),

y lo giramos un dngulo de 30° con centro el origen de coor-
denadas. Calcula los vértices del tridangulo girado.

Los vértices del tridangulo son los afijos de los siguientes na-
meros complejos:

A1) =1 +i
B2, -1)=2—i
C-3,2)=-3+2i

2
Multiplicando los complejos que representan los vértices por

54
Girar 30° es multiplicar por 1,,. = (T + —:).

- . . ; ; :
(—2- + wi:), se obtienen complejos cuyos afijos son los vérti-

ces del tridngulo resultado de girar 30°,

A0 +1) (\§+2) (\r“‘ \/_2-”1‘)
jA,:( _1, 3+1)

2
, 1,
B2 - ( 2)

2-

(2\/_+|

)

1

v

2

8 3+2:}( -1—)
2
V3

:’C,(av‘;z )

3
”FJ

( —2+2\z'2—3r,)

Trigonometria Y nUmeros complejos

[ Los afijos de los puntos z, y z, forman un triangulo equila-

tero con el origen de coordenadas. Calcula z,, sabiendo que
zy=4+5i.

Z;
Zy

P
o

ol X
Las coordenadas polares del punto (4, 5) son las siguientes:

m= V& 5= Va1

tg o =-i-=:-u= 51,34°

Imponiendo un giro de 60°, tenemos:
VESIJA' 1o = Va1 3y30= (—2,33; 5,96) = —2,33 + 5,96i

Observa que existe otro triangulo equilatero cuyo tercer vér-
tice se obtendria imponiendo un giro de —60*

V}:ﬁsa,s-r‘ 1og = V{H—m"z? {6,33; —0,96)

[ Un hexagono regular centrado en el origen tiene un vértice

en el punto (3, 3). Calcula los otros vértices.

A partir de un vértice de un hexdgono se pueden obtener los
otros cinco multiplicando el complejo correspondiente al
vértice dado por 1.

Por comodidad, en este ejercicio trabajaremos con notacién
polar:
(3, 3) es el afijo correspondiente al complejo V 18,;.. Por tanto:

V184t 1gp= V18,5 = (—1,1; 41)
Vi 1= V1B = (—4,1; 1,1)
\/ﬁm' o= m}zr =(—-3 —-3)
ﬂzzs‘ e = ﬁm- =11 —-41)
\ﬁ—aaas' g = \/1—5345- =41 —1,1)

@ Considera las siguientes aplicaciones en el plano:

a: giro de centro el origen y de amplitud 30°,

P: simetria respecto del origen de coordenadas.
~: simetria respecto del eje de abscisas.

&: giro de centro el origen y de amplitud 607,

Halla las coordenadas del punto que se obtienen al aplicar
sucesivamente a, f3, v, d, al punto (2, 3).

2, 3)= V134,
o=V 1353 139
p= Viﬁm.;ﬂ'
¥= Vfﬁn.ﬁg'

8= V135300 + g0 = V1315309 = (3,23, 1,59)

= \/Essm'



Evaluacion (pagina143)

1. Escribe un nimero complejo que sea real y otro que sea imaginario puro. Explica cada caso.
Respuesta abierta. Por ejemplo:
Namero real: 2 + 0i
Como la parte imaginaria es nula, el nimero es real.
Ndmero imaginario puro: 0 — 3i
Como la parte real es nula, el niumero es imaginario puro.

2. Halla el conjugado y el opuesto de los siguientes nimeros. Represéntalos en el plano.
a) z=-2—4j € z=—-7+2i
b) z=3 + 5i d) z=8—3i
a) Conjugado: —2 + 4/ ¢) Conjugado: —7 — 2/
Opuesto: +2 + 4i Opuesto: +7 — 2i
z . Imf | _z Im]
24 et
1 IS 0
| o . ) | q- ‘i 1 'Re- 1 1 ) L rRe
4§ Zu i 8 —Z
b) Conjugado: 3 — 5i d) Conjugado: 8 + 3i
Opuesto: —3 — 5i Opuesto: —8 + 3i
Im| Im|
1 =2l - z
14 14
—t+—— +——+—+ ——tt —t—+—1
N1 Re 0 2 Re
-7 Z | 1
3. Realiza estas operaciones, pasando a forma bindmica o polar, segin convenga.
3+i
al 2—-3n+(-5+4i
) ( i)+ ( ) 215
b) 1-N-(-8+7 e) 2y + 540
<) (2—9i)-(3+4i) fl 1+
a) —3+i
b) 9—8i
c) 6+8i—27i+36=42—19i
g 3P 2-3 _6-9i+2i+3 9-7i
2+3i 2-3i 449 13
Vi o1 1 V3 5 (5V3
e) 2(cos30° + i sen30°) + 5(cos60° + isen60°) =2 -T+ 2;'-3+ S~3+SEJT3= 3 +—+i(T+ 1)
f) O+p= (\E-GS') =( 2 s = (4@225'

4. Utiliza la férmula de De Moivre para calcular las siguientes potencias.
a) (2-3i) ¢ 3-i
b) (-1 + 4i) d) (1+a°

a) 2 =30 = (V13_03) = V1F(cos3- (~56,31) + isen(3 - (—56,31))) = —46 — 9i
B) (—1+4) = (V1710000) = V17 (cos(3 - (104,04) + isen(3 - 104,04) = 47 — 52i
o B-i= (\/ﬁ-m,.)’ = 10(cos(2 - (—18,43) + isen(2 - (—18,43))) = 8 — 6/

d) (1 +1° = (V2,s) = 8lcos(6 -45) + isen(6 - 45)) = —8i

5. NOmeros complejos @



5. Dado el nimero complejo 2,,., escribe sus cinco primeras potencias y represéntalas.
(270) = 41
{210-}3 =8y
(2,60 = 16350
(230) = 32550
Comprobar que el alumno lo representa correctamente.

6. Encuentra una ecuacion de segundo grado cuyasraicesson3 + 2jy 3 — 2i,
Z-@B+2)-2-3-2)=0=2—-62+13=0

7. Resuelve estas ecuaciones e interpreta las soluciones geométricamente.

a) z'+256=0 ) 2-1M7F+362-26=0

b) 7 -62+10z=0 d) z*— 37 -327 + 61z= 156

al z, =4, z, =4y Z; =45 Z; =4y
b) z,=0 z;=3+i zy=3—i

¢ z,=1 2, =5+] Z=5-—i

d) z;=-4 z,=3 z,=2-3i z,=2+3i

8. Halla las raices que se indican. ;Qué obtenemos en cada caso al unir los afijos que son solucién?
5
a) V2-2i b) V-23+2f o V-3-33i d) Vi-i
a) 2-2i=V8_,
zZ = ‘\/E—:s- H= \v/iws' 5= VE::S'
b) —2V3 +2i=4,
4 4 5 4
= vz:?,s* &H= \/Zm.s' 23 = V“Em.s' = \/"-13015'
¢ —3-3V3i=6y
5 5 5 5 5
Z = vg-'.a' £H = \/gun' 23 = V’ng' Z; = Vb = vgaas'
d) 1-i=V2_,s
12 1 1
= VS-—?.s- 5=V 5= \ﬁuzs'
12 12 |
L= \fiwz.s' 25 = \/5232.5' Zg = \}3292,5-

9. Halla a para que el nimero ita sea:
a+2i
a) Un nimero real. b) Un nuimero imaginario puro.
3+ai a-2 _3a-6itdi+2a _5a . a-6
a+2i a-2i a+4 a+4 a'+4

a) -6=0-a==V6
b) 5a=0—>a=0

10. El cociente de dos niimeros complejos es 3i. Halla estos dos nimeros sabiendo que la suma de sus argumentos es 150" y la
suma de sus médulos es 20.

R,
Ll . (E) = 3j = 35
J’B Fja—p

a—pB=90°
[ P 3 =R=15r=5

R
=120° B = 30° oAl
a+p=150°" " : 4
R+

r=20

Los nimeros son 15,304 530

@ Trigonometria y niOmeros complejos





