Emg‘!'e X Matematicasl SOLUCIONARIO

UNIDAD 5: Trigonometria Il

ACTIVIDADES-PAG. 112

1. Laprimeraigualdad es verdaderay las otras dos son falsas. Para probarlo basta con utilizar |a calculadora.

2. El area del circulo es 7 - 202 = 1256,64 cm?.

El lado y la apotema del heptagono regular de radio 20 cm miden 17,36 y 18,02 cm, respectivamente. Su

areamide 7-17,36-1802 1094,90 cm?®.

El &reaentred circuloy € hexégono serd 1256,64 — 1094,90 = 161,74 cnm?.

3. Las soluciones de | as ecuaciones son:

- 2x =450+ 360° - k; k €Z X = 22,5° +180° - k;; k, € Z
=1 =
J 2x = 225° + 360° - k,; k, € Z X =1125° +180° - k; k, € Z

X=—2—ﬂ-+2k17z; k eZ
b) cos(x+7)=05 = 27[3
X=—+2k,7 k,eZ

3
X = 210° + 360° - k;; Z
02senx=-1 = senx:_l = ki ke
2 X =330°+360°-Kk,; k,eZ

4. El valor de laexpresion es:

%N 210° - sen150° _ 20s180° - sen 30° _ 3
c0s 210°+cos150° 2 c0s180° - cos 30° 3

ACTIVIDADES-PAG. 125

1. Llamamos B alas vacasblancasy N alas vacas negras:
5-4B+3N)=4-(3B+5N) = 20B+15N=12B+20N = 8B=5N

Dan mas leche las vacas negras.

2. El nlmero de naranjas de la piramide es:

12+ 224+ 32+ 42+ ... + 142 + 15% = 1240 naranjas.
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1. 8) Procedemos como se explicaen € texto y tecleamos |os siguientes textos:
“cos (o + B) = “+cos(a + B)
“cos a - cos f—sen a - sen B = “+(cos(a)*cos(P)- sin(a)*sin(P))

y obtenemos un dibujo como & siguiente:

A=y B e i+ ) sl 14

et o g0 - e B e DO

.

b) Procedemos como se explicaen € texto y tecleamos | os siguientes textos:

“tg (o + B) = “+tan(a + B)

“% — ““+((tan(a) +tan(B))/(1-tan(a) *tan(B)))

y obtenemos un dibujo como € siguiente:

o=l
]
B = §0°
lgzrigd
'-h-'-la:ﬂ. A
b
42 igio + pp IR Bl

o
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tga+1tg p
l-tga-tg g
laimagen seleccionando en Formula LaT ex lafaccion alb.

el tgnigi {1 -lge igf !

Nota: Para escribir la expresion utilizamos Inserta Texto y escribimos |o que muestra

<1Farrula LaTeX a/b

2. Paralaresolucion de la ecuacion propuesta seguimos | as etapas.

a) En & Menu contextuad de los ges coordenados cambiamos las unidades asi como € valor de la
distancia entre las marcas de graduacion.

b) En € Campo de Entrada introducimos las funciones f(x) = 3-sen® (gj +2-c0sX—2yg(x) =

2-00S(2x— ) +1con & comando Funcion [3-sen’ (gj+2-cosx—2, -n, ] y Funcion

[2-cos(2x— 7x) + 1, -r, w] y observamos sus gréficas.
c) Para hdlar las soluciones, con la herramienta Interseccion de dos objetos, hacemos clic
sucesi vamente sobre ambas gréficas en las proximidades de |os puntos de corte.

d) En & Menu contextua de los puntos hallados podemos visudizar sus coordenadas, de formaque las
abscisas de estos son | as soluciones buscadas.

€) Introducimos €l texto que aparece en € dibujo.

L s S R bnhis S50

ll--E.B l?—-l:l_?'s- ':.II-".'I_i'!"l

l‘-?,ﬁ g, = XA ll:lrﬁ.'\.'.'l
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3. Procediendo como en € gercicio anterior, obtenemos:

a) senx +cosx =1en|0, 2x]

3
" Las soluciones sor
=0, =107 x=628
1
(o, 0 {1.57, 0 (628, 0}

im

b) cosx + +/3 senx =2 en [0, 4n]

Las selucianes gen
3 ¥=108yx%=7133

.04, 2 (7.4, 2

N\ N\

-

o

3 4 3
1.S sena= c y el &ngulo a esta en &l segundo cuadrante, entonces COS a = — 5 ytga=- 2
. 4 . 3 3
Sicosb = E y el angulo b pertenece a cuarto cuadrante, entoncessen b = — < ytgb=- 2
Teniendo en cuenta los teoremas de adicién, obtenemos:

Jsn(arh)= 2 b) cos (a-b) =- 1 Itgart) = -2
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2. Teniendo en cuenta las formulas del &ngulo doble y |os teoremas de adicion, obtenemos:
a)sen90P=sen(2-45° =2 -sen45°-cos45°=1

b) cos 90° = cos (2 - 45°) = cos? 45° - sen? 45° =0

C) sen 120°=sen (2 - 60°) = ?

d) cos 120° = cos (2 - 60°) = —%

) tg120° =tg (2 - 60° = — /3

V2 +46

f) sen 105° = sen (45° + 60) = n

g) cos 105° =

J2 -6
4

h) g 105° = — (2 + 3)

3. Teniendo en cuentaquetga= 1,5y tgb =- 2,5y los teoremas de adicién, obtenemos:
a) tg (a+ b) =-0,2105
b) tg (a— b) = - 1,4545
) tg (2a+ b) = 0,98

En este Ultimo apartado hay que tener en cuentaquetg2a=- 2,4.

4. Para ello es suficiente con utilizar los teoremas de adicion para € seno, coseno y tangente estudiados en
esta unidad.

5. Desarrollando y operando, obtenemos:
sena-sen(b-c)-senb-sen(a-c)+senc-sen(a—b) =
=sena-senb-cosc —sena-senc-cosb -senb-sena-cosc+senb-senc-cosa+senc-sena-
-cosbh—-senc-senb-cosa=0

6. Tenemos en cuenta la relacion:

cos(a+b)-cos(a—hb)=(cosa-cosb—-sena-senb)-(cosa-cosb+sena-senb)=
=cos’a-cos’b-sena-sen?b
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A partir de esta expresion obtenemos las dos igualdades:
cos?a-cos’b-sen?a-sen?b=cos?a-(1-sen*b) - (1-cos?a) -sen’b=cos’a—sen’b

cos’a-cos’b-sen’a-sen’b=cos’b-(1-sena) - (1-cos’b) - sen?a=cos’b-sen’a

7. Queda

a) cos3a=cos(2a+ad) =4cos’a—3cosa

b) send4a=sen(2-2a) = (4sena-8sen®a) - 4/1— sen® a

8. Si cos 80° = 0,17, entonces sen 80° = 0,98 y tg 80° = 5,76. Los valores pedidos, teniendo en cuenta las
formulas del angulo doble, son:

a) sen 160° =sen (2 - 80°) = 0,34
b) cos 160° = cos (2 - 80°) = - 0,94
c)tg160°=tg (2-80° =-0,36

9. Si cos 80° = 0,17, entonces sen 80° = 0,98 y tg 80° = 5,76. Los valores pedidos, teniendo en cuenta las
formulas del angulo mitad, son:

0
a) sen 40° = sen(8go)=0,64; cos40°=cos( j 0,76 ;tg40° = tg(sgj =084

) ( J )
b) sen 20° = sen 7 =0,34 ; cos20°=cos 0,94 ;tg20°=tg =0,36

2

200 20°
C) sen 10° = sen 7 =0,17 ; cos10°=cos =098 ;tg10°=tg 7 =0,18

. V3
10.Si cotg 2a:?,entonc&s tg 2a= V3. El valor de tangente es:

tga=—

tg 2a=+/3 = 2tga =J3 = J3tgZa+2tga-v/3=0=1, o
tg=—+3

11. Expresamos todas | as razones en funcion de sen ay cos ay operamos.
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sen a
l1-tga 1l-senZ2a cosa 1-2senacosa
1+tga cos2a _1+sena_ cos’a—sen’a

cos a
_cosa—sena_l—Zsenacosa_(cosa—sena)2—1+25enacosa_0
cosa+sena cos’ a-sen’ a cos” a—sen® a

o ser12a+25ma_sm2a+23er1a0052a_sm2a+25ena(cosza—senza)

cosa tg2a cos a sen 2a cosa 2senacosa
cos’® a

= = C0S a
cos a

12. La comprobacién puede hacerse de |a siguiente manera:

2sena 2sena
21g a cos a cos a 2 sen a cos® a
— = > = 5 s = =2 Sen a cos a = sena
l1+tg° a 1+sen a cos‘a+sen”a cos a
cos? a cos® a

cosa 2cos2a cos’a-cos’a+ sen‘a sen’ a sen a
b) cotg a— 2 cotg 2a = - = - _

= = =fg a
sena  sen2a sen a cosa senacosa Cos a J
~—— +sena
o tga+sena cosa _sena+senacosa_1+cosa_coszg
2tg a Zsena 2sen a 2 2
cos a
t _ 2
d ga _ tg a :(1 tg a)t?a:oOSZa
tg2a-tga 2tga f tga(l+tg” a)
1-tg° a

ACTIVIDADES-PAG. 129

13. Los valores pedidos son:
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14.Si sena = — i—: y el angulo esdel cuarto cuadrante, €l valor del coseno es cos a = @

El valor detg a2 es:

tgé—— 1-cosa L
2 1+ cosa

15. Los valores de las razones pedidas son: cos a = — } ysena=-— 4—;/5
16. Queda expresado del siguiente modo:
,a ,a , a
a)1_Oosa_1—cosz+sen2_ 2sen 2 _tge
Sen a 25eng-cosE ZSenE-cos9 ]
2 2 2
sen2a  cosa _ 2sena-cosa cos a
= 2 2 N =
l1+cos2a 1l+cosa 1+ cos“a-sena 1+ cos? & _sen? @
2 2
2.2sn2 . cos 2. c0s? a
_ 2 2 Ng &
= _92
(2 cos® a)-(z cos® ‘;J

17. Los resultados son:

senl50° — sen50°  2cos100-sen 50

a = =
) cos150° + cos 50° 2 cos 100 - cos 50

g 50

senl195° — sen 75° 2 cos 135 - sen 60

b) - — oot g 135 - tg 60=-tg60=- /3
SN 195° + sen 75° 2 sen 135 - cos 60

o C0SI60° — 0S10° _ —25en130-sen30 oo V3
sen 160° + sen100° 2 sen 130 - cos 30 3

18. @) Desarrollamos el numerador de la fraccién teniendo en cuenta los teoremas de adicion, operamos 'y
vemos que coincide con el numerador, por tanto, € resultado de lafraccion se 1.

b) Se demuestradel siguiente modo:
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cos(a—-b)-cos(a+b) —-2-sena-sen(-b)
sn(a+b)+sen(a-b)  2-semacosb

tg b.

19. L as soluciones de las ecuaciones son:
T \/1_3 T 5
asen|—+2X|=— = X=—+Kkrox=—+Kk,7roonk,k,e”Z
4 2 24 24

ox:lg—g+2k2%conkl, k,eZ

b)cos(sx—%j N x—ll’r+2|<1

el z
2 36 3

T T T
c)tg(2x+§j=—\/§ = x:g+k1§conklez

d) cos(%(x+ 72')) =§ =

X:—2—§+4k1ﬂ'0x:8§+4k27t00nk1,k2eZ

€) sen 3x —sen 30°=0 = x=10°+120°k; o x =50° + 120°k, con k;, k, € Z

X + 45°

f)ootg[ j:\/i_’: = x=15°+360°k, conk, € Z

20. Las soluciones de | as ecuaciones son:
a)senN2X=2C0SX => 2SENX-COSX=2COSX => 2SENX-COSX —2c0sX=0 =
= cosXx=0;senx=1 = x1=90°+180°-k,;conk; € Z.
b)senx +sen3x=cosX = 2SN 2X -COSX=COSX => 2Sen2X-CoSX —Ccosx=0 =
:>cosx=0;sen2x=% = X1 =90°+180°-kiconky, € Z; Xxo=15°+180°-k,con ks, € Zy
X3=75°+180°-kscon ks € Z.

C)sendx=sen2x —> 2sen2X-C0S2X=sen2x —> 2Sen2x-cos2x —sen2x=0 =

1
= sen2x-(2cos2x-1)=0 = costzz;sen2x=0 = x1=0°+90°-kiconk; € Z;

X2 =30°+ 180° -k, con k> € ZyX321500+1800'k3C0nk3€ Z.

d)cos2x —cosbx=sen5x +sen3x —=> -2sendx -sen(-2x) =2sen4x -cosx —
= 2sendx-(sen2x —cosx) =0 =

esendx=0 = x1=45°-k;conk; € Z
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esen2x—CoSX=0 = cosx(2senx—1)=0 = cosx=0;senx=§ = X2=90°+

180° - koconkz € Z; x3=30°+360° - kzconks € Zy xa=150°+360°-ksconks € Z.
€)sen2x-cosx=6sen®x = 2senxcofx-6sen*x=0 = 2senx(co?x-3sen’x)=0 =

esenx=0 = x1=0°+180°-k;conk; € Z

3
ecox-3se’x=0 = cox-3(l-cox)=0 = cosx:i% = X=30°+

180° - koconks € Zy x3=150°+180° - kzcon ks € Z.

1
flasenx=tgx = senx(2cosx-1)=0 = senx=0;cosx=§ = x1=0°+180°- k1 con

ki e Z; xp=60°+360°-kzconkz € Zy x3=300°+ 360°-ksconks e Z.

21. Las soluciones de |as ecuaciones son:

= senx=1+2-2sa?¥x = 2s@a¥x+senx-3=0 =

a) senx =1+ 2cos’ x
= senx=1 = Xx1=90°+360°-kiconk; € Z
X =0= x=rk
1 N X

b) secx +tgx=cosx = + = COSX = 3T
COSX COSX en x=—1= x=7+2k27r

conky, ke Z

2
c)600s2§+cosx=1 = 6(1/“;'203)(] +c0sx=1 => 3+3cosx+cosx=1 =

1
= cosxz—E = Xx1=120°+360°-kiconkis € Z; Xo=240°+360°-k,conk, € Z

d)6co?x+6sa’x=5+senx = 6=5+senx => senx=1 = x;=90°+360°-k;conk; € Z

219 x 1
g =1 = tg=t—= = x=30°+180° -kiconkie Z y

etg2x-tgx=1 = ———
& : 1-1tg® x 3
X2 =150°+180° - ko conkz € Z
1
fyco?x=3sen’x = 1=4se’x = senxzii = x1=30°+180°-kiconk; € Z y

Xo=150°+ 180°-koconk, € Z
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22. Las soluciones de |as ecuaciones son:

a)senx+\/§cosx:2 = %senx+§cosx:l = sen(x+609)=1 =

= Xx1=30°+360°-kiconk, € Z

1 V2

b)senx+cosx=\/§ = Esenx+7cosx=1 = sen(x+459)=1 =

= XxX1=45°+360°-k;conk, € Z

5 . . .
C) senx +Ccosx = > = Imposible yaque sen x + cos x < 2.23. Las soluciones de los sistemas, en €
primer giro, son:
a) Sumamos ambas ecuacionesy abtenemos: 2x + 1 = 3, entonces x = 1.

Sustituyendo €l valor anterior en la primera ecuacion y operando, obtenemos:

sefy=1 = sny=11 = yl:%eyzz%z.

Las soluciones del sistema son: (1, %) y (ZL 37”)
b) Sumamos ambas ecuaciones y obtenemos:. sen (x +y) = 1, entonces (x +y) =90° o x = 90° - y.
Sustituyendo la expresion anterior en la primera ecuacion y operando, obtenemos:

J3

sen(90°-y)-cosy=§ = coszyz§ = 0SYy=1+—.
4 4 2
Las soluciones del sistema son: (60°, 30°); (300°, 150°); (240°, 210°) y (120°, 330°).

c¢) De la segunda ecuaci 6n obtenemos: x +y = 0° entoncesx = - y

Sustituyendo en |a primera ecuaci6n, obtenemos:

1
cos(-y)+cosy=1 = 2cosy=1 = cosy=§.

Las soluciones del sistema son: (300°, 60°) y (60°, 300°).

d) Despgjamosy = 90° - x en la primera ecuacion y sustituimos en la segunda:

senx+sen(90°—x):§ = 2-sen45°-cos(x—45°):ﬁ

2
V3 .
= cos(x—45°):7 = X—-45°=30° 0 x—45°=330°
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Las soluciones del sistema son: (15°, 75°) y (75°, 15°).

ACTIVIDADES-PAG. 130

24. Segun lasiguiente figura:

Llamando B al angulo bajo el cual se ve el pedestal, tenemos:

60 18
tgf+tga . 60+9 x ' x

tg (B +a)= ; =
9 (6 +a) l1-9gptg9ga’  x ,_ 6018
X X

= 72xX*=7452 = x=3217Tm

Laanchuradel rio esde 32,17 metros.
25. Sea el esgquema:
S,

~

i

L]
ﬁf’

]
=
™

_TEHEH

Los cdlculos quedan:

1Zrm

tg 60°=% — H=6-4/3 = H=1039m

1

h
tg 30°=— = h=6-— =
g 6 \/ﬁ
- 29 p
Enlaexpresion tq (28) = —————

h=346 m

6

6

, sustituimos tg 25 = H ytg g = h , y obtenemos:
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h
2. 2
636+ H? 36
A 6 & H.N4+72h-36H=0 = h=
6 h H
1-
36

Esta es relacién gue liga ambas alturas. Relacion que se verifica paralos valores obtenidos anteriormente.

26. A partir del desarrollo de tg (A + B + C) y de sustituir A + B + C = 180°, obtenemos la expresion
buscada:

tg A+tg(B+C
tg (A+B+C)=tg [A+(B+C)]=1?tg A-gtg((|3+():) -

_ tgA+tgB+tgC-tg A-tgB-tg C
" 1-tgB-tgC-tg A-tgB—-tg A-tg C

Como A +B+C=0,entoncestg (A +B+C)=0yquedatgA +tgB+tgC=tgA -tgB -tgC

27. Sead tridngulo:

El &readel tridngulo es:

ar

S=E base-alturazlc- h
2 2

T Ll

Vamos acacular h:

g A= tg A-tg B
tgB=—"— tg A+tg B
C-—-X

De modo que sustituyendo en el area obtenemos la férmula buscada.
S:Ec-c- tg A-tg B :E-cz- tg A-tg B
2 tg A+tgB 2 tg A+tg B

28. En € dibujo adjunto aparece la antena, AC, y los cables, uno de ellos BC.

En el dibujo puede apreciarse el triangulo ABC, rectangulo en A, con € éngulo
en B de 75°y sus lados son:

- AClalongitud de laantena,
- AB lamitad deladiagonal delabase,
- BC lalongitud de uno de los cables.
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Lamedidade AB eslamitad de la diagonal del cuadrado de lado 80 m, por tanto:

1

AB:E-D:%- 80° +80° = AB=5657m

Calculamos lalongitud de cada cable y lalongitud de la antenaen € tridngulo .
ABC:

cos 75° = 5657 cable = 657 Loape = 21857m

cable cos 75°
J--|l L}
L

tg 75° = 2w — L =5657-1g75° = L =21112m
g 56,57 antena g antena 1’

29. Sea €l dibujo del enunciado:

Lo

L0 m

1200  AC, BC,

€N 59° sn49° sen 720

En el triangulo ABC::

El angulo C; vale C; = 180° - 47° - 82° = 51°.

En el triangulo ABCy:

El angulo C, vale C; = 180° - 72° - 49° = 50°,

Utilizando € teorema de |os senos:

( 0
AC, =1200- 4% _ 105656
4 sen 59°
(0]
BC, =1200- 1'% _ 133144
\ sen 50°

1300 e
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Utilizando € teorema de |os senos:

0
AC, =1200 - sen 82° _ 1529,08
1200 __AC, _ BC, _ sen ST
o o 0 °
sen51°  sen82°  sen 47 BC, =1200- 47 _ 1199 29
sen 51°

" &, Determinamos lalongitud del cable, Lcaie, €n el tridngulo AC:C;

; af,x"“ aplicando el teorema del coseno:
r o
- L2, = 1056567 + 1529,08% — 2 -1056,56 - 1529,08 - C0S25° =
HEn :ﬁl_."' ey " EmE
Lo = L, =72526m
& _..l-"'.-...

ACTIVIDADES-PAG. 131
a) Ladistancia que buscamos es d; = OH, como puede verse en lafigura.

El tridngulo OHC esrectangulo en H yaque e radio y latangente en H son perpendicul ares.

Aplicando € teorema de Pitdgoras y operando, obtenemos:

Q
(R+ h)2 = RZ + d12 = RZ + h2 + 2Rh = R2 + d12 = CRrasivadar |:|

(=]

= h*+2Rh=d} = d, =,h*+2Rh = d, ~V2Rn

En la expresion final no se ha tenido en cuenta h?, ya que su valor - ;" x‘.ﬁ
seré précticamente nulo comparado con €l valor de 2Rh. . :
s g Hl
Para el caso de una persona que tenga los ojosah = 1,8 m = 0,0018 i /
km del suelo y dado que € radio de la Tierra es R = 6371 km, : ,"
tenemos: . '}
d ~ /2 - 6371 0,0018 ~ 4,789 km ¥

b) En este caso hay que calcular la distancia dz, correspondiente al arco de circulo PH.

En el tridngulo OHC podemos calcular:

= @ = arccos
R+ h R+ h

CoOsa =
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En el triangulo curvilineo PHC tenemos en cuenta la relacion “arco = radio - angulo” y obtenemos:

d, = R - arccos

R+ h

Parah = 1,8 m = 0,0018 km, obtenemos:

d, = 6371 arccosﬁ ~ 4,789 km
6371+ 0,0018

El resultado es précticamente igual al obtenido con anterioridad. Esto es debido a que Ry R + h tienen
valores muy proximosy, por tanto, el &ngulo es muy pequefio.

¢) En lagréfica pueden verse las gréficas de las funciones que relacionan la distancia al horizonte, tomando o
no el término h?. Estas funciones son:

d,=h>+2.6371-h y D=.,2-6371-h

En la gréfica pueden verse las gréficas de las funciones de | as distancias a horizonte:

d, =h?+2-637h y d,=6371 arccos o371
6371+ h
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d) Debemos resolver |a siguiente ecuacion:
2500
50=,2-R-h = 50°=2-6371-h h= ~ 01962 km
2-6371

Tendriamos que subir a unos 200 m de atura.

€) Desde una altura h se puede ver un casquete esférico de alturaR - (1 — cos a), donde a = arccos( = R hj
+

Teniendo en cuenta que el area de un casquete esférico viene dada por la formula A = 2nRh, tenemos:

R = A=27R?®.|1- R
R+ h R+ h

Tomando ladturadel Everest h = 8848 m = 8,848 km, tenemos:

A=27R-R {1 — cos (arccos[

A=276372 - {1— 6371 } ~ 353 696km?>.

6371+ 8,848

UNIDAD 6: Numeros complejos
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