MATRICES - DETERMINANTES

3
1. Dada la matriz P=( , J. Calcula M=P? —3P -2,

Solucioén:

()5 e ) == R )
wrmnc (s S R0 D THE )

N j verifique A’ =A
a b

2. Determina ay b de forma que la matriz A :(

Solucioén:
, 2 -1\(2 -1 4—-3 -2-b
A°=A.A= = X
a b a b 2a+ab —-a+b

(4-a=2
NoA (4—a —2—b]:(2 —1) 2= s

2a+ab —-a+b’ a b Jatab=a > 4-2=2
—a+b’=b > -2+1=-1
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4 5 -1
3. DadalamatrizA=| -3 -4 1 |,calculaA® A’ ..., A"®
3 -4 0

Solucién:

1 00
A=A’ A=-3 -3 -1||-3 -4 1 |=/0 1 0]l=I
0 1 -1)\-3 -4 o0 0 0 1

1 0 04 5 -1 4 5 -1
A=A A=|0 1 0|3 4 1|=[-3 -4 1 |=A
0O 0 1\-3 -4 O -3 4 O

Teniendo en cuenta que A’ =1 se tiene:

4 4 1
AT AR (A2 A2 2 A2 A2 | 3 3 g
O 1 -1

weave (3 (5 2

Solucién:

1 -1)(x 1 x\(3 X—y 3+2x X—y=3+2x
3 2 )y y —-1/12 3x+2y 3y-2 3x+2y=3y-2



5. Determina las matrices Ay B que son solucion del siguiente sistema matricial:

0 5 -4 7 1 2
3A-2B=| 5 9 0 2A+B=| -6 6 7
15 -4 4 10 -5 -2
Solucioén:
0O 5 -4 7 1 2
DenotandoX=| 5 9 0 e Y=|-6 6 7 | setiene:
15 -4 4 10 -5 -2

3A-2B=X 3A-2B=X
> = 7A=X+2Y

2A+B=Y 4A+2B=2Y
0 5 -4 7 1 2
1 1
A:;(X+2Y):7 5 9 0 |+2|-6 6 7 ||=
15 -4 4 10 -5 -2
14 7 0) (2 1 0
=% 7 21 14|=[-1 3 2
35 -14 0) (5 -2 0
7 1 2 7 1 2 2 1 0
2A+B=|-6 6 7|+ B=|-6 6 7 |-2|-1 3 2|=
10 -5 -2 10 -5 -2 5 2 0
3 -1 2
=|-4 0 3
0 -1 -2
2 1 0 3 -1 2

A=-1 3 2|, B=-4 0 3
5 =20 0O -1 -2




32 0
6. Dadala matrizA={1 0 -1
1 1 1
a) Calculese A™*
X 1

b) Resuélvase el sistema de ecuaciones: A.|y |=| 0
1

z

Solucioén:
32 0 3 1 1
a)A=|1 0 -1| —» A'=/2 0 1
1 1 1 0O -1 1

32 0/ 3 1 1
lAl=la=l1 0 —1=]2 0 1=
11 1/ o -1 1

. |0 1 . . 120
11:_1 1: (_)Alz_o 1:_ A13_O _1:_2
. . B 1 .31
N I 270 1| Fhs=ly 72
. 11 . B 1 . B 1
31— =1 (-)A;, = =" 33~ ==
0 1 2 1 2 0

1 -2 =2 -1 2 2
1
Alz(—lj -2 3 3 |=2 -3 -3
1 -1 =2 -1 1 2
X 1 X 1 X 1
b)A.|y|=|0| » AMNA.ly|=A"0| = |y|=A"]0
y4 1 z 1 y4 1



5 3 2 X 0o -1
7. Sean las matrices A = , B= , C=
3 2 x 1 -1 4

a) Determinar el valor de x para que se verifique B> =A

b) Calcular el valor de x para que B+C=A"

1
c) Calcular el valor de x para que se verifique A_B+E C=3l

Solucion:

a)BZ—ZX 2x_4+x2 3 | (5 3
Ix 1)ix 1) | 3x x*+1) |3 2

4+x*=5 > x=+1
= <3x=3  x=1 B> x=1
X’+1=2 > x=%1

5 3

5 3 . (5 3
b) A= = A= — |Al= =1
3 2 3 2 3 2

) 2 X 0 -1 2 x-1 2 3
B+C=A" + = =
x 1 -1 4 x-=1 5 -3 5
X—=1=-3 B> x=-2

c)A—B+%C:3I > B:A+%C—3I

B I T T

N |



0 1

) -1 1 2
8. Dadas las matrices A= y B=|-1 0
k 0 1 K 2

a) Razonar para qué valores de k la matriz B'A' tiene inversa.

b) Resolver la ecuaciéon (AB)'X=I para k=0

Solucién:
-1 k 0
-1 1 2 . . (0 -1 k
a)A= A=l1 O B=|-1 — B =
k 0 1 1 O
2 1 k
-1 k
.. (0 -1 k 2k—-1 k
1 2 3 k+2
2 1
2k—1 k

Silcl#0 — 3c? = =2k*-2#0 — k=#=+1

3 k+2

La matriz C tiene inversa para V k=+1

b) (AB)'X=1 > X=[(AB)']| .i1=[(AB}] =[B‘A‘] =c* [x=C

-1 0 -1 3 Ct =2 —C., =0
Parak=0: C= > C'= N 11 12
3 2 0 2 —C,,=-3 C,=-1

(BN
Il
|
N
P
Il
a
Il
|
| =
TN
N
o
N—
Il
[
[BRY
N kR, O



9. ¢Para qué valores de x se anulan los determinantes siguientes?
x 1 0 0 x -1 -1 0
a b c
0 x 1 O —x x -1 1
a) =0 b)la x c[=0 ¢ =0
0 0 x 1 1 -1 x 1
a b x
1 0 0 x 1 -1 0 x
Soluciodn:
x 1 0 0
x 1 0 0 1 0
0 x 1 0 3 .
a) =x[0 x 1|-|0 x 1]=x.x"-1=x"-1=0
0 0 x 1
0O 0 x 1 0 x
1 0 0 x
x=-1
x'-1=0 > x:+\/I/|
N
x=1
a b c ja b C x=Db
b)la x ¢[=|0 x=b 0 |=a.(x—b).(x—c)=0 con a#0
N
a b x{ |0 0 x-c X=¢C
x -1 -1 0 x-1 -1 -1 0
x =11
-x x -1 1]%*%| 0 x -1 1
C) = :(X—l)—l X 1=
1 -1 x 1 0O -1 x 1
-1 0 x
1 -1 0 x 0O -1 0 x

X =
:(x—l).(x3+1+x—x):(x—1).(x3+1):O<

1

x’+1=0 > x=-1



10. Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valores
dea,byc:
5 5 5
M=| a b C
b+c a+c a+b

Solucién:
5 5 5 5 5 5
R+ Fs
|M|: a b C = |la+b+c a+b+c a+b+c|=
b+c a+c a+b b+c a+c a+b
1 1 1

=5.(@+b+c) | 1 1 1 [=0 — rango(M)<2
b+c a+c a+b

5 5
=5b—-5a=0 —~ b=a
a
5 5 5 /!
5 5
a b C |= =5c-5a=0 —~ c=a
a ¢
b+c a+c a+bl \u
5 5
=5c-5b=0 — c=b
b c

e Sia=b=c = rango(M)=1
e Siazb o a#c o b#c = rango(M)=2

a> ab b’
11. Demuestra, sin desarrollar el determinante, que: [2a a+b 2b|=(a—b)’
1 1 1
Solucidn:
a> ab b’ . a’—b®> ab-b*> b*| |(@a+b)(a—b) b(a—b) b’
1 %3
2a a+b 2b = 2(a—b) a-b 2bl=| 2(a—Db) a—-b 2b|=
27 %3

1 1 1 0 0 1 0 0 1




atb b b’
=(a—b)(a—b)| 2 1 2b|=(a—b)(a—b)
0O 0 1

C-G

a+b b B b ba b_ by:
= (a- )(a—)1 1—(a—)

2

12. Calcula una matriz X que conmuta con la matriz A, esto es,

1 1
AX=X.A, siendoAz(0 J , ycalcula A>+2A*X

Solucién:
1 1)\(a b a+c b+d
AX= ) =
a b 0 1)\lc d C d
Sea X= —
c d a b)(1 1 a a+b
X.A= ) =
c d)\0 1 c c+d
a+c=a
a+c b+d a a+b
AX=X.A — = > <b+d=a+b —
C d c c+d
d=c+d
c=0
a b
> Jd=a = X= Va,beR
0 a
c=0
1 1
|A| = -1
1 1 0 1 L, (1 -1
01 RN 1
11

Yo
townd, s )6 6 D6

[1+2a 2+2b-2a

La matriz obtenida también conmuta con la matriz A
0 1+2a



-2
0
1
1

-3
2
3
0

1

1 -2
0
0 2
3

-2

{

13. Calcula la inversa de la matriz A

Solucién:

-2 -3

1

1

-2 -3 =2

1

0 Fy -3F 0

-1 1
1

=-8#0 — 3JA*

7

-2
0
1
1

-3
2
3
0

-2
1
2

-2

1
0
0
3

e Adjuntos de la matriz traspuesta A':

-2 1 2
(-)-3 2 3

-2

-2 1

-2 2 -2
(-)-3 3 0|=6

-2

1 2

-1

-9

2
-2 0

-3

=5

3

-2 0 1

1

-3 2 3|=2

-2 01

~14

-2 01

-1

=2(=7 )2 1 2|=

-2 1

-2 0 1

1

-2 0

12 (-)-3 2 0O

-3 3 0
-2 1 1

-10

-2 1 2|=-1

-3 2 3

-1

-2

-)}-2 1

-2

-2|=6

-2 2

-3 3 0

-6

()2 3 0O

()2 2

~2|=3

1 2

-2|=3

0

()1 2



-5 6 -9 -1 5 6 9 1
1 11-6 12 -14 2| 1|6 -12 14 =2
A7 = Adj(A")=—= ==
A 83 -10 7 -1| 8/-3 10 -7 1
6 -1 -1 -3 -6 1 1

14. Determina si las siguientes ecuaciones tienen solucion y hallala si es posible:

1 0 4 1 0 O
a)X{ o 1 4(={0 1 O
-1 3 1 0 0 1
-1 1 2 2 -1 O 2 -1 O -1 1 2
b)] 3 0 -1|X=/0 1 -2 ¢|0 1 -2|X={3 0 -1
1 2 3 3 0 -1 3 0 -1 1 2 3
Solucioén:
A B=|
1 0 4 1 0 O
a)X| 0 1 4|=|0 1 0| > [X=B.A'=A"| tiene soluciénsi |A|=0
-1 3 1 0 0 1
1 0 4
IAl=|0 1 4|=-7%#0 tiene solucidn
-1 3 1
( O IR - ¢ o1
1l 1 1274 9| 13714 4|
1 0 -1\ /
0 -1 1 -1 1 0
A'=|0 1 3 | _Agl__4 = §2=4 = —A§3——4 =t
4 4 1)\
. o -1 . 1 -1 . 1o
A31_1 3=1 _Aaz__o 3=_ A33_0 1=1
=11 12 -4 11 -12 4
L1, 1
Al="(AdjA)=—=| -4 5 -—-4|==|4 -5 4
Al 7 7




1 0 0)(11 -12 4 11 -12 4
X=BA' > X==l0 1 0lla -5 al=lla s 4
7001 -1 3 -1 7—1 3 -1
A B
-1 1 2 2 -1 0
b)| 3 0 -1(X=|0 1 -2| — |X=A".B| tienesolucidnsi|Al#0
1 2 3 3 0 -1
-1 1 2
AlI=|3 0 -1]=0 — No existeinversa,A‘1:|X1|(Adet)
1 2 3

La ecuacion no tiene solucidn.

2 -1 0 -1 1
|0 1 -=2|X=/3 0 -1| > |[X=A".B| tiene soluciénsi |Al=0
3 0 -1 1 2

A B

2 -1 0
|A|:0 1 -2[=4#0 tiene solucion
3 0 -1
At101At -1 0 At—11
L S | I = T | 37
2 0 3\,
0 3 2 3 2 0
Al=|-1 1 0 |- —Agl——_z = ;2:0 = —Agg——o 5
0 -2 -1)°\
¢ [0 3 ; 2 3 ¢ 12 0
A=l o772 BT I BT 1
-1 -1 2
1
A'=—(AdjA")==|-6 -2 4
Iy
-3 -3 2
-1 -1 2) (-1 1 2 0 3 5
1
X=A"B B> X==|-6 -2 4 3 0 -1 = 4 2 2
-3 -3 2 1 2 3 —4 1 3




0 3/4 5/4
X=|1 1/2 1/2

-1 1/4 3/4
1 3
1 2 A
15. Dadas las matrices A= y B={AL O
1 -1 -1 0

donde A es cualquier niumero real.
a) Encuentra los valores de A paralos que A.B esinvertible
b) Determina los valores de A paralos que B.A esinvertible
c) Dados ay b, niumeros reales cualesquiera, épuede ser el siguiente
sistema compatible determinado?

Solucion:
13
1 2 A 142Xk 3+2A
ane-(; 4 L) o) ]
1 -1 -1 - 1
0 2
1+2A 3421 5 A=1/2
|A.B|= L =(1+22)=(3+24).(1-2)=22"+31-2=0 > ¢

A.B esinvertible Ve R—{—Z, %}

1 3 4 -1 A-3
1 2 2 2
b)B.A=| % 0. [ 20 A
1 -1 -1
0 2 2 -2

4 -1 23 |4 -1 A-3 4 -1 %-3
B.A=r 20 A=Al 2 A |=2A1 2 A |=0
2 2 2| 2 -2 -2 1 -1 -1

Siendo |B.A|:O — B.A noesinvertible



1 2 A 1 2 A la
C)A: A':
[1 -1 —1] [1 -1 -1 bj

=—3 > rango(A)=rango(A')=2 < n? incdgnitas

1 -1

El sistema es compatible indeterminado, para cualquier valor de ay b.

En consecuencia, no puede ser compatible determinado.

a b c

16. a)Silamatriz A={d e f |tiene undeterminante n, averigua

g h i
el valor del determinante de las siguiente matrices:
6d 4e 2f d+f e f+e
B=[3g 2h i C=|a+c b c+b
9a 6b 3c g+i h i+h
a b -2a 3b
-1 x 0 0

b) Se considera la funcién: f(x)=
0 -1 «x 0

0O 0 -1 x
Sabiendo que f(0)=-3 y f(1)=f(-1), determinarayb.

Solucion:
a b c
a) |Al=|ld e f|l=n
g h i
6d 4e 2f 9a 6b 3c 9a 6b 3c
Ry R
eBl=3g 2h i| = —3g 2h i| = |6d 4de 2f|=
9a 6b 3c 6d 4e 2f 3g 2h i
9a 6b 3c 3a 6b 3c 3a 3b 3c
=|6d 4e 2f|=3.2d 4e 2f|=3.2.2d 2e 2f|=
3g 2h i g 2h i g h i




a b ¢ a b c
=3.2.3.2d 2e 2f[=3.2.3.2.|d e f|=[36n
g h i g h
d+f e f+e a+c b c+b at+tc b c
R F C-C, C,—C3
olCl=la+c b c+b] = —|d+f e f+e| = —|d+f e f| =
g+i h i+h g+i h i+h g+i h
a b c
¢ -G
= —|d e f|=|-n
g h i
a b -2a 3b
b) f(x) N f(0)=-3 y f(1)=1(-1)
X) = = — —T(—
0 -1 X 0 y
0 0 -1
a b -2a |3b
L -1 O 0
-1 O 0 0
o f(0)= =-3b|0 -1 0|=3b=-3
0O -1 O 0
0 0o -1
0 0 -1 0
De otra parte,
a -1 -2a -3 a -1 -2a-3 O a3
_1 _ _
oot Y 0 opTRAt L 00 a1 1 ?) 4
()_o -1 1 o] |0 -1 1 o | -
0 -1 1
0 0 -1 1 o 0o -1 I
a -1 -2a -3 a -1 -2a+3 O . ,
-1 -2a+
eyt L0 opZRet A 00 a1 1 23 4
i P o -1 4 o___O _1 ) -9
0 0 -1 -1 o 0o -1 1

of(l)=f(-1) < -a—-4=a—4 —




-1 0 -1
17. a) Comprobar que lamatriz A=/ -1 0 0 |cumple que A’ =—A—|
2 -1 1
y calcular la matriz inversa de A.
b) Si A es cualquier matriz con n filas y n columnas tal que A> =—-A—1 y

se sabe que det(A)=m, calcular el valor del determinante de A+1
en funcién de m.

Solucién:

-1 0 -1)(-1 0 -1 -1 1 0
a)A’=|-1 0 O0|./-1 0 O|=l1 o0 1

® A= 1 0 1 -1 0 0 |= -1 0
1 -1 -1)l2 -1 1 -2 1 =2

1 0 1 1 00 0O 0 1

® -A-I={1 0 0|-|0 1 0|=/1 -1 O
-2 1 - 0 0 1 -2 1 =2

Queda probado que A*=—-A—|
e Para calcular la matriz inversa de A se utiliza que A>=—-A—1I

AAN=-A-l > ALAAN=A"(-A-l) b A=A (-A-) >

= AP=—-A" B |[AT=--A’
-1 0 O -1 1 0 0 -1 0
A'=—-A*=| 0 -1 0|-|1 0 1 ]|=/-1 -1 -1

0 0 -1 1 -1 -1) (-1 1 o0
b)A’=-A-1 > A’=—(A+l) » —-A.A.A=(A+])

— —lallAlLlAl=lA+] = |A+l=—|Af =—m?



18. Sean A, B y X tres matrices cuadradas del mismo orden que verifican
la relacion A.X.B=1I, siendo | la matriz unidad.
a) Si el determinante de Avale —1 vy el de B vale 1, calcular razonadamente
el determinante de X.

2 3 1 -2
b) Calcular de forma razonada la matrizde X si A=(3 4} y Bz[z 3]

Solucioén:

a)A.X.B=l » AYA.X.B.B'=A"1.B" —» X=A"l.B' —» X=A"'.B"

| |
X=A"B" |x|:|A‘1,B‘1|:|A—1|_|B—1|:i.iziz_l
Al"[B] -1.1
b)X=A".B"=(B.A)"
1 -2)(2 3) (-4 -5 —4 -5
B.A= . = — [B.A|= =-1
2 -3)\3 4) (-5 -6 5 -6

. 1(-6 5) (6 -5
X=BA"="1ls 47|55 4

19. Para una matriz cuadrada, se define una traza como la suma de los
elementos de la diagonal principal. En lo que sigue, Ay B son matrices
cuadradas 2x2.

a) Comprobar que se verifica: Traza(A+B)=Traza(A)+ Traza(B)

b) Comprobar que Traza(AB)=Traza(BA)

¢) Utilizando los resultados anteriores, demostrar que es imposible tener
AB—-BA =1, donde | denota la matriz identidad.

d) Encontrar dos matrices Ay B para las que: Traza(AB)= Traza(A) .Traza(B)

Solucién:

a, a, b, b, TrazaA = a, +a,
a)Sea A= y B= =
a, a, b, b, TrazaB = b, +b,

ALB— a,+b, a,+b,
a,+b, a,+b,



Traza(A+B)=a, +b, +a, +b, =(a, +a,)+ (b, +b,)=Traza(A) + Traza(B)

A B a, a,)| (b, b,) (ab,+a,b; ab,+ab,
" la, a,)\b, b,) (a,b,+a,b, a,b,+a,b,

B A b, b,)(a a,) (ba+b,a, ba,+b,a,
b, b,)\a, a,) |b,a,+b,a, b,a,+b,a,

Traza(A.B)=a,b, +a,b, +a,b, +a,b,

b)

— Traza(A.B)=Traza(B.A)
Traza(B.A)=b,a, +b,a, +b,a, +b,a,

c) Suponiendo que fuera cierto que AB—BA=1 +— AB=I+BA
Siendo Traza(A +B)=Traza(A)+ Traza(B), se tendria:
Traza(AB)=Traza(l)+ Traza(BA)=2+ Traza(BA)

Contradiciendo el resultado Traza(A.B)=Traza(B. A) que afirma que las

trazas de las matrices A.B y B.A son iguales.

1 0 0 1 TrazaA = 1+1=2
d) Sea A= y B= >
1 1 -1 0 TrazaB = 0+0=0

[1 oj(o 1) [o 1j
A.B= . = — Traza(A.B)=1
1 1 -1 0 -1 1

Resultando que Traza(A.B)=1 # Traza(A).Traza(B)=0

20. Determina una matriz A simétrica sabiendo que:

et Ay v a2 8 12
etA)==7y 1 3/ 1 3

Solucioén:

(a b]
a)Sea A=
c d

a b a c
e Porsimetria A=A' — [ d]:( ] = b=c
C



a b X
o det(A)=7 — =7 = ad-b" =7
b d
a b 2 6 -4 -12
[ ] = —
b d)\-1 -3 1 3
2a—-b=-4

2a—b 6a-3b -4 -12 2b—-d=1
— = —
2b—-d 6b-3d 1 3 6a—3b=-12

6b—-3d=3
2a-b=-4 a:_4+b
Resolviendo el sistema = {2b—d=1 —~ d=2b-1

ad—b’=7 - (_42+bj (2b—-1)-b*=7

a= el —
_8b+4+2b'—b—2b"=14 > b=—22 1

23 10

a[? bY | 9 9| 1(23 10
b d) | 10 29| 9|10 29

9 9
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