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UNIVERSIDADES PÚBLICAS DE LA COMUNIDAD DE MADRID 

EVALUACIÓN PARA EL ACCESO A LAS ENSEÑANZAS 
UNIVERSITARIAS OFICIALES DE GRADO 

Curso 2022-2023 
MATERIA: MATEMÁTICAS II 

 

 

INSTRUCCIONES GENERALES Y CALIFICACIÓN 
Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a 

elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
 

CALIFICACIÓN: Cada pregunta se calificará sobre 2.5 puntos. 

TIEMPO: 90 minutos. 

 

A.1. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Dadas las matrices 
2 1 0 0

1 0 2 1

b
A y B

b

   
= =   

−   
, se pide: 

a) (0.5 puntos) Calcular el determinante de 
tA A . 

b) (0.5 puntos) Calcular el rango de BA  en función de b. 

c) (0.75 puntos) Calcular 
1B−
 para b = 2. 

d) (0.75 puntos) Para b = 1, calcular 
5B . 

 
A.2. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehículo híbrido. El gasto en litros 

de combustible por cada 100 kilómetros en función de la velocidad, medida en decenas de kilómetros 

por hora, es 

( )
2

5
0 3

3

14 4 3
3

v
si v

c v
v

v si v


 

= 
 − + 


 

a) (1 punto) Si en una primera prueba el vehículo tiene que circular a más de 3 decenas de 

kilómetros por hora, ¿a qué velocidad debe ir el vehículo para obtener un consumo mínimo? 

b) (1.5 puntos) Si en otra prueba el vehículo debe circular a una velocidad v tal que 1 ≤ v ≤ 8, 

¿cuáles serán el máximo y el mínimo consumo posibles del vehículo?  

 

A.3. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Sean el plano : 1z = , los puntos P(1, 1, 1) y Q(0, 0, 1) y la recta r que pasa por los puntos P y Q. 

a) (0.25 puntos) Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano π. 

b) (1 punto) Halle una recta paralela a r contenida en el plano  0z = . 

c) (1.25 puntos) Halle una recta que pase por P y tal que su proyección ortogonal sobre el plano π sea 

la recta r, con la cual forme un ángulo de 
4


 radianes. 

 
A.4. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Sabiendo que ( ) ( ) ( )0.5, / 0.625 0.65P A P A B y P A B= =  = , se pide calcular: 

a) (1.5 puntos) ( ) ( )P B y P A B . 

b) (1 punto) ( ) ( )/ /P A A B y P A B A B     
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B.1. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Dado el sistema 

( )

2 1

0

1 3

x y kz

kx y z

y k z

− + + =


− − =
− + − =

. se pide: 

a) (1.25 puntos) Discutirlo en función del parámetro k. 

b) (0.5 puntos) Resolverlo para k = 3. 

c) (0.75 puntos) Resolverlo para k = 3/2 y especificar, si es posible, una solución particular con x = 2. 

 

B.2. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Dadas las funciones 
2( ) 2 2 2f x x x= + −  y ( ) 2 32 6 4 2g x x x x= − + + , 

se pide: 

a) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de ( ) ( )h x f x= . 

b) (1.5 puntos) Hallar el área de la región acotada por las curvas 

( ) ( ), , 0 y 2y f x y g x x x= = = = . 

 

 

B.3. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Dados el plano : 3 2 14 0x y z + + + =  y la recta 
2

5

x
r

z

=
 

=
, se pide: 

a) (0.5 puntos) Hallar el punto del plano π más próximo al origen de coordenadas. 

b) (1 punto) Calcular la proyección ortogonal del eje OZ sobre el plano π. 

c) (1 punto) Hallar la recta con dirección perpendicular a r, que esté contenida en π, y que corte al 

eje OZ. 

 

B.4. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

El 65% de los universitarios de 18 años que intentan superar el examen práctico de conducir lo consigue 

a la primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 años que ya han superado el examen práctico 

de conducir. 

Se pide: 

a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran más de un 

intento para superar el examen práctico de conducir. 

b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado más de un intento 

para superar el examen práctico de conducir. 

c) (1 punto) Aproximando por una distribución normal, determinar la probabilidad de que, dados 

60 de estos universitarios, como mínimo la mitad superase el examen práctico de conducir a la 

primera. 
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SOLUCIONES 
A.1. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Dadas las matrices 
2 1 0 0

1 0 2 1

b
A y B

b

   
= =   

−   
, se pide: 

a) (0.5 puntos) Calcular el determinante de tA A . 

b) (0.5 puntos) Calcular el rango de BA  en función de b. 

c) (0.75 puntos) Calcular 1B−  para b = 2. 

d) (0.75 puntos) Para b = 1, calcular 5B . 

 

a)  

4 1 2 0 0 2 5 2 2
2 1 0

2 0 1 0 0 0 2 1 0
1 0 2

0 2 0 0 0 4 2 0 4

5

2 1

1 0

0 2

20 0 0 4 16 0 0

2 2

2 1 0

2 0 4

t

t

A A

A A

+ − − −   
     

= − + + =     
+

− 
 

=  
 
 

= =



+ +

−

−

   − + −   

− −

−

=

−

 

 

b)   

0 2 1 0 2 0

1 1 0 2 2 1 2

b b b

b b
B

b
A

    
=    

− −  
=

 
 

 

Consideramos el menor de orden 2 que resulta de quitar la columna 1ª → 2
0

2
1 2

b
b

b
= . Este 

determinante se anula si b = 0. El rango de AB es 2 si b ≠ 0. 

 

Si b = 0 la matriz BA queda 
0 0 0

2 1 0
BA =

 
 
 

. La matriz BA tiene rango 1. 

 

Resumiendo: Si b ≠ 0 el rango de BA es 2  y si b = 0 el rango de BA es 1. 

 

c) Para b = 2 la matriz B queda 
2 0

1 2
B

 
=  
 

. 

( )
1

2 0
4 0

1 2

2 1

2 0 1/ 2 00 2 1

1 2 1/ 4 1/ 24 4

t

B

Adj
Adj B

B
B

−

= = 

 
 

    = = = =   
− −   

 

 

d) Para b = 1 la matriz B queda 
1 0

1 1
B

 
=  
 

. 
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2

3 2

4 3

5 4

1 0 1 0 1 0 1 0

1 1 1 1 1 1 1 2 1

1 0 1 0 1 0 1 0
·

2 1 1 1 2 1 1 3 1

1 0 1 0 1 0 1 0
·

3 1 1 1 3 1 1 4 1

1 0 1 0 1 0 1 0
·

4 1 1 1 4 1 1 5 1

B

B B B

B B B

B B B

      
= = =      

+      

      
= = = =      

+      

      
= = = =      

+      

     
= = = =     

+     




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A.2. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Un equipo de ingenieros realiza pruebas de consumo de un nuevo vehículo híbrido. El gasto en litros 

de combustible por cada 100 kilómetros en función de la velocidad, medida en decenas de kilómetros 

por hora, es 

( )
2

5
0 3

3

14 4 3
3

v
si v

c v
v

v si v


 

= 
 − + 


 

a) (1 punto) Si en una primera prueba el vehículo tiene que circular a más de 3 decenas de kilómetros 

por hora, ¿a qué velocidad debe ir el vehículo para obtener un consumo mínimo? 

b) (1.5 puntos) Si en otra prueba el vehículo debe circular a una velocidad v tal que 1 ≤ v ≤ 8, ¿cuáles 

serán el máximo y el mínimo consumo posibles del vehículo? 

 

a) La función que debemos de manejar es ( )
2

14 4 3
3

v
c v v pues v= − +  . 

Buscamos el mínimo relativo de la función. 

 

( ) ( )

( )

( ) ( )

2 2
14 4 ´ 4 2

4 0 12 2 0 2 12 63 3
3

´ 0

2 2
´́ ´́ 6 0 ¡Mínimo!

3 3

v v
c v v c v v

v v v

c v

c v c


= − +  = − + 

 − + =  − + =  =  =
= 

=  =  →

 

 

Para que el consumo sea mínimo debe de ir a 60 km/h. 

 

a) Analizamos la situación en las dos zonas de velocidad. 

 

Con una velocidad 1 ≤ v < 3 la función consumo es ( )
5

3

v
c v = . Esta función es lineal y 

creciente, a más velocidad mayor consumo, por lo que el menor consumo estará en v = 1. Este 

consumo es de ( )
5

1 1.667 /100
3

c litros km= . 

El consumo máximo estará en v próxima a 3, este consumo será próximo a 

( )
5·3

3 5 /100
3

c litros km= =  

 

Con una velocidad 3 ≤ v ≤ 8 la función consumo es ( )
2

14 4
3

v
c v v= − + . En el apartado anterior 

hemos visto que tiene un consumo mínimo con v = 6. Este consumo es de 

( )
26

6 14 24 2 /100
3

c litros km= − + = . 

El consumo máximo estará en los extremos del intervalo: 

 

( )
23

3 14 12 5 /100
3

c litros km= − + =  
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( )
28 10

8 14 32 3.33 /100
3 3

c litros km= − + =  

 

El mínimo consumo se obtiene con v = 1. Este consumo es de 1.667 /100litros km . 

El máximo consumo se produce con v = 3. Este consumo es de 5 /100litros km . 
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A.3. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Sean el plano : 1z = , los puntos P(1, 1, 1) y Q(0, 0, 1) y la recta r que pasa por los puntos P y Q. 

a) (0.25 puntos) Verifique que los puntos P y Q pertenecen al plano π. 

b) (1 punto) Halle una recta paralela a r contenida en el plano  0z = . 

c) (1.25 puntos) Halle una recta que pase por P y tal que su proyección ortogonal sobre el plano π sea 

la recta r, con la cual forme un ángulo de 
4


 radianes. 

 

a) Para que los puntos pertenezcan al plano deben satisfacer su ecuación : 1z = . Basta con que 

su tercera coordenada sea 1. Lo cumplen los dos puntos P(1, 1, 1) y Q(0, 0, 1). 

 

b) Hallamos la ecuación de la recta que pasa por P(1, 1, 1) y Q(0, 0, 1). 

 

( )01,1,( ) ( ) 1,1,
: ,

( )

1 0,0,

0, 1
1

1

0,

rv QP Q

Q

x

r y
r

z



 

=
− =


= =  

 = 
   =

 

Una recta s paralela a r contenida en el plano  0z =  debe tener el mismo vector director que r 

y debe pasar por un punto cualquiera del plano  0z = , por ejemplo A(0,0,0). 

 

( )

(0,0,

1,1,0
: ,

)
0

0

s r

s

u
s

v
x

y
A

z



 

=
= =



 =  

   =

 

 

c) Buscamos una recta t como la del dibujo. 

 
 

Como los puntos P y Q están en el plano π la recta r está contenida en el plano π. La recta t 

que deseamos hallar debe cortar el plano en el punto P. Además, uno de sus puntos debe 

proyectarse ortogonalmente en el punto Q. La recta r y t deben formar 45º. 

 

Si A(a,b,c) tenemos que AQ ⊥ .  

 

( )

( ) ( ) ( )0

: 1 0,0

1
,0,1 , , , ,1

0 0 1

,1

a b c
AQ a b c a b c

AQ AQ

n

n

z




 − − −

= − = − − −  = = 


=

⊥ 

 =


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( )

( )
( )

1
0 1 0

0 1
0,0,

1
0 1 0

0 1

a c
a c a

A c
b c

b c b

− −
= → − = − → =

 
− − = → − = − → =



 

 

Si A(0,0,c) tenemos que ( ), 45ºPA PQ = .  

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2

2

2

0,0, 1,1,1 1, 1, 1

0,0,1 1,1,1 1, 1,0

, 45º

·
cos ,

·

1, 1, 1 1, 1,0
cos 45º

1 1 1 1 1 0

2 1 1
2 1 · 2· 2

2 2 1 · 2

PA c c

PQ

PA PQ

PA PQ
PA PQ

PA PQ

c

c

c
c

= − = − − −

= − = − −

= 




= 


− − − − −
 = 

− + − + − − + − +

+
 =  + − =

+ −
( )

( ) ( ) ( )

( )

2

2 2 2

4 2 2 1 4

2 1 2 2 1 4 1 2 1 2 1 2

0,0,1 2

c

c c c c c

A

 + − = 

 + − =  + − =  − =  − =  = + 

 +

 

 

Determinamos la ecuación de la recta t que pasa por A y P. 

 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

1
0,0,1 2 1,1,1 0,0,1 2 1,1, 2

: 1 ,
1,1,1 1,1,1

1 2

t

x
A t u AP

t y
P t P t

z



 



 = + +  = = − + = −  
  = +   

     = −
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A.4. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Sabiendo que ( ) ( ) ( )0.5, / 0.625 0.65P A P A B y P A B= =  = , se pide calcular: 

a) (1.5 puntos) ( ) ( )P B y P A B . 

b) (1 punto) ( ) ( )/ /P A A B y P A B A B    

 

a)  

 

( )
( )

( )

( )

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

/ 0.625 0.625 0.625 0.625

0.65 0.65

0.5 0.625 0.65 1 0.625 0.65 0.5

0.15
0.375 0.15 0.4 0.625·0.4 0.25

0.375

P A B P A B
P A B P A B P B

P B P B

P A B P A P B P A B

P B P B P B

P B P B P A B

 
=  =  =   =

 =  + −  = 

 + − =  − = − 

 =  = =   = =

 

 

b)  

( )
( )( )

( )
( ) 

( )

( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( ) 

( )

( ) ( ) ( )

/

0.5 0.5 10
/ 0.769

0.5 0.4 0.25 0.65 13

/

0.25 5
0.3846

0.65 13

P A A B P A
P A A B A A B A

P A B P A P B P A B

P A A B

P A B A B
P A B A B A B A B A B

P A B

P A B

P A P B P A B

 
 = =   = =

 + − 

 = = =
+ −

  
  = =    =  =




= = =

+ − 
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B.1. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Dado el sistema 

( )

2 1

0

1 3

x y kz

kx y z

y k z

− + + =


− − =
− + − =

. se pide: 

a) (1.25 puntos) Discutirlo en función del parámetro k. 

b) (0.5 puntos) Resolverlo para k = 3. 

c) (0.75 puntos) Resolverlo para k = 3/2 y especificar, si es posible, una solución particular con x = 2. 

 

a) Vemos cuando se anula el determinante de la matriz de coeficientes. 

 

( ) ( )

( )

2

2 2 2

2

2 1 2 1

1 1 1 1 2 1 0 0 1 2

0 1 1 0 1 1

2 2 2 2 3

0

0 2 3 0 2 3 0 3
2 3 0

2

k k

A k A k k k k k

k k

k k k k k k

k

A k k k k
k k

− − 
 

= − −  = − − = − + − − − − + = 
 − − − − 

= − − − + + = − +

=


=  − + =  − + =  
− + = → =


 

Estudiamos tres casos diferentes. 

 

CASO 1. 0k   y 
3

2
k   

En este caso el determinante de A es no nulo y su rango es 3, al igual que el rango de la 

matriz ampliada y el número de incógnitas. El sistema es compatible determinado (una 

única solución). 

 

CASO 2. 0k =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

Estudiamos el rango de A y el de la matriz ampliada A/B usando el método de Gauss. 

 
/

Fila 3ª  Fila 2ª
2 1 0 1 2 1 0 1

0 1 1 3
/ 0 1 1 0 0 1 1 0

0 1 1 0
0 1 1 3 0 0 0 3

0 0 0 3 Nueva Fila 3ª

A B

A

A B

 − 
 − −   

− −    
= − −   − −    

    − −   →     

 

 

El rango de la matriz A es 2 y el de la matriz A/B es 3. Como tienen rangos distintos el 

sistema es incompatible (sin solución). 

 

CASO 3. 
3

2
k =  

En este caso el determinante de A es nulo y su rango no es 3. 

Estudiamos el rango de A y A/B usando el método de Gauss. 
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4 · Fila 2ª + 3 · Fila 1ª
2 1 1.5 1

6 4 4 0
/ 1.5 1 1 0

6 3 4.5 3
0 1 0.5 3

0 1 0.5 3 Nueva Fila 2ª

Fila 3ª  Fila 2ª
2 1 1.5 1

0 1 0.5 3
0 1 0.5 3

0 1 0.5 3
0 1 0.5 3

0 0 0 0 Nueva Fila 3ª

A B

 
−   

− −  
= − −     −

  −   − →
 

−
−  

− 
 −    − −

 −  →


/

2 1 1.5 1

1.5 1 1 0

0 0 0 0

A B

A

 
 −
 

 − −  
  

     

 

 

El rango de la matriz A es 2 al igual que el de la matriz A/B, menor que el número de 

incógnitas (3). El sistema es compatible indeterminado (infinitas soluciones). 

 

Resumiendo: Para 0k   y 
3

2
k   el sistema es compatible determinado, para 0k =  el 

sistema es incompatible y para 
3

2
k =  es compatible indeterminado. 

 

b) Si 3k =  el sistema es compatible determinado. Obtenemos la solución. 

 

( )

( )

2 3 1 2 3 1
2 2 3 3 1 2 5 4

3 0 3 0
3 2 3 0 3 2 3 0

2 3 2 3

2 5 4
2 1 5 4 2 2 5 4

3 3 3 1 1

2 1
1

3 32
3 2

3 2
2 3

3

x y z x y z
x z z x z

x y z x y z
x z z x z z

y z z y

x z
z z z z

x z x z x z

x

z z

y

− + + = − + + = 
− + − + = − + =  

− − =  − − =      
− − − = − + − =  − + = − = 

− + =
  − − + =  − + + = 

− = − → − = − → = −

−
= − =

 =  = 
−

= − =
5

3









 

 

La solución del sistema es 
1 5 2

; ;
3 3 3

x y z
− −

= = = . 

 

c) Si 
3

2
k =  el sistema es compatible indeterminado. Lo resolvemos a partir del sistema 

triangular equivalente obtenido en el apartado a). 
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2 1 1.5 1
2 1.5 1 2 1.5 1

0 1 0.5 3
0.5 3 0.5 3

0 0 0 0

2 0.5 3 1.5 1 2 2 4 2 2

2

3 0.5 ,

x y z x y z

y z z y

x z z x z x z x z

x

y

z



 



− 
− + + = − + + =  

−      − + = − =  
 

 − + − + =  − + =  − + =  = − 

= − +


 = − + 
 =

 

 

Buscamos dentro de las infinitas soluciones del sistema una en la que x = 2. 

 

2
2 2 4 2

3 0.5 , 3 0.5·4 1
3 0.5 1

4
4

2

x
x

y y
y y

z z
z z

x


 

 


 


= − + 
= − + → = =  

= − +  = − + = −   
 = − +   = −    = = =   = = = 

 

 

La solución del sistema es x = 2; y = –1; z = 4. 
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B.2. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Dadas las funciones 
2( ) 2 2 2f x x x= + −  y ( ) 2 32 6 4 2g x x x x= − + + , 

se pide: 

a) (1 punto) Estudiar la derivabilidad de ( ) ( )h x f x= . 

b) (1.5 puntos) Hallar el área de la región acotada por las curvas ( ) ( ), , 0 y 2y f x y g x x x= = = = . 

 

a)   

( ) ( ) 22 2 2h x f x x x= = + −  

 

Vemos cuando se anula la función. 

( ) ( )( )
2

2 2

1 5
1 1 4 1 1 1 5 2

2 2 2 0 1 0
2 2 1 5

2

x

x x x x x

x

 +
= − − −  

+ − =  − − =  = = = 
−

=


 

 

Estudiamos el signo de la función antes, entre y después de estos dos valores. 

 

En el intervalo 
1 5

,
2

 −
−  
 

 tomamos x = –1 y la expresión 22 2 2x x+ −  vale 

( ) ( )
2

2 2 1 2 1 2 0+ − − − = −  . La función es 

( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2h x x x x x x x= + − = − + − = − −  

 

En el intervalo 
1 5 1 5

,
2 2

 − +
  
 

 tomamos x = 0 y la expresión 22 2 2x x+ −  vale 

( ) ( )
2

2 2 0 2 0 2 0+ − =  . La función es ( ) 2 22 2 2 2 2 2h x x x x x= + − = − + +  

 

En el intervalo 
1 5

,
2

 +
+  

 
 tomamos x = 2 y la expresión 22 2 2x x+ −  vale 

( ) ( )
2

2 2 2 2 2 2 0+ − = −  . La función es 

( ) ( )2 2 22 2 2 2 2 2 2 2 2h x x x x x x x= + − = − + − = − −  

 

La función h(x) queda ( )

2

2 2

2

1 5
2 2 2

2

1 5 1 5
2 2 2 2 2 2

2 2

1 5
2 2 2

2

x x si x

h x x x x x si x

x x si x

 −
− − 


 − +

= + − = − + +  

 +

− − 


 

Esta función es continua en . 
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Esta función es derivable en 
1 5 1 5

,
2 2

 − + 
−  
  

 

La expresión de la derivada es: 

( )

1 5
4 2

2

1 5 1 5
´ 4 2

2 2

1 5
4 2

2

x si x

h x x si x

x si x

 −
− 


 − +

= − +  

 +

− 


 

 

Estudiamos su derivabilidad en 
1 5

2
x

−
=  y en 

1 5

2
x

+
= . 

¿Es derivable en 
1 5

2
x

−
= ? 

( )

( )

1 5 1 5

2 2

1 5 1 5

2 2

1 5 1 5
´ lim ´ lim 4 2 4 2 2 2 5 2 2 5

2 2

1 5 1 5
´ lim ´ lim 4 2 4 2 2 2 5 2 2 5

2 2

1 5 1 5
´ ´

2 2

x x

x x

h h x x

h h x x

h h

− −

+ +

−

− −
→ →

+

− −
→ →

− +

  − −
  = = − = − = − − = −       


   − −
  = = − + = − + = − + + =        

      − −
                








 

 

Al ser las derivadas laterales distintas la función h(x) no es derivable en 
1 5

2
x

−
=  

 

¿Es derivable en 
1 5

2
x

+
= ? 

( )

( )

1 5 1 5

2 2

1 5 1 5

2 2

1 5 1 5
´ lim ´ lim 4 2 4 2 2 2 5 2 2 5

2 2

1 5 1 5
´ lim ´ lim 4 2 4 2 2 2 5 2 2 5

2 2

1 5 1 5
´ ´

2 2

x x

x x

h h x x

h h x x

h h

− −

+ +

−

+ +
→ →

+

+ +
→ →

− +

  + +
  = = − + = − + = − − + = −       


   + +
  = = − = − = + − =        

      + +
                








 

 

La función h(x) no es derivable en 
1 5

2
x

+
= . 
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La función h(x) es derivable en 
1 5 1 5

,
2 2

 − + 
−  
  

 

 
 

b) Hallamos los puntos de corte de las gráficas. 

 

( )

( ) ( )

( )

2

2 3 2 2 3 3 2

2 2
2

( ) 2 2 2

2 6 4 2 2 2 2 2 6 4 2 2 6 8 0

0

3 5
1

2 3 4 0 3 3 16 3 5 2
3 4 0

3 52 2
4

2

f x x x

g x x x x x x x x x x x x

f x g x

x

x
x x x

x x x

x

= + −


= − + +  + − = − + +  − − + = 


= 

=


− + = = − + − =  −  + −  
+ − = → = = =  − − = − =


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Las gráficas se cortan en tres puntos: x = –4, x = 0, x = 1. Como nos piden determinar el área 

de la región acotada por las dos gráficas, x = 0 y x = 2 el área la dividimos en dos trozos: uno 

entre 0 y 1 y otro entre 1 y 2. 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1
2 3 2

0 0

1 1
2 3 2 2 3

0 0

1
2 3 4 2 3 4 2 3 4

0

1
2

0

2 6 4 2 2 2 2

2 6 4 2 2 2 2 8 6 2

1 1 1 0 0 0
8 6 2 8 6 2 8 6 2

2 3 4 2 3 4 2 3 4

1
4 2 1.5

2

1 1.5 1.5

g x f x dx x x x x x dx

x x x x x dx x x x dx

x x x

Área g x f x dx u

− = − + + − + − =

= − + + − − + = − + + =

     
= − + + = − + + − − + + =     
     

= − + + = −

= − = − =

 

 



 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

2 2
2 3

1 1

2 2
2 3 4 4

2 3

1 1

4 4
2 3 2 3

2
2

1

8 6 2

8 6 2 4 2
2 3 4 2

2 1
4·2 2·2 4·1 2·1

2 2

1
16 16 8 4 2 9.5

2

2 9.5 9.5

g x f x dx x x x dx

x x x x
x x

Área g x f x dx u

− = − + + =

   
= − + + = − + + =   
   

   
= − + + − − + + =   
   

= − + + + − − =

= − = =

 



 

 

El área total es la suma de las dos partes. 

 

Área = 1.5 + 9.5=11 u2 
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B.3. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

Dados el plano : 3 2 14 0x y z + + + =  y la recta 
2

5

x
r

z

=
 

=
, se pide: 

a) (0.5 puntos) Hallar el punto del plano π más próximo al origen de coordenadas. 

b) (1 punto) Calcular la proyección ortogonal del eje OZ sobre el plano π. 

c) (1 punto) Hallar la recta con dirección perpendicular a r, que esté contenida en π, y que corte al eje 

OZ. 

 

a) El punto P del plano más próximo al origen de coordenadas es la proyección ortogonal del 

origen de coordenadas en el plano. 

Para hallar esta proyección P obtenemos la recta perpendicular al plano que pasa por O(0,0,0). 

Después hallamos el punto de corte de plano y recta. Dicho punto es el punto buscado. 

La recta s perpendicular al plano tendrá como vector director el vector normal del plano. 

 

( )

( )

( )

: 3 2 14 0 1,3,2

1,3,2
: 3 ,

0,0,0
2

s

x y z n

x
u n

s y
O s

z





 



+ + + =  =

=
= =  
 =  

   =

 

 

Hallamos el punto P como intersección de la recta s y el plano. 

 

( )

: 3
9 4 14 0 14 14 1

2

: 3 2 14 0

1

3 1, 3, 2

2

x

s y

z

x y z

x

y P

z




    





= 
 

= 
 + + + =  = −  = −  = 

+ + + = 

= −


 = −  − − −
 = −

 

 

b) La proyección ortogonal del eje OZ sobre el plano π es una recta t que determinamos 

obteniendo la proyección de dos puntos del eje OZ sobre el plano. 

Dos puntos del eje OZ pueden ser O(0,0,0) y B(0,0,7). 

 

La proyección del punto O(0,0,0) la hemos calculado y es ( )1, 3, 2P − − − . 

Determinamos la proyección del punto B(0,0,7) sobre el plano π siguiendo los mismos pasos 

que en el apartado a). 

Determinamos la recta s´ perpendicular al plano que pasa por el punto B. 
 

( )

( )

´ 1,3,2
:́ 3 ,

0,0,7
7 2

s

x
v n

s y
B s

z



 



=
= =  
 =  

   = +

 

 

Hallamos el punto Q de corte de la recta s´ y el plano π. 
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( )

:́ 3 ,
9 14 4 14 0 14 28 2

7 2

: 3 2 14 0

2

6 2, 6,3

7 4 3

x

s y

z

x y z

x

y Q

z



 
    





= 
 

=  
 + + + + =  = −  = −  = + 

+ + + = 

= −


 = −  − −
 = − =

 

 

La proyección ortogonal del eje OZ sobre el plano π es la recta que pasa por los puntos P y Q. 

 

( )

( )

( ) ( ) ( )

( )

2, 6,3 2, 6,3 1, 3, 2 1, 3,5

1, 3, 2 1, 3, 2

1

: 3 3 ,

2 5

Q t PQ

P t P t

x

t y

z



 



− −   = − − − − − − = − − 
  

− − −  − − −   

= − −


 = − − 
 = − +

 

 

c) Como la recta t´ pedida debe estar contenida en el plano π debe ser perpendicular al vector 

normal del plano y a su vez perpendicular al vector director de la recta. Este vector es el 

producto vectorial de ambos vectores. 

 

( )

( )

( )´ 0 1 0 2 2,0, 1

1 3 2
: 3 2 14 0 1,3 2

2

,1.0

,

0

5

r

t r

x

r y v
u

z

i j

v

k

n i k

x y z n





=
= = − = −

+ + +

=
 

 =  
 = 

=

 = 

= 

 

 

Hallamos el punto A de corte del plano π con el eje OZ. 

 

( )

: 3 2 14 0

0 0 2 14 0 2 14 7 0,0, 70

0

x y z

z z z Ax
ejeOZ

y

 + + + = 

 + + + =  = −  = −  −= 

→  = 

 

 

La recta t´ pedida debe tener como vector director ( )´ 2,0, 1tu −=  y pasar por el punto 

( )0,0, 7A − . 

( )

( )

´

2
2,0, 1

:́ 0 ,
0,0, 7 ´

7

t

x

t y
A t

u

z







=
−  
 =  

−    = − −

=
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B.4. Calificación máxima: 2.5 puntos. 

El 65% de los universitarios de 18 años que intentan superar el examen práctico de conducir lo consigue 

a la primera. Se escogen al azar 10 universitarios de 18 años que ya han superado el examen práctico 

de conducir. 

Se pide: 

a) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que exactamente 3 de ellos necesitaran más de un intento 

para superar el examen práctico de conducir. 

b) (0.75 puntos) Calcular la probabilidad de que alguno de ellos haya necesitado más de un intento 

para superar el examen práctico de conducir. 

c) (1 punto) Aproximando por una distribución normal, determinar la probabilidad de que, dados 60 

de estos universitarios, como mínimo la mitad superase el examen práctico de conducir a la primera. 
 

X = Número de universitarios que necesitan más de un intento para superar el examen práctico de 

conducir de un grupo de 10. 

 

Es una variable binomial con parámetros n = 10 y p = 1 – 0.65 = 0.35. 

 X = B(10, 0.35). 

 

a) Debemos calcular ( )3P X = . 

( ) 3 7
10

3 ·0.35 ·0.65 0.2522
3

P X
 

= =  
 

 

 

b) Debemos calcular ( )1P X  . Calculamos la probabilidad del suceso contrario ( )0P X = . 

 

( ) 0 10
10

0 ·0.35 ·0.65 0.0135
0

P X
 

= =  
 

 

Calculamos ( )1P X   usando el suceso contrario. 

 

( ) ( )1 1 0 1 0.0135 0.9865P X P X = − = = − =  

 

c) X = Número de universitarios que aprueban a la primera el examen práctico de conducir de un 

grupo de 60.  

X = B(60, 0.65) 

Esta variable binomial se aproxima por una normal de media 60·0.65 39np = =  y desviación 

típica 60·0.65·0.35 3.6946npq = = . 

La variable binomial X = B(60, 0.65) se aproxima con una normal Y = N(39, 3.6946). 

 

Nos piden calcular ( )30P X  . 

 

( )   ( )  

( ) ( )

29.5 39
30 Corrección de Yates 29.5

3.6946

Miramos en la
2.57 2.57 0.9949

tabla de la N(0, 1)

P X P Y Tipificamos P Z

P Z P Z

− 
 = =  = =  = 

 

 
=  − =  = = 

 
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