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g Pruebas de acceso a ensefianzas EJERCICIO
= universitarias oficiales de grado MATEMATICAS 11
A Castilla y Leén Ne Péginas: 2

INDICACIONES: 1.- OPTATIVIDAD: EIl alumno debera escoger libremente cinco ejercicios
completos de los diez propuestos. Se expresara claramente cudles son los elegidos. Si se
resolvieran mas, solo se corregiran los 5 primeros que estén resueltos (segun el orden de
numeracion de pliegos y hojas de cada pliego) y que no aparezcan totalmente tachados.

2.- CALCULADORA: Podran usarse calculadoras no programables, que no admitan memoria para
texto, ni para resolucion de ecuaciones, ni para resolucién de integrales, ni para representaciones
graficas.

CRITERIOS GENERALES DE EVALUACION: Los 5 ejercicios se puntuaran sobre un maximo
de 2 puntos. Se observaran fundamentalmente los siguientes aspectos: correcta utilizacion de los
conceptos, definiciones y propiedades relacionadas con la naturaleza de la situacion que se trata de
resolver; justificaciones tedricas que se aporten para el desarrollo de las respuestas; claridad y
coherencia en la exposicion; precision en los calculos y en las notaciones. Deben figurar
explicitamente las operaciones no triviales, de modo que puedan reconstruirse la argumentacion
l6gica y los célculos.

E1l.- (Algebra)
X+2Y+Z=u
Calcular A y u para que el sistema de ecuaciones lineales AX+y=1 tenga infinitas soluciones.
y+Aiz=-1
(2 puntos)

E2.- (Algebra)
x 0
1 -1
,Bsy 1 |yC= L 3 , calcular los valores de

. 1 0 1
Dadas las matrices A=
Z X+Yy

-1 10
X,¥,z R para que AB sea igual a la inversa C* de la matriz C. (2 puntos)

E3.- (Geometria)
Calcular la ecuacion del plano 7 que es perpendicular al plano o =x+2y+3z =0 y pasa por los

puntos P =(0,0,0) y Q = (0,1,1). (2 puntos)
E4.- (Geometria)

Dados el plano 7=x+2y—2z=0 ylarecta r E%:yT—Ar:zT—l , Se pide:

a) Comprobar que r es paralela a 7. (1 punto)

b) Hallar el plano o, distinto de « y paralelo a 7, cuya distancia a r coincide con la de . (1 punto)

E5.- (Analisis)

a) Determinar a y b de modo que las funciones f (x)=x*-ay g(x)=(x—b)e* tomen el mismo
valor en un punto en el que ambas tengan un extremo relativo. (1 punto)
b) Demostrar que la funcion f (x) =2X+senx solo se anula en el punto x = 0. (1 punto)
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E6.- (Anélisis)
a) Determinense el dominio de definicion, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos
y minimos relativos, si existen, de la funcién f (x)=x(Inx—-1). (1 punto)
b) Calculese jx(ln x—1)dx (1 punto)
E7.- (Anélisis)
3 3

Calcular lim VX X144 . (2 puntos)

x—2 X—2
E8.- (Anélisis)
Calcular el area del recinto limitado por la gréafica de la funcién f (x) =xe " y el eje de abscisas
cuando x varia en el intervalo [—1,0]. (2 puntos)

E9- (Probabilidad y estadistica)

Un 50% de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son espafioles, un

30% son europeos no espafioles y los demas proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios de los

espafoles, la mitad de los europeos no espafioles y un tercio de los no europeos no pasan de los 40

afnos.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos)

b) Si se selecciona un participante al azar ¢Calcular la probabilidad de que no tenga mas de 40 afios?
(0,7 puntos)

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene mas de 40 afios, ;cual es la probabilidad de

que sea espafol? (0,7 puntos)

E10.- (Probabilidad y estadistica)

Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean cubicos, que todas
sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas aparezca un
namero de puntos que varie desde el uno hasta el seis), ¢cual es la probabilidad de que la suma de las
puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma mas frecuente? (2 puntos)
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Distribucion Normal
1 X _Ir=
Fx)=——| e? dt

3y 20 V=

0,00 0,1 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0.0 | 0.,5000 0,5040 0.5030 0.5120 0.5160 05100 05230 05270 05318 05350
0.1 0,5393 05433 0.5473 0.5517 0.5557 05506 0, 5636 05875 05714 05753
0.2 | 05783 0.5832 0.5871 0.5810 0.5048 05887 0, 6026 06064 0.6103 06141
02| 08179 06217 06255 0.6293 08331 06368 0. 6406 06443 05480 06517
04 | 08554 0.6591 0.6623 06684 0,6700 06736 06772 06808 06244 06870

0.5 | 0835 0,6950 0.6035 0.7019 0.7054 0.7oee 07123 0,757 0,780 0.7x24
0.6 | 07257 0,729 0.7324 0.7357 0.7380 0.7422 07454 0, 7486 0,7517 0,740
0.7 | 0.,7530 0,781 0. 7642 0.7673 0.7704 07734 07764 0, 7ro4 07823 0, 7852
0.8 | o731 0,7910 0.7839 0787 0.7o05 08023 00,8051 08078 0,.8106 08123
09 | 08159 08188 0.8212 08233 06264 08280 08315 0.8240 08365 08380
1.0 | 08413 0.56433 0.e481 0.6435 0.8508 02531 08554 08577 0.8580 05821
1.1 0,3843 0,8685 0.8638 0.8703 08720 08740 08770 05700 08810 05830
1.2 | 0.3343 0,8389 0.8833 0.8007 08025 05044 0, 8062 0.52E0 0, 5007 00014
1.3 | 08032 0.0048 0,808 08082 0,800 02115 08131 02147 08162 08177
14 | 08182 0.,0207 0.e222 0.8238 0.8251 02265 02270 0eze2 0,206 08218
1.5 | 09332 0,0345 0.8357 0.0370 00382 02304 0, 2406 02418 02420 0,2441
1.6 | 09452 0,0483 0.8474 0.0434 00405 02505 08515 00525 02535 02545
1.7 | 0.8554 0.8584 0.8573 08532 0,8581 02500 0,8&08 08616 0,88625 08623
1.8 | 09841 0.0840 0.0658 0.0684 0.0671 D.oe7e 0,DGE6 00803 0,000 00706
18 | 0973 06719 0.8728 0.0732 0.ov38 00744 0.2750 08756 08781 IR

20 | 089772 0,073 0.8733 0.0733 0.ova3 D.oroe 02803 0,208 08812 02817
21| 0881 00828 0.8630 08834 0,BB38 02842 0, 8246 02850 0,8254 08857
2.2 | 09831 01,0304 0.0esa 0.0e 0.0875 D.oeve 0,8Ee1 0.0ee4 0,0EET 0,0E00
23 | 09393 0,0308 0.0893 0.0em 00004 02006 0, 2200 02211 02013 02016
24 | 08918 0,8820 08022 0,8825 0,802y 02820 0,2831 0.eg32 0,024 08826
25 | 0,8933 0,9920 0.ee41 0.0843 02045 02846 0,248 02240 0,251 0 eas2
26 | 09953 0,0955 0.8058 0.0057 00050 02060 0, 2061 0 oma2 0, o3 0, Cebeed
27 | 09985 0,0968 0.8087 0.0083 00060 02070 0,807 0.oar2 0, 8073 RIS
28 | 08974 0,8875 08073 0,8877 08077 02878 02270 0.2g70 02220 0, eaE1
29 | 08831 0.,09a2 0.ea32 0.0033 0.ooe4 02084 0, 2285 0. 2Bes 0, 2eE6 0, 2BE6
3.0 | 09937 0.09a7 08037 0.0033 0.oogs 02080 0. 20e0 0 cae0 0, &m0 0, oeieiD
31 | 09990 0,099 0.6a91 0.0aMm 0.oog2 02002 0, e02 0 ooz 0, feleli3 0, feleli3
32 | 09993 00883 00004 0,004 0, Boad 02004 0, ea04 02205 0,285 0,.ega5
33 | 08995 0,0995 0.8095 0.0008 00006 02006 0, 2206 02206 0, 2oR6 0, eea7
34 | 09997 00897 0.8097 0,007 0, B0Ev 028a7 0,207 0.2ea7 0,87 0,.egaB

35 | 09997 0,0997 0.6093 0.0003 0.ooos 02008 0,208 0208 0, felemg 0, oeleng
36 | 09993 00998 0.6093 0,003 0, 8o 02000 0,200 0.eo0p 0,20 0, egad
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SOLUCIONES

E1l.- (Algebra)

X+2Yy+2=pu
Calcular A y u para que el sistema de ecuaciones lineales Ax+y=1 tenga infinitas soluciones.
y+Az=-1
(2 puntos)
1 21
La matriz de coeficientes asociada al sistemaes A=| 4 1 0 | yla matrizampliada es
01 2
1 2 1 u
A/B={424 1 0 1
01 21 -1

Para que tenga infinitas soluciones el rango de Ay el de A/B debe ser iguales y menores de 3 (el
namero de incognitas).

Vemos cuando se anula el determinante de A.

121
Al=[2 1 0|=1+0+2-0-222-0=-227+24
01 4

A=0

|A|:0:>—2/12+2/1:0:>—2/1(/1—1):0:>{
A-1=0-2=1

Si A#0y A=1 el determinante es no nulo y el rango de A es 3. El sistema tiene una Unica
solucion.

Si A =0 el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos el rango de Ay de
A/B en este caso.

Fila 32 — Fila 22 — M

121 u) |y 4 0 4 121 u
A/B:0101:>0_10_1:>0101
01 0 - 00 0 = 020—2

El rango de A es 2 y el de A/B es 3. El sistema no tiene solucion.

Si A =1 el determinante de A es nulo y su rango es menor de 3. Estudiamos el rango de A y de
A/B en este caso.
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Fila 22 — Fila 12

1 21 u 1 1 0 1 1 2 1 u
A/B=|1 1 0 1 |= 12 1 oy =0 -1 -1 1-u4|=
0114 0 -1 -1 1-u—> NuevaFila2? 01 1A
Fila 32 + Fila 22 rE
01 1 -1 L2 1w
= 0 -1 -1 1-4 =0 -1 -1 1-pu
0 0 0 —u| |90 0 -«

El rango de A es 2. El rango de A/B depende del valor de p. Si queremos que el rango de A/B sea
2 debe ser 1£=0.

Con A=1y u=0 elrango de A es 2y el de A/B también siendo menor que el nimero de
incognitas. El sistema tiene infinitas soluciones.
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E2.- (Algebra)

X 0
. 1 01 1 -1
Dadas las matrices A= ,Bgy 1 |yC= , calcular los valores de
-1 10 2 x4y -1 2

X,¥,z R para que AB sea igual a la inversa C™* de la matriz C. (2 puntos)

Comprobamos que C es invertible y determinamos su inversa.

1 -
|c|=‘ l‘zZ—lzl;ﬁO
-1 2

g1
o) *s 5]

2 1
cl 1 11

Hacemos que AB=C™.

X 0
3 1 01 2 1 X+Z X+Yy 2 1
AB=C" = y 1 |= = = =
-1 10 11 —-X+Yy 1 11

Z X+y

X+2=2

X=2-1
X+y=1 2-z2+y=1 -z+y=-1 y=-1+2
= =>Xx+y=1 = = = =
—X+y=1 —2+2+y=1 Z+y=3 Z+y=3
121 -X+y=1

=-1+2=1
:>z—1+z:3:>22:4:>:> J

Los valores buscados sonx =0;y=1;z = 2.
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E3.- (Geometria)
Calcular la ecuacion del plano 7 que es perpendicular al plano o = x+2y+3z =0 y pasa por los

puntos P =(0,0,0) y Q = (0,1,1). (2 puntos)

Si el plano 7 es perpendicular al plano ¢ tendrd como uno de sus vectores directores el vector normal
del plano o. El otro vector director necesario para definir el plano es el vector PQ.

oc=x+2y+32=0=n=(123)

u
7={v=PQ=(0,11)-(0,0,0)=(0,11)=z=[1 2 3=0=
P

—
o
o
o

~
m
3

= 2X+0+2-0-y-3x=0=|r=—X-y+2=0)
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E4.- (Geometria)
Dados el plano 7=x+2y—2z=0 ylarecta r zi2=y7_4=zT_1 , Se pide:
a) Comprobar que r es paralela a . (1 punto)

b) Hallar el plano o, distinto de 7 y paralelo a 7, cuya distancia a r coincide con la de . (1 punto)

a) Hallamos el vector director de la recta y el vector normal del plano y comprobamos si son
ortogonales.

T=x+2y-22=0=n=(12-2)

S X YA (<22
-2 2 1

=n-, =(-2,2,1)-(1,2,-2)=-2+4-2=0

Son ortogonales, por lo que la recta es paralela al plano o esta contenida en él.
Comprobamos si el punto P(0, 4, 1) perteneciente a la recta r esta en el plano.

T=X+2y-22=0 .
= ¢0+8-2=07 iNo es cierto!
(',P(O,4,1)e7r?

El punto P de la recta no esta en el plano, por lo que la recta es paralela al plano.

b) Sielplano o es paralelo a  tendréa ecuacion o =x+2y—-2z+D =0.
Como larecta r es paralela a  también es paralela al plano o, la distancia de la recta al plano
sera la distancia del punto P(0, 4, 1) al plano. Determinamos el valor de D haciendo que esta
distancia sea la misma que al plano .

T=X+2y-2z=0 ~ |0+8—2| 6

P(0,41)er }Sd(r’”):d(P’”)_J02+42+12 7

o=Xx+2y-22+D=0 _[0+8-2+D| [6+D|

P(0,41)cr }3d(r,0')=d(P,O') N v

d(r,ﬂ):d(r,a):%:bjl_?:>6:|6+D|:>

6=6+D—>D=0->7=x+2y-22=0
=
—6=6+D—>D=-12—>|0c=Xx+2y-22-12=0

El plano buscado tiene ecuacion o =x+2y—-2z-12=0.
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E5.- (Anélisis)

a) Determinar a y b de modo que las funciones f (x)=x*-ay g(x)=(x—b)e* tomen el mismo
valor en un punto en el que ambas tengan un extremo relativo. (1 punto)
b) Demostrar que la funcion f (x) =2X+senx solo se anula en el punto x = 0. (1 punto)

a) Buscamos los extremos relativos en ambas funciones.

b)

f(x)=x*-a= f"(x)=2x

f(x)=0=2x=0=[x=0]

f(x)=2= f”(0)=2>0= Enx=0 hay un mimimo de f (x)

g(x)=(x-b)e*=g’(x)=e"+(x—b)e* =(x—b+1)e”
9’ (x)=0=(x—b+1)e* =0=x-b+1=0=[x=b—1|
g7 (x)=e"+(x-b+1)e* =(x-b+2)e*=g”(b-1)=(b-1-b+2)e"  =e"* >0

En x =b—1 hay un minimo de g (x)
Como deben coincidir en los extremos relativos.

6(b-1)= 1 (0) :»g(b_l): f(o)}:»g(o)z f(0)=(0-1)e°=0*~a=-1=—a=[a=1]

Los valores buscados sona=1; b =1.

La funcién f (x)=2x+senx es continua y derivable en R .

También sabemos que f (0)=2-0+sen0=0.

Si existiese algun x = c tal que f(c) = 0 tendriamos que f(0) = f(c) = 0 y aplicando el teorema
de Rolle en el intervalo [0, c] o [c, 0], segun fuese ¢ positivo o negativo existiria un valor d en
el intervalo tal que f“ (d) = 0, pero la derivada de la funciénes f (x) =2+C0SX Yy no se

puede anular pues el coseno no puede alcanzar el valor 2.

Por lo que podemos afirmar que no existe un valor ¢ =0 donde la funcion se anule.
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E6.- (Anélisis)

a) Determinense el dominio de definicion, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los maximos
y minimos relativos, si existen, de la funcién f (x)=x(Inx—1). (1 punto)
b) Calculese jx(ln x—1)dx (1 punto)

a) El logaritmo neperiano solo existe de un nimero positivo. = Dominio = (0,+oo).

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento usamos la derivada.

f’(x)=(|nx—1)+x1=Inx
X

f'(x)=0=Inx=0=>x=1
Estudiamos el signo de la derivada antes y después de x = 1.

En el intervalo (0, 1) tomamos x = 0.5y la derivada vale f"(0.5)=In0.5<0. La funcion

decrece en (0, 1).
Enel intervalo (1,+c0) tomamos x = 2y la derivada vale f"(2)=In2>0. La funcién crece

en (1, +oo).
La funcion decrece en (0, 1) y crece en (1, +oo).

La funcidn tiene un minimo relativo en x = 1. No presenta maximos relativos.

b)
Ix(ln x—l)dx:jxlnx—xdx=J'xIn xdx—J.xdx:...

Integracién por partes

2 2
lenxdx: u:lnx—>du:1dx :X—Inx—Jx—idx:
X 2 2 X
2

dv:xdx—>v=J'xdx=X?

x? 1 x? 1x2 X x?

=—In x——jxdx:—lnx———:—lnx——
2 2 2 2 2 2 4
x? x> x* X Xt 2x* |x® 3x?
= InXx—— - = Inx—-— - = | Inx—-—"-+K
2 4 2 2 4 4 2 4
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E7.- (Anélisis)

3 3
Calcular Iim\/X rx-1 \/X +1.
X—2 X—2

(2 puntos)

3 1 3 3 1 3
Iirr21 \/X X 12\/)( +1:\’/2 +2212\/2 +1:%:Indeterminaci(')n (conjugado) =
X—> X_ —

i (\/x3+x—1—\/x3 +1)(\/x3+x—1+\/X3+1) _
x—>2 (X_g)(\/x3+x—1+\/xs+l)

() (o)
=lim =

HZ(x—Z)(\/x3+x—1+\/X3+1)

_jim x3+x—1—(x3+1) _

HZ(x—2)(x/X3+x—l+\/X3+1)

X rx-1-x8 -1

=lim =

Hz(x—2)(«/x3+x—1+\/X3+1)

x=7

=lim =

X2 M(\/x3+x—1+\fx3 +1)

) 1 1 1 1
=lim -

=2 [ x—14+1 V2P +2-1+2°+1 3+3 [6
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ES8.- (Anélisis)
Calcular el &rea del recinto limitado por la gréfica de la funcion f (x) =xe™* y el eje de abscisas
cuando x varia en el intervalo [-1,0]. (2 puntos)

Comprobamos si la funcion corta el eje de abscisas en el intervalo [—1,0].

(x)=xe™ » x=0
=>xe =0= _
e * =0 jlmposible!

Como la gréfica de la funcién no corta el eje en ningln punto intermedio del intervalo [-1,0] el
area pedida se obtiene con la integral definida de la funcion entre -1y 0.

Calculamos primero la integral indefinida.
Integracion por partes

Ixe‘xdx: U=Xx-—du=dx :—e’x-x—j—e’xdx:

X

dv=edx >v= Ie‘xdx =—e

=—xe "+ Ie’xdx =—xe " —e*+K

Calculamos la integral definida.

T f(x)dx= _T xe *dx = [—xe‘X e =
-1 -1

=[-0e®-e?]- [—(—1) e e‘(‘ﬂ ——l-e+e=-1

El area del recinto es el valor absoluto de la integral definida y es de 1 unidad cuadrada.
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E9- (Probabilidad y estadistica)

Un 50% de los participantes en un torneo abierto de ajedrez celebrado en Salamanca son espafioles, un

30% son europeos no espafioles y los demés proceden del resto del mundo. De ellos, dos tercios de los

espafoles, la mitad de los europeos no espafioles y un tercio de los no europeos no pasan de los 40

anos.

a) Indicar las 6 probabilidades que aparecen en el enunciado (0,6 puntos)

b) Si se selecciona un participante al azar ¢Calcular la probabilidad de que no tenga mas de 40 afios?
(0,7 puntos)

c) Si se elige al azar un participante del torneo y no tiene mas de 40 afios, ¢cual es la probabilidad de

que sea espafol? (0,7 puntos)

Llamamos A al suceso “Ser espaiol”, B al suceso “ser europeo no espafiol”, C al suceso “ser del
resto del mundo” y D al suceso “No pasar de 40 afios”.

a)
P(A)=0.50; P(B)=0.30; P(C)=1-0.50-0.30=0.20

P(D/A):g; P(D/B)=%; P(D/C)=

Wl

b) Usamos el teorema de la probabilidad total.

P(D)=P(A)P(D/A)+P(B)P(D/B)+P(C)P(D/C)=

= O.5-g+0.30-1+0.20-1 = u =0.55
3 2 3 120

c) Nos piden calcular P(A/ D). Es una probabilidad a posteriori. Aplicamos el teorema de Bayes.

2
P(A/D _P(AmD)_P(A)P(D/A)_O"r"(gj_ 20 _ o1
(A/D)= P(D)  1-P(D) 055 (33
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E10.- (Probabilidad y estadistica)

Si lanzamos al mismo tiempo dos dados idénticos y del tipo usual (es decir, que sean cubicos, que todas
sus caras tengan la misma probabilidad de quedar hacia arriba y que en cada una de ellas aparezca un
namero de puntos que varie desde el uno hasta el seis), ¢cual es la probabilidad de que la suma de las
puntuaciones obtenidas en los dos dados coincida con la suma mas frecuente? (2 puntos)

Al lanzar dos dados podemos obtener 36 pares de valores distintos que podemos organizar en una
tabla.

1 2 3 4 5 6
11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16
21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26
31 |32 | 33 |34 |3 |36
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46
51 | 52 | 583 | 54 | 55 | 56
61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66

OB WIN(F

Como cada uno de los sucesos elementales de la tabla son equiprobables tenemos que la
probabilidad de cada uno de ellos es 1/36.

He marcado de rojo los sucesos elementales que suman 7. Siendo esta suma la que puede suceder
de mas formas distintas entonces tendra la probabilidad més alta (6/36).

P (Sumar 2) = 3_16
2

P (Sumar 3) = %
3

P (Sumar 4) = i
4

P(Sumar 5) = N
5

P (Sumar 6) = 5
6

P(Sumar 7) = %
5

P (Sumar 8) = i
4

P(Sumar 9) = N

P (Sumar 10) = %

P(Sumar 11)= 3_26

P (Sumar 12) = %

La probabilidad mas alta es la de sumar 7 siendo su probabilidad P(Sumar 7) = % = %z 0.16
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